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 چکیده 
شده  ارائه  ن رساله  یدر ا ،خطی تغییر ناپذیر با زمان  مرتبه کسری  هایآشکارساز خطا برای سیستم  یطراح

بسیار    یصنعت  یهاستمی س در  که  استفاده شده است،    مدلآشکارسازی خطا بر اساس    از روش   یاست. در طراح

ها و محاسبات بر پایه روابط گیریاز مقایسه اندازه  که  ،ماندهیگنال باقید س ین روش با تولیا  است.  پر کاربرد

های  کمینه کردن اثر ورودیبرای    . کند یم  نمایان  ستم را  یس   عملکرد غیر طبیعی آید؛  بدست میتحلیلی سیستم  

با استفاده    ،سازی هر چه بیشتر این سیگنال به خطاو حساس   ها بر روی  سیگنال باقیماندهنامعلوم و نامعینی

  ، سپس است  تشخیص خطا تبدیل به یک مسأله  کنترل بهینه مقاوم شدهمسأله      ∞𝐻−/𝐻از معیار ترکیبی  

کننده و  یکی کردن واحد کنترلبا    ،در مرحله بعد   . شودیارائه م   ماتریسی خطی  یبرابردر قالب نا  حل مسأله

ه  کسری انجام شد   مرتبه  های آشکارساز خطا برای سیستم-طراحی واحد کنترل کننده  واحد آشکارساز خطا،

نامطلوب احتمالی این دو    .است اثرات متقابل  مزیت این ترکیب، کاهش پیچیدگی فرآیند طراحی و کاهش 

بر روی یکدیگر است.   گر و کنترل کننده یک  بر این اساس که، آشکارساز خطا یک مشاهده  یطراح  واحد 

 ∞𝐻−/𝐻ترکیبی    ینه سازیبه  با استفاده از معیار  سپس  .انجام شده استگر است،  رل کننده بر پایه مشاهده کنت

-ی ورود  کسری در حضور  مرتبه  ماتریسی خطی برای سیستم  یهایبرابر شروط لازم برای حل مسأله در قالب نا

شبیه سازی در نرم    ،تایج طراحیجهت بررسی ندر پایان  .  شودمیارائه    زیو نو  اغتشاش   از جمله  یخارج  یها

   سیستم فرضی انجام شده است.یک سیستم واقعی و مدل یک  افزار متلب برای 
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𝐷𝑡 گیر انتگرال-عملگر مشتق
𝛼

 

𝐷𝑅 لیوویل  -مشتق کسری ریمن 𝑡
𝛼

 

 𝛤(𝑧) تابع گاما 

𝐷𝐿 لتنیکوف –مشتق کسری گرانوالد  𝑡
𝛼

 

𝐷𝐶 کاپوتو مشتق کسری 𝑡
𝛼

 

 𝑅𝑛 ی بعد  n ی دسیاقل یفضا

𝑝ی  قیحق یس هایمجموعه ماتر × 𝑛 𝑅𝑝×𝑛 

 𝛥(𝜆) معادله ماتریس مشخصه 

به نقطه مبدأ   𝑧 مثبت و خط واصل نقطه یقیحق  محور نیب یاهیزاو یدر دستگاه مختصات قطب

 باشد یم

𝑎𝑟𝑔(𝑧) 

 ∗𝐴 ترانهاده مزدوج ماتریس 

𝐴 + 𝐴∗ 𝑠𝑦𝑚(𝐴) 
𝐴 + 𝐴𝑇  ℎ𝑒𝑟𝑚(𝐴) 

 𝐴𝑇 ترانهاده ماتریس 

𝑛 مختلط یتیهرم  یس هایمجموعه ماتر × 𝑛  𝐻𝑛 

 X 𝜎𝑚𝑎𝑥ن یمم مقدار تکیماکز

 ⊗ ضرب کرونکر
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 شگفتاريپ -1-1

  اردها دلار خسارت یلیم   باعث  ،ماهایها و هواپیمیپتروش ع مختلف از جمله  یبروز خطا در صنا  طبق گزارشات، 

   ، زودهنگام  یدر صورت تشخیص خطا  که  دهد یها نشان میبررس   شده است.  نیز  مالی و در مواردی تلفات جانی

ص  ی و تشخ   ییشناسا  بنابراینافتاد. یها به خطر نمد جان انسانیشد و شایجاد میا  ی به مراتب مشکلات کمتر

از    عی نقل سر  حمل و  ما و ی، هواپیا ، راکتور هستهیی ایمیش   یهاستمیها، بخصوص س ستمیع خطا در س یسر

  برخوردار است. یا ژهیت ویاهم

های مختلف در بازار رقابتی امروز، تقاضای مصرف کنندگان برای  شرکتها توسط بالا بردن کیفیت سیستم

-سیستم   ایمن کردنبه عملکرد دقیق سیستم و    ، نیازانتظار برای بازدهی بالا  آنها،هر چه  بهتر  شدن  عملکرد  

  تلف مخ  یهاستمیر س یها از زستمیس   که  ها سر و کار دارند، باعث شده استهایی که مستقیماً با جان انسان

در    ی هاستمیتر س به عبارت ساده  ،شود افزوده    آنها  ی داخل  اجزاءبه    قطعات مختلف   ، هر روز  و   شوند     لیتشک

را  ، احتمال رخ دادن خطا  ستمیتر شدن س ده یچیپ  است که  روشن  "کاملا  .اند ده شدهیچیار پیطول زمان بس

به مرور  شود،    ده گرفته ی ناد  ی دلیلهر ه  ب  جاد شود و ی ا  ستم یک س ی  ی هاربخشیزدر   ییخطااگر    کند.ی شتر میب

دیگر سیستم نیز    یهابخشبه      تواند می  مانند یک ویروس   نه تنها به خود زیر سیستم، بلکه  زمان این خطا

  ی و جان  های مالی باعث خسارت  شک ی، باین موضوع  . کند و توقف    ی از کارافتادگدچار    را   آنها  آسیب رسانده و 

ها، خطاها را زود شناسایی کرد و عکس العمل به موقع انجام داد، در  بتوان در سیستماگر    .بسیار خواهد شد 

  گر ید  یهاوب به قسمتیستم مع یب رساندن س یاز آس درجه اول از خود سیستم محافظت شده است؛ سپس   

 .بعمل آمده است ی ری جلوگنیز 

توان  یل میبا آن که هنوز از اتومب  ؛یک خطا در سیستم اتومبیل است  ل یچرخ اتومب  بعنوان مثال، کم بادی   

ناچیزی    که با هزینه  ن خطایابه موقع    با رفع.  است  شده  استفاده کرد اما باد چرخها از حالت استاندارد خارج

می از می  شود، انجام  اتومب  هاچرخ  یخراب  توان  افتادن  کار  از  داشت، ل  یو  برخواهد  در  را  بیشتری  هزینه    که 

 . جلوگیری کرد

ا  یزات  یتجه  ،انسانها  ی خطر برا  از   ی جلوگیر ستم در  یک س ی  و ظرفیت   یتوانای  1ی منیشاخص ا  ، تعریفطبق  

  ک محدوده یدر    عملکرد استاندارد طبق شرایط مفروض   ،ستمیس یک    2نانیت اطمیقابل.  است  ط اطراف یمح

زمان یدر    و   مشخص دوره  شده  ییتع   یک  ا  . [1]است  ن  به  توجه  تعاریبا  راهکارها  ی کیف،   ین    ش یافزا  یاز 

  .است  آنو رفع  خطا آشکارسازی به موقع  ،ستمیس  نانیت اطمیو قابلی منیا یهاشاخص

اکنون بصورت    آنهاموضوع بسیاری از تحقیقات بوده است که نتایج     3میلادی تشخیص خطا1970از سال 

  مقاله و کتاب  در دسترس است.  با توجه به اهمیت موضوع  در دهه اخیر ، تشخیص خطا به عنوان یک شاخه 

های نو برای  های کاربردی و ایدهمهم از نظریه کنترل و مهندسی معرفی شده است و با کوشش محققان، فنون

 آن، ابداع شد.

 
1 Safety 
2 Reliability 
3  Fault detection 
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که کمک    یل کسری فرانسی حل معادلات د  یاز ارائه شدن روشهاستم بعد  یدر اواخر قرن ب  ، گرید  یاز سو

به  ی و غیره   میک، ش یزیدانشمندان از علوم مختلف مانند ف   ، کرد  ی کسر   حسابان   یایان شدن مزاینما  شایانی به 

تر  ق یار دقیبس  یکیزیف  ی ندهایو فرآ  یمهندس   یهاستمیاز س   ی لیخ  یمدلساز  مهم  بحثم. در  آوردند   یآن رو 

ده  یچیمعادلات پ  با  هاستمی س از    یبعض  یبرا  با کمک این علم  ،بعلاوه ند.اهشد   یمدلساز  دینامیک مرتبه کسری با  

ح  ین دانش، فراهم ساختن ابزار قدرتمند در تشریا  دیگر   ی نقاط قوت و مزایا  از    ارائه شد.  یتر ساده    شینما  ،

  ندها است.یفرآ یا و حافظه ی خواص ذات

  ی هاکنندهن ساختن کنترل یهمچن  و   ی کسر  یهاستمیدانشمندان توانستند با کنترل س   ،کنترل  نظریه در  

از ابزار    دا کنند ویپ  یدسترس مطلوبتر    ی به نقطه کنترل    ،شتریب   ینقاط کنترلبه     یامکان دسترس   با   یکسر

، تمام  یمتفاوت در محاسبات کسر د و یجد  یاضیر مباحث  با توجه به البتهاستفاده کنند.   دانش ن یقدرتمند ا

  ی کسر  حسابانقت  یحقدر  .  د ندار  د یجد   از به اثباتین  ،کنترل  نظریهارئه شده در علوم مختلف از جمله    یهابحث

 کرده است.   یان معرفید را به جهانیجد  یهاهن و کنترل کنند ینو ینو با روشها یراه  در مبحث کنترل، 

،  ی داریدرباره پا  یایو قضا  اند هقرار گرفت   یمورد بررس   ،ی کسر  ی هاستمیاز س   ی اهی پا  یهابحثتا به امروز    

  ی اد یموضوعات زما هنوز  ؛ اارائه شده است  گر مباحثی دو    ، آشوبیقی تطب  کنترل  ها، کنترل مقاوم،کنترل کننده

و کنترل    یسازتوان به  موضوع آشکار  ی مبعنوان مثال    که   وجود دارند   تحقیق  یبرا   ها ستمین س یا  رابطه با   در

ن نکته  یها و توجه به استم یخطا در س   یت آشکارسازیبا توجه به اهم  اشاره کرد.  یکسر  یهاستمیخطا در س 

شود، پرداختن به  موضوع  یاستفاده م  ی از معادلات کسر  یو کاربرد   یواقع   یهاستمی ازس   یاریبس  یامروزه برا  که 

 است. غیر قابل انکار  ک ضرورتی مرتبه کسری ها با دینامیک سیستم ی براخطا  یآشکار ساز

 ق ينه تحقيشيپ -1-2

س یب تاریان  توسعه  و  کنترل خطا  یآشکارساز  یهاروش   یخ یر  دلو  به  پراکندگی،  کتاب  آنها  ی ل  و  در  ها 

ثبت شده از عملکرد    یهای کپ  یگذاراستفاده از جوهر و علامت   نمونه   ی. برااستدشوار    ،قات گوناگون ی تحق

  ی آشکارساز یهاروش  ن یهمچن ج بوده است.یرا ی لادیم  1935ل سال  یدر اوا  ،ستمیس نظارت بر  ی ستم برایس 

خودکار    یی جایگزینبا ایده  .  ابداع شد ها  لوسکوپیلترها و اس یهمزمان با ساخت ف  ،گنالیبر مدل س   یمبتن

و    هاحسگراستفاده از    بنام   ی دیگر  ی ا، روش کاربرد قطعه معیوب با قطعه پشتیبان در هنگام پدیدار شدن خط 

  ی به عنوان مثال برا.  مورد استفاده قرار گرفت ؛   ستمیس   ی اتیمهم و ح  یهاقسمت  ین برایگزیجا  یعملگرها

شد.  یاستفاده م   ،هنگام خطا  یبرا  نیگزیجان روش با در نظر گرفتن سه قطعه  یما، ایهواپ  یات یقطعات مهم و ح

  ی ار یدوم، قابل اجرا نبودن در بس  ؛شد یها منهیباعث بالا رفتن هزنکه  یداشت؛ اول ا  یمشکل اساس ن روش دو  یا

س  بودستمیاز  م  .ها  در سال   وتر یکرو کامپیاختراع  ایعظ  ی تحول  ی لاد یم  1971ها  در جهان  که  یم  کرد  جاد 

 هامیکرو   یر یبکارگمیلادی همزمان با    1975از سال    مند شدند.ز از آن بهرهین  یصنعت   یهاستمی، س "عتایطب

 . آغاز شد  های آشکارسازی و کنترل خطار قابل باور روش ی، توسعه غیصنعت یهاستم یدر س 
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برای مطالعه بیشتر در مورد هر یک    خطا را نشان داده است.  یآشکارساز  یروشها  یبه طور کل(  1-1شکل )

ق قرار  یدق یمورد بررس را  خطا  یآشکارساز یهاشرفت روش یر پیس که   [1] مرجع  توان به از این روشها، می

 مراجعه کرد.  ، داده است

 

 ص خطایتشخ یروشها -1–1شکل 

اوا   نظری که مباحث    ی درست زمان  ، ص خطا بر اساس مدلی مطالعه روش تشخ  ی لادیم  1970ل دههیاز 

طراح شد   1گرهامشاهده  یدرباره  شروع  گرفت،  اول.  شدت  جانسون  و  تشخیبرد  روش  اساس ین  بر  خطا  ص 

ص  ی تشخ  ی هان کتاب با موضوع روش یشنهاد دادند. اولیرا پ  شد یده مینام  2ب یص عی لتر تشخیگر که فمشاهده

رای تشخیص  ب  ن کتابیا[.  2و همکارانش نوشته شد] 3توسط پتن یلادیم 1989خطا بر اساس مدل در سال 

سالها بعنوان تنها مرجع با    و  متمرکز شده است  4گر و روش فضای برابری مشترک خطا بر استفاده از مشاهده

  ص خطا بوده است.یموضوع تشخ

 ،5ناشناخته  یهایورود  یجداسازو  تشخیص  یهابا توسعه روش  میلادی همزمان   1980در نیمه دوم دهه 

  . را بخود جلب کرد  یاری توجه بس  ،ناشناخته  یبا ورود   ستمیس   درص خطا  یتشخ  یبرا  ماندهیباق  ستمیس   یطراح

تولین س یاول   توانستند   1987در سال    ونبرگ و فرانک باقیستم  ارائه    یهایورود   یبرا  6هماند ید  ناشناخته را 

نترل مقاوم  ص خطا به مسئله کیل مسئله تشخیتبد   ابداع روش   دانشمندان با   ی لادی م   1990[. در دهه  3] دهند 

 [. 4]گامی بزرگ برداشتند  ، 𝐻2و   ∞𝐻 7ی سازنهیبا استفاده از شاخص به

قابل توجه  به  بر مدل   یخطا مبتن   یآشکارساز  یهاستمیامروزه س   از جمله  ی در صنا  یصورت  ع مختلف 

های گوناگون  را برای تشخیص  و محققان روش   روند   ی بکار م  گر یک، انتقال شبکه برق و موارد دی، رباتییمایهواپ

  ابداع کردند.  های تصادفی و فیلتر کالمنهای معین، مدل مدل   بر  ی مبتن  یهااز جمله روش   خطا مبتنی بر مدل

  دهد. ینشان م    هارا نسبت به سایر روش   آن  ییزان کارآیو بالا بودن م  ی ن روش در صنعت، برتریا  یعمل  کاربرد  

مانند مدل  ستم  یاز س   یاضیک مدل ری  داشتن  ، بر مدل  ی خطا مبتن  یآشکارساز  یاده ساز یپ  نکته قابل توجه در 

های آشکارسازی خطا مبتنی بر  زیر شاخهاز    یکیمیلادی    90از اوایل دهه  .است  ل  یا تابع تبد یحالت    یفضا

این      . در توجه قرار گرفت  مورد  ، مشهور است  لتریا فیر  تگ یؤبر ر   ی مبتن  خطا   یکه به روش آشکارساز  مدل  

 
1 Observer 
2 Failure detection filter 
3 Patton 
4 Common parity space 
5 Unknown input decoupling control methods 
6 Residual Generation 
7 Optimization index 
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افزایش    سیستم و  بدست آوردن یک تخمین بهینه از خروجی  گر باعثهجایگزینی مدل فرآیند با مشاهد   روش،

 [.8-5]   شده است اغتشاش  مانند  یخارج  یهایدر برابر ورود  قوام

  کنترل   هی نظراز  عنوان یک شاخه؛ تشخیص خطا به ستمیدر س  تشخیص خطا   یت بالایبردن به اهم یبا پ

های جدید  روش   تشخیص خطا شتاب بیشتری گرفته است و   ی هاروش   های اخیر، توسعه شد. در دهه  ی معرف

مبتنی    های سیگنال، روش [. برای نمونه در  آشکارسازی خطا با استفاده از مدل 11-9] برای آن ابداع شده است

و    1تحلیل کپستروم   مبتنی بر آنتروپی،  روش    مبتنی بر تبدیل موجک، روش    بر تبدیل فوریه سریع، روش 

د  یتول  فنونبر اساس    ه مدل یرپاب  ص خطایتشخ  یروشها  یبند دسته  (2-1شکل )غیره پیشنهاد شده است.    

 . دهد یرا نشان م    مانده

 

 د مانده یتول فنونبر اساس   ه مدلیرپاب  ص خطایتشخ ی هاروش یبنددسته -2–1شکل 

 
1 Cepstrum 
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بر    یآشکار سازبخش    با اضافه شدن   مانند بزرگ شدن    ی مشکلات  ستم، یبه س   کنترل  بخشخطا علاوه 

کنترل    موضوع  ی لادیم   در اواخر دهه هشتاد در این راستا،    .  ش آمد یگر پیکد یبا  هابخشن یستم و تداخل ایس 

ده، با  ین ایا  .[15- 12]   م داده شد ی سرعت تعمه  سپس ب  و  ان شد یب    1خطا به صورت همزمان   یو آشکارساز

  ی ر ین جلوگی، همچنهاستمیس   یبزرگ در کوچک کردن و ساده ساز  یکردن واحد کنترل و آشکارساز گام  یکی

بزرگ    یهااز چالش  یک ی  برداشته است.  ،گریکد یخطا بر عملکرد    یاز تداخل بخش کنترل و بخش آشکارساز

ترل، مقاوم  گنال کنید س یخطا و تول  ییص خطا علاوه بر شناسایکردن واحد کنترل و تشخ   یکی  یدهیا  یبرا

 است.ز و اغتشاش ینو  یهایمقابل ورود بودن در 

 ر را مد نظر قرار داد: ی د موارد زیواحد بان ی ا یطراح ی برا ی به طور کل 

 ستمیو کنترل س   یداریحفظ پا  -1

 ع خطایسر یآشکار ساز -2

که خطا بعنوان    ی بطور   ،ز و اغتشاش ینواز جمله    ی خارج  یهایورود     در برابر ستم  یمقاوم بودن س  -3

ن مورد  ی. اد نشودیبر وجود خطا تول  یمبن  اشتباهی   یدر نظر گرفته نشود و آلارم   یخارج  یهایورود

و    ی هوده بودن طراحیباعث ب  ستمیرا، مقاوم نبودن س یت است زیار پر اهمیآشکارساز بس  ی در طراح

 خواهد شد.   آشکار ساز  ستمیس  یناکارآمد 

برا  یراه حل ابتدا  در  به صورت همزمان  ی طراح  یکه محققان  مقاوم  و آشکارسازی خطا  نظر    کنترل  در 

در    −𝐻  ییآراک  اریمع  یبا معرف   [.16،17بود]   ∞𝐻2/𝐻و    ∞𝐻م مانند  کنترل مقاو   ی ارهایگرفتند، استفاده از مع

   .[27  -18]   بکارگرفته شد  یطراح این ی برا دیگر  و کارآمد  یک روش کاربرد ی   1996سال 

  یهافقط در شاخه  ینظر صد سال ازمطرح شدن و مطالعات محض  یبعد از س   یکسر حسابان    گر،ید  طرفاز   

 شود.  ی و کاربرد یمهندس  ی ایات، توانست وارد دنیاضیر
 “What if the order will be 1/2?”  

در مبحث مشتق    ی سرآغاز انقلاب  ،مطرح شد   2تالیتوسط هوپ  1695سپتامپر سال    امسین پرسش که در   یا

نوید    ، نام نهاده شد را  3کسری   حسابان ، که  اتیاضیرعلم      ای جدید ازشاخه  لد تو  و  ات شد یاضیو انتگرال در ر

  همه اعداد   ی ک برایم  درجه انتگرال و مشتق کلاس ی ف کرد: تعمین طور تعریتوان ایرا م  یکسر   حسابانداد.  

  صد سال یش از س یب  یخ یشه تاریبا ر  ی ح موضوعیر صحینکه مفهوم عملگر غیح. با اینه فقط اعداد صح  ی قیحق

 4ون اوهی شهر ندر    ی لادی م  1974در سال،  گر علومید  ی هاکاربرد آن در شاخ  یبحث و بررس   ی ن جلسه یلاو  ، اما  بود 

محاسبات  نسبت به استفاده  از  کردها یاما روداد، ین رویا ی برگزار  کا برگزار شد. با وجود یآمرکت یالت کنتیاز ا

  بر   کار  یل کسر یفرانسی حل معادلات د  ی هابا ارائه شدن روش   در اواخر قرن بیستم   .ر نکردییاد تغ یز   یکسر

 را بخود جلب کرد.  افراد از ی اربسی توجه  کسری مرتبه  سیستم روی 

 
1 Simultaneous Fault Detection and Control 
2 L’Hˆopital 
3 Fractional calculus 
4 New Haven 
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کسری و استفاده از معادلات کسری در    مرتبه  های واقعی با دینامیکاگر چه، در سالیان دور تصور سیستم 

  ی واقع  ی ها ستمیس   یبعض  ،دانشمندان سرانجام با تلاش فراوان ،  بودصنعت، دور از ذهن و شاید غیر قابل تصور  

نکه  یباتوجه به ا  .شد در صنعت استفاده    ی کسر  مرتبه   ی هاو از کنترل کننده  ند شد مدل    ی کسر   مرتبه   بصورت 

عنوان    به  مزیتاین    هم اکنونمدت آنهاست،    یحافظه طولان  ی کسر  مرتبه  یهاستم یگر س ید  یایاز مزا  یکی

 دارد.  فراوان  ز کاربردین حسابان کسریاستفاده از  ی در راستا  د یمف یابزار

 ن علم در عمل آورده شده است.یا ی از کاربردها ی ر بعضی در نوشتار ز بصورت خلاصه  

 برق:   یمهندس کاربرد در   •

   .[31- 28]   ی ک کسری نامی و ترانسفورماتور بصورت د  یکیموتورها الکتر  یمدلساز -1

مدارها -2 الکتر  که  1فرکتانس  بعنوان  یکیالکتر  یدر  کسر   یکی عنصر  مرتبه  مدل  و   یبا    است 

[ و  32]   ی فرکتانس درختدو نمونه معروف آن  .  در را دا    ن خازن و مقاومت ینابیب  یی هایژگیو

  هستند.[ 34،  33]  ی ریفرکتانس زنج

 [.35] ک خط انتقال  یاز  2خازن  -سلف - مقاومتاتصال  یسازمدل -3

از معادلات کسر   ند یک فرآیبه عنوان    یی گرما  ییرسانا  یمدلساز  -4 به شکل  که    یبا استفاده 

 [.36شود ] یمان  یح، بیمرتبه صح ینسبت به مدلها   یترمناسب

 [.  39 -37]   یسوخت یهالیها وپ ی باتر ی: مدلسازییایمیالکتروش کاربرد در  •

 . [42  - 40]   ییگرما یهاستمیس  ییو شناسا  یمدلساز  :3ی حرارت یمهندس کاربرد در   •

 ک:   یمکان  کاربرد در •

   .[44-43]   یبا استفاده از معادلات کسر قیتعل و  ق ارتعاش یعا ی کار بر رو -1

متخلخل   ی ک سد ساختار داخلی ان آب در یجر ک بر سطح مواجهه ینامیفشار د یمدلساز -2

 [45.] 

 ها:ستمیکنترل س  نظریه کاربرد در   •

 [. 47  -46]  یکسر ی هاکنترل کننده یطراح   -1

 [. 48] ستم یس  ییشناسا  -2

 [49] کنترل مقاوم   -3

 .[51، 50]  ی بصورت معادلات کسرس یمسائل الکترومغناط از یان بعض یب: سیالکترومغناط •

   : کیزیف  و یمیش  •

 
1 Fractance 
2 RLC 
3 Thermal engineering 



8 

 

متناسب    ، ولتاژ  یان با مشتق کسر یجر  یونی ک واسطه  یک فلز و  ی ن  یب  1فرکتال   رابط در  -1

 [.  52است ] 

 از خازن با  یعبور  انیجرتناسب    ،  ناهموار  یبا سطح الکترودها   یه خازن کسری در نظر -2

 [.  53ح از ولتاژ ] یرصحیمشتق غ

 [.  54خازن  ]  ی هاکیالکترید   حافظه موجود در از دینامیک کسری بصورت مدلسازی -3

 [.  55،56]   ی ناهمگن با معادلات مرتبه کسر  ی هادر واسطه  یرعاد یغ  2یواپاش ده  یپد ان  یب   -4

پ  یالکتروتا-تقابل الکترود   در   کوچک  ی اهی زاو  ی هافرکانس  ی برا  یک مرتبه کسر ینامید  -5

 [. 57،58]  گیرد نشأت می ح فرکانس یرصحیمقدار امپدانس متناسب با توان غ که از

  :یشناس ستیز •

 .  [59]  ی ست یسم زیدر ارگان  یمرتبه کسر بصورت غشاء سلولبیان  -1

 [.  60ساقه مغز ]  ی رفتار نورونها ی از مرتبه کسر  یمدلساز -2

 [. 61]  رایج ی اقتصاد یها ستمیس بازارها  از  یبعض  مرتبه کسری ی مدلساز اقتصاد: •

 ی مشتقات مرتبه کسربا استفاده گسترده از  کیسکوالاستیمواد و  ریاضی یمدلساز •

    [62-64.]   

نها،  یعلاوه بر ا  نشان داده است.   را  یمرتبه کسر   یمدلساز  یعمل  یاز کاربردها  ی قابل  یمثالها[  65] مرجع  

آنالیپردازش س گر مانند  ید  یهانهیاز زم  ی اریدر بس  یحسابان مرتبه کسر  ی کاربردها  ( نویگنال  لتر،  یز، فیز 

  ده شده است.ید [70، 69ک ] یروبات[ و  68[، کنترل خودکار ] 67ر ] ی [، پردازش تصو66]  م( یو ترم یباساز

 عنوان به ن دانش،یکه از ا  باشد یم ستمیس  کنترل یمهندس ،  یکسر اتیاضیر پرکاربرد  یی هانهیاز زم یکی

 استفاده   یعمل  یصنعت و کاربردهادر   آن  یسازادهیپ و ی کنترل یهاستمیس   یطراح  یبرا   قدرتمند  ابزار کی

است.   مثالکرده    4کرون  یهاکنندهکنترل مجموعه  [،71]   3ی د- یآ-ی ت  ی هاکنندهکنترلاز   توانی م بعنوان 

[  77]   یکسر  نهیبه یهاکننده[، کنترل75،76]   یکسر 5ی مشتق-یانتگرال-یتناسب یهاکنندهکنترل[،72-74] 

 داریناپا یهاستمیس  یدارسازیپا منظور به  [80در مرجع ]  .برد نام [  78،79]   یکسر یق یتطب یهاکنندهو کنترل 

 یبرا یکسر  یهاکنندهکنترل  در عمل. استفاده کرده است یکسرمرتبه کنندهکنترل کی  ، از باز حلقه حالت در

،  [83]   ی کیدرولیه عملگرهای [،کنترل81،82]   ی بآ یمرکز   یکانالها کنترل رینظ یمختلف  یدر کاربردها استفاده

 کننده   تبدیل [،کنترل85]   چند پایه  هارباتبازوی    [،کنترل84]   یکیالکترومکان  یهاستمیس  سرعت دور و  کنترل

 اند.بکار گرفته شدهز ین  [87ل ] یاتومب در ارتعاشات لرزش و کاهش  و  [86قدرت ]  کیالکترون 

 
1 Fractal interface 
2 Anomalous dffusion 
3 Tunable tilt-integral derivative (TID) controller 
4 CRONE (Commande Robuste d’Ordre Non Entier, meaning Non-Integer-Order Robust Control) 
5 Proportional–integral–derivative controller (PID controller or three-term controller) 
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دهد  ینشان م  یو عمل  ینظر علوم    مختلف  ی هانهی در زم ات معمول  یبا ریاض    یات کسر یاضیسه کاربرد ریمقا

استفاده و    مقوله در    ، صورت گرفته  ی هایمطابق بررس   .در آغاز راه است  ی ات کسر یاضیاستفاده و کاربرد ر  که، 

 : قابل تأمل استر  یز موارد    یکسر  حسابانکاربرد 

 اما   ،تر استق یدق  یکسر  مرتبه   مدل  یار یبس  نکه در مواردی، با وجود ا یدر بحث مدلساز -1

   شود. یم استفاده  یر کسریغ مدل  در عمل از  هنوز

کنترل -2 موضوع  قویبس  یهایها، طراحکنندهدر  کننده  یار  کنترل    -1ی تناسب  یهادرباره 

،    انجام  3ر یمشتق گ  -   2یانتگرال برو  اما هنوزشده است  عات و کنترل  ون موضیا  یکار 

 ادامه دارد.   یعصب  یو شبکه ها  ی، فازیق یگر مانند کنترل مقاوم، تطبید یهاکنند 

ات یاضیبا استفاده از ر   ی ر خطیغ   یهاستمیس   ی درباره کار بر رو  ی مقالات کم  ،امروز تا به   -3

 منتشر شده است.  یکسر

 راه است.    ی هنوز در ابتدا یکسر  مرتبه ر ی تأخ یهاستمیس  ی رور ب قات یتحق  -4

 اهداف رساله -1-3

موضوع    ، آن  ی ایمزا  آشکارشدن  و مختلف علوم    یها در شاخه  ی کسر   حسابانروزافزون از    استفاده همگام با  

  مرتبه   ی هاستمیس    ین موضوع کنترل و آشکارساز خطا بصورت همزمان برا یآشکارساز خطا، همچن  یطراح

  ی آشکار ساز یلهأم مسی تعم   قابل ذکر است که .  شودمی  یبررس   ن رسالهیدر ا  ،  نامتغیر با زمان خطی   یکسر

ن موضوع انجام شده  یپژوهش در ا یاست و تعداد محدودر یاخ ی، مربوط به سالهایکسر  یهاستمیخطا به س 

را    یکسر  مرتبه  یهاستمیخطا در س   یآشکارساز  ی برا  ی برابر  ی [ روش فضا88سندگان در ] ینو  "است، مثلا

شده    یمدلساز یکه با مدل کسر   یی گرما یهاتمسیس   یص خطا برا ین تشخ یهمچن  اند؛ مورد مطالعه قرار داده

 ست.  ارائه شده ا  [89اند در ] 

 : مد نظر است  در این پژوهشل یاهداف ذ 

، عملگر و مدل بر آن وارد  حسگر  یکه خطاها  یکسر   مرتبه  ر با زمانینامتغ   یخط  یهاستمیس   یبرا -1

   شود.  یواحد آشکارساز خطا طراح ،ز و اغتشاش استی نومانند  یخارج ی هایورود  ر یثأتحت ت  وشده 

 یکه خطاها  یکسر  ر با زمان ینامتغ یخط  ی هاستمیس  یآشکارساز برا - واحد کنترل کننده  یطراح -2

 . ز و اغتشاش استینو مانند  یخارج یهای ورود  ر یثتأ  تحت  و  ، عملگر و مدل بر آن وارد شدهحسگر

   ی خط یسیماتر  یهاینامساو بیان مسأله در قالب    -3

 
1 Proportional 
2 PI 
3 PID 
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 ساختار رساله -1-4

در فصل    خواهد شد.ان  یب  ، آشکارساز خطاه درباره خطا و  یمطالب پا،  دوم در فصل    ، ن پژوهشیا  ی در ادامه 

  ی اضیف و مقدمات ری، تعاردر فصل چهارم  شود.  کسری پرداخته می  مرتبه  هایبه معرفی و بررسی سیستم  سوم

به کمک  مسأله  برای  م   حل  پنجم    شود.یارائه  فصل  برا   ،  در  خطا    ی کسر   مرتبه   یهاستمیس   یآشکارساز 

  ی برا  سپس  ؛ان خواهد شد یب  ی خط  ی سیماتر  یهایج بصورت نامساو یو نتا  یطراح  ، یر با زمان خطیذ ناپرییتغ

ارائه شده،  یاثبات درست افزار متلب شب  روش  نرم  از  و    یواقع   یی ستم گرمای ک س ی  ی برو  یسازهیبا استفاده 

  ی آشکارساز خطا برا-ک واحد کنترل کنندهیانجام خواهد گرفت. در فصل ششم،    ی ستم فرضیک س ین  یهمچن

  ی ر یگجهینت  هفتم فصل    درت،  ینها  در  خواهد شد.  یطراح   یر با زمان خطیذ ر ناپییتغ  یکسر   مرتبه  یهاستمیس 

 . شودارائه میشنهادات یو پ
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کارساز  -2 فصل  خطا   ی آش
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 مقدمه   -2-1

ار  یبسده  یچیو پ  شرفتهیپ  یهاستمیکار آمدن س   یبا رو بخصوص     ها،ستمیامروزه مبحث تشخیص خطا در س 

جاد  یا  یمشکلات  ستمیس و درست    یعیکارکرد طب  یبرا    د نتوانیم  خطاهاکه    از آنجا  .مورد توجه قرار گرفته است

   ستم یس عملکرد بهتر    ،در سیستم  آنها  رفعتشخیص سریع و   ،  د نشوستم  یتوقف کل س ت باعث  یو در نها  د نکن

ستم  یس   ین اجزایاز مهمتر  ص خطا و کنترل آنی، تشخستمیس   شیپالا  توان گفتیم.  را به ارمغان خواهد آورد

 باشند. یم ی کنترل  امروز

 : [1] بصورت زیر تعریف شده است  1خطا به طور کلی  

حالت  که باعث کار کردن سیستم در   از یکی از خواص ساختاری سیستم  یو اتفاق انحراف پیش بینی نشده 

، مشخصات مدنظر برای عملکرد سیستم یا اجزاء  آن در صورت اتفاق افتادن  شود و  غیر دلخواه و غیر طبیعی می 

 شود.  آن مشاهده نمی

خواهند شد. طبق    آنهاو از کارافتادگی  2ها خطاها به موقع شناسایی و رفع نگردد، باعث خرابیاگر در سیستم

 تعریف خرابی عبارت است از: 

است    3ن خرابی یا نقص یک اتفاق غیر قابل جبران یئمی در عملکرد مورد انتظار از سیستم.  بنابرای داوقفه

  ی و برا  کردخاموش    آن راستم باید  یجه، با ایجاد خرابی یا نقص در س یکه نیاز به تعمیر و بازسازی دارد. در نت

 تعمیر و بازسازی اقدام شود. 

مورد    هاآن  یآشکارساز  یروشها  نیهمچن  رخ دهند،  هاستمیس   درتواند  یکه م  یهاخطا  انواع  ن فصلیدر ا

 د گرفت.نقرار خواه  و بررسی بحث

 هاستميانواع خطا در س -2-2

دانشمندان رشته  ن اساس  یبر ا    د.ندار  یمهم  نقشت خطا  یماه  وقوع خطا ومحل  بندی  خطاها  در دسته

   [. 8]  اند تقسیم کرده ری ز به سه دسته  (، 1- 2را طبق شکل ) ستمیس   یانواع خطاها ،کنترل ه ینظر

 4ی ستمیس  یخطا -1

   5حسگر یخطا -2

  6عملگر  یخطا  -3

 

 
1 Fault 
2 Failure 
3 Irrecoverable 
4 Plant faults 
5 Sensor faults 
6 Actuator faults 
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 اانواع خط :1–2شکل 

 م. یپردازین نوع خطاها می تر اقیدق یدر ادامه به بررس  

  :ک مدليناميا د ي يستم يس  يخطاها  -1

ن  یاثر ادارند.    دلالت  آن   1عملکرد   بر سوء    دهند وی ستم را نشان میوجود نقص در س   ن دسته از خطاهایا

 .است ستم یس  یخروج -یورود  یکی نامیخواص در یی نوع خطا، تغ

    :حسگر يخطاها -2

   ا وقفه ی  حسگر اختلال  که در کار  ی موقعشود.  ایجاد میگیری  در فرآیند اندازه  "این نوع خطاها، مستقیما

  ی شاخه ارتباط   باعث قطع  ن خطاها،ی. اافتد یاتفاق م   این نوع خطا  کند، یکار نم  یشود و حسگر بدرستیجاد میا

   .خواهد شد  بصورت ناقصاطلاعات  ا باعث انتقال یو کننده  ستم و کنترلین س یب

 . [90] اند شده ی بند ر دستهیبصورت ز حسگر یخطاها

 . د یآیبوجود م   یواقع   شده و مقدار  یریگ ن مقدار اندازهیب  ، اختلاف  جادیدر اثر ا  اس:یبا  ی خطا  -الف

  ی ریگکه حسگر اندازه  ی ان مقداریاختلاف م  ت در طول زمان: یکاهش حساس ا  ی  ش یافزا  ی خطا  -ب

 ند.  یگویم  زین  2دریفت   یخطا   ،به آن  "اصطلاحا  شده کهشتر  یبه مرور زمان ب  ،یکند با مقدار واقعیم

یگنال های س   جاد اختلال کرده ویا  حسگرز در کار  ی نو  دهد کهینشان م  کاهش دقت:  یخطا  -ج

 اند.شده ز یبه نو آلوده   یریگاندازه

ارسال     یر واقع ی مقاد  یرا به جا  یمقدار ثابت  حسگرک عدد ثابت:  ی   ی شگ یارسال هم  یخطا  -د

 .ند ی گویم  زین   3فریزینگ ی خطاکه به آن   کند یم

ل  یتبد   یاغلط ادوات واسطهه کردن  بری کالاثر  ن خطا در  یا  :یا واسنجی  ونیبراس یکال  یخطا  -خ

  آید.ها پیش میحسگراطلاعات به سیگنال ولتاژ یا جریان در 

 .دهد ی گنال نشان میرا بصورت س  حسگر یع خطاهاانوا (2-2شکل)

 
1 Malfunctions 
2 Drift 
3 Freezing 
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 [90] حسگر یانواع خطا -2–2شکل 

 : عملگر يخطا -3

ن نوع  یا  یبه طور کل  .  شودیر کار کنترل کننده بر روی سیستم میثأ اختلال در ت  باعث  خطا در عملگر 

 : [90]شودیم م یخطا به چهار دسته تقس

 کند. : با رخ دادن این نوع خطا، محرک خود به خود عمل می1خطای شناور  -الف

  ر کردن  یبه سیگنالهای کنترلی پاسخ ندهد بعلت گ  محرک  اگر :  2تی ک موقعیر کردن در  یگ  -ب

 .[91]   شوداین نوع خطا ایجاد می ،تیک موقعیدر 

از حالت عکس3ور آ  هارد  یخطا  -ج ع به حالت  ی سر  یلیخارج شده و خ  یعیالعمل طب: محرک 

 رسد.ی خود م ینه سطح کنترل یشیا بینه یکم

 4یی کارآکاهش   ی خطا  -د

. دید توان ی م ی گنالین نوع خطاها را بصورت س یا   (3-2شکل ) در 

 

 [ 90]  یگنالیش سیبا نما محرک  یانواع خطاها :3–2شکل 

 
1 Float 
2 Lock- in- place 
3 Hard over 
4 Los of effectiveness 
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 روش مدل کردن خطاها -2-3

  ی کینامیداستفاده در معادلات    یبرا  یاضیانواع خطا، موضوع مهم مدل کردن آن بصورت ر  یبعد از بررس 

دو روش    که   ستم وجود داردیچگونه  اضافه شدن خطا به مدل س   یرویکردهای متفاوتی  برا    ند است.یفرآ

 :  [92]   معروف  مدل کردن خطا عبارتند از

 ضرب شونده  یمدل خطا -1

 شود. یظاهر م ستمیدر پارامترهای س ناگهانی  ات به صورت تغییر در این حالت خطا  

 مدل خطای جمع شونده  -2

ک  ی   یبه طور مثال برا.  شودیستم اضافه م یمعادلات س به صورت ورودی ناشناخته به     مدل خطادر این  

 : [92]ر یحالت ز ی با معادلات فضا ی ستم خطینوع س 

 

 

2–1 ) 
{
𝑥̇ = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢
𝑦 = 𝐶𝑥 + 𝐷𝑢

 

 شود: یر عمل میبصورت ز ، شوندها با روش جمع خط جهت مدل کردن 

(2–2    ) {
𝑥̇ = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵(𝑢(𝑡) + 𝑓𝑎(𝑡)) + 𝐵𝑝𝑓𝑝(𝑡)

𝑦 = 𝐶𝑥(𝑡) + 𝐷𝑢(𝑡) + 𝐵𝑠𝑓𝑠(𝑡)
 

و    خطای مدل  س یماتربیانگر    𝐵𝑝باشد.  می  حسگرمحرک، سیستم و   یبه ترتیب معرف خطا  𝑓𝑠و   𝑓𝑝و   𝑓𝑎 که 

𝐵𝑠 هستند  حسگر ی ع خطاهایتوز یس هایماتر    . 

 خطا  يآشكارساز ي روشها -2-4

م  ی خطا تقس  ی ریو کنترل تحمل پذ   خطا   صیخطا،  به دو بخش تشخ  ی نه یمباحث موجود در زم  ی بطور کل 

   .[93]شده است

  رخ دادن   و زمان وقوع  ، محل خطا  اندازه  و   ن نوعییتع  هدفن مبحث شامل چهار  یا    :1خطا   صيتشخ  -1

 باشد: ی ر میشامل موارد ز  مبحثن یدر واقع ا .است آن

اولیآشکارساز  :2خطا   ي آشكارسازالف(   تشخی،  در  قدم  از    شکلن  یترساده  ، نیص خطا همچنین 

درخواهد  به صدا ستم  یدر س  را رخ دادن خطا آلارم    ،یدودوئت که با ایجاد یک منطق ص خطا اس یتشخ

 . آورد

 
1 Fault identification 
2 Fault detection 

Amir
Typewriter
)
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  با     .است  یاتیو ح   ار مهمیدن محل رخ دادن خطا  بسیفهم  :1خطا   يا جداسازي  ونيزولاسيا  ب(

  توان یم  ند ادچار مشکل شدهند  یفرآ   ی داخل  یا اجزا یها و  ها، عملگرحسگر  ک ازی   نکه کدام یص ایتشخ

و    یآشکارساز  یصنعت برادر    شود. ین مهم انجام م یون خطا ایزولاس یدر ا  .کرد  ی دگ یع به آن رس یسر

 شود.  یاستفاده م 2  یآ-ی د- افبه معروف  پالایشک سیستم ی خطا از یجداساز

بعد   :  خطا  ييشناساج(   زمان خطا   یگام  با  متغیر  رفتار  و  اندازه  سادهاست.    تخمین  عبارت  تر  به 

البته    افت. یبه آن دست  خطا    ییتوان با شناسای است که م  ی به زمان وقوع و بزرگی خطا، هدف  یابیدست

ستم را  یدر صورت امکان س   را به محض مشاهده خطا،ی نبوده؛ ز  یها ضرورستمیاد در س ین مورد زیا

 کنند.  ی به رفع آن اقدام م ا به سرعتیو نند کیخاموش م

  صورت رخ دادن در    ییو کارآ  ی داریپاحفط    یکنترل کننده برا   ی: طراح:  3ر خطايکنترل تحمل پذ   -2

  .است ستم یس  در خطاها

آشکارسازی خطا مبتنی بر مدل فرآیند و آشکارسازی خطا مبتنی بر داده  ی هفتاد میلادی،  از اوایل دهه   

  ی خطا مبتن  یآشکارسازدر    ار مورد توجه قرار گرفتند.  یبس  بودند،ص خطا  ی تشخ  یاصل   یروشهاکه ازیا سیگنال  

  ی است که دانش  یستمی مناسب س ن روش  یا  است. ستم  یس   در جود  مو  ی داده ها  خطا  یاساس آشکارساز  ، بر داده 

ار خوب و  یبس  ، عی ابعاد وس   ی صنعت  های ستمیدر س   ن روش یبکار بردن ا  و  باشد یموجود نم آندر مورد ساختار  

 .  بوده استکارآمد 

    د نیفرآ  بر مدل  یخطا مبتن  یآشکارسازروش    توان با    ی با داشتن دانش درباره سیستم تحت بررسی، م 

به  در    ن روش،  استفاده عملی آنیا  ییبا توجه به سرعت و کارآ  .کردص خطا  یتشخ  ستمیس   ی طراح  اقدام 

های  رباتیک، سیستمهای  مانند کنترل وسایل نقلیه، سیستم  های صنعتی و کاربردیسیستم یبرا   تشخیص خطا

بر    یستم آشکارساز خطا مبتنیس   کی  یمراحل طراح  .ار فراوان استیبس  های کنترل صنعتی  قدرت و سیستم

 [ 93]ان کرد یر بیبصورت زتوان  ی م   را ند ی فرآ مدل

ه  یها و محاسبات بر پایر یگسه اندازهیاز مقاد شده  یگنال تولیس :    4ماندهید باق یستم تولیک س ی  یطراح -1

 مانده یگنال باقیباشد که در س   ی د طوریمانده بایستم باقیس   یطراح  .د یآیستم بدست میس   یل یروابط تحل

از طرف دیگر  های موجود در مدل حذف شده و  سیگنال مزاحم، مانند  اغتشاش و عدم قطعیتاثر  

 خوبی نمایان شود. ه سیگنال خطا ب

خطاهای    یحساسیت سیستم نسبت به خطا و آشکارسازهدف افزایش    :مانده یگنال باقیس   یسازنهیبه -2

شود  که  یسازی مای بهینهن راستا مولد باقیمانده بگونهیموجود در سیستم به بهترین وجه است. در ا

گنال باقیمانده کمینه  یستم بر روی س یاغتشاشات و عدم قطعیت های موجود در س   یاثر سیگنال ها

 .  شود

 
1 Fault isolation 
2 Fault Detection and Isulation (FDI) 
3 Fault tolerant control (FTC) 
4 Residual generation 
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 آشکارساز  خوب  عملکرد    ی نکته مهم برا: انتخاب یک تابع ارزیاب مناسب  1طراحی یک ارزیاب باقیمانده  -3

 است. اشتباه  یهاو کاهش آلارم

ص خطا  یر آن بر سرعت تشخیشود و تأثین مییتع  ارزیاب   تابع   با توجه به   ن عدد یا  حد آستانه:   تعیین -4

 اشتباه است. ی هاکاهش آلارم  و 

 . [93]مبتنی بر مدل را نشان می دهد آشکارسازی خطا  از کلی  ر یتصو( یک 4-2شکل)

 

 
 : ساختار آشکارسازی خطا مبتنی بر مدل  4–2شکل 

گفته شده،   مطالب  به  توجه  گرفتتوان  ی مبا  کار سختی  یطراح  نتیجه  آشکارساز خطا  اما    ،ستین  یک 

شکارساز آک  یکند.  یکه کار را دشوار م  است  یف در طراحینکات ظر  یدارا   ،خوب  یک آشکارساز خطای  یطراح

 : [1]  ر باشد یز  یها یژگ یو ی د دارایخوب با یخطا

 آنها.رخ دادن  خطاها قبل از وقوع    ین یش بیپ ی ا حتی ستمی در س   خطاها عی ص سریتشخ -1

  ی ت ها یزها و عدم قطعیاغتشاشات، نو از جمله یخارج یهایورود  خطاها در حضور ص درست  یتشخ -2

 موجود در مدل. 

 فراموش شده.   یهاو آلارمص خطا  ی تشخاشتباه  ی هاکاهش تعداد آلارم  -3

 
1 Residual evaluation 
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 ماندهي گنال باقيد سيتول -2-5

مدل    عملکرد سه  یمقا  با   یستم اصل یس   ی ع یر طبیعملکرد غ   مشخص کردن   ، مانده  یگنال باقید س یتول  از هدف  

بحث تولید    باقیمانده اثر مستقیم بر روی کارآیی سیستم تشخیص خطا  دارد،  نکه  یبه دلیل ا  .است  ستمیس 

از جمله    .های گوناگونی در این زمینه ابداع شده استباقیمانده در میان محققان بسیار مورد توجه است و روش 

را    2لتر یف  بر   ی روش مبتن  و   ی رین پارامتر، روش فاکتورگی، روش تخم1ی برابر   یبر فضا  ی روش مبتن  هان روش یا

   (. 5-2)شکلکسان است  یمانده متفاوت است اما اصول کار در همه  ید باقیتول   یهر چند روشها  توان نام برد. یم

 
 مانده یباق تولید ستمیک سی: اصول کار 5–2شکل 

در این رساله  برای آشکارسازی خطا از روش مبتنی بر رؤیتگر   انجام شده،    یهایمطالعات و بررس با توجه به  

با جایگزینی رؤیتگر    ن روش یروش مبتنی بر مدل  است، استفاده خواهد شد. ا  یهار مجموعهیاز ز  یکیکه  

سازی و با  ار کارآمد، ساده در پیادهیبس  ها،بررسی  جی بجای فیلتر در روش مبتنی بر فیلتر ابداع شد و طبق نتا

تگر کالمن  ین و رؤ یک ساختار معی  ی ونبرگر برایتگر لیرؤن روش  یدر ا.  عملکرد خوب در تشخیص خطا است

  ستم یس   ی خروجساخت دوباره    ییتوانا  از  ی ده اصلیا  در این روش .  قابل استفاده است  یک ساختار تصادفی  یبرا

تخم حالات  در  یاز  شده  زده  ر ین  است  تگریؤک  شده  گرفته  باقیس و    نشأت  دوباره    یبازساز  بامانده  یگنال 

زیا  یها  یخروج س   مجموعهریک  اندازه   یهاگنالیاز  بررس یس   یریگقابل  ن  یا  د خواهد شد.یتول  یستم تحت 

ن  یدر ا  که   قابل ذکر است  شود. یتگر شناخته میو رؤ  ی ستم واقعیس   ی ن خروجی سه بیبه عنوان مقا  ،گنالیس 

ایشا  شود. یل میتبد   ی تگر خروجی رؤ  ی به طراح  "عموما  ماندهی باق  یمولدها  ی روش، طراح اول  نگاه    ن ید در 

را سخت    یمدلسـازکه    ها  ین یـاد بودن نامعیز  ر  ینظ  یل متعدد یبنا به دلا  ،در عمل  یول   فرض شود روش ساده  

 است.  هد یچیپ یروش  یافزار  ل نرمیا تحلی یل افزونگ یتحل نیکند، همچنیم

 :یقاعده 𝑟(𝑡)  ماندهیگنال باقیس  "معمولا  ی مدلسـاز ین ینامعلوم و نامع یورود با توجه به وجود اثر  

𝑟(𝑡) = 0 ⇒ آلارم    ⇒ خطا    

𝑟(𝑡)بدون خطا  ≠ 0 ⇒     

 
1 Parity Relation based Residual Generator 
2 Fault Detection Filter 
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  ی اب یبه ارز  ،ن واحد یا  تا در  است  1ر یگم یک واحد تصمیساخت    ،ین مرحله بعد در طراحیبنابرا  کند.ی را برقرار نم

سه  یگنال آستانه و مقایک س ید  یتولبا    .  شودداخته  پر  گرید  یهاگنالیص خطا از س ی تشخ  یبرا  ماندهیگنال باقیس 

  ( 𝐽(𝜏)) ماندهیباق  یابین راستا تابع ارزیدر ا  خطا کامل خواهد شد.  یستم آشکارسازی س   ماندهیباق  ی ابیآن با تابع ارز

 : [8] شودر انتخاب یبه صورت زتواند یم "نوعا

 

(2–3 ) 𝐽(𝜏) = ‖𝑟(𝑡)‖2 = (
1
𝜏
∫ 𝑟𝑇(𝑡) 𝑟(𝑡) 𝑑( 𝑡)
𝜏

0

)

1
2

 

   𝜏   طول    د یبا  ،در حداقل زمان ممکن  بعلت کشف خطاکه    ص خطا استیتشخ  ینشان دهنده محدوده زمان

  ن شود. یید تعیخطا با  آستانهحد    و با توجه به آن  یابین تابع ارزییپس از تع  باشد.ی محدود م   𝜏 یابیپنجره ارز

 : [8د]رس ی به نظر م ی ر منطقی به صورت ز (𝐽𝑡ℎ) انتخاب آستانه
𝐽𝑡ℎ = SUP

𝑓≠0,𝑑∈𝑙2
‖𝑟(𝑡)‖2 (2–4 ) 

 ر آشکار کرد: یز  یتوان خطا را توسط رابطه منطقی حال م

𝐽(𝜏) > 𝐽𝑡ℎ  ⇒ خطا  ⇒ بصدا در آمدن هشدار وقوع خطا     

𝐽(𝜏)عدم وجود خطا  ≤ 𝐽𝑡ℎ ⇒ 

 کنترل مقاوم  يارهايبر مع  يخطا مبتن يآشكارساز  -2-6

در   مدل  ی هاتیکنترل و عدم قطع ی هایته، ورود ناشناخ ی هایوروددر عمل  اتفاق افتاده است که  وجود  

اثر نامطلوب و مخرب بر رو  ،یصنعت   ی هاستمیاز س   یاریبس در    اند. اگر ستم آشکارساز خطا شدهیس   ی باعث 

تواند    یو مبه عنوان خطا در نظر گرفته خواهد شد    ستم آشکارسازیتوسط س   ها،ین ورود یدقت نشود ا  یطراح

تواند رخ  یکه توسط آشکارساز خطا م ی گریاشتباه د اشتباه و گمراه کننده شود.  ی هاآمدن آلارمبصدا در باعث

  ی ک ی  اعلام نخواهد شد.    ی هشدارآنگاه    ند،یببستم آشکارساز خطا را به عنوان اغتشاش  یس   ن است که یدهد ا

اجرا   یها عملستمیاز س   یاریشنهاد شده است و هم اکنون در بسین مشکلات پی حل ا  یکه برا  ییاز راهکارها

  ی نه یمباحث کنترل مقاوم در زم  و استفاده از  خطا    یآشکارساز  ی برا  ی نه سازیبه  ی هافنون  ی ر یبکارگشود،  یم

که    ی ستمیس   یبرالتر آشکارساز خطا  یف  یمسئله طراحن راهکارها  یبا ا  .  استآشکارساز خطا    ی لترهایف  یطراح

در مقالات  ن راستا  یدر ا  شود.یم  یسازنهیک مسئله بهی ل به  یتبد   داشته باشد،  ت بالا نسبت به خطایحساس 

 اند مطرح شدهحل مسأله    ی برا  −𝐻ار  یو مع  𝐻2و    ∞𝐻ر  یمختلف نظ  ی هارمدر قالب ن   یگوناگون  ی ارهایمع  ، موجود

 م. یپردازیآنها م  ین مرحله، به بررس یکه در ا

 ∞𝑯ار  يبر مع يخطا مبتن يآشكار ساز -2-6-1
ها  ینینسبت به نامعستم  یس   مقاوم بودن   که به   ص خطایتشخ  ستمیس ک  درست کار کردن ی  ت اعتماد ویقابل

اغتشاشات م   ی طراح  ی اصل  عوامل از  دارد،    ی بستگ   و  روشها  ی کی  شود. یمحسوب  قوام    ی برا   ی شنهادیپ  یاز 
 

1 Decision Making 
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ک تابع  ی  𝑇(𝑠)اگر   است.   ∞𝐻ک مسأله استاندارد یمقاوم به    ی ص خطایل مسأله تشخیتبد   ،ستم آشکارسازیس 

 : [16]شودیف میر تعریبه صورت ز  آن  ∞نداشته باشد، آنگاه نرم    یمحور موهوم   یبر رو   یل سره بوده و قطبیتبد 

   (2–5    ) 
max

sup ( ( ))
w R

T T jw



=

                
  برابر با فاصله   ،که ل است  یتابع تبد   ∞𝐻نرم      ستمیس   ین پاسخ فرکانسیمقدار تک  نهیشیبمم  یسوپر  یعنی

اندازه    ی ن مقدار که در منحنیشتریب  ی عبارته  ب  باشد.یم   𝑇(𝑆)  1ست یکوئینا  نمودار  ی ن نقطه رویدورتر   أ تامبد 

گنال  یبا س   کیدر صورت تحر  ستم یس   ن بهرهیبزرگتر  گر یان دی. به باست  لیتابع تبد   ∞𝐻نرم    افتد   یاتفاق م   2بود 

 است.ک یهارمون یورود

گنال  یس   یرا برا  ی خروج  - یبهره ورودو بتوان    باشد   ی ریقابل اندازه گ  یو خروج  ی ورود  𝐿2ا نرم  ی  یانرژاگر  

   را بکار برد.  ∞𝐻  عملکردشاخص    توان ی م کرد،   یر یا توان محدود اندازه گی ی با انرژ  یورود

 [. 94]مفروض استر  یز  یستم خطیس 

 

(2 –6 ) 
 

{
𝑥̇ = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡) + 𝐵𝑐𝑓𝑐(𝑡) + 𝐵𝑑𝑑(𝑡)
𝑦 = 𝐶𝑥(𝑡) + 𝐷𝑢(𝑡) + 𝐵𝑠𝑓𝑠(𝑡) + 𝐷𝑑𝑑(𝑡)

 

و    𝑓𝑐ن  یهستند. همچن  حسگرمدل و    یع خطاهای توز  یهاس  یانگر ماتریب بیبترت   𝐵𝑠و    𝐵𝑐  ی س هایکه ماتر

𝑓𝑠  ترت ف   ی م  حسگرمحرک و    یب معرف خطاهایبه    . است(  6-2شکل )مطابق   لتر آشکار ساز خطا  یباشند. 

 .𝑓(𝑡)گنال خطا  یبا س 𝑟 ماندهیبرابر است با اختلاف باق  𝑒  ین یتخم یخطا

(2–7 )  𝑒(𝑡) = 𝑟(𝑡) − 𝑓(𝑡) 

                   

 
 خطا  یآشکارساز یبرا یشنهادیلتر پ یف یاجعبهبلوک   -6–2شکل 

را نسبت به     𝑒‖𝐿2‖ی ن یتخم  یخطا   یشود که انرژ  یطراح  ید طوریلتر بایخطا، ف   یآشکارساز  یکه برا 

𝑤افته،  ی میاغتشاش تعم = [𝑑(𝑡)𝑇 𝑓(𝑡)𝑇]𝑇 یا به عبارتینه کند. یکم : 

(2–8 )  
𝑚𝑖𝑛
𝐹

𝑠𝑢𝑝
𝑤∈𝐿2−{0}

‖𝑟(𝑡)‖2
‖𝑤(𝑡)‖2

< 𝛾, 𝛾 > 0 

م ی زده شده و اغتشاش تعمنیتخم  ین خطایب  𝑇𝑤𝑒ل یاز تابع تبد   ∞𝐻نرم   (8–2) گر، طبق رابطه  ید  یانیبه ب

 ف کرد: ینطور تعریتوان ا  یخطا را م  یسازنه شود. پس مسأله آشکارید کمیافته، بای

 
1Nyquist 
2 Bode Diagram 
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 ارضاء کند:ر را یط زیکه شرا  یبطور  ∞𝐻لتر  یدا کردن فیپ

(2–9 )  ‖𝑇𝑤𝑒‖ ≺ 𝛾 

                                                                             

 .ک عدد اسکالر مثبت استی 𝛾که  

 −𝑯ار  يبر مع يخطا مبتن يسازآشكار -2-6-2
بر    ی هاینینامعلوم و نامع  ی هاینه کردن اثر ورود ین کمیعدر    ص خطا یستم تشخیس   ی ند طراحیفرآدر   

دو    نیا  یاز طرف  انجام شود.  زین  گنال به خطاین س ی شتر ایهر چه ب  یسازحساس   د یبا  مانده  یگنال باقیس   یرو

ک  ی  شده، مطرح    یشنهادیراه حل پ    شود.یم   یگری سبب انحراف د  یکیبهبود    و  دارند هدف در برابر هم قرار  

از    چند منظوره   یطراح ,𝐻∞/𝐻2  ییکارآ   ی ارهایاز مع  یکیبا استفاده  𝐻∞/𝐻∞    و𝐻∞/𝐻−    بتواند   است تا 

از    −𝐻∞/𝐻  یی ار کارآیمع ان   یم  ن  یا  در   را برقرار کند.  ستم یستم و قوام س یت س ین حساس یمصالحه مناسب ب

در عمل از  ر موارد  یسا  نسبت به    ی پاسخ بهتر  ،کسانیط  یشتر مورد مطالعه قرار گرفت و درشرایر موارد بیسا

 .خود نشان داده است

 −𝐻  ینه سازی بهشاخص  نداشته باشد، یمحور موهوم ی بر رو یل سره بوده و قطبیک تابع تبد ی 𝑇(𝑠)گر ا

 [:95شود]  یف م ی ر تعریبه صورت ز

(2–10 ) ‖𝑇(𝑠)‖−
[0,𝜔̄] = 𝑖𝑛𝑓 𝜎̱ [𝑇(𝑗𝜔)] 

           

در واقع این شاخص اینگونه بیان    باشد.  ی ستم مین س ین مقدار تکیکمتر  𝜎̱معلوم و    ی کران فرکانس  𝜔̄که  

ن  یا  شود. واضح است که  نه یشیبمی شود که نسبت انرژی ورودی سیستم )خطا( به انرژی خروجی سیستم  

 باشد.  یم ∞𝐻  ی مسئله شاخص عکس

گفته شده،    مطالب  به  توجه  ابا  رسالهیدر  به  یآشکارساز خطا  یطراح  ن  از روش  استفاده  با  نه  یمقاوم 

 : د یباآشکارساز  جه در طراح یدر نت   .انجام خواهد شد  −𝐻∞/𝐻یساز

  ن شرط یاتوان  ی پس ماغتشاش خطا فرض نشود.    و  نه شود یماند نسبت به اغتشاش  کمیت باقیحساس  -1

 . کردان یب ∞𝐻  یی بصورت کارآ را

  یی با کارآکه  است    ∞𝐻مسئله    ن شرط عکسی شود. ا  نهیشیبگنال خطا  یماند نسبت به س یت باقیحساس  -2

𝐻− ان است.یقابل ب 

 نتيجه گيري  -2-7

ت حل مسأله برای  یاف های تشخیص خطا، توانستیم رهدر این فصل با بررسی انواع خطا در سیستم  و روش 

سری را با انتخاب نوع مدل کردن خطا و روش تشخیص خطا پیدا کنیم.   ک مرتبه  آشکارسازی خطا در سیستم 
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روش بهینه سازی  کردن خطا بصورت جمعی و استفاده از با توضیحات داده شده در این فصل، با انتخاب مدل  

𝐻∞/𝐻− پردازیم. در فصول بعد به حل مسأله می 



23 

 

 ی کسر   ک مرتبه ینام ی با د   ستمی س  -3 فصل
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 مقدمه  -3-1

  ط یجاد شرایا  و   1یر یپذ انعطاف  ، از جمله  یبسیار  ی مزایا    بعلت   یکسر   مرتبه   حسابانر،  یاخ  یهادر سال 

مورد توجه بسیاری از محققان    ،دهیچیپ  یهاستمیس   بخصوص  هاستمیس   ی بعض  در  مناسب و بهتر  یمدلساز  یبرا

  ی دار یدر بحث پا  هیاول  هاییهم و قضیخچه، مفاهیتار  ارائه  به  فصلن  یدر ا  اند.  ای مختلف  قرار گرفتههدر رشته

  ی که در طراح  هاییقضیهها و  از لم  یبعض  و  پرداخته خواهد شد   یکسر ک مرتبهی نامیبا د   ییهاستمیس   یبرا

 . خواهند گرفتمورد مطالعه قرار  کنند، یآشکارساز به ما کمک م 

 خچه ي تار -3-2

  1695در سال    یکسر  انحساب  .  شودیم  ی تلق  ی میقد د با سابقه  یجد   یعلم  ک موضوع ی  ی کسر  انحساب

1اگر مرتبه مشتق   "  ن سوال که ی با ا  3ز یبنیلا  به  2تالیهوپ  یاز سو  ی انامه  با نوشتن  ، یلاد یم
2

  ی باشد چه اتفاق   

آن قابل    ید برایج مفیک روز نتای  ک تناقض آشکار است اماین  یا"پاسخ داد:    زیبنیلا  .مطرح شد   "خواهد افتاد؟

مرتبه  مبحث    .[96]  شد   اتیاضیرعلم    در  نوین  مبحث    سر آغاز  ن حدث و گمانیا،  الؤن س یا    "تصور است.

تواند  یا انتگرال( مین است که، مشتق)  یدر اتعمیم یافته مشتق و انتگرال مرسوم است و زیبایی آن    ،یکسر

 .[98  -97] باشد   ی قیهر عدد حق 

موضوع    ک ی  که این مبحث  بردن   یپدانشمندان    انجامسر،  یکسر  حسابانپس از سیصد سال از مطرح شدن  

   ان نمود و حل کرد.یب  یکسر   حسابانتوان با  یرا م  مختلف  علوم   مسائل  از  یاریست، بلکه بسیمحض ن  اتیاضیر

کسری در حد موضوع ریاضی محض و کاربردی    ان[  از عوامل ذیل برای باقیماندن حساب100-99مراجع ] 

 اند. نشدن آن در علوم دیگر، در مدت بیش از سیصد سال نام برده

 فقدان یک تعریف مشخص و ساده برای موضوع  -1

 نداشتن راه حل برای حل معادلات دیفرانسیل کسری  -2

 تعریف نامشخص برای انتگرال کسری در مسائل مختلف  -3

طبق نوشته    .داشته است  دانشمندان یبرا  ی اد یار زیت بسیجذاب  مسأله  نیا،   یکسر حسابان شیدایپ از پس

 یکسر حسابان یتوان براینم  که  آن وجود با ، که کرد  انیب  ی لادیم 1730   سال در لریاو    [101] مرجع    یها

.  یافت دست بدان  ینظرتوان به صورت  یم  حیصح ات یاضیر میتعم با ،اما در نظر گرفت   یخاص یکیزیف ریتعب

،  یلادیم  1822در   .ارائه دهد  یکسر مشتق از یخاص نوع یبرا فیک تعریتوانست   ی لادیم  1812 سالدر لاپلاس 

 بسط  .برداشت  یکسرحسابان    ی توسعه علم  ی برا  ی قدم بزرگ   آن یکسر مشتق به  هی فور رابطه می تعم  با   ه یفور

 سال  در توانست  ریگر  افت. ی می تعم یکسر  مرتبه یهاستمیس  به حوزه  منیر توسط  یلاد ی م1847 سال در لوریت

استفاده  ی لاد یم1859  مرتبه مشتق به را نوس یکس و نوس یس  مشتق مفهوم یینما تابع یکسر مشتق از با 

 
1 Flexibility 
2 Hopital 
3 Leibniz 
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ر را  یز  ی رابطه  𝐷𝑞ی  کسر  مرتبه عملگر نماد  ی برا  میلادی 1868  کف در سال  یلتن .هد د گسترش  آنها یکسر

 [. 101اثبات کرد]

(3–1 ) [𝐷𝑞𝐷𝑝𝑓(𝑥)] = [𝐷𝑞+𝑝]𝑓(𝑥) 

در    .افتی گسترش  ی مرتبه کسر حالت به   کوشی انتگرال یرابطهمیلادی   1884  سال   در ورانبا تلاش ل

ریاوا نوزدهم  قرن  ل یل  و  برای   توانستند   1ل یوویمن  تعریف  نوع  کسر   یک  دهند   یمشتق  )  . ارائه  (  1-3شکل 

نشان   ،اند کسری کارکرده حساباندر زمینه  میلادی  1977تا  1650از سال  دانشمندان مشهور کهاز  فهرستی

 دهد. می

 
 دانشمندان مشهور در زمینه حسابان کسری   -1–3شکل 

مشترک خود   ی( که همکار3ر یجروم اسپاندان )ی اضیک ری( و  2ت اولدهامیدان  )ک یمیک ش ی   ن باریاول  یبرا

[.  101را منتشر کردند]  ی کتاب محاسبات کسر   ی لادی م  1974بودند؛ در سالآغاز کرده    ی لادیم  1968را از سال  

ن  یز پرداخته شده است.  این  5هامه مشتقیو ن  4مه انتگرالهاین کتاب، به مسأله انتقال جرم و گرما از نگاه نیدر ا

بعنوان    یکتاب  یلاد یم  1987است. در سال    یکسر  حساباند از کاربرد  یمنشأ آغاز دوران جد   یبه درست کتاب  

 
1 Reimann-Liouville 
2 Keith Oldham  
3 Jerome Spanier 
4 semi-integrals 
5 semi-derivatives 

https://www.researchgate.net/profile/Keith_Oldham2
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ترجمه    ی سیبه انگل  1993منتشر شد و سپس در سال  ی « به زبان روس ینظر : کاربرد و  ی» مشتق و انتگرال کسر

 [.  102شود ] ینام برده م  یکسر  حسابان  المعارفن کتاب بعنوان دائره یشد. از ا

های تخصصی بوده است  ها و رسالهکسری هدف بسیاری از کنفرانس حساباندهه هفتاد میلادی به بعد،  از

امروزه،    .به این علم نشان دادند   ی ادیه زج تو  ،ک  ی زیو ف  یمهندس   دانشمندان علوم مختلف از جمله علوم  و

عنوان    هزارانآن، شامل    ی و کاربردها  یکسر  انها ، مقالات و متون اختصاص داده شده به حسابمجموعه کتاب

 .دا کند یپ یشترینده، رشد بیآ ی هادر سال فهرستن  یرود ا ی است و انتظار م

 هيم اوليمفاه -3-3

𝐷𝑡با نماد    و   ر است یگر و انتگرال یگاز دو عملگر مشتق  یب یترککه      ،1ر یگانتگرال-عملگر مشتق
𝛼    شناخته

 . [101] شودیف میر تعر یتوسط رابطه ز ، شودیم

 

(3–2 ) 

    

 

𝐷𝑡
𝛼 =

{
 
 

 
 
𝑑𝛼

𝑑𝑡𝛼
          𝛼 > 0

 1              𝛼 = 0

∫ (𝑑𝜏)−𝛼
𝑡

0
𝛼 < 0

 

ارائه     ی ف مختلفیتعار  ی مشتقات مرتبه کسر  یات مرسوم، دانشمندان برا یاضیف مشتق در ریبرخلاف تعر

 .[103] شود  ین آنها اشاره مینجا به چند مورد از مهمتری هستند. در ا  یبیا و معایمزا   یاند که، هر کدام دارا داده

 : [104]ر استیطبق روابط ز  بیان شده است و  یبر اساس انتگرال کوش   لیوویل   -منیر  یمشتق کسر   فیتعر

(3–3 ) 
𝐷𝑅 𝑡
𝛼 =

𝑑𝛼𝑓(𝑡)

𝑑𝑡𝛼
=

1
Γ(𝑛 − 𝛼)

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑛−𝛼−1𝑓(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0

 

𝑛که     − 1 < 𝛼 < 𝑛   و𝑛 ∈ 𝑁     و𝛤(.  شود: یف م یر تعریز تابع گاما است که به صورت زین (

(3–4 ) 

 
𝛤(𝑧) = ∫ 𝑡𝑧−1𝑒−𝑡𝑑𝑡

∞

0
 

ه مناسب بودن برای  ج یتبودن آن و درنساده    توان بهمی    لی وویل  -منیر  یمشتق کسر   فیتعر  یایاز مزا

 .  محاسبات اشاره کرد 

 . [105] ( است5- 3طبق روابط ) 2کوف یلتن  - گرانوالد   یف مشتق کسر یتعر

 

(3–5 ) 𝐷𝐿 𝑡
𝛼 =

𝑑𝛼𝑓(𝑡)

𝑑𝑡𝛼
= 𝑙𝑖𝑚

𝑁→∞
[
𝑡 − 𝑎

𝑁
]
−𝛼

∑(−1)𝑗 (
𝛼
𝑗 ) 𝑓 (𝑡 − 𝑗 [

𝑡

𝑁
])

𝑁−1

𝑗=0

. 

  دهد.  یک حافظه بلند مدت از مشتق را می رابطه ن یا

 
1 Differ-integral 
2 Grundwald-Letnikov 
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 :[106]   است (6- 3طبق ) 1پوتو اف کیت، تعریدر نها

 

(3 –6 ) 𝐷𝐶 𝑡
𝛼 =

1
𝛤(𝑚 − 𝛼)

∫
𝑓(𝑚)

(𝑡 − 𝜏)𝛼−𝑚+1
(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0
 

𝑚که   − 1 < 𝑞 < 𝑚   و𝑚 ∈ 𝑁 . 

و      آن  یبرا  ل لاپلاس یساده بودن تبد   ی دو روش قبل  نسبت به    پوتواک  یمشتق کسر  فیتعر  ی مهمهاتیمز

 : [106]ر استیف به صورت زیتعر  نیا ل لاپلاس دریتبد   است.مشتق صفر اعداد ثابت 

 

(3–7 ) 𝐿{𝐷𝑡
𝛼𝑓(𝑡)} = 𝑠𝛼𝐹(𝑠) −∑𝑠𝛼−1−𝑘𝑓(𝑘)(0)

𝑛−1

𝑘=0

 

از   یبرا نستمیس   یمدلساز  در  ی مرتبه کسر  دیفرانسیلمعادلات    استفاده  تعریها،  به  مرتبه  یاز  مشتق  ف 

محض    ریاضیاتدر    لیویل  -ریمان  . هر چند  مشتق  ، استدارند   یکیزی ر فیتفسآن    یاشرایط اولیهکه    یکسر

شرایط  سفانه شامل  أمت   ،کند ی مایفا    ی مرتبه کسر  دیفرانسیل در معادلات    یدارد و نقش اساس   بسیار کاربرد  

مشتق کاپوتو معادل  در  ه  ی ط اولیشرابرعکس    . ندارد  ستمیس   ی برا  یاصر خیتعب  فیزیکیاست که از لحاظ    ی ا اولیه

ن است که  یل و کاپوتو ایویل   -مانیگر مشتق ریتفاوت د  .استح  یل مرتبه صحیفرانسی معادلات د  هیط اولیشرا  با

  ی هان تفاوتی. اتواند صفر نباشد یم  لیویل  -مانیرف  یتعر  یبرا  ،اما  ک عدد ثابت صفراستی   ی مشتق کاپوتو

ایویل  - مان  یمشتق ر باعث شد که در  از تعر یل و کاپوتو  برا ین رساله  ک  ینامی معادلات د  یف مشتق کاپوتو 

 ستم استفاده شود. یس  یکسر
 

همراه با خطا و  ي مرتبه کسرک يناميبا د ستم يس يمدلساز   -3-4

 نامعلوم  يورود 

از   یف مناسبیازمند توصین بر مدل،  ی مبتن یص خطایتشخطراحی سیستم   یستم برا یداشتن دانشی از س 

   ز نشان دهد. یمانند اغتشاش و نو ورودی نامعلوم  خطا و اثر که  استستم یس 

  يکسر مرتبه کيناميبا د  ستميسف يتوص -3-4-1

اهداف    ن  یدر جهت تأمند  یف فرآیتوص   ی ستم برایاز مدل س   یانواع مختلفدینامیک سیستم،    بر اساس 

  ر با زمان  که به  مدل یرناپذ ییتغ  ی ستم خطیان آنها مدل س یدر م  . ردیاستفاده قرار گتواند مورد  یم  ، یکاربرد

𝑢(𝑡)اگر   ست.ا  ن مدلهاین ایترن و پرکاربردیازساده تر  ی کیمعروف است      2خطی تغییر ناپذیر با زمان  ∈ 𝑅𝑘   

𝑦(𝑡)و    یورود ∈ 𝑅𝑚   تغییر ناپذیر با زمان خطی    ستمیک س ی   یخروج  ی ستم باشد، رابطه ورودیس   یخروج  

 : [103]  است (8- 3) بصورت  ل معروف است،یکه به تابع تبد  ی کسرمرتبه  3ینام

 
1 Caputo 
2 Linear time-invariant (LTI) 

 سیستم در حالت بدون ورودی نامعلوم در حالت بدون خطا مدل   مدل نامی به  3
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(3–8 ) 𝑌 =𝐺𝑢( 𝑠)𝑈( 𝑠) 

  ( 3- 9)  معادلات  توان به صورتیرا م  خطی تغییر ناپذیر با زمان  ی ستم مرتبه کسریک س ی  ی کینامیمعادلات د

 : [103]نشان داد 

 

 

 

(3–9 ) 

{
  
 

  
 
𝑑𝛼1𝑥1
𝑑𝑡𝛼1

= 𝑎11𝑥1 + 𝑎12𝑥2 +⋯+ 𝑎1𝑛𝑥𝑛

𝑑𝛼2𝑥2
𝑑𝑡𝛼2

= 𝑎21𝑥1 + 𝑎22𝑥2 +⋯+ 𝑎2𝑛𝑥𝑛

⋮
𝑑𝛼𝑛𝑥𝑛
𝑑𝑡𝛼𝑛

= 𝑎𝑛1𝑥1 + 𝑎𝑛2𝑥2 +⋯+ 𝑎𝑛𝑛𝑥𝑛

 

   

𝑥که در آن     ∈ 𝑅𝑛  و    است  ستمیس   یحالتها𝛼𝑖  ک حالت  ینامیف دیح مشتق در توصیرصحیمرتبه غi    استاُم  .

𝛼1    یبرا = 𝛼2 = ⋯ = 𝛼𝑛   متناسب یس دارد     یکسر  1ستم  𝛼1  یبراو    نام  ≠ 𝛼2 ≠ ⋯ ≠ 𝛼𝑛     ستم  ی س

   .شودی خوانده م ی کسر   2نامتناسب 

  ( 3-10) به صورت    ی نام  یکسر  خطی تغییر ناپذیر با زمانستم  یحالت س   یف فضایاستاندارد توص  شکل

 شود. یم نوشت

  (3–10 )  
{
𝐷𝛼𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢
𝑦 = 𝐶𝑥+ 𝐷𝑢

 

0که      < 𝛼 < 𝑥(𝑡)، ی ستم کسریدرجه س   1 ∈ 𝑅𝑛   ،بردار حالت𝑦(𝑡) ∈ 𝑅𝑝  ستم ویس   یخروج  𝐴 ∈ 𝑅𝑛×𝑛 

𝐵س حالت،  یماتر ∈ 𝑅𝑛×𝑙 یس ورودیماتر  ،𝐶 ∈ 𝑅𝑝×𝑛 و    یس خروجیماتر𝐷 ∈ 𝑅𝑝×𝑙 س انتقال است.   یماتر 

 م است.یرس تقابل (   2-3شکل )ت بصور( 10- 3ه )رابط حالت ی فضا  یابلوک جعبه 

 

 

 LTI یستم کسریفضای حالت س یاجعبه کبلو  -2–3شکل 

   با استفاده از ف کاپوتو  یتعر  استفاده از ر با زمان با  یر ناپذ ییتغ  ی خط  ی ستم  مرتبه کسریل س یمدل تابع تبد 

 :است  (11-3) بصورت  ل لاپلاس یتبد 

 

(3–11 ) 

 

𝐷𝛼𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢 ⇒ 𝑠𝛼𝑋(𝑠) − 𝑠𝛼−1𝑥(0) = 𝐴𝑋( 𝑠) + 𝐵𝑈( 𝑠) ⇒ 
𝑋(𝑠) = (𝑠𝛼 𝐼 − 𝐴)−1𝐵𝑈(𝑠) + (𝑠𝛼𝐼 − 𝐴)−1𝑠𝛼−1𝑥(0), 
𝑥(0) = 0 ⇒ 𝑋(𝑠) = (𝑠𝛼 𝐼 − 𝐴)−1𝐵𝑈(𝑠), 

 
1Commensurate 
2 Incommensurate  
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 و برای خروجی سیستم داریم 

(3–12 ) 𝑌 = 𝐶𝑋(𝑠) + 𝐷𝑈(𝑠) ⇒ 𝑌 = (𝑠𝛼 𝐼 − 𝐴)−1𝐵𝑈(𝑠) + 𝐷𝑈( 𝑠)   

 آید.بدست می( 13- 3)ه در نهایت مدل تابع تبدیل بصورت ک

(3–13   ) 𝑌 =𝐺( 𝑠)𝑈( 𝑠) , 𝐺( 𝑠) = (𝑠𝛼 𝐼 − 𝐴)−1𝐵 + 𝐷 

 .است (14-3)به صورت    ،ر با زمانیرناپذ یی تغ ی رخطیغ ی ستم مرتبه کسریک س یمعادلات حالت 

 

 

(3–14 ) 

{
  
 

  
 
𝑑𝛼1𝑥1
𝑑𝑡𝛼1

= 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛)

𝑑𝛼2𝑥2
𝑑𝑡𝛼2

= 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛)

⋮
𝑑𝛼𝑛𝑥𝑛
𝑑𝑡𝛼𝑛

= 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛)

 

 نامعلوم يبا ورود يک کسريناميبا د  ستميف سيوصت -3-4-2

  ی ند تحت بررس یرات ناخواسته فرآیی ط ، تغیخواسته شامل اغتشاشات محنا  یهایورود   با(  8–3) مدل    یبرا

 : نوشت توانیم  ریز  را بصورت ی و خروج  یورود رابطه ند، یز فرآیو نو

(3–15 ) 𝑌 =𝐺𝑢( 𝑠)𝑈( 𝑠) + 𝐺𝑑( 𝑠) 𝑑(𝑠) 

 . [32]( است16-3( بصورت معادلات ) 15- 3ستم )یس  حالت ی فضا مدل است. اغتشاش  یورود 𝑑(𝑠)  که 

(3–16 )  {
𝐷𝛼𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢 + 𝐵𝑑𝑑(𝑡)
𝑦 = 𝐶𝑥 + 𝐷𝑢 + 𝐷𝑑𝑑(𝑡)

 

𝑥(𝑡)  ،یکسر   مرتبه  ستم یدرجه س   𝛼که   ∈ 𝑅𝑛     حالت  بردار ،𝑢(𝑡) ∈ 𝑅𝑘   ،ورودی کنترل𝑦(𝑡) ∈ 𝑅𝑟    ی خروج  

𝐴ورودی ناخواسته است.  𝑑(𝑡)و   ستمیس  ∈ 𝑅𝑛×𝑛  س حالت، یماتر𝐵 ∈ 𝑅𝑛×𝑘  ،ماتریس ورودی  𝐵𝑑 ∈ 𝑅
𝑛×𝑝  

ورود یماتر اغتشاش س  مانند  ناخواسته  𝐶  ،ی  ∈ 𝑅𝑟×𝑛 خروجیماتر 𝐷ی،س  ∈ 𝑅𝑘×𝑝   و انتقال  𝐷𝑑ماتریس  ∈

𝑅𝑟×𝑝   ورودی ناخواسته است س انتقالیماتر. 

ند بصورت جداگانه به  یز وارد شده به  فرآ ی نو  ط و یستم، اغتشاشات محیاز س   ی گرید  ی هاشیدر نما  معمولاً

 شوند. ی ستم اضافه میمعادلات س 

(3–17 ) 𝑌 =𝐺𝑢( 𝑠)𝑈( 𝑠) + 𝐺𝑑( 𝑠) 𝑑(𝑠) +  𝑛(𝑠) 

∑انسین صفر و واریانگ ید با میز سفینو 𝑛(𝑠)  "که عموما = 𝑑𝑖𝑔( 𝜎1, . . . . . . . . . 𝜎𝑘ℑ)ℑ  شود. یفرض م 

 يکسر مرتبه  کيناميبا د ستميسدر    خطا يمدلساز -3-4-3

مدل کردن    یهاروش   نیشاخص تراز    یکی  جمع شونده  یمدل خطا  ،ان شد ی بهمانطور که در فصل قبل   

- 3) رند و بصورت رابطه یگ ی مدر نظر    𝑓(𝑠)را به صورت بردار    ممکن  یخطاهاتمام  ، ن روش ی. در ااستخطا 

 . [113] شود یاضافه م  یک کسرینامیستم  با دیبه س  (18
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(3–18 )  𝑌 =𝐺𝑢( 𝑠)𝑈( 𝑠) + 𝐺𝑑( 𝑠) 𝑑(𝑠) + 𝐺𝑓( 𝑠) 𝑓(𝑠) 

ا    اساس،  یبر  فضای حالت  ن  س از  تحقق  کامل  ورود  ،ستمیمدل  به صورت  یشامل  و خطا    ر یز  نامعلوم 

 . [ 113است]
   

(3–19 ) {
𝐷𝛼𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢 + 𝐵𝑑𝑑(𝑡) + 𝐵𝑓 𝑓 (𝑡)

𝑦 = 𝐶𝑥 + 𝐷𝑢 + 𝐷𝑑𝑑(𝑡) + 𝐷𝑓 𝑓 (𝑡)
 

𝑥(𝑡)  ،یکسر  مرتبه  ستمیدرجه س   𝛼که   ∈ 𝑅𝑛     1حالت شبه    بردار،𝑢(𝑡) ∈ 𝑅𝑘   ،ورودی کنترل𝑦(𝑡) ∈ 𝑅𝑟   

و  یس   یخروج 𝐴ستم  ∈ 𝑅𝑛×𝑛  حالت،یماتر 𝐵س  ∈ 𝑅𝑛×𝑘   ،ورودی 𝐵𝑑  ماتریس  ∈ 𝑅
𝑛×𝑝  ورود یماتر ی  س 

اغتشاش  مانند  𝐵𝑓  ،ناخواسته  ∈ 𝑅
𝑛×𝑞  ورودیماتر خطاس  𝐶  ی  ∈ 𝑅𝑟×𝑛    خروجیماتر 𝐷𝑑ی، س  ∈ 𝑅

𝑘×𝑝 

𝐷𝑑ماتریس انتقال،  ∈ 𝑅
𝑟×𝑝    ورودی ناخواسته و    س انتقالیماتر𝐷𝑓 ∈ 𝑅

𝑟×𝑞  سیستم    .خطا است   س انتقال ی ماتر

𝑑(𝑡)تحت تأثیر ورودی ناخواسته مانند اغتشاش  ∈ 𝑅𝑝   و ورودی خطای𝑓(𝑡) ∈ 𝑅𝑞  .قرار دارد 

 ر نوشت: یتوان بصورت زیستم و خطا را میس  ین خروجیل بیتابع تبد ن یهمچن 

(3–20 ) 𝐺𝑦𝑓(𝑠) = 𝐶(𝑆
𝛼𝐼 − 𝐴)−1𝐵𝑓 + 𝐷𝑓 

 ن ياديبن يايقضا -3-5

 ي داريپا يايقضا -3-5-1

  ، یر کسر یر با زمان غیذ ر ناپیی تغ  ی خط  یهاستمی مطابق س   ی کسر  نامک مرتبه یبا د  ی هاستمیدر س   یداریپا

 دارد.  2مختلط در صفحه   هات قطبیبه موقع یبستگ 

  ی مرتبه کسر ک  ی نامیبا د  یستم خطیک س ی  :3محدود   یخروج  - محدود  یورود  یداری: پا[107]   1-3لم  

 د. یریدر نظر بگ   ،شودیف میر توصیمعادلات ز بصورت   ،متناسب را که

  (3–21 ) 𝑑𝛼𝑥

𝑑𝑡𝛼
= 𝐴𝑥,  𝑥(0) = 𝑥0, 

0که در آن   < 𝛼 < 1  ،𝑥 ∈ 𝑅𝑛  ،𝑦 ∈ 𝑅𝑝    و𝐴 ∈ 𝑅𝑛ی دار است اگر و تنها اگر نامعادلهیستم پاین س ی. ا  

توان  ی را م  ی داریه پای( ناح3-3. در شکل ) [124]برقرار باشد    Aس  یژه  ماتریر و ی مقاد ی تمام  ی به ازا(  3-22)

 د.  ید

(3–22 ) 
|𝑎𝑟𝑔(𝑒𝑖𝑔(𝐴))| >

𝜋

2
𝛼 

 
1 pseudo state 
2 Complex plane or z-plane 
3 BIBO 
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𝑎𝑟𝑔(𝜆)که شرط    𝐴س  یماتر  یژه بحرانیر ویکه مقاد  ی  به شرط =
𝜋

2
𝛼

 
ک  ی  1ی کنند تکرر هندس یرا ارضا م

داشته باشند.  
 

Im 

Re

Stab
le 

Stable 

π α/2

-π α/2

Stab
le 

Stable 

Unstable 

Unstable 

 

0  یبرا یستم کسریس یداری ه پایناح: 3–3شکل  < 𝛼 < 1 

 [. 108]   شودیف میر تعریبصورت ز س مشخصه یمعادله ماتر 𝛥(𝜆)  ،(9- 3) ستم نامتناسبیس  یبرا 

     

(3–23 ) Δ(𝜆) = (

𝜆𝑀𝛼1 − 𝑎11 −𝑎12 ⋯ −𝑎1𝑛
−𝑎21 𝜆𝑀𝛼2 − 𝑎22 ⋯ −𝑎2𝑛
⋮ ⋮ ⋱ ⋮

−𝑎𝑛1 −𝑎𝑛2 ⋯ 𝜆𝑀𝛼𝑛 − 𝑎𝑛𝑛

) 

                      

𝑣𝑖اگر    که   =
𝛼𝑖

𝑢𝑖
مضرب مشترک  ن  یبزرگتر  𝑀  ، آنگاهنسبت به هم اولند   𝛼𝑖و    𝑢𝑖در آن که    یباشد بطور  

𝑑𝑒𝑡(𝛥(𝜆))معادله    یهاشه یر  ی دار است اگر تمامیپا  ( 9-3)   ستم یس   .است  𝑢𝑖ر  یمقاد = ر را ارضا ی شرط ز  0

 . [108]کنند 

(3–24 ) |𝑎𝑟𝑔(𝜆)| >
𝜋

2
𝑀 

 نقاط تعادل -3-5-2

0که در آن  (  25-3)   ستم متناسبیس   ی برا  < 𝛼 < 𝑥و    1 ∈ 𝑅𝑛    ،ستم با حل  ین س ینقاط تعادل ااست

 [. 109]ند یآی به دست م (  26-3)معادله 

(3–25 ) 𝑑𝛼𝑥

𝑑𝑡𝛼
= 𝑓(𝑥) 

 

(3–26 )     𝑓(𝑥) = 0 

ن  یس ژاکوبیژه ماتری ر ویمقاد   همه   یبرا  اگر  است  یدار محل یپا  ( 25–3) ستم  ینقاط تعادل س   :1-3  قضيه

𝐽 = 𝜕𝑓 𝜕𝑥⁄ ( برقرار باشد.27-3رابطه )  [109 :] 

  3–27 ) 
|𝑎𝑟𝑔(𝜆)| >

𝑣𝜋

2
 

 
1 Geometric multiplicity 
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 : شوند یر مشخص می با حل معادلات ز  ( 3-14)  نامتناسب  ی ستم مرتبه کسریس   ی برا   نقاط تعادل توجه شود  

   (3–28 ) 𝑓𝑖(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) = 0, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛. 

𝑥وسته از مرتبه دو باشد، آنگاه نقطه تعادل  یپ  یا تکه  fاگر تابع  .  2-3قضيه   = 𝑥 است    یدار مجانبیپا  ∗

 .  [110]  برقرار باشد ( 13-3)  رابطه،   ( 29–3)  معادله  یهاشهی ر ریمقاد ی تمام ی به ازااگر 

(3–29 ) 𝑑𝑒𝑡(𝑑𝑖𝑎𝑔([𝜆𝑀𝑣1𝜆𝑀𝑣2⋯𝜆𝑀𝑣𝑛]) − 𝐽) = 0 

𝑛س  ی ک ماترینشانگر  𝑑𝑖𝑎𝑔([𝑚1𝑚2⋯𝑚𝑛])عبارت  که  × 𝑛 ر است:یبه صورت ز 

 

(3–30 ) 𝑑𝑖𝑎𝑔([𝑚1𝑚2⋯𝑚𝑛]) = [

𝑚1 0 ⋯ 0
0 𝑚2 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 𝑚𝑛

]  

 

(3–31                  ) 
|𝑎𝑟𝑔(𝜆)| >

𝜋

2𝑀
 

  يهاستم يخطا در س يآشكارساز  يبرا گذشته يمرور کارها  -3-6

 ي کسر  مرتبه

خطا به    یم مسئله آشکاسازیتعماما    ،شده است  ی ها طراحستمیانواع س   ی که آشکارساز خطا برانیبا وجود ا

نویاخ  ی هامربوط به سال  ی کسر  مرتبه   یهاستمیس    2011[  که در سال  111سندگان در مرجع ] یر است. 

را  مورد مطالعه قرار    یکسر ریو غ  یمانده کسریگنال باقیس ن  یسه بیک کنفرانس ارائه دادند، مقایدر    یلاد یم

1ت با  مرتبه  مشتق  یقطع  عدم  ی دارا   ی خط  یکسر   مرتبه   ی هاستمیس   یموضوع کنترل خطا برا  اند. داده ≤

𝑣 < با موضوع    یمطالعه شده است. مقاله بعد   2012[ در سال  112عملگر، در مرجع ]   ی در مقابل خطا   2

س یتشخ در  خطا  س   ی کسر  یها ستمیص  در  کاربرد  سال    یی گرما  یهاستمی با  منتشر    ی لاد یم  2014در 

آورند و سپس  یبدست م ی کسر ی کینام یمدل د ی واقع  یی ستم گرمایک س ی ی ن مقاله ابتدا برای[. در ا113شد]

  روش  و   1ا یپو ی برابر یی فضا افته یم یتعم  روش روش اول ، پردازد یخطا م  یسازبا استفاده از دو روش به آشکار

 .است ونبرگ یگر ل هدوم آشکارساز با مشاهد 

 گيري نتيجه -3-7

پرداخت شد.    انواع تعریفات مشتقات کسری  مطالعهکسری به    حسابان  بیان تاریخچه   پس ازر این فصل  د

بررس  با  انتخاب شد.لازم،    یهایسپس  این رساله  در  برای مدلسازی کسری  ادامه  روش مناسب  بیان    در  با 

حل مسأله    یبرا در آینده    ، کنترل  هینظر کسری در    حسابان  از  های پایداری در مبحث استفادهفاهیم اولیه و لمم

 ها استفاده خواهد شد.از این لم

 
1 The generalized dynamic parity space method 
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 پژوهش   یاض ی مقدمات ر  -4 فصل
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 مقدمه  -4-1

-و شبه1محدب   یسازبه مسائل بهینه کنترل،    نظریهها و  ستمیاز مسائل مطرح شده در س   ی عیف وس یط 

   . قابل حل باشند   مناسب  ی عدد  یهاروش با    تا  شده استتبدیل    3ماتریسی خطی   هاینابرابری   برحسب  2حدبم

در حل    آنهادر سالهای اخیر، استفاده از    ماتریسی خطی  هاینابرابری با پیشرفت سریع نرم افزارهای حل کننده  

هایی جهت تبدیل مسائل مختلف  ابداع روش هم اکنون    .کنترل بسیار مورد توجه قرار گرفته است  نظریه مسائل  

محققان زیادی بر روی آن کار   که است   مورد توجه یکی از موضوعات  ی، خط یماتریس یهای نامساوبه  ی کنترل

 . کنند می

 ي خط  يسي ماتر يهاي نابرابر -4-2

 خچه يتار -4-2-1

قدمت سال    صد ش از  یب  یکینامید  یهاستمیس   مسائل   لیدر تحل  یخط  یسی ماتر  یهای نابرابر  استفاده از

  تحلیل   یبرا  یخط  یسی ماترهای  نابرابری استفاده از    میلادی،   0891سال  در  اولین بار    یبرا  4اپانوف یل  یآقا   دارد.

  ل یفرانسیاو نشان داد که معادله د  .کرده  ئارا  ،معروف است  که اکنون بنام لم لیاپانوف    را  پویا  یهاستمیس   یداریپا

 [114]  : 
𝑑

𝑑𝑡
𝑥(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) (4–1 ) 

 که:  یبطور وجود داشته باشد  P مانند   نیس مثبت معیک ماتری فقط اگر  دار است اگر و یپا

𝐴𝑇𝑃 + 𝑃𝐴 < 0 (4–2 ) 

  𝑃س یبه ماتر  اپانوف نسبتیل   ینابرابراست،    یخط  یسیماتر  یهای نابرابراز    یکه حالت خاص  (2–4) به رابطه  

  س دلخواه یک ماتریابتدا  ن صورت است که، ین مسأله بد یحل ا یبرا اپانوف یل یشنهادیروش پ شود. ی م گفته

𝑄  مانند  = 𝑄𝑇 >  𝑃  نیس مثبت مع یماتر (1–4) ستم  یدار بودن س یدر صورت پا  .شود یم  در نظر گرفته   0 

𝐴𝑇𝑃معادله     دا خواهد شد کهیپ + 𝑃𝐴 = −𝑄   .برقرار باشد   

ی کنترل اعمال  اپانوف را به مهندس یل  یبودند که روشها  ی افراد  6تنیکفپاس   و5لور   میلادی ،  1940  در دهه  

  ل یدر اوا. [115] کردند  یمهندس  یاز مسائل عمل یبرخ یو ر رب ،اپانوفیل یروشها  استفاده ازبه  نمودند و اقدام

پوپوف 7چ یاکابوی  ، یلاد ی م  1960دهه    روزهای  کالمن   8،  و  یاکابویکالمن،    معروف   لم ارائه    با    توانستند   9و  چ 

 
1 Convex optimization 
2 quasiconvex 
3 Linear matrix inequality 
4 Lyapunov 
5 Lur’e 
6 Postnikov 
7 Yakubovich 
8 Popov 
9 Kalman 
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  ی هایحل نابرابرکاهش  برای    و پرکاربردی  ساده . این لم روشی  به موفقیت  بزرگی دست یابند     (  KYP)1پوپوف 

آن    یهام یو تعم  لمن  یا  تیبه اهم    1960مه دوم دهه  یدر ن  [.116]   دهد ارائه میدر مسئله لور    ی خط  یسیماتر

 . [118-117]   قرار گرفت یترشی مورد مطالعه ببرده شد و  یپ

روش    از جمله   یخط  ی سیماتر  یهای نابرابر  حل    ی برا   د یجد   ییهاروش   به ابداع  ، محققان 1971در سال   

 2کارمارکر   .پرداختند   ر بود،یی امکانپذ کاتیا ریاپانوف  یکه با حل معادلات ل   ییهای و روش ک یگراف  یروشها  ، میمستق

در  .  [119]   شنهاد داد ی را پ  ی خط  ی سیماتر  یهای نابرابر   در حل  3ی روش سودمند نقطه داخل  1984در سال  

ک  یم داده شده لور به  ی مسئله تعمل  یتوانستند  با تبد     5ی نسکیو اسکورود  4یتانسک یپمیلادی    1986سال  

  . کنند حل آن استفاده  ی برا  6ی ضو یاز روش ب  یخط ی سیماتر  یهای نابرابرمحدب برحسب   ی نه سازیمسئله به

قابل    7محدب  ی نه سازیکنترل به صورت مسائل به  نظریه در  مسائل مطرح شده  از    ی اریبسبا ارائه این روش،  

  ی را برا  یروش نقطه داخلبه توسعه    9یروسکیو نم  8نستروف   1988پس از آن در سال    .[120]شدند   طرح

   .[121] گماردند همت   ی خط یسیماتر  یهاینابرابرم در حل مسائل محدب بر حسب  یمستق  یریبکارگ

   تحدب -4-2-2

ف  یتعر  یبررس نجا به  یدر ا  ،است  ف یتعرقابل  ها  تابع   ی و هم براها  مجموعه   یبودن هم برا  10ب محدّاز آنجا که  

 . میپردازیهر دو م یب بودن برا محدّ

 :[122] تابع  يب بودن برا ف تحدّيتعر

:𝑓تابع اسکالر    𝑅𝑛 → 𝑅  ّهر    یب است اگر به ازا محد𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆    و هر𝛼, 𝛽 ≥ 𝛼که    0 + 𝛽 = باشد،   1

 : میداشته باش 

𝑓(𝛼𝑥 + 𝛽𝑦) ≤ 𝛼𝑓(𝑥) + 𝛽𝑓(𝑦)  (4–3 ) 

 . [122] رابطه فوق برقرار است، مثبت باشد  ریپذ ک تابع مشتقی مشتق دوم   که اگر

,𝑥هر    ی اگر به ازاب است  محدّ  𝑆مجموعه    :[122] مجموعه  ي ب براف تحدّيتعر 𝑦 ∈ 𝑆    و هر𝛼, 𝛽 ≥ که    0

𝛼 + 𝛽 =  : میباشد، داشته باش  1

𝛼𝑥 + 𝛽𝑦 ∈ 𝑆  (4–4 ) 

متعلق    ،کند یهم وصل مه  که دو نقطه از مجموعه را ب  ی ب است اگرپاره خطمحدّک مجموعه  یتر،  ان سادهیبه ب

 (.1-4)شکل به مجموعه باشد 

 
1 Kalman-Yakubovich-Popov lemma 
2 Karmarkar 
3 Interior point methods 
4 Pytaniskii 
5 Scorodinskii 
6 Ellipsoid 
7 Convex optimization 
8 Nestrov 
9 Nemirovskii 
10 Convex 
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 بد ب، شکل وسط و راست غیر مح: شکل سمت چپ محدّ 1–4شکل 

ب  د محهای  نمونه هایی از مجموعه  𝑅2در    ی و افق  ی عمود   ی نوارها  ره و یا دایل  یک مستطیداخل    ی هیناح

  هستند.

𝑖  که   𝑝𝑖  نقاط  ی برا   :1بي محدّپوستهف  يتعر = 1, … ,𝑁  ّب  پوسته محد𝐶𝑜(𝑝1, … , 𝑝𝑁)  ان  یر بیبه صورت ز

   :[122شود] یم

𝐶𝑜(𝑝1, … , 𝑝𝑁) = {∑ 𝛿𝑖𝑝𝑖: 𝛿𝑖 ≥ 0𝑓𝑜𝑟𝑎𝑙𝑙𝑖𝑎𝑛𝑑 ∑ 𝛿𝑖 = 1,
𝑁
𝑖=1

𝑁
𝑖=1 } .   (4–5 ) 

 ي خط يسيماتر يهاينابرابرمسائل  -4-2-3

 دهد.یرا نشان م  ی خط ی سیماتر یک نامساو ی( 6- 4رابطه )  :[  122] ماتريسي خطي    نابرابريف يتعر

𝐹(𝑥) = 𝐹0 +∑𝑥𝑖𝐹𝑖

𝑚

𝑖=1

> 0 (4 –6 ) 

𝑥آن   در  که ∈ 𝑅𝑚     و𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, . . . . . . . , 𝑥𝑚)   که به عنوان    است  نامعلوم   و   ی قیحق   ریاز مقاد  یبردار

گیتصم  ی رهایمتغ م  ی ریم  گرفته  نظر  𝑖و   شود یدر  = 1, . . . , 𝑚  𝐹𝑖 = 𝐹𝑖
𝑇 ∈ 𝑅𝑛×𝑛,  حقماتریس و    ی قی های 

 هستند.   2متقارن 

𝑅(𝑥)( که در آن 7-4)   ی نامساو[:  122]   ( ل شورمكمّ  )  1-4  قضيه = 𝑅(𝑥)𝑇 , 𝑄(𝑥) = 𝑄(𝑥)𝑇   و𝑆(𝑥) 

 (. 8-4رابطه ) ی خط یس یماتر ی نابرابرمعادل است با  است  3نمواً خطی  𝑥نسبت به  

(4–7        ) [
𝑄(𝑥) 𝑆(𝑥)

𝑆(𝑥)𝑇 𝑅(𝑥)
] > 0 

    
  𝑅(𝑥) > 0,   

𝑄(𝑥) − 𝑆(𝑥)𝑅(𝑥)−1𝑆(𝑥)𝑇 > 0,
 

   

  (4–8 ) 

  نوشت.  ی خط  یسیماتر  یهای نابرابررا بصورت    یخط یراز نامعادلات غ  ی توان بعضیبا کمک مکمل شور، م

 بررسی  ،  اند بیان شده یخط  یسیماتر یهای نابرابربصورت  ، برخی از مسائل محدب و نیمه محدب کهدر ادامه

 
1 Convex Hull 
2 Symmetric 
3 Affine 
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 .شوند می

 :   هاي ماتريسي خطينابرابري ير يمسائل امكان پذ -1

محدب   پذیری  امکان  مسئله    ی بطور   ،است  𝑥𝑓𝑒𝑎𝑠ک یافتن  ی  LMI  (LMIP)2مسئله  ا  ی  1یک 

𝐹(𝑥𝑓𝑒𝑎𝑠)که  >    . [122] است 3ر ممکنیغ LMIحل  𝑥𝑓𝑒𝑎𝑠چ  یدر صورت موجود نبودن ه .باشد  0

 :ژهيمسائل مقدار و  -1

- 4سازی محدب طبق رابطه )معروف است، بصورت یک مسئله بهینه   EVPکه به مسئله    4ژه یمسئله مقدار و

 [.  122]  شودیان می( ب9
Min𝜆 
Subjectto𝜆𝐼 − 𝐴(𝑥) > 0, 𝐵(𝑥) > 0 

(4–9 ) 

وابسته   𝑥سازی به متغیر بهینه  ،های متقارنی هستند که به صورت نمو خطی ماتریس 𝐵و𝐴   در این رابطه 

 باشند. می 

د  یک ق یبا    ی ک تابع خطی نه کردن  یکم  ،آن  که هدف  است  ژهیمسائل مقدار وگر  یان دیب  (10–4)   رابطه

  .است  ی خط ی سیماتر ینامساو

Min𝑐𝑇𝑥 
Subjectto𝐹(𝑥) > 0 

(4–10 ) 

 .است 𝑥از  تابع نمو خطی 𝐹که 

 ي کاربرد  و قضاياي يهالم  -4-3

 يستم کسريس يداريپاو قضاياي   يهالم -4-3-1

 ر مفروض است: یبا معادلات حالت بصورت ز کسری ریر ناپذ ییتغ یخط  سیستم :[123]   2-4 قضيه

{
𝐷𝛼𝑥 = 𝐴𝑥 + 𝐵𝑢
𝑦 = 𝐶𝑥 + 𝐷𝑢     

 (4–11   ) 

0نجا  یکه در ا < 𝛼 < 𝑥(𝑡)، یستم کسریدرجه س   1 ∈ 𝑅𝑛   ،بردار حالت𝑦(𝑡) ∈ 𝑅𝑃     ستم و  یس   یخروج

𝐴 ∈ 𝑅𝑛×𝑛  س حالت،  یماتر𝐵 ∈ 𝑅𝑛×𝑙   یس ورودیماتر  ،𝐶 ∈ 𝑅𝑝×𝑛     و    یس خروجیماتر𝐷 ∈ 𝑅𝑃×𝑙  س  یماتر

پایدار ورودی محدودین س یا.  انتقال است اگر   ،  است  5محدود   خروجی   -ستم  تنها  𝑋∃اگر و  ∈ 𝑅𝑛×𝑛 > 0  

 بطوریکه:  

 
1 Convex feasibility problem 
2 LMI Problem 
3 Infeasible 
4 The eigenvalue problem (EVP) 
5 Bounded-Input Bounded-Output (BIBO) 
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(4–12   ) 
(𝑟𝑋 + 𝑟̄𝑋̄)𝑇𝐴𝑇 + 𝐴(𝑟𝑋 + 𝑟̄𝑋̄) < 0, 𝑟 = 𝑒𝑗(1−𝛼)

𝜋
2 

1با مرتبه   ( 11–4) سیستم کسری  [:124]  3- 4  قضيه < 𝛼 < 𝑃∃اگر و تنها اگر    ،پایدار است  2 ∈ 𝑅𝑛×𝑛 >

0 
 : بطوریکه

(4–13 )  [
(𝐴′𝑃 + 𝑃𝐴) 𝑠𝑖𝑛( 𝑣

𝜋

2
) (𝐴′𝑃 − 𝑃𝐴) 𝑐𝑜𝑠( 𝑣

𝜋

2
)

(𝑃𝐴 − 𝐴′𝑃) 𝑐𝑜𝑠( 𝑣
𝜋

2
) (𝐴′𝑃 + 𝑃𝐴) 𝑠𝑖𝑛( 𝑣

𝜋

2
)
] < 0 

     

 

 لم معروف ياکابويچ ، پوپوف و کالمن -4-3-2

برای تابع تبدیل و نابرابری ماتریس خطی برای تحقق فضای حالت،     1بین نابرابری دامنه فرکانس    ن لمیا

 . شودمیهای ماتریس خطی بیان به صورت نامساوی ∞𝐻   ن لم کارآیییتوسط او  کند تعادل برقرار می

و کالمن     )  1-4لم   پوپوف   ، ياکابويچ  تبد   ی برا    :2)  [125 ](KYP)لم  فضا  𝐺(𝑠)ل یتابع  تحقق    ی با 

,𝐴]حالت 𝐵, 𝐶, 𝐷] باشند: یر معادل م یز یهاانیب 

∞‖𝐺(𝑠)‖و    3تز یهرو 𝐴س یماتر  -الف ≤ 𝛾 باشد. ی م 

𝑋س  یماتروجود دارد     -ب = 𝑋𝑇 >  . شودبرآورده  ( 14–4)  یخط  ی سیماتر ی که نامساو  یبه طور 0

[
𝐴𝑇𝑋 + 𝑋𝐴 𝑋𝐵 𝐶𝑇

𝐵𝑇𝑋 −𝛾𝐼 𝐷𝑇

𝐶 𝐷 −𝛾𝐼
] < 0 (4–14 ) 

𝑋س  یماتر  -ج = 𝑋𝑇 >  را برآورده سازد.  ( 15–4)  یخط  یسیماتر  یکه نامساو یوجود دارد به طور 0

[
𝐴𝑇𝑋 + 𝑋𝐴 + 𝐶𝑇𝐶 𝑋𝐵 + 𝐶𝑇𝐷
𝐵𝑇𝑋 + 𝐷𝑇𝐶 𝐷𝑇𝐷 − 𝛾2𝐼

] < 0 (4–15 ) 

  𝐶نسبت به   ( 15–4)   ی نامساو  ، که   ی در حال  است  ی خط  𝐶نسبت به    ( 14–4)   ی نامساو  ، که نیا  توجه قابل  

 .  است یرخطیغ

  بصورت زیر است:  لم تعمیم یافته یاکابویچ ، پوپوف و کالمن 

𝐴ماتریسهای  داشتن  با  :[126]   2- 4لم   ∈ ℝ𝑛×𝑛, 𝜓, 𝛷 ∈ 𝐻2,𝐵 ∈ ℝ𝑛×𝑚, 𝛩 ∈ 𝐻(𝑛+𝑚),   مجموعه      و

𝛬(𝛷,𝛹)   شودیف میتعر ( 16–4)  بصورت که  : 

(4–16 ) 𝛬(𝛷,𝛹) ≜ {𝜆 ∈ 𝐶 |[
𝜆
𝐼
]
∗

𝛷 [
𝜆
𝐼
] = 0, |[

𝜆
𝐼
]
∗

𝛹 [
𝜆
𝐼
] ≥ 0,} 

 اگر:

𝐻(𝜆)( برای  1 ≜ (𝜆𝐼𝑛 − 𝐴)
−1𝐵 :رابطه زیر برقرار باشد 

 
1 Frequency domain inequality (FDI) 
2 Kalman Yakubovich Popov lemma 
3 Hurwitz 
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(4–17 ) [
𝐻(𝜆)
𝐼𝑚

]
∗

𝛩 [
𝐻(𝜆)
𝐼𝑚

] < 0∀𝜆 ∈ 𝛬 

,𝑃( ماتریسهای  2     𝑄 ∈ 𝐻𝑛   و𝑄 >    وجود داشته باشند بطوریکه: 0

(4–18 ) 
[
𝐴 𝐵
𝐼𝑛 0

]
∗

(𝛷 ⊗ 𝑃 + 𝛹⊗𝑄) [
𝐴 𝐵
𝐼𝑛 0

] + 𝛩 < 0 

  مجموعه   که  ی در صورت  نیز برقرار است.  ( 17–4) برقرار باشد رابطه  (  18–4)   ( یعنی اگر رابطه1)  ⇐(2)   

𝛬(𝛷,𝛹) (   2) ⇐(  1)    آنگاه ،اشد ب در صفحه مختلط  ی منحن  کی دهندهنشان 

𝛬(𝛷,𝛹)اگر مجموعه   : [127]  3- 4لم 
 : با مجموعه  (4- 5لم )در  

(4–19 ) 
ϒ(𝛷,𝛹) ≜ {𝜆 ∈ 𝐶 |[

𝜆
𝐼
]
∗

𝛷 [
𝜆
𝐼
] ≥ 0, |[

𝜆
𝐼
]
∗

𝛹 [
𝜆
𝐼
] ≥ 0,} 

𝜆∀برای    (17–4) جایگزین شود، رابطه   ∈ ϒ  ماتریس های     ، برقرار است اگر𝑄 > 𝑃و    0 > وجود داشته    0

 برقرار باشد. (18–4) بطوریکه رابطه باشند 

 ∞𝑯هاي کراندار حقيقي مربوط به کارآيي  لم -4-3-3

ک روش  ی در    تادهد  یکاهش م   یخط   یسیماتر  های ینامساو  ها را بصورت نرم  ی محاسبات اصل  ، هان لمیا

   کارآمد، اجرا شود.  یمحاسبات

کسریس   یبرا   :[127]  4-4لم   مرتبه  تبد   یستم  تابع  ,ل  یبا  𝐺(𝑠) = 𝐶(𝑆𝛼𝐼 − 𝐴)−1𝐵 + 𝐷    
‖𝐺(𝑠)‖𝐻∞ < 𝛾  ی هاسیاگر ماتر  𝑃 > 𝑄و    0 >   ی خط  یسیماتر  یکه نامساو  یوجود داشته باشند، به طور   0

 . ر را برآورده سازند یز

 

(4–20 ) [

𝑠𝑦𝑚(𝐴𝑋) ∗ ∗
𝐶𝑋 −𝛾𝐼 ∗

𝐵𝑇 𝐷𝑇 −𝛾𝐼
] < 0 

𝑋  که  ییجا     = 𝑒𝑗𝜃𝑃 + 𝑒−𝑗𝜃𝑄, 𝑖𝑓0 < 𝛼 < 1𝜃 = 𝜋

2
(1 − 𝛼) .است 

𝐺(𝑠)ل  ی( با تابع تبد 11-4سیستم )   : [127]  5-4لم   = 𝐶(𝑆𝛼𝐼 − 𝐴)−1𝐵 + 𝐷  دار است اگر و فقط  یپا

 محدود باشد. ∞𝐺(𝑠)‖𝐻‖اگر  

 لم تصويرسازي -4-3-4

 . کند ی فا میا ی نقش مهم رساله، ن یدن به اهداف ایرس  در معروف است  1ی رسازیلم تصو ر که به یلم ز

𝑍س متقارن  یماتر  ی برا  :   [128]     ( لم تصويرسازي  )  6-4لم   ∈ 𝑅𝑚  س یو دو ماتر𝑈   و𝑉  ی با بعد ستون  𝑚    ،

   :که ی با ساختار دلخواه وجود دارد بطور  𝑋س  یک ماتری

 
1 Projection lemma 
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(4–21 ) 𝑈𝑇𝑋𝑉 + 𝑉𝑇𝑋𝑇𝑈 + 𝑍 < 0 

 اگر و تنها اگر  

(4–22 ) {
𝑁𝑈
𝑇𝑍𝑁𝑈 < 0

𝑁𝑉
𝑇𝑍𝑁𝑉 < 0

 

  𝑈  یسهایماتر  یپوچ   یفضا  یبرا  ییهاهیآنها پا  یهاهستند که، ستون  یدلخواه  ی هاسیماتر  𝑁𝑉و    𝑁𝑈نجا یدر ا

 .باشند یم   𝑉و

Bفرض کنید ماتریسهای  [:129]   7-4لم  ∈ ℝ𝑛×𝑚    که𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐵) = 𝑚   و𝑋 ∈ ℝ𝑛×𝑛   یک ماتریس متقارن

𝑋̂هستند، ماتریس   ∈ ℝ𝑚×𝑚     وجود خواهد داشت بطوریکه𝑋𝐵 = 𝐵𝑋̂ اگر و فقط اگر: 

(4–23 ) 
𝑋 = 𝑈 [

𝑋11 0
0 𝑋22

] 𝑈𝑇 

𝑋22  نجایدر اکه  ∈ ℝ
(𝑛−𝑚)×(𝑛−𝑚)   نیهمچن   و      𝑋11 ∈ ℝ

𝑚×𝑚 .است 

 ماتريس خطي   هاينابرابريحل  ينرم افزارها  -4-4

حل    یانتخاب نرم افزارمناسب برا  ی ، گام مهم بعد  ماتریس خطی  هاینابرابریم  ل مسائل به فریبعد از تبد 

  نابرابری ماتریس خطی جهت حل   متشکل از دو بخش یمختلف  یافزارهانرم تا به امروزانه است. یتوسط را آنها

 ن دو بخش عبارتند از : یا که  اند شده یطراح

 :گرفي ا توصي 1کننده هيبخش تجز -1

توسط    آنهاتا    دهد ینرم افزار متلب را م   یبرا  نابرابری ماتریس خطیف  یتعر  یین بخش از نرم افزار توانایا 

-ک نرم افزار تجزیهیبعنوان    YALMIPو     LMILABتوان به  می   د.نکننده تشخیص داده شونرم افزارهای حل

  .[131- 130]  متداول اشاره نمود   نندهک

 کننده بخش حل -2

از تعر افزار حل   ماتریس خطی   های نابرابریف  یبعد  نرم  اول  اتوسط بخش  از    ن بخشیکننده،  با استفاده 

حل کننده    یاز جمله نرم افزارها    .پردازدیم  ماتریس خطی  هاینابرابریبه حل مسأله    ی عدد  یهاتمیالگور

 . اشاره کردPENBMI  [134 ][ و 133]   LMILAB ،SDPT3  [132 ،]Sedumi توان به ی م نیز معروف 

دقت    باید را ندارند،    فگری همه نرم افزارهای توص  با  یت  همخوانیحل کننده قابل  یهانرم افزاراز آنجا که   

های  ها و ویژگیانتخاب این نرم افزارها با توجه به توانایی . داشت  حل کننده اب تجزیه کننده و در انتخ لازم را 

    2( SDPبرای حل مسائل برنامه ریزی نیمه معین )  مثلاًگیرد.  خاص نرم افزار و کاربرد مورد نظر کاربر صورت می

ئل معادلات خطی، مسائل تابع هدف  حل مساتوان، به  با آن می  اما  ،  طراحی شده است  LMI LAB  نرم افزار

 
1 Parser 
2 Semi-Definite Programming 
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مثال  .  پرداخت  2( LPو برنامه ریزی خطی )  1( SOCPمربعی محدب، مسائل برنامه ریزی مخروطی مرتبه دوم ) 

     SDPو  3   ،LP(BMIماتریسی دوخطی )های  برای حل مسائل نابرابری   است که      PENBMI  بعدی نرم افزار 

 .در نظر گرفته شده استبه طور خاص 

 جهينت -4-5

بر    4محدب   یسازبهینه   به مسأله   طراحی آشکارساز خطا  مسأله   تبدیل  ن پژوهش،یاز اهداف مهم در ا  یکی

مسأله    یاضیل ریتحل   ین فصل، برایا  مباحث مطرح شده در  از    .  ی استخط  یماتریس   یهایحسب نامساو

خواهند    مورد نظر پژوهشهای ارئه شده در اینجا، کمک شایانی برای رسیدن به اهداف  لم  استفاده خواهد شد و 

 .  کرد

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
1 Second Order Cone Programming 
2 Linear Programming 
3 Bilinear Matrix Inequality 
4 Convex optimization 
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کارساز خطا   یطراح  -5 فصل   یمقاوم برا   ی آش
 ی کسر مرتبه      یها ستم ی س 
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 مقدمه  -5-1

ا برایدر  با زمان خطینامتغ  ی کسر  ستمیک س ی  ی ن فصل،  بر اساس  یر  بر    یمبتن   روش ، آشکارساز خطا 

کاهش اثر    یاستفاده خواهد شد. برا  −𝐻کرد  یخطا از رو  یخواهد شد. به منظور آشکارساز  یطراح  گرمشاهده

شود.  یاستفاده م  ∞𝐻  ینه سازیار بهیاز مع  ستم آشکارسازیس    ی گر بر رویناخواسته د  یها  ی اغتشاش و ورود

  در ادامه   .شودیم −𝐻∞/𝐻  یچند منظوره   یک مسأله یل به  یآشکارساز خطا تبد   یمسأله طراح  با این راهکار

ج  ی ان، نتای. در پاارائه شده استی  خط  یماتریس  یهاینامساوو در قالب    ی ج بدست آمده به صورت شرط کافینتا

 د شد. خواه یسازهیشب  نرم افزار متلب ط یدر مح یستم فرضیک س یو  ی ستم واقعیک س ی ی بدست آمده بر رو

 ان مسألهيب -5-2

 .[135]   مفروض است  (1–5)  کسری مطابق مرتبه  با معادلات دینامیکی خطی ستمیس 

 

(5–1 )  

1

( ) (t) ( ) B ( ) ( )

: ( ) ( ) ( ) D ( )

( ) (0) t [ h ,0]

( )

d f

d f

D x t Ax Bu t t B f t

G y t Cx t Du t D f t

x t x

d

d t



= + + +

= + + +

=  −







 

آن  که 0  در  < 𝛼 < کسریس   درجه  1 𝑥(𝑡)، یستم  ∈ 𝑅𝑛    1حالت شبه  بردار،𝑢(𝑡) ∈ 𝑅𝑘   کنترل  یورود  ،

𝑦(𝑡) ∈ 𝑅𝑟  ستم و یس   یخروج𝐴 ∈ 𝑅𝑛×𝑛  س حالت،یماتر𝐵 ∈ 𝑅𝑛×𝑘  یس ورود یماتر،  𝐵𝑑 ∈ 𝑅
𝑛×𝑝   س  یماتر

𝐵𝑓  ،اغتشاش   مانند ناخواسته    یورود ∈ 𝑅
𝑛×𝑞  ی خطاس ورودیماتر،  𝐶 ∈ 𝑅𝑟×𝑛  ی س خروجیماتر ،𝐷𝑑 ∈ 𝑅

𝑘×𝑝  

𝐷𝑑س انتقال، یماتر ∈ 𝑅
𝑟×𝑝    ناخواسته و    ی ورود  س انتقالیماتر𝐷𝑓 ∈ 𝑅

𝑟×𝑞  استخطا     س انتقالی ماتر.  𝑥(0) 

𝑡  یستم در بازه زمانیه س یط اولیشرا ∈ [−ℎ1 , 0], ℎ1 >   ناخواسته مانند   ی ر ورودیثأستم تحت ت یاست. س   0

𝑑(𝑡)اغتشاش  ∈ 𝑅𝑝  یخطا یو ورود  𝑓(𝑡) ∈ 𝑅𝑞  .قرار دارد 

  ی رنده خطاهای گخطا در بر  ی نحوه مدلساز  نیح داده شد، ایقبل توض  یهاهمان طور که در فصل  :1-5توجه  

 است. حسگرستم، عملگر و یس 

ل  یفرانسی ستم با معادلات دیبا بردار حالت در س   𝑥(𝑡)بردار حالت    ی کسر  مرتبهستم  یدر س     :2- 5توجه  

رفتار    ینیش بیپ  یه اطلاعات برایشامل کل  𝑡حالت در زمان ل معمول  یفرانسیدر معادلات د  معمول فرق دارد.

ف مشتق  ی بنا به تعر  یکسر مرتبه  ستم  یس   در   اما  ،نده استیآ  یشخص بودن ورود ستم به شرط مینده س یآ

  ی ها حالتریمقاد  به  ،  𝑡ستم در زمان  یحالت س داشتن    علاوه بر  ،ستمینده س یآ  رفتار  ینیب شیپ  یبرا  یکسر

,0]  یستم در زمانهایس  𝑡]  استفاده از  واژه  بردارحالت    یجاه  ب   یکسرستم مرتبه  ین علت در س یبه هم  ،از است ین

 .[136] شود یاز واژه بردار شبه حالت استفاده م

 
1 Pseudo state 
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حسگر

                 ا              

عملگر
        
خطا

مشاهده گر رزيابا
باقيمانده

حد آستانه

ا تشاش

      

ورودي

خروجي

>o
بله

خير
هشدار

بدون خطا
سيستم آشكارساز خطا

فرآيند

خطا

-

 
 گرر اساس مشاهده بآشکارساز خطا  ی طرح کل -1–5شکل 

واحد آشکارساز ن روش یدهد. در اگر را نشان میطرح کلی آشکارسازی خطا بر اساس مشاهده 1–5شکل 

 :است بصورت زیر  ونبرگیگر ل ک مشاهدهی ،خطا

 

(5–2 ) 𝐹: {

𝐷𝛼𝑥̂(𝑡) = 𝐴𝑥̂(𝑡) + 𝐵𝑢( 𝑡) + 𝐿(𝑦(𝑡) − 𝑦̂(𝑡))
𝑦̂(𝑡) = 𝐶𝑥̂(𝑡)                                                         
𝑟(𝑡) = 𝑦(𝑡) − 𝑦̂(𝑡)                                              
 𝑥̂(𝑡) = 𝜙(𝑡) 𝑡 ∈ [− ℎ2 , 0]                                 

 

𝑥̂(𝑡)که در آن  ∈ 𝑅𝑛  حالت   شبه   نیبردار تخم ،𝑟(𝑡) ∈ 𝑅𝑟   و   مانده یگنال باقیس𝐿 ∈ 𝑅𝑛×𝑟  گر  بهره مشاهده

𝑒(𝑡)ف خطا بصورت  یبا تعر  .است = 𝑥(𝑡) − 𝑥̂(𝑡)  معادله    (2–5)  با واحد آشکارساز(  1- 5)ستم  یق س ی و تلف

 د. یآیبدست م (3-5) خطا بصورت  یکینامید

(5–3 ) 
{
𝐷𝛼𝑒(𝑡) = (𝐴 − 𝐿𝐶)𝑒(𝑡) + (𝐵𝑑 − 𝐿𝐷𝑑)𝑑(𝑡) + (𝐵𝑓 − 𝐿𝐷𝑓)𝑓(𝑡)

𝑟(𝑡) = 𝐶𝑒(𝑡) + 𝐷𝑑𝑑(𝑡) + 𝐷𝑓𝑓(𝑡)
 

 دا کرد. یر پیشروط ز ی برقرار یبرا ی د راهکاریباخطا،  یکینامیبعد از بدست آوردن معادله د 

 .پايدار باشد (3–5)  خطاسيستم  -1

شرط،   این  شدن  برآورده  که  یطراح  یطور   باید   ( 2–5)   تگر یرؤبرای  رابطه    ، شود         ( 22–3) طبق 

|𝐴𝑟𝑔(𝑠𝑝𝑒𝑐(𝐴 − 𝐿𝐶))| > 𝛼
𝜋

2
        [124] . 

  . مانده يگنال باقيس يناخواسته مثل ا تشاش بر رو يها ينه کردن اثر ورود يکم -2

 شود: یان میر بی بصورت ز ∞𝐻  ینه سازیار بهیبا استفاده از مع شرطن یا
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(5–4 ) 
𝑠𝑢𝑝

‖𝑟(𝑡)‖2
‖𝑑(𝑡)‖2

< 𝛾, 𝛾 > 0 

 بيشينه کردن اثر خطا بر سيگنال باقيمانده  -3

  −𝐻  ینه سازیار بهیبا کمک گرفتن از مع  به منظور بالا بردن حساسیت سیستم آشکار ساز نسبت به خطا

 م داشت:یحل مسأله خواه  یبرا

(5–5 ) 
𝑖𝑛𝑓

‖𝑟(𝑡)‖2

‖𝑓(𝑡)‖2

> 𝛽, 𝛽 > 0 

چند    ی نه سازیبه  ک مسألهی خطا به    یآشکارساز  ی( مسأله طراح5-5( و ) 4- 5)  یی ار کارایمعبا توجه به  

ل خواهد شد. یتبد  −𝐻∞/𝐻منظوره  
 

 : [127]   برابر است با ( 1–5) ستم یس  𝐺𝑦𝑑لیتابع تبد  ی برا ∞𝐻نرم   :1-5تعريف 

 

(5 –6 ) ( ) 0

: ( (s))supyd ydH
Re s

G G




= 

   

 واحد آشكارساز خطا  يطراح -5-3

شرایط    ادامه، در  −𝐻∞/𝐻چند منظوره    ینه سازیبه  مسألهبه    خطا  یآشکارساز  یطراح  ل مسأله یبه تبد با توجه   

  . د یآی( بدست م5-5( و ) 4-5یی ) آ( با در نظر گرفتن معیار کار3–5)   خطاسیستم    ی برا  یداریز پایآنال  یکاف

  ،  (4–5) یی آبا در نظر گرفتن معیار کار را  (3–5)  خطاسیستم    یبرا  یداریز پایآنال   ی شرایط کاف  (1- 5)ه  یقض

 . کند یان م یب  یخط یماتریس ی نامساوود یق  شکلبه 

پ3–5) ستم  یس   :1-5قضيه   معیا(  و  است  کارایدار  𝛾  ی برا  ( 4–5)   یی ار  > شد یضمت  0 خواهد    اگر،   ن 

همچن𝑄1و    𝑃1  نیمع  یهاسیماتر ماتری،  باشند   𝑁و   𝑋  ی هاسین  داشته    ی هاینامساو  که   ی بطور   ،وجود 

 ر برقرار باشند: یزی خط یماتریس

 

(5–7 ) [

𝐻𝑒𝑟(∏) + 𝐶𝑇𝐶 𝛯2 𝛺 + 𝐶𝑇𝐷𝑑
∗ −𝜆(𝑋 + 𝑋𝑇) 𝜆𝛺

∗ ∗ 𝐷𝑑
𝑇𝐷𝑑 − 𝛾

2𝐼

] < 0 

 که در آن 

 

(5–8       ) 
∏ = 𝐴𝑇𝑋 − 𝐶𝑇𝑁𝑇                         

𝛺 = 𝑋𝑇𝐵𝑑 − 𝑁𝐷𝑑                   

𝛯2 = 𝜆∏− 𝑋𝑇 + 𝑟̄𝑃1 + 𝑟𝑄1

𝑟 = 𝑒𝑗𝜃, 𝜃 = (1 − 𝛼)
𝜋

2
         

, 𝜆 > 0 

 د.یآی بدست م (9–5)  رابطه  طبق تگر یو بهره رؤ 
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(5–9 )  𝐿 = 𝑋−𝑇𝑁 

                

 م: ی( دار3–5) ستم افزوده یس  ی برا( 1-5ف )یتعرطبق (: 1-5قضيه )اثبات 

 

(5–10 ) 
: ( (s)) ( ( )sup sup

( ) 0 ( )

  )

0

cl cl dG G
rd rdH

Re s Re s

C s I A B D 


= =



+



−



 

 که در آن: 

(5–11 )  𝐴𝑐𝑙 = 𝐴 − 𝐿𝐶, 𝐵𝑐𝑙 = 𝐵𝑑 − 𝐿𝐷𝑑    
 : (4–5)  یی ار کارایمع طبق  

 

 

(5–12 ) 
𝑠𝑢𝑝

‖𝑟(𝑡)‖2
‖𝑑(𝑡)‖2

< 𝛾, 𝛾 > 0 ⇔ ‖𝐺𝑟𝑑(𝑠)‖𝐻∞
< 𝛾

⇔ 𝐺𝑟𝑑(𝑠)𝐺𝑟𝑑
∗(𝑠) − 𝛾2𝐼 < 0 ,   ∀ 𝑅𝑒( 𝑠) ≥ 0

⇔ [
𝐻(𝜆)
𝐼𝑚

]
∗

𝛩 [
𝐻(𝜆)
𝐼𝑚

] < 0 ,       ∀𝜆 ∈ 𝛬(𝛷,𝛹)

 

𝜆(𝜔)  که  ≜ 𝑒−𝑗
𝜋

2
𝛼𝜔𝛼      و 𝐻(𝜆) ≜ (𝜆𝐼𝑛 − 𝐴𝑐𝑙)

−1𝐵𝑐𝑙    .مجموعه     است𝛬(𝛷,𝛹)    (  16–4) طبق رابطه

 ابراست با:   رب 𝛩ط ی ن شرایبا اف شده است. یتعر

 

(5–13 ) 𝛩 = [
𝐶𝑇𝐶 𝐶𝑇𝐷𝑑
𝐷𝑑

𝑇𝐶 𝐷𝑑
𝑇𝐷𝑑 − 𝛾

2𝐼
] 

,𝑃1ماتریسهای  اگر،   ،1- 4لم طبق  𝑄1 ∈ 𝐻𝑛   و𝑄1 >  وجود داشته باشند بطوریکه:  0

(5–14 ) [
𝐼 0
𝐴𝑐𝑙 𝐵𝑐𝑙

]
𝑇

(𝛷 ⊗ 𝑃1 +𝛹⊗𝑄1) [
𝐼 0
𝐴𝑐𝑙 𝐵𝑐𝑙

] + 𝛩 < 0 

( خواهد  15–5)   را بصورت   𝛹و    𝛷که در آن دهد.  ی جه میرا نت  ( 12–5)   ( رابطه 14–5) رابطه    ی آنگاه برقرا 

 بود. 

(5–15 ) 
       𝛹 = [

0 𝑟
𝑟̄ 0

],  𝛷 = [
0 𝑟̄
𝑟 0

],  

𝑁𝑈توان بشکل یرا م( 14–5)  ینامساو
𝑇𝑍𝑁𝑈 <  باشند. ( 16–5)  طبق   𝑁𝑈و  𝑍  یسهایماتراگر  ،درآورد 0

 

(5–16 ) 𝑍 = [

𝐶𝑇𝐶 𝑟̄𝑃1 + 𝑟𝑄1 𝐶𝑇𝐷𝑑
𝑟𝑃1 + 𝑟̄𝑄1 0 0

𝐷𝑑
𝑇𝐶 0 𝐷𝑑

𝑇𝐷𝑑 − 𝛾
2𝐼

] , 𝑁𝑈 = [
𝐼 0
𝐴𝑐𝑙 𝐵𝑐𝑙
0 𝐼

], 

𝑁𝑉ن رابطه  یهمچن 
𝑇𝑍𝑁𝑉 <  صادق است اگر:  0

 

(5–17 )       𝑁𝑉 = [
𝜆𝐼 0
−𝐼 0
0 𝐼

] → 𝑉 = [𝐼 𝜆𝐼 0] 

𝑁𝑈  ینامساو(  6- 4لم )    ج یبا توجه به نتا
𝑇𝑍𝑁𝑈 < 𝑈𝑇𝑋𝑉  ی نامساو   0 + 𝑉𝑇𝑋𝑇𝑈 + 𝑍 < .  دهد ی جه میرا نت  0

 م: یم، دارین کنیگزیجا 𝑁𝑈  و  𝑍   ،𝑁𝑉 یسهایماتر  ی را برا  (17–5) و   ( 16–5)  ر بدست آمده در یاگر مقاد
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(5–18   )

  
𝑍 + [

𝐴𝑐𝑙
𝑇

−𝐼
𝐵𝑐𝑙
𝑇
] [𝑋 𝜆𝑋 0] + [

𝑋𝑇

𝜆𝑋𝑇

0

] [𝐴𝑐𝑙 −𝐼 𝐵𝑐𝑙] < 0 

𝑁  ینیگزیو جا  (5-18)  رابطه  یبرا  یسیانجام محاسبات ضرب و جمع ماترپس از  = 𝑋𝑇𝐿  ، ( 7- 5) رابطه 

 بدست خواهد آمد.   

با در نظر گرفتن معیار    را  ( 3–5) سیستم افزوده    ی برا  یداریز پایآنال  ی شرایط کاف(  2-5)  ه یدر ادامه، قض

 . کند یل میتبد ی  خط  یماتریس یهای نامساو ود یبه فرم ق ( 5–5) یی آکار

  که،   یبطور   وجود داشته باشند   𝑁و   𝑋  یهاس ین ماتری، همچن𝑄2و    𝑃2ن  یمع  ی هاسیاگر ماتر  :2-5قضيه  

𝛽  یر برایز   ی خط  ی ماتریس  یهاینامساو > ف  یتعر  یی آار کاری( مع3–5) ستم  یس برای    برقرار باشد، آنگاه    0

 . شودین می( تضم5–5) شده در

 

(5–19 ) [

𝐻𝑒𝑟(∏) − 𝐶𝑇𝐶 𝛯2 𝛺 − 𝐶𝑇𝐷𝑓

∗ −𝜆(𝑋 + 𝑋𝑇) 𝜆𝛺

∗ ∗ −𝐷𝑓
𝑇𝐷𝑓 + 𝛽

2𝐼

] < 0 

 که در آن 
 

 

(5–20    ) 

∏ = 𝐴𝑇𝑋 − 𝐶𝑇𝑁𝑇 ,

𝛺 = 𝑋𝑇𝐵𝑓 − 𝑁𝐷𝑓    
                

𝛯2 = 𝜆∏− 𝑋𝑇 + 𝑟̄𝑃2 + 𝑟𝑄2,

𝑟 = 𝑒𝑗𝜃 , 𝜃 = (1 − 𝛼)
𝜋

2
,        

 

 □د.یآی(  بدست م 9–5)  تگر از رابطهیبهره رؤن یهمچن

  :اثبات

روش اثبات    جه یدر نتدارد که    یات مهمیاما جزئ  ،است(  1-5قضیه ) ه به  یار شبیه بسین قضیثبات اروش ا

 م:ی ( دار3–5) خطا ستم یس  ی برا( 1-5تعریف )طبق  شود.یمان یبصورت کامل ب
 

(5–21 ) : ( (s)) ( ( )sup sup

( ) 0 ( ) 0

  )cl fcl fG G
rf rfH

Re s Re s

C s I A B D 


= =



+

 

− 

 که در آن: 

(5–22 )  𝐴𝑐𝑙 = 𝐴 − 𝐿𝐶, 𝐵𝑓𝑐𝑙 = 𝐵𝑓 − 𝐿𝐷𝑓 

 (: 5–5)  ییار کارایمعطبق 
 

 

(5–23 ) 
𝑖𝑛𝑓

‖𝑟(𝑡)‖2

‖𝑓(𝑡)‖2

> 𝛽, 𝛽 > 0 ⇔ ‖𝐺𝑟𝑓(𝑠)‖𝐻−
> 𝛽

⇔ 𝛽2𝐼 − 𝐺𝑟𝑓(𝑠)𝐺𝑟𝑓
∗(𝑠) < 0  ∀ 𝑅𝑒( 𝑠) ≥ 0

⇔ [
𝐻(𝜆)
𝐼𝑚

]
∗

𝛩 [
𝐻(𝜆)
𝐼𝑚

] < 0∀𝜆 ∈ 𝛬(𝛷,𝛹)
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𝜆(𝜔)   که ≜ 𝑒−𝑗
𝜋

2
𝛼𝜔𝛼و  𝐻(𝜆) ≜ (𝜆𝐼𝑛 − 𝐴𝑐𝑙)

−1𝐵𝑓𝑐𝑙  .مجموعه    است𝛬(𝛷,𝛹)  (  16–4) طبق رابطه

 ن: یف شده است. همچنیتعر

 

(5–24 ) 𝛩 = [
−𝐶𝑇𝐶 −𝐶𝑇𝐷𝑓

−𝐷𝑓
𝑇𝐶 𝐷𝑓

𝑇𝐷𝑓 − 𝛽
2𝐼
], 

 بصورت:  𝛹و   𝛷ن  ییبا تع

(5–25 ) 
      𝛹 = [

0 𝑟
𝑟̄ 0

], 𝛷 = [
0 𝑟̄
𝑟 0

],   

,𝑃2ماتریسهای اگر  ،1-4لم   ییریو بکارگ 𝑄2 ∈ 𝐻𝑛   و𝑄2 >  بطوریکه:  ،وجود داشته باشند  0

 

(5–26 ) [
𝐼 0
𝐴𝑐𝑙 𝐵𝑓𝑐𝑙

]
𝑇

(𝛷 ⊗ 𝑃2 +𝛹⊗𝑄2) [
𝐼 0
𝐴𝑐𝑙 𝐵𝑓𝑐𝑙

] + 𝛩 < 0 

  بصورت:  𝑁𝑈 و  𝑍  یسهایدهد. با انتخاب ماتری جه می را نت ( 23–5) رابطه   ( 26–5)  ی آنگاه برقرا
 

(5–27 ) 𝑍 = [

−𝐶𝑇𝐶 𝑟̄𝑃2 + 𝑟𝑄2 −𝐶𝑇𝐷𝑓
𝑟𝑃2 + 𝑟̄𝑄2 0 0

−𝐷𝑓
𝑇𝐶 0 𝐷𝑓

𝑇𝐷𝑓 − 𝛽
2𝐼

] , 𝑁𝑈 = [
𝐼 0
𝐴𝑐𝑙 𝐵𝑐𝑙
0 𝐼

], 

𝑁𝑈توان بشکل ی را م  (26–5) رابطه  
𝑇𝑍𝑁𝑈 < 𝑁𝑉ن رابطه  یهمچندرآورد.   0

𝑇𝑍𝑁𝑉 <  صادق است اگر:  0
 

(5–28   ) 𝑁𝑉 = [
𝜆𝐼 0
−𝐼 0
0 𝐼

] → 𝑉 = [𝐼 𝜆𝐼 0] 

𝑁𝑈و در نظر گرفتن    (6-4لم )ج  یبا توجه به نتا
𝑇𝑍𝑁𝑈 < 𝑁𝑉و    0

𝑇𝑍𝑁𝑉 < ن  یتضم  ( 29–5)   ینامساوپس    0

     شود.یم

(5–29 )  𝑈𝑇𝑋𝑉 + 𝑉𝑇𝑋𝑇𝑈 + 𝑍 < 0 
 م: ی (  دار29–5) در رابطه   (28–5) و   (27–5)  از روابط   𝑁𝑈و   𝑍   ،𝑁𝑉ی سهایماتر ینیگزیبا جا

 

 

(5–30 )  
[

−𝐶𝑇𝐶 𝑟̄𝑃2 + 𝑟𝑄2 −𝐶𝑇𝐷𝑓
𝑟𝑃2 + 𝑟̄𝑄2 0 0

−𝐷𝑓
𝑇𝐶 0 𝐷𝑓

𝑇𝐷𝑓 − 𝛽
2𝐼

] + [
𝐴𝑐𝑙

𝑇

−𝐼
𝐵𝑓𝑐𝑙
𝑇
] [𝑋 𝜆𝑋 0]

+ [
𝑋𝑇

𝜆𝑋𝑇

0

] [𝐴𝑐𝑙 −𝐼 𝐵𝑓𝑐𝑙] < 0

 

𝑁  ینیگزیو جا ( 30–5)رابطه   یبرا  یسیپس از انجام محاسبات ضرب و جمع ماتر = 𝑋𝑇𝐿  رابطه 

   □   ( بدست خواهد آمد.19–5)

سیستم    یبرا  یداریز پایآنال  یبتواند شرایط کاف    بود که  ییآشکارساز خطا  ین بخش، طراحیا  یهدف اصل

 جاد کند. یا ( 5–5)و    (4–5) با در نظر گرفتن معیار کارایی  را  (3–5)  خطای

که    م،رسییمسازی چند منظوره  به یک مسأله بهینه  (، 1-5جه )ینتدر    (،  2-5( و )1- 5یای )قضابا تلفیق  

های ناخواسته مثل اغتشاش بر روی سیگنال باقیمانده برای مقاوم بودن سیستم  اهداف کمینه کردن اثر ورودی
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آشکارساز و بیشینه کردن اثر خطا بر سیگنال باقیمانده به منظور بالا بردن حساسیت سیستم آشکار ساز نسبت  

 را برآورده کند.  ، به خطا

ازا  :1-5نتيجه   ن  𝛾ی به  برایامکانپذ   جواب ک  یر گرفته شده،  ظدر    ی چند منظوره  یساز نهیمسأله به  ی ر 

𝐻∞/𝐻−  ر بدست  یمحدب ز  یسازنهیاز حل  مسأله به  (1–5)   ستمیس   ی برا  آشکارساز خطا  یبه منظور طراح

 د:یآیم
 

(5–31 ) 
𝑚𝑎𝑥

𝑋,𝑃1,𝑃2,𝑄1,𝑄2,𝑁
𝛽

𝑠. 𝑡(5− 7), (5− 19)
 

خواهد  جه بدست ین نتیا ،به طور همزمان(  2-5ه )ی قضو ( 1- 5ه )یقض یه های با در نظر گرفتن قض اثبات:

 □.آمد 

 ارزيابي سيگنال باقيمانده -5-4

یک    ن راستایدر ا  . است  ارزیابی سیگنال باقیمانده،  واحد آشکارساز خطا  یاز طراح  پس  مرحله مهم بعدی 

باقیمانده ارزیابی  آستانه  فیتعر   (𝐽𝐿(𝑟))   تابع  با  یک حد  آن  و مقدار  𝐽𝑡ℎ)شده  > م   (0 تابع  یمقایسه  شود. 

 : [8]شوند انتخاب  (33–5) و   (32–5)روابط میتواند به صورت   "ارزیابی باقیمانده  و حد آستانه نوعا

 

(5–32 )  𝐽𝐿(𝑟) = ‖𝑟(𝑡)‖2 = (
1

𝜏
∫ 𝑟𝑇(𝑡) 𝑟(𝑡) 𝑑( 𝑡)
𝑡2

𝑡1

)

1
2

 

(5–33   ) 𝐽𝑡ℎ = SUP
𝑓≠0,𝑑∈𝑙2

‖𝑟(𝑡)‖2 

𝜏   نشان دهنده محدوده زمانی تشخیص خطا است که بعلت کشف خطا در حداقل زمان ممکن، باید طول

  ( 34–5) توان حد آستانه را بصورت    یم  (4–5)   ییکارآن  یبا توجه به تضمباشد.  محدود می   𝜏پنجره ارزیابی 

 . [26]نوشت

(5–34 ) 
𝐽𝑡ℎ =

𝛿𝛾

√𝜏
 

𝑑(𝑡)‖2‖ک عدد مثبت مشخص با شرط  ی 𝛿که   < 𝛿 .اگر است : 

𝐽𝐿(𝑟) > 𝐽𝑡ℎ بصدا در آمدن هشدار وقوع خطا   خطا ⇒ 

𝐽𝐿(𝑟)عدم وجود خطا                        ≤ 𝐽𝑡ℎ ⇒  
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 ي ه سازيشب -5-5

با استفاده از نرم افزار    ، یستم واقعیس ک  یو      یستم عدد یک س ی  ی ج بر روینتا   ی ه سازین بخش شبیدر ا

 . شودیانجام م متلب

 يستم عدديس کيسازي يهشب -5-5-1

 های زیر در نظر بگیرید:را با ماتریس  ( 1–5)  سیستم 

  𝐴 = [
−1 2
−2 −1

] , 𝐵𝑑 = [
0.1
0.5
] , 𝐵𝑓 = [

0.2
0.1
] 𝐶 = [0.1 0], 𝐷𝑑 = 0.2, 𝐷𝑓1 = 2.2, 𝛼 = 0.5 

خارج س   یاغتشاش  به  شده   𝑑(𝑡)  گنالیس ستم  یوارد  = 0.5 𝑒𝑥𝑝( − .04𝑡) 𝑐𝑜𝑠( 0.7𝜋𝑡) 𝑢( 𝑡)  است  .

به سیستم وارد    2–5شکل  مطابق    ثانیه  60تا    40سیگنال خطا، یک پالس با دامنه یک در محدوده زمانی  

   .شودمی

 
 گنال خطا و اغتشاشیس -2–5شکل 

   .ش داده شده استینما 3–5شکل  ( در 3–5)  خطاستم یژه س یر ویمقاد

 

 (3–5) خطایتم سیژه سیر ویمقاد -3–5شکل 

حل شده و  نتایج زیر بدست آمده   ستم ین س یا یبرا با استفاده از نرم افزار متلب (31–5)   مسأله بهینه سازی

 است. 

𝛾 = 2.44,        𝛽 = 4.3177,         𝐿 = [0.0845 0.0157]𝑇, 
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ستم نسبت  یت س یآشکارساز خطا با مشخصه کاهش اثر اغتشاش و بالا بردن حساس   ی ن فصل، طراحیهدف ا

مهم دست    ن یمشخص است که به ا  "مانده کاملایگنال باق یبه رخ دادن خطا، بوده است. در شکل با رسم س 

 افته است.   ی

 

 مانده یگنال باقیس -4–5شکل 

 يستم عمليک سي يه سازيشب -5-5-2

  ی برا  آورده شده است،[  89]مرجع    درکه    1یا لهیدو م  ی مکت حرارتینبا نام    یواقع  ییستم گرمایک س ی

  ، شود یمشاهده م(  5-5شکل ) همانطور که در    انتخاب شده است.  ،ن فصلیاثبات شده در ا  ی ایقضا  یسازهیشب

 اند.متصل شدهم ه هب ی که  با چسب حرارات  یومینیله آلومیمل شده از دو  یتشک  ،ییستم گرماین س یا

 
 یالهیدو م یمکت حرارتین  ییستم گرما یس -5–5شکل 

  ی آن دماها  ی و خروج  𝑉𝑟(𝑡)آن ولتاژ    ی ورود  ،است که  2ی چند خروج  یک ورود یستم  یک س ی   ،ستمین س یا

𝜃1  ،𝜃2 ،𝜃3  و𝜃4 .است: (  36-5( و ) 35-5( روابط  بصورت  ( 1)شماره  3له یم  ی رفتار حرارت هستند 

(5–35 ) 

(5–36 ) 
𝜃1 = ℒ−1[𝐺13] ∗ 𝜃3 

      𝜃3 = ℒ
−1[𝐺𝑉3] ∗ 𝑉𝑟(𝑡) 

 است. (38-5)و  (  37-5)  روابط طبق   2له شماره یم ی رفتار حرارت

(5–37 ) 

(5–38 ) 
𝜃2 = ℒ

−1[𝐺42] ∗ 𝜃4       
𝜃4 = ℒ−1[𝐺𝑉4] ∗ 𝑉𝑟(𝑡)      

 
1 Two rods thermal bench 
2 Single Input Multi Output(SIMO) 
3 Rod 
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 .شده است ییشناسا( 42-5( تا ) 39-5)بصورت روابط   توابع انتقال  یر عدد یکه در آن مقاد

(5–39 ) 
𝐺𝑉3(𝑠) =

−348.5𝑠0.5 + 319.9

1840𝑠1.5 − 130𝑠 + 485.7𝑠0.5 + 1
 =

𝑏1
𝑉3𝑠0.5 + 𝑏0

𝑉3

𝑎3
𝑉3𝑠1.5 + 𝑎2

𝑉3𝑠 + 𝑎1
𝑉3𝑠0.5 + 𝑎0

𝑉3 

(5–40 ) 
𝐺31(𝑠) =

1.1587

2.367𝑠0.5 + 1
− 0.1599 =

𝑏0
31

𝑎1
31𝑠0.5 + 𝑎0

31 + 𝐷31 

(5–41 ) 
𝐺𝑉4(𝑠) =

−299.5𝑠0.5 + 260.7

6472𝑠1.5 − 300.2𝑠 + 453.2𝑠0.5 + 1
=

𝑏1
𝑉4𝑠0.5 + 𝑏0

𝑉4

𝑎3
𝑉4𝑠1.5 + 𝑎2

𝑉4𝑠 + 𝑎1
𝑉4𝑠0.5 + 𝑎0

𝑉4 

(5–42 )  
𝐺42(𝑠) =

1.6361

0.5415𝑠0.5 + 1
− 0.6372 =

𝑏0
42

𝑎1
42𝑠0.5 + 𝑎0

42 +𝐷42 

   ر نوشت:  ی توان بصورت زی ستم را میر س یپذ فرم مشاهدهبالا با توجه به روابط  

 

 

 

(5–43 ) 

{
  
 

  
 
𝐷𝛼 [

𝜁4(𝑡)
𝜁5(𝑡)
𝜃4(𝑡)

] = 𝐴𝑉4 [

𝜁4(𝑡)
𝜁5(𝑡)
𝜃4(𝑡)

] + 𝐵𝑉4𝑉𝑟(𝑡)

𝜃4(𝑡) = 𝐶𝑉4 [

𝜁4(𝑡)
𝜁5(𝑡)
𝜃4(𝑡)

]

 

 

 

(5–44 ) 

 

{
𝐷𝛼𝜁3(𝑡) =

−𝑎0
31

𝑎1
31 𝜁3(𝑡) +

𝑏0
31

𝑎1
31 𝜃3(𝑡) = 𝐴31𝜁3(𝑡) + 𝐵31𝜃3(𝑡)

𝜃1(𝑡) = 𝜁3(𝑡) + 𝐷31𝜃3(𝑡)                                                    

 

   

 

(5–45   ) 

 

{
𝐷𝛼𝜁6(𝑡) =

−𝑎0
42

𝑎1
42 𝜁6(𝑡) +

𝑏0
42

𝑎1
42 𝜃4(𝑡) = 𝐴42𝜁6(𝑡) + 𝐵42𝜃4(𝑡)

𝜃2(𝑡) = 𝜁6(𝑡) + 𝐷42𝜃4(𝑡)                                                    

 

 که: یبطور 

 

(5–46 ) 

𝐴𝑉𝑖 =

[
 
 
 
 
 
 
 0 0

−𝑎0
𝑉𝑖

𝑎3
𝑉𝑖

1 0
−𝑎1

𝑉𝑖

𝑎3
𝑉𝑖

0 1
−𝑎1

𝑉𝑖

𝑎3
𝑉𝑖 ]
 
 
 
 
 
 
 

,     𝐵𝑉𝑖 =

[
 
 
 
 
 
𝑏0
𝑉𝑖

𝑏3
𝑉𝑖

𝑏1
𝑉𝑖

𝑏3
𝑉𝑖

0 ]
 
 
 
 
 

, 𝐶𝑉𝑖 = [0 0 1];        𝑖 = 3,4. 

   ( :47-5نمایش فضای حالت این سیستم طبق رابطه )

 

(5–47 ) 
{
𝐷𝛼𝑥(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡)

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) + 𝐷𝑢(𝑡)     
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         : بطوری که   

    

 

(5–48 ) 𝐴 = [

𝐴𝑉3 0
𝐵31𝐶𝑉3 𝐴31

     
0            0
0             0

0           0
0          0

𝐴𝑉4       0
𝐵42𝐶𝑉4   𝐴42

] ,         𝐵 = [

𝐵𝑉3
0
𝐵𝑉4
0

], 

 

(5–49 ) 𝐶 = [

𝐷31𝐶𝑉3 1
0        0

         
0            0
0           0

𝐶𝑉3       0
0        0 

    
𝐷41𝐶𝑉4 1
𝐶𝑉4  0

] ,   𝐷 = 0.         

  .( است51-5( و )50-5ب بصورت ) یاین سیستم بترت  ی متغیرهای حالت و خروج

(5–50 )  𝑥(𝑡) = [𝜁1(𝑡)  𝜁2(𝑡)  𝜃3(𝑡)  𝜁3(𝑡)  𝜁4(𝑡)  𝜁5(𝑡)  𝜃4(𝑡)  𝜁6(𝑡)] 

(5–51 ) y(t) = [θ1(t) θ2(t) θ3(t) θ4(t)] 

                                                                                          

               ( را با پارامترهای زیر فرض کنید: 1-5کسری ) سیستم

                                                                  

𝐴𝐴 =

[
 
 
 
 
 
 
 
0 
1 
0 
0  
0 
0 
0 
0 

0
0
1
0
0
0
0
0

  −0.0005
  −0.2640
    0.0707
     0.4895 

0
0
0
0

  

0
0
0

−0.4225 
0 
0
0
0

0
0
0
0
 0 
1
0
0

0
0
  0  
0
0
0
1
0

0
0
0
0

−0.0002
 −0.0700
0.0464 
3.0214

0
0
0
0
0
0
0

−1.8467]
 
 
 
 
 
 
 

. 

 

 

𝐵 = 0, 𝐵𝑑 =

[
 
 
 
 
 
 
 
0.1 
0 
0 
 0  
0 
0 
0 
0 ]
 
 
 
 
 
 
 

 , 𝐵𝑓 =

[
 
 
 
 
 
 
 
0.2 
0 
0 
 0  
0 
0 
0 
0 ]
 
 
 
 
 
 
 

,   𝐷 = 0,    𝐷𝑑 = [

0.1 
0 
0
0

], 

 

 

𝐷𝑓 = [

0.2 
0 
0
0

]  .  𝐶 = [

0
0
0
0

   

0
0
0
0

   

−0.1599
0
1
0

   

1
0
0
0

     

0
0
0
0

   

0
0
0
0

    

0
0.6372 
0
0

   

0
1
0
0

]. 

 

𝑑(𝑡)  بصورت  اغتشاش   ید وگنال ور یس که   = 0.5 exp(−0.4𝑡) cos(0.7𝜋𝑡) 𝑢(𝑡)  سیگنال خطا   است و

 (. (2- 5)شود )شکلثانیه به سیستم وارد می   60تا   40در محدوده زمانی  است که،  یک پالس با دامنه یک 
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 طبق رابطه   𝐿و   𝛾    ،𝛽ر  یو مقاد حل شده ( 31-5) مسأله بهینه سازی با استفاده از نرم افزار متلب 

 بدست آمده است.( 52-5) 

 

 

 

(5–52 ) 

𝛽 = 71.8540 , 𝛾 =  0.0328

     𝐿 =

[
 
 
 
 
 
 
 
1.0011   
0.0012   
−0.0009     
−0.0040     

0 
0 
0 
0 

0
0
0
0

0.0010 
0.0002
0.0043 
−0.8542 

  2.1735
  3.2501
    2.9924
     0.2422 

0
0
0
0

  

0
0
0
0 

0.9972 
2.5353
2.6462
3.5680]

 
 
 
 
 
 
 

 

 اند.رسم شده آنها یبرا ده شده ز  نیتخم یگنالهایو س  یخروج یگنالهایس (  9- 5)  تا ( 6-5)  یدر شکلها

 

 ن آن یو تخم θ1  یخروج گنال یس -6–5شکل 

 
 ن آن یو تخم θ2  یگنال خروجیس -7–5شکل 
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 ن آن یو تخم θ3  یگنال خروجیس -8–5شکل 

 

 
 ن آن یو تخم θ4  یگنال خروجیس -9–5شکل 

  ،ار خوب است کهیک مقدار بسیگر  بهره مشاهده ی مقدار بدست آمده برا ، شود یهمانطور که مشاهده م

   ن بزند.یرا تخم یار کم خروجیبس یتوانسته است با خطا

 م: یدار   (34–5)  ی استفاده از رابطه با

𝐽𝑡ℎ𝑟1 = 𝐽𝑡ℎ𝑟3و 0.0908 = −0.00021620 

دهند. همانطور که مشاهده  سیگنال باقیمانده را در حضور خطا نشان می   (11- 5شکل )و  (  10- 5شکل  )

آن    از طرف دیگرارساز را نسبت به خطا افزایش دهد و  طراحی توانسته است حساسیت سیستم آشک  ؛دشومی

 ای ناخواسته مانند اغتشاش مقاوم سازد. هیود در مقابل ور  را،
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 𝒓𝟏مانده  یگنال باقیس -10–5شکل 

 

 

 𝒓𝟐مانده  یگنال باقیس -11–5شکل 

 فصل  يريگجهينت -5-6

ا ستم  یک س ی  یآشکارساز خطا برا  ،گرمشاهده  آشکارساز خطا بر اساس   روش   یر یبا بکارگ   ن فصل،یدر 

  شاخصستم نسبت به خطا از  یت س یبالا بردن حساس   یبرا .  ه استشد   یطراح  ی ر با زمان خط ی نامتغ  یکسر

شاخص    ،مانند اغتشاش   یخارج  یهایستم آشکارساز نسبت به ورودیمقاوم ساختن س   یبرا  و    −𝐻   ینه سازیبه

نه  یک مسأله بهیل به  حل  یآشکارساز تبد   ی، مسأله طراحراهکار  ن ی.  با ااستفاده شده است  ∞𝐻بهینه سازی  

نامساو   یط مسأله طراحیشرا  با تبدیل  و  شد    −𝐻∞/𝐻چند منظوره    یساز   ، ی کسر   یسیماتر   ی هایبصورت 

 .  ه استفراهم شد  یریط حل پذ یشرا
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کارساز  -6 فصل   یمقاوم برا  ی خطا   ی کنترل و آش
   ی کسر مرتبه      یها ستم ی س 
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 مقدمه  -6-1

که آشکارساز   ییهاستمیس   ی برا   فرآیند طراحی   ستم و یس   برای کاهش پیچیدگی   کاربردی مناسب    نه یگز

  کاهش   ،ن دو واحد یب ای است. ترک  احد کنترل کننده و واحد آشکارسازیکی کردن و  ، شودبه آن اضافه میخطا  

در این فصل، به طراحی   .به ارمغان خواهد آورد  زیرا ن گریکد یبر  اثرات نامطلوب احتمالی این دو واحد  متقابل

  ، حسگر آشکارساز خطا برای یک سیستم کسری نامتغیر با زمان خطی در برابر خطاهای  - واحد کنترل کننده

خواهد    ز و اغتشاش پرداختهیاز جمله نو  ی خارج  یها یدر حضور ورود   خطاهای سیستمیو  محرک  خطاهای  

های واقعی و کاربرد  تمساساس رؤیتگر برای سی  شد. با توجه به کارآیی بسیار بالای روش آشکارسازی خطا بر 

  آشکارساز بر این اساس که، -واحد کنترل کنندهبرای طراحی  بکار گرفته شده است.    روش   آن در صنعت ، این

  ی طور گر است،  کنترل یک کنترل کننده بر پایه مشاهده  ستمیس   گر وآشکارساز خطا یک مشاهدهستم  یس 

ستم  ید کند. س یشوند، تولیده میمانده و کنترل نامیگنال باق یکه س  گنالیو س بتوانند د خواهند شد که یطراح

خواهد   آشکارستم را یجاد شده در س یا یخطاها ،ماندهیگنال باقیدار خواهد شد و س یگنال کنترل پایله س یبوس 

های نامعلوم و  در عین کمینه کردن اثر ورودی   ،  ∞𝐻−/𝐻استفاده از معیار ترکیبی     بابرای حل مسأله  .  ساخت

محقق     به خطا نیزنسبت  این سیگنال  ت یحساس بالا بردن  های مدلسازی بر روی  سیگنال باقیمانده، نامعینی

در قالب مسائل محدب     ، مسائل مطرح شده در تئوری کنترل  انیب  که   با در نظر گرفتن این موضوع  .خواهد شد 

نامساوی مبه شکل  آمده  ینتا  ؛ است  یفراوان  ی ایمزا  ی دارا اتریسی خطی  های  بدست  های  نامساوی  بصورت ج 

های ماتریسی  برای سیستم در حضور اغتشاش ارائه می شود و قیود جدیدی در قالب نامساوی  ، ماتریسی خطی

 خواهد شد. شبیه سازی ی در پایان طراحی، نتایج بدست آمده بر روی یک مثال عدد آید.خطی بدست می

 بيان مسأله -6-2

 .را در نظر بگیرید  (1–6) با معادلات کسری مطابق   ر با زمان ینامتغ یسیستم خط

 

(6 –1 ) 
𝐺:

{
 
 

 
 𝐷

𝛼𝑥(𝑡) = 𝐴𝑥(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡) + 𝐵𝑑𝑑(𝑡) + 𝐵𝑓𝑓(𝑡)

𝑦(𝑡) = 𝐶𝑥(𝑡) + 𝐷𝑢(𝑡) + 𝐷𝑑𝑑(𝑡) + 𝐷𝑓𝑓(𝑡)     

𝑧(𝑡) = 𝐸𝑥(𝑡) + 𝐹𝑑𝑑(𝑡) + 𝐹𝑓𝑓(𝑡)                       

𝑥(𝑡) = 𝜙(𝑡)               𝑡 ∈ [−ℎ1, 0]                   

 

0    در اینجا < 𝛼 < 𝑥(t)،   درجه سیستم کسری      1 ∈ ℝ𝑛   شبه حالت،   بردار𝑢(t) ∈ ℝ𝑚   ورودی کنترل  ،

𝑦(t) ∈ ℝ𝑟    و    خروجی سیستم𝑧(t) ∈ ℝ𝑡   ی سهایماتر  است.  یکنترل  یخروج  𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛  ,   𝐵 ∈ ℝ𝑛×𝑚 

  𝐵𝑑 ∈ ℝ
𝑛×𝑝, 𝐵𝑓 ∈ ℝ

𝑛×𝑞 , 𝐶 ∈ ℝ𝑟×𝑛,  𝐷𝑑 ∈ ℝ
𝑟×𝑝    و𝐷𝑓 ∈ ℝ

𝑟×𝑞  ثابتسهایماتر   𝑥(0)  هستند.  ی 

,ℎ1−]اولیه سیستم در بازه زمانی   ط یشرا ℎ1  است که  [0 ∈ ℝ ,  0 < ℎ1 . 

𝑑(t)  سیستم تحت تأثیر ورودی ناخواسته مانند اغتشاش   ∈ ℝ𝑝    و ورودی خطای𝑓(t) ∈ ℝ𝑞   .قرار دارد  

 است.  حسگرشود که این نحوه مدلسازی خطا، در بر گیرنده خطاهای سیستم، عملگر و  یم ی ادآوری
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خطا بصورت    یستم و آشکارسازیس   یبه هدف کنترل   یابیبه منظور دست  آشکارساز خطا  -واحد کنترل کننده  

در نظر   ، گر لیونبرگ استکه در اصل آشکارساز یک مشاهده زیر بفرم معادلات  (1–6) ستم یس  یبرا  همزمان، 

 شود. یگرفته م 

 

(6 –2 ) 

{
 
 

 
 
𝐷𝛼𝑥̂(𝑡) = 𝐴𝑥̂(𝑡) + 𝐵𝑢(𝑡) + 𝐿𝑟(𝑡)

𝑦̂(𝑡) = 𝐶𝑥̂(𝑡) + 𝐷𝑢(𝑡)                    

𝑟(𝑡) = 𝑦(𝑡) − 𝑦̂(𝑡)                            

𝑢(𝑡) = 𝐾𝑥̂(𝑡)                                       
𝑥̂(𝑡) = 𝜑(𝑡)         𝑡 ∈ [−ℎ2, 0]       

           

𝑥̂(𝑡)که    ∈ ℝ𝑛  و  حالت  شبه   بردار تخمین  𝑟(𝑡) ∈ ℝ𝑟   س  یاست. ماتر  سیگنال باقیمانده𝐾 ∈ ℝ𝑚×𝑛      بهره

𝐿  س یماتر و کنترل کننده  ∈ ℝ𝑛×𝑟 ن شوند.یی که باید تع  گر استبهره مشاهده 

𝜉𝑇د  بصورت  یبا تعریف بردار شبه حالت جد   = [𝑥(𝑡)𝑇      𝑒(𝑡)𝑇]    که در آن𝑒(𝑡) = 𝑥(𝑡) − 𝑥̂(𝑡)     است

 آید. ( سیستم افزوده زیر بدست می2–6)با واحد آشکارساز  ( 1–6)  و تلفیق سیستم

 

(6 –3 )  𝐺:

{
 
 

 
 𝐷

𝛼𝜉(𝑡) = 𝐴̃𝜉(𝑡) + 𝐵̃𝑑𝑑(𝑡) + 𝐵̃𝑓𝑓(𝑡)                  

𝑟(𝑡) = 𝐶̃𝜉(𝑡) + 𝐷𝑑𝑑(𝑡) + 𝐷𝑓𝑓(𝑡)                      

𝑧(𝑡) = 𝐸̃𝑥(𝑡) + 𝐹𝑑𝑑(𝑡) + 𝐹𝑓𝑓(𝑡)                       
                   

 

        که در آن:

𝐴̃ = [
𝐴 + 𝐵𝐾 −𝐵𝐾
0 𝐴 − 𝐿𝐶

]  ,    𝐵̃𝑑 = [
𝐵𝑑

𝐵𝑑 − 𝐿𝐷𝑑
] ,  

𝐵̃𝑓 = [
𝐵𝑓

𝐵𝑓 − 𝐿𝐷𝑓
] ,     𝐶̃ = [0    𝐶], 𝐸̃ = [𝐸     0], 

 𝑓(𝑡)خطا    یهایو ورود  𝑟(𝑡)مانده  یگنال باقیس   ی خروج  ی ل برایتابع تبد   (3–6حلقه بسته ) ستم  یس   یبرا

 برابر است با:

(6 –4 ) 𝐺𝑟𝑓(𝑠) = 𝐶̃(𝑆𝛼𝐼 − 𝐴̃)−1𝐵̃𝑓 +𝐷𝑓 

 برابر است با:  𝑑(𝑡)و اغتشاش  𝑟(𝑡)ن، تابع تبدیل برای خروجی سیگنال باقیمانده  یهمچن

(6 –5 ) 𝐺𝑟𝑑(𝑠) = 𝐶̃(𝑆𝛼𝐼 − 𝐴̃)−1𝐵̃𝑑 + 𝐷𝑑 

طبق    𝑓(𝑡)خطا    ی هایو ورود   𝑧(𝑡)   ی شده   یر ی گاندازه  ی خروج  یستم برا ی ن س یل ایتابع تبد   ، ی از طرف

   ( است.6- 6رابطه )

(6 –6)     𝐺𝑧𝑓(𝑠) = 𝐸̃(𝑆𝛼𝐼 − 𝐴̃)−1𝐵̃𝑓 + 𝐹𝑓 

 برابر است با:    𝑑(𝑡)و اغتشاش   𝑧(𝑡)  گیری شدهتابع تبدیل این سیستم برای خروجی اندازه و   

(6 –7 )  𝐺𝑧𝑑(𝑠) = 𝐸̃(𝑆𝛼𝐼 − 𝐴̃)−1𝐵̃𝑑 + 𝐹𝑑 

آشکارساز خطای مقاوم، برآورده کردن اهداف زیر ضروری    - برای تکمیل فرآیند طراحی واحد کنترل کننده  

 است: 
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 ستم حلقه بسته:يس يدار سازيپا -1

( باید   22–3) ن  هدف، طبق رابطه  یافتن به ایبرای دست    .باشد   1( پایدار3–6ستم حلقه بسته ) یس د  یبا

|𝐴𝑟𝑔 (𝑠𝑝𝑒𝑐(𝐴̃))| > 𝛼
𝜋

2
 . [124] شود 

 ناخواسته  يها يبرابر ورودستم حلقه بسته يس يمقاوم ساز -2

  ا بباشد.  ز   یاز جمله اغتشاش و نو  ، ناخواسته  یها یمقاوم در برابر ورود  باید   (  3–6ستم حلقه بسته ) یس  

 . شودیمان  یب (8–6) بصورت  ن موضوع یا ∞𝐻معیار بهینه سازی  کمک 

(6 –8   ) 
𝑠𝑢𝑝

‖𝑧(𝑡)‖2
‖𝑑(𝑡)‖2

< 𝛾1, 𝛾1 > 0 

                        در برابر خطا  يکنترل  يخروج  يمقام ساز -3

 برقرار شود.  ( 9–6)  ییکارآار یمعباید  ن هدفیدن به ایرس  یبرا

(6 –9 ) 
𝑠𝑢𝑝

‖𝑧(𝑡)‖2
‖𝑓(𝑡)‖2

< 𝛾2, 𝛾2 > 0 

 هاي ناخواسته مثل ا تشاش  ورودي در برابر سيگنال باقيمانده مقاوم سازي  -4

  ی هایص ورودیاشتباه در اثر تشخ  ی هااز به صدا درآمدن آلارم  ی ر یو جلوگ  مقاوم بودن سیستم آشکارساز

بصورت زیر   ∞𝐻، از دیگر اهداف طراحی است. این هدف با استفاده از معیار بهینه سازی  ناخواسته بعنوان خطا

 شود: می  فیتوص

(6 –10 ) 
𝑠𝑢𝑝

‖𝑟(𝑡)‖2
‖𝑑(𝑡)‖2

< 𝛾3, 𝛾3 > 0 

 بالا بردن حساسيت سيستم آشكار ساز نسبت به خطا -5

نه  یمانده کمیگنال باقید اثر خطا بر س یبا  به منظور بالا بردن حساسیت سیستم آشکار ساز نسبت به خطا،

 .ان استیل ببقا ( 11–6) ن هدف بصورت یا −𝐻با کمک گرفتن از معیار بهینه سازی    شود.

(6 –11 ) 
𝑖𝑛𝑓

‖𝑟(𝑡)‖2
‖𝑓(𝑡)‖2

> 𝛽, 𝛽 > 0 

 طراحي  واحد کنترل وآشكارساز خطا -6-3

سازی  بهینه  یک مسأله   را بصورت   طراحی واحد کنترل و آشکارسازی خطا  م مسأله یتقبل توانس  بخش در  

منظوره   کنیب  −𝐻∞/𝐻چند  ادامه یان  در  مزامسأله  ند حل یفرآ  م؛  به  توجه  با  از    ی ای،  های  نامساویاستفاده 

 بیان خواهد شد.  آنها  در قالبن مسأله یحل ا ، کنترل  هی نظردر حل مسائل ماتریسی خطی 

 
1 stability 
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 يناشناخته بر خروج يهايکردن اثر ا تشاش و ورود نه يکم -6-3-1

های  در برابر ورودی ( 3–6) بیان قوام سیستم  (8–6) طبق رابطه  که   ∞𝐻معیار بهینه سازی  ( 1-6ه ) ی قض 

   . کردف خواهد  ی توص ماتریسی خطی نامساوی است، در قالب ناشناخته و اغتشاش 

𝛾1برای    :1-6قضيه   > λو      0 >   پایدار است و معیار کارایی تعریف شده در (  3- 6)سیستم افزوده    ،   0

  و  𝑋1   ،𝑋2  ،𝑋̂1  ،𝑀های  ، همچنین ماتریس𝑄1و   𝑃1  مثبت  های معین اگر  ماتریس ،تضمین خواهد شد  ( 8–6)

N  برقرار باشد.( 12–6)    ماتریسی خطی  نامساوی وجود داشته باشند  بطوری که 

 

(6 –12 ) [

𝐻𝑒𝑟(Π) + Ξ1 Ξ2 Ω + Ξ3𝐹𝑑
∗ −𝜆(𝑋 + 𝑋𝑇) 𝜆Ω

∗ ∗ 𝐹𝑑
𝑇𝐹𝑑 − 𝛾1

2 

 
𝐼

] < 0 

 که در آن 

   Ξ1 = [𝐸
𝑇     0] [

𝐸
0
] , Ξ3 = [𝐸     0]𝑇 , Ω = [

𝑋1
𝑇𝐵𝑑

𝑋2
𝑇𝐵𝑑 − 𝑁   

𝑇𝐷𝑑
] 

   Π = [
𝐴𝑇𝑋1 +𝑀

𝑇𝐵𝑇 0

−𝑀𝑇𝐵𝑇 𝐴𝑇𝑋2 − 𝐶
𝑇𝑁𝑇]   , 𝑋 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑋1, 𝑋2),   

   𝛯2 = 𝜆𝛱 − 𝑋𝑇 + 𝑟𝑃1 + 𝑟𝑄1,  𝑟 = 𝑒𝑗𝜃, 𝜃 = (1 − 𝛼)
𝜋

2
, 

 . بدست خواهد آمد ( 13–6) گر و بهره کنترلگر از رابطه ن بهره مشاهدهیهمچن

(6 –13 )  𝐿 = 𝑋2
−𝑇𝑁

𝐾 = 𝑋̂1
−𝑇𝑀

 

 : 1-6قضيه  اثبات 

 داریم:(  3–6) سیستم افزوده برای 

(6 –14 )  ‖𝐺(𝑠)𝑧𝑑‖𝐻∞ ≜ 𝑠𝑢𝑝
𝑅𝑒(𝑠)≥0

𝜎 (𝐺(𝑠)𝑧𝑑)   = 𝑠𝑢𝑝𝜎 (
𝑅𝑒(𝑠)≥0

𝐸̃(𝑆𝛼𝐼 − 𝐴)−1𝐵̃𝑑 + 𝐹𝑑)         

 توان نوشت:یم (  8–6)  ی با توجه به نامساو

(6 –15 )  ‖𝐺(𝑠)𝑧𝑑 ‖𝐻∞
< 𝛾1 ⟺ 𝐺(𝑠)𝑧𝑑𝐺(𝑠)𝑧𝑑

∗
− 𝛾1

2𝐼 < 0 , ∀𝑅𝑒(𝑠) ≥ 0   

نظر گرفتن   𝜆(𝜔)  با در  ≜ 𝑒−𝑗
𝜋

2
𝛼𝜔𝛼     و  (𝑗𝑤)𝛼 = 𝑒𝑗

𝜋

2
𝛼𝜔𝛼 = 𝜆∗(𝜔)    ، م   ( 15–6)   رابطه توان    ی را 

 .نوشت (6- 16) ی نامساوبصورت 

(6 –16 ) 
[
𝐻(𝜆(𝜔))
𝐼𝑚

]
∗

Θ [
𝐻(𝜆(𝜔))
𝐼𝑚

] < 0, ∀𝜆 ∈ Λ 

𝐻(𝜆(𝜔))که   ≜ (𝜆(𝜔)𝐼𝑛 − 𝐴̃)
−1
𝐵̃𝑑  .است 

Λ    بصورت   (16–4) طبق رابطه  𝛬(𝛷,𝛹) ≜ {𝜆 ∈ 𝐶 |[
𝜆(𝜔)
𝐼
]
∗

𝛷 [
𝜆(𝜔)
𝐼
] = 0, [

𝜆(𝜔)
𝐼
]
∗

𝛹 [
𝜆(𝜔)
𝐼
] ≥ 0}   

 خواهد بود. (  17–6) طبق رابطه   Θحات  ین توض یبا ا .تعریف شده است
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(6 –17 ) Θ = [
𝐸̃𝑇𝐸̃ 𝐸̃𝑇𝐹𝑑
𝐹𝑑
𝑇𝐸̃ 𝐹𝑑

𝑇𝐹𝑑 − 𝛾1
2𝐼
] 

𝑄1و     𝑄1  ، ∃ 𝑃2 اگر    >  :نوشت ( 18–6)  ی نامساو توان با بصورت یرا م  ( 16–6)   رابطه  2-4لم  طبق  ، 0

(6 –18 ) [
𝐼 0
𝐴̃ 𝐵̃𝑑

]
∗

(Φ⊗ 𝑃1 +Ψ⊗𝑄1) [
𝐼 0
𝐴̃ 𝐵̃𝑑

] + Θ < 0  

 در نظر گرفت:  توان یم   (19–6) را بصورت  Φو   Ψ  که 

(6 –19 ) Φ = [
0 𝑟̅
𝑟 0

]

Ψ = [
0 𝑟
𝑟̅ 0

]
 

نامساو 𝑁𝑈توان بصورت  یرا م  (18–6)   ی اکنون 
𝑇𝑍𝑁𝑈 < فرض    (20–6) بصورت    𝑍و    𝑁𝑈اگر    ،نوشت  0

 .شوند 
     

 

(6 –20 ) 

𝑍 = [

𝐸̃𝑇𝐸̃ 𝑟𝑃1 + 𝑟𝑄1 Ẽ𝑇𝐹𝑑
𝑟𝑃1 + 𝑟𝑄1 0 0

𝐹𝑑
𝑇Ẽ 0 𝐹𝑑

𝑇𝐹𝑑 − 𝛾1
2𝐼

]

𝑁𝑈 = [
𝐼 0
𝐴̃ 𝐵̃𝑑
0 𝐼

] → 𝑈 =  [𝐴̃ −𝐼 𝐵̃𝑑]            

 

𝑁𝑉و در نظر گرفتن      6-4لم  توجه به نتایجبا 
𝑇𝑍𝑁𝑉 <  توان نوشت:یم   0

(6 –21 ) 𝑈𝑇𝑋𝑉 + 𝑉𝑇𝑋𝑇𝑈 + 𝑍 < 0 

   در اینجا: که 

(6 –22 ) 
𝑁𝑉 = [

𝜆𝐼 0
−𝐼 0
0 𝐼

] → 𝑉 = [𝐼 𝜆𝐼 0] 

  𝑈هایی برای فضای پوچی ماتریسهای  های آنها پایههای دلخواهی هستند که، ستونماتریس  𝑁𝑉و    𝑁𝑈در اینجا 

 .باشند می   𝑉و

 . حاصل خواهد شد  (23–6)   ی( نامساو21–6)  ( در رابطه 22–6)  و  ( 20–6)  روابط  یارذ گ یبا جا

 

(6 –23 ) [

𝐸̃𝑇𝐸̃ 𝑟𝑃1 + 𝑟𝑄1 Ẽ𝑇𝐹𝑑
𝑟𝑃1 + 𝑟𝑄1 0 0

𝐹𝑑
𝑇Ẽ 0 𝐹𝑑

𝑇𝐹𝑑 − 𝛾1
2𝐼

] + [
𝐴̃𝑇

−𝐼
𝐵̃𝑑
𝑇
] [𝑋 𝜆𝑋 0]

+ [
𝑋𝑇

𝜆𝑋𝑇

0

] [𝐴̃ −𝐼 𝐵̃𝑑] < 0  

𝑋  بصورت  𝑋ه یتجزبا   = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑋1. 𝑋2). 𝑋𝑖 ∈ 𝑅
𝑛×𝑛. 𝑖 = پس از انجام محاسبات ضرب و جمع ماتریسی  و    1.2

  حاصل خواهد شد. ( 24–6)  ینامساو، (23–6)  ینامساو  یبر رو 
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(6 –24 ) [

𝐻𝑒𝑟(∆) + Ξ1 Ξ2 Ω + Ξ3𝐹𝑑
∗ −𝜆(𝑋 + 𝑋𝑇) 𝜆Ω

∗ ∗ 𝐹𝑑
𝑇𝐹𝑑 − 𝛾1

2 

 
𝐼

] < 0 

 : نجایدر ا که 
Ξ2 = 𝜆Π − 𝑋𝑇 + 𝑟𝑃1 + 𝑟𝑄1,       Ξ3 = [𝐸     0]𝑇  , 

Ω = [
𝑋1
𝑇𝐵𝑑

𝑋2
𝑇𝐵𝑑 − 𝑁   

𝑇𝐷𝑑
] ,   ∆= [

𝐴𝑇𝑋1 + 𝐾
𝑇𝐵𝑇𝑋1 0

−𝐾𝑇𝐵𝑇𝑋1 𝐴𝑇𝑋2 + 𝐶
𝑇𝐿𝑇𝑋2

], 

وجود   علت  متغکه    𝐶𝑇𝐿𝑇𝑋2و     𝐾𝑇𝐵𝑇𝑋1  یها جمله  به  در  ی دو  شدهیکد ی ر مجهول  هنوز  اند،  گر ضرب 

)   ت.نیس  ماتریسی خطی  نامساوی  شکلبه    (24–6)   ینامساو نامساوی  تبدیل  به فرم  24-6برای    نامساوی ( 

𝑋1بصورت      𝑋1  لازم است    ماتریسی خطی  = 𝑈 [
𝑋11 0
0 𝑋22

]𝑈𝑇      تجزیه شود. حال فرض کنیم ماتریس

𝐵 ∈ 𝑅𝑚×𝑛 یک تجزیه مقدار تکین برای این ماتریس به صورت   یک ماتریس با رتبه ستونی کامل باشد، آنگاه

𝐵 = 𝑈 [
Σ
0
] 𝑉𝑇   وجود دارد کهΣ ∈ 𝑅𝑚×𝑛  یک ماتریس قطری با مقادیر مثبت است. همچنین 𝑈 ∈ 𝑅𝑛×𝑛   و  

𝑉 ∈ 𝑅𝑚×𝑚  .بطوریکه  (7- 4)  لم  یریبا بکارگ  ماتریس های یکانی هستند  , 𝑋̂1 = 𝑉Σ
−1𝑋11Σ𝑉

𝑇   𝐵𝑇𝑋1 =

𝑋̂1𝐵
𝑇    و𝑋̂1

−1 = 𝑉Σ−1𝑋11
−1Σ𝑉𝑇   می متغییتغحال  آید.  بدست  𝑁𝑇ی رهایر  = 𝐿𝑇𝑋2,    و𝑀𝑇 = 𝐾𝑇𝑋̂1  

 □.شوداثبات کامل می  د وش   د خواه ( 12–6)  ی ل به نامساویتبد را   ( 24–6)  ینامساو

 شده  يري گاندازه ينه کردن اثر خطا بر خروجيکم -6-3-2

رو یکم(  9- 6)  یی کارآ  ار یمع  ی برقرار  با بر  اثر خطا  کردن  (  3-6)   ستمیس   شده  ی ریگاندازه   یخروج  ینه 

ان  یب    نابرابری ماتریس خطیبصورت  را     ∞𝐻  ینه سازیبه  ییارکارآین مع یا  (2-6ه )یقضن خواهد شد.  یتضم

 . کردخواهد 

𝛾2برای   :2-6قضيه  > λو    0 >   𝑋1های  ، همچنین ماتریس𝑄2و  𝑃2های معین مثبت اگر ماتریس،     0

  ،𝑋2  ،𝑋̂1  ،𝑀  وN   پایدار    (3–6) برقرار باشد، سیستم افزوده    (25–6)    ینامساو  بطوری که  وجود داشته باشند

 .تضمین خواهد شد   (9–6) است و معیار کارایی تعریف شده در  

 

(6 –25 )  [

𝐻𝑒𝑟(Π) + Ξ1 Ξ2 Ω + Ξ3𝐹𝑓

∗ −𝜆(𝑋 + 𝑋𝑇) 𝜆Ω

∗ ∗ 𝐹𝑓
𝑇𝐹𝑓 − 𝛾2

2 

 
𝐼

] < 0 

 : نجایکه در ا

Ξ1 = [𝐸
𝑇     0] [

𝐸
0
] , Ξ3 = [𝐸     0]

𝑇  , Ω = [
𝑋1
𝑇𝐵𝑓

𝑋2
𝑇𝐵𝑓 − 𝑁   

𝑇𝐷𝑑
], 

Π = [
𝐴𝑇𝑋1 +𝑀

𝑇𝐵𝑇 0

−𝑀𝑇𝐵𝑇 𝐴𝑇𝑋2 − 𝐶
𝑇𝑁𝑇] , 𝑋 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑋1, 𝑋2), 

Ξ2 = 𝜆Π − 𝑋𝑇 + 𝑟𝑃2 + 𝑟𝑄2 𝑟 = 𝑒𝑗𝜃, 𝜃 = (1 − 𝛼)
𝜋

2
, 
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 محاسبه خواهند شد.(13–6)  رابطه توسط گر و بهره کنترلگر بهره مشاهده

افزوده    :2-6قضيه    اثبات سیستم  تبد   (3–6) برای  خروجیتابع  ورود  یری گاندازه  یل  به  خطا    یشده 

𝐺(𝑠)𝑧𝑓  برابراست با = 𝐸̃(𝑆
𝛼𝐼 − 𝐴)−1𝐵̃𝑓 + 𝐹𝑓)   جه ی ، در نت  ‖𝐺(𝑠)𝑧𝑓‖𝐻∞

 :ر بدست خواهد آمد یبصورت ز  

 

(6 –26 )  ‖𝐺(𝑠)𝑧𝑓‖𝐻∞
≜ 𝑠𝑢𝑝

𝑅𝑒(𝑠)≥0
𝜎 (𝐺(𝑠)𝑧𝑓)   = 𝑠𝑢𝑝𝜎 (

𝑅𝑒(𝑠)≥0
𝐸̃(𝑆𝛼𝐼 − 𝐴)−1𝐵̃𝑓 + 𝐹𝑓)         

 

Θ رت ون صیدر ا = [
𝐸̃𝑇𝐸̃ 𝐸̃𝑇𝐹𝑓

𝐹𝑓
𝑇𝐸̃ 𝐹𝑓

𝑇𝐹𝑓 − 𝛾1
2𝐼
  ( 27–6) از رابطه    𝑁𝑈و    𝑍حات داده شده،  یبا توضخواهد بود.       [

 بدست خواهد آمد.

 

(6 –27 ) 𝑍 = [

𝐸̃𝑇𝐸̃ 𝑟𝑃2 + 𝑟𝑄2 Ẽ𝑇𝐹𝑓
𝑟𝑃2 + 𝑟𝑄2 0 0

𝐹𝑓
𝑇Ẽ 0 𝐹𝑓

𝑇𝐹𝑓 − 𝛾2
2𝐼

]

𝑁𝑈 = [
𝐼 0
𝐴̃ 𝐵̃𝑓
0 𝐼

]                                                     

 

  ی که برا  ؛است  (1-6ه )ی قضه مراحل اثبات درست مانند مراحل اثبات  ید، بقی جد   عناصرن  یا  یگذاریبا جا

 □م.یدهیادامه نمآن را   ، اجتناب از تکرار

گنال يناشناخته بر س يهاينه کردن اثر ا تشاش و وروديکم -6-3-3

 مانده يباق

اثر    لحاظ کردن  ،یواقع   ی هاستمیس   در آشکار ساز خطا    ی طراح  فرآیند   در   یار ضروریو بس  یکار اساس ک  ی

و ورود در    یاشتباه  یهااز آلارم  ،تا  است  ناخواسته  ی هایاغتشاش  ورود یاثر تشخکه  و    ناخواسته   یهایص 

  ی نابرابر بصورت    ( 10–6)   سازی بهینه  اریمع  (3- 6ه )یقض   کرد. در   ی ریجلوگند،  یآیبوجود م   بعنوان خطا  اغتشاش 

 ان خواهد شد. یبماتریس خطی 

𝛾3برای   :  3- 6قضيه   > λو    0 >   پایدار است و معیار کارایی تعریف شده در   (3- 6)سیستم افزوده    ،   0

 𝑋1    ،𝑋2  ،𝑋̂1 ،𝑀های  ، همچنین ماتریس𝑄3و    𝑃3های معین مثبت  اگر ماتریس  ،تضمین خواهد شد   (10–6)

 برقرار باشد. ( 28- 6)   بطوری که نامساوی ،وجود داشته باشند  N  و
 

(6 –28 ) [

𝐻𝑒𝑟(Π) + Ξ1 Ξ2 Ω + Ξ3𝐷𝑑
∗ −𝜆(𝑋 + 𝑋𝑇) 𝜆Ω

∗ ∗ 𝐷𝑑
𝑇𝐷𝑑 − 𝛾3

2 

 
𝐼

] < 0 

 که یبطور

Ξ1 = [0     𝐶
𝑇] [

𝐶
0
] , Ξ3 = [0     𝐶]

𝑇 , Ω = [
𝑋1
𝑇𝐵𝑑

𝑋2
𝑇𝐵𝑑 − 𝑁   

𝑇𝐷𝑑
] 
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Π = [
𝐴𝑇𝑋1 +𝑀

𝑇𝐵𝑇 0

−𝑀𝑇𝐵𝑇 𝐴𝑇𝑋2 − 𝐶
𝑇𝑁𝑇] , 𝑋 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑋1, 𝑋2) 

Ξ2 = 𝜆Π − 𝑋𝑇 + 𝑟𝑃3 + 𝑟𝑄3, 𝑟 = 𝑒𝑗𝜃, 𝜃 = (1 − 𝛼)
𝜋

2
. 

 ( محاسبه خواهند شد.13–6)   طبق توسط گر و بهره کنترلگر بهره مشاهده

را بصورت    ∞𝐺(𝑠)𝑟𝑑‖𝐻‖د  یفقط با  ،قبل است  یهاهی ز مانند قضیه نی ن قضیراه حل اثبات ا  :  3-6قضيه    اثبات

 ف کرد. ی ر تعریز

(6 –29 ) 
‖𝐺(𝑠)𝑟𝑑‖𝐻∞ ≜ 𝑠𝑢𝑝

𝑅𝑒(𝑠)≥0
𝜎 (𝐺(𝑠)𝑟𝑑)   = 𝑠𝑢𝑝𝜎 (

𝑅𝑒(𝑠)≥0
𝐶̃(𝑆𝛼𝐼 − 𝐴̃)

−1
𝐵̃𝑑 + 𝐷𝑑)         

 

 : مین صورت داریدر ا

 

 

(6 –30 ) 

Θ = [
𝐸̃𝑇𝐸̃ 𝐸̃𝑇𝐷𝑑
𝐷𝑑
𝑇𝐸̃ 𝐷𝑑

𝑇𝐷𝑓 − 𝛾3
2𝐼
]                                 

𝑍 = [

𝐸̃𝑇𝐸̃ 𝑟𝑃3 + 𝑟𝑄3 Ẽ𝑇𝐷𝑑
𝑟𝑃3 + 𝑟𝑄3 0 0

𝐷𝑑
𝑇Ẽ 0 𝐷𝑑

𝑇𝐷𝑑 − 𝛾3
2𝐼

]

𝑁𝑈 = [
𝐼 0
𝐴̃ 𝐵̃𝑑
0 𝐼

]                                                             

 

 □اثبات کامل خواهد شد.  ،قبل یایر اثبات قضایمس با ادامه 

 بر سيگنال باقيمانده بيشينه کردن اثر خطا  -6-3-4

ستم آشکارساز  یت س یبالا بردن حساس   ی برا  ی راهکار،  −𝐻  ی سازنهیار بهیبا استفاده از مع (  11–6)   ینامساو

  در   نابرابری ماتریس خطی   شکلب  سازیمعیار بهینهن  یل ایدهد. با تبد ینشان مجاد شده  یا  یبه خطا نسبت  

 افت. یستم آشکارساز ادامه خواهد یس  یطراح( 4-6ه )یقض

افزوده    :4-6قضيه   بگ (  3-6)سیستم  نظر  ماتریس  د.یریرا در  ، همچنین  𝑄4و    𝑃4های معین مثبت  اگر 

معیار کارایی     ،برقرار باشند (  31-6)   ینامساو وجود داشته باشند  بطوری که  Nو   𝑋1    ،𝑋2  ،𝑋̂1  ،𝑀های  ماتریس

𝛽برای   ( 11-6) تعریف شده در  > λو    0 >  تضمین خواهد شد.     0
 

(6 –31 ) [

𝐻𝑒𝑟(Π) − Ξ1 Ξ2 Ω − Ξ3𝐷𝑓

∗ −𝜆(𝑋 + 𝑋𝑇) 𝜆Ω

∗ ∗ −𝐷𝑓
𝑇𝐷𝑓 + 𝛽

2 

 
𝐼

] < 0 

   نجا:یدر ا که 

Ξ1 = [0     𝐶
𝑇] [

𝐶
0
] , Ξ3 = [0     𝐶]

𝑇 , Ω = [
𝑋1
𝑇𝐵𝑓

𝑋2
𝑇𝐵𝑓 − 𝑁   

𝑇𝐷𝑓
], 
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Π = [
𝐴𝑇𝑋1 +𝑀

𝑇𝐵𝑇 0

−𝑀𝑇𝐵𝑇 𝐴𝑇𝑋2 − 𝐶
𝑇𝑁𝑇] , 𝑋 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑋1, 𝑋2), 

Ξ2 = 𝜆Π − 𝑋𝑇 + 𝑟𝑃4 + 𝑟𝑄4, 𝑟 = 𝑒𝑗𝜃, 𝜃 = (1 − 𝛼)
𝜋

2
, 

گسترش    ریبصورت ز  توانی م  را(  3-6)ستم افزوده  یس   یبرا  −𝐻  ینه سازیار بهیمع    :4- 6اثبات قضيه  

 : [137] داد

(6 –32     ) 
‖𝐺(𝑠)𝑟𝑓‖−

[0−∞)
≜ 𝑖𝑛𝑓

𝜔𝜖[0,𝜔̅)
𝜎 (𝐺(𝑠)𝑟𝑓)   = 𝑖𝑛𝑓

𝜔𝜖[0,𝜔̅)
𝜎 0(𝐶̃(𝑆

𝛼𝐼 − 𝐴̃)
−1
𝐵̃𝑓 + 𝐷𝑓) 

 م:  یدار  (11- 6)ییار کارآیا توجه به  معب

(6 –33 )  
‖𝐺(𝑠)𝑟𝑓‖−

[0−∞)
> 𝛽 ⟺ 𝐺(𝑠)𝑟𝑓𝐺(𝑠)𝑟𝑓

∗ − 𝛽2𝐼 > 0 , 

𝐻(𝜆)اگر     ≜ (𝜆𝐼𝑛 − 𝐴̃)
−1
𝐵̃𝑓 ، نوشت ( 34- 6)را می توان بصورت  ( 33–6)  ی نامساو. 

(6 –34 )        
[
𝐻(𝜆)
𝐼𝑚

]
∗

Θ [
𝐻(𝜆)
𝐼𝑚

] < 0, ∀𝜆 ∈ Λ 

(  34–6)   یدر نامساو  Θس  یماتر  ،( 33–6)   یف شده است. با توجه به نامساو یتعر  (16–4) طبق    Λ  که 

 .محاسبه خواهد شد   (35-6) بصورت 

 

(6 –35 ) Θ = [
−𝐶̃𝑇𝐶̃ −𝐶̃𝑇𝐷𝑓

−𝐷𝑓
𝑇𝐶̃ −𝐷𝑓

𝑇𝐷𝑓 + 𝛽
2𝐼
] 

Φبا انتخاب   = [
0 𝑟̅
𝑟 0

Ψو    [ = [
0 𝑟
𝑟̅ 0

 . نوشت   (63- 6) ی بصورت نامساو توان ( را می34–6) ،[

 

(6 –36 ) 
[
𝐼 0
𝐴̃ 𝐵̃𝑑

]
∗

(Φ⊗ 𝑃4 +Ψ⊗𝑄4) [
𝐼 0
𝐴̃ 𝐵̃𝑑

] + Θ < 0   

𝑁𝑈توان بصورت  را می  ( 36-6) نامساوی  م، ی( فرض کن37-6را بصورت ) 𝑍و   𝑁𝑈اگر  
𝑇𝑍𝑁𝑈 <    .نوشت 0

 

(6 –37 ) 

 

𝑍 = [

−𝐶̃𝑇𝐶̃ 𝑟𝑃4 + 𝑟𝑄4 −𝐶̃𝑇𝐷𝑓
𝑟𝑃4 + 𝑟𝑄4 0 0

−𝐷𝑓
𝑇𝐶̃ 0 −𝐷𝑓

𝑇𝐷𝑓 + 𝛽
2𝐼

]

𝑁𝑈 = [
𝐼 0
𝐴̃ 𝐵̃𝑑
0 𝐼

]                                                     

 

𝑁𝑉با محاسبه    = [
𝜆𝐼 0
−𝐼 0
0 𝐼

] → 𝑉 = [𝐼 𝜆𝐼 𝑁𝑉و در نظر گرفتن     ( 6- 4)لم    نتایج  و   [0
𝑇𝑍𝑁𝑉 < 0    

 توان نوشت: می

(6 –38 ) 𝑈𝑇𝑋𝑉 + 𝑉𝑇𝑋𝑇𝑈 + 𝑍 < 0 

 . حاصل خواهد شد  (39-6)نامساوی   (38–6) در رابطه ( 37-6)  رابطه جایگذاریکه با 
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(6 –39 ) [

−𝐶̃𝑇𝐶̃ 𝑟𝑃4 + 𝑟𝑄4 −C̃𝑇𝐷𝑓
𝑟𝑃4 + 𝑟𝑄4 0 0

−𝐷𝑓
𝑇C̃ 0 −𝐷𝑓

𝑇𝐷𝑓 + 𝛽
2𝐼

] + [
𝐴̃𝑇

−𝐼
𝐵̃𝑑
𝑇
] [𝑋 𝜆𝑋 0]

+ [
𝑋𝑇

𝜆𝑋𝑇

0

] [𝐴̃ −𝐼 𝐵̃𝑑] < 0 

𝑋  بصورت    𝑋تجزیه   با = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑋1. 𝑋2). 𝑋𝑖 ∈ 𝑅
𝑛×𝑛. 𝑖 =   ( 39-6)   ی نامساو  ی برا  محاسبات  انجام   و     1.2

 شد. خواهد  حاصل (40-6) ینامساو

 

(6 –40 ) [

𝐻𝑒𝑟(∆) − Ξ1 Ξ2 Ω − Ξ3𝐷𝑓

∗ −𝜆(𝑋 + 𝑋𝑇) 𝜆Ω

∗ ∗ −𝐷𝑓
𝑇𝐷𝑓 + 𝛽

2 

 
𝐼

] < 0 

 که در اینجا: 

  Ξ1 = [0     𝐶
𝑇] [

𝐶
0
] , Ξ3 = [0     𝐶]

𝑇 , , Ξ2 = 𝜆∆ − 𝑋𝑇 + 𝑟𝑃4 + 𝑟𝑄4,     

   Ω = [
𝑋1
𝑇𝐵𝑓

𝑋2
𝑇𝐵𝑓 − 𝑁   

𝑇𝐷𝑓
] , ∆= [

𝐴𝑇𝑋1 + 𝐾
𝑇𝐵𝑇𝑋1 0

−𝐾𝑇𝐵𝑇𝑋1 𝐴𝑇𝑋2 + 𝐶
𝑇𝐿𝑇𝑋2

], 

𝑋1بصورت    𝑋1با تجزیه   = 𝑈 [
𝑋11 0
0 𝑋22

]𝑈𝑇   ( 7-4و با بکارگیری لم )   و تعریف  𝑋̂1 = 𝑉Σ
−1𝑋11Σ𝑉

𝑇  

𝐵𝑇𝑋1که   = 𝑋̂1𝐵
𝑇  و  𝑋̂1

−1 = 𝑉Σ−1𝑋11
−1Σ𝑉𝑇    ،با تغییر متغیرهای    است𝑁𝑇 = 𝐿𝑇𝑋2,     و𝑀𝑇 = 𝐾𝑇𝑋̂1      

 □شود.اثبات کامل می

طراحي  واحد کنترل   يبرا   حل  مسأله بهينه سازي محدب -6-4

 وآشكارساز خطا

یی  آمعیار کارکه بطور همزمان چهار  استهدف اصلی این بخش، طراحی واحد کنترل و آشکارساز خطایی 

از    ک یحل هر    لازم برایشروط    جداگانه   هر کدام   ( 4-6)تا    ( 1-6)برآورده شوند. قضایای    ( 11-6)  ( تا 8–6)

توان به یک مسأله بهینه  قضیه می   چهار . با تلفیق این  بیان کردند   نابرابری ماتریس خطی بصورت  را      هاارمعی

 .مورد نظر در طراحی را پوشش دهد اهداف تمام  سازی چند منظوره رسید که، 

,𝛾2برای    :  1-6نتيجه   𝛾1      و𝛾3  پذیر برای مسأله بهینه سازی چند منظوره مشخص شده، یک جواب امکان  

/𝐻∞  𝐻−    6أله بهینه سازی محدب )از حل  مس(،  3- 6سیستم افزوده )به منظور طراحی آشکارساز خطا برای -

 ( بدست می آید. 41
 

(6 –41 ) 
max             𝛽

  𝑋1, 𝑋2, 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4, 𝑄1, 𝑄2, 𝑄3, 𝑄4, 𝑁,𝑀

𝑠. 𝑡     (6− 12), (6− 24), (6− 27), (6− 30)
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 □ د.یآی بدست م ی بسادگ ( 4-6)تا   (1-6)  یایق قضایجه از تلفین نتیا : 1-6نتيجه  اثبات

 ارزيابي سيگنال باقيمانده -6-5

ارزیابی سیگنال باقیمانده است. برای رسیدن به این   ،طراحی واحد آشکارساز خطا در گام بعدی بسیار مهم  

)شکل   شودمقایسه می  (𝑗𝑡ℎ>0)هدف، یک تابع ارزیابی باقیمانده تعریف شده و مقدار آن با  یک حد آستانه  

(6-1 .)) 

 

 ارزیابی سیگنال باقیمانده  -1–6شکل 

 شود. انتخاب  (42-6) میتواند به صورت  "باقیمانده  نوعاتابع ارزیابی 

 

(6 –42     ) 𝐽(𝑡) = (𝜃−1∫ 𝑟𝑇(𝑠)𝑟(𝑠)𝑑𝑠
𝜃

0

)

1/2

 

 م: یدار  محاسبه حد آستانه  ی خطا است. برا یآشکارساز یبازه زمان 𝜃نجا  یکه در ا

(6 –43 ) 𝐽𝑡ℎ = sup
𝑓(𝑡)=0
𝑑(𝑡)∈𝐿2

𝐽(𝑡) 

ستم مشاهده نشده  یدر س   یی( کوچکتر باشد، خطاJth( از حد آستانه ) J(t)مانده ) یاب باقیتابع ارز  ی اگرخروج

خواهد  ها بصدا در  و آلارم  جاد شدهیاستم  یبزرگتر شود، خطا در س   Jthاز    J(t)م داشت. اما اگر  ینخواه  یو آلارم

 .  آمد 
J(t) ≤ Jth ⇒ No alarms (No fault) 

J(t) > Jth ⇒ Alarm (Fault detected) 

 شبيه سازي  -6-6

 در نظر بگیرید: زیرر ی با مقادرا  (  1–6) سیستم 
  

𝐴 = [
1 2
2 −1

] , 𝐶 = [0.1 0], , 𝐸 = [0  0.1],,𝐵 = [0.2,0]𝑇 , 𝐷 = 0, 

𝐵𝑑 = [
0.2
0
] , 𝐵𝑓 = [

0.2
0.1
] , 𝐷𝑑 = 𝐷𝑓 = 0.2, 𝐹𝑓 = 𝐹𝑑 = 0.1,  

دار یستم ناپاین س ی، ایداریه پایبا توجه به ناح  دهد.ی را نشان م  ستم حلقه باز  یژه س یر ویمقاد(  2- 6شکل )

 گیریم: اغتشاش خارجی وارد شده  به سیستم را  بصورت زیر در نظر میگنال یس  است.
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(6 –44 ) d(t) = 0.1 exp(−0.4𝑘) cos (0.03𝜋𝑘) 

شکل    مطابق   شود یم   ثانیه به سیستم وارد   60تا    40سیگنال خطا، یک پالس با دامنه یک در محدوده زمانی  

  Yalmip، تجزیه کننده  متلببه کمک فضای شبیه سازی    ( 41–6)   مسأله بهینه سازی محدببا حل    . (6-3)

𝜆  یبرا  3SDPTو تحلیلگر  = 1  𝛼 = 𝑥(0)و    ,0.5 = [0 0]𝑇 ریمقاد :   

𝛾1 = 1.7017, 𝛾2 = 1.7874 , 𝛾3 =  1.1944, 𝛽 = 0.0836 

 

 عبارتند از:  بدست آمده  گر کنترلگر و بهره مشاهده بهره   بدست خواهد آمد.

𝐿 = [
50.1036
13.6360

] , 𝐾 = [
−61.3024
−10

] 

 ر خواهد بود. یبصورت ز گر بالامشاهده ی کنترلگر و بهره  ی بهرهبا ستم حلقه بسته یژه س یر ویمقاد

-7.7635, -0.9987, -5.3648, -0.7668] ] 

 دهند.یش میمانده را نمایگنال باقیشده و س   یری اندازه گ  یگنال خروجیب س ی بترت (  5-6) و    (4-6)  یشکلها

 

 

 ستم حلقه بازیژه سیو  ریمقاد  -2–6شکل 
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 گنال اغتشاشیگنال خطا و سیس -3–6شکل 

 

 شده  یریگاندازه یگنال خروجیس -4–6شکل 
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 مانده یگنال باقیس -5–6شکل 

𝑑(𝑡)  د یز سفین کردن نو یگزیرا با جا  یه سازیدر ادامه شب = 0.01𝑤(𝑡)  میدهیاغتشاش انجام م  یبجا ،  

شده و   ی ریاندازه گ یخروج  ( 7-6شکل ) و   (6- 6شکل )محدود است.   یانرژد با یز سفیک نوی 𝑤(𝑡)که  ی یجا

 دهد.ی ستم نشان میز و خطا بر س یابر اثر نورمانده را در بیگنال باقیس 

 

 ز و خطا یقابل سنجش با اثر نو  یسگنال خروج - 6–6شکل 
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 ز یمانده با اثر خطا و نویگنال باقیس -7–6شکل 

   ها رابطه  از    ی ه سازین قسمت از شبید در ایص خطا بای ستم تشخ یت س یفیص خطا و کیدن سرعت تشخید  یبرا

ص خطا  یو حد آستانه تشخ    𝐽(𝑡)مانده  یاب باقیتابع ارز(  8- 6شکل ).  میریکمک بگ   (43–6)   ( و42–6)

(𝐽𝑡ℎ𝑟  که با ) ( مقدار آن  43–6)   استفاده از رابطه𝐽𝑡ℎ𝑟  = قابل    کاملاٌدهد.ی نشان م  ،بدست آمده است   0.1517

ن تابع  یب   سهیمقا   ها بصدا در خواهند آمد.ه بعد از وقوع خطا آلارمیثان  سه ص است که بعد از حدود  یتشخ

 آورده شده است.  ( 9-6شکل )ستم با خطا و بدون خطا در یمانده در س یاب باقیارز

 

 مانده یاب باقیتابع ارز -8–6شکل 
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 با خطا و بدون خطا   ده مان یاب باقیتابع ارز -9–6شکل 

 

 ي ريجه گينت -6-7

 آشکارساز خطا _بنام واحد کنترل    ی خطا واحد   یکنترل و آشکارساز  یکردن واحدها  یک یدر این فصل  با  

واحد،  شد.  یطراح دو  این  و    یگام  ادغام  کاهش حجم  است.یس   یزرگببزرگ در  توانستیهمچن    ستم    م ین 

همچون قید بر روی سیگنال کنترل و خروجی را در قالب  یی و نیز محدودیت هایی  آبسیاری از معیارهای کار

شد و    یه سازیستم شبی ک س ی  یج بدست آمده برای ت، نتایدر نها  .مینهای ماتریسی خطی مطرح کنامساوی

 قرار گرفت.  ی مورد بررس  در نرم افزار متلب یطراحج ینتا
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 پیشنهادات گيری و  نتيجه ن  -7 فصل
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 ي ريگجهينت -7-1

ا های خطی تغییر ناپذیر با زمان مرتبه  طراحی آشکارساز خطا برای سیستم  در مرحله اول ن رساله،  یدر 

ستم  ین س یا  یبرا   آشکارساز خطا-به طراحی واحد کنترل کننده  در مرحله بعد   سپس  کسری انجام شده است.

  ، آیند طراحی کاهش پیچیدگی فر  یدر راستا  کی کردن واحد کنترل کننده و واحد آشکارساز خطابا هدف ی

ور،  ظ به همین منپرداخته شده است.  بر یکدیگر متقابل اثرات نامطلوب احتمالی این دو واحد  کاهش همچنین

قرار    ی بحث و بررس   موضوع، موردت  یاهم  ن ایبها و  ستم یخطا در س   یآشکارسازاز    ی اخچهیتار    در فصل اول

در    ،یخطا و انتخاب روش طراح  ینه آشکارسازیزمن در  ینو  یوه هایش   یابیارزنقد و  . انواع خطا،  تگرفته اس 

. در فصل  سده استهای کسری پرداخته  به معرفی و بررسی سیستم  سوم . در فصل  ه استفصل دوم ارائه شد 

 .   ه استشد چهار تعاریف و مقدمات ریاضی برای فهم بهتر مطالب اصلی، ارائه 

مبتنی بر  روش  کسری نامتغیر با زمان خطی ، آشکارساز خطا بر اساس    برای یک سیستمدر فصل پنجم،   

از رویکرد  و بالا بردن حساسیت سیستم نسبت به خطا    . به منظور آشکارسازی خطا ه استطراحی شد   گرمشاهده

𝐻−   کاهش اثر اغتشاش و ورودی های ناخواسته    مقاوم ساختن سیستم آشکارساز و  . برای ه استاستفاده شد

مسأله طراحی آشکارساز خطا    ر،ین تفاس یبا ا.  بکار گرفته شده است  ∞𝐻، معیار بهینه سازی آنروی   دیگر بر  

به یک مسأله تبدیل  پژوهش  این  به  ه استشد  −𝐻∞/𝐻ی  ی چند منظورهدر  آمده  نتایج بدست  . همچنین 

 .  ه استد یگردارائه   نابرابری ماتریس خطیصورت شرط کافی و در قالب 

کسری نامتغیر با    مرتبه   آشکارساز خطا برای یک سیستم-به طراحی واحد کنترل کننده  ششم،در فصل  

  ی خارج  یهایدر حضور ورود   ها،یا عملگر  هاو محرک  هاحسگر، خطاهای  زمان خطی در برابر خطاهای سیستمی

شکارساز خطا  آشکارساز بر این اساس که، آ-. واحد کنترل کننده ه استز و اغتشاش پرداخته شد یاز جمله نو 

در ادامه با استفاده  ه است.  شد   ی گر است طراحگر و کنترل کننده یک کنترل کننده بر پایه مشاهدهیک مشاهده

در عین کمینه کردن    . شروط لازم برای حل مسأله با صورت ریاضی بیان می شود  ∞𝐻−/𝐻از معیار ترکیبی  

  این سیگنال یت  حساس بالا بردن    یگنال باقیمانده ،  های مدلسازی بر روی  س اثر ورودیهای نامعلوم و نامعینی

نیزنسبت   خطا  است  به  بوده  نظر  کنندهسپس  .  مد  کنترل  نامساوی-طراحی  قالب  در  خطا  های  آشکارساز 

خطی  سیستم    ،ماتریسی  ارائه    مرتبه برای  اغتشاش  حضور  در  استکسری  قالب    شده  در  جدیدی  قیود  و 

   .آمده استهای ماتریسی خطی بدست نامساوی
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 پيشنهادات -7-2

 شود: یشنهاد م یر پین پژوهش، موارد زیا ی ادامه یبرا

𝟏 با درجه يکسر مرتبه يهاستميس يبرا يطراح -7-2-1 < 𝜶 < 𝟐    

0با درجه    یکسر  مرتبه  یهاستمیشد س   ی ن رساله بررس یآنچه که در ا < 𝛼 <   ی بود. با گسترش طراح    1

1با درجه   یکسر مرتبه    ستمیس  یبرا < 𝛼 <    .م شد یروبرو خواه و جالب  د یک موضوع جد یبا    2

 يکسر يهاستميس يکننده براکنترل-واحد آشكارساز يطراح -7-2-2

 تيعدم قطع يدارا يخط

از عدم    ی است. لذا، در مدلساز  ی از موارد کار دشوار   ی اریستم در بسیق از س ی ک مدل دق یبه دست آوردن  

م یقطع استفاده  قطعیت  عدم  گرفتن  نظر  در  مدلیشود.  در  طراحین  ، ت  به  برای جد   ی از  س   ی د  ستم  یواحد 

 باشد. ید یپژوهش جد  یمناسب برا ی نهیزم تواند یکنترل کننده دارد و م-آشکارساز

  مرتبه يهاستميس يکننده براکنترل-واحد آشكارساز  يطراح -7-2-3

 ي ريتأخ يکسر

ها را با در نظر  ستمیس   ، بهتر استباشند دارای پدیده تأخیر می   "ها ذاتانکه بسیاری از پروسهیل ایبه دل 

های طبیعی  هرچه بیشتر رفتاری شبیه به پدیده  تا،کرد    مدل برای مدلسازی هر چه دقیقتر      ، ریگرفتن تأخ

آشکارساز   ی طراح  توانمی  کسری تأخیری ،   مرتبه   های گسترش  استفاده از سیستم  با توجه به   .ه باشند داشت

   . کردآغاز  ها راتمسین س یا یخطا برا

   مرتبه هايسيستمکننده براي کنترل-طراحي  واحد آشكارساز -7-2-4

 گسسته يکسر

تفاده فراوان  تاکنون استفاده نشده است. با توجه به اس    یکسر   مرتبه  های گسستهدر سیستمآشکارساز خطا  

 پرداخت.های گسسته در سیستم  آشکارساز خطا یطراحتوان به های گسسته، میاز سیستم
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گلیسی به فارسی  واژه نامه  ی ان  

 Actuator faults های محرک یا عملگر خطا

 Actuators عملگر 

 Affine نمواً خطی 

 Anomalous dffusion پدیده واپاشی

 Asymptotically stability پایدار مجانبی

 Bilinear Matrix Inequality های ماتریسی دوخطی  نابرابری

 Bounded-Input Bounded-Output ( BIBO) خروجی محدود  - پایداری ورودی محدود

 Cepstrum کپستروم 

 Commensurate متناسب

 Common parity space فضای برابری مشترک 

 Complex plane or z-plane صفحه مختلط 

 Convex محدب

 Convex feasibility problem مسئله امکان پذیری محدب 

 Convex Hull پوسته ی محدب 

 Convex optimization بهینه سازی محدب 

 Decision Making واحد تصمیم گیر 

 Detection Filter ی روش مبتنی بر فضای برابر 

 Differ-integral انتگرال متفاوت 

 Ellipsoid بیضوی 

 Failure یخراب

 Failure detection filter فیلتر تشخیص عیب 

 Fault خطا

 Fault detection آشکارسازی خطا

 Fault detection تشخیص خطا 

 Fault identification تشخیص خطا 

 Fault isolation جداسازی خطا

 Fault tolerant control کنترل تحمل پذیر خطا
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 Faults خطاهای سیستمی

 Flexibility انعطاف پذیری 

 Float شناور

 Fractal interface رابط فرکتال 

 Fractional calculus محاسبات کسری 

 Frequency domain inequality (FDI) نابرابری دامنه فرکانس 

 Geometric multiplicity تکرر هندسی 

 Hurwitz تز یهرو
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 Infeasible غیر ممکن
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 Irrecoverable غیر قابل جبران 

 Kalman کالمن
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 Linear Programming برنامه ریزی خطی  
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 Lur’e لور 

 Lyapunov لیاپانوف

 Nemirovskii نمیروسکی

 Nestrov نستروف 

 Observer مشاهده گر 

 Optimization index شاخص بهینه سازی 
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 Parser توصیفگر 

 Polyhedron چند وجهی
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 Popov پوپوف 

 Postnikov پاستنیکف
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 Project lemma لم تصویرسازی 
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 Residual evaluation ارزیاب باقیمانده

 Residual Generation تولید باقیماند 

 Rod میله 

 Scorodinskii اسکورودینسکی 

 Second Order Cone Programming برنامه ریزی مخروطی مرتبه دوم  

 Semi-Definite Programming برنامه ریزی نیمه معین 

 Semi-derivatives ها نیمه مشتق

 Semi-integrals ها نیمه انتگرال

 Sensor faults حسگرخطاهای 

 Simultaneous Fault Detection and Control کنترل و آشکارسازی خطا به صورت همزمان 

 Single Input Multi Output(SIMO) یک ورودی، چند خروجی 

 Solver حل کننده 

 Symmetric متقارن 

 Symptotically stability پایدار مجانبی

  The bounded real lemmas corresponding to لمهای کراندار حقیقی مربوط به  

 The generalized dynamic parity space method روش تعمیم یافته فضایی برابری پویا 

 Thermal engineering مهندسی حرارتی 

 Thermal system گرمایی سیستم 

 Two rods thermal bench نیمکت حرارتی دو میله ای 

 Unknown input decoupling control methods روشهای کنترل جداسازی ورودی ناشناخته 

  Yakubovich یاکوبوویچ 
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Abstract 

In this thesis, we design a new robust fault detection for linear time-invariant fractional-order 

systems (FOSs) assumed to be affected by sensor, actuator and process faults as well as 

disturbances. The observer-based method was employed to solve the problem, where the 

detector is an observer. The problem was transformed into the mixed 𝐻∞/𝐻− robust 

optimization problem to make the system disturbance-resistant on one hand and fault-sensitive 

on the other hand. Then, sufficient conditions were obtained to solve the problem in the LMI 

mode. Finally, the effectiveness and superiority of the method were demonstrated by simulating 

the solutions on a single-input multi-output thermal testing bench. 

In another part of this thesis we propose the analysis and design scheme of simultaneous 

fault detection and control (SFDC) for linear continuous-time fractional-order systems (FOSs). 

In essence, this simultaneous design unifies both the control and the detection modules into a 

single unit that is called the controller/detector unit.  This unit is designed such that it generates 

two signals, namely the residual and the control signal. The system can be stabilized using the 

control signal, and the residual signals can be detected fault based on model-based fault 

detection and isolation (FDI) algorithms. The SFDC module should be designed so that the 

effects of faults and disturbances on the residual signals are maximized and minimized, 

respectively. To this end, the SFDC problem is formulated as the mixed 𝑯−/𝑯∞optimization 

problem. Stability and fault detection are both considered through certain performance indices, 

and new sufficient conditions in the form of linear matrix inequalities (LMIs) are obtained. 

Finally, some simulation examples are given to illustrate the effectiveness of the proposed 

design method.   

Keywords: Fault Detection, Norms, Fractional-order systems (FOSs) Linear matrix 

inequality (LMI), observer, 𝐻∞/𝐻− robust optimization. 

 
 
 
 
 

 
 
 
 

 

 
 
 
 

 
 

Amir
Pencil



91 

 

 

 

Shahrood University of 
 Technology 

 

 
 

Faculty of Electrical Engineering  

 

Ph.D. Thesis in Electrical Engineering, Control System Theory 

 

 

Title  

Control  and Robust Fault Detection for 

Fractional-Order Systems 
 

 
By: Mohammad Azimi 

 

 

Supervisor: 

Dr. Heydar Toossian Shandiz 
 

 

January 2022 

 

Amir
Pencil


