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سپاس گزاری...

های نعمت شمردن شمارندگان، و بمانند او ستودن در سخنوران، که را خدای سپاس
خاندان و محمˁد بر دورد و سلام و نتوانند. گزاردن را او حق کوشندگان، و ندانند او

است. وجودشان وامدار وجودمان که آنان هم معصوم، طاهران او، پاك
زحمات از قدردانی مقام در که است آن از اجˁل معلم، منزلت و جایگاه شک بدون

بنگاریم. چیزی ناتوان، دست و قاصر زبان با او، ی شائبه بی
را آفرینش غایت و هدف که است انسانی از سپاس معلم، از تجلیل که آنجایی از اما
حسب بر تضمین؛ اند، سپرده دستش به که را هایی امانت سلامت و کند می تامین

: ”ˁجل و ˁعز الʓˊه یشکر لم المخلوقین من المنعم یشکر لم من ” باب از و وظیفه
قلم من، درشتی و کوتاهی بر همواره که بزرگوارم؛ معلم دو این عزیزم.؛ مادر و ازپدر
و یار زندگی های عرصه تمام در و اند گذشته هایم غفلت کنار از کریمانه و کشیده عفو

اند؛ بوده من برای داشت چشم بی یاوری
صدر، سعه کمال در که الفی دکترعلیرضا آقای جناب شایسته؛ و کمالات با استاد از
زحمت و ننمودند دریغ من بر عرصه این در کمکی هیچ از فروتنی، و خلق حسن با

گرفتند؛ عهده بر را رساله این راهنمایی
را رساله این مشاوره زحمت که ماچادو پرفسور آقای جناب اخلاق، با و صبور استاد از

رسید؛ نمی مطلوب نتیجه به رساله این ایشان، مساعدت بدون و شدند متقبل
شدند؛ متقبل را رساله این داوری زحمت که دلسوز و فرزانه استادان از و

دارم. را قدردانی و تشکر کمال
گوید. سپاس را آنان زحمات از بخشی خردترین، این که باشد
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نامه تعهد
مهندسی برق رشته ارشد کارشناسی دانشجوی کلایی پهنه عابدی مهدی سید اینجانب
عصبی شبکه پایداری تحلیل عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، دانشگاه رباتیک و برق
تحت ، زمانی سری بینی پیش در آن کاربرد و تاخیر حضور در کسری مرتبه حالت انعکاس

می شوم: متعهد الفی علیرضا راهنمایی
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد مرجع به پژوهش گران، دیگر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتی دانشگاه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتی دانشگاه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلی نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

می گردد. رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانی اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسی

است.
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نشر حق و نتایج مالکیت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتی دانشگاه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمی تولیدات در مقتضی، نحو به باید مطلب این می باشد.
نمی باشد. مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط





چکیده
متفاوت های ویژگی با کسری مرتبه حالت١ انعکاس عصبی شبکه پایداری تحلیل رساله، این در
در آن کاربرد و کواترنیون و مختلط حقیقی، فضای در ممریستیو عنصر و زمانی تاخیر شامل
های شبکه چنین در نیز آشوب پدیده این، بر علاوه شود. می ارائه زمانی سری بینی پیش
انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه میتگ‐لفلر پایداری تحلیل ابتدا شود. می بررسی عصبی
تحقق شروط همچنین شود. می انجام لیاپانوف مستقیم روش از استفاده با کسری مرتبه حالت
برای تعادل نقطه یکنواخت پایداری تحلیل سپس شود. می تعیین ها شبکه این در آشوب رفتار
ارائه چندگانه و ثابت زمانی تاخیر گرفتن درنظر با کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه
شبکه پارامترهای شدن بهینه برای گرادیان بر مبتنی تطبیق قانون یک ادامه، در شود. می
زمانی سری بینی پیش برای و پیشنهاد زمان‐گسسته کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی
انعکاس عصبی شبکه (مقاوم) مجانبی پایداری تحلیل انتها، در شود. می استفاده سهام بازار
تاخیر حضور در لیاپانوف مستقیم روش از استفاده با (مختلط) کواترنیون کسری مرتبه حالت
مثال چندین بخش هر در نتایج، اثربخشی بیان برای شود. می انجام ممریستیو عنصر و زمانی

شود. می سازی شبیه عددی

تحلیل ممریستیو، عنصر زمانی، تاخیر کسری، مرتبه دینامیکی عصبی شبکه کلیدی: کلمات
زمانی سری بینی پیش حالت، انعکاس شبکه پایداری،

1Echo State Neural Network (ESNN)
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مطالب فهرست
ق تصاویر فهرست
ث جداول فهرست
١ مقدمه ١
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٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عصبی های شبکه ١. ١. ١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . حالت انعکاس عصبی شبکه ١. ١. ٢
٨ کسری مرتبه عصبی شبکه تعادل نقطه پایداری تحلیل بر مروری ١. ١. ٣
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایه مفاهیم ١. ٢
١٣ . . . . . . . . . . . . ریاضی کاربردی های لم و قضایا تعاریف، ١. ٢. ١
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری حسابان بر مروری ١. ٢. ٢
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . کسری مرتبه های سیستم پایداری ١. ٢. ٣
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رساله انجام ضرورت و معرفی ١. ٣
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معرفی ١. ٣. ١
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انگیزه ١. ٣. ٢
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اهداف ١. ٣. ٣
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . استفاده مورد های روش ۴ .١. ٣
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رساله ساختار ۵ .١. ٣

حالت انعکاس عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه تاخیر از مستقل دینامیکی تحلیل ٢
٣٣ حقیقی کسری مرتبه
٣۴ کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه دینامیکی تحلیل ٢. ١
٣۴ . . . . . کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه مدل توصیف ٢. ١. ١
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعادل نقطه یکتایی و وجود ٢. ١. ٢
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعادل نقطه پایداری ٢. ١. ٣
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مطالب فهرست ع
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سازی شبیه نتایج ۴ .٢. ١
۴٣ . . . . . . . کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه در آشوب ۵ .٢. ١

انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر از مستقل یکنواخت پایداری تحلیل ٢. ٢
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . تاخیر حضور در کسری مرتبه حالت
۴۶ . . . . . . . . ثابت تاخیر حضور در عصبی شبکه مدل توصیف ٢. ٢. ١
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعادل نقطه یکتایی و وجود ٢. ٢. ٢
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انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر از مستقل مجانبی پایداری تحلیل ٣. ١

٨٨ . . . . . . زمان با متغیر تاخیر حضور در کواترنیون کسری مرتبه حالت
٨٨ . . . . زمان با متغیر تاخیر حضور در عصبی شبکه مدل توصیف ٣. ١. ١
٩٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعادل نقطه یکتایی و وجود ٣. ١. ٢
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انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر به وابسته مقاوم پایداری تحلیل ٣. ٣
تاخیر و زمان با متغیر تاخیر حضور در ممریستیو نامعین کسری مرتبه حالت

١٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نیوترال
١٣۶ . . . . زمان با متغیر تاخیر حضور در عصبی شبکه مدل توصیف ٣. ٣. ١
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١۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعادل نقطه مقاوم پایداری ۴ .٣. ٣
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تصاویر فهرست
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۴۵ . . . . α = ٠٫٩٩ بازای کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه آشوبی رفتار ۴ .٢
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۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . α = ٠٫٧ برای ثابت اغتشاش و متفاوت اولیه
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شرایط ۵ با (٢. ٢. ١) مثال ٢ تست در ها خروجی و رزرویر های حالت زمانی پاسخ ٢. ٨
۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . α = ٠٫٩ برای ثابت اغتشاش و متفاوت اولیه

شرایط ۵ با (٢. ٢. ١) مثال ٣ تست در ها خروجی و رزرویر های حالت زمانی پاسخ ٢. ٩
۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . α = ٠٫٩ برای ثابت اغتشاش و متفاوت اولیه

شرایط ۵ با (٢. ٢. ٢) مثال ١ تست در ها خروجی و رزرویر های حالت زمانی پاسخ ٢. ١٠
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . α = ٠٫٧ برای ثابت اغتشاش و متفاوت اولیه

شرایط ۵ با (٢. ٢. ٢) مثال ١ تست در ها خروجی و رزرویر های حالت زمانی پاسخ ٢. ١١
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . α = ٠٫٩ برای ثابت اغتشاش و متفاوت اولیه

ق



تصاویر فهرست ر
شرایط ۵ با (٢. ٢. ٢) مثال ٢ تست در ها خروجی و رزرویر های حالت زمانی پاسخ ٢. ١٢

۶٧ . . . . . . . . . . . . . . . . α = ٠٫٧ برای ثابت اغتشاش و متفاوت اولیه
شرایط ۵ با (٢. ٢. ٢) مثال ٢ تست در ها خروجی و رزرویر های حالت زمانی پاسخ ٢. ١٣

۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . α = ٠٫٩ برای ثابت اغتشاش و متفاوت اولیه
شرایط ۵ با (٢. ٢. ٢) مثال ٣ تست در ها خروجی و رزرویر های حالت زمانی پاسخ ١۴ .٢

۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . α = ٠٫٩ برای ثابت اغتشاش و متفاوت اولیه
٨١ . . . . . . . . . . جونز داو صنعتی میانگین شاخص روز هر شده تمام قیمت ١۵ .٢

شاخص (آبی) شده زده تخمین و (مشکی) واقعی روز هر شده تمام قیمت مقایسه ١۶ .٢
٨٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١ تست جونز داو صنعتی میانگین

شاخص (آبی) شده زده تخمین و (مشکی) واقعی روز هر شده تمام قیمت مقایسه ٢. ١٧
٨٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢ تست جونز داو صنعتی میانگین
٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . S&P۵٠٠ شاخص روز هر شده تمام قیمت ٢. ١٨

شاخص (آبی) شده زده تخمین و (مشکی) واقعی روز هر شده تمام قیمت مقایسه ٢. ١٩
٨۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١ تست S&P۵٠٠

شاخص (آبی) شده زده تخمین و (مشکی) واقعی روز هر شده تمام قیمت مقایسه ٢. ٢٠
٨۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢ تست S&P۵٠٠

و (آبی) x١ متفاوت، اولیه شرایط بازای ١ تست (٣. ١. ١) مثال رزرویر های حالت ٣. ١
١٠١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (قرمز) x٢

و (آبی) x١ متفاوت، اولیه شرایط بازای ٢ تست (٣. ١. ١) مثال رزرویر های حالت ٣. ٢
١٠٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (قرمز) x٢

و (آبی) x١ متفاوت، اولیه شرایط بازای ١ تست (٣. ١. ٢) مثال رزرویر های حالت ٣. ٣
١٠۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (قرمز) x٢

و (آبی) x١ متفاوت، اولیه شرایط بازای ٢ تست (٣. ١. ٢) مثال رزرویر های حالت ۴ .٣
١٠٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (قرمز) x٢

و (آبی) x١ متفاوت، اولیه شرایط بازای ١ تست (٣. ١. ٣) مثال رزرویر های حالت ۵ .٣
١١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (قرمز) x٢

اولیه شرایط بازای کننده کنترل با ٢ تست (٣. ١. ٣) مثال رزرویر های حالت ۶ .٣
١١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (قرمز) x٢ و (آبی) x١ متفاوت،

و (آبی) x١ متفاوت، اولیه شرایط بازای ١ تست (٣. ٢. ١) مثال رزرویر های حالت ٣. ٧
١٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (قرمز) x٢

و (آبی) x١ متفاوت، اولیه شرایط بازای ٢ تست (٣. ٢. ١) مثال رزرویر های حالت ٣. ٨
١٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (قرمز) x٢



ش تصاویر فهرست
و (آبی) x١ متفاوت، اولیه شرایط بازای ١ تست (٣. ٢. ٢) مثال رزرویر های حالت ٣. ٩

١٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (قرمز) x٢
و (آبی) x١ متفاوت، اولیه شرایط بازای ٢ تست (٣. ٢. ٢) مثال رزرویر های حالت ٣. ١٠

١٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (قرمز) x٢
متفاوت، اولیه شرایط بازای (٣. ٣. ١) مثال نامی عصبی شبکه رزرویر های حالت ٣. ١١

١۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (قرمز) x٢ و (آبی) x١
متفاوت، اولیه شرایط بازای (٣. ٣. ١) مثال نامعین عصبی شبکه رزرویر های حالت ٣. ١٢

١۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (قرمز) x٢ و (آبی) x١





جداول فهرست
١١ . . . . . حقیقی فضای در کسری مرتبه عصبی های شبکه قبلی کارهای مقایسه ١. ١
١٢ کواترنیون و مختلط فضای در کسری مرتبه عصبی های شبکه قبلی کارهای مقایسه ١. ٢
٨٠ . . . . . . . . . . . . . . . . آنها روابط و رفته بکار تکنیکی های شاخص ٢. ١

مرتبه شبکه ورودی بعنوان (٢. ٣. ١) مثال در رفته بکار تکنیکی های شاخص ٢. ٢
٨٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری حالت انعکاس

مرتبه شبکه ورودی بعنوان (٢. ٣. ٢) مثال در رفته بکار تکنیکی های شاخص ٢. ٣
٨١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری حالت انعکاس
٩٩ . . . . . d(t) ثابت اغتشاش با/بدون ،(٣. ١. ١) مثال عصبی شبکه تعادل نقطه ٣. ١
١٠۵ . . . . . d(t) ثابت اغتشاش با/بدون ،(٣. ١. ٢) مثال عصبی شبکه تعادل نقطه ٣. ٢

حضور در d(t) ثابت اغتشاش با/بدون ،(٣. ١. ٣) مثال عصبی شبکه تعادل نقطه ٣. ٣
١٠٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کنترلر
١٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . (٣. ٢. ١) مثال عصبی شبکه پارامترهای ۴ .٣
١٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . (٣. ٢. ٢) مثال عصبی شبکه پارامترهای ۵ .٣
١۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . (٣. ٣. ١) مثال عصبی شبکه پارامترهای ۶ .٣
١۶۶ . . . . . d(t) ثابت اغتشاش با/بدون ،(٣. ٣. ١) مثال عصبی شبکه تعادل نقطه ٣. ٧

ث





١ فصل
مقدمه



مقدمه ٢

پیشگفتار
کارهای بر مرور موضوع سه به رساله، این اصلی ایده از جزئیاتی بیان راستای در فصل، این در
در و پایه ریاضیات مفاهیم نظر، مورد عصبی شبکه البته و عصبی های شبکه حوزه در گذشته

شود. می پرداخته رساله این انجام ضرورت نهایت،

تاریخچه ١. ١
از عصبی های شبکه های بندی تقسیم انواع از مفصل توصیف ابتدا، در بخش، این در
موضوعات سوی و سمت از جامع اطلاعات یک به بتوان تا شود می ارائه متفاوت منظرهای
انجام های پیشرفت و ها ویژگی معرفی به سپس یافت. دست حوزه این در پژوهشی جذاب
بر جامع مروری نهایت، در و شود می پرداخته حالت انعکاس عصبی شبکه با رابطه در شده
که مسیری تا شود می انجام کسری مرتبه عصبی های شبکه تعادل نقطه پایداری تحلیل روی

شود. توصیف شفاف و کامل بطور شد، خواهد طی رساله این در

عصبی های شبکه ١. ١. ١
پردازش برای انسان عصبی سیستم کارکرد شیوه از برگرفته آن اصلی ایده که عصبی های شبکه
استاتیکی دسته دو به توان می را باشد، می دانش ایجاد و یادگیری منظور به اطلاعات و ها داده
پرسپترون١ عصبی شبکه همچون استاتیکی عصبی های شبکه در کرد. تفکیک دینامیکی و
نقطه در است. برقرار خروجی و ورودی بین استاتیکی رابطه یک شعاعی٢ عصبی شبکه و
جردن۴ المن٣، همچون پیوسته) زمان و گسسته (زمان دینامیکی عصبی های شبکه مقابل،
سیستم از مختلفی انواع مدلسازی قابلیت و باشند می حافظه دارای که دارند قرار هاپفیلد۵ و

دارند. را پیچیده دینامیکی های
آموزش همگرایی سرعت و آموزش ساده نحوه در استاتیکی عصبی های شبکه برتری کنار در
سیستم دینامیک مدلسازی در عصبی های شبکه این توانایی عدم آنها اصلی ضعف از یکی آنها،
ورودی روی ۶TDL از استاتیکی، های شبکه به حافظه افزودن برای رو، این از باشد. می ها
استاتیکی عصبی های شبکه در دینامیکی ویژگی ورودی، فضای توسعه با تا است شده استفاده
(زمان‐گسسته) بازگشتی عصبی های شبکه مقابل، نقطه در گردد. مدلسازی صریح بطور

1Perceptron Neural Network
2Radial Basis Function Network
3Elman Neural Network
4Jordan Neural Network
5Hopfield Neural Network
6Tapped-Delay Lines



٣ تاریخچه
می که دارند قرار هاپفیلد و ویلیامز‐زایپسر١ بازگشتی المن، بازگشتی عصبی شبکه همچون
(زمان‐پیوسته) دینامیکی عصبی های شبکه معرفی برای ها تلاش اولین زمره در را آنها توان
شبکه ساختار در تلویحی صورت به دینامیکی ویژگی عصبی، های شبکه این در کرد. تلقی
عصبی های شبکه به نسبت آنها دینامیکی های قابلیت آن، نتیجه در که شد گنجانده عصبی
بسیار آنها، ساختار علت به آنها، آموزش روند ولی یافت. افزایش تاخیریافته ورودی با پیشرو
عصبی شبکه یک تا شده سعی روی، پیش چالش یک بعنوان رو، این از باشد. می تر پیچیده
ساده آموزش از هم و باشد انعطاف قابل و قوی ساختاری دارای هم که گردد ارایه دینامیکی
سیستم مدلسازی برای نوین٣ متدولوژی یک بعنوان رزرویر٢ محاسبات باشد. برخوردار تری
می راهکارها این از یکی گیرد، می بهره برگشتی عصبی های شبکه از که پیچیده دینامیکی های
تلاش با همزمان .[١] دارد آموزش به نیاز عصبی شبکه خروجی های وزن فقط آن در که باشد

عصبی  های شبکه به شده افزوده های قابلیت انواع :١. ١ شکل

افزودن/افزوده چالش با تا است شده سعی عصبی، شبکه ساختارهای بهبود برای پژوهشگران
محدودیت و ملاحظات برخی البته و واقعی های سیستم از الهام با که هایی ویژگی برخی شدن
موارد، این همه شود. مقابله نیز عصبی های شبکه پایه ساختار به عملی سازی پیاده های
دینامیکی تحلیل انواع بین از که کند می اضافه عصبی شبکه به دینامیکی های پیچیدگی
گیرد. می قرار توجه مورد که است موضوعی اولین پایداری تحلیل عصبی، های شبکه این
های شبکه این توان می شد، داده نشان (١. ١) شکل در که همانطوری حیث، این از بنابراین
، ای ضربه ، ممریستیو عصبی های شبکه تاخیر، با دینامیکی عصبی های شبکه به را عصبی
ویژگی روی بر جامعی بررسی یک ،[٢] در که کرد بندی دسته غیره و دوطرفه انجمنی حافظه

1Williams-Zipser fully Recurrent Neural Network
2Reservoir Computing
3Novel Methodology



مقدمه ۴

ساختار  نظر نقطه از عصبی های شبکه بندی دسته :١. ٢ شکل

پایداری تحلیل های روش و صحیح مرتبه بازگشتی عصبی های شبکه انواع دینامیکی های
چند در همچنین، است. شده انجام تاخیر از مختلفی انواع حضور با/بدون تعادل نقطه
بصورت که فوق های ویژگی با حقیقی دینامیکی عصبی های شبکه با همزمان گذشته، دهه
و ها وزن ها، حالت تمامی که مختلط١، دینامیکی عصبی های شبکه شد، اشاره آن به کلی
بینایی اپتوالکترونیک، همچون کاربردهایی با هستند، مختلط آن غیرخطی فعالسازی توابع
سازی، فشرده همچون کاربردهایی با کواترنیون٢ عصبی های شبکه و فیلترینگ کامپیوتری،
قرار توجه مورد غیرخطی تطبیقی کردن فیلتر و ٣‐بعدی باد رشته مدلسازی و بینی پیش
می نشان را جانبی های ویژگی حیث از عصبی های شبکه بندی دسته (١. ١) شکل اند. گرفته

دهد.
علم، مختلف های حوزه در کسری مرتبه حسابان سریع رشد با همزمان اخیر، دهه طی در
حسابان که اند دریافته پژوهشگران از بسیاری غیره و بینی پیش مدلسازی، کنترل، همچون
عصبی های شبکه رو، این از برد. بکار نیز عصبی های شبکه حوزه در توان می را کسری
می تفکیک قابل کسری مرتبه و صحیح مرتبه حوزه دو به خود زمان‐پیوسته، دینامیکی
است. آمده (١. ٢) شکل در آن، پایه ساختار منظر از عصبی های شبکه بندی دسته که باشند
عصبی شبکه کاربرد و دینامیکی تحلیل روی بر زیادی بسیار کارهای صحیح، مرتبه فضای در
تاخیر همچون مختلفی های ویژگی همراه به حالت انعکاس و کوهن‐گراسبرگ٣ هاپفیلد،
پژوهش نیز کسری مرتبه فضای در است. شده انجام غیره و ای ضربه و ممریستیو و زمانی
مرتبه کوهن‐گراسبرگ و هاپفیلد عصبی های شبکه کاربرد و دینامیکی تحلیل روی بر هایی

1Complex Neural Network
2Quaternion Neural Network
3Cohen-Grossberg Neural Network



۵ تاریخچه

عصبی  های شبکه دینامیکی تحلیل انواع :١. ٣ شکل

عصبی  های شبکه در آشوبی رفتار تحلیل :۴ .١ شکل

همچنین و مختلط و حقیقی فضای در غیره و تاخیر همچون هایی ویژگی همراه به کسری
مشخصا ) دینامیکی تحلیل روی بر ولی است. شده انجام اندک) تعداد به (البته کواترنیون
یک بعنوان کسری، مرتبه حالت انعکاس دینامیکی عصبی شبکه کاربرد و پایداری) تحلیل
حقیقی، فضای در ممریستیو و زمانی تاخیر همچون هایی ویژگی با رزرویر، محاسبات در ابزار
شده انجام های پژوهش نهایت، در است. نشده گزارش پژوهشی تاکنون کواترنیون و مختلط
مرتبه حوزه در عصبی های شبکه همچون غیرخطی های سیستم دینامیکی تحلیل روی بر
که کرد. بندی دسته است، شده داده نشان (١. ٣) شکل در آنچه بصورت توان می را کسری
دسته بیشتر جزییات با رساله) این در اصلی (هدف پایداری تحلیل آن، مختلف انواع بین از



مقدمه ۶
غیر های سیستم در آشوبی رفتار تحلیل چگونگی از بیشتری جزییات همچنین، شد. بندی
است. آمده (۴ .١) شکل در کسری و صحیح مرتبه حوزه در عصبی های شبکه همچون خطی
انعکاس عصبی شبکه دقیق توصیف به ابتدا پژوهش، این فضای ترسیم هدف با ادامه، در
طبقه به سپس، شود. می پرداخته عصبی شبکه این روی گذشته کارهای بر مروری و حالت
فضای در کسری مرتبه دینامیکی عصبی های شبکه روی بر گذشته کارهای مقایسه و بندی

شد. خواهد اشاره کواترنیون و مختلط حقیقی،

حالت انعکاس عصبی شبکه ١. ١. ٢
شبکه برای جایگزین یک بعنوان ٢٠٠١ سال در جِیگ˼ر١ توسط که رزرویر، محاسبات متدولوژی
کند می استفاده برگشتی عصبی های شبکه از است، شده معرفی مرسوم برگشتی عصبی های
آن های حالت که است غیر‐سازگار و برگشتی عصبی های شبکه نسل یک (١ شامل معمولا که
غیر‐برگشتی مدل یک آموزش (٢ و کند، می برقرار را ورودی تاریخچه از غیرخطی تبدیل یک
در باشند. می کند، می استخراج رزرویر های حالت از را مطلوب پاسخ که خطی) (معمولا
سریعتر و تر ساده ای ملاحظه قابل بطور تواند می رزرویر محاسبات روش آموزش روش نتیجه،
این از روند. می بکار مرسوم برگشتی عصبی های شبکه آموزش برای که باشد هایی روش از
تا باشد داشته وجود رزرویر های حالت در مسئله اطلاعات کافی اندازه به تا است لازم رو،
آموزش سریع زمان علت به روش این اینکه، با شود. استخراج خروجی در خطی مدل توسط
این است، گرفته قرار توجه مورد مرسوم عصبی های شبکه با مقایسه در آن خوب کارایی و
و بهینه رزرویر طراحی روی تحقیق و دارد قرار تکامل مسیر ابتدای در همچنان کاری زمینه
یک [٣] در دارد. کار جای که است موضوعی همچنان خروجی در اطلاعات استخراج روش
شده انجام آنها بندی دسته و رزرویر محاسبات روش روی اخیر های پیشرفت روی بر بررسی

است.
روش در که هستند محبوب های شبکه از نوع دو حالت٣ انعکاس شبکه و مایع٢ حالت ماشین
زیر گسسته بصورت ابتدا در حالت انعکاس شبکه اند. گرفته قرار توجه مورد رزرویر محاسبات

شد. تعریف
x(n+ ١) = f

(
W inu(n+ ١) +Wx(n) +W fy(n)

)
y(n) = g(W out[x(n), u(n)]) (١. ١)

x(n) = (x١(n), x٢(n), · · · , xN (n)) ورودی، واحدهای u(k) = (u١(n), u٢(n), · · · , uK(n)) که
خروجی واحدهای y(n) = (y١(n), y٢(n), · · · , yL(n)) و رزرویر) های (حالت داخلی واحدهای
ماتریس بیان برای ترتیب، به ،W out و W f ،W ،W in های ماتریس همچنین، باشند. می

1Jaeger
2Liquid state Machine
3Echo state Network



٧ تاریخچه
و داخلی واحدهای به خروجی واحدهای اتصال داخلی، های اتصال ها، ورودی وزن های

شدند. تعریف خروجی واحدهای اتصال
از یکی که دارد وجود حالت انعکاس عصبی شبکه با مرتبط پایداری از مختلف نشانه چندین
ریاضی رابطه چندین باشد. می حالت١ انعکاس ویژگی شبکه، این پایداری ویژگی ترین ای پایه
شبکه یک روابط، این از یکی با مطابق .[۴] است شده ارائه جِیگ˼ر توسط ویژگی این معادل
سرعت یک با آن اولیه شرایط اثر اگر باشد می حالت انعکاس ویژگی دارای حالت انعکاس عصبی
برود: بین از شود، حاصل متراکم٢ مجموعه یک از که ورودی دنباله هر برای ورودی، از مستقل

ویژگی دارای x(t) رزرویر های حالت با حالت انعکاس عصبی شبکه یک ([۴] ) .١. ١. ١ تعریف
بگونه (δh)h=٠,١,٢,··· دنباله یک ،C ⊂ RK متراکم مجموعه هر برای اگر باشد می حالت انعکاس
(u(t))t=٠,١,٢,··· ⊂ پوچ توالی هر و x′(٠) و x(٠) اولیه شرایط دو هر برای که باشد داشته وجود ای

باشد. برقرار همواره ||x(h)− x′(h)|| ≤ δh رابطه C

ارائه دیگری های شبکه ساختار با حالت انعکاس شبکه ساختار بین ای مقایسه ،[۵] در
بقیه از تر منعطف و تر پیچیده ساختاری حالت انعکاس شبکه که شد داده نشان و است شده
سراسری یکنواخت تقریبگر یک حالت، انعکاس شبکه که شد داده نشان [۶] در چند، هر دارد.
،[٧–١١] زمانی سری بینی پیش همچون مختلفی های زمینه در حالت انعکاس شبکه باشد. می
بکار [٢٠] سیستم مدلسازی و [١٧–١٩] دینامیکی الگو تشخیص ،[١۶–١٢] کنترل و فیلترینگ
روی بر [٩ ،٨] در اند. کرده تلاش شبکه این عملکرد بهبود برای زیادی محققان است. رفته
بهبود روی بر [٢۶–٢١،١٠،٩،٧] در است. شده کار رزرویر های حالت دینامیکی معادله بهبود
انعکاس شبکه ساختار روی که هایی بهبود بین از است. شده هایی تلاش شبکه آموزش روش
وراپینگ۴ تایم حالت انعکاس شبکه و نشتی٣، حالت انعکاس شبکه است، شده انجام حالت
انتگرال واحد یک نشتی، حالت انعکاس شبکه در باشند. می ها ترین محبوب از مورد دو
حوزه در نشتی حالت انعکاس شبکه .[٨] است شده افزوده رزرویر دینامیکی معادله به نشتی

است: شده تعریف زیر بصورت زمان‐پیوسته

ẋ(t) =
١
c

(
−ax(t) + f(W inu(t) +Wx(t) +W fy(t))

)
y(t) = g(W out[x(t), u(t)]) (١. ٢)

حالت انعکاس شبکه زمانی ثابت کننده مشخص ترتیب، به ،a > ٠ و c > ٠ اسکالرهای که
باشند. می آن رزرویر های) (حالت های گره نشتی نرخ و نشتی

تعریف که شد خواهد مطالعه کسری مرتبه نشتی حالت انعکاس شبکه روی بر رساله، این در
1Echo state Property
2Compact Value Set
3Leaky Integrator Echo Estate Network
4Time-Wraping Invariant Echo Estate Network



مقدمه ٨
باشد. می زیر بصورت کسری حسابان حوزه در آن

Dαx(t) =
١
c

(
−ax(t) + f(W inu(t) +Wx(t) +W fy(t))

)
y(t) = g(W out[x(t), u(t)]) (١. ٣)

باشد. می نشتی حالت انعکاس شبکه همان حالت انعکاس عصبی شبکه از منظور ادامه، در

مرتبه عصبی شبکه تعادل نقطه پایداری تحلیل بر مروری ١. ١. ٣
کسری

هاپفیلد، دسته سه به پیوسته، زمان دینامیکی عصبی های شبکه ساختار شد، بیان که همانطور
حالت انعکاس شبکه اینجا، در که، باشند می تفکیک قابل حالت انعکاس و کوهن‐گراسبرگ
ای ساده آموزش از کافی، پیچیدگی کنار در رزرویر محاسبات عنوان به که است ای شبکه تنها
عصبی های شبکه دینامیکی تحلیل حوزه در تاکنون که هایی پژوهش باشد. می برخوردار
مرتبه کوهن‐گراسبرگ و هاپفیلد شبکه به مربوط است، شده گزارش کسری مرتبه دینامیکی
ممریستو، تاخیر، همچون هایی ویژگی شبکه، ساختار حفظ با آن، بر علاوه باشد. می کسری
به قادر عصبی های شبکه تا است شده افزوده عصبی های شبکه به نیز غیره و ای ضربه
شبکه دینامیکی های تحلیل انواع بین از و شوند ها سیستم های ویژگی این بهتر مدلسازی
است. شده واقع توجه مورد بیشتر آنها کاربرد و تعادل نقطه پایداری تحلیل عصبی، های
هایی ویژگی همراه به کسری مرتبه هاپفیلد شبکه تعادل نقطه پایداری تحلیل [٢٧–٣٩] در
پایداری تحلیل نیز [۴۴–۴٠] در است. شده بررسی غیره و ای ضربه ممریستو، تاخیر، همچون
انجام تاخیر همچون هایی ویژگی همراه به کسری مرتبه کوهن‐گراسبرگ شبکه تعادل نقطه

است. شده
شود، می مطالعه عصبی های شبکه کاربرد و پایداری تحلیل کنار در که موضوعاتی دیگر از
مسائل آن، ادامه در که است دینامیکی عصبی های شبکه در آشوب پدیده کنترل و شناسایی

است. گرفته قرار توجه مورد نیز اغتشاش و نامعینی با/بدون همزمانی و کنترل
حالت انعکاس عصبی های شبکه دینامیکی تحلیل با رابطه در گزارشی ما، دانش اساس بر
با/بدون عصبی شبکه این دینامیکی تحلیل به رساله این در است، نشده ارائه کسری مرتبه
پرداخته زمانی سری بینی پیش در کسری مرتبه شبکه این کاربرد به و ممریستیو عنصر و تاخیر

شود. می
شبکه عصبی، های شبکه از استفاده با بعدی چند های داده تحلیل برای اخیر، های سال در
توابع و ها حالت ها، وزن کلیه آن، در که است شده معرفی مختلط/کواترنیون عصبی های
حل مختلط، عصبی های شبکه شوند. می تعریف مختلط/کواترنیون فضای در فعالسازی
کرده پذیر امکان را نیستند آنها حل به قادر حقیقی عصبی های شبکه که مسایل از برخی
را تقارن مسئله تشخیص و XOR مسئله که شد داده نشان [۴٩–۴۵] در مثال، برای است.



٩ تاریخچه
مرزهای با مختلط نرون یک با توان می را مسایل این اما کرد، حل حقیقی نرون یک با توان نمی
می نشان را مختلط های نرون محاسبات قدرت که کرد حل براحتی متعامد گیری تصمیم
گفتار، سنتز فیلترینگ، همچون کاربردهایی با مختلط عصبی های شبکه این، بر علاوه دهد.
تحلیل و تجزیه کوانتومی، های دستگاه دور، از سنجش کامپیوتری، بینایی تصویربرداری،
.[۵۵–۴٩] است گرفته قرار توجه مورد ها سیستم و فیزیولوژی عصبی های دستگاه فضایی
لازم مختلط، عصبی شبکه کاربردهای همچنین و متفاوت و پیچیده های ویژگی بعلت لذا،
تحلیل روی بر زیادی کارهای راستا، این در شود. مطالعه عمیق بطور آنها دینامیک تا شد
غیره و ممریستیو و تاخیر همچون هایی ویژگی همراه به مختلط عصبی های شبکه دینامیکی

.[۶٠–۵۶ ،٣۵] است شده انجام
در آمیزی موفقیت بطور کواترنیون عصبی های شبکه که دهد می نشان های پژوهش نتایج
باد پیشبینی ،[۶٣] رنگ شب در دید ،[۶٢ ،۶١] تصویر سازی فشرده همچون کاربردهایی
افزودن رو، این از است. شده استفاده [۶۵] غیرخطی تطبیقی کردن فیلتر و [۶۴] ٣‐بعدی
موضوع یک عنوان به فوق‐مختلط سیستم یک بعنوان عصبی های شبکه به کواترنیون ویژگی
نشان ،[٧٠ ،۶٩ ،۶٣–۶١ ،٣١] در .[۶٨–۶۶ ،٣٠] است گرفته قرار توجه مورد جذاب تحقیقاتی
مختلط عصبی های شبکه از کارامدتری ابزاری یک کواترنیون عصبی های شبکه که شد داده
بعلت کواترنیون عصبی شبکه حال، این با است. بعدی١ چند مسایل با مواجهه در حقیقی یا و
.[۶١] باشد می تر پیچیده مختلط عصبی های شبکه از کواترنیون ضرب غیر‐تعاملی٢ ویژگی
در آنها پتانسیل بعلت کواترنیون، و مختلط عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه پایداری تحلیل
تعادل نقطه پایداری تحلیل برای که فنون همه حقیقت، در باشد. می اهمیت حائز کاربرد،
مستقیم غیر و مستقیم دسته دو به توان می را اند رفته بکار کواترنیون/مختلط های سیستم
ویژگی گرفتن نظر در بدون کواترنیون، های سیستم غیرمستقیم روش در کرد. بندی دسته
زیر‐سیستم چهار یا مختلط زیر‐سیستم دو به ها سیستم کواترنیون، ضرب در غیر‐تعاملی
و لیاپانوف توابع از استفاده با جدید فضای در پایداری آنالیز سپس شوند. می تجزیه حقیقی
کواترنیون، های سیستم مستقیم روش در .[٧٢ ،٧١ ،۶٨] شود می انجام ها تکنیک دیگر یا
لیاپانوف توابع از استفاده با و کواترنیون ضرب در غیر‐تعاملی ویژگی مبنای بر آنها پایداری
پایداری، تحلیل روش بر علاوه شود. می آنالیز ها روش دیگر یا و [٧٣،۶۶،٣٧] کراسونوفسکی
این در است. چالشی موضوعی نیز روند، می بکار کواترنیون فضای در که سازی فعال توابع
شامل روش اولین کرد. اشاره فعالسازی توابع آنالیز برای مجزا روش سه به توان می نیز راستا،
در .[٧٢،٧١،۶٨] باشد می حقیقی جزء چهار یا و مختلط جزء دو به فعالسازی توابع جداسازی
ای پیوسته شروط دیگر یا لیپشیتز همچون قیودی بایست می فعالسازی توابع روش، دومین
جزء چهار یا مختلط جزء دو به فعالسازی توابع تفکیک به نیازی بنابراین، سازند، برآورده را
منجر که دارند را خودش های ضعف روش، دو این از یک هر .[٧٣،۶٨،۶۶،٣٧] نیست حقیقی

1Multi-dimensional Problems
2Non-Commutativity



مقدمه ١٠
آن از نیز رساله این در که سوم، روش در شوند. می فعالسازی توابع روی هایی محدودیت به
محدودیت که کرد استفاده فعالسازی توابع روی نگاشت یک از توان می شود، می استفاده
نیز مختلط های سیستم تحلیل در که بدانیم باید نهایت، در کند. می اعمال را کمتری های
انجام شد‐ گفته اینجا در که ‐ کواترنیون های سیستم با مشابه های بندی دسته توان می

داد.
و تاخیر حضور در کسری مرتبه های سیستم های ویژگی و رفتار روی بر زیادی های پژوهش در
[٨–٩١۵،۵٩–۵۶،٣۶،٣۵] مختلط ،[٨۵–٧۴،٧٠،٣۴–٣٢] حقیقی فضای در ممریستیو عنصر
شبکه سراسری میتاگ‐لفلر تعادل نقطه پایداری ،[۵٧] در است. شده کار [٩٢] کواترنیون و
،٣۵] در است. شده بحث شده توزیع و گسسته تاخیر حضور با کسری مرتبه مختلط عصبی
حضور در کسری مرتبه مختلط عصبی شبکه تعادل نقطه یکنواخت پایداری آنالیز ،[٨٧،٨۵،۵٧
به غیرمستقیم روش از استفاده با کسری مرتبه مختلط عصبی شبکه است. شده انجام تاخیر
انجام حقیقی فضای در پایداری آنالیز سپس و شد تجزیه کسری مرتبه حقیقی عصبی شبکه دو
مرتبه کواترنیون و مختلط عصبی های شبکه تحلیل ،[٨–٩٢،٨٧۵،۵٩–۵٧،٣۶،٣۵] در شد.
توابع ترتیب، به تحلیل، از پیش که است، شده انجام جداشدنی فعالسازی توابع با کسری
فعالسازی توابع از نیز [۵٨–۵۶] در و اند شده تفکیک حقیقی جزء چهار و دو به فعالسازی
شبکه میتاگ‐لفلر همزمانی و پایداری نیز ،[٩٢] در است. شده استفاده جدانشدنی مختلط
سازی فعال توابع آن، در که است شده مطالعه خطی ای آستانه های نرون با کواترنیون عصبی

است. شده تفکیک حقیقی جزء چهار به
عصبی های شبکه نام به عصبی های شبکه توسعه برای ممریستیو عنصر اخیر، های سال در
سال در کانگ٢ و چو آقایان توسط ابتدا در ممریستیو اصلی ایده است. رفته بکار ممریستیو١
الکتریکی های سیستم اساسی و پایه عناصر از یکی عنوان به پس آن از و شد مطرح ١٩٧۶
می کافی اندازه به ممریستیو عصبی های شبکه شد. شناخته سلف و خازن مقاومت، همچون
پردازش قدرت بزرگ، کننده ذخیره همچون مهمی های ویژگی نمایانگر که را انسان مغز تواند
که دهد می نشان ها پژوهش . کند توصیف باشد، می حافظه و موازی یادگیری بالا، موازی
سازی بهینه انجمنی، حافظه های حوزه در بالایی رفتاری پتانسیل عصبی های شبکه چنین
ممریستیو عصبی های شبکه زمینه در اخیرا، دلیل، همین به .[٩٣] دارند الگو تشخیص و
و [٨۵–٧٩ ،٣۴–٣٢] حقیقی فضای در هایی پژوهش تاخیر حضور در/بدون کسری مرتبه
مختلط فضای در هنوز وجود، این با است. شده گزارش [٩١ ،٨–٨٨۵ ،۵٩ ،۵٨] مختلط
الکترونیکی، سازی پیاده در تجهیزات سوئیچینگ سرعت بواسطه است. نشده انجام پژوهشی
بر که است اصلی عوامل از یکی همچنین باشد. می عمل در متداول پدیده یک زمانی تاخیر
و نیوترال زمان، با متغیر ثابت، تاخیر و باشد می موثر عصبی های شبکه پایداری و دینامیک
برای خوب تقریب یک بعنوان معمولا ثابت، تاخیر باشند. می تاخیر از مختلفی انواع شده توزیع

1Memristive Neural Network
2Chua and Hang



١١ تاریخچه

حقیقی فضای در کسری مرتبه عصبی های شبکه قبلی کارهای مقایسه :١. ١ جدول
پایداری نوع آنالیز روش مدل های ویژگی
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√ N/A √ √ L √ √ √ [٣٢]

یقی
حق

√ N/A √ √ L √ √ √ [٣٣]
√ N/A √ N/A N/A L √ √ √ [٣۴]
√ N/A √ N/A N/A L √ [۴١]

√ N/A √ √ B&L √ √ √ [۴٢]
√ N/A √ √ N/A D √ √ [۴٣]
√ N/A √ √ L √ √ √ [٧۴]
√ N/A √ N/A N/A L √ [٧۵]

√ N/A √ √ L&IL √ √ [٧۶]
√ N/A √ N/A N/A L&D √ √ [٧٧]

√ N/A √ √ L √ √ √ [٧٨]
√ N/A √ √ L √ √ √ √ [٧٩]
√ N/A √ N/A N/A G √ √ [٨٠]

√ N/A √ N/A N/A L √ √ [٨١]
√ N/A √ √ L √ √ √ [٨٢]

√ N/A √ √ L √ √ √ [٨۵]
√ N/A √ √ L √ √ √ [٨٣]
√ N/A √ √ L √ √ √ [٨۴]

√ N/A √ √ Q √ √ √ √ √ حاضر کار
اجرا قابل غیر :N/A معکوس، :I پیوسته، :C کراندار، :B ناپیوسته، :D ،QUAD :Q لیپشیتز، شرط :L

خطی رشد شرط کننده برآورده ناپیوسته :G

می بکار دارد، کم اجزاء تعداد که تاخیری) فیدبک های سیستم مدلسازی (در ساده مدارهای
مسیر زیادی تعداد طریق از معمولا زمانی خواص با عصبی شبکه های نرون حال، این با رود.
شامل عصبی های شبکه همچنین، هستند. ارتباط در دیگران با آکسون طریق از و جذاب
در زمان با متغیر های تاخیر گرفتن نظر در بنابراین، باشند. می موازی های کانال زیادی تعداد
باشد. می برخوردار بیشتری اهمیت از دینامیکی های پدیده مدلسازی در عصبی شبکه ساختار
نمایش به قادر تاخیر، حضور در صحیح مرتبه دیفرانسیلی معادلات که شد تایید ،[٩۶–٩۴] در
دینامیک ترافیک٣، های مدل شیمیایی٢، سینتیک اعصاب١، علوم حوزه در عملی مسائل
واضح کاملا این باشند. می VLSI های سیستم و انتشار۶ های مدل فلز۵، برش جمعیت۴،
از استفاده با و باشند می طبیعت در نامحدود بعد دارای دار تاخیر های سیستم که باشد می
افزودن وجود، این با .[٩٧] کرد توصیف را ها سیستم این دینامیک توان می بهتر مدل در تاخیر
آشوب ناپایداری، نوسان، همچون نامطلوبی رفتار به منجر تواند می عصبی های شکبه به تاخیر
تحلیل حوزه در چالشی موضوع یک بعنوان عصبی های شبکه در تاخیر زمان بنابراین، گردد.

1Neuroscience
2Chemical Kinetics
3Traffic Models
4Population Dynamics
5Metal cutting
6Propagation and diffusion Models



مقدمه ١٢
نقطه پایداری تحلیل زمینه در هایی پژوهش اخیرا، است. گرفته قرار توجه مورد دینامیکی
،[٨٧،٨۴–٨٢،٧٩،٧٨،٧۶،٧۴،۵٨،۵٧] مانند ثابت تاخیر حضور در عصبی های شبکه تعادل
[٧۴،۵٧] شده توزیع تاخیر و [٧٨] نیوترال تاخیر ،[٨–٨٩۵،٧٩،٣٢] مانند زمان با متغیر تاخیر
خطی ماتریسی نابرابری و کراسوفسکی لیاپانوف توابع همچون مختلف های روش از استفاده با
نقطه پایداری آنالیز دسته دو به توان می را ها پژوهش این همه است. شده گزارش (LMI)

کواترنیون و مختلط فضای در کسری مرتبه عصبی های شبکه قبلی کارهای مقایسه :١. ٢ جدول
پایداری نوع آنالیز روش مدل های ویژگی
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√ √ √ L √ √ [٣۵]

لط
مخت

√ √ √ L √ √ [٣۶]
√ √ √ L √ √ √ [٨۵]
√ √ N/A N/A L √ [۶٠]

√ √ √ L √ √ √ [۵٧]
√ √ √ L √ √ √ [۵٧]

√ √ N/A N/A L √ [۵۶]
√ √ N/A N/A L √ √ [۵٩]
√ √ √ L √ √ √ √ [۵٨]
√ √ √ L&B √ √ √ √ [۵٨]

√ √ √ L √ √ √ [٨۶]
√ √ √ L √ √ √ √ [٨٧]
√ √ √ L √ √ √ [٨٨]

√ √ √ Q √ √ √ √ √ حاضر کار
√ √ N/A N/A L √ [٩٢]

ون
ترنی

کوا

√ √ √ Q √ √ √ √ √ حاضر کار
اجرا قابل غیر :N/A معکوس، :I پیوسته، :C کراندار، :B ناپیوسته، :D ،QUAD :Q لیپشیتز، شرط :L

خطی رشد شرط کننده برآورده ناپیوسته :G

تعادل نقطه پایداری آنالیز و [٨–٨٨۶،٨۴،٨٣،٧٩،٧۴،۵٧،٣٢] مانند تاخیر به وابسته تعادل
که بدانیم باید البته، کرد. تفکیک [٨۵ ،٨٢ ،٧٨ ،۵٨ ،۵٧ ،٣۶ ،٣۵] مانند تاخیر از مستقل
حاشیه به و باشند می تاخیر با وابسته های روش از تر سختگیرانه تاخیر، از مستقل های روش
نتایج (١. ٢) و (١. ١) های جدول در شوند. می منجر مدل پارامترهای روی کوچکتری پایداری
نوع منظر چند از مقایسه این است. شده آورده حوزه این در گذشته کارهای بین مقایسه
کواترنیون و مختلط حقیقی، فضای در ... و تاخیر با مواجهه چگونگی و تاخیر نوع پایداری،

است. شده انجام

پایه مفاهیم ١. ٢
های محدودیت و ها قابلیت از مان آگاهی از متاثر همواره سیستم، یک برای کنترل طراحی
های ویژگی البته و حوزه آن بر حاکم قواعد از آگاهی لذا باشد. می کنترل تحت سیستم
و پایداری مبحث ها، سیستم دینامیکی تحلیل راستای در باشد. می کارا بسیار سیستم، آن



١٣ پایه مفاهیم
دینامیکی سیستم یک متعدد های ویژگی کنار در که است چالشی مهمترین و اولین پایدارسازی
عملکرد تنها نه عموما ناپایدار دینامیکی های سیستم که چرا شود، می مطرح کنترل تحت
که گویند پایدار را سیستمی کیفی، لحاظ از هستند. نیز خطرناک بالقوه بلکه ندارد مفیدی
اطراف در دائمی ماندن باقی باعث مطلوب، کار نقطه به نزدیک موقعیت از آن فعالیت به شروع
با سرعت به دینامیکی های سیستم پایداری تحلیل پیچیدگی درجه دانیم، می شود. کار نقطه
افزایش غیرخطی و زمان با پذیر تغییر خطی به زمان با ناپذیر تغییر خطی از سیستم مدل تغییر
ممریستیو٢ تاخیر١، همچون هایی ویژگی حضور با آنها تحلیل پیچیدگی همچنین، یابد. می
و پایداری تحلیل برای گوناگونی های روش شود. می افزوده ها سیستم در ای٣ ضربه و
آشنایی آنها، به پرداختن لازمه که دارد وجود کسری و صحیح مرتبه های سیستم پایدارسازی
معرفی (١ به ادامه در راستا، این در باشد. می ها سیستم آن های ویژگی و حوزه آن ریاضیات با
کسری۴ حسابان ریاضیات معرفی (٢ رساله، این در استفاده مورد ریاضی روابط و ها لم قضایا،
مرتبط قضایای و کسری مرتبه های سیستم پایداری (٣ کسری، مرتبه سیستم های ویژگی و

شود. می پرداخته حوزه این با

ریاضی کاربردی های لم و قضایا تعاریف، ١. ٢. ١
تعاریف، قالب در است، شده استفاده رساله این در که کاربردی ریاضی روابط به بخش، این در

شد. خواهد پرداخته ها لم و قضایا
فضای در m × n ابعاد با اعداد همه مجموعه رساله، این در مسئله: فضای گذاری نشانه
می داده نمایش Zm×n و Rm×n ،Cm×n ،Hm×n با صحیح٨ و حقیقی٧ مختلط۶، کواترنیون۵،
را مثبت مختلط ،R+ با را مثبت حقیقی ،Z+ با را مثبت صحیح اعداد مجموعه همچنین، شود.
توان می را x ∈ Hm×n کواترنیون عدد هر شود. می داده نمایش H+ با را مثبت کواترنیوم و C+ با
باشند. می x(R), x(I), x(J), x(K) ∈ Rm×n که داد نمایش x = x(R)+x(I)ı+x(J)ȷ+x(K)κبصورت
،ı٢ = ȷ٢ = κ٢ = ıȷκ = −١ که باشند می کواترنیوم موهومی یکه بردارهای κ و ı, ȷ نمادهای
x ∈ Cm×n مختلط عدد هر همچنین، باشند. می κı = −ıκ = ȷ و ȷκ = −κȷ = ı ،ıȷ = −ȷı = κ

بردار ı نماد باشند. می x(R), x(I) ∈ Rm×n که داد نمایش x = x(R) + x(I)ı بصورت توان می را
باشد. می مختلط موهومی یکه

u, v ∈ R هر برای اگر باشد می لیپشیتز٩ R روی بر f : R → R پیوسته تابع .١. ٢. ١ تعریف
1Time Delay
2Memristive
3Impulsive
4Fractional calculus
5Quaternion
6Complex
7Real
8Integer
9Lipschitz



مقدمه ١۴
که باشد داشته وجود F لیپشیتز مثبت ثابت

|f(u)− f(v)| ≤ F |u− v| (۴ .١)
اگر تنها و اگر گوئیم QUAD

(
∆f , ωf

) را f : Rn × R+ → Rn تابع .١. ٢. ٢ تعریف
(x− x̃)T [f (x, t)− f (x̃, t)]− (x− x̃)T ∆f (x− x̃) ≤ −ωf (x− x̃)T (x− x̃) , (۵ .١)

و n× n ماتریس یک ∆f مثبت، و حقیقی اسکالر یک ωf مثبت، صحیح عدد یک n ∈ Z+ که
.[٩٨] باشند می تابع ورودی فضای در مجزا نقطه دو x, x̃ ∈ Rn

باشد QUAD (∆f , ωf
) ،(١. ٢. ٢) تعریف با مطابق ،f : Rn×R+ → Rn تابع اگر .١. ٢. ١ نتیجه

آنگاه باشد، مناسب ابعاد با همانی ماتریس I که ∆̃f = |∆f − ωfI| و
|f (x, t)− f (x̃, t)| ≤ ∆̃f |x− x̃| ⇐⇒ |fh (x, t)− fh (x̃, t)| ≤ ∆̃f (h, :) |x− x̃| .

نابرابری ،a, b ∈ Rn بردار دو هر برای .١. ٢. ١ لم
± ٢aT b ≤ aTQa+ bTQ−١b (۶ .١)

باشد. می n ∈ Z+ که است برقرار Q ∈ Rn×n معین مثبت حقیقی ماتریس هر بازای
نابرابری ،x : [t, t−σ] → Rn برداری تابع و 𝟋 ∈ Rn×n معین مثبت ماتریس هر برای .١. ٢. ٢ لم

.[٢٨] است برقرار همیشه ∫)زیر t

t−σ
xT (s)ds

)
𝟋
(∫ t

t−σ
x(s)ds

)
≤ σ

∫ t

t−σ
xT (s)𝟋x(s)ds (١. ٧)

باشد. می σ > ٠ آن در که
Ω٢ > ٠ و Ω١ = ΩT١ که Ω٣ و Ω٢ ،Ω١ های ماتریس برای شوور١) (مکمل :([٢٩] ) .١. ٢. ٣ لم

اگر فقط و اگر است برقرار Ω١ +ΩT٣Ω−١٢ Ω٣ < ٠ رابطه آنگاه باشند، می Ω١ ΩT٣
Ω٣ −Ω٢

 < ٠ or
 −Ω٢ Ω٣

ΩT٣ −Ω١

 < ٠ (١. ٨)

برآورده را زیر شروط که باشد ای پیوسته تابع یک Ψ(x) : Rn → Rn اگر ([٩٩] ) .۴ .١. ٢ لم
سازد:

باشد، Rn روی تزریقی٢ ∥Ψ(x)∥ (١
کند، میل بینهایت سمت به نیز ∥Ψ(x)∥ انگاه کند، میل بینهایت سمت به ∥x∥ اگر (٢

باشد. می Rn فضای از هومومورفیسم٣ یک Ψ(x) آنگاه
1Schur complement
2Injective
3Homeomorphism



١۵ پایه مفاهیم

کواترنیون و مختلط اعداد جبر
می اشاره کواترنیون و مختلط اعداد حوزه در کاربردی تعاریف ها، لم از برخی به بخش این در

باشند. فضا این در مجزا نقطه دو q و p شود می فرض راستا، این در شود.

بصورت آنها جمع و ضرب آنگاه باشند ،p, q ∈ H کواترنیون، عدد دو p, q کنید فرض .۵ .١. ٢ لم
شود. می تعریف زیر

pq = p(R)q(R) − p(I)q(I) − p(J)q(J) − p(K)q(K)

+
(
p(R)q(I) + p(I)q(R) + p(J)q(K) − p(K)q(J)

)
ı

+
(
p(R)q(J) − p(I)q(K) + p(J)q(R) + p(K)q(I)

)
ȷ

+
(
p(R)q(K) + p(I)q(J) − p(J)q(I) + p(K)q(R)

)
κ

= (pq)(R) + (pq)(I) ı+ (pq)(J) ȷ+ (pq)(K) κ. (١. ٩)

و

p+ q = p(R) + q(R) +
(
p(I) + q(I)

)
ı+
(
p(J) + q(J)

)
ȷ+

(
p(K) + q(K)

)
κ. (١. ١٠)

تعریف با .۶ .١. ٢ لم

Ω(R) = {(R,R) , (I, I) , (J, J) , (K,K)} , Ω(I) = {(R, I) , (I,R) , (J,K) , (K,J)} ,

Ω(J) = {(R, J) , (I,K) , (J,R) , (K, I)} , Ω(K) = {(R,K) , (I, J) , (J, I) , (K,R)} ,

Ω̃(R) = {(١, R,R) , (−١, I, I) , (−١, J, J) , (−١,K,K)} ,

Ω̃(I) = {(١, R, I) , (١, I, R) , (١, J,K) , (−١,K, J)} ,
Ω̃(J) = {(١, R, J) , (−١, I,K) , (١, J, R) , (١,K, I)} ,
Ω̃(K) = {(١, R,K) , (−١, I, J) , (١, J, I) , (١,K,R)} , (١. ١١)

باشد. می برقرار q و p کواترنیون عدد دو ضرب در (١. ١٢) رابطه آنگاه،

(pq)(ρ) ≤
∑

(Υ,Θ)∈Ω(ρ)

∣∣∣p(Υ)
∣∣∣ ∣∣∣q(Θ)

∣∣∣ . (١. ١٢)

باشد. می ρ,Υ,Θ ∈ Ω = {R, I, J,K}آن در که



مقدمه ١۶
داریم: ،(١. ١١) و (١. ٩) های رابطه از استفاده با اثبات:

(pq)(R) = p(R)q(R) − p(I)q(I) − p(J)q(J) − p(K)q(K) =
∑

(η,Υ,Θ)∈Ω̃(R)

ηp(Υ)q(Θ),

(pq)(I) = p(R)q(I) + p(I)q(R) + p(J)q(K) − p(K)q(J) =
∑

(η,Υ,Θ)∈Ω̃(I)

ηp(Υ)q(Θ),

(pq)(J) = p(R)q(J) − p(I)q(K) + p(J)q(R) + p(K)q(I) =
∑

(η,Υ,Θ)∈Ω̃(J)

ηp(Υ)q(Θ),

(pq)(K) = p(R)q(K) + p(I)q(J) − p(J)q(I) + p(K)q(R) =
∑

(η,Υ,Θ)∈Ω̃(K)

ηp(Υ)q(Θ). (١. ١٣)

دهد. می نتیجه زیر رابطه ،ρ ∈ Ω = {R, I, J,K} هر برای پس،
(pq)(ρ) =

∑
(η,Υ,Θ)∈Ω̃(ρ)

ηp(Υ)q(Θ),

≤
∑

(η,Υ,Θ)∈Ω̃(ρ)

|ηp(Υ)q(Θ)|,

≤
∑

(Υ,Θ)∈Ω(ρ)

∣∣∣p(Υ)
∣∣∣ ∣∣∣q(Θ)

∣∣∣ . (١۴ .١)

شود. می تکمیل اثبات اینجا، در

یابد، تعمیم مختلط فضای به (۶ .١. ٢) و (۵ .١. ٢) های لم در آمده بدست نتایج اگر .١. ٢. ٧ لم
که داد نشان توان می براحتی آنگاه ،p, q ∈ C هستند، مختلط عدد دو q و p شود فرض یعنی

pq =
(
p(R)q(R) − p(I)q(I)

)
+
(
p(R)q(I) + p(I)q(R)

)
ı

p+ q = p(R) + q(R) +
(
p(I) + q(I)

)
ı,

Ω(R) = {(R,R) , (I, I)} , Ω(I) = {(R, I) , (I,R)}

Ω̃(R) = {(١, R,R) , (−١, I, I)} , Ω̃(I) = {(١, R, I) , (١, I, R)}
(pq)(ρ) =

∑
(η,Θ,Υ)∈Ω̃(ρ)

ηp(Θ)q(Υ) ≤
∑

(Θ,Υ)∈Ω(ρ)

∣∣∣p(Θ)
∣∣∣ ∣∣∣q(Υ)

∣∣∣ , ρ ∈ Ω = {R, I} . (١۵ .١)

،aij ∈ H ،B = [bij ]n×n ،A = [aij ]n×n که ∀A,B ∈ Hn×n ،n ∈ Z+ برای .١. ٢. ٣ تعریف
:[۶۶] شود می تعریف زیر بصورت ⪯ اپراتور i, j = ١,٢, · · · , n و bij ∈ H

باشد. برقرار ،ρ ∈ Ω = {R, I, J,K} هر برای a(ρ)ij ≤ b
(ρ)
ij اگر تنها و اگر aij ⪯ bij (١

باشد. برقرار aij ⪯ bij رابطه i, j همه برای اگر تنها و اگر A ⪯ B (٢
باشد. می صادق کاملا نیز مختلط فضای در فوق نتایج همچنین،



١٧ پایه مفاهیم
فضای به کواترنیون/مختلط فضای از φ(·) خطی نگاشت ،m,n ∈ Z+ برای .۴ .١. ٢ تعریف

شود: می تعریف زیر بصورت حقیقی
x̂ ∈ Cn بردار و x ∈ Hn بردار برای (١

φ(x) = [x(R);x(I);x(J);x(K)] ∈ R۴n

φ(x̂) = [x(R);x(I)] ∈ R٢n (١۶ .١)
B ∈ Cm×n ماتریس برای و A ∈ Hm×n ماتریس برای (٢

φ(A) =


A(R) −A(I) −A(J) −A(K)

A(I) A(R) −A(K) A(J)

A(J) A(K) A(R) −A(I)

A(K) −A(J) A(I) A(R)

 (١. ١٧)

φ(B) =

 B(R) −B(I)

B(I) B(R)

 (١. ١٨)

،∀m,n, l ∈ Z+ برای شد، ارایه (۴ .١. ٢) تعریف در که φ(·) خطی نگاشت .١. ٢. ١ ملاحظه
باشد. می زیر های ویژگی دارای C ∈ Hn×l و B ∈ Hm×n ،A ∈ Hm×n ،∀β ∈ R ،∀x, y ∈ Hn

φ(x± y) = φ(x)± φ(y); φ(βx) = βφ(x)

φ(A±B) = φ(A)± φ(B); φ(βA) = βφ(A)

φ(AC) = φ(A)× φ(C); φ(Ax) = φ(A)φ(x)

φT (AC) = φT (C)φT (A)

∥x∥٢ = ∥φ(x)∥٢. (١. ١٩)
می برقرار کاملا نیز مختلط فضای در C و B ،A ،y ،x هر برای فوق های ویژگی همچنین،

باشد.

کسری حسابان بر مروری ١. ٢. ٢
گردد، می باز ١٧ قرن برجسته دانشمند دو نگاری نامه به کسری حسابان موضوع طرح سابقه
کرد: مطرح را سوالی چنین میلادی ١۶٩۵ سال در لایبنیز٢ به ای نامه در هوپیتال١ آن در که
٠٫۵ مشتق مرتبه اگر است، شده شناخته ما برای آن مفهوم است صحیح مرتبه از مشتق وقتی
و کند می بیان آشکار تضادی را آن پاسخ، در لایبنیز چیست؟ آن نوشتاری شکل معنای باشد
.[١٠٠] شد خواهد استخراج آن از خوبی نتایج آینده در که کند می اعلام پیشگویانه صورت به

1L’ Hopital
2Leibniz



مقدمه ١٨
حسابان روی بر کاربردی و محض صورت به ای گسترده مطالعات تاکنون زمان آن از
دیدگاه از کسری حسابان بحث البته است. شده حاصل مطلوبی نتایج و گرفته انجام کسری
طبعا و هستند کسری اعداد ی مجموعه زیر صحیح اعداد که چرا نیست ذهن از دور ریاضی
حقیقی اعداد به را آن مشتق، مرتبه خواص حفظ ضمن مناسب تعاریف از استفاده با توان می

داد. تعمیم نیز
مرتبه دینامیک دارای ذاتا ها، سیستم از گروهی که دهد می نشان شده انجام مطالعات
الکترومکانیک های سیستم ،[١٠١] الکترومغناطیسی های پدیده برخی جمله از هستند کسری
حرارت انتشار ،[١٠۴] ویسکوالاستیک و مواد ،[١٠٣] بیولوژیکی و پزشکی مهندسی ،[١٠٢]

نمود. اشاره [١٠٨–١١٠] دیگر های پدیده و [١٠٧] شناسی زمین ،[١٠۶ ،١٠۵]
سیستم جمله از کنترل در کسری مرتبه های سیستم مطالعه زمینه در نیز ها پژوهش برخی
[١٠٣] سیگنال پردازش و [١١٢] قدرت های سیستم ،[١١١] تصویر پردازش ،[٣۴] نامعین های
های زمینه سایر با موضوع این ارتباط و ها زیرشاخه مبانی به نیز زیادی تعداد و اند پرداخته
[١١٩] آشوب و [١١–١١٨۶] سازی بهینه ،[١١۵ ،١١۴] کنترل ،[١١٣] شناسایی جمله از علمی

کرد. اشاره توان می نیز

گاما تابع تعریف
نماد با عموما تابع این باشد. می گاما١ تابع کسری حسابان در کاربرد پر و معروف توابع از یکی
حوزه به آن بسط منظور به فاکتوریل، تابع برای تعمیمی واقع در و شود می داده نشان Γ (·)

است. حقیقی اعداد
Γ (z)∆

∫ ∞

٠ e−ttz−١dt. (١. ٢٠)
حقیقی قسمت آن در که z = x+ıy, z ∈ C متغیر مقادیر ازای به فوق، تعریف در موجود انتگرال
پر تابع این خواص از مورد چند به ادامه در گردد. می همگرا ،Re (z) > ٠ باشد، مثبت متغیر

.[١٢٠] شود می اشاره کاربرد
Γ (z + ١) = zΓ (z) ∀Re (z) > ٠, (١. ٢١)

Γ (z) ≈ z−١ ∀z ∈ (0, 1) , (١. ٢٢)
Γ (z) = z! ∀z ∈ Z+. (١. ٢٣)

لفلر میتاگ‐ تابع
بسط تعمیم واقع در که است کسری حسابان حوزه در کاربرد پر تابعی لفلر٢ میتاگ‐ تابع
دیفرانسیل معادلات تئوری در نمایی تابع والای جایگاه به توجه با و بوده نمایی تابع تیلور

1Gamma
2Mittag-Leffler



١٩ پایه مفاهیم
کاملا لفلر میتاگ‐ تابع جایگاه اهمیت صحیح، مرتبه های سیستم در زمان با نامتغیر خطی

است. شده معرفی کسری حسابان در زیر صورت به تابع این گردد. می مشهود
Eα,β (z) =

∞∑
k=٠

zk

Γ (αk + β)
, α > ٠,β> ٠. (٢۴ .١)

شود می تبدیل ای شده شناخته توابع به β و α پارامترهای از خاصی مقادیر ازای به تابع این
.[١٢١ ،١٢٠] شود می اشاره مختصرا آنها از برخی به که

E١,١ (z) =
∞∑
k=٠

zk

Γ (k + ١) =

∞∑
k=٠

zk

k!
=ez. (٢۵ .١)

E١,٢ (z) =
∞∑
k=٠

zk

Γ
(
k + ٢) =

∞∑
k=٠

zk

(k + ١)! =
١
z

∞∑
k=٠

zk+١
(k + ١)! =

١
z
(ez − ١) . (٢۶ .١)

E١,m (z) =
١

zm−١

ez −
m−٢∑
k=٠

zk

k!

 , m ∈ N. (١. ٢٧)

کرد. بیان لفلر میتاگ‐ تابع حسب بر توان می نیز را sinh(z) و cosh(z) توابع
E٢,١

(
z٢) =

∞∑
k=٠

z٢k
Γ
(٢k + ١) =

∞∑
k=٠

z٢k(٢k)! = cosh(z), (١. ٢٨)

E٢,٢
(
z٢) =

∞∑
k=٠

z٢k
Γ
(٢k + ٢) =

١
z

∞∑
k=٠

z٢k+٢)١k + ١)! =sinh(z)

z
. (١. ٢٩)

کاربرد پر تابع این حسب بر توان می که هستند توابعی جمله از نیز sin(z) و cos(z) توابع
داد. نمایش

E٢,١
(
−z٢) =

∞∑
k=٠

(
−z٢)k

Γ
(٢k + ١) =

∞∑
k=٠

(−١)k z٢k(٢k)! = cos(z), (١. ٣٠)

E٢,٢
(
−z٢) =

∞∑
k=٠

(
−z٢)k

Γ
(٢k + ٢) =

١
z

∞∑
k=٠

(−١)k z٢k+٢)١k + ١)! =
sin(z)

z
. (١. ٣١)

آید. می بدست پارامتری تک لفلر میتاگ‐ تابع باشد β = ١ وقتی خاص، حالت در
Eα,١ (z) = Eα (z) =

∞∑
k=٠

zk

Γ (αk + ١) , α > ٠. (١. ٣٢)

گرفت. نظر در ez نمایی تابع برای تعمیمی توان می را Eα پارامتری تک لفلر میتاگ‐ تابع
،α یعنی کسری، مشتق مرتبه ازای به را Eα (−αt) لفلر میتاگ‐ تابع تغییرات ،١‐ ٢ شکل

دهد. می نشان



مقدمه ٢٠

مشتق مرتبه تغییرات ازای به Eα (−αt) لفلر میتاگ‐ تابع :۵ .١ شکل
کسری مرتبه انتگرال

کرد استفاده کوشی فرمول از توان می صحیح غیر های مرتبه به انتگرال مفهوم تعمیم برای
.[١٢٠] دهد می پیشنهاد n مرتبه از تکراری انتگرال برای را معادلی فرم که چرا

t٠Int f(t) =
١

Γ(n)

∫ t

t٠
(t− τ)n−١ f(τ)dτ, n ∈ Z+ (١. ٣٣)

بنابراین کند. می مشخص را انتگرال مرتبه n و انتگرال بالای حد t انتگرال، پایین حد t٠ که
است. زیر صورت به f(t) پیوسته تابع برای کسری مرتبه انتگرال تعریف

t٠Iαt f(t) ∆
١

Γ(α)

∫ t

t٠
(t− τ)α−١ f(τ)dτ, t > a, α ∈ R+. (٣۴ .١)

همانی عملگر یک عنوان به است، α = ٠ که وقتی t٠Iαt عملگر قرارداد، عنوان به همچنین
خطی عملگر یک کسری، مرتبه انتگرال که است ذکر به لازم شود. می پذیرفته t٠I٠

t f(t) = f(t)

باشد. می دارا را پذیری جابجایی و پذیری جمع خواص و است

کسری مرتبه مشتق
لیوویل١، ریمان‐ آنها ترین معروف جمله از کسری مرتبه مشتقات برای متعددی تعاریف

.[١٢٢ ،١٢٠ ،١٠٠] است شده ارائه گرانوالد‐لتنیکوف٣ و کپوتو٢

ریمان‐لیوویل تعریف
زیر صورت به n − ١ ≤ α < n, n ∈ Z+ و α کسری مرتبه مشتق برای لیوویل ریمان‐ مشتق

شود. می تعریف
RL
t٠ Dα

t f(t) = Dn
t٠I

n−α
t f(t) =

dn

dtn

[ ١
Γ(n− α)

∫ t

t٠
f(τ)

(t− τ)α−n+١dτ,
]

(٣۵ .١)
1Riemann-Leiouville
2Caputo
3Grunwald-Letnikov



٢١ پایه مفاهیم
از کسری گیری انتگرال ابتدا تابع، یک α ∈ R+ مرتبه مشتق محاسبه برای تعریف، این طبق
شود. می انجام صحیح مرتبه گیری مشتق مرتبه n آن، از پس و گیرد می انجام n− α مرتبه
گردد. می حاصل صحیح)، ام α مرتبه (مشتق کلاسیک مشتق تعریف باشد، α ∈ Z+ چنانچه

است. لیوویل ریمان‐ مشتق تعریف نمایانگر ،RL نویس زبر پیش همچنین
است. زیر صورت به لیوویل ریمان‐ تعریف با کسری مرتبه مشتق لاپلاس تبدیل

L
{
RL٠ Dα

t f(t)
}
= sαF (s)−

n−١∑
k=٠

sk
[
RL٠ Dα−k−١

t f(t)
]∣∣∣

t=٠. (٣۶ .١)

کپوتو تعریف
اساس است. مهندسی حوزه در پرکاربرد تعاریف جمله از کپوتو، تعریف با کسری مرتبه مشتق
شکل کسری مرتبه انتگرال مفهوم کارگیری به با لیوویل، ریمان‐ تعریف مانند نیز تعریف این
صحیح مرتبه مشتق عملگرهای در تأخر و تقدم در واقع در تعریف، دو این تفاوت است. گرفته

است. کسری مرتبه انتگرال و
C
t٠D

α
t f(t) =t٠ In−α

t
C
t٠D

nf(t) =
١

Γ(n− α)

∫ t

t٠

[
dn

dtn f(τ)
]

(t− τ)α−n+١dτ, (١. ٣٧)

مرتبه مشتق لاپلاس تبدیل است. کپوتو مشتق تعریف نمایانگر ،C نویس زبر پیش آن در که
است. زیر صورت به کپوتو کسری

L
{
C٠ Dα

t f(t)
}
= sαF (s)−

n−١∑
k=٠

sα−k−١
[
dk

dtk
f(٠)

]
. (١. ٣٨)

فیزیکی تعبیر وجود خاطر به کپوتو کسری مرتبه مشتق تعریف مهندسی، کاربردهای در
به را خود توجه نیز، رساله این در است. گرفته قرار توجه مورد بیشتر آن، ی اولیه شرایط در
گیرد. می انجام تعریف این اساس بر ها طراحی و ها تحلیل تمامی و کرده معطوف تعریف این

لتنیکوف گرانوالد‐ تعریف
است. مشتق حدی تعریف بر تعمیمی واقع در لتنیکوف گرانوالد‐ کسری مشتق

GL
t٠ Dα

t f(t) = lim
h→٠

[ t−t٠
h ]∑

r=٠ (−١)r
 α

r

 f(t− rh)

hα
(١. ٣٩)

نمایانگر ،GL نویس زبر پیش همچنین، است. یافته تعمیم ترکیب تابع
 α

r

 آن، در که
است. گرانوالد‐لتنیکوف مشتق تعریف

عددی های روش در لتنیکوف گرانوالد‐ کسری مرتبه مشتق از تعریف، این ماهیت به توجه با



مقدمه ٢٢
شود. می استفاده کسری مرتبه دیفرانسیل معادلات سازی گسسته همچنین و مشتق محاسبه

است. زیر صورت به لتنیکوف گرانوالد‐ کسری مشتق لاپلاس تبدیل
L
{
GL٠ Dα

t f(t)
}
= sαF (s). (۴١. ٠)

باشد، n − ١ < α < n و پذیر مشتق و پیوسته تابعی f(t) کنید فرض [١٢٣] .١. ٢. ٢ نتیجه
آنگاه

t٠Iαt C
t٠D

α
t f(t) = f(t)−

n−١∑
k=٠

f (k)(t٠)
k!

(f − t٠)k. (۴١. ١)

آنگاه باشد، ٠ < α < ١ اگر
t٠Iαt C

t٠D
α
t f(t) = f(t)− f(t٠). (۴١. ٢)

کسری مرتبه های سیستم نمایش و مدل
خروجی y ∈ Rq و ورودی u ∈ Rp با زمان در پیوسته کسری مرتبه ناهمگن دیفرانسیل معادله

باشد. می زیر صورت به سیستم
H
(
C
t٠D

α٠,α١,...,αm

t

)
(y١, y٢, . . . , yq) = G

(
C
t٠D

β٠,β١,...,βn

t

)
(u١, u٢, . . . , up) . (۴١. ٣)

کند. می مشخص را صحیح غیر مرتبه مشتق عملگر قوانین ترکیب G(.) و H(.) آن در که
صورت به سیستم کننده توصیف دیفرانسیل معادله خروجی یک و ورودی یک سیستم برای

است. زیر
H
(
C
t٠D

α٠,α١,...,αm

t

)
(y) = G

(
C
t٠D

β٠,β١,...,βn

t

)
(u) . (۴۴ .١)

نظر در زیر صورت به کسری مرتبه مشتق عملگر قوانین ترکیب برای را زیر رابطه توان می
گرفت.

H
(
C
t٠D

α٠,α١,...,αm

t

)
y =

m∑
k=٠

akD
αky

G
(
C
t٠D

β٠,β١,...,βn

t

)
u =

n∑
k=٠

bkD
βku

(۴۵ .١)

سیستم از ای دسته کننده توصیف که کسری دیفرانسیل معادلات در معمول فرمهای از یکی
باشد. می (۴۶ .١) صورت به است، کاربردی های

am
C
t٠D

αm
t y + am−١ C

t٠D
αm−١
t y + . . .+ a١ C

t٠D
α١
t y + a٠ C

t٠D
αm−١
t y = u. (۴۶ .١)

α مرتبه از صحیحی مضارب دیفرانسیل، معادلات در گیر مشتق های مرتبه تمامی چنانچه
غیر مرتبه نوع از سیستم صورت این غیر در و گویند همسان١ یا نسبی نوع از سیستم باشند

1Commensurate-Order



٢٣ پایه مفاهیم
هایی سیستم روی بر رساله، این تمرکز چون است ذکر شایان باشد. می همسان١ غیر یا نسبی
با سیستم کسری، مرتبه سیستم از منظور ذکرشده، موارد جز به است همسان مرتبه نوع از

است. همسان ی مرتبه نوع
شود. می داده نمایش زیر صورت به کسری مرتبه خطی غیر سیستم کلی طور به

C
t٠D

α
t x(t) = f(x(t), t), (۴١. ٧)

را آن سادگی برای که است x(t) های حالت شبه به وابسته خطی غیر تابع f(x(t), t) آن در که
دهیم. می نمایش x با و نامیده حالت بردار

. است زیر صورت به همسان کسری مرتبه خطی های سیستم مدل کلی فرم
C
t٠D

α
t x = Ax+Bu(t)

y(t) = Cx+Du
(۴١. ٨)

مناسب ابعاد با هایی ماتریس D ∈ Rp×m و C ∈ Rp×n ،B ∈ Rn×m ،A ∈ Rn×n آن در که
داریم. ،(۴١. ٨) روی بر لاپلاس اپراتور اعمال با اولیه، شرایط بودن صفر فرض با هستند.

sαX(s) = AX(s) +BU(s)

Y (s) = CX(s) +DU(s)
(۴١. ٩)

.Y (s) = L(y(t)) و X(s) = L(x), U(s) = L(u(t)) آن در که
صورت به فوق سیستم G(s) = Y (s)

U(s) کننده توصیف تبدیل تابع (۴١. ٩) معادله از X(s)حذف با
است. (۵١. ٠)

G(s) = C(sαI −A)−١B +D (۵١. ٠)
است. زیر صورت به (۴۴ .١) معادله کننده توصیف معادله تبدیل تابع
G(s) =

sβn + sβn−١ + . . .+ sβ١ + sβ٠
sαm + sαm−١ + . . .+ sα١ + sα٠ (۵١. ١)

است. برقرار زیر رابطه همواره باشد، α همسان مرتبه با سیستم اینکه فرض با
G(s) =

Q(sα)

P (sα)
(۵١. ٢)

کسری مرتبه دیفرانسیل معادله حل های روش
روش کسری، مرتبه سیستم یک پاسخ محاسبه یا کسری مرتبه دیفرانسیل معادله حل برای
حوزه تقریب های روش دسته دو به توان می را ها روش این است. شده ارائه زیادی های
می فرکانس حوزه تقریب های روش بین از کرد. بندی دسته عددی های روش و فرکانس

1Non-Commensurate-Order



مقدمه ٢۴
بهبودیافته الگوریتم روش توان می نیز عددی های روش بین از و [١٢۴] استالوپ روش توان
بارز های نقص از یکی دارند. خوبی نسبتا دقت که برد نام را [١٢۵] مولتون باشفورس آدامز
می طراحی مشخصی فرکانسی محدوده یک در که است این استالوپ فرکانس تقریب روش
روش از استفاده البته، باشد. می نوسانی های سیستم مناسب روش این از استفاده و شود
داده از استفاده با کسری مرتبه مدلسازی در استالوپ، روش مثال برای فرکانس، حوزه تقریب
آن، بالای دقت بعلت فوق عددی روش از رساله این در باشد. می کاربردی سیستم یک های
عددی های روش دیگر، طرفی از شد. خواهد استفاده کسری مرتبه سیستم سازی شبیه برای

باشد. می برخوردار فرکانس حوزه های روش به نسبت بیشتری محاسبات حجم از معمولا

کسری مرتبه های سیستم پایداری ١. ٢. ٣
کراندار‐ ورودی پایدار (۵١. ٢) شده توصیف تبدیل تابع با کسری مرتبه سیستم کلی طور به
باشد نداشته |arg(s)| ≤ απ٢ ناحیه در قطبی هیچ G(s) اگر تنها و اگر است کراندار خروجی
شده داده نشان ٢‐ ٣ شکل در کسری مرتبه های سیستم برای پایداری ناحیه .[١٢۶ ،١٠٠]

است.

١ < α < ٢ و ٠ < α < ١ برای پایداری ناحیه :۶ .١ شکل

به نسبت لیپشیتز محلا و پیوسته f : [t٠,+∞) × Rn → Rn تابع اگر :[١٢٧] .۵ .١. ٢ تعریف
دینامیکی سیستم تعادل نقطه یک x∗ ∈ Rn انگاه ٠ < α < ١ و باشد x = [x١, x٢, · · · , xn]T

کسری مرتبه
C
t٠D

α
t x(t) = f(x(t), t) t ∈ [t٠,+∞)

x(t٠) = x٠ x٠ ∈ Rn (۵١. ٣)

باشد. برقرار t ∈ [t٠,+∞] برای f(t, x∗) = ٠ اگر تنها و اگر باشد می



٢۵ پایه مفاهیم
بگیرید: نظر در را زیر کپوتو کسری مرتبه سیستم [١٢٨] .١. ٢. ١ قضیه

C
t٠D

α
t x(t) = f(x(t), t) t ∈ [t٠,+∞)

x(t٠) = x٠ x٠ ∈ Rn (۵۴ .١)
نسبت لیپشیتز محلا و t به نسبت ای تکه پیوسته f : [t٠,+∞)×℧ → Rn تابع و α ∈ (٠, ١) که
(۵۴ .١) سیستم باشد. می x = ٠ شامل ℧ ∈ Rn فضای که باشد می [t٠,+∞) × ℧ روی x به

اگر باشد می میتاگ‐لفلر پایدار
∥x(t)∥ ≤

{
m[x(t٠)]Eα(−λ(t− t٠)α)

}b
, (۵۵ .١)

با x ∈ Rn روی m(x) که باشد می m(x) ≥ ٠ و m(٠) = ٠ ،b > ٠ ،λ > ٠ اولیه، زمان t٠ که
باشد. می لیپشیتز محلا m٠ لیپشیتز ثابت

یک ℧ ∈ Rn و باشد (۵۴ .١) سیستم تعادل نقطه x = ٠ کنید فرض [١٢٨] .١. ٢. ٢ قضیه
V (x(t), t) : همچون ای پیوسته پذیر مشتق تابع یک اگر است. مبدا شامل که باشد فضایی
پایدار x = ٠ آنگاه باشد، x به نسبت لیپشیتز محلا که باشد داشته وجود [t٠,+∞) × ℧ → R

چنانچه است میتاگ‐لفلر
λ١∥x∥a ≤ V (x(t), t) ≤ λ٢∥x∥ab,
C
t٠D

α
t V (x(t), t) ≤ −λ٣∥x∥ab, (۵۶ .١)

اگر باشند. می مثبت دلخواه های ثابت b و a ،λ٣ ،λ٢ ،λ١ ،α ∈ (٠, ١) ،x ∈ ℧ ،t ≥ ٠ آن در که
است. سراسری میتاگ‐لفلر پایدار x = ٠ آنگاه باشد، برقرار Rn فضای کل برای شروط این

به متعلق ϱ : [٠, t) → [٠,∞) پیوسته تابع یک (K کلاس (تابع :[١٣٠ ،١٢٩] .۶ .١. ٢ تعریف
باشد. ϱ(٠) = ٠ و بوده صعودی اکیدا اگر است، K کلاس یا دسته

یک ℧ ∈ Rn و باشد (۵۴ .١) سیستم تعادل نقطه x = ٠ کنید فرض [١٣٠،١٢٩] .١. ٢. ٣ قضیه
لیاپانوف تابع یک V (x(t), t) : [t٠,+∞) × ℧ → R چنانچه است. مبدا شامل که باشد فضایی

اگر است مجانبی١ پایدار سیستم تعادل نقطه آنگاه باشد، داشته وجود
ϱ١(∥x∥) ≤ V (x(t), t) ≤ ϱ٢(∥x∥),
C
t٠D

α
t V (x(t), t) ≤ −ϱ٣(∥x∥), (۵١. ٧)

برقرار Rn فضای کل برای شروط این اگر باشند. می K دسته توابع i = ١,٢,٣ ،ϱi آن در که
است. سراسری٢ مجانبی پایدار x = ٠ آنگاه باشد،

1asymptotically stable
2globally asymptotically stable



مقدمه ٢۶
لیاپانوف یافته تعمیم پایداري روش و میتاگ‐لفلر یافته تعمیم پایداري روش ،[١٢٨] در
بیشتر چه هر درك براي نویسندگان مقاله، این ابتداي در است. گردیده مطالعه کسري مرتبه
آن در که اند کرده مطرح را مثالی صحیح، مرتبه حسابان به نسبت کسري حسابان گستره
کسري حسابان از خاصی حالت تنها معمولی حسابان که کند می درك شهودي طور به خواننده
شده ارائه مفصلی بحث لیاپانوف دیدگاه از سیستم انرژي درباره مقاله این در همچنین است.
نمی محدود نمایی حالت به فقط انرژي کاهش که شده ارائه هاي اثبات منظور، این به است.

باشد. انرژي ازکاهش خاص حالت یک تنها تواند می نمایی حالت بلکه شود،
یافته تعمیم پایدار ،(۵۴ .١) کسری مرتبه سیستم تعادل نقطه [١٣١ ،١٢٨] .۴ .١. ٢ قضیه

اگر باشد می میتاگ‐لفلر
∥x(t)∥ ≤

{
m[x(t٠)](t− t٠)αEv,١−α(−λ(t− t٠)α)

}b
, (۵١. ٨)

روی m(x) که باشد می m(x) ≥ ٠ و m(٠) = ٠ ،b > ٠ ،λ > ٠ ،α ∈ [٠, ١− v] اولیه، زمان t٠ که
Rn فضای کل برای شروط این اگر باشد. می لیپشیتز محلا m٠ لیپشیتز ثابت با x ∈ ℧ ∈ Rn

است. سراسری میتاگ‐لفلر یافته تعمیم پایدار سیستم، تعادل نقطه آنگاه باشد، برقرار
یک ℧ ∈ Rn و باشد (۵۴ .١) سیستم تعادل نقطه x = ٠ کنید فرض [١٣٢] .۵ .١. ٢ قضیه
مشتق تابع یک V (x(t), t) : [t٠,+∞) × ℧ → R چنانچه است. مبدا شامل که باشد فضایی
پایدار x = ٠ سیستم تعادل نقطه آنگاه باشد. x های حالت به نسبت لیپشیتز و پیوسته پذیر

اگر است مجانبی
W١(x) ≤ V (x(t), t) ≤W٢(x),
C
t٠D

α
t V (x(t), t) ≤ −W٣(x), (۵١. ٩)

شروط این اگر باشند. می ℧ روی بر معین مثبت و پیوسته توابع i = ١,٢,٣ ،Wi آن در که
است. سراسری مجانبی پایدار x = ٠ آنگاه باشد، برقرار Rn فضای کل برای

وجود ϵ > ٠ هر برای اگر است پایدار C
t٠D

α
t x(t) = f(x(t), t) سیستم پاسخ [١٣٣] .۶ .١. ٢ قضیه

به x′(t, t٠,Ψ) و x(t, t٠,Φ) دلخواه پاسخ دو هر برای که ای گونه به δ(t٠, ϵ) > ٠ باشد داشته
δ اگر باشد. ∥x(t) − x′(t)∥ < ϵ آنگاه است، برقرار ∥Φ(t) − Ψ(t)∥ < δ که t > t٠ > ٠ ازای

بود. خواهد پایدار١ یکنواخت صورت به سیستم آنگاه نباشد، زمان به وابسته
بگیرید نظر در را زیر کسری مرتبه خطی سیستم [٢٧] .١. ٢. ٧ قضیه

CDα
t x(t) = −Ax(t) +Bx(t− σ) (۶١. ٠)

،A−B ماتریس ویژه مقادیر کلیه اگر باشد. می σ ∈ R+ ،α ∈ (٠, ١) A,B ∈ Rn×n، x ∈ Rn که
مشخصه معادله و |arg(λi)| > απ٢ که باشد ای بگونه ،i = ١,٢, · · · , n کلیه بازای λiها یعنی

1Uniformly Stable



٢٧ پایه مفاهیم
تعادل نقطه آنگاه باشد، نداشته موهومی ریشه هیچ det(△(s)) = det(sαI + A − esσB) = ٠
تعادل، نقطه آنگاه باشد n = ١ اگر باشد. می سراسری مجانبی پایداری ،(۶١. ٠) خطی سیستم

.A > B اگر است سراسری مجانبی پایدار
(۶١. ١) نامساوی همواره t > t٠ و α ∈ (٠, ١) ازای به باشد، x(t) ∈ Rn اگر :[١٢٧] .١. ٢. ٨ لم

است. برقرار
C
t٠D

α
t

n∑
i=١

|xi(t)| ≤
n∑

i=١
sgn(xi(t))

C
t٠D

α
t xi(t). (۶١. ١)

t > t٠ و α ∈ (٠, ١) ازای به باشد، معین مثبت ماتریس P و x(t) ∈ Rn اگر :[١٣۴] .١. ٢. ٩ لم
است. برقرار (۶١. ٢) نامساوی همواره

١
٢C

t٠D
α
t (x

T (t)Px(t)) ≤ xT (t)P C
t٠D

α
t x(t). (۶١. ٢)

ثابت هر و x(t) پذیر مشتق و پیوسته تابع هر برای ،(١. ٢. ٩) لم به توجه با .١. ٢. ٣ نتیجه
که گرفت نتیجه توان می ،δ ∈ R

Dα(x(t)− δ)٢ = Dα(x٢(t)− ٢δx(t) + δ٢),
≤ ٢(x(t)− δ)Dαx(t), (۶١. ٣)

باشد. می t ∈ [٠,∞) و ٠ < α < ١ که
تابع ٠ < α < ١ کسری مرتبه مشتق اگر که شود می داده نشان آن، اثبات و زیر لم در

شد. خواهد همگرا صفر به لیاپانوف تابع مقدار آنگاه باشد منفی پیشنهادی لیاپانوف
بگیرید نظر در را زیر مثبت لیاپانوف تابع .١. ٢. ١٠ لم

V (t) =
n∑

i=١
µi |xi(t)| , µi > ٠. (۶۴ .١)

آنگاه باشد، برقرار ٠ < α < ١ و λ مثبت ثابت ، t > ٠ برای DαV (t) ≤ −λV (t) رابطه اگر
باشد. می برقرار lim

t→∞
xi(t) = ٠ همواره i = ١, ..., n کلیه برای نتیجه در و lim

t→∞
V (t) = ٠

DαV (t) ≤ −λV (t) کنید فرض حال، بگیرید. نظر در را (۶۴ .١) رابطه لیاپانوف تابع اثبات:
کپوتو، انتگرال و مشتق تعاریف و (١. ٢. ٢) نتیجه از استفاده با آنگاه باشد. برقرار λ > ٠ برای
را ( ٠ < t١ < t٢ ) t٢ تا t١ بازه در DαV (t) ≤ −λV (t) رابطه طرف دو کپوتو انتگرال توان می

کرد. محاسبه زیر بصورت
V (t٢)− V (t١) =

١
Γ(α)

∫ t٢

t١
(t٢ − τ)α−١DαV (τ)dτ,

≤ −λ
Γ(α)

∫ t٢

t١
(t٢ − τ)α−١ V (τ)dτ. (۶۵ .١)



مقدمه ٢٨
،٠ ≤ V (t) ≤ VMax یعنی باشد، t ∈ (t١, t٢) بازه در V (t) مثبت تابع مقدار ماکزیمم VMax اگر

آنگاه

− λVMax

Γ(α+ ١) (t٢ − t١)α ≤ V (t٢)− V (t١) ≤ ٠, (۶۶ .١)

پذیر مشتق تابع یک V (t) بنابراین باشد. می برقرار t١ < t٢ برای V (t٢) ≤ V (t١) رابطه پس
و است غیر‐افزایشی

V (t) ≤ V (٠). (۶١. ٧)

بگونه دارد وجود M مثبت و ثابت عدد همچنین و باشد می محدود t > ٠ برای xi(t) نتیجه در
. lim
t→∞

V (t) = ٠ که کنیم می ثابت ادامه، در .|DαV (t)| ≤M که ای
ثابت مقدار یک ، lim

k→∞
tk = ∞ و ٠ < t١ < t٢ < · · · < tk < tk+١ < · · · برای کنید فرض

تعریف با حال، است. برقرار V (tk) > ε همواره که ای بگونه دارد وجود ε مثبت و دلخواه
باشد. می برقرار t ∈ (tk, tk+١

) هر برای زیر رابطه ،tk = kT و T =
(
Γ(α+١)ε٢M

) ١
α
> ٠

V (t)− V (tk) =
١

Γ(α)

∫ t

tk

(t− τ)α−١DαV (τ)dτ ≥ −M
Γ(α)

∫ t

tk

(t− τ)α−١ dτ

≥ − M

Γ(α+ ١) (t− tk)
α

≥ − M

Γ(α+ ١) (T )α
≥ − ε

٢ . (۶١. ٨)

پس باشد، می V (tk) > ε چون

V (t) ≥ ε

٢ . (۶١. ٩)

آید. می بدست زیر رابطه ،DαV (t) ≤ −λV (t) یعنی لم، فرض اولین در (۶١. ٩) رابطه اعمال با

DαV (t) ≤ −λV (t) ≤ − ε

٢λ. (١. ٧٠)

مشابه ،٠ تا t ∈ (tk, tk+١
) از DαV (t) ≤ −λV (t) رابطه طرف دو از کپوتو انتگرال محاسبه با



٢٩ رساله انجام ضرورت و معرفی
آنگاه شد، انجام (۶۵ .١) رابطه در آنچه

V (t)− V (٠)
=

١
Γ(α)

∫ t

٠ (t− τ)α−١DαV (t)dτ

=
١

Γ(α)

{∫ t١

٠ (t١ − τ)α−١DαV (t)dτ +

∫ t٢

t١
(t٢ − τ)α−١DαV (t)dτ + · · ·

+

∫ tk

tk−١
(tk − τ)α−١DαV (t)dτ +

∫ t

tk

(t− τ)α−١DαV (t)dτ

}

≤ ١
Γ(α)

(
− ε

٢λ
){∫ t١

٠ (t١ − τ)α−١ dτ +
∫ t٢

t١
(t٢ − τ)α−١ dτ + · · ·

+

∫ tk

tk−١
(tk − τ)α−١ dτ +

∫ t

tk

(t− τ)α−١ dτ
}

≤ − ελ

٢Γ(α+ ١)
{
(t١)α + (t٢ − t١)α + ...+

(
tk − tk−١

)α
+ (t− tk)

α}
≤ − ελ

٢Γ(α+ ١) {Tα + Tα + ...+ Tα + (t− tk)
α}

≤ − kελTα

٢Γ(α+ ١) . (١. ٧١)
نتیجه در

lim
t→∞

V (t) ≤ lim
k→∞

(
V (٠)− kελTα

٢Γ(α+ ١)
)
, (١. ٧٢)

لیاپانوف، تابع بودن مثبت با نتیجه این اما ، lim
t→∞

V (t) → −∞ که دهد می نشان فوق رابطه
نتیجه در باشد. می تضاد در ،V (t) ≥ ٠ یعنی

lim
t→∞

V (t) = ٠. (١. ٧٣)
شود. می تکمیل اثبات اینجا، در

رساله انجام ضرورت و معرفی ١. ٣
چون و است صحیح غیر اعداد به مشتق مرتبه گسترش برای ریاضی ابزار یک کسری محاسبات
زدن پیوند با عرصه این پیشگامان کتب و مقالات در است، کنترل نظریه رسمی زبان ریاضیات
و مدلسازی در را مشتق مرتبه گسترش از استفاده مزایای نظریه، این به ریاضی مفهوم این
جمله از مهندسی برای را بسیاری مسائل ابزار این .[١٢٠] اند داده نشان کنترلی های روش
به را · · · و کسری مرتبه های سیستم دینامیکی تحلیل کسری، مرتبه های مدل شناسایی

است. آورده وجود
کسری، مرتبه های سیستم به اخیر دهه چند توجهات گرفتن نظر در با نیز رساله این
های شبکه پایدارسازی و پایداری زمینه در موجود های کاستی از برخی به دادن پاسخ در سعی



مقدمه ٣٠
برای کسری مرتبه کپوتو مشتق تعریف از رساله این در دارد. کسری مرتبه دینامیکی عصبی
کپوتو، مشتق تعریف انتخاب دلیل که شود می استفاده حالت فضای تحقق با سیستم توصیف

است. تعریف این در اولیه شرایط برای فیزیکی مفهوم وجود

معرفی ١. ٣. ١
عصبی های شبکه دینامیکی، های سیستم کنترل و مدلسازی برای قدرتمند ابزارهای از یکی
پیچیدگی راستا، این در عصبی های شبکه این بکارگیری اصلی های چالش از هستند. دینامیکی
که باشد می آموزش این بهینگی تضمین و ها شبکه این آموزش محاسباتی بار یا محاسبات
های توانمندی و ها قابلیت افزایش جهت در عصبی شبکه شدن پیچیده با همزمان معمولا
روال ‐طی بهینه پارامترهای به یافتن دست احتمال و شود می افزوده محاسباتی بار آن،
معرفی اخیرا، که راهکارهایی از یکی باید. می کاهش دینامیکی عصبی شبکه برای آموزش‐
عصبی های شبکه از آن در که باشد می رزرویر محاسبات متدولوژی بکارگیری است شده
نیازمند آن خروجی پارامترهای فقط آنها، آموزش مرحله در که شود می استفاده دینامیکی
همواره، باشد. می حالت انعکاس عصبی های شبکه ها، شبکه این از یکی باشند. می آموزش
که است چالشی آن دینامیکی تحلیل دینامیکی، عصبی شبکه یک کاربرد و آموزش بر علاوه
برای اولیه شروط از یکی آنها بودن پایدار که، چرا است. گرفته قرار محققان توجه مورد بسیار

باشد. می آن کاربردهای اغلب

انگیزه ١. ٣. ٢
لزوم کسری، مرتبه های سیستم حوزه در اخیر های سال های پژوهش توسعه به توجه با
ساده، آموزش البته و کافی پیچیدگی با کسری مرتبه دینامیکی عصبی شبکه یک از استفاده
دینامیکی تحلیل رساله، این از هدف شود. می احساس ها سیستم این کنترل و مدلسازای برای
معرفی برای راه شدن هموار جهت ابزار یک بعنوان کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه

باشد. می کسری مرتبه های سیستم حوزه در رزرویر محاسبات متدولوژی کاربرد البته و

اهداف ١. ٣. ٣
کاربرد و کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه دینامیکی تحلیل رساله، این در اصلی هدف
تعادل نقطه پایداری تحلیل به (١ هدف، این با همسو باشد. می زمانی سری بینی پیش در آن
و مختلط حقیقی، فضای در ممریستیو و تاخیر همچون هایی ویژگی تحت شبکه این یکتای
نیاز همواره گیری، اندازه و سازی پیاده های محدودیت بعلت (٢ شود. می پرداخته کواترنیون
دومین لذا، باشد. می نظر به الزامی نیز ها سیستم یکتای تعادل نقطه مقاوم پایداری تحلیل به
(٣ باشد. می شبکه این یکتای تعادل نقطه مقاوم پایداری تحلیل شود، می دنبال که هدفی



٣١ رساله انجام ضرورت و معرفی
تحلیل نوع یک عنوان به خطی) غیر سیستم (هر عصبی های شبکه در آشوب پدیده بررسی
شروط بررسی شود، می دنبال که هدفی سومین نتیجه، در است. بوده جذاب همواره دینامیکی
شده بحث شروط این پیرامون (۴ .١) شکل در که باشد می شبکه این در آشوب کافی و لازم
عصبی شبکه این از استفاده شود می دنبال راستا این در که هدفی آخرین نهایت، در (۴ است.
از استفاده با شبکه پارامترهای که باشد می سهام) بازار (شاخص زمانی سری بینی پیش برای
زمانی سری بینی پیش در خوبی دقت تا شوند می بهینه گرادیان، بر مبتنی آموزش روش یک

آید. بدست

استفاده مورد های روش ۴ .١. ٣
مبتنی های روش از عموما خطی، غیر و خطی های سیستم تعادل نقطه پایداری تحلیل برای
از همچنین و سنتی لیاپانوف توابع از نیز رساله این در شود. می استفاده لیاپانوف تابع بر
های ویژگی بازای شبکه این مقاوم پایداری و پایداری تحلیل برای کراسوفسکی لیاپانوف توابع
گرادیان بر مبتنی روش یک از همچنین، شود. می استفاده ممریستیو و تاخیر همچون مختلفی

شود. می ارائه شناسایی و بینی پیش هدف با شبکه این پارامترهای سازی بهینه برای

رساله ساختار ۵ .١. ٣
این در جذاب موضوعات سوی و سمت و عصبی شبکه تاریخچه به رساله این اول فصل در
پرداخته نیاز مورد ریاضی تعاریف و ها لم و قضایای و قواعد بیان به سپس شد، اشاره حوزه
انعکاس عصبی شبکه دینامیکی تحلیل حوزه در مطالعه انگیزه و ضرورت نهایت، در و شد.
دینامیکی تحلیل از حاصل دستاوردهای دوم، فصل در شد. داده شرح کسری مرتبه حالت
تحلیل شامل که شوند می ارائه حقیقی فضای در کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه
تحلیل کسری، مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه میتگ‐لفلر پایداری
حضور در شبکه این یکتای تعادل نقطه یکنواخت پایداری تحلیل شبکه، این در آشوب پدیده
پیش برای زمان‐گسسته کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه کاربرد نهایت، در و تاخیر
بهمراه (S&P۵٠٠ شاخص و جونز داو صنعتی میانگین اقتصادی (شاخص زمانی سری بینی
خواهد داده شرح مجزا بخش سه در نتایج، این باشند. می گرادیان بر مبتنی تطبیق قانون یک

شد.
کواترنیون فضای در نظر مورد شبکه دینامیکی تحلیل از حاصل دستاوردهای سوم، فصل در
انعکاس عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه مجانبی پایداری تحلیل شامل که شوند می ارائه
پایداری تحلیل زمان، با متغیر تاخیر حضور در کسری مرتبه مختلط) (و کواترنیون حالت
مرتبه مختلط) (و کواترنیون حالت انعکاس عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه مقاوم مجانبی
تعادل نقطه مقاوم مجانبی پایداری تحلیل نهایت، در و زمان با متغیر تاخیر حضور در کسری
حضور در کسری مرتبه مختلط) (و کواترنیون ممریستیو حالت انعکاس عصبی شبکه یکتای



مقدمه ٣٢
و کراسوفسکی لیاپانوف توابع از استفاده با زمان با متغیر نیوترال تاخیر و زمان با متغیر تاخیر
شد. خواهد داده شرح مجزا بخش یک در نتایج، این از کدام هر باشند. می LMI مسئله حل

شوند. می مطرح پیشنهادات و گیری نتیجه رساله، این چهارم فصل در



٢ فصل
نقطه تاخیر از مستقل دینامیکی تحلیل

انعکاس عصبی شبکه یکتای تعادل
حقیقی کسری مرتبه حالت



حالت انعکاس عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه تاخیر از مستقل دینامیکی تحلیل ٣۴
حقیقی کسری مرتبه

پیشگفتار
شامل کسری مرتبه حقیقی حالت انعکاس عصبی شبکه دینامیکی تحلیل به فصل، این در
پایداری تحلیل و آشوبی رفتار بررسی آن، یکتای تعادل نقطه میتاگ‐لفلر پایداری تحلیل
زمانی سری بینی پیش به نهایت در و ثابت تاخیر حضور در شبکه یکتای تعادل نقطه یکنواخت
میتاگ‐لفلر پایداری اول، بخش در راستا، این در شود. می پرداخته شبکه این از استفاده با
شبکه این در آشوب پدیده و کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه
یکتای تعادل نقطه تاخیر از مستقل یکنواخت پایداری تحلیل دوم، بخش در شد. خواهد آنالیز
نهایت، در و شود. می مطالعه ثابت تاخیر حضور در کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه
مرتبه عصبی شبکه این از استفاده با سهام بازار زمانی سری بینی پیش برای سوم، بخش در

شود. می ارائه تطبیقی آموزش روش یک کسری،

عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه دینامیکی تحلیل ٢. ١
کسری مرتبه حالت انعکاس

و شود می توصیف جزییات با شده گرفته نظر در حالت انعکاس شبکه مدل ابتدا بخش، این در
انقباضی، نگاشت یک از استفاده با عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه یکتایی و وجود آن، از پس
لیاپانوف تابع یک بکاربردن با شبکه، یکتای تعادل نقطه پایداری سپس، شود. می بررسی
کسری مرتبه عصبی شبکه این در آشوب پدیده بررسی به نهایت، در و شود. می آنالیز و اثبات

شد. خواهد پرداخته

کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه مدل توصیف ٢. ١. ١
را زیر (FO-ESN) کسری مرتبه حالت انعکاس نشتی عصبی شبکه زمان‐پیوسته دینامیک

بگیرید: نظر در خروجی q و ورودی p با رزرویر، حالت n با
Dα (X(t)) = −CX(t) +Af(W inU +WX +W fY ) + U ,

Y = g(W out [X;U ]), (٢. ١)
حالت بردار ترتیب، به ،Y = [y١, · · · , yq]T و U = [u١, · · · , up]T ،X = [x١, · · · , xn]T آن در که
و رزرویرها در فعالسازی توابع f = [f١, · · · , fn]T بردار خروجی، و خارجی ورودی رزرویر، های
i = ١,٢, · · · , n برای gr و fi توابع باشند. می خروجی فعالسازی gتوابع = [g١, · · · , gq]T بردار
می Gr و Fi لیپشیتز ثابت با (١. ٢. ١ تعریف (طبق لیپشیتز و پیوسته توابعی r = ١,٢, · · · , q و
به W out =

[
W o;W io

]
q×(n+p)

و W f = [·]n×q ،W = [·]n×n ،W in = [·]n×n نمادهای باشند.



٣۵ کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه دینامیکی تحلیل
همچنین، دهند. می نشان را خروجی و فیدبک رزرویر، حالت ورودی، وزن های ماتریس ترتیب
عصبی شبکه این اصلی نسخه در که است کمکی ورودی بردار نیز U = [U١,U٢, · · · ,Un]

T بخش
های گره نشت١ نرخ ماتریس و نظر مورد شبکه زمانی ثابت ماتریس باشد. می صفر برابر
که نرخی نشت، نرخ ماتریس هستند. A−١C و A−١ با برابر ترتیب، به رزرویر، حالت (نودهای)
استراحت حالت به موجودش وضعیت از نیست‐ متصل شبکه به که حالتی ‐در رزرویر حالت

دهد. می نشان را رسد، می
عصبی شبکه روی بر گذشته کارهای در رزرویر حالت اجزای هر برای زمانی ثابت و نشتی نرخ
بود یکسان رزرویر های حالت کلیه برای و اسکالر مقداری صحیح، مرتبه در حالت انعکاس
شد. اشاره زمانی ثابت و نشتی نرخ بودن یکسان و اسکالر به نیز (١. ٢) رابطه در .[١٣۵،٧،۴]
مفهوم ،(٢. ١) رابطه کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه در گذشته، کارهای برخلاف
یا قطری های ماتریس تواند می که است شده تعریف ماتریس بصورت زمانی ثابت و نشتی نرخ
ثابت و نشتی نرخ نقش ها ماتریس این ویژه مقادیر بنابراین، شود. گرفته نظر در قطری غیر

کنند. می ایفا را زمانی

تعادل نقطه یکتایی و وجود ٢. ١. ٢
عصبی شبکه تعادل نقطه یکتایی و وجود انقباضی٢، نگاشت یک از استفاده با بخش، این در

شد. خواهد بحث نظر مورد
باشد: برقرار زیر رابطه اگر دارد یکتا تعادل نقطه یک (٢. ١) عصبی شبکه .٢. ١. ١ قضیه

λi = cii −
n∑

j=١,j ̸=i

µj
µi

|cji| −
n∑

j=١

n∑
h=١

µh
µi

|ahj |Fj

|wji|+
q∑

r=١

∣∣∣wf
jr

∣∣∣Gr |wo
ri|

 > ٠, (٢. ٢)

باشند. می µh > ٠ و µj > ٠ ،µi > ٠ ،cii > ٠ که
و اگر باشد می (٢. ١) عصبی شبکه تعادل نقطه X∗ پاسخ ،(۵ .١. ٢) تعریف به توجه با اثبات:

باشد: برقرار زیر رابطه اگر تنها
− CX∗ +Af(WX∗ +W fY ∗) + U = ٠, (٢. ٣)

با است برابر فوق معادله دستگاه از iام معادله نتیجه، در .Y ∗ = g(W oX∗) که
− ciixi(t)−

n∑
j=١,j ̸=i

cijxj(t)

+

n∑
j=١

aijfj

 n∑
h=١

wjhxh(t) +

q∑
r=١

wf
jrgr

 n∑
l=١

wo
rlxl(t)

+ Ui = ٠. (۴ .٢)
1Leaking rate matrix
2Contraction Mapping



حالت انعکاس عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه تاخیر از مستقل دینامیکی تحلیل ٣۶
حقیقی کسری مرتبه

داریم: ،ciix∗i = ν∗i بصورت ψ : Rn → Rn جدید نگاشت تعریف با

ψi(νi) = −
n∑

j=١,j ̸=i

cij
νj(t)

cii

+

n∑
j=١

aijfj

 n∑
h=١

wjh
νh(t)

chh
+

q∑
r=١

wf
jrgr

 n∑
l=١

wo
rl

νl(t)

cll

+ Ui, (۵ .٢)

باشد. می Ψ(ν) = [ψ١(ν١), · · · , ψn(νn)]
T که

این برای است. انقباضی نگاشت یک Ψ که شود می اثبات اقلیدس١، نرم از استفاده با حال،
باشند، شبکه دلخواه و متفاوت پاسخ دو υ = [υ١, ..., υn]T و ν = [ν١, ..., νn]T کنید فرض کار،
با و ∥Ψ(ν)−Ψ(υ)∥ =

∑n
i=١ µi |ψi(νi)− ψi(υi)| بصورت ∥Ψ(ν)−Ψ(υ)∥ نرم تعریف با آنگاه

که شود می نتیجه ،(۵ .٢) رابطه از استفاده

∥Ψ(ν)−Ψ(υ)∥

=
n∑

i=١
µi


n∑

j=١,j ̸=i

−cij
(
νj
cjj

− υj
cjj

)

+

n∑
j=١

aijfj

 n∑
h=١

wjh
νh
chh

+

q∑
r=١

wf
jrgr

 n∑
l=١

wo
rl

νl
cll


−

n∑
j=١

aijfj

 n∑
h=١

wjh
υh
chh

+

q∑
r=١

wf
jrgr

 n∑
l=١

wo
rl

υl
cll


≤

n∑
i=١

µi


n∑

j=١,j ̸=i

|cij |
cjj

|νj − υj |

+
n∑

j=١
|aij |Fj

 n∑
h=١

|wjh|
|νh − υh|
chh

+

q∑
r=١

∣∣∣wf
jr

∣∣∣Gr

n∑
l=١

|wo
rl|

|νl − υl|
cll

 . (۶ .٢)

بنابراین

∥Ψ(ν)−Ψ(υ)∥

≤
n∑

i=١

n∑
j=١,j ̸=i

µj
|cji|
cii

|νi − υi|+
n∑

i=١

n∑
j=١

n∑
h=١

µh
|ahj |
cii

Fj

|wji|+
q∑

r=١

∣∣∣wf
jr

∣∣∣Gr |wo
ri|

 |νi − υi|

≤
n∑

i=١
µi


n∑

j=١,j ̸=i

µj
µi

|cji|+
n∑

j=١

n∑
h=١

µh
µi

|ahj |Fj

|wji|+
q∑

r=١

∣∣∣wf
jr

∣∣∣Gr |wo
ri|

 |νi − υi|
cii

≤
n∑

i=١
µiθi

|νi − υi|
cii

. (٢. ٧)

1Euclidean Norm



٣٧ کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه دینامیکی تحلیل
خواهد cii > θi > ٠ آنگاه .λi = cii−θi > ٠ که شود می نتیجه (٢. ٧) و (٢. ٢) روابط مقایسه با

پس بود.
∥Ψ(ν)−Ψ(υ)∥ ≤

∑n
i=١ µi |νi − υi| ,

∥Ψ(ν)−Ψ(υ)∥ ≤ ∥ν − υ∥ ,
(٢. ٨)

نقطه یک Ψ رو، این از است. انقباضی نگاشت یک Ψ که باشد می معنی این به نتیجه، این
X∗ =

[
ν∗

c١١ , · · · ,
ν∗

cnn

]T دیگر، عبارت به .Ψ(ν∗) = ν∗ که ای بگونه دارد ν∗ ∈ Rn یکتای تعادل
است. عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه یک

تعادل نقطه پایداری ٢. ١. ٣
یکتای تعادل نقطه میتاگ‐لفلر پایداری لیاپانوف، تابع یک تعریف از استفاده با بخش، این در

شود. می تحلیل (٢. ١) رابطه کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه
رابطه اگر دارد میتاگ‐لفلر پایدار یکتای تعادل نقطه یک (٢. ١) عصبی شبکه .٢. ١. ٢ قضیه

باشد. برقرار (٢. ٢)
شرط دو تحت که هستند (٢. ١) عصبی شبکه مجزای پاسخ دو X ′ و X کنید فرض اثبات:

پس اند. آمده بدست متفاوت اولیه
ei(t) = xi(t)− x′i(t), i = ١, ..., n
ei(٠) ̸= ٠ . (٢. ٩)

آیند: می بدست سادگی به زیر رابطه عصبی، شبکه معادلات از استفاده با

Dα (ei(t)) =
n∑

j=١
−cijej(t) +

n∑
j=١

aij

{
fj

 n∑
h=١

wjhxh(t) +

q∑
r=١

wf
jryr(t)


− fj

 n∑
h=١

wjhx
′
h(t) +

q∑
r=١

wf
jry

′
r(t)

} (٢. ١٠)

که

yr(t) = gr

 n∑
l=١

wo
rlxl(t)

 ,

y′r(t) = gr

 n∑
l=١

wo
rlx

′
l(t)

 . (٢. ١١)

همواره t ≥ ٠ برای کسری، مرتبه دیفرانسیلی توابع یکتایی و وجود تئوری از استفاده با
گرفت: نظر در توان می را زیر حالت دو نتیجه، در .[١٣٧،١٣۶] باشد می برقرار ei(t)ei(٠) > ٠



حالت انعکاس عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه تاخیر از مستقل دینامیکی تحلیل ٣٨
حقیقی کسری مرتبه

نتیجه در و ei(t) > ٠ آنگاه باشد ei(٠) > ٠ اگر اول: حالت

Dα |ei(t)| =
١

Γ(١ − α)

∫ t

٠
e
(١)
i (τ)

(t− τ)α
dτ = Dα (ei(t)) , (٢. ١٢)

نتیجه در و ei(t) < آنگاه٠ باشد ei(٠) < ٠ اگر دوم: حالت

Dα |ei(t)| = − ١
Γ(١ − α)

∫ t

٠
e
(١)
i (τ)

(t− τ)α
dτ = −Dα (ei(t)) . (٢. ١٣)

داریم: آنجا، از

Dα |ei(t)| = sgn (ei(t))D
α (ei(t)) . (١۴ .٢)

لیاپانوف تابع تعریف با ادامه، در آید. می بکار (١. ٢. ٨) لم در شده ارائه نتیجه اثبات در که
زیر بصورت

V (t) =
n∑

i=١
µi |ei(t)| (١۵ .٢)

و (٢. ١٠) روابط از استفاده با سپس و فوق لیاپانوف تابع کسری مرتبه مشتق محاسبه با و
آید. می بدست زیر بصورت (٢. ١١)

Dα (V (t))

=

n∑
i=١

µiD
α (|ei(t)|) =

n∑
i=١

µisgn (ei(t))D
α (ei(t))

=
n∑

i=١
µisgn (ei(t))


n∑

j=١
−cijej(t) +

n∑
j=١

aij

fj
 n∑

h=١
wjhxh(t) +

q∑
r=١

wf
jryr(t)


−fj

 n∑
h=١

wjhx
′
h(t) +

q∑
r=١

wf
jry

′
r(t)


= −

n∑
i=١

µiciisgn (ei(t)) ei(t)−
n∑

i=١
µi

n∑
j=١,j ̸=i

cijsgn (ei(t)) ej(t)

+

n∑
i=١

µi

n∑
j=١

aijsgn (ei(t))

{
fj

 n∑
h=١

wjhxh(t) +

q∑
r=١

wf
jryr(t)


− fj

 n∑
h=١

wjhx
′
h(t) +

q∑
r=١

wf
jry

′
r(t)

}. (١۶ .٢)



٣٩ کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه دینامیکی تحلیل
بنابراین،

Dα (V (t))

≤ −
n∑

i=١
µicii |ei(t)|+

n∑
i=١

µi

n∑
j=١,j ̸=i

|cij | |ej(t)|

+

n∑
i=١

µi

n∑
j=١

|aij |Fj

 n∑
h=١

|wjh| |eh(t)|+
q∑

r=١

∣∣∣wf
jr

∣∣∣Gr

n∑
l=١

|wo
rl| |el(t)|


≤ −

n∑
i=١

µicii |ei(t)|+
n∑

i=١

n∑
j=١,j ̸=i

µi |cij | |ej(t)|

+
n∑

i=١

n∑
j=١

n∑
h=١

µi |aij |Fj

|wjh| |eh(t)|+
q∑

r=١

∣∣∣wf
jr

∣∣∣Gr |wo
rh| |eh(t)|


≤ −

n∑
i=١

µicii |ei(t)|+
n∑

i=١

n∑
j=١,j ̸=i

µj |cji| |ei(t)|

+

n∑
i=١

n∑
j=١

n∑
h=١

µh |ahj |Fj

|wji| |ei(t)|+
q∑

r=١

∣∣∣wf
jr

∣∣∣Gr |wo
ri| |ei(t)|


≤

n∑
i=١

µi

−cii +
n∑

j=١,j ̸=i

µj
µi

|cji|+
n∑

j=١

n∑
h=١

µh
µi

|ahj |Fj(|wji|+
q∑

r=١

∣∣∣wf
jr

∣∣∣Gr |wo
ri|)

 |ei(t)|

≤ −
n∑

i=١
µiλi |ei(t)| . (٢. ١٧)

رو این از
Dα (V (t)) ≤ −λV (t), (٢. ١٨)

یکتای تعادل نقطه (١. ٢. ٢) قضیه و فوق نتایج به توجه با ترتیب، بدین .λ = min (λi) که
ei(t) مقدار (١. ٢. ١٠) لم به توجه با همچنین، باشد. می سراسری مجانبی پایدار عصبی شبکه

شد. خواهد همگرا صفر سمت به i = ١,٢, · · · , n کلیه برای
فیدبک مسیر آنگاه گردد، انتخاب صفر با برابر (٢. ١) رابطه Wدر f ماتریس اگر .٢. ١. ١ ملاحظه
آید: می بدست زیر بصورت شبکه دینامیک نتیجه در شود، می قطع عصبی شبکه ساختار در

Dα (X(t)) = −CX(t) +Af(W inU +WX) + U . (٢. ١٩)
مرتبه هاپفیلد عصبی شبکه دینامیک شبیه فوق، رابطه دینامیک باشد می واضح کاملا که
مرتبه هاپفیلد عصبی شبکه بر اعمال قابل آمده بدست پایداری معیار نتیجه، در است. کسری
،(U و U) کمکی ورودی و خارجی ورودی گرفتن نظر در بدون حال، این با باشد. می کسری
اگر باشد. می هاپفیلد عصبی شبکه از تر پیچیده (٢. ١) دینامیک که گرفت نتیجه توان می
دینامیک شود، گرفته نظر در همانی ماتریس با برابر W ماتریس و قطری بصورت C ماتریس



حالت انعکاس عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه تاخیر از مستقل دینامیکی تحلیل ۴٠
حقیقی کسری مرتبه

نتیجه توان می ،(٢. ١. ٢) قضیه بکارگیری با نهایت، در آید. می بدست استاندارد هاپفیلد شبکه
میتگ‐لفلر پایدار تعادل یکتای نقطه یک دارای کسری مرتبه هاپفیلد عصبی شبکه که گرفت

اگر است
λi = cii −

n∑
j=١,j ̸=i

µj
µi

|cji| −
n∑

j=١

n∑
h=١

µh
µi

|ahj |Fj |wji| > ٠. (٢. ٢٠)

که گرفت نتیجه توان می W ماتریس بودن همانی ماتریس و C ماتریس بودن قطری فرض با
اگر است میتگ‐لفلر پایدار یکتای تعادل نقطه یک دارای کسری مرتبه هاپفیلد عصبی شبکه

λi = cii −
n∑

h=١
µh
µi

|ahi|Fi > ٠ (٢. ٢١)

است. یکی [١٣۶] در شده گزارش نتیجه با که

سازی شبیه نتایج ۴ .٢. ١
نتایج بودن کاربردی و برتری عددی، سازی شبیه از استفاده با تا شود می سعی بخش، این در
حالت انعکاس عصبی شبکه پایدار رفتار ها، سازی شبیه در شود. ارزیابی آمده بدست تئوری
شبکه یکتای تعادل نقطه پایداری تائید از پس مشخص، پارامترها بازای ،(٢. ١) کسری مرتبه

شود. می بررسی نیز مختلف اولیه شرایط تحت تئوری، نتایج از استفاده با
توابع بگیرید. نظر در را (٢. ٢٢) رابطه پارامترهای با (٢. ١) عصبی شبکه .٢. ١. ١ مثال
نقطه شد. گرفته نظر در (tanh(·)) هایپربولیک تانژانت تابع با برابر gr و fi یعنی فعالسازی
آن نتیجه در و X∗ = [٠٫٩٨۴٨ − ٠٫٢۶٣١ − ٠٫۵۴٩٠]T با برابر عصبی شبکه تعادل
،(٢. ٢) رابطه از استفاده با پایداری معیار است. آمده بدست Y ∗ = [٠٫١٣٠٩ − ٠٫٠٧٨٨]T
و λ١ = ٠٫۵٨۵ با برابر ،(٢. ١. ٢) و (٢. ١. ١) های قضیه نتایج از استفاده با سیستم این برای
عصبی، شبکه یکتای تعادل نقطه بنابراین است. آمده بدست λ٣ = ٠٫٢۵۵ و λ٢ = ٠٫١۵۴

باشد. می سراسری میتگ‐لفلر پایدار

C =


٢ ٠٫٢ ٠٫١

−٠٫١ ٣ ٠
−٠٫١ ٠ ١٫۵

 , A =


−٠٫١ −٠٫٢ ٠
٠٫٨ ٠٫٧ ٠٫۵
−٠٫٢ ١ ٠٫٣

 ,

W f =


٠٫٩ ٠٫١
٠ ٠٫٢

٠٫٢ −٠٫١

 ,W o =

 ٠٫١ ٠٫۵ ٠٫٣
٠ ٠٫٣ ٠

 ,

U =


٢

−١٫۶
١

 , W =


١ ٠ ٠
٠ ١ ٠
٠ ٠ ١

 .

(٢. ٢٢)



۴١ کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه دینامیکی تحلیل
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حالت انعکاس عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه تاخیر از مستقل دینامیکی تحلیل ۴٢
حقیقی کسری مرتبه
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۴٣ کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه دینامیکی تحلیل

q = ٢ ،n = ٣ با عصبی شبکه رزرویر های حالت و ها خروجی (٢. ٢) ،(٢. ١) های شکل در
نشان متفاوت اولیه شرایط تحت و α = {٠٫۵, ٠٫٣} متفاوت، کسری های مرتبه در p = ١ و
اولیه شرایط از ناشی سیستم مختلف های پاسخ که کند می تاکید نتایج این است. شده داده

شوند. می همگرا ان یکتای تعادل نقطه به همواره متفاوت،
با (٢. ١) کسری مرتبه عصبی شبکه آمده، بدست پایداری معیارهای طبق بر اینکه، خلاصه
شبیه نتایج است. میتگ‐لفلر پایدار یکتای تعادل نقطه یک دارای (٢. ٢٢) رابطه پارامترهای
همگرایی سرعت و شوند می همگرا تعادل نقطه یک به ها پاسخ که دهد می نشان نیز سازی
افزایش با که طوری به باشد می α یعنی کسری مرتبه به وابسته نیز یکتا تعادل نقطه به ها پاسخ

شود. می افزوده نیز همگرایی سرعت α

کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه در آشوب ۵ .٢. ١
پژوهشگرانی برای جذاب های حوزه از یکی به کسری مرتبه عصبی های شبکه اخیر، های سال در
در هستند. علاقمند مختلف های حوزه در کسری حسابان کاربرد و پایه مفاهیم به که شد بدل
مختلف های حوزه در آن کاربرد و ها شبکه این در آن کنترل و آشوب پدیده بررسی راستا، این
آنها کاربرد و پایداری تحلیل بر علاوه که باشد می موضوعاتی از یکی امن مخابرات همچون
به بخش، این در است. شده انجام حوزه این در زیادی کارهای و است گرفته قرار توجه مورد
شود می پرداخته (٢. ١) رابطه کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه در آشوب پدیده بررسی
سیستم یک در آشوبی رفتار تحلیل برای لازم راهکارهای به اول، فصل از (۴ .١) شکل در که

است. شده اشاره آشوبی

آشوبی رفتار تحلیل
با مطابق ،(٢. ١) رابطه کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه در آشوبی رفتار تحلیل برای
تحقق جهت کافی و لازم شروط بایست می شد، اشاره آن به اول فصل از (۴ .١) شکل در آنچه
شبکه این در آشوبی رفتار تحقق لازم شروط کرد. بررسی را نظر مورد سیستم در آشوبی رفتار
ناپایدار متقارن تعادل نقطه دو و زینی تعادل نقطه یک داشتن با است برابر حالت متغیر ٣ با
مقادیر از استفاده راهکار ترین ساده تعادل، نقطه ناپایداری و بودن زینی تحلیل برای باشد. می
سطر عنصر حالت، متغیر ٣ با شبکه این برای باشد. می تعادل نقطه در ژاکوبین ماتریس ویژه
بدست زیر بصورت X∗ تعادل نقطه در آشوبی سیستم این ژاکوبین ماتریس jام ستون و iام

آید: می

Ji,k = −C(i, k) +
n=٣∑
j=١

A(i, j)f ′j(·)

W (j, k) +
m=٢∑
h=١

(
W f (j, h)g′h(·)W o(h, k)

) , (٢. ٢٣)



حالت انعکاس عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه تاخیر از مستقل دینامیکی تحلیل ۴۴
حقیقی کسری مرتبه
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های مرتبه بازای کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه لیاپانوف نمای ترین بزرگ :٢. ٣ شکل
α ≥ ٠٫٧۵٣ مختلف،

باشند. می g′h(W o(h, :)X∗) g′h(·) = و f ′j(·) = f ′j(W (j, :)X∗W f (j, :)g(W oX∗)) که
می لیاپانوف١ نمای بزرگترین محاسبه سیستم، یک در آشوبی رفتار تحقق برای کافی شرط
(٢ زمانی سری روش (١ روش دو از توان می لیاپانوف نمای بزرگترین محاسبه برای باشد.
شده ارائه زمانی سری روش از رساله، این در کرد. استفاده مدل دینامیک از استفاده روش

شود. می استفاده لیاپانوف نمای ترین بزرگ محاسبه برای [١٣٨] در
نظر در را زیر پارامترهای با (٢. ١) کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه .٢. ١. ٢ مثال

بگیرید.

C =


١ ٠ ٠
٠ ١ ٠
٠ ٠ ١

 , A =


٢ −١٫٢ ٠٫١

١٫٨ ١٫٧ ١٫١
−۵ −٠٫١ ١

 , W o =

 ١ ٠ ١
٠ ١ ٠



W =


٠٫۶ ٠٫١ −٠٫۵
٠٫١ ٠٫٣ ٠
−٠٫۵ −٠٫٢ ٠٫۵

 ,W f =


٠٫۵ ٠
٠ ٠٫۵

٠٫۵ ٠٫۵

 ,
(٢۴ .٢)

X∗٢ = [−٠٫۴۶,−٠٫۴٢,٣٫۵٣] ،X∗١ = [٠, ٠, ٠] تعادل نقطه سه دارای فوق، مشخصات با شبکه
1Largest Lyapunov exponent (LLE)



۴۵ کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه دینامیکی تحلیل
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حالت انعکاس عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه تاخیر از مستقل دینامیکی تحلیل ۴۶
حقیقی کسری مرتبه

تعادل نقطه با متناظر ژاکوبین ماتریس ویژه مقادیر باشد. می X∗٣ = [٠٫۴۶, ٠٫۴٣٫−,٢۵٣] و
یک X∗١ تعادل نقطه نتیجه، در .λ١,٢ = −٠٫٢٨٧۶±٢٫٠٠۵٧٢ı, λ٣ = ١٫۴٢۵٢ با است برابر X∗١
با است برابر X∗٣ و X∗٢ تعادل نقاط با متناظر ژاکوبین ماتریس ویژه مقادیر است. زینی١ نقطه
پس هستند، ناپایدار تعادل، نقطه ایندو چون .λ١,٢ = ٠٫۴٢٨٣ ± ١٫٠۴٧٧ı, λ٣ = −٠٫٩٩۵۵

است. برقرار آشوبی رفتار تحقق برای لازم شروط که گرفت نتیجه توان می
لازم شروط آنگاه باشد، برقرار ویژه مقدار دو حداقل برای |arg(eig(J))| < απ٢ اگر همچنین،
مرتبه حداقل بنابراین، باشد. می برقرار کسری مرتبه سیستم یک در آشوبی رفتار تحقق برای
.α = ٠٫٧۵٣٠ با است برابر کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه این برای متناسب کسری
شکل در α ≥ ٠٫٧۵٣٠ بازای زمانی سری روش از آمده بدست لیاپانوف نمای بزرگترین مقادیر
این در α ≥ ٠٫٧۵٣٠ بازای کافی و لازم شروط تحقق دهنده نشان که شد داده نمایش (٢. ٣)
کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه آشوبی رفتار نتایج، این تایید برای باشد. می شبکه
(۴ .٢) شکل در α = ٠٫٩٩ کسری مرتبه و (٢۴ .٢) رابطه در شده داده پارامترهای با (٢. ١)

شد. داده نشان

تعادل نقطه تاخیر از مستقل یکنواخت پایداری تحلیل ٢. ٢
حضور در کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه

تاخیر
و ثابت تاخیر حضور در کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه توصیف ابتدا بخش، این در
در و شود می بررسی آن تعادل نقطه یکتایی و وجود سپس و شود می ارائه جزییات با چندگانه

شود. می آنالیز شبکه یکتای تعادل نقطه یکنواخت پایداری نهایت،

ثابت تاخیر حضور در عصبی شبکه مدل توصیف ٢. ٢. ١
با تاخیر حضور در کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه پیوسته دینامیک ماتریسی نمایش
گرفت. نظر در زیر بصورت توان می را رزرویر حالت n ∈ +Z و خروجی q ∈ Z+ ورودی، p ∈ Z+

DαX(t) = −CX(t− σl) +Af
(
W inU(t− σin) +WX(t− σd) +W fY (t− σf )

)
,

Y = g(W oX(t− σo) +W ioU(t− σio)), (٢۵ .٢)
های حالت بردارهای ترتیب به Y = [y١, · · · , yq]T و U = [u١, · · · , up]T ،X = [x١, · · · , xn]T که
خروجی rامین و رزرویر حالت iامین با متناظر معادله و باشند می خروجی و ورودی رزرویر،

1Saddle Point



حالت انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر از مستقل یکنواخت پایداری تحلیل
۴٧ تاخیر حضور در کسری مرتبه

شود. می تعریف زیر رابطه بصورت

Dαxi(t) = −
n∑

j=١
cijxj(t− σlij) +

n∑
j=١

aijfj

{
p∑

h=١
win
jhuh(t− σinjh)

+

n∑
k=١

wjkxk(t− σdjk) +

q∑
r=١

wf
jryr(t− σfjr)

}
,

yr(t) =gr

 n∑
s=١

wo
rsxs(t− σors) +

p∑
m=١

wio
rmum(t− σiorm)

 , (٢۶ .٢)

باشند. می r = ١,٢, ..., q و i = ١,٢, ..., n که
شامل نیز g = [g١, · · · , gq]T بردار و رزرویرها در فعالسازی توابع f = [f١, · · · , fn]T بردار
r = ١,٢, · · · , q و i = ١,٢, · · · , n برای gr و fi توابع باشند. می خروجی فعالسازی توابع
نمادهای باشند. می Gr و Fi لیپشیتز ثابت با (١. ٢. ١ تعریف (طبق لیپشیتز و پیوسته توابعی
های ماتریس ترتیب به W out =

[
W o;W io

]
q×(n+p)

و W f = [·]n×q ،W = [·]n×n ،W in = [·]n×n

شبکه زمانی ثابت ماتریس دهند. می نشان را خروجی و فیدبک رزرویر، حالت ورودی، وزن
هستند. A−١C و A−١ با برابر ترتیب، به رزرویر، های حالت نشت١ نرخ ماتریس و نظر مورد
شبکه به که حالتی ‐در رزرویر های حالت همگرایی بیانگر نشت، نرخ ماتریس ویژه مقادیر
،σl = [·]n×n نمادهای باشند. می استراحت حالت به موجودش وضعیت از نیست‐ متصل
های ترم در تاخیر ترتیب به σin = [·]q×p و σo = [·]q×n ،σf = [·]n×q، σd = [·]n×n ،σin = [·]n×p

رزرویر) حالت و (ورودی ریداوت٢ تاخیرهای و فیدبک) و رزرویر (حالت انتقال ورودی، نشت،
است. شده لحاظ ماتریسی بصورت زمانی ثابت و نشتی نرخ قبلی، بخش همانند باشند. می

می t ∈ [−σi, ٠] ،i = ١, ..., n ،xi(t) = ϕi(t) ∈ R فرم به (٢۵ .٢) عصبی شبکه اولیه شرایط
شود. می تعریف ∥Φ(t)∥ =

∑n
i=١ supt∈(−σi,٠]{e−t |ϕi(t)|} بصورت آن نرم که باشد

تعادل نقطه یکتایی و وجود ٢. ٢. ٢
رابطه اگر باشد می یکتا تعادل نقطه یک دارای (٢۵ .٢) عصبی شبکه .٢. ٢. ١ قضیه

λmax = max
∀i

{ ١
cii

(
n∑

j=١,j ̸=i

|cji|+
n∑

j=١

n∑
k=١

|akj |Fj |wji|

+

n∑
j=١

n∑
k=١

|akj |Fj

q∑
r=١

∣∣∣wf
jr

∣∣∣Gr |wo
ri|)

}
≤ ١. (٢. ٢٧)

باشد. برقرار
اگر باشد می (٢۵ .٢) عصبی شبکه تعادل نقطه X∗ پاسخ ،(۵ .١. ٢) تعریف به توجه با اثبات:

1Leaking rate matrix
2Readout delays



حالت انعکاس عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه تاخیر از مستقل دینامیکی تحلیل ۴٨
حقیقی کسری مرتبه

باشد: برقرار زیر رابطه اگر تنها و

− CX∗ +Af
(
WX∗ +W fY ∗

)
= ٠, (٢. ٢٨)

زیر بصورت فوق معادله دستگاه از iام معادله نتیجه، باشد.در می Y ∗ = g (W oX∗) آن در که
آید: می بدست

− ciixi(t)−
n∑

j=١,j ̸=i

cijxj(t)

+

n∑
j=١

aijfj

 n∑
k=١

Wjkxk(t) +

q∑
r=١

wf
jrgr

 n∑
s=١

wo
rsxs(t)

 = ٠. (٢. ٢٩)

داریم: ،ciix∗i = ν∗i بصورت Ψ : Rn → Rn جدید نگاشت تعریف با

ψi(νi) = −
n∑

j=١,j ̸=i

cij
νj(t)

cjj

+

n∑
j=١

aijfj

 n∑
k=١

wjk
νk(t)

ckk
+

q∑
r=١

wf
jrgr

 n∑
s=١

wo
rs

νs(t)

css

 , (٢. ٣٠)

باشد. می Ψ(ν) = [ψ١(ν١), · · · , ψn(νn)]
T که

این برای است. انقباضی نگاشت یک Ψ که شود می اثبات اقلیدس١، نرم از استفاده با حال،
باشند، شبکه دلخواه و متفاوت پاسخ دو υ = [υ١, ..., υn]T و ν = [ν١, ..., νn]T کنید فرض کار،
با و ∥Ψ(ν)−Ψ(υ)∥ =

∑n
i=١ µi |ψi(νi)− ψi(υi)| بصورت ∥Ψ(ν)−Ψ(υ)∥ نرم تعریف با آنگاه

که شود می نتیجه ،(٢. ٣٠) رابطه از استفاده

∥Ψ(ν)−Ψ(υ)∥

=
n∑

i=١


n∑

j=١,j ̸=i

−cij
(
νj
cjj

− υj
cjj

)
+

n∑
j=١

aijfj

 n∑
k=١

wjk
νk
ckk

+

q∑
r=١

wf
jrgr

 n∑
s=١

wo
rs

νs
css


−

n∑
j=١

aijfj

 n∑
k=١

wjk
υk
ckk

+

q∑
r=١

wf
jrgr

 n∑
s=١

wo
rs

υs
css


≤

n∑
i=١


n∑

j=١,j ̸=i

|cij |
cjj

|νj − υj |+
n∑

j=١
|aij |Fj

 n∑
k=١

|wjk|
|νk − υk|
ckk

+

q∑
r=١

|wo
rs|

|νs − υs|
css

 .

(٢. ٣١)
1Euclidean Norm
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نتیجه در
∥Ψ(ν)−Ψ(υ)∥

≤
n∑

i=١

n∑
j=١,j ̸=i

|cij |
cjj

|νj − υj |+
n∑

i=١

n∑
j=١

|aij |

× Fj

 n∑
k=١

|wjk|
|νk − υk|
ckk

+

n∑
s=١

q∑
r=١

∣∣∣wf
jr

∣∣∣Gr |wo
rs|

|νs − υs|
css


≤

n∑
i=١

n∑
j=١,j ̸=i

|cji|
cii

|νi − υi|+
n∑

i=١

n∑
j=١

n∑
k=١

|akj |
cii

Fj |wji| |νi − υi|

+
n∑

i=١

n∑
j=١

n∑
k=١

|akj |
cii

Fj

 q∑
r=١

∣∣∣wf
jr

∣∣∣Gr |wo
ri|

 |νi − υi|

≤ max
∀i

{ ١
cii

 n∑
j=١,j ̸=i

|cji|+
n∑

j=١

n∑
k=١

|akj |Fj |wji|

+

n∑
j=١

n∑
k=١

|akj |Fj

q∑
r=١

∣∣∣wf
jr

∣∣∣Gr |wo
ri|

} n∑
i=١

|νi − υi|

≤ λmax

n∑
i=١

|νi − υi| . (٢. ٣٢)

آنگاه باشد، λmax ≤ ١ اگر
∥Ψ(ν)−Ψ(υ)∥ ≤

n∑
i=١

|νi − υi| ,

∥Ψ(ν)−Ψ(υ)∥ ≤ ∥ν − υ∥ , (٢. ٣٣)
نقطه یک Ψ روی، این از است. انقباضی نگاشت یک Rn در Ψ که دهد می نشان نتیجه، این
دیگر، عبارت به باشد. می برقرار Ψ(ν∗) = ν∗ که ای بگونه دارد ν∗ ∈ Rn یکتای تعادل

باشد. می (٢۵ .٢) عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه یک X∗ =
[
ν∗١
c١١ , · · · ,

ν∗n
cnn

]T

تعادل نقطه پایداری ٢. ٢. ٣
(٢۵ .٢) عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه تاخیر از مستقل یکنواخت پایداری بخش، این در

شود. می تحلیل
اگر باشد می یکنواخت پایدار ذاتا١ ،(٢۵ .٢) عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه .٢. ٢. ٢ قضیه

باشد: برقرار زیر نامعادله
Υ =

n∑
i=١

(ci + wi + wo
i ) < ١, (٣۴ .٢)

1intrinsical
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که حالی در
ci = max

∀j
(|cij |) , j = ١, · · · , n,

wi = max
∀k

 n∑
j=١

|aij |Fj |wjk|

 , k = ١, · · · , n,

wo
i = max

∀s

 n∑
j=١

q∑
r=١

|aij |Fj

∣∣∣wf
jr

∣∣∣Gr |wo
rs|

 , s = ١, · · · , n. (٣۵ .٢)

شبکه پاسخ دو X ′(t) =
[
x′١(t), · · · , x′n(t)

]T و X(t) = [x١(t), · · · , xn(t)]T کنید فرض اثبات:
t ∈ [−σi, ٠] برای x′i(t) = ψi(t) ∈ R و xi(t) = ϕi(t) ∈ R متفاوت اولیه شرایط با (٢۵ .٢) عصبی

باشند. [i = ١,٢, · · · , n] و
زیر بصورت پاسخ دو این بین خطای دینامیک ،(٢۵ .٢) عصبی شبکه دینامیک از استفاده با

آید. می بدست
Dα
(
xi(t)− x′i(t)

)
= −

n∑
j=١

cij

(
xj(t− σlij)− x′j(t− σlij)

)

+

n∑
j=١

aijfj

 n∑
k=١

wjkxk(t− σdjk) +

q∑
r=١

wf
jryr(t− σfjr)


−

n∑
j=١

aijfj

 n∑
k=١

wjkx
′
k(t− σdjk) +

q∑
r=١

wf
jry

′
r(t− σfjr)

 ,

yr(t) = gr

 n∑
s=١

wo
rsxs(t− σors)

 ,

y′r(t) = gr

 n∑
s=١

wo
rsx

′
s(t− σors)

 ,

i = ١, · · · , n, r = ١, · · · , q. (٣۶ .٢)
زیر رابطه ،(١. ٢. ٢) نتیجه و (٣۴ .١) رابطه ریمان کسری مرتبه انتگرال تعریف از استفاده با

آید: می بدست
xi(t)− x′i(t) = ϕi(٠)− ψi(٠)

+
١

Γ(α)

∫ t

٠ (t− τ)α−١
−

n∑
j=١

cij

(
xj(τ − σlij)− x′j(τ − σlij)

)

+
n∑

j=١
aijfj


n∑

k=١
wjkxk(τ − σdjk) +

q∑
r=١

wf
jryr(τ − σfjr)


−

n∑
j=١

aijfj


n∑

k=١
wjkx

′
k(τ − σdjk) +

q∑
r=١

wf
jry

′
r(τ − σfjr)


 dτ. (٢. ٣٧)
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که باشد می معنی بدین این نتیجه، در
e−t
∣∣xi(t)− x′i(t)

∣∣
≤ e−t |ϕi(٠)− ψi(٠)|+ e−t

Γ(α)

∫ t

٠ (t− τ)α−١
{

n∑
j=١

|cij |
∣∣∣xj(τ − σlij)− x′j(τ − σlij)

∣∣∣
+

n∑
j=١

|aij |Fj

{ n∑
k=١

|wjk|
∣∣∣xk(τ − σdjk)− x′k(τ − σdjk)

∣∣∣
+

q∑
r=١

∣∣∣wf
jr

∣∣∣ ∣∣∣yr(τ − σfjr)− y′r(τ − σfjr)
∣∣∣ }}dτ

≤ e−t |ϕi(٠)− ψi(٠)|+
n∑

j=١
|cij |

١
Γ(α)

∫ t

٠ (t− τ)α−١e−t
∣∣∣xj(τ − σlij)− x′j(τ − σlij)

∣∣∣ dτ
+

n∑
j=١

n∑
k=١

|aij |Fj |wjk|
١

Γ(α)

∫ t

٠ (t− τ)α−١e−t
∣∣∣xk(τ − σdjk)− x′k(τ − σdjk)

∣∣∣ dτ
+

n∑
j=١

q∑
r=١

n∑
s=١

|aij |Fj

∣∣∣wf
jr

∣∣∣Gr |wo
rs|

× ١
Γ(α)

∫ t

٠ (t− τ)α−١e−t
∣∣∣xs(τ − σfjr − σors)− x′s(τ − σfjr − σors)

∣∣∣ dτ. (٢. ٣٨)
آید. می بدست زیر نتیجه γ̂ = τ − σfjr − σors و γ̃ = τ − σdjk ،γ = τ − σlij تعریف با حال

e−t
∣∣xi(t)− x′i(t)

∣∣
≤ e−t |ϕi(٠)− ψi(٠)|+

n∑
j=١

|cij |
١

Γ(α)

∫ t−σl
ij

−σl
ij

(t− γ − σlij)
α−١e−t

∣∣xj(γ)− x′j(γ)
∣∣ dγ

+

n∑
j=١

n∑
k=١

|aij |Fj |wjk|
١

Γ(α)

∫ t−σd
jk

−σd
jk

(t− γ̃ − σdjk)
α−١e−t

∣∣xk(γ̃)− x′k(γ̃)
∣∣ dγ̃

+
n∑

j=١

q∑
r=١

n∑
s=١

|aij |Fj

∣∣∣wf
jr

∣∣∣Gr |wo
rs|

× ١
Γ(α)

∫ t−σf
jr−σo

rs

−σf
jr−σo

rs

(t− γ̂ − σfjr − σors)
α−١e−t

∣∣xs(γ̂)− x′s(γ̂)
∣∣ dγ̂. (٢. ٣٩)

پس
e−t
∣∣xi(t)− x′i(t)

∣∣
≤ e−t |ϕi(٠)− ψi(٠)|

+

n∑
j=١

|cij |
١

Γ(α)

∫ t−σl
ij

−σl
ij

(t− γ − σlij)
α−١e−(t−γ−σl

ij)e−γ−σl
ij
∣∣xj(γ)− x′j(γ)

∣∣ dγ
+

n∑
j=١

n∑
k=١

|aij |Fj |wjk|
١

Γ(α)
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×
∫ t−σd

jk

−σd
jk

(t− γ̃ − σdjk)
α−١e−(t−γ̃−σd

jk)e−γ̃−σd
jk
∣∣xk(γ̃)− x′k(γ̃)

∣∣ dγ̃
+

n∑
j=١

q∑
r=١

n∑
s=١

|aij |Fj

∣∣∣wf
jr

∣∣∣Gr |wo
rs|

١
Γ(α)

×
∫ t−σf

jr−σo
rs

−σf
jr−σo

rs

(t− γ̂ − σfjr − σors)
α−١e−(t−γ̂−σf

jr−σo
rs)e−γ̂−σf

jr−σo
rs
∣∣xs(γ̂)− x′s(γ̂)

∣∣ dγ̂.
(۴٢. ٠)

آید. می بدست زیر نتیجه راست، سمت های انتگرال بسط با

e−t
∣∣xi(t)− x′i(t)

∣∣
≤ e−t |ϕi(٠)− ψi(٠)|

+

n∑
j=١

|cij |
e−σl

ij

Γ(α)

{∫ t

t−σl
ij

(θ)α−١e−θdθ

}
supt∈(−σl

ij ,٠]
(
e−t |ϕj(t)− ψj(t)|

)
+

n∑
j=١

|cij |
e−σl

ij

Γ(α)

{∫ t−σl
ij

٠ (θ)α−١e−θdθ

}
supt∈(٠,t−σl

ij ]

(
e−t
∣∣xj(t)− x′j(t)

∣∣)
+

n∑
j=١

n∑
k=١

|aij |Fj |wjk|
e−σd

jk

Γ(α)

{∫ t

t−σd
jk

(θ̃)α−١e−θ̃dθ̃

}
supt∈(−σd

jk,٠]
(
e−t |ϕk(t)− ψk(t)|

)
+

n∑
j=١

n∑
k=١

|aij |Fj |wjk|
e−σd

jk

Γ(α)

{∫ t−σd
jk

٠ (θ̃)α−١e−θ̃dθ̃

}
supt∈(٠,t−σd

jk]

(
e−t
∣∣xk(t)− x′k(t)

∣∣)
+

n∑
j=١

n∑
k=١

n∑
s=١

|aij |Fj

∣∣∣wf
jr

∣∣∣Gr |wo
rs|

× e−σf
jr−σo

rs

Γ(α)

{∫ t

t−σf
jr−σo

rs

(θ̂)α−١e−θ̂dθ̂

}
sup

t∈(−σf
jr−σo

rs,٠]
(
e−t |ϕs(t)− ψs(t)|

)
+

n∑
j=١

n∑
k=١

n∑
s=١

|aij |Fj

∣∣∣wf
jr

∣∣∣Gr |wo
rs|

× e−σf
jr−σo

rs

Γ(α)

{∫ t−σf
jr−σo

rs

٠ (θ̂)α−١e−θ̂dθ̂

}
sup

t∈(٠,t−σf
jr−σo

rs]

(
e−t
∣∣xs(t)− x′s(t)

∣∣) ,
(۴٢. ١)

اند. شده گرفته نظر در θ̂ = t− γ̂ − σfjr − σors و θ̃ = t− γ̃ − σdjk ،θ = t− γ − σlij که
آنگاه است، برقرار β < t هر برای supt∈(٠,t−β](·) ≤ supt(·) و Γ(α) =

∫∞٠ tα−١e−tdt چون

e−t
∣∣xi(t)− x′i(t)

∣∣
≤ e−t |ϕi(٠)− ψi(٠)|+

n∑
j=١

|cij | supt∈(−σl
j ,٠]
(
e−t |ϕj(t)− ψj(t)|

)
e−σl

ij
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+
n∑

j=١
|cij | supt∈(٠,t−σl

j ]

(
e−t
∣∣xj(t)− x′j(t)

∣∣) e−σl
ij

+
n∑

j=١

n∑
k=١

|aij |Fj |wjk| e−σd
jksupt∈(−σd

k,٠]
(
e−t |ϕk(t)− ψk(t)|

)
+

n∑
j=١

n∑
k=١

|aij |Fj |wjk| e−σd
jksupt∈(٠,t−σd

k]

(
e−t
∣∣xk(t)− x′k(t)

∣∣)
+

n∑
j=١

q∑
r=١

n∑
s=١

|aij |Fj

∣∣∣wf
jr

∣∣∣Gr |wo
rs| e

−σf
jr−σo

rssup
t∈(−σfo

s ,٠]
(
e−t |ϕs(t)− ψs(t)|

)
+

n∑
j=١

q∑
r=١

n∑
s=١

|aij |Fj

∣∣∣wf
jr

∣∣∣Gr |wo
rs| e

−σf
jr−σo

rssup
t∈(٠,t−σfo

s ]

(
e−t
∣∣xs(t)− x′s(t)

∣∣) ,
(۴٢. ٢)

می برقرار σfos = max∀j,r

{
σfjr + σors

} و σdk = max∀j

{
σdjk

} ،σlj = max∀i

{
σlij

} آن، در که
مثبت ( σors و σfjr ، σdjk ،σlij مثبت مقدار هر (برای e−σf

jr−σo
rs و e−σd

jk ،e−σl
ij که آنجا از باشند.

پس هستند، یک از کوچکتر و
e−t
∣∣xi(t)− x′i(t)

∣∣
≤ e−t |ϕi(٠)− ψi(٠)|+

n∑
j=١

|cij | supt∈(−σl
j ,٠]
(
e−t |ϕj(t)− ψj(t)|

)
+

n∑
j=١

|cij | supt∈(٠,t−σl
j ]

(
e−t
∣∣xj(t)− x′j(t)

∣∣)

+

n∑
k=١

 n∑
j=١

|aij |Fj |wjk|

 supt∈(−σd
k,٠]
(
e−t |ϕk(t)− ψk(t)|

)

+

n∑
k=١

 n∑
j=١

|aij |Fj |wjk|

 supt∈(٠,t−σd
k]

(
e−t
∣∣xk(t)− x′k(t)

∣∣)

+
n∑

s=١

 n∑
j=١

q∑
r=١

|aij |Fj

∣∣∣wf
jr

∣∣∣Gr |wo
rs|

 sup
t∈(−σfo

s ,٠]
(
e−t |ϕs(t)− ψs(t)|

)

+
n∑

s=١

 n∑
j=١

q∑
r=١

|aij |Fj

∣∣∣wf
jr

∣∣∣Gr |wo
rs|

 sup
t∈(٠,t−σfo

s ]

(
e−t
∣∣xs(t)− x′s(t)

∣∣) . (۴٢. ٣)

که گرفت نتیجه توان می ،(٣۵ .٢) رابطه از استفاده با
e−t
∣∣xi(t)− x′i(t)

∣∣
≤ e−t |ϕi(٠)− ψi(٠)|+ ci

n∑
j=١

supt∈(−σl
j ,٠]
(
e−t |ϕj(t)− ψj(t)|

)
+ ci

n∑
j=١

supt
(
e−t
∣∣xj(t)− x′j(t)

∣∣)+ wi

n∑
k=١

supt∈(−σd
k,٠]
(
e−t |ϕk(t)− ψk(t)|

)
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+ wi

n∑
k=١

supt
(
e−t
∣∣xk(t)− x′k(t)

∣∣)+ wo
i

n∑
s=١

sup
t∈(−σfo

s ,٠]
(
e−t |ϕs(t)− ψs(t)|

)
+ wo

i

n∑
s=١

supt
(
e−t
∣∣xs(t)− x′s(t)

∣∣) . (۴۴ .٢)

داریم: ،σi = max∀j,k,s

{
σlj , σ

d
k, σ

fo
s

} انتخاب با
e−t
∣∣xi(t)− x′i(t)

∣∣ ≤ e−t |ϕi(٠)− ψi(٠)|+ (ci + wi + wo
i ) ∥Φ(t)−Ψ(t)∥

+ (ci + wi + wo
i )
∥∥X(t)−X ′(t)

∥∥ . (۴۵ .٢)
آید. می بدست زیر نتیجه ،(۴۵ .٢) و (٣۴ .٢) روابط از استفاده با

∥∥X(t)−X ′(t)
∥∥

=
n∑

i=١
supt

(
e−t
∣∣xi(t)− x′i(t)

∣∣)
≤

n∑
i=١

supt∈(−σi,٠)
(
e−t |ϕi(t)− ψi(t)|

)
+

n∑
i=١

(ci + wi + wo
i ) ∥Φ(t)−Ψ(t)∥+

n∑
i=١

(ci + wi + wo
i )
∥∥X(t)−X ′(t)

∥∥
≤ ∥Φ(t)−Ψ(t)∥+

n∑
i=١

(ci + wi + wo
i ) ∥Φ(t)−Ψ(t)∥+

n∑
i=١

(ci + wi + wo
i )
∥∥X(t)−X ′(t)

∥∥
≤

١ +
∑n

i=١ (ci + wi + wo
i )١ −

∑n
i=١ (ci + wi + wo

i )
∥Φ(t)−Ψ(t)∥

≤
(١ +Υ

١ −Υ

)
∥Φ(t)−Ψ(t)∥ . (۴۶ .٢)

اگر که ای بگونه دارد وجود δ =
(١−Υ١+Υ

)
ε مثبت مقدار یک ε > ٠ هر برای رو، این از

که دهد می نشان نتیجه، این است. برقرار ∥X(t)−X ′(t)∥ < ε آنگاه باشد ∥Φ(t)−Ψ(t)∥ < δ

باشد. می یکنواخت پایدار X(t) پاسخ
ساختار به بیشتری شباهت کلی بصورت حالت، انعکاس عصبی شبکه ساختار .٢. ٢. ١ ملاحظه
ها تفاوت برخی حال، این با دارد. کوهن‐گراسبرگ شبکه با مقایسه در هاپفیلد عصبی شبکه
عصبی شبکه ساختار در تنها خروجی فیدبک (١) از: عبارتند که دارد وجود ساختار دو این بین
شده ارائه [٢] در بار نخستین ‐که ها بندی طبقه بر مبتنی (٢) است، رفته بکار حالت انعکاس
هاپفیلد شبکه حالیکه در است استاتیک١ عصبی شبکه یک حالت انعکاس عصبی شبکه است‐
ها سیستم ورودی غیرخطی، های سیستم دینامیکی آنالیز در است. محلی٢ عصبی شبکه یک
ساختار دو این بین اول اختلاف تنها نتیجه، در و شود می گرفته نظر در صفر با برابر معمولا

1Static Neural Network
2Local Field Neural Network



حالت انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر از مستقل یکنواخت پایداری تحلیل
۵۵ تاخیر حضور در کسری مرتبه

اگر که داد نشان توان می بسادگی بنابراین، ماند. می باقی دینامیکی تحلیل در عصبی شبکه
آمده بدست نتایج شود، گرفته نظر در صفر با برابر W f ماتریس یعنی شود، قطع فیدبک مسیر
خواهد بدست زیر ساختار یعنی داد. بسط هاپفیلد عصبی شبکه پایداری آنالیز برای توان می را

باشد: می چندگانه زمانی تاخیر حضور در پیچیده هاپفیلد شبکه ساختار که آمد
Dα (X(t)) = −CX(t− σl) +Af

(
W inU(t− σin) +WX(t− σd)

)
. (۴٢. ٧)

از باشد. می اجرا قابل عصبی شبکه چنین برای آمده بدست پایداری معیار اساس، این بر
(۴٢. ٧) رابطه که گرفت نتیجه توان می ،U خارجی ورودی گرفتن نظر در بدون روی، این
ماتریس استاندارد، ساختار در چون باشد. می استاندارد هاپفیلد عصبی شبکه از تر پیچیده
بدست تواند می زیر نتایج نتیجه، در هستند. همانی ماتریس ،W ماتریس و قطری ماتریس ،C

آید:
شبکه ،(٢. ٢. ٢) و (٢. ٢. ١) های قضیه نتایج بکاربردن با باشد، W f = ٠ که کنید فرض (١)
باشد می یکنواخت پایدار یکتای تعادل نقطه یک دارای چندگانه تاخیر حضور در هاپفیلد عصبی

که باشد برقرار λmax ≤ ١ و Υ < ١ اگر
ci = max

∀j
(|cij |) , j = ١, · · · , n,

wi = max
∀k

 n∑
j=١

|aij |Fj |wjk|

 , k = ١, · · · , n,

Υ =
n∑

i=١
(ci + wi) ,

λmax = max
∀i

 ١
cii

 n∑
j=١,j ̸=i

|cji|+
n∑

j=١

n∑
k=١

|akj |Fj |wji|

 (۴٢. ٨)

شبکه باشد، همانی ماتریس یک W ماتریس و قطری ماتریس یک C ماتریس کنید فرض (٢)
چندگانه تاخیر حضور در استاندارد هاپفیلد شبکه معادل کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی

باشد. می
رابطه بصورت حالت انعکاس عصبی شبکه ساختار در را d ثابت اغتشاش .٢. ٢. ٢ ملاحظه

بگیرید: نظر در (۴٢. ٩)
DαX(t) = −CX(t− σl) +Af

(
W inU(t− σin) +WX(t− σd) +W fY (t− σf )

)
+ d,

Y = g(W oX(t− σo) +W ioU(t− σio)). (۴٢. ٩)
نشان سادگی به توان می شود، استفاده (٢. ٢. ٢) و (٢. ٢. ١) های قضیه در فوق نمایش از اگر
بدست پایداری معیارهای نتیجه، در و ندارد پایداری آنالیز روی بر اثری d اغتشاش که داد
نقطه یکتایی و وجود آنالیز در ،d ثابت اغتشاش این، بر علاوه باشند. می برقرار همچنان آمده



حالت انعکاس عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه تاخیر از مستقل دینامیکی تحلیل ۵۶
حقیقی کسری مرتبه

خواهد ظاهر −CX∗ + Af
(
WX∗ +W fY ∗) + d = ٠ صورت به (٢. ٢٨) رابطه در که تعادل،

دیگر، عبارت به داشت. نخواهد (٢. ٣٢) و (٢. ٣١) روابط یعنی نهایی نتیجه روی بر اثری شد،
منجر ثابت اغتشاش که حالی در باشد می برقرار عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه وجود شرایط
توان می نهایت، در شد. خواهد Rn فضای در یکتا تعادل نقطه موقعیت (تغییر) جابجایی به
یک دارای نیز ثابت اغتشاش تحت کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه که گرفت نتیجه

بود. خواهد یکتا تعادل نقطه
بر پیوسته لیپشیتز فعالسازی توابع کلیه که است شده فرض بخش، این در .٢. ٢. ٣ ملاحظه
فعالسازی توابع تا است لازم عصبی، های نرون ذاتی ویژگی علت به البته، هستند. R روی
توابع ویژگی این که است واضح کاملا باشند. اشباع دارای یا محدود میانی های نرون همه
محدود نرخ است ممکن دیگر، طرفی از ندارد. پیوسته لیپشیتز ویژگی با تضادی فعالسازی
یعنی ها، کننده محدود لیپشیتز ویژگی روی ها کننده محدود در خطا همچنین و ها کننده
یکتای تعادل نقطه وجود و پایداری معیار است ممکن بنابراین، بگذارد. اثر لیپشیتز، ثابت روی
جبران برای نشود. برآورده تغییر این بواسطه (٢. ٢. ٢) و (٢. ٢. ١) های قضیه در آمده بدست
این های سازی شبیه در روی، این از شود. انجام مقاوم پایداری آنالیز بایست می ضعف، این
پایداری که دهد می نشان نتایج شد. خواهد پرداخته فعالسازی توابع در مورد این به بخش،

بود. خواهد برقرار همچنان فعالسازی توابع روی کم تغییرات بازای آمده بدست

سازی شبیه نتایج ۴ .٢. ٢
پیش روش از شد. گرفته نظر در عددی مثال دو آمده، بدست نتایج اثربخشی ارزیابی برای
معادلات عددی حل برای ها سازی شبیه همه در آدامز‐باشفورث‐مولتون١ کننده بین‐اصلاح
و (٢۵ .٢) سیستم اینکار، برای .[١٣٩] است شده استفاده تاخیر حضور در کسری دیفرانسیل

شد: گرفته نظر در زیر بصورت (۴٢. ٩)
DαX(t) = −CX(t− σl) +Af

(
W inU(t− σin) +WX(t− σd) +W fY (t− σf )

)
+ d(t),

t ∈ [٠, T ], ٠ < α ≤ ١,
Y = g(W oX(t− σo) +W ioU(t− σio)), t ∈ [−τ, T ],

X(t) = ξ(t), t ∈ [−τ, ٠]. (۵٢. ٠)
که دهد می نشان را σi ماکزیمم نیز τ و کند می تولید را اولیه شرایط که است تابعی ξ(t) که
h = ٠٫٠١ با برابر عددی روش برداری نمونه زمان شد. استفاده و تعریف (۴۵ .٢) رابطه در

شد. انتخاب
حضور در و رزرویر حالت سه و خروجی دو با (٢۵ .٢) عصبی شبکه پایدار رفتار اول، مثال در

1Adams-Bashforth- Moulton Predictor-Corrector
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۵٧ تاخیر حضور در کسری مرتبه

اولیه شرایط متفاوت، کسری مرتبه اثر بر علاوه همچنین، شود. می بررسی چندگانه تاخیر
بررسی عصبی شبکه فعالسازی توابع برروی بر خطا اثر مختلف، های تاخیر زمان و مختلف
هاپفیلد عصبی شبکه یک روی بر قبلی مثال ملاحظات دوم، مثال در شود. می تحلیل و
این در شود. می گزارش آن نتایج و شود می اعمال چندگانه تاخیر حضور در کسری مرتبه
نظر در سفید گوسی نویز یک بصورت رزرویر های حالت متمایز اولیه شرایط مقادیر بخش،
تست سه مثال هر در باشد. می سفید گوسی نویز دهنده نشان ξi(t) یعنی شد، خواهد گرفته
اولیه شرایط چندین و متفاوت کسری های مرتبه از حاصل نتایج ،١ تست در شود. می انجام
های مرتبه از حاصل نتایج ،٢ تست در و شود می داده نشان ثابت اغتشاش حضور در متفاوت
داده نشان ثابت اغتشاش حضور در بزرگ زمانی تاخیر و اولیه شرایط چندین مختلف، کسری
حضور در اولیه شرایط چندین و فعالسازی توابع در خطا اثر ،٣ تست در نهایت، در و شود. می

شود. می داده نشان ثابت اغتشاش
بگیرید: نظر در (۵٢. ١) پارامترهای با را (٢۵ .٢) عصبی شبکه .٢. ٢. ١ مثال

C =


٠٫٣ ٠٫١ ٠٫٠۵
٠ ٠٫٢ ٠٫١

٠٫٢ ٠ ٠٫٣

 , A =


٠٫١ ٠ ٠
٠ ٠٫١ ٠
٠ ٠ ٠٫١

 ,

W f =


٠٫١ ٠
٠ −٠٫١

٠٫١ −٠٫١

 , W o =

 ٠٫١ −٠٫١ ٠
٠٫١ ٠٫١ −٠٫١

 ,

W =


٠٫١ −٠٫١ ٠
٠ −٠٫١ −٠٫١

−٠٫١ ٠ ٠٫١

 , σl =


٠ ۵ ٢
٢ ٠ ٣
۴ ١ ٠

 , σf =


۵ ٢
٢ ١
١ ٩



σo =

 ٢ ١ ٣
٣ ١ ۴

 , σd =


١ ٢ ١
۶ ٣ ۴
۶ ۵ ٢

 .

(۵٢. ١)

در که شوند انتخاب tanh(·) هایپربولیک تانژانت با برابر عصبی شبکه فعالسازی توابع همه
باشند. می یک با برابر Gr و Fj لیپشیتز ثابت مقادیر r = ١, · · · , q و j = ١, · · · , n برای نتیجه،
مقادیر (٢. ٢. ٢) و (٢. ٢. ١) های قضیه نتایج از استفاده با و فوق های پارامتر گرفتن نظر در با
عصبی شبکه (٢. ٢. ١) قضیه با مطابق پس آیند، می بدست λmax = ٠٫٨٣۴ و Υ = ٠٫٧۴۶٧
پایدار یکتا، تعادل نقطه این (٢. ٢. ٢) قضیه با مطابق و باشد می یکتا تعادل نقطه یک دارای
با برابر (٢. ٢٨) رابطه از همچنین و سازی شبیه نتایج از یکتا تعادل نقطه باشد. می یکنواخت
بصورت X(٠) اولیه شرایط تست، سه هر در سازی، شبیه مرحله در است. آمده بدست (٠, ٠)

شد. گرفته نظر در زیر
X(٠) = [٠٫٩−,٠٫٣, ٠٫۶;−٠٫٩, ٠٫۶,−٠٫٩; ٠٫۶, ٠٫−;٠٫٣−,٠٫٩۶, ٠٫٣, ٠٫٣−;٠٫٩, ٠٫−,٠٫٣۶]T
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t ≥ ١٠٠ برای d = [٠٫۵,−٠٫٣, ٠٫۴]T با برابر و ثابت اغتشاش تست، این در .١ تست
(۶ .٢) شکل در که ها سازی شبیه نتایج شد. اعمال ،(٢. ٢. ٢) ملاحظه با مطابق ثانیه،
گزارش X(٠) مختلف اولیه شرایط پنج و α =

{٠٫٧, ٠٫٩} متفاوت کسری های مرتبه برای
جدید موقعیت به یکتا تعادل نقطه اغتشاش، اعمال اثر در که دهد می نشان است، شده
همگرایی ولی، شود می جابجا [٠٫١۵۴,−٠٫١۴]T ) (X∗, Y ∗) = ([٠٫۶٩۶,−٠٫٨۶,−٠٫١۴٩]T ,
اغتشاش اثر در پایداری، یعنی تعادل، نقطه به ها خروجی و ها) (حالت رزرویرها زمانی پاسخ

ندارد. پایداری روی اثری d اغتشاش پس کند. نمی تغییری
به عصبی شبکه تاخیرهای تاخیر، افزایش اثر دادن نشان برای تست، این در .٢ تست
σ٠ = [۴,٢,۶;۶,٢,۴] و σd = [٢,۴,٢; ١٢,۶,٨; ١٢, ١٠,۴] ،σl = [١, ١٠,۴;۴, ١,۶;٨,٢, ١] مقادیر
d = [٠٫۵,−٠٫٣, ٠٫۴]T با برابر (٢. ٢. ٢) ملاحظه با مطابق نیز، ثابت اغتشاش یافت. افزایش
اعمال اثر در که دهد می نشان نتایج شد. اعمال عصبی شبکه به ثانیه t ≥ ١٠٠ برای
X∗ = [٠٫۶٩۶,−٠٫٨۶,−٠٫١۴٩]T به عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه موقعیت ثابت، اغتشاش
شبکه های خروجی و رزرویر های حالت زمانی پاسخ یافت. تغییر Y ∗ = [٠٫١۵۴,−٠٫١۴]T و
متفاوت اولیه شرط پنج و α =

{٠٫٧, ٠٫٩} کسری های مرتبه برای (٢. ٨) شکل در عصبی
شد. داده نشان X(٠)

فعالسازی، توابع در یا و ها کننده محدود در خطا اثر بررسی برای تست، این در .٣ تست
fj(x) = gr(x) = بصورت سازی فعال توابع که است شده فرض ،(٢. ٢. ٣) ملاحظه با مطابق
این برای باشد. می r = ١, · · · , q و j = ١, · · · , n کلیه برای tanh(x) + ٠٫٢e−|x|sin(١٠x)
پارامترهای از استفاده با آید. می بدست Fj = Gr = ٣ با برابر لیپشیتز ثابت فعالسازی، توابع
مقادیر ،(٢. ٢. ٢) و (٢. ٢. ١) های قضیه از استفاده با و جدید لیپشیتز ثابت مقادیر شبکه،
شرایط که دهد می نشان قضیه نتایج این آیند. می بدست λmax = ٠٫٩٢۶ و Υ = ٠٫٩٨۶٧
برابر (٢. ٢. ٢) ملاحظه با مطابق ثابت، اغتشاش همچنین باشد. می برقرار همچنان پایداری
ها سازی شبیه نتایج شد. اعمال عصبی شبکه به ثانیه t ≥ ۵٠ برای d = [−٠٫٢, ٠٫−,٠٫٣۴]T با
دهد می نشان است، شده گزارش X(٠) اولیه شرایط پنچ و α = ٠٫٩ برای (٢. ٩) شکل در که
(X∗, Y ∗) = ([٠٫٣٣۵, ٠٫۶٨١, ٠٫۴٣۶]T , [−٠٫٠۶٧۴,−٠٫٠١٧۴]T ) به یکتا تعادل نقطه موقعیت که
خروجی و ها) حالت ) رزرویرها زمانی پاسخ همگرایی ولی اغتشاش، اعمال نتیجه در کرد، تغییر
ندارد. اثری شبکه پایداری روی اغتشاش یعنی نکرد. تغییری تعادل نقطه به عصبی شبکه های

با (٢. ٢. ١) ملاحظه با مطابق کسری، مرتبه پیچیده هاپفیلد عصبی شبکه .٢. ٢. ٢ مثال
تانژانت تابع بصورت سازی فعال توابع کلیه بگیرید. نظر در را (۵٢. ٢) رابطه پارامترهای
و j = ١, · · · , n برای Gr و Fj لیپشیتز ثابت نتیجه، در شد. گرفته نظر در tanh(·) هایپربولیک
و (٢. ٢. ١) های قضیه نتایج و (۴٢. ٨) رابطه از استفاده با باشد. می یک با برابر r = ١, · · · ,m
Υ = ٠٫۵٠٣٣ مقادیر تاخیر، حضور در کسری مرتبه هاپفیلد عصبی شبکه این برای (٢. ٢. ٢)



حالت انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر از مستقل یکنواخت پایداری تحلیل
۵٩ تاخیر حضور در کسری مرتبه
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α = ٠٫٧ برای ثابت اغتشاش و متفاوت



حالت انعکاس عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه تاخیر از مستقل دینامیکی تحلیل ۶٠
حقیقی کسری مرتبه
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اولیه شرایط ۵ با (٢. ٢. ١) مثال ١ تست در ها خروجی و رزرویر های حالت زمانی پاسخ :۶ .٢ شکل

α = ٠٫٩ برای ثابت اغتشاش و متفاوت



حالت انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر از مستقل یکنواخت پایداری تحلیل
۶١ تاخیر حضور در کسری مرتبه
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α = ٠٫٧ برای ثابت اغتشاش و متفاوت



حالت انعکاس عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه تاخیر از مستقل دینامیکی تحلیل ۶٢
حقیقی کسری مرتبه
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اولیه شرایط ۵ با (٢. ٢. ١) مثال ٢ تست در ها خروجی و رزرویر های حالت زمانی پاسخ :٢. ٨ شکل

α = ٠٫٩ برای ثابت اغتشاش و متفاوت



حالت انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر از مستقل یکنواخت پایداری تحلیل
۶٣ تاخیر حضور در کسری مرتبه
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اولیه شرایط ۵ با (٢. ٢. ١) مثال ٣ تست در ها خروجی و رزرویر های حالت زمانی پاسخ :٢. ٩ شکل
α = ٠٫٩ برای ثابت اغتشاش و متفاوت



حالت انعکاس عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه تاخیر از مستقل دینامیکی تحلیل ۶۴
حقیقی کسری مرتبه

شبکه یعنی باشد، می برقرار ها قضیه این شرایط نتیجه، در آید. می بدست λmax = ٠٫٨۶۶ و
عصبی شبکه این تعادل نقطه باشد. می یکنواخت پایدار یکتای تعادل نقطه یک دارای عصبی
در زیر بصورت اولیه شرایط مثال، این های تست کلیه در باشد. می (X∗, Y ∗) = (٠, ٠) با برابر

شد. گرفته نظر
X(٠) = [−٠٫−,٠٫٩−,٠٫٣۶; ٠٫٣, ٠٫٩, ٠٫۶; ٠٫۶, ٠٫٣, ٠٫−;٠٫٣۶,−٠٫٩−;٠٫٣−,٠٫٣, ٠٫۶, ٠٫٩]T

C =


٠٫٢ ٠٫٠۴ ٠٫٠۵

−٠٫٠١ ٠٫٣ ٠٫٠۴
−٠٫٠۴ −٠٫٠۴ ٠٫٣

 , σd =


٠٫۴ ٠٫٣ ٠٫١
٠٫٢ ٠٫۴ ٠٫٢
٠٫٣ ٠٫۴ ٠٫١

 ,

σo =

 ٠٫٣ ٠٫۴ ٠٫۵
٠٫٣ ٠٫٩ ٠

 , W =


٠٫٣ ٠ ٠٫١
٠ ٠٫٣ ٠
٠ ٠ ٠٫٣

 ,

W o =

 ٠٫٢ −٠٫٠۵ ٠٫١۵
٠٫٢۵ ٠٫١۵ ٠

 , A =


−٠٫٠۵ −٠٫٠٣ ٠٫٠۶
٠٫٠۴ ٠٫٠۵ ٠٫٠٢
−٠٫٠۴ −٠٫٠٢ ٠٫٠٨

 ,

σl =


٠٫١ ٠٫١ ٠٫٢
٠٫١ ٠ ٠٫٣
٠٫۴ ٠٫١ ٠٫٢

 .

(۵٢. ٢)

ثانیه، t ≥ ١٠٠ برای d = [٠٫۵,−٠٫٣, ٠٫۴]T با برابر و ثابت اغتشاش تست، این در .١ تست
شکل در که سازی شبیه نتایج شد. اعمال عصبی شبکه این به ،(٢. ٢. ٢) ملاحظه با مطابق
گزارش X(٠) مختلف اولیه نقاط و α =

{٠٫٧, ٠٫٩} متفاوت کسری های مرتبه بازای (٢. ١١)
X∗ = [١٫٠−,٢٫٣٠٣۵١٫۵٣٧]T جدید موقعیت به یکتا تعادل نقطه که دهد می نشان است، شده
ها) (حالت رزرویرها زمانی پاسخ همگرایی روی اثری ولی شد جابجا Y ∗ = [٠٫۶٣١, ٠٫٣٩۵]T و

ندارد. آن یکتای تعادل نقطه به عصبی شبکه های خروجی و
مقادیر عصبی، شبکه پایداری بر تاخیر افزایش اثر دادن نشان برای تست، این در .٢ تست
یافت. افزایش σd = [۴,٣, ٢;١,۴,٣;٢,۴, ١] ،σl = [١, ١,٢; ١, ٠,٣;۴, ١,٢] به شبکه تاخیر
برای d = [٠٫۵,−٠٫٣, ٠٫۴]T با برابر ،(٢. ٢. ٢) ملاحظه با مطابق ثابت، اغتشاش همچنین
بازای (٢. ١٣) شکل در که سازی شبیه نتایج شد. اعمال عصبی شبکه به ثانیه t ≥ ١٠٠
شده گزارش X(٠) مختلف اولیه شرایط پنج و α =

{٠٫٧, ٠٫٩} متفاوت کسری های مرتبه
جدید موقعیت به اغتشاش، اعمال اثر در یکتا، تعادل نقطه موقعیت که دهد می نشان است،
و ها پاسخ همگرایی ولی یافت تغییر (X∗, Y ∗) = ([١٫٠−,٢٫٣٠٣۵; ١٫۵٣٧]T , [٠٫۶٣١, ٠٫٣٩۵]T )

باشد. می برقرار همچنان شبکه پایداری نتیجه در
عصبی، شبکه فعالسازی توابع یا و ها کننده محدود در خطا اثر بررسی برای .٣ تست



حالت انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر از مستقل یکنواخت پایداری تحلیل
۶۵ تاخیر حضور در کسری مرتبه
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اولیه شرایط ۵ با (٢. ٢. ٢) مثال ١ تست در ها خروجی و رزرویر های حالت زمانی پاسخ :٢. ١٠ شکل

α = ٠٫٧ برای ثابت اغتشاش و متفاوت



حالت انعکاس عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه تاخیر از مستقل دینامیکی تحلیل ۶۶
حقیقی کسری مرتبه
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اولیه شرایط ۵ با (٢. ٢. ٢) مثال ١ تست در ها خروجی و رزرویر های حالت زمانی پاسخ :٢. ١١ شکل

α = ٠٫٩ برای ثابت اغتشاش و متفاوت



حالت انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر از مستقل یکنواخت پایداری تحلیل
۶٧ تاخیر حضور در کسری مرتبه
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α = ٠٫٧ برای ثابت اغتشاش و متفاوت



حالت انعکاس عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه تاخیر از مستقل دینامیکی تحلیل ۶٨
حقیقی کسری مرتبه
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α = ٠٫٩ برای ثابت اغتشاش و متفاوت



حالت انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر از مستقل یکنواخت پایداری تحلیل
۶٩ تاخیر حضور در کسری مرتبه
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اولیه شرایط ۵ با (٢. ٢. ٢) مثال ٣ تست در ها خروجی و رزرویر های حالت زمانی پاسخ :١۴ .٢ شکل

α = ٠٫٩ برای ثابت اغتشاش و متفاوت



حالت انعکاس عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه تاخیر از مستقل دینامیکی تحلیل ٧٠
حقیقی کسری مرتبه

r = ١, · · · , n ، j = ١, · · · ,m برای سازی فعال توابع شد فرض ،(٢. ٢. ٣) ملاحظه با مطابق
جدید، سازی فعال توابع برای باشند. fj(x) = Gr(x) = tanh(x) + ٠٫٢e−|x|sin(١٠x) فرم به
و (٢. ٢. ١) های قضیه از استفاده با آیند. می بدست Fj = Gr = ٣ با برابر لیپشیتز ثابت
دهد می نشان نتایج این آید. می بدست λmax = ٠٫٩١ و Υ = ٠٫٩٩٨ مقادیر ،(٢. ٢. ٢)
عصبی شبکه تعادل نقطه پس است شده برآورده عصبی شبکه این پایداری معیارهای که
d = با برابر ،(٢. ٢. ٢) ملاحظه با مطابق ثابت، اغتشاش باشد. می یکنواخت پایدار همچنان
α = ٠٫٩ کسری مرتبه بازای که سازی شبیه شد.نتایج اعمال t ≥ ۵٠ برای [−٠٫٢, ٠٫−,٠٫٣۴]T
تعادل نقطه که دهد می نشان است شده گزارش (١۴ .٢) شکل در X(٠) متخلف اولیه شرایط و
می تغییر Y ∗ = [−٠٫٣۵٠٫١٢−,٩۴]T و X∗ = [−٠٫٩۴٢, ١٫٣−,١٫١٢٩۶٢]T جدید مقدار به یکتا
نتیجه در و عصبی شبکه های خروجی و ها) (حالت رزرویرها زمانی پاسخ همگرایی ولی یابد

باشد. می برقرار همچنان شبکه تعادل نقطه پایداری

گزارش مختلف شرایط تحت متفاوت مثال دو نتایج سازی شبیه بخش در اینکه، خلاصه
های مرتبه بازای تاخیردار عصبی شبکه رزرویر های حالت و خروجی رفتار اول، مثال در شد.
فعالسازی توابع در خطا و متفاوت تاخیر ثابت، اغتشاش متفاوت، اولیه شرایط متفاوت، کسری
باشد می یکتا تعادل نقطه یک دارای عصبی شبکه که دهند می نشان نتایج شد. داده نشان
سرعت که شد داده نشان همچنین، شود. می جابجا ثابت اغتشاش تحت آن موقعیت ولی
دهد می نشان نتایج واقع، در است. وابسته نیز تاخیر زمان و α مقدار به ها پاسخ همگرایی
افزایش با (٢ یابد، می افزایش یکتا تعادل نقطه به پاسخ همگرایی سرعت α افزایش با (١ که
خطای به نسبت آمده بدست یکنواخت پایداری (٣ شود، می کاسته همگرایی سرعت تاخیر،
با و (٢. ٢. ١) ملاحظه با مطابق دوم، مثال در باشد. می مقاوم نیز سازی فعال توابع در کوچک
را آمده بدست قضیه نتایج توان می که شد داده نشان ها، سازی شبیه و قضیه نتایج به استناد
بسط تاخیردار کسری مرتبه هاپفیلد عصبی شبکه تعادل نقطه یکنواخت پایداری تحلیل برای

داد.

زمانی سری بینی پیش ٢. ٣
به لحظه، آن در تحریک مقدار بر علاوه لحظه هر در آنها خروجی مقدار که سیستم هایی به
سیستم های از برخی در شود. می گفته پویا سیستم های دارد، بستگی نیز قبل ما مقادیر
نیستند، مشاهده قابل خارجی محرک آنها در که است گونه ای به ورودی‐خروجی رابطه پویا،
می توان را زمانی سری فرآیند های می شود. گفته زمانی سری سیستم های سیستم ها، این به
در پیش بینی قابلیت اساس این بر و کرد دسته بندی آشوبگونه تصادفی، خطی، طبقه سه به
تا حدی آشوبگونه فرآیندهای در و غیر ممکن تصادفی فرآیندهای در ممکن، خطی فرآیند های



٧١ زمانی سری بینی پیش
تحلیل و همبستگی٢ بعد تخمین تحلیل ،١R/S تحلیل عمده روش سه اساسا، است. ممکن
زمانی سری یک پیش بینی پذیری آزمون روش های عنوان به لیاپانوف٣ نمای بزرگترین تخمین
مدل انتخاب در رويکرد سه زمانی، سری پیش بینی جهت در همچنین، شود. می استفاده

مي باشد: مطرح
كلاسيك، روش هاي رويکرد با •

،( عصبی‐فازی و فازی (عصبی، مصنوعي هوش رويکرد با •
تركيبي. رويکرد •

و ساده براون هموارسازی همچون نمایی هموارسازی روش کلاسیک روش های مهمترین
مدل و ٧ARMAX و ۶ARMA ،۵BJ ، ۴ARX همچون خطی مدل های هولت، هموارسازی
باشند. می ١١IGARCH و ١٠EGARCH ،٩GARCH ، ٨ARCH همچون خطی غیر های
بعلت زمانی سری پیش بینی در فازی – عصبی و فازی عصبی، شبکه مدل های از استفاده
شبکه برای مختلفی ساختارهای است. گرفته قرار توجه مورد همواره آن خطی غیر خاصیت
ساختار آن، پرکاربردترین که است شده استفاده و ارائه عصبی‐فازی و فازی عصبی، های
ANFIS شبکه و فازی در ممدانی مدل و عصبی شبکه در برگشتی عصبی های شبکه و MLP
مدلی تا شود می سعی معمولا نیز ترکیبی، های روش در می باشد. عصبی‐فازی شبکه بعنوان
توسط زیادی روش های راستا، این در شود. ارائه هوشمند و کلاسیک های روش ترکیب برای
دیگر دیدگاه سه از می توان را تحقیق ها این نتیجه که است شده پیشنهاد متفاوتی محقق های

از: عبارتند که داد قرار توجه مورد
مستقل)، (متغیرهای ورودی متغیرهای •

مدل، پارامترهای و خاص متدلوژی •
مدل. ارزیابی برای کارایی معیار •

تنوع این روی بر مطالعه حاصل می باشد. زیاد بسیار شده، معرفی ورودی متغیر های تنوع
های داده دسته چهار به توان می را رفته بکار ورودی متغیرهای که دهد می نشان ها، ورودی
اقتصادی کلان های متغیر و تکنیکی و فنی متغیرهای مالی، و اقتصادی متغیرهای روزانه،
میانگین موزون، متحرک میانگین ساده، متحرک میانگین های شاخص از کرد. تقسیم بندی
شاخص نسبی، قدرت شاخص مثلثی، متحرک میانگین متغیر، متحرک میانگین نمایی، متحرک
شاخص و روزانه درون حرکت اندازه شاخص دینامیک، حرکت اندازه شاخص پول، جریان

1Rescaled range analysis
2Correlation dimension estimate analysis
3Largest lyapunov exponent analysis
4Autoregressive exogenous model
5 Box–Jenkins model
6Autoregressive–moving-average model
7Autoregressive moving average with exogenous inputs model
8 Autoregressive conditional heteroskedasticity model
9 Generalized ARCH model

10Exponential GARCH model
11Integrated GARCH model



حالت انعکاس عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه تاخیر از مستقل دینامیکی تحلیل ٧٢
حقیقی کسری مرتبه

برابری نرخ تورم، نرخ های شاخص از و بنیادی) ) تکنیکال های شاخص عنوان به ویلیامز
متغیرهای عنوان به توان می بانکی اعتبارات میزان و بانکی بهره نرخ اقتصادی، رشد نرخ ارز،

برد. نام اقتصادی کلان
داده کردن نرمالیزه همانند داده ها روی اولیه پردازش برای زیادی بسیار کارهایی همچنین،
پارامترهای سازی (بهینه مدل پارامترهای تخمین حوزه در و ٢Z معدل و ١PCA روش ها،
نهایت، در و است. شده انجام ۶SVM و ۵PSO ،۴LM ،٣EBP های روش همچون مدل)
زمانی سری بینی پیش مسئله در یافته آموزش مدل ارزیابی برای زیادی های روش به توان می
فرکانس حوزه در واقعی‐ مقدار و بینی پیش خطای ‐ سیگنال مانده بررسی به که کرد اشاره
، ٩MAE ،٨MAD ،٧AC های روش به توان می حوزه این در شود. می پرداخته زمان یا و

کرد. اشاره ١٢RMSE ،١١ R٢ ، ١٠MSE
شود. می شناخته عمیق حافظه و طولانی همبستگی با سیستمی بعنوان همواره سهام بازار
می نشان ها پژوهش نتایج و شوند می یافت مصنوعی و طبیعی های سیستم در ها ویژگی این
سازی مدل قابل کسری دیفرانسیل حساب ابزار از استفاده با خوبی به ها ویژگی این که دهد
های سیستم مدلسازی در کسری محاسبات کاربرد حوزه در مختلفی کارهای باشند. می
سیگنال١۶ پردازش ،[١۴٢] سیالات١۵ مکانیک ،[١۴١] ویسکوالاستیسیته١۴ ،[١۴٠] انتشار١٣
با بخش، این در لذا است. شده انجام غیره و [١۴۴] سهام١٧ بازار نسبی دینامیک ،[١۴٣]
انعکاس عصبی شبکه عنوان تحت عصبی های شبکه و کسری محاسبات ترکیب از استفاده
داو صنعتی میانگین همچون سهام بازار از ناشی زمانی سری بینی پیش به کسری مرتبه حالت

شد. خواهند بروز آنلاین بصورت آن پارامترهای که شود می پرداخته جونز١٨
حالت انعکاس عصبی شبکه بر مبتنی تطبیقی شناسایی و بینی پیش روش بخش، این ادامه در
مدل ابتدا، در شد. خواهد ارائه زمانی سری بینی پیش مسئله برای تطبیقی کسری مرتبه
پس شد. خواهد توصیف تطبیقی بینی پیش یا شناسایی هدف با شبکه این گسسته زمان
زمان مدل در حالت انعکاس ویژگی تحقق برای لازم (١. ١. ١)،شرایط تعریف با مطابق آن، از

1 Principal component analysis
2Z score
3 Error backpropagation
4Lavenberg – Marquardt optimization algorithm
5 Particle swarm optimization
6 Support vector machines
7Autocorrelation
8 Mean absolute deviation
9 Mean absolute error

10 Mean squared error
11 Squared correlation
12 Root mean square error
13Diffusion
14Viscoelasticity
15Fluid mechanics
16Signal Processing
17Relative Dynamics of Stock markets
18 Dow Jones Industrial Average



٧٣ زمانی سری بینی پیش
شبکه این بر مبتنی تطبیقی شناسایی روش سپس، شد. خواهد تحلیل شبکه این گسسته
کسری مرتبه حالت، انعکاس عصبی شبکه خروجی پارامترهای آن در که شد خواهد پیشنهاد
رزرویر معادلات در رفته بکار های وزن های ماتریس مقیاس اسکالرهای و رزرویر معادلات
سری دو بینی پیش در پیشنهادی روش سازی شبیه نتایج نهایت، در و شد. خواهند بهینه
های ورودی از استفاده با S&P۵٠٠ شاخص و DJIA جونز داو صنعتی میانگین شاخص زمانی

شد. خواهد ارائه تکنیکال

گسسته زمان کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه ٢. ٣. ١
بگیرید نظر در را زیر زمان‐پیوسته کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه

Dα(t) (X(t)) = −CX(t) +Af(W inU +WX +W fY ),

Y = g(W out [X;U ]), (۵٢. ٣)

بردار ترتیب، به ،Y = [y١, · · · , yq]T و U = [u١, · · · , up]T ،X = [x١, · · · , xn]T آن در که
متغیر کسری مرتبه α(t) = {α١(t), · · · , αn(t)} بردار خروجی، و ورودی رزرویر، های حالت
بردار و رزرویرها در فعالسازی توابع f = [f١, · · · , fn]T بردار رزرویر، های معادله زمان با
و i = ١,٢, · · · , n برای gr و fi توابع باشند. می خروجی فعالسازی توابع g = [g١, · · · , gq]T

می Gr و Fi لیپشیتز ثابت با (١. ٢. ١ تعریف (طبق لیپشیتز و پیوسته توابعی r = ١,٢, · · · , q
به W out =

[
W o;W io

]
q×(n+p)

و W f = [·]n×q ،W = [·]n×n ،W in = [·]n×n نمادهای باشند.
ماتریس دهند. می نشان را خروجی و فیدبک رزرویر، حالت ورودی، وزن های ماتریس ترتیب
ترتیب، به رزرویر، حالت (نودهای) های گره نشت نرخ ماتریس و نظر مورد شبکه زمانی ثابت
به که حالتی ‐در رزرویر حالت که نرخی نشت، نرخ ماتریس هستند. A−١C و A−١ با برابر

دهد. می نشان را رسد، می استراحت حالت به موجودش وضعیت از نیست‐ متصل شبکه
با متغیر کسری مرتبه مشتق برای ،(١. ٣٩) رابطه گرانوالد‐لتنیکوف، تعریف از استفاده با
نمایش یک بصورت ،T برداری نمونه زمان با را، (۵٢. ٣) رابطه عصبی شبکه توان می زمان

:[١۴۵] زد تقریب زیر گسسته زمان با متغیر کسری مرتبه حالت فضای

Xk+١ = Tk

(
−CXk +Af(W inUk +WXk +W fYk)

)
−

k+١∑
j=١

(−١)jΥj,kXk+١−j

Yk = gk(W
out [Xk;Uk]), (۵۴ .٢)

که

Tk = diag{Tα١,k, · · · , Tαn,k} (۵۵ .٢)
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و

Υj,k = diag

{
Υ١

j,k, · · · ,Υ
i
j,k, · · · ,Υn

j,k

}
, Υi

j,k =

 αi,k

j

 , i = ١, · · · , n. (۵۶ .٢)

می شبکه خروجی و رزرویر های حالت ورودی، های سیگنال از kام نمونه Yk و Xk ،Uk و
داریم: j = ٠, ١,٢, · · · و i = ١, · · · , n هر برای همچنین باشند.

Υi٠,k = ١,
Υi

j,k =

(
١ −

αi,k

j

)
Υi

j−١,k (۵٢. ٧)

کامپیوتری سازی پیاده قابل براحتی آن، نامحدود حافظه به نیاز بعلت فوق، گسسته نمایش
،[١۴۶] کند می میل صفر سمت به j افزایش با Υj,k مقدار که انجا از نیست. افزاری سخت یا
این اعمال با کرد. استفاده بینی پیش برای حافظه یا گذشته تخمین L از تنها توان می پس
از براحتی توان می است، معروف کوتاه حافظه اصل به که ،(۵٢. ٨) رابطه بصورت سازی ساده

.[١۴۵] کرد استفاده محدود حافظه تعداد از استفاده با (۵۴ .٢) گسسته نمایش

Xk+١ = Tk

(
−CXk +Af(W inUk +WXk +W fYk)

)
−

L∑
j=١

(−١)jΥj,kXk+١−j

Yk = gk(W
out [Xk;Uk]), (۵٢. ٨)

شبکه حالت انعکاس ویژگی ٢. ٣. ٢
اگر است حالت انعکاس ویژگی دارای ،(۵٢. ٣) رابطه کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه
باشد. می پایداری از تفسیری یک که باشد صادق آن در (١. ١. ١) تعریف در شده ارائه مفهوم
در حالت انعکاس ویژگی تحقق برای کافی شرط یک استخراج و بررسی به ادامه، در بنابراین،

شد. خواهد پرداخته (۵٢. ٣) رابطه کسری مرتبه عصبی شبکه
های حالت دینامیک ،g خروجی سازی فعال تابع بودن خطی فرض و W out تعریف به توجه با

نوشت: زیر بصورت توان می را (۵٢. ٨) رابطه در رزرویر

Xk+١ = −C̃Xk + Ãf

(
W inUk +WXk +W fYk

)
−

L∑
j=١

(−١)jΥj,kXk+١−j

= −C̃Xk + Ãf

(
W inUk +WXk +W f (W oXk +W ioUk)

)
−

L∑
j=١

(−١)jΥj,kXk+١−j

= −C̃Xk + Ãf

(
W ∗

UUk +W ∗
XXk

)
−

L∑
j=١

(−١)jΥj,kXk+١−j (۵٢. ٩)

باشند. می W ∗
U =W in +W fW io و W ∗

X =W +W fW o ،Ã = TkA ،C̃ = TkC که
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زیر شرایط اگر ،(۵٢. ٩) رابطه زمان‐گسسته کسری مرتبه عصبی شبکه برای .٢. ٣. ١ قضیه

یابد: تحقق
باشد (١. ٢. ١) تعریف با مطابق ،Fj ثابت با لیپشیتز تابع یک ،j = ١,٢, · · · , n بازای ،fj تابع (١
آید. می بدست F = diag{F١, F٢, · · · , Fn} بصورت لیپشیتز ثابت قطری ماتریس نتیجه در و

باشد. خطی تابع یک g تابع (٢
δmax
Ĉ

+ δmax
Â

+
∑L

j=٢ δmax
j,k < ١ (٣

ویژگی دارای پیوسته) زمان تقریب با (و گسسته زمان کسری مرتبه عصبی شبکه این آنگاه،
بزرگ δmax

Â
،Ĉ = Υ١,k − C̃ ماتریس ویژه مقدار ترین بزرگ δmax

Ĉ
که باشد، می حالت انعکاس

می Υj,k ماتریس ویژه مقدار ترین بزرگ نیز δmax
j,k و Â = ÃFW ∗

X ماتریس ویژه١ مقدار ترین
باشند.

داریم: X ′ و X متفاوت رزرویر های حالت دو برای اثبات:
||Xk+١ −X ′

k+١||

= || − C̃Xk + Ãf

(
W ∗

UUk +W ∗
XXk

)
−

L∑
j=١

(−١)jΥj,kXk+١−j

+ C̃X ′
k − Ãf

(
W ∗

UUk +W ∗
XX

′
k

)
+

L∑
j=١

(−١)jΥj,kX
′
k+١−j ||

≤ ||(Υ١,k − C̃)Xk − (Υ١,k − C̃)X ′
k||+ ||Ãf

(
W ∗

UUk +W ∗
XXk

)
− Ãf

(
W ∗

UUk +W ∗
XX

′
k

)
||

+ ||
L∑

j=٢
(−١)jΥj,kXk+١−j −

L∑
j=٢

(−١)jΥj,kX
′
k+١−j ||

≤ δmax
Ĉ

||Xk −X ′
k||+ δmax

Â
||Xk)−X ′

k)||+
L∑

j=٢
δmax
j,k ||Xk+١−j −X ′

k+١−j || (۶٢. ٠)

اگر
δmax
Ĉ

+ δmax
Â

+
L∑

j=٢
δmax
j,k < ١ (۶٢. ١)

انعکاس ویژگی دارای پیوسته) زمان تقریب با (و گسسته زمان کسری مرتبه عصبی شبکه آنگاه،
شود. می تکمیل اثبات اینجا در و باشد. می حالت

شبکه پارامترهای تطبیقی آموزش الگوریتم ٢. ٣. ٣
فرض پیشنهادی، شناسایی روش بینی پیش و شناسایی قدرت دادن نشان برای بخش، این در

پیوسته زمان دینامیکی خطی غیر سیستم شود می
DαX(t) = AXt +H(Xt, Ut), (۶٢. ٢)

1Maximal Singular Value
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غیر تابع و سیستم، های ورودی و سیستم های حالت دهنده نشان Ut و Xt که دارد وجود
باشد. می لیپشیتز تابعی نیز H خطی

عصبی شبکه پارامترهای تنظیم از استفاده با توان می را (۶٢. ٢) رابطه سیستم شود می فرض
کرد. مدل (۵٢. ٩) رابطه گسسته زمان کسری مرتبه حالت انعکاس

شود: می تعریف زیر بصورت ek مدل شناسایی خروجی خطای حال،

ek = Yk − Y d
k (۶٢. ٣)

پارامترهای آموزش الگوریتم ادامه، در باشد. می مطلوب خروجی Y d
k و مدل خروجی Yk که

وزن آموزش و رزرویر پارامترهای سازی بهینه برای کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه
شود. می ارائه شبکه خروجی های

رزرویر پارامترهای سازی بهینه
مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه رزرویر پارامترهای اثر ناشناخته، سیستم شناسایی پروسه در
شناسایی دقت به رسیدن برای بنابراین باشد، می انکار قابل غیر شناسایی دقت روی بر کسری

شوند. (بهینه) انتخاب دقت با رزرویر پارامترهای تا باشد می لازم بهتر بینی پیش و
گسسته زمان کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه هر برای

Xk+١ = −C̃Xk + γAf

(
W inUk +WXk +W fYk

)
−

L∑
j=١

(−١)jΥjXk+١−j

Yk =W oXk +W ioUk =W out[Xk;Uk] (۶۴ .٢)

که

Υj = diag

{
Υ١

j , · · · ,Υi
j , · · · ,Υn

j

}
, Υi

j =

 αi

j

 , i = ١, · · · , n. (۶۵ .٢)

کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه یک باشند، می γA = Ã و δmax
A

= ١ ،γ = δmax
Ã

و
نیز یکسانی دقیقا خروجی و باشد می γ = ١ آن در که دارد وجود نیز دیگری گسسته زمان
زیر بصورت γ بر (۶۴ .٢) رابطه معادلات طرفین تقسیم از معادل، شبکه این معادلات دارند.

آید. می بدست
١
γ
Xk+١ = −C̃ ١

γ
Xk +Af

(
W inUk + γW

١
γ
Xk +W fYk

)
−

L∑
j=١

(−١)jΥj
١
γ
Xk+١−j

Yk = γW o ١
γ
Xk +W ioUk (۶۶ .٢)



٧٧ زمانی سری بینی پیش
کرد: نویسی دوباره زیر بصورت را فوق رابطه توان می کلیت، دادن دست از بدون

Xk+١ = −C̃Xk +Af

(
W inUk + γWXk +W fYk

)
−

L∑
j=١

(−١)jΥjXk+١−j

Yk = γW oXk +W ioUk (۶٢. ٧)

و ورودی وزن های ماتریس اینکه و دارد واحد١ طیفی شعاع ،A همانند ،W که بپذیریم اگر
آنگاه هستند، مثبت معین قطری C̃ نشتی وزن ماتریس و نرمالیزه W f و W in فیدبک

Xk+١ = −λcC̃Xk +Af

(
λinW

inUk + λwWXk + λfW
fYk

)
−

L∑
j=١

(−١)jΥjXk+١−j

Yk = W̃ oXk +W ioUk (۶٢. ٨)

حالت وزن ماتریس طیفی شعاع λw ورودی، ماتریس مقیاس λin نشتی، ماتریس مقیاس λc که
رزرویر حالت متغیرهای تعداد از صرفنظر باشند. می فیدبک ماتریس مقیاس λf و رزرویر های
های ویژگی توان می پارامتر چهار این تنظیم با باشد، می شبکه ظرفیت کننده تعیین که ،n

داد. شکل را شبکه این رزرویر های حالت دینامیکی
پارامترهای محاسبه ،(۵٢. ٨) شبکه نتیجه در و (۶٢. ٨) رابطه شبکه آموزش از هدف اینجا، در
مربع معیار که ای بگونه باشد، می θ ∈ {α١, α٢, · · · , αn, λc, λin, λw, λf} رزرویر های حالت

کند. مطابقت بخوبی واقعی خروجی با بتواند شبکه خروجی و شود حداقل زیر خطای

Jk+١ = ||Yk+١ − Y d
k+٢||١. (۶٢. ٩)

شد: خواهد بهینه زیر نزولی گرادیان روش یک از استفاده با θ پارامترهای اینجا، در

∂Jk+١
∂θ

= −ek+١
(
W o∂Xk+١

∂θ
+W io∂Uk+١

∂θ

)
= −ek+١W o∂Xk+١

∂θ
(٢. ٧٠)

1Unit Spectral Radius
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∂Xk+١
∂θ مقادیر ،χk = λinW

inUk + λwWXk + λfW
fYk انتخاب با باشد. می ∂Uk+١

∂θ = ٠ چون
آید: می بدست زیر بصورت

∂Xk+١
∂λc

= −C̃Xk − λcC̃
∂Xk

∂λc
+Af ′(χk). ∗

(
λwW

∂Xk

∂λc
+ λfW

fW̃ o∂Xk

∂λc

)
−

L∑
j=١

(−١)jΥj

∂Xk+١−j

∂λc

∂Xk+١
∂λin

= −λcC̃
∂Xk

∂λin
+Af ′(χk). ∗

(
W inUk + λwW

∂Xk

∂λin
+ λfW

fW̃ o ∂Xk

∂λin

)
−

L∑
j=١

(−١)jΥj

∂Xk+١−j

∂λin

∂Xk+١
∂λw

= −λcC̃
∂Xk

∂λw
+Af ′(χk). ∗

(
WXk + λwW

∂Xk

∂λw
+ λfW

fW̃ o∂Xk

∂λw

)
−

L∑
j=١

(−١)jΥj

∂Xk+١−j

∂λw

∂Xk+١
∂λf

= −λcC̃
∂Xk

∂λf
+Af ′(χk). ∗

(
λwW

∂Xk

∂λf
+W fW̃ oXk + λfW

fW̃ o∂Xk

∂λf

)
−

L∑
j=١

(−١)jΥj

∂Xk+١−j

∂λf
(٢. ٧١)

داریم: i = ١,٢, · · · , n بازای αi هر برای و
∂Xk+١
∂αi

= −λcC̃
∂Xk

∂αi
+Af ′(χk). ∗

(
λwW

∂Xk

∂αi
+ λfW

fW̃ o∂Xk

∂αi

)
−

L∑
j=١

(−١)j
(
∂Υj

∂αi
Xk+١−j +Υj

∂Xk+١−j

∂αi

)
(٢. ٧٢)

(۵٢. ٧) و (۵۶ .٢) روابط از استفاده با که
∂Υj

∂αi
= diag

{
٠, · · · , ∂Υi

j

∂αi
, · · · , ٠

}
∂Υi

j

∂αi
= −١

j
Υi

j−١ +
(

١ − αi

j

) ∂Υi
j−١

∂αi
(٢. ٧٣)

باشد. می ∂Υi٠
∂αi

= ٠ که
های حالت پارامترهای براحتی توان می ،(٢. ٧٠) رابطه در فوق روابط بردن بکار با نهایت، در

کرد: بهینه زیر بصورت را رزرویر

θk+١ = θk − ϵk+١
∂Jk+١
∂θ

(٧۴ .٢)

باشد. می θk پارامترهای آموزش نرخ بیانگر ϵk+١ که



٧٩ زمانی سری بینی پیش

خروجی های وزن آموزش
وزن پارامترهای آموزش برای گرادیان پایه بر آنلاین آموزش الگوریتم یک قسمت، این در
نسبت محاسباتی بار کاهش هدف با حوزه، این در چند هر شود. می پیشنهاد شبکه خروجی
و گرادیان بر مبتنی آموزش های روش و ماتریس معکوس شبه روش بر مبتنی های روش به
آموزش روش خروجی، وزن پارامترهای آموزش پروسه در محلی مینمم مشکل از عبور البته
معکوس شبه اپراتور از شده، ارائه آموزش قانون در ولی است شده ارائه لیاپانوف تابع پایه بر
معکوس شبه اپراتور در رفته بکار مربعی ماتریس بودن ناویژه برای تضمینی که شد استفاده
کاربردی لیاپانوف تابع بر مبتنی آموزش روش این بنابراین، .[١۴٨ ،١۴٧] است نشده ارایه

نیست.
روش از ،(۵٢. ٨) شبکه نتیجه در و (۶٢. ٨) رابطه شبکه خروجی پارامترهای آموزش برای

شود: می استفاده زیر نزولی گرادیان
∂Jk+١
∂W out

k+١
= −ek+١[Xk+١;Uk+١]T .

می بدست زیر بصورت خروجی وزن آموزش رابطه ،(٧۴ .٢) رابطه از استفاده با نهایت، در و
آید:

W out
k+١ =W out

k + ϵk+١ek+١[Xk+١;Uk+١]T , (٧۵ .٢)
باشد. می وزن آموزش نرخ بیانگر ϵk+١ که

سازی شبیه نتایج ۴ .٢. ٣
رابطه کسری مرتبه حقیقی حالت انعکاس عصبی شبکه گسسته زمان مدل از بخش، این در
بازار از ناشی زمانی سری بینی پیش برای (٧۵ .٢) تا (٢. ٧٠) روابط آموزش قوانین با (۵٢. ٨)
پیشنهادی، بینی پیش شناسایی/ روش کارایی دادن نشان برای شود. می استفاده سهام
جونز داو صنعتی میانگین بینی پیش برای متفاوت، تست دو در روش این بکارگیری نتایج
و نیویورک سهام بورس بازار در برتر سهام ۵٠٠ از است ‐فهرستی S&P۵٠٠ شاخص و DJIA
تست هر در تکنیکال های ورودی متفاوت دسته دو از کار، این برای شد. خواهد ارائه نزدک‐
هر در است. آمده (٢. ٢) جدول در رفته بکار تکنیکال های ورودی لیست که شود می استفاده
عمق ،n = ١۵ رزرویر های نرون تعداد بازای (۵٢. ٨) رابطه گسسته زمان مدل یک از تست، دو
فعالسازی توابع (·)fو = tanh(·) هایپربولیک تانژانت رزرویر فعالسازی توابع ،L = ١٠٠ حافظه

شود. می استفاده تطبیقی مدلسازی برای g(·) = ١ خطی خروجی
جونز داو صنعتی میانگین شاخص روز هر شده تمام قیمت از ناشی زمانی سری .٢. ٣. ١ مثال
با است. شده داده نشان (١۵ .٢) شکل در ٢٠١٩ سال می یکم و سی تا ١٩٩٠ سال ژانویه دوم از
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آنها روابط و رفته بکار تکنیکی های شاخص :٢. ١ جدول
فرمول (فنی) تکنیکال های شاخص
١
N

∑N
i=١ xi (SMA) ساده متحرک میانگین

EMAi = (xi ×A) + (EMAi−١ × (١ −A)) (EMA) نمایی متحرک میانگین
(C.P−L.P )−(H.P−C.P )

(H.P−LP معاملات×( حجم تناوب دوره (ADO) توزیع / انباشت ساز نوسان

٪k = C.P−L.L.Pk
H.H.Pk−L.L.Pk

× ١٠٠ (STO) تصادفی ساز D٪نوسان = تناوب دوره یک برای ٪ k ساده متحرک میانگین

OBVi =

OBVi−١ + روز معاملات حجم if C.Pi > C.Pi−١,
OBVi−١ − روز معاملات حجم if C.Pi < C.Pi−١.

(OBV) تعادلی حجم

٪R = H.H.Pn−C.P
H.H.Pn−L.L.Pn

× ١٠٠ %R ویلیامز

RSI = ١٠٠ − ١٠٠
١+ کل سود

کل ضرر
(RSI) نسبی قدرت شاخص

C.Pi−C.Pi−n

C.Pi−n
(PROC) قیمت تغییر نرخ

H.Pi−H.Pi−n

H.Pi−n
(HPACC) روز هر بالاترین قیمت شتاب

قیمت بالاترین H.P ، نهایی قیمت C.P ، فراموشی فاکتور A = ٢
N+١ iام، روز قیمت xi روزها، تعداد N

k زمانی دوره در H.P مقدار بیشترین H.H.Pk ، k زمانی دوره در L.P کمترین L.L.Pk ، قیمت کمترین L.P

گسسته زمان مدل تا شد سعی (٢. ٢) جدول تکنیکال های شاخص از مختلف سناریو دو انتخاب
یابد. آموزش تطبیقی بصورت (۵٢. ٨) رابطه کسری مرتبه حقیقی حالت انعکاس عصبی شبکه
بصورت شد، گفته قبل های بخش در آنچه اساس بر شبکه وزن پارامترهای ابتدا اینکار، برای
قضیه نتیجه یعنی حالت، انعکاس ویژگی پیشنهادی شبکه در که شد انتخاب ای بگونه تصادفی
(٢. ٢) جدول در (٢ تست و ١ (تست سناریو دو این از حاصل نتایج باشد. برقرار ،(٢. ٣. ١)
شکل در سهام قیمت بینی پیش و واقعی مقادیر بین مقایسه همچنین، است. شده گزارش

شد. داده نشان (٢. ١٧) و (١۶ .٢) های

انعکاس مرتبه شبکه ورودی بعنوان (٢. ٣. ١) مثال در رفته بکار تکنیکی های شاخص :٢. ٢ جدول
کسری حالت

MPAE
(%)

زمانی دوره
تست(روز)

MPAE
(%)

زمانی دوره
آموزش(روز) ورودی متغیرهای سهام بازار

DJIA
١٫٢٣٧۶ ۵٠٠ ٠٫٩۵۴٢ ۶٣٨٢ SMA١٠,EMA٣٠,ADO,HPACC,STO,

RSI٩,PROC١٢,PROC٢٧ ١ تست

١٫١٢۵۶ ۵٠٠ ٠٫٩۶٣٨ ۶٣٨٢ SMA١٠,SMA٢٠,EMA٣٠,ADO,HPACC,

STO,RSI٩,RSI١۴,PROC١٢,PROC٢٧,٪R ٢ تست
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جونز داو صنعتی میانگین شاخص روز هر شده تمام قیمت :١۵ .٢ شکل
ژانویه دوم از S&P۵٠٠ شاخص روز هر شده تمام قیمت از ناشی زمانی سری .٢. ٣. ٢ مثال
انتخاب با است. شده داده نشان (٢. ١٨) شکل در ٢٠١٩ سال می یکم و سی تا ١٩٩٠ سال
گسسته زمان مدل تا شد سعی (٢. ٢) جدول تکنیکال های شاخص از مختلف سناریو دو
یابد. آموزش تطبیقی بصورت (۵٢. ٨) رابطه کسری مرتبه حقیقی حالت انعکاس عصبی شبکه
بصورت شد، گفته قبل های بخش در آنچه اساس بر شبکه وزن پارامترهای ابتدا اینکار، برای
قضیه نتیجه یعنی حالت، انعکاس ویژگی پیشنهادی شبکه در که شد انتخاب ای بگونه تصادفی
(٢. ٣) جدول در (٢ تست و ١ (تست سناریو دو این از حاصل نتایج باشد. برقرار ،(٢. ٣. ١)
شکل در سهام قیمت بینی پیش و واقعی مقادیر بین مقایسه همچنین، است. شده گزارش

شد. داده نشان (٢. ٢٠) و (٢. ١٩) های

انعکاس مرتبه شبکه ورودی بعنوان (٢. ٣. ٢) مثال در رفته بکار تکنیکی های شاخص :٢. ٣ جدول
کسری حالت

MPAE
(%)

زمانی دوره
تست(روز)

MPAE
(%)

زمانی دوره
آموزش(روز) ورودی متغیرهای سهام بازار

S&P۵٠٠
٠٫٨٨۵۵ ۵٠٠ ٠٫٩٩٣٨ ٣٨٨٢ SMA١٠,EMA٣٠,ADO,HPACC,STO,

RSI٩,PROC١٢,PROC٢٧ ١ تست

٠٫٩٧٠٢ ۵٠٠ ١٫١۴۵٠ ٣٨٨٢ SMA١٠,SMA٢٠,EMA٣٠,ADO,HPACC,

STO,RSI٩,RSI١۴,PROC١٢,PROC٢٧,٪R ٢ تست

سری بینی پیش در پیشنهادی آموزش روش و مدل دقت که دهد می نشان فوق نتایج
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تست داده (ب)
شاخص (آبی) شده زده تخمین و (مشکی) واقعی روز هر شده تمام قیمت مقایسه :١۶ .٢ شکل

١ تست جونز داو صنعتی میانگین
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٢ تست جونز داو صنعتی میانگین



حالت انعکاس عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه تاخیر از مستقل دینامیکی تحلیل ٨۴
حقیقی کسری مرتبه
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S&P۵٠٠ شاخص روز هر شده تمام قیمت :٢. ١٨ شکل
مدل با مقایسه در پیشنهادی مدل کمتر پارامترهای تعداد به توجه با و باشد می مناسب زمانی
حجم از شد، اشاره آن به قبل های فصل در که همانطوری دیگر، برگشتی عصبی شبکه های

باشد. می برخوردار کمتری محاسبات

بندی جمع
است. شده انجام کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه دینامیکی تحلیل فصل، این در
این در آشوب پدیده و شبکه این یکتای تعادل نقطه میتاگ‐لفلر پایداری ابتدا راستا، این در
در شبکه یکتای تعادل نقطه تاخیر از مستقل یکنواخت پایداری سپس است، شده تحلیل شبکه
شاخص زمانی سری بینی پیش به نهایت، در و است. شده آنالیز چندگانه و ثابت تاخیر حضور
حالت انعکاس عصبی شبکه از استفاده با S&P۵٠٠ و DJIA جونز داو صنعتی میانگین های

شد. پرداخته تکنیکال های ورودی و تطبیقی کسری مرتبه
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١ تست S&P۵٠٠



حالت انعکاس عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه تاخیر از مستقل دینامیکی تحلیل ٨۶
حقیقی کسری مرتبه
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٢ تست S&P۵٠٠



٣ فصل
انعکاس عصبی شبکه پایداری تحلیل

و مختلط کسری مرتبه حالت
کواترنیون



کواترنیون و مختلط کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه پایداری تحلیل ٨٨

پیشگفتار
کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه دینامیکی تحلیل به فصل، این در
راستا، این در شود. می پرداخته ممریستیو عنصر و تاخیر حضور در مختلط و کواترنیوم
مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه تاخیر از مستقل مجانبی پایداری ابتدا
مجانبی پایداری سپس، شود. می تحلیل زمان با متغیر تاخیر حضور در کواترنیوم کسری
وابسته مقاوم مجانبی پایداری تحلیل نهایت، در و شود. می آنالیز آن تاخیر از مستقل مقاوم
تاخیر حضور در ممریستیو نامعین کسری مرتبه کوا˚ستیت عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر به
نشان بخش هر در همچنین، شود. می انجام زمان با متغیر نیوترال تاخیر و زمان با متغیر

باشند. می مختلط فضای به تعمیم قابل نتایج، این که شود می داده

تعادل نقطه تاخیر از مستقل مجانبی پایداری تحلیل ٣. ١
کواترنیون کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه

زمان با متغیر تاخیر حضور در
و وجود سپس و شود می توصیف جزییات با نظر مورد شبکه دینامیک ابتدا بخش، این در
تعادل نقطه پایداری آنالیز نهایت، در و شود می بررسی عصبی شبکه تعادل نقطه یکتایی
غیر‐ ویژگی گرفتن نظر در بدون کواترنیون، فضای در تحلیل برای شود. می انجام آن یکتای
استفاده غیرمستقیم روش از باشد، می همیلتن٢ قوانین نتیجه که کواترنیون ضرب تعاملی١
و شود می تجزیه حقیقی عصبی شبکه چهار به کواترنیون عصبی شبکه این یعنی شود، می
فعالسازی توابع با عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه تاخیر از مستقل پایداری آنالیز به سپس

شد. خواهد پرداخته لیپشیتز

زمان با متغیر تاخیر حضور در عصبی شبکه مدل توصیف ٣. ١. ١
همراه به (FO-QVESNN) کواترنیون کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه دینامیک
در را رزرویر حالت nr ∈ Z+ و خروجی no ∈ Z+ ورودی، ni ∈ Z+ با زمان با متغیر تاخیر
رابطه بصورت توان می را خروجی kامین و رزرویر حالت rامین با متناظر معادله بگیرید. نظر
Y = و X = [x١, · · · , xnr ]

T ∈ Hnr ،k = ١,٢, · · · , no ،r = ١,٢, · · · , nr آن در که نوشت. (٣. ١)
U = [U١, · · · ,Unr ]

T ∈ و هستند ها خروجی رزرویر، های حالت بردارهای [y١, · · · , yno ]
T ∈ Hno

باشند. می شبکه کمکی و خارجی ورودی دهنده نشان u = [u١, · · · , uni ]
T ∈ Hni و Hnr

1Non-Commutativity
2Hamilton Rules



حالت انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر از مستقل مجانبی پایداری تحلیل
٨٩ زمان با متغیر تاخیر حضور در کواترنیون کسری مرتبه
W = ،W out =

[
W o;W io

]
no×(nr+ni)

∈ Hno×(nr+ni) ،W in = [·]nr×ni
∈ Hnr×ni های ماتریس

رزرویر های حالت خروجی، ورودی، های وزن W f = [·]nr×no
∈ Hnr×no و [·]nr×nr

∈ Hnr×nr

C = [·]nr×nr
∈ Hnr×nr و A = [·]nr×nr

∈ Hnr×nr نمادهای انها، بر علاوه هستند. فیدبک و
ثابت A−١ که هستند کواترنیون فضای در شبکه نشتی نرخ های ماتریس و زمانی ثابت بیانگر
σl(t) = [·]nr×nr

∈ های ماتریس همچنین، باشند. می نشتی نرخ ماتریس A−١C و زمانی
σf (t) = [·]nr×no

∈ Rnr×no و σd(t) = [·]nr×nr
∈ Rnr×nr ،σin(t) = [·]no×ni

∈ Rno×ni ،Rnr×nr

های حالت های ترم از انتقال، و ورودی نشتی، های) ترم ) های عبارت در تاخیر دهنده نشان
σin(t) = [·]no×ni

∈ و σo(t) = [·]no×nr
∈ Rno×nr آنها، بر علاوه باشند. می فیدبک، و رزرویر

هستند. خروجی به وورودی و ریداوت تاخیرهای دهنده نشان Rno×ni

Dα (xr(t)) = −
nr∑
h=١

crhxh(t− σlrh(t)) +

nr∑
h=١

arhfh

 ni∑
j=١

win
hjuj(t− σinhj(t))

+

nr∑
l=١

whlxl(t− σdhl(t)) +

no∑
k=١

wf
hkyk(t− σfhk(t))

+ Ur,

yk(t) = gk

 nr∑
s=١

wo
ksxs(t− σoks(t)) +

ni∑
j=١

wio
kjuj(t− σiokj(t))

 , (٣. ١)

s = ١,٢, · · · , nr و l = ١,٢, · · · , nr ،h = ١,٢, · · · , nr بازای که شود می فرض اینجا، در
σofr = و σdr = maxl

(
σdlr(t)

) ،σlr = maxh
(
σlhr(t)

) از که σofr ،σdr و σlr مقادیر دارند وجود
ماتریس قطری عناصر که شود می فرض همچنین، آیند. می بدست maxk,s

(
σokr(t) + σfsk(t)

)
فرض نهایت، در .i = ١,٢, · · · , nr کلیه برای σl (i, i) = ٠ یعنی هستند صفر نشتی، تاخیر
رزرویر های حالت و g = [g١, · · · , gno ]

T : Hno → Hno خروجی فعالسازی توابع که شود می
بصورت تجزیه قابل gk و fh هر که هستند ای بگونه f = [f١, · · · , fnr ]

T : Hnr → Hnr

مولفه همه که باشند می gk = g
(R)
k + g

(I)
k ı+ g

(J)
k ȷ+ g

(K)
k κ و fh = f

(R)
h +f

(I)
h ı+f

(J)
h ȷ+f

(K)
h κ

لیپشیتز و پیوسته ( ρ ∈ Ω = {R, I, J,K} برای g(ρ)k و f
(ρ)
h یعنی ) فعالسازی توابع های

G
(ρ)
k و F

(ρ)
h لیپشیتز مثبت و حقیقی های ثابت ،(١. ٢. ١) تعریف با مطابق یعنی، f∣∣∣هستند (ρ)h

(
x
(ρ)
h (t)

)
− f

(ρ)
h

(
x̃
(ρ)
h (t)

)∣∣∣ ≤ روابط x̃(t) و x(t) دلخواه پاسخ دو هر برای که دارند وجود
می صادق ∣∣∣g(ρ)k

(
x
(ρ)
k (t)

)
− g

(ρ)
k

(
x̃
(ρ)
k (t)

)∣∣∣ ≤ G
(ρ)
k

∣∣∣x(ρ)k (t)− x̃
(ρ)
k (t)

∣∣∣ و F (ρ)
h

∣∣∣x(ρ)h (t)− x̃
(ρ)
h (t)

∣∣∣
باشند.

بصورت توان می را (٣. ١) عصبی شبکه معادله ،(۶ .١. ٢) و (۵ .١. ٢) های لم از استفاده با
کرد. توصیف زیر

Dα
(
x(ρ)r (t)

)
= −

nr∑
h=١

 ∑
(η,Θ,Υ)∈Ω̃(ρ)

ηc
(Θ)
rh x

(Υ)
h

(
t− σlrh(t)

)



کواترنیون و مختلط کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه پایداری تحلیل ٩٠

+

nr∑
h=١


∑

(η,Θ,Υ)∈Ω̃(ρ)

ηa
(Θ)
rh f

(Υ)
h

 nr∑
l=١

∑
(η̃,Θ̃,Υ̃)∈Ω̃(Υ)

η̃w
(Θ̃)
hl x

(Υ̃)
l

(
t− σdhl(t)

)

+

no∑
k=١

∑
(η̃,Θ̃,Υ̃)∈Ω̃(Υ)

η̃wf (Θ̃)

hk y
(Υ̃)
k

(
t− σfhk(t)

)
+ U (ρ)

r

yΥ̃k (t) = g
(Υ̃)
k

 nr∑
s=١

∑
(η̂,Θ̂,Υ̂)∈Ω̃(Υ̃)

η̂wo(Θ̂)

ks x(Υ̂)
s (t− σoks(t))

 . (٣. ٢)

باشند. می ρ,Θ,Υ, Θ̃, Υ̃, Θ̂, Υ̂ ∈ Ω و k = ١,٢, · · · , no ،r = ١,٢, · · · , nr آن در که

تعادل نقطه یکتایی و وجود ٣. ١. ٢
عصبی شبکه تعادل نقطه یکتایی و وجود انقباضی نگاشت یک از استفاده با بخش، این در

شود. می اثبات (٣. ٢)
در شده داده λ(ρ̂)r اگر باشد می یکتا تعادل نقطه یک دارای (٣. ٢) عصبی شبکه .٣. ١. ١ قضیه

باشد. مثبت مقدار ρ̂ ∈ Ω و r = ١,٢, · · · , nr کلیه برای ،(٣. ٣) رابطه

λ(ρ̂)r = c(R)
rr −

∑
ρ∈Ω

 ∑
(Θ,ρ̂)∈Ω(ρ),ρ ̸=ρ̂

µr

∣∣∣c(ρ)rr

∣∣∣+ nr∑
h=١;h̸=r

∑
(Θ,ρ̂)∈Ω(ρ)

µh
µr

∣∣∣c(ρ)hr

∣∣∣
+

nr∑
h=١

∑
(Θ,Υ)∈Ω(ρ)

nr∑
l=١

µh
µr

∣∣∣a(ρ)hl

∣∣∣F (Υ)
l

∑
(Θ̃,ρ̂)∈Ω(Υ)

∣∣∣w(P̃ )
lr

∣∣∣
+

nr∑
h=١

∑
(Θ,Υ)∈Ω(ρ)

no∑
k=١

∑
(Θ̃,Υ̃)∈Ω(Υ)

nr∑
s=١

µh

∣∣∣a(ρ)hs

∣∣∣F (Υ)
s

∣∣∣∣wf (Θ̃)

sk

∣∣∣∣G(Υ̃)
k

∑
(Θ̂,ρ̂)∈Ω(Υ̃)

∣∣∣wo(Θ̂)

kr

∣∣∣


(٣. ٣)
اگر باشد می (٣. ٢) عصبی شبکه تعادل نقطه یک X∗ ،(۵ .١. ٢) تعریف از استفاده با اثبات:

بنابراین باشد. Dαx
(ρ)
r (t) = ٠ معادله پاسخ X∗ ،r = ١,٢, · · · , nr و ρ ∈ Ω هر برای

٠ = −c(R)
rr x

(ρ)
r (t)−

∑
(η,Θ,Υ)∈Ω̃(ρ),Υ ̸=ρ

ηc(Θ)
rr x

(Υ)
r (t)−

nr∑
h=١,h̸=r

∑
(η,Θ,Υ)∈Ω̃(ρ)

ηc
(Θ)
rh x

(Υ)
h (t)

+

nr∑
h=١


∑

(η,Θ,Υ)∈Ω̃(ρ)

ηa
(Θ)
rh f

(Υ)
h

 nr∑
l=١

∑
(η̃,Θ̃,Υ̃)∈Ω̃(Υ)

η̃w
(Θ̃)
hl x

(Υ̃)
l (t)

+

no∑
k=١

∑
(η̃,Θ̃,Υ̃)∈Ω̃(Υ)

η̃wf (Θ̃)

hl g
(Υ̃)
k

 nr∑
s=١

∑
(η̂,Θ̂,Υ̂)∈Ω̃(Υ̃)

η̂wo(Θ̂)

ks x(Υ̂)
s (t)



+ U (ρ)

r . (۴ .٣)



حالت انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر از مستقل مجانبی پایداری تحلیل
٩١ زمان با متغیر تاخیر حضور در کواترنیون کسری مرتبه

می تعریف c(R)
rr x∗

(ρ)

r = υ∗
(ρ)

r رابطه با که ψ : Hnr → Hnr انقباضی نگاشت گرفتن نظر در با
داریم: شود،

ψ(ρ)
r

(
υ(ρ)r

)
= −

∑
(η,Θ,Υ)∈Ω̃(ρ),Υ ̸=ρ

ηc(Θ)
rr

υ
(Υ)
r (t)

c
(R)
rr

−
nr∑

h=١,h̸=r

∑
(η,Θ,Υ)∈Ω̃(ρ)

ηc
(Θ)
rh

υ
(Υ)
h (t)

c
(R)
hh

+

nr∑
h=١


∑

(η,Θ,Υ)∈Ω̃(ρ)

ηa
(Θ)
rh f

(Υ)
h

 nr∑
l=١

∑
(η̃,Θ̃,Υ̃)∈Ω̃(Υ)

η̃w
(P̃ )
jk

υ
(Υ̃)
k (t)

c
(R)
ll

+

no∑
k=١

∑
(η̃,Θ̃,Υ̃)∈Ω̃(Υ)

η̃wf (Θ̃)

hk g
(Υ̃)
k

 nr∑
s=١

∑
(η̂,Θ̂,Υ̂)∈Ω̃(Υ̃)

η̂wo(Θ̂)

ks

υ
(Υ̂)
s (t)

c
(R)
ss



+ U (ρ)

r , (۵ .٣)

دلخواه و مجزا پاسخ دو برای اگر باشد. می Ψ(ρ)
(
υ(ρ)

)
=
[
ψ
(ρ)

١
(
υ
(ρ)

١
)
, · · · , ψ(ρ)

nr

(
υ
(ρ)
nr

)]T که
بصورت ||Ψ(υ)−Ψ(ν)|| نرم ،ν(ρ) =

[
ν
(ρ)

١ , · · · , ν(ρ)nr

]T و υ(ρ) =
[
υ
(ρ)

١ , · · · , υ(ρ)nr

]T
||Ψ(υ)−Ψ(ν)|| =

nr∑
r=١

µr
∑
ρ∈Ω

∣∣∣ψ(ρ)
r

(
υ(ρ)r

)
− ψ(ρ)

r

(
ν(ρ)r

)∣∣∣ . (۶ .٣)

آنگاه شود، تعریف
||Ψ(υ)−Ψ(ν)||

=

nr∑
r=١

µr
∑
ρ∈Ω

∣∣∣ψ(ρ)
r

(
υ(ρ)r

)
− ψ(ρ)

r

(
ν(ρ)r

)∣∣∣
≤

nr∑
r=١
∑
ρ∈Ω

 ∑
(Θ,Υ)∈Ω(ρ),Υ̸=ρ

µr

∣∣∣c(Θ)
rr

∣∣∣
∣∣∣υ(Υ)

r (t)− ν
(Υ)
r (t)

∣∣∣
c
(R)
rr

+

nr∑
h=١,h ̸=r

∑
(Θ,Υ)∈Ω(ρ)

µr

∣∣∣c(Θ)
rh

∣∣∣
×

∣∣∣υ(Υ)
h (t)− ν

(Υ)
h (t)

∣∣∣
c
(R)
hh

+

nr∑
h=١

 ∑
(Θ,Υ)∈Ω(ρ)

∣∣∣a(Θ)
rh

∣∣∣F (Υ)
h

 nr∑
l=١

∑
(Θ̃,Υ̃)∈Ω(Υ)

µr

∣∣∣w(Θ̃)
hl

∣∣∣
×

∣∣∣υ(Υ̃)
l (t)− ν

(Υ̃)
l (t)

∣∣∣
c
(R)
ll

+

no∑
k=١

∑
(Θ̃,Υ̃)∈Ω(Υ)

∣∣∣∣wf (Θ̃)

hk

∣∣∣∣G(Υ̃)
k

nr∑
s=١

∑
(Θ̂,Υ̂)∈Ω(Υ̃)

µr

×
∣∣∣wo(Θ̂)

ks

∣∣∣
∣∣∣υ(Υ̂)

s (t)− ν
(Υ̂)
s (t)

∣∣∣
c
(R)
ss





≤
nr∑
r=١
∑
ρ∈Ω

 ∑
(Θ,Υ)∈Ω(ρ),Υ ̸=ρ

µr

∣∣∣c(Θ)
rr

∣∣∣
∣∣∣υ(Υ)

r (t)− ν
(Υ)
r (t)

∣∣∣
c
(R)
rr

+

nr∑
h=١,h ̸=r

∑
(Θ,Υ)∈Ω(ρ)

µh

∣∣∣c(ρ)hr

∣∣∣
×

∣∣∣υ(Υ)
r (t)− ν

(Υ)
r (t)

∣∣∣
c
(R)
rr

+

nr∑
h=١

∑
(Θ,Υ)∈Ω(ρ)

nr∑
l=١

µh

∣∣∣a(Θ)
hl

∣∣∣F (Υ)
l

∑
(Θ̃,Υ̃)∈Ω(Υ)

∣∣∣w(Θ̃)
lr

∣∣∣
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×

∣∣∣υ(Υ̃)
r (t)− ν

(Υ̃)
r (t)

∣∣∣
c
(R)
rr

+

nr∑
h=١

∑
(Θ,Υ)∈Ω(ρ)

no∑
k=١

∑
(Θ̃,Υ̃)∈Ω(Υ)

nr∑
s=١

µh

∣∣∣a(Θ)
hs

∣∣∣F (Υ)
s

∣∣∣∣wf (Θ̃)

sk

∣∣∣∣G(Υ̃)
k

×
∑

(Θ̂,Υ̂)∈Ω(Υ̃)

∣∣∣wo(Θ̂)

kr

∣∣∣
∣∣∣υ(Υ̂)

r (t)− ν
(Υ̂)
r (t)

∣∣∣
c
(R)
rr


≤

nr∑
r=١
∑
ρ̂∈Ω

µr

∑
ρ∈Ω

∑
(Θ,Υ)∈Ω(ρ),ρ ̸=Υ

∣∣∣c(Θ)
rr

∣∣∣+∑
ρ∈Ω

 nr∑
h=١,h̸=r

∑
(Θ,ρ̂)∈Ω(ρ)

µh
µr

∣∣∣c(Θ)
hr

∣∣∣
+

nr∑
h=١

∑
(Θ,Υ)∈Ω(ρ)

nr∑
l=١

µh
µr

∣∣∣a(Θ)
hl

∣∣∣F (Υ)
l

∑
(Θ̃,ρ̂)∈Ω(Υ)

∣∣∣w(Θ̃)
lr

∣∣∣+ nr∑
h=١

∑
(Θ,Υ)∈Ω(ρ)

no∑
l=١

∑
(Θ̃,Υ̃)∈Ω(Υ)

nr∑
s=١

µh
µr

∣∣∣a(Θ)
hs

∣∣∣F (Υ)
s

∣∣∣∣wf (Θ̃)

sk

∣∣∣∣G(Υ̃)
k

∑
(Θ̂,ρ̂)∈Ω

(Υ̃)

∣∣∣wo(Θ̂)

kr

∣∣∣


∣∣∣υ(ρ̂)r (t)− ν

(ρ̂)
r (t)

∣∣∣
c
(R)
rr

≤
nr∑
r=١
∑
ρ̂∈Ω

µrθ
(ρ̂)
r

∣∣∣υ(ρ̂)r (t)− ν
(ρ̂)
r (t)

∣∣∣
c
(R)
rr

. (٣. ٧)

که گرفت نتیجه توان می ،λ(ρ̂)r = c
(R)
rr − θ

(ρ̂)
r > ٠ به توجه با

||Ψ(υ)−Ψ(ν)|| ≤
nr∑
r=١

µr
∑
ρ∈Ω

∣∣∣υ(ρ)r − ν(ρ)r

∣∣∣
||Ψ(υ)−Ψ(ν)|| ≤ ||υ − ν|| . (٣. ٨)

یک دارای (٣. ٢) عصبی شبکه نتیجه، در و است انقباضی ψ : Hnr → Hnr نگاشت بنابراین،
شود. می تکمیل اثبات اینجا، در باشد. صادق (٣. ٣) اگر باشد می یکتا تعادل نقطه

□

تعادل نقطه پایداری ٣. ١. ٣
حالت انعکاس عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه تاخیر از مستقل مجانبی پایداری بخش، این در
تعادل نقطه میتاگ‐لفلر پایداری سپس، و شود. می تحلیل (٣. ٢) کواترنیون کسری مرتبه
در و شود. می آنالیز تاخیر بدون کواترنیون کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه یکتای

باشد. می مختلط فضای به تعمیم قابل براحتی نتایج این که شود می داده نشان پایان،
در شده تعریف ،λ(ρ̂)r اگر است مجانبی پایدار (٣. ٢) عصبی شبکه تعادل نقطه .٣. ١. ٢ قضیه

باشد. مثبت ρ̂ ∈ Ω و r = ١,٢, · · · , nr بازای ،(٣. ٣) رابطه
،l = ١,٢, · · · , nr ،h = ١,٢, · · · , nr ،r = ١,٢, · · · , nr برای xr(t) = x∗r کنید فرض اثبات:
عصبی شبکه تعادل نقطه یک σ = maxr(σ

l
r, σ

d
r , σ

of
r ) و s = ١,٢, · · · , nr ،k = ١,٢, · · · , no



حالت انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر از مستقل مجانبی پایداری تحلیل
٩٣ زمان با متغیر تاخیر حضور در کواترنیون کسری مرتبه

معادله بنابراین یابد. می انتقال مبدا به تعادل نقطه ،xr(t) = er(t) + x∗r متغیر تغییر با باشد.
آید. می بدست (٣. ٩) رابطه بصورت خطا دینامیکی

Dα
(
e(ρ)r (t)

)
= −

nr∑
h=١

∑
(η,Θ,Υ)∈Ω̃(ρ)

ηc
(Θ)
rh e

(Υ)
h

(
t− σlrh(t)

)
+

nr∑
h=١

∑
(η,Θ,Υ)∈Ω̃(ρ)

ηa
(Θ)
rh

×

f (Υ)
h

 nr∑
l=١

∑
(η̃,Θ̃,Υ̃)∈Ω̃(Υ)

η̃w
(Θ̃)
hl

(
e
(Υ̃)
l

(
t− σdhl(t)

)
+ x∗

(Υ̃)

l

)
+

no∑
k=١

∑
(η̃,Θ̃,Υ̃)∈Ω̃(Υ)

η̃wf (Θ̃)

hk

×g(Υ̃)
k

 nr∑
s=١

∑
(η̂,Θ̂,Υ̂)∈Ω̃(Υ̃)

η̂wo(Θ̂)

ks

(
e(Υ̂)
s

(
t− σoks(t)− σfhk(t)

)
+ x∗

(Υ̂)

s

)


−f (Υ)
h

 nr∑
l=١

∑
(η̃,Θ̃,Υ̃)∈Ω̃(Υ)

η̃w
(Θ̃)
hl x

∗(Υ̃)

l +

no∑
k=١

∑
(η̃,Θ̃,Υ̃)∈Ω̃(Υ)

η̃wf (Θ̃)

hk

×g(Υ̃)
k

 nr∑
s=١

∑
(η̂,Θ̂,Υ̂)∈Ω̃(Υ̃)

η̂wo(Θ̂)

ks

(
x∗

(Υ̂)

s

)

 . (٣. ٩)

لیاپانوف تابع انتخاب با
V (t) =

nr∑
r=١

µr
∑
p∈Ω

∣∣∣e(ρ)r (t)
∣∣∣ (٣. ١٠)

رابطه بصورت لیاپانوف تابع کسری مرتبه مشتق ،(١. ٢. ٨) لم و (٣. ٩) روابط از استفاده با و
آید. می بدست (٣. ١١)

DαV (t)

=

nr∑
r=١

µr
∑
ρ∈Ω

sgn
(
e(ρ)r (t)

)
Dαe(ρ)r (t)

=

nr∑
r=١

µr
∑
ρ∈Ω

sgn
(
e(ρ)r (t)

)−
nr∑
h=١

∑
(η,Θ,Υ)∈Ω̃(ρ)

ηc
(Θ)
rh e

(Υ)
h

(
t− σlrh(t)

)

+

nr∑
h=١

∑
(η,Θ,Υ)∈Ω̃(ρ)

ηa
(Θ)
rh

f (Υ)
h

(
nr∑
l=١

∑
(η̃,Θ̃,Υ̃)∈Ω̃(Υ)

η̃w
(Θ̃)
hl

(
e
(Υ̃)
l

(
t− σdhl(t)

)
+ x∗

(Υ̃)

l

)

+

no∑
k=١

∑
(η̃,Θ̃,Υ̃)∈Ω̃(Υ)

η̃wf (Θ̃)

hk g
(Υ̃)
k

(
nr∑
s=١

∑
(η̂,Θ̂,Υ̂)∈Ω̃(Υ̃)

η̂wo(Θ̂)

ks

(
e(Υ̂)
s

(
t− σoks(t)− σfhk(t)

)

+x∗
(Υ̂)

s

)))
− f

(Υ)
h

(
nr∑
l=١

∑
(η̃,Θ̃,Υ̃)∈Ω̃(Υ)

η̃w
(Θ̃)
hl x

∗(Υ̃)

l +

no∑
k=١

∑
(η̃,Θ̃,Υ̃)∈Ω̃(Υ)

η̃wf (Θ̃)

hk
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×g(Υ̃)
k

(
nr∑
s=١

∑
(η̂,Θ̂,Υ̂)∈Ω̃(Υ̃)

η̂wo(Θ̂)

ks

(
x∗

(Υ̂)

s

)))


≤
nr∑
r=١

µr
∑
ρ∈Ω

{ ∑
(Θ,Υ)∈Ω(ρ),ρ=Υ

−sgn
(
e(ρ)r (t)

)
c(Θ)
rr e

(Υ)
r (t)−

∑
(Θ,Υ)∈Ω(ρ),ρ ̸=Υ

sgn
(
e(ρ)r (t)

)
c(Θ)
rr

× e(Υ)
r (t)

}
+

nr∑
r=١

µr
∑
ρ∈Ω

nr∑
h=١,h̸=r

∑
(Θ,Υ)∈M(ρ)

∣∣∣c(Θ)
rh

∣∣∣ ∣∣∣e(Υ)
h

(
t− σlrh(t)

)∣∣∣+ nr∑
r=١

µr
∑
ρ∈Ω

nr∑
h=١∑

(Θ,Υ)∈Ω(ρ)

∣∣∣a(Θ)
rh

∣∣∣F (Υ)
h

nr∑
l=١

∑
(Θ̃,Υ̃)∈Ω(Υ)

∣∣∣w(Θ̃)
hl

∣∣∣ ∣∣∣e(Υ̃)
l

(
t− σdhl(t)

)∣∣∣+ nr∑
r=١

µr
∑
ρ∈Ω

nr∑
h=١∑

(Θ,Υ)∈Ω(ρ)

∣∣∣a(Θ)
rh

∣∣∣F (Υ)
h

no∑
k=١

∑
(Θ̃,Υ̃)∈Ω(Υ)

∣∣∣∣wf (Θ̃)

hk

∣∣∣∣G(Υ̃)
k

nr∑
s=١

∑
(Θ̂,Υ̂)∈Ω(Υ̃)

∣∣∣wo(Θ̂)

ks

∣∣∣
×
∣∣∣e(Υ̂)

s

(
t− σoks(t)− σfhk(t)

)∣∣∣ (٣. ١١)

بنابراین باشد. می علامت تابع sgn(·) که

DαV (t)

≤
nr∑
r=١

µr
∑
ρ∈Ω

 ∑
(Θ,ρ)∈Ω(ρ)

−c(Θ)
rr

∣∣∣e(ρ)r (t)
∣∣∣+ ∑

(Θ,Υ)∈Ω(ρ),ρ ̸=Υ

∣∣∣c(ρ)rr

∣∣∣ ∣∣∣e(Υ)
r (t)

∣∣∣


+

nr∑
r=١

µr
∑
ρ∈Ω

nr∑
h=١,h̸=r

∑
(Θ,Υ)∈Ω(ρ)

∣∣∣c(Θ)
rh

∣∣∣ ∣∣∣e(Υ)
h

(
t− σlrh(t)

)∣∣∣+ nr∑
r=١
∑
ρ∈Ω

nr∑
h=١

∑
(Θ,Υ)∈Ω(ρ)

µr

×
∣∣∣a(Θ)

rh

∣∣∣F (Υ)
h

nr∑
l=١

∑
(Θ̃,Υ̃)∈Ω(Υ)

∣∣∣w(Θ̃)
hl

∣∣∣ ∣∣∣e(Υ̃)
l

(
t− σdhl(t)

)∣∣∣+ nr∑
r=١

µr
∑
ρ∈Ω

nr∑
h=١

∑
(Θ,Υ)∈Ω(ρ)

∣∣∣a(Θ)
rh

∣∣∣
× F

(Υ)
h

no∑
k=١

∑
(Θ̃,Υ̃)∈Ω(Υ)

∣∣∣∣wf (Θ̃)

hk

∣∣∣∣G(Υ̃)
k

nr∑
s=١

∑
(Θ̂,Υ̂)∈Ω(Υ̃)

∣∣∣wo(Θ̂)

ks

∣∣∣ ∣∣∣e(Υ̂)
s

(
t− σoks(t)− σfhk(t)

)∣∣∣ .
≤

nr∑
r=١
∑
ρ∈Ω

 ∑
(Θ,ρ)∈Ω(ρ)

−µrc(Θ)
rr

∣∣∣e(ρ)r (t)
∣∣∣+ ∑

(Θ,Υ)∈Ω(ρ),ρ ̸=Υ

µr

∣∣∣c(Θ)
rr

∣∣∣ ∣∣∣e(Υ)
r (t)

∣∣∣


+

nr∑
r=١
∑
ρ∈Ω

nr∑
h=١,h̸=r

∑
(Θ,Υ)∈Ω(ρ)

µh

∣∣∣c(Θ)
hr

∣∣∣ ∣∣∣e(Υ)
r

(
t− σlhr(t)

)∣∣∣+ nr∑
r=١
∑
ρ∈Ω

nr∑
h=١

∑
(Θ,Υ)∈Ω(ρ)

nr∑
l=١

µh

×
∣∣∣a(Θ)

hl

∣∣∣F (Υ)
l

∑
(Θ̃,Υ̃)∈Ω(Υ)

∣∣∣w(Θ̃)
lr

∣∣∣ ∣∣∣e(Υ̃)
r

(
t− σdlr(t)

)∣∣∣+ nr∑
r=١
∑
ρ∈Ω

nr∑
h=١

∑
(Θ,Υ)∈Ω(ρ)

no∑
k=١

∑
(Θ̃,Υ̃)∈Ω(Υ)

nr∑
s=١

µh

∣∣∣a(Θ)
hs

∣∣∣F (Υ)
s

∣∣∣∣wf (Θ̃)

sk

∣∣∣∣G(Υ̃)
k

∑
(Θ̂,Υ̂)∈Ω(Υ̃)

∣∣∣wo(Θ̂)

kr

∣∣∣ ∣∣∣e(Υ̂)
r

(
t− σokr(t)− σfsk(t)

)∣∣∣ . (٣. ١٢)



حالت انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر از مستقل مجانبی پایداری تحلیل
٩۵ زمان با متغیر تاخیر حضور در کواترنیون کسری مرتبه

داریم: ،r = ١,٢, · · · , nr برای σr = max(σlr, σ
d
r , σ

of
r ) و ρ̂ ∈ Ω = {R, I, J,K} فرض با

DαV (t)

≤
nr∑
r=١
∑
ρ̂∈Ω

µr

−c(R)
rr +

∑
ρ∈Ω

∑
(Θ,ρ̂)∈Ω(ρ),ρ ̸=ρ̂

µr

∣∣∣c(Θ)
rr

∣∣∣
∣∣∣e(ρ̂)r (t)

∣∣∣
+

nr∑
r=١
∑
ρ̂∈Ω

µr

∑
ρ∈Ω

 nr∑
h=١;h̸=r

∑
(Θ,ρ̂)∈Ω(ρ)

µh
µr

∣∣∣c(Θ)
hr

∣∣∣+ nr∑
h=١

∑
(Θ,Υ)∈Ω(ρ)

nr∑
l=١

µh
µr

∣∣∣a(Θ)
hl

∣∣∣
×F (Υ)

l

∑
(Θ̃,ρ̂)∈Ω(Υ)

∣∣∣w(Θ̃)
lr

∣∣∣+ nr∑
h=١

∑
(Θ,Υ)∈Ω(ρ)

no∑
k=١

∑
(Θ̃,Υ̃)∈Ω(Υ)

nr∑
s=١

µh

∣∣∣a(Θ)
hs

∣∣∣F (Υ)
s

∣∣∣∣wf (Θ̃)

sk

∣∣∣∣
×G(Υ̃)

k

∑
(Θ̂,ρ̂)∈Ω(Υ̃)

∣∣∣wo(Θ̂)

kr

∣∣∣

 sup

η∈[٠,σr]

∣∣∣e(ρ̂)r (t− η)
∣∣∣

≤
nr∑
r=١
∑
ρ̂∈Ω

µr

(
−λ(ρ̂)١r

∣∣∣e(ρ̂)r (t)
∣∣∣+ λ

(ρ̂)

٢r sup
η∈[٠,σr]

∣∣∣e(ρ̂)r (t− η)
∣∣∣) (٣. ١٣)

شبکه که گیریم می نتیجه ٠ < α < ١ هر برای ،(٣. ١٣) رابطه و (١. ٢. ٧) قضیه به توجه با
بنابراین، .λ(ρ̂)١r > λ

(ρ̂)

٢r > ٠ اگر است مجانبی پایدار تعادل نقطه یک دارای (٣. ١) عصبی
باشد می واضح کاملا است. برقرار نیز ∣∣∣e(ρ̂)r (t)

∣∣∣ → ٠ آن، نتیجه در و کند می میل V (t) → ٠
روی اثری تاخیر، که آنجا از بخشد. می تحقق را (٣. ٣) رابطه شرط λ

(ρ̂)
r = λ

(ρ̂)

١r − λ
(ρ̂)

٢r > ٠ که
نقطه بنابراین ندارد، اثری پایداری شرط محاسبه در اینکه بخصوص ندارد، آمده بدست نتیجه

باشد. می تاخیر از مستقل مجانبی پایدار تعادل،
□

ρ̂ ∈ Ω و r ∈ {١,٢, · · · , nr} از برخی برای σr یا و λ(ρ̂)٢r اگر ،(٣. ١٣) معادله در .٣. ١. ١ نتیجه
این تعادل نقطه نتیجه، در کرد. استفاده (١. ٢. ٧) قضیه از توان نمی آنگاه باشد، صفر برابر

باشد. می پایدار همچنان عادل نقطه که حالی در نیست مجانبی پایدار عصبی، شبکه

شبکه آنگاه باشند، می صفر برابر ها تاخیر ،(٣. ١) عصبی شبکه در کنید فرض .٣. ١. ٣ قضیه
می میتاگ‐لفلر پایدار تعادل نقطه یک دارای کواترنیون کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی

باشد. مثبت ρ̂ ∈ Ω و r = ١,٢, · · · , nr بازای ،(٣. ٣) رابطه در شده تعریف ،λ(ρ̂)r اگر باشد

سپس و V (t) =
∑nr

r=١ µr
∑

ρ∈Ω

∣∣∣e(ρ)r (t)
∣∣∣ لیاپانوف تابع و (٣. ٩) رابطه از استفاده با اثبات:



کواترنیون و مختلط کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه پایداری تحلیل ٩۶
آیند. می بدست (١۵ .٣) و (١۴ .٣) رابطه نتایج لیاپانوف، تابع کسری مرتبه مشتق محاسبه
DαV (t)

≤
nr∑
r=١
∑
ρ∈Ω

 ∑
(Θ,ρ)∈Ω(ρ)

−µrc(Θ)
rr

∣∣∣e(ρ)r (t)
∣∣∣+ ∑

(Θ,Υ)∈Ω(ρ),ρ ̸=Υ

µr

∣∣∣c(Θ)
rr

∣∣∣ ∣∣∣e(Υ)
r (t)

∣∣∣


+

nr∑
r=١
∑
ρ∈Ω

nr∑
h=١,h̸=r

∑
(Θ,Υ)∈Ω(ρ)

µh

∣∣∣c(Θ)
hr

∣∣∣ ∣∣∣e(Υ)
r (t)

∣∣∣+ nr∑
r=١
∑
ρ∈Ω

nr∑
h=١

∑
(Θ,Υ)∈Ω(ρ)

nr∑
l=١

µh

∣∣∣a(Θ)
hl

∣∣∣
× F

(Υ)
l

∑
(Θ̃,Υ̃)∈Ω(Υ)

∣∣∣w(Θ̃)
lr

∣∣∣ ∣∣∣e(Υ̃)
r (t)

∣∣∣+ nr∑
r=١
∑
ρ∈Ω

nr∑
jh=١

∑
(Θ,Υ)∈Ω(ρ)

no∑
k=١

∑
(Θ̃,Υ̃)∈Ω(Υ)

nr∑
s=١

µj

×
∣∣∣a(Θ)

hs

∣∣∣F (Υ)
s

∣∣∣∣wf (Θ̃)

sk

∣∣∣∣G(Υ̃)
k

∑
(Θ̂,Υ̂)∈Ω(Υ̃)

∣∣∣wo(Θ̂)

kr

∣∣∣ ∣∣∣e(Υ̂)
r (t)

∣∣∣ .
≤

nr∑
r=١
∑
ρ̂∈Ω

µr

−c(R)
rr +

∑
ρ∈Ω

 ∑
(Θ,ρ̂)∈Ω(ρ),ρ ̸=ρ̂

µr

∣∣∣c(Θ)
rr

∣∣∣+ nr∑
h=١;h̸=r

∑
(Θ,ρ̂)∈Ω(ρ)

µh
µr

∣∣∣c(Θ)
hr

∣∣∣
+

nr∑
h=١

∑
(Θ,Υ)∈Ω(ρ)

nr∑
l=١

µh
µr

∣∣∣a(Θ)
hl

∣∣∣F (Υ)
l

∑
(Θ̃,ρ̂)∈Ω(Υ)

∣∣∣w(Θ̃)
lr

∣∣∣+ nr∑
h=١

∑
(Θ,Υ)∈Ω(ρ)

no∑
k=١

∑
(Θ̃,Υ̃)∈Ω(Υ)

nr∑
s=١

µh

∣∣∣a(Θ)
hs

∣∣∣F (Υ)
s

∣∣∣∣wf (Θ̃)

sk

∣∣∣∣G(̃Υ)
k

∑
(Θ̂,ρ̂)∈Ω(Υ̃)

∣∣∣wo(Θ̂

kr )
∣∣∣


∣∣∣e(p̂)r (t)

∣∣∣
(١۴ .٣)
بنابراین

DαV (t) ≤ −
nr∑
r=١
∑
ρ̂∈Ω

µrλ
(ρ̂)
r

∣∣∣e(p̂)r (t)
∣∣∣

≤ −λmin

nr∑
r=١
∑
ρ̂∈Ω

µr

∣∣∣e(ρ̂)r (t)
∣∣∣

≤ −λminV (t) (١۵ .٣)
V (t) = V (٠)Eα,١ (−λmint

α) که کند می اثبات (١۵ .٣) رابطه باشد. می λmin = mini,ρ̂

(
λ
(ρ̂)
i

) که
در .Eα,١ (z) =

∑∞
k=٠ zk

Γ(αk+١) با است برابر و باشد می میتاگ‐لفلر تابع Eα,١ (z) که حالی در
شود. می تکمیل اثبات اینجا،

□

می ،(٣. ١. ٣) و (٣. ١. ٢) ،(٣. ١. ١) های تئوری در آمده بدست نتایج به توجه با .٣. ١. ٢ نتیجه
ρ̂ ∈ Ω و r = ١,٢, · · · , nr λ(ρ̂)rبازای بودن مثبت شرط تحقق صورت در که گرفت نتیجه توان
توان نمی تاخیر و باشد می پایدار یکتای تعادل نقطه یک دارای همواره (٣. ١) عصبی شبکه

گردد. آن ناپایداری به منجر



حالت انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر از مستقل مجانبی پایداری تحلیل
٩٧ زمان با متغیر تاخیر حضور در کواترنیون کسری مرتبه

می رویت بوضوح (٣. ١. ٣) و (٣. ١. ٢) ،(٣. ١. ١) های تئوری اثبات روند در .٣. ١. ١ ملاحظه
روی تاثیری ولی دهد می تغییر را عصبی شبکه تعادل نقطه موقعیت کمکی، ورودی که شود
ورودی همراه به را ثابت اغتشاش اگر بنابراین، ندارد. یکتا تعادل نقطه وجود و پایداری شرط

داشت. خواهد یکسان اثری آنگاه شود، اعمال عصبی شبکه به کمکی
نتایج کلیه که داد نشان توان می براحتی ،(١. ٢. ٧) لم گرفتن، نظر در با .٣. ١. ٢ ملاحظه
صادق نیز مختلط کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه برای های تئوری در آمده بدست

و ρ ∈ Ω = {R, I} شود فرض اگر باشد می
Ω(R) = {(R,R) , (I, I)} , Ω(I) = {(R, I) , (I,R)} ,

Ω̃(R) = {(١, R,R) , (−١, I, I)} , Ω̃(I) = {(١, R, I) , (١, I, R)} .
با/بدون مختلط/کواترنیون کسری مرتبه هاپفیلد عصبی شبکه برای نتایج این همچنین،

باشند. می استفاده قابل نیز تاخیر

سازی شبیه نتایج ۴ .٣. ١
بدست تئوری نتایج کارایی عددی، سازی شبیه از استفاده با تا شود می سعی بخش، این در
آدامز‐باشفورث‐ کننده بین‐اصلاح پیش روش از بتوان اینکه برای گردد. اثبات امده
می تاخیر حضور در کسری مرتبه دیفرانسیلی معادلات عددی حل مناسب ‐که مولتون١
گرفته نظر در (١۶ .٣) رابطه فرم به (٣. ١) عصبی شبکه تا است نیاز کرد، استفاده باشد‐

.[١٣٩] شود
Dα (xr(t))

= −
nr∑
h=١

crhxh

(
t− σlrh

)
+

nr∑
h=١

arhfh

 nr∑
j=١

win
hjuj

(
t− σinhj

)
+

nr∑
l=١

whlxl

(
t− σdhl

)

+

no∑
k=١

wf
hkyk

(
t− σfhk

)+ Ur, t ∈ [٠, T ], ٠ < v < ١

yk(t) = gk

(
nr∑
s=١

wo
ksxs (t− σoks)

)
, t ∈ [−σ, T ],

x(t) = ξ(t), t ∈ [−σ, ٠), (١۶ .٣)
که است تابعی نیز ξ(t) و دهد می رخ رزرویر های حالت در که است تاخیری بزرگترین σ که
h̃ = ٠٫٠٠٢ برداری نمونه زمان ها، سازی شبیه در کند. می تولید را سیستم اولیه شرایط
توزیع تصادفی رشته یک بصورت ،٣ و ١ های مثال در ξ(t) همچنین، و شد گرفته نظر در

1Adams-Bashforth- Moulton Predictor-Corrector



کواترنیون و مختلط کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه پایداری تحلیل ٩٨
یکنواخت شده توزیع تصادفی رشته یک بصورت نیز ٢ مثال در و کواترنیون١ یکنواخت شده
دو روی بر تاخیر و اولیه شرایط اثر تست، دو در ،٢ و ١ های مثال در شد. فرض مختلط٢
در ،٣ مثال در شود. می آنالیز مختلط و کواترنیون کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه
یک برای کننده پایدار حالت فیدبک طراحی در آمده بدست پایداری معیار از مجزا، تست دو

شود. می استفاده تاخیردار ناپایدار عصبی شبکه
بگیرید. نظر در زیر پارامترهای با را (٣. ١) رابطه عصبی شبکه .٣. ١. ١ مثال

C =

 ٣ + ٠٫١ı− ٠٫١ȷ+ ٠٫٢κ ٠٫١ + ٠٫٣ı− ٠٫١ȷ+ ٠٫١κ
٠٫١ − ٠٫٢ı+ ٠٫١ȷ+ ٠٫١κ ٣ − ٠٫٢ı+ ٠٫١ȷ+ ٠٫١κ

 ,
W f =

 ٠٫١ − ٠٫٢ı+ ٠٫٢ȷ+ ٠٫١κ
٠٫٢ + ٠٫٣ı+ ٠٫١ȷ+ ٠٫١κ

 ,W o =

 ٠٫١ − ٠٫١ı+ ٠٫٢ȷ− ٠٫١κ
٠٫١ + ٠٫٢ı+ ٠٫٢ȷ+ ٠٫١κ

T

,

A =

 ٠٫١ + ٠٫١ı− ٠٫١ȷ+ ٠٫٢κ ٠٫٢ − ٠٫٢ı+ ٠٫١ȷ+ ٠٫٢κ
٠٫١ − ٠٫١ı+ ٠٫١ȷ+ ٠٫١κ ٠٫١ + ٠٫١ı− ٠٫١ȷ+ ٠٫٣κ

 ,
W =

 ٠٫١ − ٠٫٢ı+ ٠٫١ȷ+ ٠٫١κ −٠٫١ı+ ٠٫٢ȷ− ٠٫١κ
٠٫١ + ٠٫٢ı− ٠٫١ȷ+ ٠٫٢κ ٠٫٢ + ٠٫١ı− ٠٫١ȷ+ ٠٫١κ

 ,
σl(t) =

 ٠ ٠٫۵ + ٠٫۵ cos٢(٠٫١t)
٠٫٢ + ٠٫٢ sin٢(t) ٠

 , U =

 ٩ + ١ı− ٠٫۵ȷ+ ۴κ
−۶ + ۵ı+ ٧ȷ− ١κ

 ,
d(t) =

 ٢ + ٢ı+ ٢ȷ+ ٢κ
١ + ١ı+ ١ȷ+ ١κ

 , σd(t) =
 ٠٫۵ + ٠٫١ cos(t) ١ + ٠٫٢ sin(t)

٠٫٣ + ٠٫٢ sin(t) ٠٫۵ + ٠٫٣ cos(t)

 ,
σf (t) =

 ١ + ٠٫۵ sin(٠٫١t)
٠٫۵ + ٠٫٢ cos(٠٫١t)

 , σo(t) = [ ٠٫٣ + ٠٫٢ cos(٠٫١t) ٠٫١ + ٠٫١ sin(٠٫١t) ] .
α = ٠٫٩ مرتبه کپوتو مشتق و (tanh(·)) هایپربولیک تانژانت فعالسازی توابع اجزاء همه که
F

(ρ)
h لیپشیتز ثابت ،ρ ∈ Ω و k = ١,٢, · · · , no ،h = ١,٢, · · · , nr کلیه برای بنابراین، هستند.

است. ١ با برابر G(ρ)
k و

σof =
[١٫٨۴, ١٫٧] و σd =

[٠٫۶, ١٫٢] ،σl = [٠٫۴, ١] مقادیر عصبی شبکه تاخیر از استفاده با
پارامترهای از استفاده با آیند. می بدست σ٢ = ١٫٧ > ٠ و σ١ = ١٫٨۴ > ٠ نتیجه در و
،θ(I)٢ = ٢٫٨٧ ،θ(I)١ = ٢٫٨۵ ،θ(R)

١ = ٢٫٨۶۶ مقادیر (٣. ١. ١) تئوری نتایج از و عصبی شبکه
همچنین، آیند. می بدست θ(K)

٢ = ٢٫٨٩ و θ(K)

١ = ٢٫٨۵۴ ،θ(J)١ = ٢٫٨۵ ،θ(J)١ = ٢٫٨۵٢٫٨٧
λ
(R)

٢ = ،λ(R)

١ =
[٢٫۶;٢٫۶] با برابر پایداری شروط مقادیر (٣. ١. ٢) تئوری نتایج از استفاده با

می بدست λ(K)

٢ =
[٢٫۴۵۴;٢٫۴٩] و λ(I)١ =

[٢٫۶;٢٫۶] ،λ(I)١ =
[٢٫۶;٢٫۶] ،[٢٫۴۶۶;٢٫۴٩]

با نهایت، در .ρ̂ ∈ Ω و r = ١,٢ برای λ(ρ̂)١r > λ
(ρ̂)

٢r > ٠ که کند می اثبات نتایج این آیند.
،λ(I) = [٠٫١۵; ٠٫١٣]T ،λ(R) =

[٠٫١٣۴; ٠٫١١]T مقادیر (٣. ١. ٣) تئوری و نتایج این از استفاده
1Uniformly Random Distributed Unit Quaternions
2Uniformly Random Distributed Unit Complexes



حالت انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر از مستقل مجانبی پایداری تحلیل
٩٩ زمان با متغیر تاخیر حضور در کواترنیون کسری مرتبه

d(t) ثابت اغتشاش با/بدون ،(٣. ١. ١) مثال عصبی شبکه تعادل نقطه :٣. ١ جدول
رزرویر های حالت یکتا تعادل نقطه

ثانیه) t ≤ ٣٠) d(t) اغتشاش بدون ثانیه) t > ٣٠) d(t) اغتشاش با
x١ ٣٫٢ + ٠٫۵٢ı− ٠٫٢ȷ+ ٠٫٨٨κ ٣٫٩ + ١٫٢ı+ ٠٫۵ȷ+ ١٫۴κ
x٢ −٢٫٢ + ١٫٧ı+ ٢٫٢ȷ− ٠٫١۵κ −١٫٩٧ + ٢ı+ ٢٫۴ȷ+ ٠٫٢κ

این از استفاده با بنابراین، آیند. می بدست λ(K) =
[٠٫١۴۶; ٠٫١١]T و λ(J) =

[٠٫١۵; ٠٫١٣]T
حالت انعکاس عصبی شبکه که گیریم می نتیجه (٣. ١. ٢) و (٣. ١. ١) تئوری با مطابق و نتایج
پایدار یکتای تعادل نقطه یک دارای فوق، پارارمترهای با (٣. ١) رابطه کواترنیون کسری مرتبه

باشد. می تاخیر از مستقل مجانبی
،x(٠)١ = x(٠)٢ = b+ bı+ bȷ+ bκ اولیه شرایط پنج بازای سازی شبیه تست، این در :١ تست
حضور در رزرویر های حالت عملکرد همچنین شد. انجام باشند، می b ∈ {٩−,٣,۶,−۶,٩} که
نتایج شد. بررسی ها سازی شبیه در شد، اعمال ثانیه t = ٣٠ لحظه در که d(t) ثابت اغتشاش
دلخواه اولیه شرایط هر بازای ها پاسخ که دهد می نشان (٣. ١) شکل در شده ارایه سازی شبیه
تغییر اغتشاش اثر در تعادل نقطه موقعیت چه، اگر است. شده همگرا یکتا تعادل نقطه یک به
به منجر محدود اغتشاش یعنی ندارد. اثری تعادل نقطه پایداری و یکتایی بر ولی کند، می
گزارش (٣. ١) جدول در اغتشاش حضور در/عدم تعادل نقطه موقعیت شد. نخواهد ناپایداری

است. شده
مواردی(شرایطی) همراه به است، آمده زیر رابطه در که تاخیر، افزایش اثر تست، این در :٢ تست

شود. می بررسی شدند، گرفته نظر در ١ تست در که

σl(t) =

 ٠ ٨ + ۵ cos٢(٠٫١t)
۵ + ٨ sin٢(٠٫١t) ٠

 , σd(t) =
 ٨ + ۵ cos(t) ٨ + ٧ sin(t)

٨ + ٧ sin(t) ٨ + ۵ cos(t)

 ,
σo(t) =

[ ۵ + ٣ sin(٠٫١t) ٣ + ٢ cos(٠٫١t) ] , σf (t) =
 ۴ + ٢ cos(٠٫١t)

۵ + ۴ sin(٠٫١t)
 .

نتیجه در و σof =
[١٧, ١٢٫۴٧] و σd =

[١۵, ١۵] ،σl = [١٢, ١٢] مقادیر جدید، های تاخیر برای
تائید نیز (٣. ٢) شکل در سازی شبیه نتایج آیند. می بدست σ٢ = ١۵ > ٠ و σ١ = ١٧ > ٠
آن یکتای تعادل نقطه مجانبی پایداری روی عصبی شبکه این در تاخیر افزایش که کنند می
نتایج با اغتشاش حضور در/عدم نیز ٢ تست عصبی شبکه تعادل نقطه موقعیت ندارد. اثری
گیریم می نتیجه ،٢ و ١ تست نتایج مقایسه با باشد. می یکسان (٣. ١) جدول در شده گزارش

است. یافته کاهش ها پاسخ همگرایی سرعت تاخیر افزایش با که

ملاحظه با مطابق ،(٣. ١) مختلط کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه .٣. ١. ٢ مثال



کواترنیون و مختلط کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه پایداری تحلیل ١٠٠
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حالت انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر از مستقل مجانبی پایداری تحلیل
١٠١ زمان با متغیر تاخیر حضور در کواترنیون کسری مرتبه
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کواترنیون و مختلط کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه پایداری تحلیل ١٠٢
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رزرویر های حالت حقیقی بخش (آ)
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حالت انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر از مستقل مجانبی پایداری تحلیل
١٠٣ زمان با متغیر تاخیر حضور در کواترنیون کسری مرتبه
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رزرویر های حالت ȷ بخش (ج)
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x٢ و (آبی) x١ متفاوت، اولیه شرایط بازای ٢ تست (٣. ١. ١) مثال رزرویر های حالت :٣. ٢ شکل

(قرمز)



کواترنیون و مختلط کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه پایداری تحلیل ١٠۴
بگیرید. نظر در را زیر پارامترهای با ،(٣. ٢. ٣)

C =

 ٣٫٨ − ٠٫۵ı −٠٫١ + ٠٫٢ı
−٠٫۵ − ٠٫٣ı ٣٫۵ + ٠٫۴ı

 , A =

 ٠٫۴ − ٠٫۵ı −٠٫١ − ٠٫٣ı
−٠٫۵ + ٠٫۴ı −٠٫٢ + ٠٫٢ı

 ,
W f =

 −٠٫۵ + ٠٫٣ı
٠٫۴ − ٠٫۵ı

 , W o =

 −٠٫٣ + ٠٫٢ı
٠٫٢ − ٠٫۴ı

T

, d(t) =

 ٢ + ٢ı
١ + ١ı

 ,
W =

 ٠٫٢ − ٠٫٣ı −٠٫۴ + ٠٫٣ı
٠٫١ − ٠٫٣ı ٠٫١ − ٠٫١ı

 , σl(t) =
 ٠ ٠٫۵ + ٠٫۴ cos(٠٫١t)

٠٫٢ + ٠٫١ sin(t) ٠
 ,

U =

 −۴ + ٨ı
−۶ − ٨ı

 , σd(t) =
 ٠٫٢ + ٠٫۴| cos(٠٫٢t)| ١ + ٠٫٨| sin(٠٫٢t)|

٠٫١ + ٠٫۵| sin(٠٫٢t)| ٠٫٢ + ٠٫۵| cos(٠٫٢t)|
 ,

σf (t) =

 ٠٫١ + ٠٫۵| sin(٠٫۵t)|
٠٫٢ + ٠٫۵| cos(٠٫۵t)|

 , σo(t) = [ ٠٫۵| cos(٠٫۵t)| ٠٫٨| sin(٠٫۵t)| ] .
α = ٠٫٨ مرتبه کپوتو مشتق و (tanh(·)) هایپربولیک تانژانت فعالسازی توابع اجزاء همه که
ثابت ،ρ ∈ Ω = {R, I} و k = ١,٢, · · · , no ،h = ١,٢, · · · , nr کلیه برای بنابراین، هستند.

است. ١ با برابر G(ρ)
k و F (ρ)

h لیپشیتز
σof =

[١٫٢, ١٫۴] و σd =
[٠٫۶, ١٫٨] ،σl = [٠٫٣, ٠٫٩] مقادیر عصبی شبکه تاخیر از استفاده با

شبکه پارامترهای از استفاده با آید. می بدست σ٢ = ١٫٨ > ٠ و σ١ = ١٫٢ > ٠ نتیجه در و
،θ(R)

٢ = ٣٫۴١٢ ،θ(R)

١ = ٣٫۶٠٢ مقادیر ،(٣. ٢. ٣) ملاحظه و (٣. ١. ١) تئوری نتایج از و عصبی
و (٣. ١. ٢) تئوری نتایج از استفاده با همچنین، آیند. می بدست θ(I)٢ = ٣٫۴٢ و θ(I)١ = ٣٫۵٩٨
،λ(R)

٢ =
[٣٫٠١٢;٣٫١٠٢] ،λ(R)

١ =
[٣٫١;٣٫٣] با برابر پایداری شروط مقادیر ،(٣. ٢. ٣) ملاحظه

که کند می اثبات نتایج این آیند. می بدست λ(I)٢ =
[٣٫٠٢;٣٫٠٩٨] و λ

(I)

١ =
[٣٫١;٣٫٣]

و (٣. ١. ٣) تئوری و نتایج این از استفاده با نهایت، در .ρ̂ ∈ Ω و r = ١,٢ برای λ(ρ̂)١r > λ
(ρ̂)

٢r > ٠
آیند. می بدست λ(I) = [٠٫٢٠٢; ٠٫٠٨]T و λ(R) =

[٠٫١٩٨; ٠٫٠٨٨]T مقادیر ،(٣. ٢. ٣) ملاحظه
که گیریم می نتیجه (٣. ١. ٢) و (٣. ١. ١) تئوری با مطابق و نتایج این از استفاده با بنابراین،
یک دارای فوق، پارامترهای با (٣. ١) رابطه مختلط کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه

باشد. می تاخیر از مستقل مجانبی پایدار یکتای تعادل نقطه
(x(٠)١, x(٠)٢) ∈ {(٣ + ٣ı,٣ + ٣ı) , اولیه شرایط پنج بازای سازی شبیه تست، این در :١ تست

شد. انجام (۵ı,−١ − ۵ı) , (−٢ + ٢ı,٢ − ı
)
,
(
−۵,−۵ − ٣ı) , (−٧ + ı,٧ + ı

)}
ثانیه t = ٢٠ لحظه در که d(t) ثابت اغتشاش حضور در رزرویر های حالت عملکرد همچنین
نشان (٣. ٣) شکل در شده ارایه سازی شبیه نتایج شد. بررسی ها سازی شبیه در شد، اعمال
است. شده همگرا یکتا تعادل نقطه یک به دلخواه اولیه شرایط هر بازای ها پاسخ که دهد می
نقطه پایداری و یکتایی با ولی کند، می تغییر اغتشاش اثر در تعادل نقطه موقعیت چه، اگر
نقطه موقعیت شد. نخواهد ناپایداری به منجر محدود اغتشاش یعنی ندارد. تضادی تعادل

است. شده گزارش (٣. ٢) جدول در اغتشاش حضور در/عدم تعادل



حالت انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر از مستقل مجانبی پایداری تحلیل
١٠۵ زمان با متغیر تاخیر حضور در کواترنیون کسری مرتبه

d(t) ثابت اغتشاش با/بدون ،(٣. ١. ٢) مثال عصبی شبکه تعادل نقطه :٣. ٢ جدول
رزرویر های حالت یکتا تعادل نقطه

ثانیه) t ≤ ٢٠) d(t) اغتشاش بدون ثانیه) t > ٢٠) d(t) اغتشاش با
x١ −١٫٢ + ١٫٨۵ı ٠٫٩ − ٢٫٣ı
x٢ −٠٫٧١ + ٢٫۴ı ١٫٢٧ − ١٫٩١ı

مواردی(شرایطی) همراه به است، آمده زیر رابطه در که تاخیر، افزایش اثر تست، این در :٢ تست
شود. می بررسی شدند، گرفته نظر در ١ تست در که

σd(t) =

 ١ + ٢| cos(٠٫٢t)| ۵ + ۴| sin(٠٫٢t)|
٠٫۵ + ٢٫۵| sin(٠٫٢t)| ١ + ٢٫۵| cos(٠٫٢t)|

 ,
σl(t) =

 ٠ ٢٫۵ + ٢ cos(٠٫١t)
١ + ٠٫۵ sin(t) ٠

 ,
σo(t) =

[ ٢٫۵| cos(٠٫۵t)| ۴| sin(٠٫۵t)| ] , σf (t) =
 ٠٫۵ + ٢٫۵| sin(٠٫۵t)|

١ + ٢٫۵| cos(٠٫۵t)|
 .

نتیجه در و σof =
[۶,٧] و σd =

[٣,٩] ،σl =
[١٫۵,۴٫۵] مقادیر جدید، های تاخیر برای

می تائید نیز (۴ .٣) شکل در سازی شبیه نتایج آیند. می بدست σ٢ = ٩ > ٠ و σ١ = ۶ > ٠
اثری آن یکتای تعادل نقطه مجانبی پایداری روی عصبی شبکه این در تاخیر افزایش که کنند
گزارش نتایج با اغتشاش حضور در/عدم نیز ٢ تست عصبی شبکه تعادل نقطه موقعیت ندارد.
افزایش با که گیریم می نتیجه ،٢ و ١ تست نتایج مقایسه با است. یکسان (٣. ٢) جدول در شده

است. یافته کاهش ها پاسخ همگرایی سرعت تاخیر

را زیر پارامترهای با (٣. ١) کواترنیون کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه .٣. ١. ٣ مثال
بگیرید. نظر در

C =

 ٠٫٨ + ٠٫٧ı+ ٠٫۴ȷ− ٠٫٣κ −٠٫٣ − ٠٫٧ı+ ٠٫۶ȷ− ٠٫٣κ
٠٫٨ − ٠٫٣ı+ ٠٫۴ȷ− ٠٫٣κ −٠٫۵ + ٠٫۴ı− ٠٫٨ȷ+ ٠٫١κ

 ,
W f =

 ٠٫١ − ٠٫۴ı− ٠٫٢ȷ− ٠٫١κ
٠٫٣ + ٠٫١ı+ ٠٫٢ȷ+ ٠٫٣κ

 ,W o =

 ٠٫٣ − ٠٫٣ı− ٠٫١ȷ+ ٠٫١κ
−٠٫٣ + ٠٫٢ı+ ٠٫١ȷ+ ٠٫١κ

T

,

A =

 −٠٫٢ − ٠٫٣ı+ ٠٫٢ȷ+ ٠٫١κ −٠٫٢ − ٠٫٢ı− ٠٫١ȷ+ ٠٫٢κ
−٠٫١ + ٠٫٢ı+ ٠٫٢ȷ− ٠٫٣κ ٠٫١ − ٠٫۴ı− ٠٫١ȷ+ ٠٫١κ

 ,
W =

 −٠٫۴ − ٠٫١ı− ٠٫١ȷ− ٠٫٢κ ٠٫١ + ٠٫٢ı+ ٠٫١ȷ− ٠٫۴κ
−٠٫٢ − ٠٫٣ı+ ٠٫٣ȷ− ٠٫١κ ٠٫١ + ٠٫٢ı− ٠٫۴ȷ− ٠٫١κ

 ,
σl(t) =

 ٠ cos٢(٠٫١t)
٢ sin٢(٠٫١t) ٠

 ,U =

 −٣ − ۵ı− ٧ȷ− ٩κ
٢ + ۴ı+ ۶ȷ+ ٨κ

 ,



کواترنیون و مختلط کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه پایداری تحلیل ١٠۶
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رزرویر های حالت حقیقی بخش (آ)
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رزرویر های حالت ı بخش (ب)
x٢ و (آبی) x١ متفاوت، اولیه شرایط بازای ١ تست (٣. ١. ٢) مثال رزرویر های حالت :٣. ٣ شکل

(قرمز)



حالت انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر از مستقل مجانبی پایداری تحلیل
١٠٧ زمان با متغیر تاخیر حضور در کواترنیون کسری مرتبه
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رزرویر های حالت حقیقی بخش (آ)
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رزرویر های حالت ı بخش (ب)
x٢ و (آبی) x١ متفاوت، اولیه شرایط بازای ٢ تست (٣. ١. ٢) مثال رزرویر های حالت :۴ .٣ شکل

(قرمز)



کواترنیون و مختلط کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه پایداری تحلیل ١٠٨

کنترلر حضور در d(t) ثابت اغتشاش با/بدون ،(٣. ١. ٣) مثال عصبی شبکه تعادل نقطه :٣. ٣ جدول
رزرویر های حالت یکتا تعادل نقطه

ثانیه) t ≤ ١٠) d(t) اغتشاش بدون ثانیه) t > ١٠) d(t) اغتشاش با
x١ −٠٫۴٨ − ٠٫۵٧ı− ٠٫٩۶ȷ− ٠٫٩۴κ ٠٫٢٣ − ٠٫٠۶ı− ٠٫٣ȷ− ٠٫١٩κ
x٢ ٠٫٢۴ + ٠٫٧۶ı+ ١٫٠٣ȷ+ ٠٫٩۶κ ٠٫۵٣ + ١٫٠۶ı+ ١٫٣٧ȷ+ ١٫٢٩κ

d(t) =

 ۵ + ۵ı+ ۵ȷ+ ۵κ
٣ + ٣ı+ ٣ȷ+ ٣κ

 , σd(t) =
 ٢ + cos٢(٠٫١t) ١ + sin٢(٠٫١t)

٣ + sin٢(٠٫١t) ۵ + ۴ cos٢(٠٫١t)
 ,

σf (t) =

 ١ + ٣| sin(٠٫١t)|
٣ + ٢| cos(٠٫١t)|

 , σo(t) = [ ٢ + ٢| cos(٠٫١t)| ١ + | sin(٠٫١t)| ] .
α = ٠٫٧ مرتبه کپوتو مشتق و (tanh(·)) هایپربولیک تانژانت فعالسازی توابع اجزاء همه که
F

(ρ)
h لیپشیتز ثابت ،ρ ∈ Ω و k = ١,٢, · · · , no ،h = ١,٢, · · · , nr کلیه برای بنابراین، هستند.

است. ١ با برابر G(ρ)
k و

در و σof =
[٩,۶٫٢۴] ،σd =

[۴,٩] ،σl = [٢, ١] مقادیر عصبی شبکه تاخیر از استفاده با
از و عصبی شبکه پارامترهای از استفاده با آید. می بدست σ٢ = ٩ > ٠ و σ١ = ٩ > ٠ نتیجه
،θ(I)٢ = ٧٫٣۶۴ ،θ(I)١ = ٧٫٧۵۶ ،θ(R)

٢ = ٧٫٣۶٨ ،θ(R)

١ = ٧٫٧۵۶ مقادیر (٣. ١. ١) تئوری نتایج
با همچنین، آیند. می بدست θ(K)

٢ = ٧٫٣٩٢ و θ(K)

١ = ٧٫٧٨٨ ،θ(J)٢ = ٧٫٣٨٨ ،θ(J)١ = ٧٫٧٨٨
λ
(R)

٢ = ،λ(R)

١ =
[
−٠٫۶;−١٫٨] با برابر پایداری شروط مقادیر (٣. ١. ٢) تئوری نتایج از استفاده

،λ(J)١ =
[
−٠٫۶;−١٫٨] ،λ(I)٢ =

[۶٫٣۵۶;۶٫٠۶۴] ،λ(I)١ =
[
−٠٫۶;−١٫٨] ،[۶٫٣۵۶;۶٫٠۶٨]

آیند. می بدست λ(K)

٢ =
[۶٫٣٨٨;۶٫٠٩٢] و λ(K)

١ =
[
−٠٫۶;−١٫٨] ،λ(J)٢ =

[۶٫٣٨٨;۶٫٠٨٨]
،λ(R) =

[
−۶٫٩۵۶;−٧٫٨۶٨]T مقادیر (٣. ١. ٣) تئوری و نتایج این از استفاده با نهایت، در

λ(K) =
[
−۶٧٫٨٩٢−;٫٩٨٨]T و λ(J) = [

−۶٧٫٨٨٨−;٫٩٨٨]T ،λ(I) = [
−۶٫٩۵۶;−٧٫٨۶۴]T

نمی (٣. ١. ٢) و (٣. ١. ١) تئوری با مطابق و نتایج این از استفاده با بنابراین، آیند. می بدست
کواترنیون کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه احتمالی تعادل نقطه پایداری مورد در توان
نشان ١ تست در سازی شبیه نتایج که حالی در داد. نظری فوق، پارامترهای با (٣. ١) رابطه

باشد. می شبکه ناپایداری دهنده
،x(٠)١ = x(٠)٢ = b+ bı+ bȷ+ bκ اولیه شرایط پنج بازای سازی شبیه تست، این در :١ تست
(۵ .٣) شکل در شده ارایه سازی شبیه نتایج شد. انجام باشند، می b ∈

{۴,٢,−۴,−٢, ١} که
کند. می میل بینهایت به دلخواه اولیه شرایط هر بازای ها پاسخ که دهد می نشان

نقطه کردن پایدار برای ũ(t) = −K̃x(t) حالت فیدبک کنترلر یک تست، این در :٢ تست
با شد. طراحی (٣. ١. ٣) تا (٣. ١. ١) های تئوری با مطابق بسته، حلقه سیستم یکتای تعادل
و فوق پارامترهای با عصبی شبکه برای K̃ = [٧, ٠; ٠,٨] حالت فیدبک بهره گرفتن نظر در
λ
(J)

١ = ،λ(I)١ =
[۶٫۴;۶٫٢] ،λ(R)

١ =
[۶٫۴;۶٫٢] مقادیر ها، تئوری در شده بیان پایداری شرط



حالت انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر از مستقل مجانبی پایداری تحلیل
١٠٩ زمان با متغیر تاخیر حضور در کواترنیون کسری مرتبه
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کواترنیون و مختلط کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه پایداری تحلیل ١١٠
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حالت انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر از مستقل مجانبی پایداری تحلیل
١١١ زمان با متغیر تاخیر حضور در کواترنیون کسری مرتبه
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کواترنیون و مختلط کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه پایداری تحلیل ١١٢

0 5 10 15 20
−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

J 
pa

rt 
of

 S
ta

te
s

Time (s)

رزرویر های حالت ȷ بخش (ج)

0 5 10 15 20
−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

K
 p

ar
t o

f S
ta

te
s

Time (s)

رزرویر های حالت κ بخش (د)
x١ متفاوت، اولیه شرایط بازای کننده کنترل با ٢ تست (٣. ١. ٣) مثال رزرویر های حالت :۶ .٣ شکل

(قرمز) x٢ و (آبی)



مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر از مستقل مقاوم پایداری تحلیل
١١٣ زمان با متغیر تاخیر حضور در کسری
λ
(ρ̂)

١r > λ
(ρ̂)

٢r > ٠ که دهد می نشان نتایج این اند. آمده بدست λ(K)

١ =
[۶٫۴;۶٫٢] و [۶٫۴;۶٫٢]

،λ(R) =
[٠٫٠۴۴; ٠٫١٣٢]T مقادیر همچنین، و باشد می برقرار ρ̂ ∈ Ω و r = ١,٢ کلیه برای

آیند. می بدست λ(K) =
[٠٫٠١٢; ٠٫١٠٨]T و λ(J) = [٠٫٠١٢; ٠٫١١٢]T ،λ(I) = [٠٫٠۴۴; ٠٫١٣۶]T

تاخیر که باشد می مجانبی پایدار یکتای تعادل نقطه یک دارای بسته حلقه سیستم بنابراین،
در ها سازی شبیه نتایج که ندارند تاثیری سیستم عملکرد این روی اغتشاش و اولیه شرایط و
شود می جابجا تعادل نقطه موقعیت اغتشاش اثر در چند، هر شد. داده نشان (۶ .٣) شکل

ندارد. اثری آن پایداری و یکتایی روی ولی
آمده بدست تحلیلی نتایج کننده تایید فوق های مثال سازی شبیه نتایج اینکه، خلاصه
با متغیر زمانی تاخیر با/بدون مختلط و کواترنیون عصبی شبکه تعادل نقطه پایداری برای
پایداری روی بر اغتشاش و تاخیر و اولیه شرایط که دهند می نشان نتایج، این باشد. می زمان
برای براحتی توان می آمده بدست تئوری نتایج از که دهد می نشان همچنین، ندارند. تاثیری
بدست تئوری نتایج این گفت توان می بنابراین، کرد. استفاده حالت فیدبک کنترلر طراحی
مرتبه حالت انعکاس عصبی های شبکه همزمانی و کنترل طراحی برای استفاده قابل آمده

باشد. می آشوبی مختلط و کواترنیون کسری

تعادل نقطه تاخیر از مستقل مقاوم پایداری تحلیل ٣. ٢
حضور در کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه

زمان با متغیر تاخیر
یک برای مقاوم مجانبی پایدار تعادل نقطه یکتایی و وجود روی بر مطالعه به بخش، این در
پرداخته زمان با متغیر تاخیر حضور در کواترنیون کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه
بسیار QUAD شرط فرض باشد. می برقرار QUAD شرط آنها فعالسازی توابع در که شد خواهد
می field vector contracting شرط همچنین و لیپشیتز شرط شامل چون باشد می جامع
می پرداخته تعادل نقطه یکتایی و وجود به ابتدا شبکه، این تعادل نقطه تحلیل برای باشد.

شود. می پرداخته آمده بدست یکتای تعادل نقطه مقاوم مجانبی پایداری به سپس و شود

زمان با متغیر تاخیر حضور در عصبی شبکه مدل توصیف ٣. ٢. ١
همراه به (FO-QVESNN) کواترنیون کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه دینامیک
در را رزرویر حالت nr ∈ Z+ و خروجی no ∈ Z+ ورودی، ni ∈ Z+ با زمان با متغیر تاخیر
رابطه بصورت توان می را خروجی kامین و رزرویر حالت jامین با متناظر معادله بگیرید. نظر
و X = [x١, · · · , xnr ]

T ∈ Hnr ،k = ١,٢, · · · , no ،j = ١,٢, · · · , nr آن در که نوشت. (٧۶ .٣)
U = [U١, · · · ,Unr ]

T ∈ و هستند خروجی رزرویر، حالت بردارهای Y = [y١, · · · , yno ]
T ∈ Hno



کواترنیون و مختلط کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه پایداری تحلیل ١١۴
باشند. می شبکه کمکی و خارجی ورودی دهنده نشان u = [u١, · · · , uni ]

T ∈ Hni و Hnr

Dα (xj(t)) = −
nr∑
h=١

cjhxh(t− σlhj(t)) +

nr∑
h=١

ajhfh

(
W in ⊗ u(t− σin(t))

+W ⊗X(t− σd(t)) +W f ⊗ Y (t− σf (t))

)
+ Uj ,

yk(t) = gk
(
W o ⊗X(t− σo(t)) +W io ⊗ u(t− σio(t))

)
, (٣. ١٧)

ورودی های وزن W io =
[
wio
km

]
no×ni

∈ Hno×ni ،W in =
[
win
im

]
nr×ni

∈ Hnr×ni های ماتریس
W f =

[
wf
il

]
nr×no

∈ و W = [wij ]nr×nr
∈ Hnr×nr ،W o = [wo

kj ]no×nr ∈ Hno×nr و خروجی و
A = های ماتریس انها، بر علاوه هستند. فیدبک و رزرویر های حالت های وزن Hnr×no

نرخ های ماتریس و زمانی ثابت بیانگر C = [chj ]nr×nr
∈ Hnr×nr و [ash]nr×nr

∈ Hnr×nr

می نشتی نرخ ماتریس A−١C و زمانی ثابت A−١ که هستند کواترنیون فضای در شبکه نشتی
،σin(t) = [·]no×ni

∈ Rno×ni ،σl(t) = [·]nr×nr
∈ Rnr×nr های ماتریس همچنین، باشند.

) های عبارت در تاخیر دهنده نشان σf (t) = [·]nr×no
∈ Rnr×no و σd(t) = [·]nr×nr

∈ Rnr×nr

در که باشند می فیدبک، و رزرویر های حالت های ترم از انتقال، و ورودی نشتی، های) ترم
علاوه باشد. می صفر برابر σl یعنی نشتی، تاخیر قطری مولفه که شود می فرض بخش، این
تاخیرهای دهنده نشان σin(t) = [·]no×ni

∈ Rno×ni و σo(t) = [·]no×nr
∈ Rno×nr آنها، بر

است رفته بکار (٣. ١٧) رابطه در که ⊗ عملگر همچنین، هستند. خروجی به وورودی و ریداوت
نتیجه مثال، برای گرفت. نظر در باید را حاصلضرب قطری های مولفه که است معنی بدین

است. winu(t− σin(t)) قطری های مولفه با برابر win ⊗ u(t− σin(t))

حالت و g = [g١, · · · , gno ]
T : Hno → Hno خروجی فعالسازی توابع که شود می فرض نهایت، در

تجزیه قابل gk و fh هر که هستند ای بگونه f = [f١, · · · , fnr ]
T : Hnr → Hnr رزرویر های

و باشند می gk = g
(R)
k + g

(I)
k ı + g

(J)
k ȷ + g

(K)
k κ و fh = f

(R)
h + f

(I)
h ı + f

(J)
h ȷ + f

(K)
h κ بصورت

ρ ∈ Ω = {R, I, J,K} برای g(ρ) و f (ρ) فعالسازی توابع های مولفه ،(١. ٢. ٢) تعریف با مطابق
هستند. QUAD

(
∆g(ρ) , ωg(ρ)

) و (∆f (ρ)
, ωf (ρ)

)
QUAD ترتیب به و پیوسته

توان می را (٣. ١٧) عصبی شبکه بر حاکم معادله ،(۶ .١. ٢) و (۵ .١. ٢) های لم از استفاده با
نوشت: زیر بصورت

Dα
(
x
(ρ)
j (t)

)
= −

nr∑
h=١

 ∑
(η,Υ,Θ)∈Ω̃(ρ)

ηc
(Υ)
jh x

(Θ)
h

(
t− σlhj(t)

)
+

nr∑
h=١


∑

(η,Υ,Θ)∈Ω̃(ρ)

ηa
(Υ)
jh f

(Θ)
h

 ∑
(η̃,Υ̃,Θ̃)∈Ω̃(Θ)

η̃W (Υ̃) ⊗X(Θ̃)
(
t− σd(t)

)



مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر از مستقل مقاوم پایداری تحلیل
١١۵ زمان با متغیر تاخیر حضور در کسری

+
∑

(η̃,Υ̃,Θ̃)∈Ω̃(Θ)

η̃W f (Υ̃) ⊗ Y (Θ̃)
(
t− σf (t)

)
+ U (ρ)

j

yΘ̃k (t) = g
(Θ̃)
k

 ∑
(η̂,Υ̂,Θ̂)∈Ω̃(Θ̃)

η̂W o(Υ̂) ⊗X(Θ̂) (t− σo(t))

 , (٣. ١٨)

باشد. می ρ,Υ,Θ, Υ̃, Θ̃, Υ̂, Θ̂ ∈ Ω که
و هستند نامعین (٣. ١٧) رابطه عصبی شبکه W o و W f ،W ،A ،C پارامترهای .٣. ٢. ١ فرض

شوند. می تعریف زیر بصورت یک هر مجاز محدوده
C = [Č, Ĉ] =

{
C : Č ⪯ C ⪯ Ĉ, Č, Ĉ ∈ Hnr×nr & Č ⪯ Ĉ

}
,

A = [Ǎ, Â] =
{
A : Ǎ ⪯ A ⪯ Â, Ǎ, Â ∈ Hnr×nr & Ǎ ⪯ Â

}
,

W = [W̌ , Ŵ ] =
{
W : W̌ ⪯W ⪯ Ŵ , W̌ , Ŵ ∈ Hnr×nr & W̌ ⪯ Ŵ

}
,

Wf = [W̌ f , Ŵ f ] =
{
W f : W̌ f ⪯W f ⪯ Ŵ f , W̌ f , Ŵ f ∈ Hnr×no & W̌ f ⪯ Ŵ f

}
,

Wo = [W̌ o, Ŵ o] =
{
W o : W̌ o ⪯W o ⪯ Ŵ o, W̌ o, Ŵ o ∈ Hno×nr & W̌ o ⪯ Ŵ o

}
,

(٣. ١٩)
Ŵ = ،W̌ = [w̌ij ]nr×nr ،Â = [âsh]nr×nr ،Ǎ = [ǎsh]nr×nr ،Ĉ = [ĉhj ]nr×nr ،Č = [čhj ]nr×nr که
می Ŵ o = [ŵo

kj ]no×nr و W̌ o = [w̌o
kj ]no×nr ،Ŵ f = [ŵf

il]nr×no ،W̌ f = [w̌f
il]nr×no ،[ŵij ]nr×nr

،a(ρ)sh = max{|ǎ(ρ)sh |, |â
(ρ)
sh |} ،c(ρ)hj = max{|č(ρ)hj |, |ĉ

(ρ)
hj |} ،c(R)

jj = č
(R)
jj پارامترهای سپس، باشند.

wo(ρ)

kj = max{|w̌o(ρ)

kj |, |ŵo(ρ)

kj |} و w
(ρ)
ij = max{|w̌(ρ)

ij |, |ŵ(ρ)
ij |} ،wf (ρ)

il = max{|w̌f (ρ)

il |, |ŵf (ρ)

il |}

شوند. می تعریف ρ ∈ Ω = {R, I, J,K} و k, l = ١,٢, · · · , no ،i, j, h, s = ١,٢, · · · , nr بازای
Wo و Wf ،W ،A ،C مجاز های محدوده ،(٣. ٢. ١) فرض گرفتن نظر در با .٣. ٢. ١ ملاحظه
پیاده و گیری اندازه از ناشی نامعین پارامترهای جهت به که هستند شدنی١ فضای یک معرف

گیرد. می شکل سازی،

تعادل نقطه یکتایی و وجود ٣. ٢. ٢
عصبی شبکه تعادل نقطه یکتایی و وجود انقباضی نگاشت یک از استفاده با بخش، این در

شود. می بررسی (٣. ١٧)
درون نقطه هر برای یکتا تعادل نقطه یک دارای (٣. ١٧) رابطه عصبی شبکه .٣. ٢. ١ قضیه

باشد. برقرار زیر رابطه اگر باشد می شدنی محدوده
1Feasible Area
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λ
(ρ̂)
j = c

(R)
jj −

∑
ρ∈Ω

 ∑
(Υ,ρ̂)∈Ω(ρ),ρ̂ ̸=ρ

c
(Υ)
jj +

nr∑
h=١,h̸=j

∑
(Υ,ρ̂)∈Ω(ρ)

µh
µj
c
(Υ)
hj +

nr∑
h=١

nr∑
s=١

∑
(Υ,Θ)∈Ω(ρ)

a
(Υ)
sh

×µs
µj

nr∑
i=١

∆̃f (Θ)
(h, i)

( ∑
(Υ̃,ρ̂)∈Ω(Θ)

w
(Υ̃)
ij +

∑
(Υ̃,Θ̃)∈Ω(Θ)

∑
(Υ̂,ρ̂)∈Ω(Θ̃)

no∑
l=١

wf (Υ̃)

il

×
no∑
k=١

∆̃g(Θ̃)
(l, k)wo(Υ̂)

kj

) > ٠, (٣. ٢٠)

باشد. می µs > ٠ و µj > ٠ ،µh > ٠ که
X∗ تعادل نقطه یک دارای (٣. ١٧) رابطه عصبی شبکه ،(۵ .١. ٢) تعریف از استفاده با اثبات:
عبارت بنابراین، باشد. صادق Dαx

(ρ)
j (t) = ٠ رابطه j = ١, · · · , nr و ρ ∈ Ω برای اگر باشد می

نوشت. زیر بصورت توان می را (٣. ١٨) رابطه

٠ = −
∑

(η,Υ,Θ)∈Ω̃(ρ)

ηc
(Υ)
jj x

(Θ)
j (t)−

nr∑
h=١,h̸=j

∑
(η,Υ,Θ)∈Ω̃(ρ)

ηc
(Υ)
jh x

(Θ)
h (t) +

nr∑
h=١


∑
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ηa
(Υ)
jh

×f (Θ)
h

 ∑
(η̃,Υ̃,Θ̃)∈Ω̃(Θ)

η̃W (Υ̃)X(Θ̃)(t) +
∑

(η̃,Υ̃,Θ̃)∈Ω̃(Θ)

η̃W f (Υ̃)

×g(Θ̃)

 ∑
(η̂,Υ̂,Θ̂)∈Ω̃(Θ̃)

η̂W o(Υ̂)
X(Θ̂)(t)



+ U (ρ)

j

= −c(R)
jj x

(ρ)
j (t)−

∑
(η,Υ,Θ)∈Ω̃(ρ),Θ̸=ρ

ηc
(Υ)
jj x

(Θ)
j (t)−

nr∑
h=١,h̸=j

∑
(η,Υ,Θ)∈Ω̃(ρ)

ηc
(Υ)
jh x

(Θ)
h (t)

+

nr∑
h=١


∑

(η,Υ,Θ)∈Ω̃(ρ)

ηa
(Υ)
jh f

(Θ)
h

 ∑
(η̃,Υ̃,Θ̃)∈Ω̃(Θ)

η̃W (Υ̃)X(Θ̃)(t)

×
∑

(η̃,Υ̃,Θ̃)∈Ω̃(Θ)

η̃W f (Υ̃)
g(Θ̃)

 ∑
(η̂,Υ̂,Θ̂)∈Ω̃(Θ̃)

η̂W o(Υ̂)
X(Θ̂)(t)



+ U (ρ)

j . (٣. ٢١)

می تعریف c(R)
jj x

∗(ρ)
j = ν∗

(ρ)

j رابطه با که ψ : Hnr → Hnr انقباضی نگاشت گرفتن نظر در با
داریم: شود،

ψ
(ρ)
j

(
ν
(ρ)
j

)
= −

∑
(η,Υ,Θ)∈Ω̃(ρ),Θ̸=ρ

ηc
(Υ)
jj

ν
(Θ)
j (t)

c
(R)
jj

−
nr∑

h=١,h̸=j

∑
(η,Υ,Θ)∈Ω̃(ρ)

ηc
(Υ)
jh

ν
(Θ)
h (t)

c
(R)
hh
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١١٧ زمان با متغیر تاخیر حضور در کسری

+

nr∑
h=١


∑

(η,Υ,Θ)∈Ω̃(ρ)

ηa
(Υ)
jh f

(Θ)
h

 ∑
(η̃,Υ̃,Θ̃)∈Ω̃(Θ)

η̃W (Υ̃)

ν(Θ̃)

١ (t)

c
(R)

١
, · · · , ν

(Θ̃)
nr (t)

c
(R)
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T

+
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c
(R)

١
, · · · , ν
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c
(R)
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T


+ U (ρ)

j ,

(٣. ٢٢)
دلخواه و مجزا نقطه دو برای اگر باشد. می Ψ(ρ)

(
ν(ρ)

)
=
[
ψ
(ρ)

١
(
ν
(ρ)

١
)
, · · · , ψ(ρ)

nr

(
ν
(ρ)
nr

)]T که
بصورت ||Ψ(ν)−Ψ(υ)|| نرم υ(ρ) =

[
υ
(ρ)

١ , · · · , υ(ρ)nr

]T و ν(ρ) =
[
ν
(ρ)

١ , · · · , ν(ρ)nr

]T
||Ψ(ν)−Ψ(υ)|| =

nr∑
j=١
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∑
ρ∈Ω

∣∣∣ψ(ρ)
j

(
ν
(ρ)
j

)
− ψ

(ρ)
j

(
υ
(ρ)
j

)∣∣∣
آنگاه شود، تعریف

||Ψ(ν)−Ψ(υ)||

=
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∑
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(
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 ∑
(Υ,Θ)∈Ω(ρ),Θ̸=ρ

µj

∣∣∣c(Υ)
jj

∣∣∣
∣∣∣ν(Θ)

j (t)− υ
(Θ)
j (t)

∣∣∣
c
(R)
jj

+

nr∑
h=١,h̸=j

∑
(Υ,Θ)∈Ω(ρ)

µj

∣∣∣c(Υ)
jh

∣∣∣
×

∣∣∣ν(Θ)
h (t)− υ

(Θ)
h (t)

∣∣∣
c
(R)
hh

+

nr∑
h=١

 ∑
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+
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∑
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+
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no∑
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il
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

∣∣∣ν(ρ̂)j (t)− υ

(ρ̂)
j (t)

∣∣∣
c
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≤
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j=١
∑
ρ̂∈Ω

µjθ
(ρ̂)
j

∣∣∣ν(ρ̂)j (t)− υ
(ρ̂)
j (t)

∣∣∣
c
(R)
jj

. (٣. ٢٣)

λ
(ρ̂)
j = اگر تنها و اگر باشد می Hnr فضای در انقباضی نگاشت یک ψ ،(٣. ٢٣) رابطه با مطابق

که گرفت نتیجه توان می روی، این از باشد. .c(R)
jj − θ

(ρ̂)
j > ٠

||Ψ(υ)−Ψ(ν)|| ≤
nr∑
j=١

µj
∑
ρ∈Ω

∣∣∣ψ(ρ)
j

(
ν
(ρ)
j

)
− ψ

(ρ)
j

(
υ
(ρ)
j

)∣∣∣
||Ψ(ν)−Ψ(υ)|| ≤ ||ν − υ|| . (٢۴ .٣)

فضای درون نقطه هر برای یکتا تعادل نقطه یک دارای (٣. ١٧) رابطه عصبی شبکه نتیجه در
شود. می تکمیل اثبات اینجا، در باشد. برقرار (٣. ٢٠) رابطه اگر باشد می شدنی

□

تعادل نقطه مقاوم مجانبی پایداری ٣. ٢. ٣
رابطه عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه تاخیر از مستقل مقاوم مجانبی پایداری بخش، این در

شود. می تحلیل (٣. ١٧)
نقطه یک دارای (٣. ١٧) رابطه عصبی شبکه ،(٣. ٢. ١) فرض گرفتن نظر در با .٣. ٢. ٢ قضیه
مثبت ثابت اگر باشد می شدنی محدوده درون نقطه هر برای مقاوم مجانبی پایدار یکتای تعادل

باشد. برقرار (٣. ٢٠) رابطه که باشد داشته وجود ای بگونه λ(ρ̂)j



مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر از مستقل مقاوم پایداری تحلیل
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رزرویر های حالت تعادل نقطه ترتیب، به ،yk(t) = y∗k و xj(t) = x∗j که کنید فرض اثبات:
زمان ماکزیمم σ همچنین باشند. می k = ١, · · · , no و j = ١, · · · , nr که باشند خروجی و
xj(t) = ej(t) + x∗j جدید متغیر تعریف با دهد. می رخ رزرویر های حالت در که است تاخیری
خطا دینامیکی معادله بنابراین، شود، می منتقل مبدا به تعادل نقطه ،yk(t) = ẽk(t) + y∗k و

آید: می بدست زیر بصورت

Dα
(
e
(ρ)
j (t)

)
= −

nr∑
h=١

∑
(η,Υ,Θ)∈Ω̃(ρ)

ηc
(Υ)
jh e

(Θ)
h

(
t− σlhj(t)

)
+

∑
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nr∑
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ηa
(Υ)
jh

×

f (Θ)
h

 ∑
(η̃,Υ̃,Θ̃)∈Ω̃(Θ)

η̃

(
W (Υ̃) ⊗

(
e(Θ̃)

(
t− σd(t)

)
+W (Υ̃)X∗(Θ̃)

)

+η̃
(
W f (Υ̃) ⊗ ẽ(Θ̃)

(
t− σf (t)

)
+W f (Υ̃)

Y ∗(Θ̃)
)))

−f (Θ)
h

 ∑
(η̃,Υ̃,Θ̃)∈Ω̃(Θ)

η̃
(
W (Υ̃)X∗(Θ̃)

+W f (Υ̃)
Y ∗(Θ̃)

)
 , (٢۵ .٣)

که

ẽ
(Θ̃)
k (t) = g

(Θ̃)
k

( ∑
(η̂,Υ̂,Θ̂)∈Ω̃(Θ̃)

η̂
(
W o(Υ̂) ⊗X(Θ̂) (t− σo(t)) +W o(Υ̂)

X∗(Θ̂)
))

− g
(Θ̃)
k

( ∑
(η̂,Υ̂,Θ̂)∈Ω̃(Θ̃)

η̂W o(Υ̂)
X∗(Θ̂)

)
.

باشد، مجانبی مقاوم پایدار (٢۵ .٣) سیستم مبدا و شود محقق (٣. ٢٠) رابطه اگر بنابراین،
پایداری آنالیز برای است. مجانبی مقاوم پایدار (٣. ١٧) عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه آنگاه

شود. می انتخاب زیر لیاپانوف تابع ،(٢۵ .٣) سیستم مبدا

V (t) =

nr∑
j=١

µj
∑
ρ∈Ω

∣∣∣e(ρ)j (t)
∣∣∣ . (٢۶ .٣)

مشتق ،(١. ٢. ١) نتیجه و (٢۵ .٣) خطای دینامیک معادله و (١. ٢. ٨) لم از استفاده با سپس،
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آید: می بدست زیر بصورت V (t) لیاپانوف تابع کسری مرتبه
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+ wf (Υ̃)

p∗
(Θ̃)
)



≤
nr∑
j=١

µj
∑
ρ∈Ω

−sgn
(
e
(ρ)
j (t)

)
c
(Υ)
jj e

(ρ)
j (t)−

∑
(Υ,Θ)∈Ω(ρ),Θ ̸=ρ

sgn
(
e
(ρ)
j (t)

)
c
(Υ)
jj e

(Θ)
j (t)

+

nr∑
h=١,h ̸=j

∑
(Υ,Θ)∈Ω(ρ)

∣∣∣c(Υ)
jh

∣∣∣ ∣∣∣e(Θ)
h

(
t− σlhj(t)

)∣∣∣+ nr∑
h=١

∑
(Υ,Θ)∈Ω(ρ)

∣∣∣a(Υ)
jh

∣∣∣ ∆̃f (Θ)
(h, :)

×
∑

(Υ̃,Θ̃)∈Ω(Θ)

∣∣∣w(Υ̃)
∣∣∣⊗ ∣∣∣e(Θ̃)

(
t− σd(t)

)∣∣∣ nr∑
h=١

∑
(Υ,Θ)∈Ω(ρ)

∣∣∣a(Υ)
jh

∣∣∣ ∆̃f (Θ)
(h, :)

×
∑

(Υ̃,Θ̃)∈Ω(Θ)

∣∣∣wf (Υ̃)
∣∣∣ ∆̃g(Θ̃)

∑
(Υ̂,Θ̂)∈Ω(Θ̃)

∣∣∣wo(Υ̂)
∣∣∣ sup
η∈[٠,σof ]

∣∣∣e(Θ̂) (t− η)
∣∣∣
 , (٣. ٢٧)

σof = ،supη∈[٠,σ]
∣∣∣e(Θ̂) (t− η)

∣∣∣ = [supη∈[٠,σ] ∣∣∣e(Θ̂)

١ (t− η)
∣∣∣ , · · · , supη∈[٠,σ] ∣∣∣e(Θ̂)

nr (t− η)
∣∣∣]T که

σd = ،σl = maxj,h

(
σlhj(t)

) انتخاب با باشد. می s = ١, · · · , nr و maxk,r,s

(
σokr(t) + σfsk(t)

)
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آنگاه ،σ = max(σl, σd, σof ) و maxh,s
(
σdhs(t)

)
DαV (t)

≤
nr∑
j=١

µj
∑
ρ∈Ω

−c(R)
jj

∣∣∣e(ρ)j (t)
∣∣∣+ ∑

(Υ,Θ)∈Ω(ρ),Θ ̸=ρ

∣∣∣c(Υ)
jj

∣∣∣ ∣∣∣e(Θ)
j (t)

∣∣∣+ nr∑
h=١,h ̸=j

∑
(Υ,Θ)∈Ω(ρ)

∣∣∣c(Υ)
jh

∣∣∣
× sup

η∈[٠,σl]

∣∣∣e(Θ)
h (t− η)

∣∣∣+ nr∑
h=١

∑
(Υ,Θ)∈Ω(ρ)

∣∣∣a(Υ)
jh

∣∣∣ ∑
(Υ̃,Θ̃)∈Ω(Θ)

nr∑
s=١

nr∑
i=١

∆̃f (Θ)
(h, i)

∣∣∣w(Υ̃)
is

∣∣∣
× sup

η∈[٠,σd]

∣∣∣e(Θ̃)
s (t− η)

∣∣∣+ nr∑
h=١

∑
(Υ,Θ)∈Ω(ρ)

∣∣∣a(Υ)
jh

∣∣∣ nr∑
i=١

∆̃f (Θ)
(h, i)

∑
(Υ̃,Θ̃)∈Ω(Θ)

no∑
l=١

∣∣∣∣wf (Υ̃)

il

∣∣∣∣
×

no∑
k=١

∆̃g(Θ̃)
(l, k)

∑
(Υ̂,Θ̂)∈Ω(Θ̃)

nr∑
s=١

∣∣∣wo(Υ̂)

ks

∣∣∣ sup
η∈[٠,σof ]

∣∣∣e(Θ̂)
s (t− η)

∣∣∣
 ,

≤
nr∑
j=١

µj
∑
ρ∈Ω

−c(R)
jj

∣∣∣e(ρ)j (t)
∣∣∣+ ∑

(Υ,Θ)∈Ω(ρ),Θ ̸=ρ

c
(Υ)
jj

∣∣∣e(Θ)
j (t)

∣∣∣+ nr∑
h=١,h̸=j

∑
(Υ,Θ)∈Ω(ρ)

µh
µj

×c(Υ)
hj sup

η∈[٠,σl]

∣∣∣e(Θ)
j (t− η)

∣∣∣+ nr∑
h=١

nr∑
s=١

∑
(Υ,Θ)∈Ω(ρ)

µs
µj
a
(Υ)
sh

∑
(Υ̃,Θ̃)∈Ω(Θ)

nr∑
i=١

∆̃f (Θ)
(h, i)w

(Υ̃)
ij

× sup
η∈[٠,σd]

∣∣∣e(Θ̃)
j (t− η)

∣∣∣+ nr∑
h=١

nr∑
s=١

∑
(Υ,Θ)∈Ω(ρ)

µs
µj
a
(Υ)
sh

nr∑
i=١

∆̃f (Θ)
(h, i)

∑
(Υ̃,Θ̃)∈Ω(Θ)

no∑
l=١

wf (Υ̃)

il

×
no∑
k=١

∆̃g(Θ̃)
(l, k)

∑
(Υ̂,Θ̂)∈Ω(Θ̃)

wo(Υ̂)

kj sup
η∈[٠,σof ]

∣∣∣e(Θ̂)
j (t− η)

∣∣∣
 . (٣. ٢٨)

آید. می بدست زیر نتیجه ،ρ̂ ∈ Ω گرفتن نظر در با بنابراین،
DαV (t)

≤
nr∑
j=١
∑
ρ̂∈Ω

µj

−c(R)
jj +

∑
ρ∈Ω

∑
(Υ,ρ̂)∈Ω(ρ),ρ̸=ρ̂

c
(Υ)
jj

∣∣∣e(ρ̂)j (t)
∣∣∣+ nr∑

j=١
∑
ρ̂∈Ω

µj

×
∑
ρ∈Ω


nr∑

h=١;h̸=j

∑
(Υ,ρ̂)∈Ω(ρ)

µh
µj
c
(Υ)
hj +

nr∑
h=١

∑
(Υ,Θ)∈Ω(ρ)

nr∑
s=١

µs
µj
a
(Υ)
sh

×
∑

(Υ̃,ρ̂)∈Ω(Θ)

nr∑
i=١

∆̃f (Θ)
(h, i)w

(Υ̃)
ij +

nr∑
h=١

∑
(Υ,Θ)∈Ω(ρ)

nr∑
s=١

µs
µr
a
(Υ)
sh

∑
(Υ̃,Θ̃)∈Ω(Θ)

nr∑
i=١

∆̃f (Θ)
(h, i)

×
∑

(Υ̃,Θ̃)∈Ω(Θ)

no∑
l=١

wf (Υ̃)

il

no∑
k=١

∆̃g(Θ̃)
(l, k)

∑
(Υ̂,Θ̂)∈Ω(Θ̃)

wo(Υ̂)

kj

 sup
η∈[٠,σ]

∣∣∣e(ρ̂)j (t− η)
∣∣∣

≤
nr∑
r=١
∑
ρ̂∈Ω

µj

(
−λ(ρ̂)١j

∣∣∣e(ρ̂)j (t)
∣∣∣+ λ

(ρ̂)

٢j sup
η∈[٠,σ]

∣∣∣e(ρ̂)j (t− η)
∣∣∣) (٣. ٢٩)



کواترنیون و مختلط کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه پایداری تحلیل ١٢٢
آنگاه باشد، برقرار λ(ρ̂)١j > λ

(ρ̂)

٢j > ٠ اگر که گرفت نتیجه توان می ،(١. ٢. ٧) قضیه از استفاده با
می (٢۵ .٣) خطا دینامیک سیستم برای مقاوم مجانبی پایدار یکتای تعادل نقطه یک مبدا
کنند. می میل ∣∣∣e(ρ)j (t)

∣∣∣ → ٠ نتیجه در و V (t) → ٠ که گفت توان می نتیجه، این با باشد.
می برآورده را (٣. ٢٠) رابطه شرط λ

(ρ̂)
j = λ

(ρ̂)

١j − λ
(ρ̂)

٢j > ٠ که باشد می واضح کاملا همچنین،
کند.

□

دارای تاخیر، بدون (٣. ١٧) رابطه عصبی شبکه ،(٣. ٢. ١) فرض گرفتن نظر در با .٣. ٢. ٣ قضیه
باشد می شدنی محدوده درون نقطه هر برای مقاوم میتاگ‐لفلر پایدار یکتای تعادل نقطه یک

باشد. برقرار (٣. ٢٠) رابطه که باشد داشته وجود ای بگونه λ(ρ̂)j مثبت ثابت اگر

گفت توان می تاخیر، گرفتن نظر در بدون ،(٢۵ .٣) خطا دینامیک گرفتن نظر در با اثبات:
یک مبدا اگر تنها و اگر است مقاوم میتاگ‐لفلر پایدار (٣. ١٧) عصبی شبکه تعادل نقطه که
برای باشد. می (٢۵ .٣) خطا دینامیک سیستم برای مقاوم میتاگ‐لفلر پایدار تعادل نقطه
سپس و گیریم می نظر در را V (t) =

∑nr

j=١ µj
∑

ρ∈Ω

∣∣∣e(ρ)j (t)
لیاپانوف∣∣∣ تابع مبدا، پایداری آنالیز

داریم: آن، کسری مرتبه مشتق محاسبه با

DαV (t)

≤
nr∑
j=١

µj
∑
ρ∈Ω

−c(R)
jj

∣∣∣e(ρ)j (t)
∣∣∣+ ∑

(Υ,Θ)∈Ω(ρ),Θ ̸=ρ

c
(Υ)
jj

∣∣∣e(Θ)
j (t)

∣∣∣+ nr∑
h=١,h̸=j

∑
(Υ,Θ)∈Ω(ρ)

µh
µj

×c(Υ)
hj

∣∣∣e(Θ)
j (t)

∣∣∣+ nr∑
h=١

nr∑
s=١

∑
(Υ,Θ)∈Ω(ρ)

µs
µj
a
(Υ)
sh

∑
(Υ̃,Θ̃)∈Ω(Θ)

nr∑
i=١

∆̃f (Θ)
(h, i)w

(Υ̃)
ij

∣∣∣e(Θ̃)
j (t)

∣∣∣
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+

nr∑
h=١

nr∑
s=١

∑
(Υ,Θ)∈Ω(ρ)

µs
µj
a
(Υ)
sh

nr∑
i=١

∆̃f (Θ)
(h, i)

∑
(Υ̃,Θ̃)∈Ω(Θ)

no∑
l=١

wf (Υ̃)

il

no∑
k=١

∆̃g(Θ̃)
(l, k)

×
∑

(Υ̂,Θ̂)∈Ω(Θ̃)

wo(Υ̂)

kj

∣∣∣e(Θ̂)
j (t)

∣∣∣
 ,

≤
nr∑
j=١
∑
ρ̂∈Ω

µj

−c(R)
jj +

∑
ρ∈Ω

∑
(Υ,ρ̂)∈Ω(ρ),ρ ̸=ρ̂

c
(Υ)
jj

∣∣∣e(ρ̂)j (t)
∣∣∣+ nr∑

j=١
∑
ρ̂∈Ω

∑
ρ∈Ω

µj

×


nr∑

h=١;h̸=j

∑
(Υ,ρ̂)∈Ω(ρ)

µh
µj
c
(Υ)
hj +

nr∑
h=١

∑
(Υ,Θ)∈Ω(ρ)

nr∑
s=١

µs
µj
a
(Υ)
sh

∑
(Υ̃,ρ̂)∈Ω(Θ)

nr∑
i=١

∆̃f (Θ)
(h, i)w

(Υ̃)
ij

+

nr∑
h=١

∑
(Υ,Θ)∈Ω(ρ)

nr∑
s=١

µs
µr
a
(Υ)
sh

∑
(Υ̃,Θ̃)∈Ω(Θ)

nr∑
i=١

∆̃f (Θ)
(h, i)

∑
(Υ̃,Θ̃)∈Ω(Θ)

no∑
l=١

wf (Υ̃)

il

no∑
k=١

∆̃g(Θ̃)
(l, k)

×
∑

(Υ̂,Θ̂)∈Ω(Θ̃)

wo(Υ̂)

kj


∣∣∣e(ρ̂)j (t)

∣∣∣ . (٣. ٣٠)

بنابراین
DαV (t) ≤ −

nr∑
j=١
∑
ρ̂∈Ω

µjλ
(ρ̂)
j

∣∣∣e(ρ̂)j (t)
∣∣∣

≤ −λmin

nr∑
j=١
∑
ρ̂∈Ω

µj

∣∣∣e(ρ̂)j (t)
∣∣∣

≤ −λminV (t), (٣. ٣١)
بصورت لیاپانوف تابع که کند می اثبات (٣. ٣١) عبارت باشد. می λmin = minj,ρ̂

(
λ
(ρ̂)
j

)
> ٠ که

میتاگ‐لفلر تابع Eα,١ (z) که بطوری کند می میل صفر بسمت V (t) = V (٠)Eα,١ (−λmint
α)

یک دارای (٣. ١٧) عصبی شبکه بنابراین، .Eα,١ (z) =
∑∞

k=٠ zk

Γ(αk+١) با است برابر که باشد می
شود. می تکمیل اثبات اینجا، در باشد. می مقاوم میتاگ‐لفلر پایدار تعادل نقطه

□

می ،(٣. ٢. ٣) و (٣. ٢. ٢) ،(٣. ٢. ١) های تئوری در آمده بدست نتایج به توجه با .٣. ٢. ١ نتیجه
p̂ ∈ Ω و r = ١,٢, · · · , nr بازای λ(p̂)r بودن مثبت شرط تحقق صورت در که گرفت نتیجه توان
نمی تاخیر و باشد می مقاوم پایدار یکتای تعادل نقطه یک دارای همواره (٣. ١٧) عصبی شبکه

گردد. آن ناپایداری به منجر توان
می رویت بوضوح (٣. ٢. ٣) و (٣. ٢. ٢) ،(٣. ٢. ١) های تئوری اثبات روند در .٣. ٢. ٢ ملاحظه
روی تاثیری ولی دهد می تغییر را عصبی شبکه تعادل نقطه موقعیت کمکی، ورودی که شود
ورودی همراه به را ثابت اغتشاش اگر بنابراین، ندارد. یکتا تعادل نقطه وجود و پایداری شرط

داشت. خواهد یکسان اثری آنگاه شود، اعمال عصبی شبکه به کمکی



کواترنیون و مختلط کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه پایداری تحلیل ١٢۴
نتایج کلیه که داد نشان توان می براحتی ،(١. ٢. ٧) لم گرفتن، نظر در با .٣. ٢. ٣ ملاحظه
تابع با مختلط کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه برای های تئوری در آمده بدست

و ρ ∈ Ω = {R, I} شود فرض اگر باشد می صادق نیز QUAD فعالسازی
Ω(R) = {(R,R) , (I, I)} , Ω(I) = {(R, I) , (I,R)} ,

Ω̃(R) = {(١, R,R) , (−١, I, I)} , Ω̃(I) = {(١, R, I) , (١, I, R)} .
با/بدون مختلط/کواترنیون کسری مرتبه هاپفیلد عصبی شبکه برای نتایج این همچنین،

باشد. می استفاده قابل نیز QUAD فعالسازی تابع با و تاخیر
استفاده با صحیح مرتبه کواترنیون هاپفیلد عصبی شبکه دینامیکی تحلیل .۴ .٣. ٢ ملاحظه
است. شده انجام [١۵١–١۴٩ ،۶۵ ،٣٧] در کردن) (تجزیه غیرمستقیم و مستقیم روش از
کواترنیون هاپفیلد عصبی شبکه همزمانی و کنترل مسئله میتاگ‐لفلر پایداری همچنین،
کارهای به متفاوت است. شده انجام [٩٢] در خطی آستانه فعالسازی تابع با کسری مرتبه
مقاوم، میتاگ‐لفلر پایداری تحلیل بر علاوه بخش، این در ،[١۵١–١۴٩،٩٢،۶۵،٣٧] گذشته
کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه تاخیر از مستقل مقاوم مجانبی پایداری تحلیل به
وزن ماتریس که گذشته، کارهای برخلاف همچنین، شد. پرداخته QUAD فعالسازی تابع با
در ،i ̸= j برای C(i, j) = ٠ و C(i, i) ∈ R یعنی شدند لحاظ حقیقی و قطری بصورت C نشتی

شد. گرفته نظر در C ∈ Hnr×nr بصورت بخش این

سازی شبیه نتایج ۴ .٣. ٢
می نظر در (٣. ٣٢) رابطه فرم به را ٠ < α < ١ با (٣. ١٧) عصبی شبکه بخش، این در
آدامز‐باشفورث‐مولتون١ کننده بین‐اصلاح پیش روش از سازی شبیه برای سپس، گیریم.
معادلات حل برای مناسب روش یک که است شده استفاده (٣. ٣٢) رابطه عددی حل برای

.[١٣٩] باشد می تاخیر زمان با کسری دیفرانسیلی

Dα (xj(t)) = −
nr∑
h=١

cjhxh(t− σlhj(t)) +

nr∑
h=١

ajhfh

(
w ⊗ x(t− σd(t))

+ wf ⊗ y(t− σf (t))

)
+ Uj , t ∈ [٠, T ],

yk(t) = gk (w
o ⊗ x(t− σo(t))) , t ∈ [−σ, T ],

x(t) = ξ(t), t ∈ [−σ, ٠), (٣. ٣٢)
بیانگر نیز ξ(t) و دهد می رخ رزرویر های حالت در که است تاخیری زمان بزرگترین بیانگر σ که

کند. می تولید را اولیه شرایط که است تابعی
1Adams-Bashforth- Moulton Predictor-Corrector



مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر از مستقل مقاوم پایداری تحلیل
١٢۵ زمان با متغیر تاخیر حضور در کسری

شرایط است. شده انتخاب h̃ = ٠٫٠٠٢ برداری نمونه زمان فوق، عددی روش سازی پیاده در
باشد می t ∈ [−σ, ٠) و j = ١, · · · , nr هر برای xj(t) = ξj(t) بصورت رزرویر های حالت اولیه
رندم ‐ (٣. ٢. ٢) مثال ‐در مختلط یا و ‐(٣. ٢. ١) مثال ‐در کواترنیون رشته بیانگر ξ(t) که
انعکاس عصبی شبکه تاخیر از مستقل مقاوم مجانبی پایداری باشد. می یکنواخت شده توزیع
کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه و (٣. ٢. ١) مثال در کواترنیون کسری مرتبه حالت
شبیه و تئوری نتایج به استناد با (٣. ٢. ٢) مثال در ‐ (٣. ٢. ٣) ملاحظه با ‐مطابق مختلط
که شود داده نشان تا شود می انجام مختلف تست دو مثال، هر در شود. می بررسی سازی
وابسته بصورت شبکه پارامترهای از برخی همچنین، ندارد. پایداری روی بر اثری تاخیر تغییر
تنها بنابراین شود. بررسی نیز پایداری بودن مقاوم تا کنند می تغییر شدنی فضای در زمان به
در صفر تاخیر دوم، تست در که باشد می تاخیر بودن متفاوت مثال، هر در تست دو تفاوت

شد. گرفته نظر
و شدنی فضای درون زمان با متغیر وزن پارامترهای با (٣. ١٧) رابطه عصبی شبکه .٣. ٢. ١ مثال
U = [−۵−۴ı+۵ȷ+٢κ; کمکی ورودی ،(۴ .٣) جدول شدنی فضای دهنده شکل وزن پارامترهای
در را α = ٠٫٩ و d(t) = [٢ + ٢ı+ ٢ȷ+ ٢κ;−١ − ١ı− ١ȷ− ١κ] اغتشاش ،−٢ + ۴ı− ٢ȷ+ ۵κ]
می زیر بصورت gk(·) : Hno → H و fh(·) : Hnr → H غیرخطی فعالسازی توابع که بگیرید نظر

باشند:

f
(ρ)
h (x) =

nr∑
j=١

αf (ρ)
(h, j)x(ρ)(j) + βf

(ρ)
(h, j) sin(x(ρ)(j))

g
(ρ)
k (x̂) =

no∑
j=١

αg(ρ)(k, j)x̂(ρ)(j) + βg
(ρ)
(k, j) tanh(x̂(ρ)(j))

همچنین و باشند می x̂ ∈ Hno و x ∈ Hnr که
αf = [٠٫٣ + ٠٫١ı− ٠٫١ȷ− ٠٫٢κ,−٠٫٢ + ٠٫١ı+ ٠٫٢ȷ− ٠٫٣κ;

− ٠٫١ − ٠٫٢ı− ٠٫٣ȷ+ ٠٫٢κ, ٠٫٢ + ٠٫٢ı+ ٠٫١ȷ− ٠٫١κ]
βf = [٠٫١ − ٠٫٣ı− ٠٫١ȷ+ ٠٫١κ, ٠٫١ + ٠٫٢ı+ ٠٫١ȷ+ ٠٫٢κ;

٠٫٢ + ٠٫٢ı+ ٠٫١ȷ− ٠٫١κ, ٠٫١ − ٠٫٢ı− ٠٫٢ȷ+ ٠٫١κ]
αg = ٠٫۵ − ı− ٠٫۵ȷ− κ, βg = −١ + ٠٫۵ı+ ȷ− ٠٫۵κ.

داریم: (١. ٢. ١) نتیجه و (١. ٢. ٢) تعریف از استفاده با بنابراین،
|∆̃f | = [٠٫۴ + ٠٫٢ı+ ٠٫٢ȷ+ ٠٫٢۵κ, ٠٫٢۵ + ٠٫٣ı+ ٠٫٣ȷ+ ٠٫٣۵κ;

٠٫١۵ + ٠٫٢۵ı+ ٠٫٣۵ȷ+ ٠٫٢۵κ, ٠٫٣ + ٠٫٢۵ı+ ٠٫١۵ȷ+ ٠٫١۵κ]
|∆̃g| = [٠٫۵ + ı+ ٠٫۵ȷ+ ١٫۵κ]



کواترنیون و مختلط کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه پایداری تحلیل ١٢۶
بصورت ویژه مقادیر ،(٣. ٢٠) رابطه پایداری شرط و فوق پارامترهای از استفاده با نهایت، در
λ(K) = و λ(J) =

[٠٫٠٠٣١; ٠٫٠۴٣۴] ،λ(I) =
[٠٫٠۶٣٩; ٠٫٠١۶۶] ،λ(R) =

[٠٫٠٧١۴; ٠٫٠١۴۶]
و (٣. ٢. ٢) ،(٣. ٢. ١) های تئوری با مطابق بنابراین، آیند. می بدست [٠٫٠١٠۶; ٠٫٠٣٢٩]
تاخیر از مستقل مقاوم پایدار یکتای تعادل نقطه یک دارای نظر مورد عصبی شبکه ،(٣. ٢. ٣)
شبکه سازی شبیه به آمده، بدست تحلیلی نتایج کارایی اثبات هدف با ادامه، در باشد. می
فضای درون زمان با متغیر پارامترهای با ‐٢ و ١ مجزا تست دو ‐بصورت نظر مورد عصبی
آمده (۴ .٣) جدول در تست، دو این در عصبی شبکه پارامترهای شد. خواهد پرداخته شدنی

است.

شد: گرفته نظر در زیر بصورت عصبی شبکه تاخیر تست، این در :١ تست

σl =

 ٠ ۵ + ٢٫۵ cos(٠٫۵t)
۵ + ٢٫۵ sin(٠٫۵t) ٠

 , σd =

 ۵ + ۵ cos٢(t) ۵ + ٢٫۵ sin٢(t)
۵ + ٢٫۵ sin(t) ۵ + ۴ cos(t)

 ,

σo =
[ ۵ + ٢٫۵ cos(٠٫۵t) ۵ + ٢٫۵ sin(٠٫۵t) ] , σf =

 ۵ + ٢٫۵ cos(٠٫۵t)
۵ + ٢٫۵ sin(٠٫۵t)

 .
b ∈ {٢,−۴,۶,−٢,۵; که ،[x(٠)١;x(٠)٢] = b+bı+bȷ+bκ اولیه شرایط ۵ با سازی شبیه سپس،
است، شده اعمال t ≥ ١۵ برای که ،d(t) اغتشاش حضور در و باشند، می −٢,−۴,۶,−٢,۵}
دهد می نشان نتایج این است. آمده (٣. ٧) شکل در سازی شبیه نتایج است. شده انجام
پارامترهای به وابسته که ‐ محدود فضای یک درون ماندگار حالت در رزرویر های حالت که
فقط اغتشاش که دهد می نشان همچنین، ماند. می باقی باشد‐ می زمان به متغیر نامعین
تعادل نقطه تئوری، نتایج با مطابق پس شود. می تعادل نقطه موقعیت جابجایی به منجر

باشد. می مقاوم مجانبی پایدار شدنی، فضای درون نقطه هر بازای عصبی، شبکه
تست همانند شبکه پارامترهای بقیه و شد انتخاب صفر با برابر تاخیر تست، این در :٢ تست
نشان نتایج این است. آمده (٣. ٨) شکل در تست این از آمده بدست نتایج باشد. می قبل
پایدار همچنان ولی کند می تغییر اغتشاش اعمال با عصبی شبکه تعادل نقطه که دهد می
محدود فضای یک درون رزرویر های حالت ماندگار، حالت در که دهد می نشان و باشد می
یک دارای تاخیر بدون نظر مورد عصبی شبکه تئوری، نتایج با مطابق بنابراین، ماند. می باقی

باشد. می مقاوم متیگ‐لفلر پایدار تعادل نقطه

مطابق ،(٣. ١٧) رابطه ساختار با مختلط کسری مرتبه کوا˚ستیت عصبی شبکه .٣. ٢. ٢ مثال
،(۵ .٣) جدول شدنی فضای دهنده شکل وزن پارامترهای ،α = ٠٫٩ با ،(٣. ٢. ٣) ملاحظه با
اغتشاش ،U =

[۵ − ۴ı;−٢ + ۴ı] کمکی ورودی ،(۵ .٣) جدول زمان با متغیر وزن پارامترهای
که gk(·) : Cno → C و fh(·) : Cnr → C خطی غیر فعالسازی توابع و d(t) = [٢ + ٢ı;۴ − ۴ı]



مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر از مستقل مقاوم پایداری تحلیل
١٢٧ زمان با متغیر تاخیر حضور در کسری
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کواترنیون و مختلط کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه پایداری تحلیل ١٢٨
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مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر از مستقل مقاوم پایداری تحلیل
١٢٩ زمان با متغیر تاخیر حضور در کسری
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کواترنیون و مختلط کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه پایداری تحلیل ١٣٠
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مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر از مستقل مقاوم پایداری تحلیل
١٣١ زمان با متغیر تاخیر حضور در کسری

(٣. ٢. ١) مثال عصبی شبکه پارامترهای :۴ .٣ جدول
شدنی فضای دهنده شکل وزن پارامترهای

Ĉ =

 ۴ + ٠٫٣ı+ ٠٫٢ȷ+ ٠٫٢۵κ ٠٫٣ + ٠٫٢ı+ ٠٫٣ȷ+ ٠٫٣κ
٠٫٢ + ٠٫٣ı+ ٠٫٣ȷ+ ٠٫٢κ ۴ + ٠٫٣ı+ ٠٫٢ȷ+ ٠٫۴κ


Č =

 ٣٫۵ − ٠٫٣ı− ٠٫٢ȷ− ٠٫٢κ −٠٫٣ − ٠٫٢ı− ٠٫٣ȷ− ٠٫٣κ
−٠٫٢ − ٠٫٣ı− ٠٫٣ȷ− ٠٫٢κ ٣٫۵ − ٠٫٣ı− ٠٫٢ȷ− ٠٫۴κ


Â =

 ٠٫٢ + ٠٫٢ı+ ٠٫٢ȷ+ ٠٫٣κ ٠٫٣ + ٠٫٢ı+ ٠٫١ȷ+ ٠٫١κ
٠٫١ + ٠٫١ı+ ٠٫٢ȷ+ ٠٫٣κ ٠٫٢ + ٠٫٢ı+ ٠٫٢ȷ+ ٠٫٢κ


Ǎ =

 −٠٫٢ − ٠٫٢ı− ٠٫٢ȷ− ٠٫٣κ −٠٫٣ − ٠٫٢ı− ٠٫١ȷ− ٠٫١κ
−٠٫١ − ٠٫١ı− ٠٫٢ȷ− ٠٫٣κ −٠٫٢ − ٠٫٢ı− ٠٫٢ȷ− ٠٫٢κ


Ŵ =

 ٠٫٢ + ٠٫٢ı+ ٠٫٢ȷ+ ٠٫٢κ ٠٫٣ı+ ٠٫٢ı+ ٠٫١ȷ+ ٠٫٢κ
٠٫١ + ٠٫٢ı+ ٠٫٣ȷ+ ٠٫٢κ ٠٫١ + ٠٫١ı+ ٠٫٢ȷ+ ٠٫١κ


W̌ =

 −٠٫٢ − ٠٫٢ı− ٠٫٢ȷ− ٠٫٢κ −٠٫٣ı− ٠٫٢ı− ٠٫١ȷ− ٠٫٢κ
−٠٫١ − ٠٫٢ı− ٠٫٣ȷ− ٠٫٢κ −٠٫١ − ٠٫١ı− ٠٫٢ȷ− ٠٫١κ


Ŵ f =

 ٠٫١ + ٠٫١ı+ ٠٫٢ȷ+ ٠٫٢κ
٠٫٠۵ + ٠٫٢ı+ ٠٫١ȷ+ ٠٫١κ


W̌ f =

 −٠٫١ − ٠٫١ı− ٠٫٢ȷ− ٠٫٢κ
−٠٫٠۵ − ٠٫٢ı− ٠٫١ȷ− ٠٫١κ


Ŵ o =

[ ٠٫٢ + ٠٫٢ı+ ٠٫١ȷ+ ٠٫١κ ٠٫١ + ٠٫١ı+ ٠٫٢ȷ+ ٠٫٢κ ]
W̌ o =

[
−٠٫٢ − ٠٫٢ı− ٠٫١ȷ− ٠٫١κ −٠٫١ − ٠٫١ı− ٠٫٢ȷ− ٠٫٢κ ]

شدنی فضای درون زمان با متغیر پارامترهای
C =

 ٣٫۵ + ٠٫۵ sin٢(۵t) + ٠٫١ı− ٠٫٢ȷ+ ٠٫١κ −٠٫٣ + ٠٫١ı+ ٠٫٣ sin(۵t)ȷ+ ٠٫٢κ
−٠٫١ + ٠٫٣ cos(۵t)ı+ ٠٫٢ȷ− ٠٫٢κ ٣٫۵ + ٠٫۵ cos٢(١٠t)− ٠٫٢ı+ ٠٫١ȷ− ٠٫٣κ


A =

 ٠٫٢ sin(١٠t)− ٠٫٢ı+ ٠٫١ȷ+ ٠٫٣ cos(t)κ −٠٫٣ + ٠٫٢ sin(۵t)ı+ ٠٫١ȷ+ ٠٫١ cos(٢t)κ
−٠٫١ + ٠٫١ı− ٠٫٢ȷ+ ٠٫٣ sin(۵t)κ −٠٫١ + ٠٫١ı+ ٠٫٢ cos(۵t)ȷ− ٠٫٢κ


W =

 −٠٫١ + ٠٫٢ sin(۴t)ı− ٠٫٢ȷ+ ٠٫١κ ٠٫٣ cos(۵t) + ٠٫١ı+ ٠٫١ȷ− ٠٫١κ
−٠٫١ + ٠٫١ı+ ٠٫٣ cos(۵t)ȷ− ٠٫٢κ −٠٫١ + ٠٫١ı− ٠٫٢ȷ+ ٠٫١ cos(۵t)κ


W f =

 −٠٫١ − ٠٫١ı+ ٠٫٢ sin(۵t)ȷ+ ٠٫١κ
−٠٫٠۵ + ٠٫٢ cos(١٠t)ı+ ٠٫١ȷ− ٠٫١κ


W o =

[ ٠٫٢ cos(١٠t) + ٠٫٢ sin(۵t)ı+ ٠٫١ȷ− ٠٫١κ ٠٫١ − ٠٫١ı+ ٠٫٢ sin(١٠t)ȷ+ ٠٫٢ cos(۵t)κ ]

بگیرید. نظر در را است، آمده زیر در آن جزییات

f
(ρ)
h (x) =

nr∑
j=١

αf (ρ)
(h, j)x(ρ)(j) + βf

(ρ)
(h, j) sin(x(ρ)(j))

g
(ρ)
k (x̂) =

no∑
j=١

αg(ρ)(k, j)x̂(ρ)(j) + βg
(ρ)
(k, j) tanh(x̂(ρ)(j))



کواترنیون و مختلط کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه پایداری تحلیل ١٣٢
همچنین و باشند می ρ ∈ {R, I} و x̂ ∈ Cno، x ∈ Cnr که

αf = [٠٫۵ + ٠٫۴ı, ٠٫۵ + ٠٫۴ı;−٠٫۵ − ٠٫۵ı, ٠٫۵ + ٠٫٣ı], αg = ١ − ٠٫۵ı
βf = [٠٫٢ − ٠٫۵ı, ٠٫۵ + ٠٫۵ı; ٠٫۵ − ٠٫۵ı,−٠٫٨ + ٠٫۵ı], βg = −١ + ı

داریم: ،(٣. ٢. ٣) ملاحظه و (١. ٢. ١) نتیجه ،(١. ٢. ٢) تعریف از استفاده با بنابراین،
|∆̃f | = [٠٫٧ + ٠٫٨ı, ١ + ٠٫٨ı; ٠٫۶۵ + ı, ٠٫٧ + ٠٫۶ı], |∆̃g| = [١ + ٠٫۵ı]

،(٣. ٢. ٣) ملاحظه و (٣. ٢٠) رابطه پایداری شرط فوق، پارامترهای از استفاده با نهایت، در
آیند. می بدست λ(I) =

[٠٫١۴٨۶; ٠٫٠۵٧٩] و λ(R) =
[٠٫١١٠۶; ٠٫١٨٨٩] بصورت ویژه مقادیر

دارای نظر مورد عصبی شبکه ،(٣. ٢. ٣) و (٣. ٢. ٢) ،(٣. ٢. ١) های تئوری با مطابق بنابراین،
کارایی اثبات هدف با ادامه، در باشد. می تاخیر از مستقل مقاوم پایدار یکتای تعادل نقطه یک
١ مجزا تست دو ‐بصورت نظر مورد عصبی شبکه سازی شبیه به آمده، بدست تحلیلی نتایج
شبکه پارامترهای شد. خواهد پرداخته شدنی فضای درون زمان با متغیر پارامترهای با ‐٢ و

است. آمده (۵ .٣) جدول در تست، دو این در عصبی
شد: گرفته نظر در زیر بصورت مختلط عصبی شبکه تاخیر تست، این در :١ تست

σl =

 ٠ ٨ + ۶ cos(t)

٨ + ۶ sin(t) ٠
 , σd =

 ٨ cos٢(٢t) ۴ + ۴ sin٢(٢t)
٨| sin(٢t)| ۵| cos(٢t)|

 ,

σo =
[ ۶| cos(t)| ٨| sin(t)| ] , σf =

 ٨| cos(t)|
۵| sin(t)|

 .
b ∈ {٢,−۴,٢−,٣, ٠; که ،[q(٠)١; q(٠)٢] = b + bı اولیه شرایط ۵ با سازی شبیه سپس،
است، شده اعمال t ≥ ٢٠ برای که ،d(t) اغتشاش حضور در و باشند، می ٢,−۴,٢−,٣, ٠}
دهد می نشان نتایج این است. آمده (٣. ٩) شکل در سازی شبیه نتایج است. شده انجام
پارامترهای به وابسته که ‐ محدود فضای یک درون ماندگار حالت در رزرویر های حالت که
فقط اغتشاش که دهد می نشان همچنین، ماند. می باقی باشد‐ می زمان به متغیر نامعین
تعادل نقطه تئوری، نتایج با مطابق پس شود. می تعادل نقطه موقعیت جابجایی به منجر

باشد. می مقاوم مجانبی پایدار شدنی، فضای درون نقطه هر بازای عصبی، شبکه
تست همانند شبکه پارامترهای بقیه و شد انتخاب صفر با برابر تاخیر تست، این در :٢ تست
نشان نتایج این است. آمده (٣. ١٠) شکل در تست این از آمده بدست نتایج باشد. می قبل
پایدار همچنان ولی کند می تغییر اغتشاش اعمال با عصبی شبکه تعادل نقطه که دهد می
محدود فضای یک درون رزرویر های حالت ماندگار، حالت در که دهد می نشان و باشد می
یک دارای تاخیر بدون نظر مورد عصبی شبکه تئوری، نتایج با مطابق بنابراین، ماند. می باقی

باشد. می مقاوم متیگ‐لفلر پایدار تعادل نقطه



مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر از مستقل مقاوم پایداری تحلیل
١٣٣ زمان با متغیر تاخیر حضور در کسری
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مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر از مستقل مقاوم پایداری تحلیل
١٣۵ زمان با متغیر تاخیر حضور در کسری

(٣. ٢. ٢) مثال عصبی شبکه پارامترهای :۵ .٣ جدول
شدنی فضای دهنده شکل وزن پارامترهای

Č =

 ٣٫۵ − ٠٫۵ı −٠٫۵ − ٠٫٣ı
−٠٫٣ − ٠٫۴ı ٣٫٨ − ٠٫۵ı

 Ĉ =

 ۴ + ٠٫۵ı ٠٫۵ + ٠٫٣ı
٠٫٣ + ٠٫۴ı ۴٫۵ + ٠٫۵ı


Ǎ =

 −٠٫۴ − ٠٫٣ı −٠٫٣ − ٠٫۵ı
−٠٫٣ − ٠٫٣ı −٠٫٢ − ٠٫٢ı

 Â =

 ٠٫۴ + ٠٫٣ı ٠٫٣ + ٠٫۵ı
٠٫٣ + ٠٫٣ı ٠٫٢ + ٠٫٢ı


W̌ =

 −٠٫٢ − ٠٫٢ı −٠٫٣ı− ٠٫٢ı
−٠٫٣ − ٠٫٢ı −٠٫١ − ٠٫٣ı

 Ŵ =

 ٠٫٢ + ٠٫٢ı ٠٫٣ı+ ٠٫٢ı
٠٫٣ + ٠٫٢ı ٠٫١ + ٠٫٣ı


W̌ f =

 −٠٫٢ − ٠٫٢ı
−٠٫١ − ٠٫٢ı

 Ŵ f =

 ٠٫٢ + ٠٫٢ı
٠٫١ + ٠٫٢ı


W̌ o =

[
−٠٫٢ − ٠٫٢ı −٠٫٣ − ٠٫٣ı ] Ŵ o =

[ ٠٫٢ + ٠٫٢ı ٠٫٣ + ٠٫٣ı ]
شدنی فضای درون زمان با متغیر پارامترهای

C =

 ٣٫۵ + ٠٫۵| sin(١٠t)| − ٠٫٢ı −٠٫۴ + ٠٫٣ cos(۵t)ı
٠٫٢ + ٠٫٣| sin(۵t)|ı ۴ + ٠٫٢ cos(٣t) + ٠٫٣ı


A =

 −٠٫٣ + ٠٫٢ sin(۵t)ı ٠٫٢ + ٠٫۴ cos(١٠t)ı
٠٫١ sin(۴t) + ٠٫٢ı ٠٫٢ cos(۵t) + ٠٫١ı


W =

 ٠٫٢| cos(۵t)| − ٠٫٢ı ٠٫٣| sin(۵t)|+ ٠٫١ı
−٠٫١ + ٠٫٢ cos(۵t)ı −٠٫١ + ٠٫٣ cos(۵t)ı


W f =

 −٠٫٢ + ٠٫٢ cos(١٠t)ı
٠٫١ sin(۵t)− ٠٫٢ı


W o =

[
−٠٫١ + ٠٫٢ sin(١٠t)ı ٠٫٣ cos(۵t)− ٠٫٢ı ]

آمده بدست تحلیلی نتایج کننده تایید فوق های مثال سازی شبیه نتایج اینکه، خلاصه
می زمان با متغیر زمانی تاخیر با/بدون کواترنیون عصبی شبکه تعادل نقطه پایداری برای
روی بر اغتشاش و تاخیر و اولیه شرایط که دهند می نشان نتایج این مجموع، در باشد.
مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه مقاوم مجانبی/میتاگ‐لفلر پایداری
بدست تئوری نتایج از که دهد می نشان همچنین، ندارند. تاثیری کواترنیون/مختلط کسری
گفت توان می بنابراین، کرد. استفاده حالت فیدبک کنترلر طراحی برای براحتی توان می آمده
عصبی های شبکه مقاوم همزمانی و کنترل طراحی برای استفاده قابل آمده بدست نتایج این

باشد. می آشوبی مختلط و کواترنیون کسری مرتبه حالت انعکاس



کواترنیون و مختلط کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه پایداری تحلیل ١٣۶

تعادل نقطه تاخیر به وابسته مقاوم پایداری تحلیل ٣. ٣
نامعین کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه
تاخیر و زمان با متغیر تاخیر حضور در ممریستیو

نیوترال
شبکه یک برای مقاوم پایدار تعادل نقطه یکتایی و وجود روی بر مطالعه به بخش، این در
با متغیر تاخیر حضور در کواترنیون ممریستیو نامعین کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی
می برقرار QUAD شرط آنها فعالسازی توابع در که شد خواهد پرداخته نیوترال١ تاخیر و زمان
شبکه دقیق توصیف (١ از عبارتند شد، خواهند انجام ترتیب به که مواردی ادامه، در باشد.
می ٢ LMI مسئله یک حل به که تعادل نقطه یکتایی و وجود تحلیل (٢ نظر، مورد عصبی
مسئله یک حل به که عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه مجانبی پایداری تحلیل (٣ انجامد،
به که عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه مقاوم مجانبی پایداری تحلیل (۴ انجامد، می LMI
تعادل نقطه مقاوم) پایداری (یا پایداری تحلیل برای بنابراین انجامد. می LMI مسئله یک حل

شوند. حل مجزا LMI مسئله دو بایست می شبکه این

زمان با متغیر تاخیر حضور در عصبی شبکه مدل توصیف ٣. ٣. ١
متغیر تاخیر حضور در کواترنیون ممریستیو نامعین کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه
رزرویر حالت متغیر nr ∈ Z+ و خروجی no ∈ Z+ ورودی، ni ∈ Z+ با نیوترال تاخیر و زمان با

بگیرید: نظر در را زیر
Dαx(t) = −(C١ +∆C١(t))x(t) + (A(x(t)) + ∆A(t))f

(
W inu(t) +Wx(t) +W fy(t)

)
+ (B(x(t)) + ∆B(t))h

(
W inu(t− η(t)) +Wx(t− η(t)) +W fy(t− η(t))

)
+ (C٢ +∆C٢(t))Dvx(t− µ(t)) + U

y(t) = g(W ox(t) +W iou(t)), (٣. ٣٣)
های حالت بردارهای ترتیب، به ،y = [y١, · · · , yno ]

T ∈ Hno و x = [x١, · · · , xnr ]
T ∈ Hnr که

u = [u١, · · · , uni ]
T ∈ و U = [U١, · · · ,Unr ]

T ∈ Hnr و باشند می شبکه خروجی و رزرویر
f = برداری توابع باشند. می ان کمکی و خارجی های ورودی ترتیب، به بیانگر، نیز Hni

ممریستیو های مولفه در QUAD فعالسازی توابع h = [h١, h٢, · · · , hnr ]
T و [f١, f٢, · · · , fnr ]

T

hi : و fi : Hnr → H بصورت تابع دو این ،i = ١,٢, · · · , nr iام، مولفه که باشند می شبکه
1Neutral-type delay
2Linear Matrix Inequality



مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر به وابسته مقاوم پایداری تحلیل
١٣٧ نیوترال تاخیر و زمان با متغیر تاخیر حضور در ممریستیو نامعین کسری

فعالسازی تابع g = [g١, g٢, · · · , gno ]
T برداری تابع همچنین، شوند. می تعریف Hnr → H

gk : Hno → بصورت تابع این ،k = ١,٢, · · · , no kام، مولفه که باشد می شبکه خروجی QUAD

W io =
[
wio
km

]
no×ni

∈ ،W in =
[
win
im

]
nr×ni

∈ Hnr×ni های ماتریس شود. می تعریف H

W f =
[
wf
il

]
nr×no

∈ و W = [wij ]nr×nr
∈ Hnr×nr ،W o = [wo

kj ]no×nr ∈ Hno×nr ،Hno×ni

قیود که η(t) نماد هستند. فیدبک و رزرویر های حالت خروجی، ورودی، های وزن Hnr×no

های مولفه در زمان با متغیر تاخیر دهنده نشان سازد، می برآورده را η̇(t) ≤ η̇ و ٠ ≤ η(t) ≤ η

دهنده نشان سازد، می برآورده را µ̇(t) ≤ µ̇ و ٠ ≤ µ(t) ≤ µ قیود که µ(t) نماد و است ممریستیو
،C١ +∆C١(t) = [c١ij +∆c١ij ]nr×nr ∈ Hnr×nr های عبارت است. زمان با متغیر نیوترال تاخیر
B(x(t))+∆B(t) = [bij(x(t−η(t)))+ ،A(x(t))+∆A(t) = [aij(x(t))+∆aij ]nr×nr ∈ Hnr×nr

ماتریس ترتیب، به ،C٢ + ∆C٢(t) = [c٢ij + ∆c٢ij ]nr×nr ∈ Hnr×nr و ∆bij ]nr×nr ∈ Hnr×nr

تاخیری رزرویر های حالت و تاخیردار ممریستیو مولفه ممریستیو، مولفه نشتی، وزن های
های مولفه کواترنیون های وزن بیانگر bij(x(t−η(t))) و aij(x(t)) نمادهای باشند. می نیوترال
[١۵٢] اند شده تعریف زیر بصورت هیسترزیس١ های ویژگی با مطابق که باشند می ممریستیو

.[١۵٣] و
a
(ρ)
ij (x(t)) =


“a
(ρ)
ij |χ(ρ)

j (t)| < ζ
(ρ)
j

ă
(ρ)
ij |χ(ρ)

j (t)| > ζ
(ρ)
j

b
(ρ)
ij (x(t− η(t))) =


“b
(ρ)
ij |χ(ρ)

j (t− η(t))| < ζ
(ρ)
j

b̆
(ρ)
ij |χ(ρ)

j (t− η(t))| > ζ
(ρ)
j

, (٣۴ .٣)

“aij , ăij ,“bij , b̆ij ∈ H موهومی و حقیقی های مولفه کننده تعیین و باشد می ρ ∈ {R, I, J,K} که
پرش باشد، می مثبت حقیقی موهومی) یا حقیقی ) آن مولفه هر که ،ζj ∈ H+ ثابت باشد. می
است. برقرار b̆ij یا bij(±ζj) = “bij و ăij یا aij(±ζj) = “aij طوریکه به باشد می سوئیچینگ٢
χ(t) = Wx(t) +W fy(t) = با برابر ،χ(t) ∈ Hnr سوئیچینگ٣، گیری تصمیم شبکه، این در
بخش نیز، ∆C٢(t) و ∆B(t) ،∆A(t) ،∆C١(t) های بخش باشد. می Wx(t) +W fg

(
W ox(t)

)
شوند. می تعریف زیر بصورت که باشند می نامشخص کواترنیون نامعینی های

∆C١(t) = L١Υ١(t)E١, ∆A(t) = L٢Υ٢(t)E٢,
∆B(t) = L٣Υ٣(t)E٣, ∆C٢(t) = L۴Υ۴(t)E۴, (٣۵ .٣)

مناسب ابعاد با مشخص ثابت کواترنیون های ماتریس s = ١,٢,٣,۴ هر برای Es و Ls که
بودن همانی فرض با که، باشد می نامشخص و زمان با متغیر حقیقی ماتریس Υs(t) و هستند

سازند. می برآورده را ΥT
s (t)Υs(t) ≤ I شرط ،I ماتریس

1Pinched Hysteresis Properties
2Switching Jump
3Switching Decision Making



کواترنیون و مختلط کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه پایداری تحلیل ١٣٨
است، شده گزارش حال به تا که ممریستیو بر مبتنی عصبی های شبکه در .٣. ٣. ١ ملاحظه
در حالیکه در است بوده آن حالت متغیر یک تنها به وابسته χ(t) سوئیچینگ گیری تصمیم
W f و W پارامترهای رزرویر، های حالت همه به سوئیچینگ گیری تصمیم عصبی، شبکه این
رابطه عصبی شبکه این دینامیک بنابراین، است. وابسته g(·) فعالسازی تابع و عصبی شبکه

باشد. قبلی کارهای از تر پیچیده بسیار تواند می (٣. ٣٣)

(٣۵ .٣) و (٣. ٣٣) عصبی شبکه نامشخص کواترنیون نامعینی های ماتریس .٣. ٣. ١ فرض
∆B ⪯ ،∆A ⪯ ∆A(t) ⪯ ∆A ،∆C١ ⪯ ∆C١(t) ⪯ ∆C١ روابط آنها، در که هستند ای بگونه

باشد. می برقرار ∆C٢ ⪯ ∆C٢(t) ⪯ ∆C٢ و ∆B(t) ⪯ ∆B

QUAD(∆h, ωh) ، QUAD(∆f , ωf ) توابعی ترتیب به g و h ،f فعالسازی توابع .٣. ٣. ٢ فرض
،(١. ٢. ٢) تعریف با مطابق بنابراین، باشند. می R۴no روی QUAD(∆g, ωg) و R۴nr روی
دارند وجود ωg و ωh ،ωf مثبت های اسکالر و مناسب ابعاد با ∆g و ∆h ،∆f های ماتریس

که ای بگونه
(
φ(x)− φ(x′(t))

)T [
φ(f(x(t)))− φ(f(x′(t)))

]
−
(
φ(x(t))− φ(x′(t))

)T
∆f
(
φ(x(t))− φ(x′(t))

)
≤ ωf

(
φ(x(t))− φ(x′(t))

)T (
φ(x(t))− φ(x′(t))

)
(
φ(x(t))− φ(x′(t))

)T [
φ(h(x(t)))− φ(h(x′(t)))

]
−
(
φ(x(t))− φ(x′(t))

)T
∆h
(
φ(x(t))− φ(x′(t))

)
≤ ωh

(
φ(x(t))− φ(x′(t))

)T (
φ(x(t))− φ(x′(t))

)
(
φ(x̂(t))− φ(x̂′(t))

)T [
φ(g(x̂(t)))− φ(g(x̂′(t)))

]
−
(
φ(x̂(t))− φ(x̂′(t))

)T
∆g
(
φ(x̂(t))− φ(x̂′(t))

)
≤ ωg

(
φ(x̂(t))− φ(x̂′(t))

)T (
φ(x̂(t))− φ(x̂′(t))

)
, (٣۶ .٣)

باشند. می x̂, x̂′ ∈ Hno و x, x′ ∈ Hnr که

وجوددارند که باشد می واضح کاملا ،(١. ٢. ١) نتیجه و (٣. ٣. ٢) فرض به توجه با .٣. ٣. ٢ ملاحظه
بطوریکه ∆̃g = |∆g − ωgI| و ∆̃h =

∣∣∆h − ωhI
∣∣ ،∆̃f =

∣∣∆f − ωfI
∣∣ های ماتریس

∣∣φ(f(x(t)))− φ(f(x′(t)))
∣∣ ≤ ∆̃f

∣∣φ(x(t))− φ(x′(t))
∣∣∣∣φ(h(x(t)))− φ(h(x′(t)))

∣∣ ≤ ∆̃h
∣∣φ(x(t))− φ(x′(t))

∣∣∣∣φ(g(x̂(t)))− φ(g(x̂′(t)))
∣∣ ≤ ∆̃g

∣∣φ(x̂(t))− φ(x̂′(t))
∣∣ . (٣. ٣٧)



مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر به وابسته مقاوم پایداری تحلیل
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که گرفت نتیجه توان می k = ١,٢, · · · ,۴no و j = ١,٢, · · · ,۴nr برای بنابراین،
∣∣φj(f(x(t)))− φj(f(x

′(t)))
∣∣ ≤ ∆̃f (j, :)

∣∣φ(x(t))− φ(x′(t))
∣∣∣∣φj(h(x(t)))− φj(h(x

′(t)))
∣∣ ≤ ∆̃h (j, :)

∣∣φ(x(t))− φ(x′(t))
∣∣∣∣φk(g(x̂(t)))− φk(g(x̂

′(t)))
∣∣ ≤ ∆̃g (k, :)

∣∣φ(x̂(t))− φ(x̂′(t))
∣∣ . (٣. ٣٨)

اگر ،i, j ∈ ١,٢, · · · ,۴nr و x, x′, ζ ∈ Hnr برای ،(٣. ٣. ٢) فرض گرفتن نظر در با .٣. ٣. ١ لم
داریم: آنگاه باشد صادق f(±ζ) = ٠

∣∣co (φij([aij(x(t))]))φj(f(x(t))− co
(
φij([aij(x

′(t))])
)
φj(f(x

′(t)))
∣∣

≤
∣∣φij([a

∗
ij ])
∣∣ ∆̃f (j, :)

∣∣φ(x(t))− φ(x′(t))
∣∣ (٣. ٣٩)

∣∣∣φij([b
∗
ij ])
∣∣∣ = max{

∣∣∣φij([b̂ij ])
∣∣∣ , ∣∣φij([b̌ij ])

∣∣} و ∣∣∣φij([a
∗
ij ])
∣∣∣ = max{|φij([âij ])| , |φij([ǎij ])|} که

باشد. می φij(·) ١ مجموعه از محدب پوسته از بسته یک co (φij(·)) و

دهد: رخ تواند می زیر حالت سه ،(٣. ٣. ٢) فرض از استفاده با اثبات:
آنگاه دهد، رخ co (φij([aij(x(t))])) = co (φij([aij(x

′(t))])) = φij([âij ]) اگر :١ حالت
∣∣co (φij([aij(x(t))]))φj(f(x(t)))− co

(
φij([aij(x

′(t))])
)
φj(f(x

′(t)))
∣∣

=
∣∣φij([âij ])

(
φj(f(x(t)))− φj(f(x

′(t)))
)∣∣

≤ |φij([âij ])|
∣∣φj(f(x(t)))− φj(f(x

′(t)))
∣∣

≤ |φij([âij ])| ∆̃f (j, :)
∣∣φ(x(t))− φ(x′(t))

∣∣
≤
∣∣φij([a

∗
ij ])
∣∣ ∆̃f (j, :)

∣∣φ(x(t))− φ(x′(t))
∣∣ . (۴٣. ٠)

آنگاه دهد، رخ co (φij([aij(x(t))])) = co (φij([aij(x
′(t))])) = φij([ǎij ]) اگر :٢ حالت

∣∣co (φij([aij(x(t))]))φj(f(x(t)))− co
(
φij([aij(x

′(t))])
)
φj(f(x

′(t)))
∣∣

=
∣∣φij([âij ])

(
φj(f(x(t)))− φj(f(x

′(t)))
)∣∣

≤ |φij([ǎij ])|
∣∣φj(f(x(t)))− φj(f(x

′(t)))
∣∣

≤ |φij([ǎij ])| ∆̃f (j, :)
∣∣φ(x(t))− φ(x′(t))

∣∣
≤
∣∣φij([a

∗
ij ])
∣∣ ∆̃f (j, :)

∣∣φ(x(t))− φ(x′(t))
∣∣ . (۴٣. ١)

دهد، رخ co (φij([aij(x
′(t))])) = φij([ǎij ]) و co (φij([aij(x(t))])) = φij([âij ]) اگر :٢ حالت

1closure of the convex hull of set



کواترنیون و مختلط کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه پایداری تحلیل ١۴٠
آنگاه

∣∣co (φij([aij(x(t))]))φj(f(x(t)))− co
(
φij([aij(x

′(t))])
)
φj(f(x

′(t)))
∣∣

=
∣∣φij([âij ])φj(f(x(t)))− φij([ǎij ])φj(f(x

′(t)))
∣∣

≤ |φij([âij ])| |φj(f(x(t)))− φj(f(ζ(t)))|+ |φij([ǎij ])|
∣∣φj(f(x

′(t)))− φj(f(ζ(t)))
∣∣

≤ |φij([âij ])| ∆̃f (j, :) |φ(x(t))− φ(ζ(t))|+ |φij([ǎij ])| ∆̃f (j, :)
∣∣φ(x′(t))− φ(ζ(t))

∣∣
≤
∣∣φij([a

∗
ij ])
∣∣ ∆̃f (j, :)

∣∣φ(x(t))− φ(x′(t))
∣∣ . (۴٣. ٢)

شود. می تکمیل اثبات اینجا، در است. برقرار (٣. ٣٩) رابطه ممکن حالت سه هر در بنابراین
□

نتیجه ،x(t) = x(t−η(t)) جدید متغیر یک تعریف و (٣. ٣. ١) لم از استفاده با .٣. ٣. ٣ ملاحظه
باشد می واضح کاملا زیر

|co (φij([bij(x(t− η(t)))]))φj(h(x(t− η(t))))

−co
(
φij([bij(x

′(t− η(t)))])
)
φj(h(x

′(t− η(t))))
∣∣

≤
∣∣φij([b

∗
ij ])
∣∣ ∆̃h(j, :)

∣∣φ(x(t− η(t)))− φ(x′(t− η(t)))
∣∣ . (۴٣. ٣)

شبکه بر حاکم معادله ،(١. ٢. ١) ملاحظه و (۴ .١. ٢) تعریف خطی نگاشت از استفاده با
نوشت. زیر بصورت توان می را (٣. ٣٣) عصبی

φ(Dαx(t)) = −φ(C١ +∆C١(t))φ(x(t)) + φ(A(x(t))

+ ∆A(t))φ(f(W inu(t) +Wx(t) +W fy(t))) + φ(B(x(t)) + ∆B(t))

× φ(h(W inu(t− η(t)) +Wx(t− η(t)) +W fy(t− η(t))))

+ φ(C٢ +∆C٢(t))φ(Dαx(t− µ(t))) + φ(U)

φ(y(t)) = φ(g(W ox(t) +W iou(t))), (۴۴ .٣)

،φ(h(·)) = [h(R)(·);h(I)(·);h(J)(·);h(K)(·)] ،φ(f(·)) = [f (R)(·); f (I)(·); f (J)(·); f (K)(·)] که
تعریف با مطابق ، φ(U) = [U (R);U (I);U (J);U (K)] و φ(g(·)) = [g(R)(·); g(I)(·); g(J)(·); g(K)(·)]

است. برقرار (۴ .١. ٢)
،[١۵۶،١۵۵] Inclusions Differential و [١۵۴] maps set-valued تئوری از استفاده با



مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر به وابسته مقاوم پایداری تحلیل
١۴١ نیوترال تاخیر و زمان با متغیر تاخیر حضور در ممریستیو نامعین کسری

نوشت: زیر بصورت توان می را (۴۴ .٣) عصبی شبکه
φ(Dαx(t)) ∈ −φ(C١ +∆C١(t))φ(x(t)) + φ(Ã(t)

+ ∆A(t))φ(f(W inu(t) +Wx(t) +W fy(t))) + φ(B̃(t) + ∆B(t))

× φ(h(W inu(t− η(t)) +Wx(t− η(t)) +W fy(t− η(t))))

+ φ(C٢ +∆C٢(t))φ(Dαx(t− µ(t))) + φ(U)

φ(y(t)) = φ(g(W ox(t) +W iou(t))), (۴۵ .٣)
،a(ρ)ij = max{“a

(ρ)
ij , ă

(ρ)
ij } ،B̃(ρ)(t) = [co(b

(ρ)
ij , b

(ρ)
ij )]nr×nr ،Ã(ρ)(t) = [co(a

(ρ)
ij , a

(ρ)
ij )]nr×nr که

i, j = ١,٢, · · · , nr برای b(ρ)ij = min{“b
(ρ)
ij , b̆

(ρ)
ij } و b(ρ)ij = max{“b

(ρ)
ij , b̆

(ρ)
ij } ،a(ρ)ij = min{“a

(ρ)
ij , ă

(ρ)
ij }

بنابراین باشد. می برقرار ρ ∈ {R, I, J,K} و
φ(Dαx(t)) = −φ(C١ +∆C١(t))φ(x(t))

+ φ(A(t) + ∆A(t))φ(f(W inu(t) +Wx(t) +W fy(t))) + φ(B(t) + ∆B(t))

× φ(h(W inu(t− η(t)) +Wx(t− η(t)) +W fy(t− η(t))))

+ φ(C٢ +∆C٢(t))φ(Dαx(t− µ(t))) + φ(U)

φ(y(t)) = φ(g(W ox(t) +W iou(t))), (۴۶ .٣)
باشد. می B(t) ∈ B̃(t) = [co(bij , bij)]nr×nr و A(t) ∈ Ã(t) = [co(aij , aij)]nr×nr که

تعادل نقطه یکتایی و وجود ٣. ٣. ٢
طریق از عصبی شبکه تعادل نقطه یکتایی و وجود ،(۴ .١. ٢) لم از استفاده با بخش، این در

شود. می بررسی LMI مسئله یک حل
و Λ مثبت معین ماتریس اگر ،(٣. ٣. ٢) و (٣. ٣. ١) های فرض گرفتن نظر در با .٣. ٣. ١ قضیه
خطی ماتریسی نابرابری که ای بگونه باشند داشته وجود Q̃٢ و Q̃١ مثبت قطری های ماتریس

یابد: تحقق زیر

Σ =

 Λφ(C١ +∆C̃١)− Σ١ Σ٢
∗ Σ٣

 > ٠, (۴٣. ٧)

که
Σ١ = ΘT (∆̃f )T Q̃−١١ ∆̃fΘ+ΘT (∆̃h)T Q̃−١٢ ∆̃hΘ

Σ٢ = [Λ
∣∣φ(A∗ +∆A)

∣∣ ,Λ ∣∣φ(B∗ +∆B)
∣∣]

Σ٣ = diag{Q̃١, Q̃٢}
Θ = |φ(W )|+

∣∣∣φ(W f )
∣∣∣ ∆̃g|φ(W o)|



کواترنیون و مختلط کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه پایداری تحلیل ١۴٢
،b∗(ρ)ij = max{|“b(ρ)ij |, |b̆(ρ)ij |} ،B∗ = [b∗ij ]nr×nr ،a∗(ρ)ij = max{|“a(ρ)ij |, |ă(ρ)ij |} ،A∗ = [a∗ij ]nr×nr و
(۴۶ .٣) عصبی شبکه آنگاه باشد، می φij,i̸=j(∆C̃١) = φij(∆C١) و φii(∆C̃١) = φii(∆C١)

بود. خواهد شدنی فضای در نقطه هر برای یکتا تعادل نقطه یک دارای

A(t) + ∆A ⪯ ،C١ + ∆C١ ⪯ C١ ⪯ C١ + ∆C١ پارامترهای با (۴۶ .٣) عصبی شبکه اثبات:
را C٢ +∆C٢ ⪯ −C٢ ⪯ −C٢ +∆C٢ و B(t) +∆B ⪯ B(t) ⪯ B(t) +∆B ،A(t) ⪯ A(t) +∆A

بگیرید. نظر در زیر بصورت

φ(Dαx(t)) = −φ(C١)φ(x(t)) + φ(A(t))φ(f(Wx(t) +W fy(t)))

+ φ(B(t))φ(h(W inu(t− η(t)) +Wx(t− η(t)) +W fy(t− η(t))))

+ φ(C٢)φ(Dαx(t− µ(t))) + φ(U)

φ(y(t)) = φ(g(W ox(t))). (۴٣. ٨)

نقطع یک دارای فیلیپوف١ نظر نقطه از (۴٣. ٨) عصبی شبکه ،(۵ .١. ٢) تعریف از استفاده با
اگر فقط و اگر باشد، می یکتا تعادل

٠ = −φ(C١)φ(x) + φ(A(t))φ
(
f(Wx+W fg(W ox))

)
+ φ(B(t))φ

(
h(Wx+W fg(W ox))

)
+ φ(U). (۴٣. ٩)

کنیم. می تعریف زیر بصورت را Ψ(φ(x)) : R۴nr → R۴nr نگاشت اینجا، در

Ψ(φ(x)) = −φ(C١)φ(x) + φ(A(t))φ
(
f(Wx+W fg(W ox))

)
+ φ(B(t))φ

(
h(Wx+W fg(W ox))

)
+ φ(U). (۵٣. ٠)

دو اگر باشد می R۴nr از هومومورفیسم یک Ψ(φ(x)) نگاشت ،(۴ .١. ٢) لم با مطابق بنابراین،
یابد. تحقق زیر شرط

باشد. تزریقی Ψ(φ(x)) نگاشت :١ شرط
φ(x) = با x′ و x پاسخ دو دارد وجود بنابراین، نیست. تزریقی ،Ψ(φ(x)) نگاشت کنید فرض

پس .Ψ(φ(x)) = Ψ (φ(x′)) که ای بگونه φ(x′)

− φ(C١)
(
φ(x)− φ(x′)

)
+ φ(A(t)){φ

(
f(Wx+W fg(W ox))

)
− φ

(
f(Wx′ +W fg(W ox′))

)
}

+ φ(B(t)){φ
(
f(Wx+W fg(W ox)

)
− φ

(
f(Wx′ +W fg(W ox′)

)
} = ٠. (۵٣. ١)

لم از استفاده با سپس و (φ(x)− φ(x′))T Λ عبارت در (۵٣. ١) معادله چپ) طرف (از ضرب با
1Filippov’s Sense
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داریم: (٣. ٣. ١) لم و (١. ٢. ١) ملاحظه ،(۴ .١. ٢) تعریف ،(١. ٢. ١)
٠ = −

(
φ(x)− φ(x′)

)T
Λφ(C١)

(
φ(x)− φ(x′)

)
+
(
φ(x)− φ(x′)

)T
Λφ(A(t)){φ

(
f(Wx+W fg(W ox))

)
− φ

(
f(Wx′ +W fg(W ox′))

)
}

+
(
φ(x)− φ(x′)

)T
Λφ(B(t)){φ

(
h(Wx+W fg(W ox))

)
− φ

(
h(Wx′ +W fg(W ox′))

)
}

≤ −
(
φ(x)− φ(x′)

)T
Λφ(C١)

(
φ(x)− φ(x′)

)
+
(
φ(x)− φ(x′)

)T
Λφ(A(t))Q̃١φT (A(t))ΛT

(
φ(x)− φ(x′)

)
+

{(
φ(x)− φ(x′)

)T (|φT (W )|+ |φT (W o)|
(
∆̃g
)T

|φT (W f )|
)}

×
(
∆̃f
)T

Q̃−١١ ∆̃f
{(

|φ(W )|+ |φ(W f )|∆̃g|φT (W o)|
) (
φ(x)− φ(x′)

)}
+
(
φ(x)− φ(x′)

)T
Λφ(B(t))Q̃٢φT (B(t))ΛT

(
φ(x)− φ(x′)

)
+

{(
φ(x)− φ(x′)

)T (|φT (W )|+ |φT (W o)|
(
∆̃g
)T

|φT (W f )|
)}

×
(
∆̃h
)T

Q̃−١٢ ∆̃h
{(

|φ(W )|+ |φ(W f )|∆̃g|φT (W o)|
) (
φ(x)− φ(x′)

)}
≤ −

(
φ(x)− φ(x′)

)T {
Λφ(C١)− Λφ(A(t))Q̃١φT (A(t))ΛT −ΘT

(
∆̃f
)T

Q̃−١١ ∆̃fΘ

−Λφ(B(t))Q̃٢φT (B(t))ΛT −ΘT
(
∆̃h
)T

Q̃−١٢ ∆̃hΘ

}(
φ(x)− φ(x′)

)
≤ −

(
φ(x)− φ(x′)

)T {
Λφ(C١ +∆C̃١)− Λφ(A(t) + ∆A)Q̃١φT (A(t) + ∆A)ΛT

−ΘT
(
∆̃f
)T

Q̃−١١ ∆̃fΘ− Λφ(B(t) + ∆B)Q̃٢φT (B(t) + ∆B)ΛT

−ΘT
(
∆̃h
)T

Q̃−١٢ ∆̃hΘ

}(
φ(x)− φ(x′)

)
≤ −

(
|φ(x)| − |φ(x′)|

)T
Σ
(
|φ(x)| − |φ(x′)|

)
, (۵٣. ٢)

که
Σ = Λφ(C١ +∆C̃١)− Λ|φ(A∗ +∆A)|Q̃١|φT (A∗ +∆A)ΛT − Λ|φ(B∗ +∆B)|Q̃٢

× |φT (B∗ +∆B)|ΛT −ΘT (∆̃f )T Q̃−١١ ∆̃fΘ−ΘT (∆̃h)T Q̃−١٢ ∆̃hΘ

ماتریسی نابرابری های ویژگی و شوور مکمل یعنی (١. ٢. ٣) لم از استفاده با ،(۴٣. ٧) معادله از
گیریم: می نتیجه

٠ < Λφ(C١ +∆C̃١)− Λ|φ(A∗ +∆A)|Q̃١|φT (A∗ +∆A)ΛT − Λ|φ(B∗ +∆B)|Q̃٢
× |φT (B∗ +∆B)|ΛT −ΘT (∆̃f )T Q̃−١١ ∆̃fΘ−ΘT (∆̃h)T Q̃−١٢ ∆̃hΘ. (۵٣. ٣)

باشد. می (۵٣. ١) رابطه با تناقض در (۵٣. ٣) رابطه که باشد می واضح کاملا ،(۵٣. ٢) با مطابق
باشد. می تزریقی Ψ(φ(x)) نگاشت رو، این از



کواترنیون و مختلط کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه پایداری تحلیل ١۴۴
یابد. می تحقق ∥Ψ(φ(x))∥ → ∞ آنگاه دهد رخ ∥φ(x)∥ → ∞ اگر :٢ شرط

رابطه که دارد وجود ϵ > ٠ کوچک مقدار که گرفت نتیجه توان می (۵٣. ٣) رابطه نابرابری از
باشد. صادق زیر

−ϵI۴nr
≥− Λφ(C١ +∆C̃١) + Λ|φ(A∗ +∆A)|Q̃١|φT (A∗ +∆A)ΛT + Λ|φ(B∗ +∆B)|Q̃٢

× |φT (B∗ +∆B)|ΛT +ΘT (∆̃f )T Q̃−١١ ∆̃fΘ+ΘT (∆̃h)T Q̃−١١ ∆̃hΘ. (۵۴ .٣)
که گرفت نتیجه توان می ،(۵٣. ٢) رابطه به مشابه واقع در

φT (x)Λ (Ψ(φ(x))−Ψ(φ(٠)))
≤ φT (x)

{
−Λφ(C١ +∆C̃١) + Λ|φ(A∗ +∆A)|Q̃١|φT (A∗)|ΛT + Λ|φ(B∗ +∆B)|Q̃٢

×|φT (B∗ +∆B)|ΛT +ΘT (∆̃f )T Q̃−١١ ∆̃fΘ+ΘT (∆̃h)T Q̃−١١ ∆̃hΘ
}
φ(x)

≤ −ϵ∥φ(x)∥٢. (۵۵ .٣)
که گیریم می نتیجه شوارتز١، نابرابر و (۵۵ .٣) رابطه از

ϵ∥φ(x)∥٢
∥Λ∥

≤ ∥φ(x)∥ (∥Ψ(φ(x))∥+ ∥Ψ(φ(٠))∥) . (۵۶ .٣)

.∥φ(x)∥ → ∞ آنگاه ∥Ψ(φ(x))∥ → ∞ اگر که داد نشان توان می بنابراین،
باشد. می R۴nr از هومومورفیسم یک Ψ(φ(x)) نگاشت ،(۴ .١. ٢) لم از استفاده با نهایت، در
بطوریکه باشد، می φ(x∗) یکتا تعادل نقطه یک دارای نظر مورد عصبی شبکه نتیجه، در
x∗ یکتا تعادل نقطه دارای (۴۶ .٣) رابطه عصبی شبکه رو، این از است. برقرار Ψ(φ(x)) = ٠

شود. می تکمیل اثبات اینجا، در باشد. می شدنی فضای درون نقطه هر برای
□

تعادل نقطه پایداری ٣. ٣. ٣
حضور بدون عصبی شبکه یکتای تعادل نقطه مجانبی پایداری تحلیل به ابتدا بخش، این در
در عصبی شبکه برای آمده بدست پایداری نتایج بسط با سپس شود. می پرداخته ها نامعینی
خواهد پرداخته آن یکتای تعادل نقطه مقاوم مجانبی پایداری تحلیل به ها، نامعینی حضور

شد.
نقطه یک دارای (۴۶ .٣) نامی عصبی شبکه ،(٣. ٣. ٢) فرض گرفتن نظر در با .٣. ٣. ٢ قضیه
باشد داشته وجود همچنین و یابد تحقق (۴٣. ٧) رابطه اگر است مجانبی پایدار یکتای تعادل
،Q١ مثبت معین قطری های ماتریس Z و S ،R۴ ،R٣ ،R٢ ،R١ ،P مثبت معین های ماتریس

1Schwartz Inequality



مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر به وابسته مقاوم پایداری تحلیل
١۴۵ نیوترال تاخیر و زمان با متغیر تاخیر حضور در ممریستیو نامعین کسری

یابد. تحقق زیر LMI مسئله که ای بگونه Q۴ و Q٣ ،Q٢

Ξ١١ Ξ١٢ ٠ P̃T٣ φ(C٢) ST١١ ٠ S١٢ Π١ ٠
∗ Ξ٢٢ ٠ P̃T۴ φ(C٢) ST١٢ ٠ ST٢٢ ٠ Π٢
∗ ∗ Ξ٣٣ ٠ −(١ − η̇)ST١١ ٠ −(١ − η̇)S١٢ ٠ ٠
∗ ∗ ∗ Ξ۴۴ −(١ − µ̇)ST١٢ ٠ −(١ − µ̇)ST٢٢ ٠ ٠
∗ ∗ ∗ ∗ −Z١١ −Z١٢ ٠ ٠ ٠
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −Z٢٢ −R٣ ٠ ٠ ٠
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −R۴ ٠ ٠
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Π٣ ٠
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Π۴



< ٠, (۵٣. ٧)

که

P =


P١١ · · · P١٨... ... ...
P٨١ · · · P٨٨

 , S =

 S١١ S١٢
∗ S٢٢

 , Z =

 Z١١ Z١٢
∗ Z٢٢

 ,

P̃١ =


P١١ P١٣ P١۵ P١٧
P٣١ P٣٣ P٣۵ P٣٧
P۵١ P۵٣ P۵۵ P۵٧
P٧١ P٧٣ P٧۵ P٧٧

 , P̃٢ =


P١٢ P١۴ P١۶ P١٨
P٣٢ P٣۴ P٣۶ P٣٨
P۵٢ P۵۴ P۵۶ P۵٨
P٧٢ P٧۴ P٧۶ P٧٨

 ,

P̃٣ =


P٢١ P٢٣ P٢۵ P٢٧
P۴١ P۴٣ P۴۵ P۴٧
P۶١ P۶٣ P۶۵ P۶٧
P٨١ P٨٣ P٨۵ P٨٧

 , P̃۴ =


P٢٢ P٢۴ P٢۶ P٢٨
P۴٢ P۴۴ P۴۶ P۴٨
P۶٢ P۶۴ P۶۶ P۶٨
P٨٢ P٨۴ P٨۶ P٨٨



(۵٣. ٨)

و
Ξ١١ = −φT (C١)P̃٣ − P̃ T٣ φT (C١) + η٢Z١١ +Φ۴ +R١,
Ξ١٢ = P̃ T١ − P̃ T٣ − φT (C١)P̃۴ + η٢Z١٢
Ξ٢٢ = P̃٢ − P̃۴ + P̃ T٢ − P̃ T۴ + η٢Z٢٢ +R٢ + η٢R٣ + µ٢R۴, Ξ٣٣ = Φ۵ − (١ − η̇)R١,

Ξ۴۴ = −(١ − µ̇)R٢, ΘT = |φT (W )|+ |φT (W o)|(∆̃g)T |φT (W f )|

Φ۴ = ΘT (∆f )T {Q−١١ +Q−١٢ }∆fΘ, Φ۵ = ΘT (∆h)T {Q−١٣ +Q−١۴ }∆hΘ

Π١ =
(
P̃ T٣ |φ(A∗)| P̃ T٣ |φ(B∗)|

)
, Π٢ =

(
P̃ T۴ |φ(A∗)| P̃ T۴ |φ(B∗)|

)
Π٣ = −diag

(
Q−١١ , Q−١٣

)
, Π۴ = −diag

(
Q−١٢ , Q−١۴

)
ξ(t) =

[
φ(e(t)) φ(ω(t)) φ(e(t− η(t))) φ(ω(t− η(t)))

∫ t

t−η(t)
φ(e(s))ds∫ t

t−η(t)
φ(ω(s))ds

∫ t

t−µ(t)
φ(ω(s))ds

]
(۵٣. ٩)



کواترنیون و مختلط کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه پایداری تحلیل ١۴۶
که بگیرید نظر در را نامعینی بدون (۴۶ .٣) عصبی شبکه یعنی نامی، عصبی شبکه اثبات:

باشد. می زیر بصورت

φ(Dαx(t)) = −φ(C١)φ(x(t)) + φ(A(t))φ(f(Wx(t) +W fy(t)))

+ φ(B(t))φ(h(Wx(t− η(t)) +W fy(t− η(t))))

+ φ(C٢)φ(Dαx(t− µ(t))) + φ(ϑ)

y(t) = φ(g(W ox(t)). (۶٣. ٠)

φ(e(t)) = خطا دینامیک آنگاه باشند، شبکه این مجزای پاسخ دو x′(t) و x(t) کنید فرض اگر
آید. می بدست زیر بصورت φ(x(t)− x′(t)) = φ(x(t))− φ(x′(t))

φ(Dαe(t)) = −φ(C١)φ(e(t)) + φ(A(t))
{
φ(f(Wx(t) +W fy(t)))− φ(f(Wx′(t) +W fy′(t)))

}
+ φ(B(t))

{
φ(h(Wx(t− η(t)) +W fy(t− η(t))))

− φ(h(Wx′(t− η(t)) +W fy′(t− η(t))))

}
+ φ(C٢)φ(Dαe(t− µ(t)))

y(t) = φ(g(W ox(t))

y′(t) = φ(g(W ox′(t)). (۶٣. ١)

(۶٣. ٠) نامی عصبی شبکه تعادل نقطه بنابراین است. یافته تحقق (۴٣. ٧) رابطه که کنید فرض
فرض با باشد. مجانبی پایدار (۶٣. ١) سیستم برای مبدا اگر تنها و اگر است مجانبی پایدار

داریم: ،φ(Dαe(t)) = φ(ω(t))

٠ = −φ(ω(t))− φ(C١)φ(e(t))
+ φ(A(t))

{
φ(f(Wx(t) +W fy(t)))− φ(f(Wx′(t) +W fy′(t)))

}
+ φ(B(t))

{
φ(h(Wx(t− η(t)) +W fy(t− η(t))))

− φ(h(Wx′(t− η(t)) +W fy′(t− η(t))))

}
+ φ(C٢)φ(ω(t− µ(t))). (۶٣. ٢)



مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر به وابسته مقاوم پایداری تحلیل
١۴٧ نیوترال تاخیر و زمان با متغیر تاخیر حضور در ممریستیو نامعین کسری

بنابراین

φ(DαEẽ(t)) = φ

 ٠ I

−C١ −I

φ(ẽ(t))

+ φ

 ٠
A(t)

{φ(f(Wx(t) +W fy(t)))− φ(f(Wx′(t) +W fy′(t)))
}

+ φ

 ٠
B(t)

{φ(h(Wx(t− η(t)) +W fy(t− η(t))))

− φ(h(Wx′(t− η(t)) +W fy′(t− η(t))))

}
+ φ

 ٠
C٢

φ(ω(t− µ(t))),

(۶٣. ٣)

باشد. می E =

 I ٠
٠ ٠

 و ẽ(t) = [eT (t) ωT (t)]T که
برای مبدا پایداری انالیز به تا شود می تعریف زیر (LKF) کراسوفسکی لیاپانوف تابع ادامه، در

شود. پرداخته (۶٣. ١) عصبی شبکه

V (t) =
٧∑

r=١
Vr(t), (۶۴ .٣)

که

V١(t) = Dα−١(φT (ẽ(t))EPφ(ẽ(t))
)

V٢(t) =
∫ t

t−η(t)
φT (e(s))R١φ(e(s))ds

V٣(t) =
∫ t

t−µ(t)
φT (ω(s))R٢φ(ω(s))ds

V۴(t) = η

∫ ٠
−η

∫ t

t+τ
φT (ω(s))R٣φ(ω(s))dsdτ

V۵(t) = µ

∫ ٠
−µ

∫ t

t+τ
φT (ω(s))R۴φ(ω(s))dsdτ

V۶(t) = η

∫ ٠
−η

∫ t

t+τ

 φ(e(s))

φ(ω(s))

T  Z١١ Z١٢
∗ Z٢٢

 φ(e(s))

φ(ω(s))

 dsdτ
V٧(t) =

 ∫ t
t−η(t) φ(e(s))ds∫ t
t−µ(t) φ(ω(s))ds

T  S١١ S١٢
∗ S٢٢

 ∫ t
t−η(t) φ(e(s))ds∫ t
t−µ(t) φ(ω(s))ds

 . (۶۵ .٣)



کواترنیون و مختلط کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه پایداری تحلیل ١۴٨
آید: می بدست زیر بصورت V١(t) تابع صحیح مرتبه مشتق

V̇١(t)
= Dα

(
φT (ẽ(t))EPφ(ẽ(t))

)
≤ ٢φT (ẽ(t))P TDαEφ(ẽ(t))

≤ φT (ẽ(t))P Tφ

 ٠ I

−C١ −I

φ(ẽ(t)) + φT (ẽ(t))φT

 ٠ I

−C١ −I

Pφ(ẽ(t))

+ ٢φT (ẽ(t))P Tφ

 ٠
A(t)


×
{
φ(f(Wx(t) +W fy(t)))− φ(f(Wx′(t) +W fy′(t)))

}
+ ٢φT (ẽ(t))P Tφ

 ٠
B(t)


×
{
φ(f(Wx(t− η(t)) +W fy(t− η(t))))− φ(f(Wx′(t− η(t)) +W fy′(t− η(t))))

}
+ ٢φT (ẽ(t))P Tφ

 ٠
C٢

φ(ω(t− µ(t))). (۶۶ .٣)

داریم: ،(۵٣. ٨) عبارت از استفاده با

φT (ẽ(t))φT

 ٠ I

−C١ −I

Pφ(ẽ(t))

= φT

 ω(t)

−C١e(t)− ω(t)

Pφ(ẽ(t))

= φT

 ω(t)

−C١e(t)− ω(t)



P١١ · · · P١٨... ... ...
P٨١ · · · P٨٨

φ
 e(t)

ω(t)



= φT (ω(t))


Σ١
Σ٣
Σ۵
Σ٧

+ φT (−C١e(t)− ω(t))


Σ٢
Σ۴
Σ۶
Σ٨


= φT (ω(t))

(
P̃١φ(e(t)) + P̃٢φ(ω(t))

)
+ φT (−C١e(t)− ω(t))

(
P̃٣φ(e(t)) + P̃۴φ(ω(t))

)
=

 φ(e(t))

φ(ω(t))

T  −φT (C١)P̃٣ −φT (C١)P̃۴
P̃١ − P̃٣ P̃٢ − P̃۴

 φ(e(t))

φ(ω(t))

 , (۶٣. ٧)

i = ١,٢, · · · ,٨ برای Σi = [Pi١ Pi٣ Pi۵ Pi٧]φ(e(t))+[Pi٢ Pi۴ Pi۶ Pi٨]φ(ω(t)) که



مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر به وابسته مقاوم پایداری تحلیل
١۴٩ نیوترال تاخیر و زمان با متغیر تاخیر حضور در ممریستیو نامعین کسری

که کرد اثبات توان می فوق، روال به مشابه باشد. می صادق

φT (ẽ(t))P Tφ

 ٠ I

−C١ −I

φ(ẽ(t))

=

 φ(e(t))

φ(ω(t))

T  −P̃ T٣ φ(C١) P̃ T١ − P̃ T٣
−P̃ T۴ φ(C١) P̃ T٢ − P̃ T۴

 φ(e(t))

φ(ω(t))

 . (۶٣. ٨)

همچنین

φT (ẽ(t))P Tφ

 ٠
A(t)

 = φT

 e(t)

ω(t)



P١١ · · · P١٨... ... ...
P٨١ · · · P٨٨


T

φ

 ٠
A(t)



=
[
Σ̃١ · · · Σ̃٨

]
φ

 ٠
A(t)


=
[
Σ̃٢ Σ̃۴ Σ̃۶ Σ̃٨

]
φ(A(t))

=
(
φT (e(t))P̃ T٣ + φT (ω(t))P̃ T۴

)
φ(A(t)), (۶٣. ٩)

i = برای Σ̃i = φT (e(t))[Pi١ Pi٣ Pi۵ Pi٧]T + φT (ω(t))[Pi٢ Pi۴ Pi۶ Pi٨]T که
آید: می بدست نیز زیر نتایج مشابه، بطور باشد. می صادق ١,٢, · · · ,٨

φT (ẽ(t))P Tφ

 ٠
B(t)

 =
(
φT (e(t))P̃ T٣ + φT (ω(t))P̃ T۴

)
φ(B(t))

φT (ẽ(t))P Tφ

 ٠
C٢(t)

 =
(
φT (e(t))P̃ T٣ + φT (ω(t))P̃ T۴

)
φ(C٢(t)). (٣. ٧٠)

ν(t) =Wx(t)+W fy(t) فرض با و (۶۶ .٣) رابطه در (٣. ٧٠) تا (۶٣. ٧) روابط کردن جایگزین با
داریم: ،υ(t) =Wx(t− η(t)) +W fy(t− η(t)) و

V̇١(t) ≤
 φ(e(t))

φ(ω(t))

T  −φT (C١)P̃٣ − P̃ T٣ φ(C١) P̃ T١ − P̃ T٣ − φT (C١)P̃۴
P̃١ − P̃٣ − P̃ T۴ φ(C١) P̃٢ − P̃۴ + P̃ T٢ − P̃ T۴

 φ(e(t))

φ(ω(t))


+ ٢(φT (e(t))P̃ T٣ + φT (ω(t))P̃ T۴

)
φ(A(t))

{
φ(f(ν(t))− f(ν ′(t)))

}
+ ٢(φT (e(t))P̃ T٣ + φT (ω(t))P̃ T۴

)
φ(B(t))

{
φ(h(υ(t))− h(υ′(t)))

}
+ ٢(φT (e(t))P̃ T٣ + φT (ω(t))P̃ T۴

)
φ(C٢(t))φ(ω(t− µ(t))). (٣. ٧١)



کواترنیون و مختلط کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه پایداری تحلیل ١۵٠
پس باشند، قطری و مثبت های ماتریس i = ١,٢,٣,۴ برای Qi اگر

V̇١(t)

≤

 φ(e(t))

φ(ω(t))

T  −φT (C١)P̃٣ − P̃ T٣ φ(C١) P̃ T١ − P̃ T٣ − φT (C١)P̃۴
P̃١ − P̃٣ − P̃ T۴ φ(C١) P̃٢ − P̃۴ + P̃ T٢ − P̃ T۴

 φ(e(t))

φ(ω(t))


+ φT (e(t))(Φ٢ +Φ۴)φ(e(t)) + φT (ω(t))Φ٣φ(ω(t)) + φT (e(t− η(t)))Φ۵φ(e(t− η(t)))

+ ٢φT (e(t))P̃ T٣ φ(C٢(t))φ(ω(t− µ(t))) + ٢φT (ω(t))P̃ T۴ φ(C٢(t))φ(ω(t− µ(t))),

(٣. ٧٢)
که

Φ٢ = P̃ T٣ |φ(A∗)|Q١|φT (A∗)|P̃٣ + P̃ T٣ |φ(B∗)|Q٣|φT (B∗)|P̃٣
Φ٣ = P̃ T۴ |φ(A∗)|Q٢|φT (A∗)|P̃۴ + P̃ T۴ |φ(B∗)|Q۴|φT (B∗)|P̃۴
Φ۴ = ΘT (∆̃f )T {Q−١١ +Q−١٢ }∆̃fΘ, Φ۵ = ΘT (∆̃h)T {Q−١٣ +Q−١۴ }∆̃hΘ

Θ = |φ(W )|+ |φ(W f )|∆̃g|φ(W o)|. (٣. ٧٣)

می بدست زیر بصورت V٢, V٣, · · · , V٧ توابع صحیح مزتبه مشتق ،(١. ٢. ٢) لم از استفاده با
آید.

V̇٢(t) = φT (e(t))R١φ(e(t))− (١ − η̇(t))φT (e(t− η(t)))R١φ(e(t− η(t)))

≤ (e(t))R١φ(e(t))− (١ − η̇)φT (e(t− η(t)))R١φ(e(t− η(t))) (٧۴ .٣)

V̇٣(t) = φT (ω(t))R٢φ(ω(t))− (١ − µ̇(t))φT (ω(t− µ(t)))R٢φ(ω(t− µ(t)))

≤ φT (ω(t))R٢φ(ω(t))− (١ − µ̇))φT (ω(t− µ(t)))R٢φ(ω(t− µ(t))) (٧۵ .٣)

V̇۴(t) = η٢φT (ω(t))R٣φ(ω(t))− η

∫ t

t−η
φT (ω(s))R٣φ(ω(s))ds

≤ η٢φT (ω(t))R٣φ(ω(t))−
(∫ t

t−η(t)
φT (ω(s))ds

)
R٣
(∫ t

t−η(t)
φ(ω(s))ds

)
(٧۶ .٣)

V̇۵(t) = µ٢φT (ω(t))R۴φ(ω(t))− µ

∫ t

t−µ
φT (ω(s))R۴φ(ω(s))ds

≤ µ٢φT (ω(t))R۴φ(ω(t))−
(∫ t

t−µ(t)
φT (ω(s))ds

)
R۴
(∫ t

t−µ(t)
φ(ω(s))ds

)
(٣. ٧٧)



مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر به وابسته مقاوم پایداری تحلیل
١۵١ نیوترال تاخیر و زمان با متغیر تاخیر حضور در ممریستیو نامعین کسری

V̇۶(t) ≤ η٢
 φ(e(t))

φ(ω(t))

T  Z١١ Z١٢
∗ Z٢٢

 φ(e(t))

φ(ω(t))


− η(t)

∫ t

t−η(t)

 φ(e(s))

φ(ω(s))

T  Z١١ Z١٢
∗ Z٢٢

 φ(e(s))

φ(ω(s))

 ds
≤ η٢

 φ(e(t))

φ(ω(t))

T  Z١١ Z١٢
∗ Z٢٢

 φ(e(t))

φ(ω(t))


−

 ∫ t
t−η(t) φ(e(s))ds∫ t
t−η(t) φ(ω(s))ds

T  Z١١ Z١٢
∗ Z٢٢

 ∫ t
t−η(t) φ(e(s))ds∫ t
t−η(t) φ(ω(s))ds

 (٣. ٧٨)

V̇٧(t) ≤ ٢
[ ∫ t

t−η(t) φ(e(s))ds∫ t
t−µ(t) φ(ω(s))ds

]T [
S١١ S١٢
∗ S٢٢

] [
φ(e(t))− (١ − η̇)φ(e(t− η(t)))

φ(ω(t))− (١ − µ̇)φ(ω(t− η(t)))

]
. (٣. ٧٩)

داریم: ،(۶۴ .٣) رابطه در (٣. ٧٩) تا (٣. ٧٢) نتایج جایگذاری با

V̇ (t) =

٧∑
r=١

Vr(t)

≤
[

φ(e(t))

φ(ω(t))

]T [
−φT (C١)P̃٣ − P̃T٣ φ(C١) + η٢Z١١ P̃T١ − P̃T٣ − φT (C١)P̃۴ + η٢Z١٢
P̃١ − P̃٣ − P̃T۴ φ(C١) + η٢Z٢١ P̃٢ − P̃۴ + P̃T٢ − P̃T۴ + η٢Z٢٢

] [
φ(e(t))

φ(ω(t))

]
+ φT (e(t)){Φ٢ +Φ۴ +R١}φ(e(t)) + φT (ω(t)){Φ٣ +R٢ + η٢R٣ + µ٢R۴}φ(ω(t))
+ φT (e(t− η(t))){Φ۵ − (١ − η̇)R١}φ(e(t− η(t)))

+ ٢φT (e(t))P̃ T٣ φ(C٢(t))φ(ω(t− µ(t))) + ٢φT (ω(t))P̃ T۴ φ(C٢(t))φ(ω(t− µ(t)))

−

(∫ t

t−η(t)
φT (ω(s))ds

)
R٣
(∫ t

t−η(t)
φ(ω(s))ds

)

−

(∫ t

t−µ(t)
φT (ω(s))ds

)
R۴
(∫ t

t−µ(t)
φ(ω(s))ds

)

−

 ∫ t
t−η(t) φ(e(s))ds∫ t
t−η(t) φ(ω(s))ds

T  Z١١ Z١٢
∗ Z٢٢

 ∫ t
t−η(t) φ(e(s))ds∫ t
t−η(t) φ(ω(s))ds


+ ٢

 ∫ t
t−η(t) φ(e(s))ds∫ t
t−µ(t) φ(ω(s))ds

T  S١١ S١٢
∗ S٢٢

 φ(e(t))− (١ − η̇)φ(e(t− η(t)))

φ(ω(t))− (١ − µ̇)φ(ω(t− η(t)))


≤ ξT (t)Ξξ(t), (٣. ٨٠)



کواترنیون و مختلط کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه پایداری تحلیل ١۵٢
که

Ξ =



Ξ١١ +Φ٢ Ξ١٢ ٠ P̃T٣ φ(C٢) ST١١ ٠ S١٢
∗ Ξ٢٢ +Φ٣ ٠ P̃T۴ φ(C٢) ST١٢ ٠ ST٢٢
∗ ∗ Ξ٣٣ ٠ −(١ − η̇)ST١١ ٠ −(١ − η̇)S١٢
∗ ∗ ∗ Ξ۴۴ −(١ − µ̇)ST١٢ ٠ −(١ − µ̇)ST٢٢
∗ ∗ ∗ ∗ −Z١١ −Z١٢ ٠
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −Z٢٢ −R٣ ٠
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −R۴


(٣. ٨١)

و
Ξ١١ = −φT (C١)P̃٣ − P̃ T٣ φT (C١) + η٢Z١١ +Φ۴ +R١,
Ξ١٢ = P̃ T١ − P̃ T٣ − φT (C١)P̃۴ + η٢Z١٢
Ξ٢٢ = P̃٢ − P̃۴ + P̃ T٢ − P̃ T۴ + η٢Z٢٢ +R٢ + η٢R٣ + µ٢R۴,
Ξ٣٣ = Φ۵ − (١ − η̇)R١, Ξ۴۴ = −(١ − µ̇)R٢
ξ(t) =

[
φ(e(t)) φ(ω(t)) φ(e(t− η(t))) φ(ω(t− η(t)))∫ t

t−η(t)
φ(e(s))ds

∫ t

t−η(t)
φ(ω(s))ds

∫ t

t−µ(t)
φ(ω(s))ds

]
(٣. ٨٢)

تعادل نقطه دارای () نامی عصبی شبکه که گرفت نتیجه توان می شوور، مکمل از استفاده با
و Z و S ،R۴ ،R٣ ،R٢ ،R١ ،P مثبت معین های ماتریس اگر است مجانبی پایدار یکتای
زیر LMI مسئله که باشند داشته وجود Q۴ و Q٣ ،Q٢ ،Q١ مثبت معین قطری های ماتریس

سازند. براورده را

Ξ١١ Ξ١٢ ٠ P̃T٣ φ(C٢) ST١١ ٠ S١٢ Π١ ٠
∗ Ξ٢٢ ٠ P̃T۴ φ(C٢) ST١٢ ٠ ST٢٢ ٠ Π٢
∗ ∗ Ξ٣٣ ٠ −(١ − η̇)ST١١ ٠ −(١ − η̇)S١٢ ٠ ٠
∗ ∗ ∗ Ξ۴۴ −(١ − µ̇)ST١٢ ٠ −(١ − µ̇)ST٢٢ ٠ ٠
∗ ∗ ∗ ∗ −Z١١ −Z١٢ ٠ ٠ ٠
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −Z٢٢ −R٣ ٠ ٠ ٠
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −R۴ ٠ ٠
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Π٣ ٠
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Π۴



< ٠. (٣. ٨٣)

برای مبدا بنابراین، باشد. داشته پاسخ فوق LMI مسئله اگر است برقرار V̇ (t) < ٠ رو، این از
در است. مجانبی پایدار (۴۶ .٣) نامی سیستم تعادل نقطه آن، نتیجه در و (۶٣. ١) سیستم

شود. می تکمیل اثبات اینجا،
□

تعادل نقطه مقاوم پایداری ۴ .٣. ٣
مجانبی پایداری تحلیل به نامعین عصبی شبکه برای قبل بخش نتایج تعمیم با بخش، این در

شود. می پرداخته نظر مورد عصبی شبکه مقاوم



مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر به وابسته مقاوم پایداری تحلیل
١۵٣ نیوترال تاخیر و زمان با متغیر تاخیر حضور در ممریستیو نامعین کسری

نقطه یک دارای (۴۶ .٣) نامعین عصبی شبکه ،(٣. ٣. ٢) فرض گرفتن نظر در با .٣. ٣. ٣ قضیه
داشته وجود همچنین و یابد تحقق (۴٣. ٧) رابطه اگر است مقاوم مجانبی پایدار یکتای تعادل
معین قطری های ماتریس و Z و S ،R۴ ،R٣ ،R٢ ،R١ ،P مثبت معین های ماتریس باشد

یابد. تحقق زیر LMI مسئله که ای بگونه i = ١,٢, · · · , ١٢ برای Qi مثبت


Ξ̃١١ Ξ١٢ ٠ P̃T٣ φ(C٢) ST١١ ٠ S١٢ Π̃١ ٠
∗ Ξ٢٢ ٠ P̃T۴ φ(C٢) ST١٢ ٠ ST٢٢ ٠ Π̃٢
∗ ∗ Ξ̃٣٣ ٠ −(١ − η̇)ST١١ ٠ −(١ − η̇)S١٢ ٠ ٠
∗ ∗ ∗ Ξ̃۴۴ −(١ − µ̇)ST١٢ ٠ −(١ − µ̇)ST٢٢ ٠ ٠
∗ ∗ ∗ ∗ −Z١١ −Z١٢ ٠ ٠ ٠
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −Z٢٢ −R٣ ٠ ٠ ٠
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −R۴ ٠ ٠
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Π̃٣ ٠
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Π̃۴



< ٠, (٨۴ .٣)

که
Ξ̃١١ = Ξ١١ +ΘT (∆̃f )T {φT (E٢)Q−١۵ φ(E٢) + φT (E٢)Q−١۶ φ(E٢)}∆̃fΘ

+ φT (E١)Q−١۵ φ(E١) + φT (E١)Q−١۶ φ(E١),
Ξ̃٣٣ = Ξ٣٣ +ΘT (∆̃h)T {φT (E٣)Q−١٩ φ(E٣) + φT (E٣)Q−١١٠ φ(E٣)}∆̃hΘ,

Ξ̃۴۴ = Ξ۴۴ + φT (E۴){Q−١١١ +Q−١١٢ }φ(E۴),
Π̃١ =

(
P̃ T٣ |φ(A∗)| P̃ T٣ |φ(B∗)| P̃ T٣ φ(L١) P̃ T٣ φ(L٢) P̃ T٣ φ(L٣) P̃ T٣ φ(L۴)

)
,

Π̃٢ =
(
P̃ T۴ |φ(A∗)| P̃ T۴ |φ(B∗)| P̃ T۴ φ(L١) P̃ T۴ φ(L٢) P̃ T۴ φ(L٣) P̃ T۴ φ(L۴)

)
,

Π̃٣ = −diag
(
Q−١١ , Q−١٣ , Q−١۵ , Q−١٧ , Q−١٩ , Q−١١١

)
,

Π̃۴ = −diag
(
Q−١٢ , Q−١۴ , Q−١۶ , Q−١٨ , Q−١٠٩ , Q−١١٢

)
. (٨۵ .٣)

باشد. می یکسان (٣. ٣. ٢) تئوری پارامترهای با معلوم پارامترهای دیگر و
در باشند. می (۴۶ .٣) عصبی شبکه متفاوت پاسخ دو x′(t) و x(t) که کنید فرض اثبات:

آید. می بدست زیر بصورت φ(x(t)− x′(t)) خطای دینامیک نتیجه،
φ(Dαe(t)) = −φ(C١ +∆C١(t))φ(e(t))

+ φ(A(t) + ∆A)
{
φ(f(Wx(t) +W fy(t)))− φ(f(Wx′(t) +W fy′(t)))

}
+ φ(B(t) + ∆B)

{
φ(h(Wx(t− η(t)) +W fy(t− η(t))))

− φ(h(Wx′(t− η(t)) +W fy′(t− η(t))))

}
+ φ(C٢ +∆C٢)φ(Dαe(t− µ(t)))

y(t) = φ(g(W ox(t))

y′(t) = φ(g(W ox′(t)). (٨۶ .٣)



کواترنیون و مختلط کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه پایداری تحلیل ١۵۴
نامعین عصبی شبکه تعادل نقطه بنابراین، باشد. برقرار (۴٣. ٧) رابطه شرط کنید فرض
مجانبی پایدار (٨۶ .٣) سیستم برای مبدا اگر تنها و اگر است مقاوم مجانبی پایدار (۴۶ .٣)
پیشنهاد (۶۵ .٣) و (۶۴ .٣) کراسوفسکی لیاپانوف تابع مبدا، پایداری آنالیز برای باشد. مقاوم
داریم: ،(۴۶ .٣) رابطه عصبی شبکه روی V (t) لیاپانوف تابع مشتق ،(٣۵ .٣) فرض با شود. می

V̇ (t) ≤ ξT (t)Ξξ(t) + ٢φT (ẽ(t))P T
{
φ

 ٠
−L١Υ١(t)E١

φ(ẽ(t))

+ φ

 ٠
L٢Υ٢(t)E٢

{φ(f(Wx(t) +W fy(t)))− φ(f(Wx′(t) +W fy′(t)))
}

+ φ

 ٠
L٣Υ٣(t)E٣


×
{
φ(h(Wx(t− η(t)) +W fy(t− η(t))))− φ(h(Wx′(t− η(t)) +W fy′(t− η(t))))

}
+ φ

 ٠
L۴Υ۴(t)E۴

φ(ω(t− µ(t)))
}
. (٣. ٨٧)

که داد نشان توان می ،(٣. ٧٠) و (۶٣. ٩) روابط با مشابه ،(۵٣. ٨) رابطه از استفاده با

φT (ẽ(t))P Tφ

 ٠
−L١Υ١(t)E١

 =
(
φT (e(t))P̃ T٣ + φT (ω(t))P̃ T۴

)
φ(L١Υ١(t)E١)

φT (ẽ(t))P Tφ

 ٠
L٢Υ٢(t)E٢

 =
(
φT (e(t))P̃ T٣ + φT (ω(t))P̃ T۴

)
φ(L٢Υ٢(t)E٢)

φT (ẽ(t))P Tφ

 ٠
L٣Υ٣(t)E٢

 =
(
φT (e(t))P̃ T٣ + φT (ω(t))P̃ T۴

)
φ(L٣Υ٣(t)E٣)

φT (ẽ(t))P Tφ

 ٠
L۴Υ۴(t)E۴

 =
(
φT (e(t))P̃ T٣ + φT (ω(t))P̃ T۴

)
φ(L۴Υ۴(t)E۴).

(٣. ٨٨)
از استفاده با و ،υ(t) = Wx(t − η(t)) +W fy(t − η(t)) و ν(t) = Wx(t) +W fy(t) تعریف با

داریم: ،(٣. ٨٨) و (٣. ٨٧)

V̇ (t) ≤ ξT (t)Ξξ(t)− ٢φT (e(t))P̃ T٣ φ(L١Υ١(t)E١)φ(e(t))− ٢φT (ω(t))P̃ T۴ φ(L١Υ١(t)E١)φ(e(t))
+ ٢φT (e(t))P̃ T٣ φ(L٢Υ٢(t)E٢)

{
φ(f(ν(t)))− φ(f(ν ′(t)))

}
+ ٢φT (ω(t))P̃ T۴ φ(L٢Υ٢(t)E٢)

{
φ(f(ν(t)))− φ(f(ν ′(t)))

}
+ ٢φT (e(t))P̃ T٣ φ(L٣Υ٣(t)E٣)

{
φ(h(υ(t)))− φ(h(υ′(t)))

}
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+ ٢φT (ω(t))P̃ T۴ φ(L٣Υ٣(t)E٣)
{
φ(h(υ(t)))− φ(h(υ′(t)))

}
+ ٢φT (e(t))P̃ T٣ φ(L۴Υ۴(t)E۴)φ(ω(t− µ(t)))

+ ٢φT (ω(t))P̃ T۴ φ(L۴Υ۴(t)E۴)φ(ω(t− µ(t))). (٣. ٨٩)
انگاه باشند، مثبت معین قطری های ماتریس i = ١,٢, · · · , ١٢ برای Qi اگر

V̇ (t) ≤ ξT (t)Ξξ(t)

+ φT (e(t))P̃ T٣ φ(L١)Q۵φT (L١)P̃٣φ(e(t)) + φT (e(t))φT (E١)φT (Υ١(t))Q−١۵
× φ(Υ١(t))φ(E١)φ(e(t)) + φT (ω(t))P̃ T۴ φ(L١)Q۶φT (L١)P̃۴φ(ω(t))
+ φT (e(t))φT (E١)φT (Υ١(t))Q−١۶ φ(Υ١(t))φ(E١)φ(e(t))
+ φT (e(t))P̃ T٣ φ(L٢)Q٧φT (L٢)P̃٣φ(e(t)) + φT (ω(t))P̃ T۴ φ(L٢)Q٨φT (L٢)P̃۴φ(ω(t))
+
{
φT (f(ν(t)))− φT (f(ν ′(t)))

}
φT (E٢)φT (Υ٢(t))Q−١٧

× φ(Υ٢(t))φ(E٢)
{
φ(f(ν(t)))− φ(f(ν ′(t)))

}
+
{
φT (f(ν(t)))− φT (f(ν ′(t)))

}
φT (E٢)φT (Υ٢(t))Q−١٨

× φ(Υ٢(t))φ(E٢)
{
φ(f(ν(t)))− φ(f(ν ′(t)))

}
+ φT (e(t))P̃ T٣ φ(L٣)Q٩φT (L٣)P̃٣φ(e(t)) + φT (ω(t))P̃ T۴ φ(L٣)Q١٠φT (L٣)P̃۴φ(ω(t))
+
{
φT (h(υ(t)))− φT (h(υ′(t)))

}
φT (E٣)φT (Υ٣(t))Q−١٩

× φ(Υ٣(t))φ(E٣)
{
φ(h(υ(t)))− φ(h(υ′(t)))

}
+
{
φT (h(υ(t)))− φT (h(υ′(t)))

}
φT (E٣)φT (Υ٣(t))Q−١١٠

× φ(Υ٣(t))φ(E٣)
{
φ(h(υ(t)))− φ(h(υ′(t)))

}
+ φT (e(t))P̃ T٣ φ(L۴)Q١١φT (L۴)P̃٣φ(e(t)) + φT (ω(t))P̃ T۴ φ(L۴)Q١٢φT (L۴)P̃۴φ(ω(t))
+ φT (ω(t− µ(t)))φT (E۴)φT (Υ۴(t))Q−١١١ φ(Υ۴(t))φ(E۴)φ(ω(t− µ(t)))

+ φT (ω(t− µ(t)))φT (E۴)φT (Υ۴(t))Q−١١٢φ(Υ۴(t))φ(E۴)φ(ω(t− µ(t))). (٣. ٩٠)
با و φT (Υi(t)) = φ(ΥT

i (t)) پس است، حقیقی های ماتریس i = ١,٢,٣,۴ برای Υi(t) چون
φT (Υi(t))φ(Υi(t)) = φ(ΥT

i (t)Υi(t)) = که گرفت نتیجه توان می Υi(t) ماتریس ویژگی به توجه
نتیجه در است. برقرار I

V̇ (t)

≤ ξT (t)Ξξ(t)

+ φT (e(t))P̃ T٣ φ(L١)Q۵φT (L١)P̃٣φ(e(t)) + φT (e(t))φT (E١)Q−١۵ φ(E١)φ(e(t))
+ φT (ω(t))P̃ T۴ φ(L١)Q۶φT (L١)P̃۴φ(ω(t)) + φT (e(t))φT (E١)Q−١۶ φ(E١)φ(e(t))
+ φT (e(t))P̃ T٣ φ(L٢)Q٧φT (L٢)P̃٣φ(e(t)) + φT (ω(t))P̃ T۴ φ(L٢)Q٨φT (L٢)P̃۴φ(ω(t))
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+
{
φT (f(ν(t)))− φT (f(ν ′(t)))

}
φT (E٢)Q−١٧ φ(E٢)

{
φ(f(ν(t)))− φ(f(ν ′(t)))

}
+
{
φT (f(ν(t)))− φT (f(ν ′(t)))

}
φT (E٢)Q−١٨ φ(E٢)

{
φ(f(ν(t)))− φ(f(ν ′(t)))

}
+ φT (e(t))P̃ T٣ φ(L٣)Q٩φT (L٣)P̃٣φ(e(t)) + φT (ω(t))P̃ T۴ φ(L٣)Q١٠φT (L٣)P̃۴φ(ω(t))
+
{
φT (h(υ(t)))− φT (h(υ′(t)))

}
φT (E٣)Q−١٩ φ(E٣)

{
φ(h(υ(t)))− φ(h(υ′(t)))

}
+
{
φT (h(υ(t)))− φT (h(υ′(t)))

}
φT (E٣)Q−١١٠ φ(E٣)

{
φ(h(υ(t)))− φ(h(υ′(t)))

}
+ φT (e(t))P̃ T٣ φ(L۴)Q١١φT (L۴)P̃٣φ(e(t))
+ φT (ω(t− µ(t)))φT (E۴)Q−١١١ φ(E۴)φ(ω(t− µ(t)))

+ φT (ω(t))P̃ T۴ φ(L۴)Q١٢φT (L۴)P̃۴φ(ω(t))
+ φT (ω(t− µ(t)))φT (E۴)Q−١١٢φ(E۴)φ(ω(t− µ(t)))

≤ ξT (t)Ξ̃ξ(t), (٣. ٩١)
که

Ξ̃ =



Λ١١ Ξ١٢ ٠ P̃T٣ φ(C٢) ST١١ ٠ S١٢
∗ Λ٢٢ ٠ P̃T۴ φ(C٢) ST١٢ ٠ ST٢٢
∗ ∗ Λ٣٣ ٠ −(١ − η̇)ST١١ ٠ −(١ − η̇)S١٢
∗ ∗ ∗ Λ۴۴ −(١ − µ̇)ST١٢ ٠ −(١ − µ̇)ST٢٢
∗ ∗ ∗ ∗ −Z١١ −Z١٢ ٠
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −Z٢٢ −R٣ ٠
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −R۴


< ٠ (٣. ٩٢)

و
Λ١١ = Ξ١١ +Φ٢ +ΘT (∆̃f )T {φT (E٢Q−١۵ φ(E٢) + φT (E٢Q−١۶ φ(E٢))}∆̃fΘ

+ P̃ T٣ φ(L١)Q۵φT (L١)P̃٣ + φT (E١){Q−١۵ +Q−١۶ }φ(E١) + P̃ T٣ φ(L٢)Q٧φT (L٢)P̃٣
+ P̃ T٣ φ(L٣)Q٩φT (L٣)P̃٣ + P̃ T٣ φ(L۴)Q١١φT (L۴)P̃٣

Λ٢٢ = Ξ٢٢ +Φ٣ + P̃ T۴ φ(L١)Q۶φT (L١)P̃۴ + P̃ T۴ φ(L٢)Q٨φT (L٢)P̃۴
+ P̃ T۴ φ(L٣)Q١٠φT (L٣)P̃۴ + P̃ T۴ φ(L۴)Q١٢φT (L۴)P̃۴

Λ٣٣ = Ξ٣٣ +ΘT (∆̃h)T {φT (E٣)Q−١٩ φ(E٣) + φT (E٣)Q−١١٠ φ(E٣)}∆̃hΘ

Λ١١ = Ξ۴۴ + φT (E۴){Q−١١١ +Q−١١٢ }φ(E۴), (٣. ٩٣)
استفاده با اند. شده تعریف (٣. ٣. ٢) تئوری در ξ(t) و Θ ،Φ٣ ،Φ٢ ،Ξ۴۴ ،Ξ٣٣ ،Ξ٢٢ ،Ξ١٢ ،Ξ١١ که
است مقاوم مجانبی پایدار (٨۶ .٣) سیستم برای مبدا که گرفت نتیجه توان می شوور، مکمل از

شود. می تکمیل اثبات اینجا، در باشد. صادق (٣. ٨٨) و (٣. ٨٧) رابطه اگر
□

باشد می واضح کاملا ،(٣. ٣. ٣) و (٣. ٣. ٢) ،(٣. ٣. ١) های تئوری اثبات در .۴ .٣. ٣ ملاحظه
نقطه یکتایی و وجود روی اثری و دهد می تغییر را تعادل نقطه موقعیت تنها کمکی ورودی که
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کمکی ورودی همانند که ثابت اغتشاش بنابراین، ندارد. آن پایداری روی همچنین و تعادل
دارد. کمکی ورودی با یکسان اثری شود، می وارد عصبی شبکه به

آنگاه باشند، زمان با ثابت ، (۴۶ .٣) عصبی شبکه µ و η تاخیرهای اگر .۵ .٣. ٣ ملاحظه
تئوری در آمده بدست نتایج که داد نشان توان می باشد. می µ̇(t) = µ̇ = ٠ و η̇(t) = η̇ = ٠

است. معتبر همچنان η̇ = µ̇ = ٠ فرض با (٣. ٣. ٣) و (٣. ٣. ٢) ،(٣. ٣. ١) های

پس بگیرید. نظر در را ممریستیو ویژگی بدون (٣. ٣٣) رابطه عصبی شبکه .۶ .٣. ٣ ملاحظه
نوشت. زیر بصورت توان می را (۴۴ .٣) رابطه عصبی شبکه

φ(Dαx(t) = −φ(C١ +∆C١(t))φ(x(t)) + φ(A+∆A(t))φ(f(W inu(t) +Wx(t) +W fy(t)))

+ φ(B +∆B(t))φ(h(W inu(t− η(t)) +Wx(t− η(t)) +W fy(t− η(t))))

+ φ(C٢ +∆C٢(t))φ(Dαx(t− µ(t))) + φ(ϑ)

φ(y(t)) = φ(g(W ox(t) +W iou(t))), (٩۴ .٣)
باشند. می Hnr×nr فضای در ثابت های ماتریس B و A که

شود، استفاده B∗ و A∗ جایگزین B و A از (٣. ٣. ٣) و (٣. ٣. ٢) ،(٣. ٣. ١) های تئوری در اگر
رابطه عصبی شبکه برای استفاده قابل ها تئوری این نتایج که کرد اثبات توان می بسادگی

کرد: اعمال آمده بدست نتایج در باید زیر تغییرات راستا، این در باشد. می (٩۴ .٣)
استفاده Σ٢ = [Λ

∣∣φ(A+∆A)
∣∣ ,Λ ∣∣φ(B +∆B)

∣∣] جدید رابطه از باید (٣. ٣. ١) تئوری در (١
شود.

جدید روابط از باید (٣. ٣. ٢) تئوری در (٢
Π١ =

(
P̃ T٣ |φ(A)|, P̃ T٣ |φ(B)|

)
Π٢ =

(
P̃ T۴ |φ(A)|, P̃ T۴ |φ(B)|

)
شود. استفاده

جدید رابطه از باید (٣. ٣. ٣) تئوری در (٣
Π̃١ =

(
P̃ T٣ |φ(A)|, P̃ T٣ |φ(B)|, P̃ T٣ φ(L١), P̃ T٣ φ(L٢), P̃ T٣ φ(L٣), P̃ T٣ φ(L۴)

)
Π̃٢ =

(
P̃ T۴ |φ(A)|, P̃ T۴ |φ(B)|, P̃ T۴ φ(L١), P̃ T۴ φ(L٢), P̃ T۴ φ(L٣), P̃ T۴ φ(L۴)

)
شود. استفاده

عصبی شبکه دینامیکی آنالیز برای توان می را آمده بدست نتایج که گفت توان می نهایت، در
تاخیر حضور در QUAD سازی فعال تابع با کواترنیون کسری مرتبه نامعین حالت انعکاس

برد. بکار زمان با متغیر
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مختلط فضای در (١. ٢. ١) ملاحظه و (١. ٢. ٣) و (۴ .١. ٢) تعاریف بکارگیری با .٣. ٣. ٧ ملاحظه
حالت انعکاس عصبی شبکه برای استفاده قابل فوق نتایج همه که داد نشان توان می (حقیقی)،
پایداری آنالیز برای نتایج این که داد نشان توان می همچنین، باشد. می مختلط کسری مرتبه

باشد می کاربرد قابل کواترنیون/مختلط/حقیقی کسری مرتبه هاپفیلد عصبی شبکه

سازی شبیه نتایج ۵ .٣. ٣
انجام بخش دو در زیر مثال (٣. ٣. ٣) و (٣. ٣. ٢) ،(٣. ٣. ١) های تئوری نتایج کارایی اثبات برای
تعادل نقطه پایداری ،(٣. ٣. ٢) و (٣. ٣. ١) های تئوری نتایج با مطابق اول، بخش در شود. می
دوم، بخش در شود. می آنالیز ثابت اغتشاش و متفاوت اولیه شرایط تحت نامی عصبی شبکه
عصبی شبکه تعادل نقطه مقاوم پایداری ،(٣. ٣. ٣) و (٣. ٣. ١) های تئوری نتایج با مطابق

شود. می تحلیل ثابت اغتشاش و متفاوت اولیه شرایط تحت نامعین

،fj : Hnr → H فعالسازی توابع و α = ٠٫٩ با (٣. ٣٣) رابطه عصبی شبکه .٣. ٣. ١ مثال
بصورت hj : Hnr → H

f
(R)
j (x) =

nr∑
i=١

{٠٫١۵(|x(R)
i | − ζ

(R)
i )− ٠٫٢ sin(|x(R)

i | − ζ
(R)
i )}

+

nr∑
i=١

{٠٫١(|x(I)i | − ζ
(I)
i ) + ٠٫١ tanh(|x(I)i | − ζ

(I)
i )}

f
(I)
j (x) =

nr∑
i=١

{٠٫١۵(|x(I)i | − ζ
(I)
i )− ٠٫٢ sin(|x(I)i | − ζ

(I)
i )}

+

nr∑
i=١

{٠٫١(|x(J)i | − ζ
(J)
i ) + ٠٫١ tanh(|x(J)i | − ζ

(J)
i )}

f
(J)
j (x) =

nr∑
i=١

{٠٫١۵(|x(J)i | − ζ
(J)
i )− ٠٫٢ sin(|x(J)i | − ζ

(J)
i )}

+

nr∑
i=١

{٠٫١(|x(K)
i | − ζ

(K)
i ) + ٠٫١ tanh(|x(K)

i | − ζ
(K)
i )}

f
(K)
j (x) =

nr∑
i=١

{٠٫١۵(|x(K)
i | − ζ

(K)
i )− ٠٫٢ sin(|x(K)

i | − ζ
(K)
i )}

+

nr∑
i=١

{٠٫١(|x(R)
i | − ζ

(R)
i ) + ٠٫١ tanh(|x(R)

i | − ζ
(R)
i )}

h
(R)
j (x) =

nr∑
i=١

{٠٫١(|x(R)
i | − ζ

(R)
i ) + ٠٫١ tanh(|x(R)

i | − ζ
(R)
i )}

+

nr∑
i=١

{٠٫١۵(|x(I)i | − ζ
(I)
i )− ٠٫٢ sin(|x(I)i | − ζ

(I)
i )}
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h
(I)
j (x) =

nr∑
i=١

{٠٫١(|x(I)i | − ζ
(I)
i ) + ٠٫١ tanh(|x(I)i | − ζ

(I)
i )}

+

nr∑
i=١

{٠٫١۵(|x(J)i | − ζ
(J)
i )− ٠٫٢ sin(|x(J)i | − ζ

(J)
i )}

h
(J)
j (x) =

nr∑
i=١

{٠٫١(|x(J)i | − ζ
(J)
i ) + ٠٫١ tanh(|x(J)i | − ζ

(J)
i )}

+

nr∑
i=١

{٠٫١۵(|x(K)
i | − ζ

(K)
i )− ٠٫٢ sin(|x(K)

i | − ζ
(K)
i )}

h
(K)
j (x) =

nr∑
i=١

{٠٫١(|x(K)
i | − ζ

(K)
i ) + ٠٫١ tanh(|x(K)

i | − ζ
(K)
i )}

+

nr∑
i=١

{٠٫١۵(|x(R)
i | − ζ

(R)
i )− ٠٫٢ sin(|x(R)

i | − ζ
(R)
i )}

بگیرید: نظر در را زیر بصورت gk : Hno → H فعالسازی تابع و
g
(R)
k (x̂) =

n٠∑
i=١

{٠٫١x̂(R)
i + ٠٫١ sin(x̂(R)

i ) + ٠٫٢ tanh(x̂
(I)
i )},

g
(I)
k (x̂) =

n٠∑
i=١

{٠٫١x̂(I)i + ٠٫١ sin(x̂(I)i ) + ٠٫٢ tanh(x̂
(J)
i )}

g
(J)
k (x̂) =

n٠∑
i=١

{٠٫١x̂(J)i + ٠٫١ sin(x̂(J)i ) + ٠٫٢ tanh(x̂
(K)
i )},

g
(K)
k (x̂) =

n٠∑
i=١

{٠٫١x̂(K)
i + ٠٫١ sin(x̂(K)

i ) + ٠٫٢ tanh(x̂
(R)
i )},

مقادیر بنابراین، باشد. می k = ١,٢, · · · , no و j = ١,٢, · · · , nr ،x̂ ∈ Hno ،x ∈ Hnr که

∆̃f = ∆̃h =



٠٫٢ ٠٫٢ ٠٫٢ ٠٫٢ ٠ ٠ ٠ ٠
٠٫٢ ٠٫٢ ٠٫٢ ٠٫٢ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ٠ ٠٫٢ ٠٫٢ ٠٫٢ ٠٫٢ ٠ ٠
٠ ٠ ٠٫٢ ٠٫٢ ٠٫٢ ٠٫٢ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠٫٢ ٠٫٢ ٠٫٢ ٠٫٢
٠ ٠ ٠ ٠ ٠٫٢ ٠٫٢ ٠٫٢ ٠٫٢

٠٫٢ ٠٫٢ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠٫٢ ٠٫٢
٠٫٢ ٠٫٢ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠٫٢ ٠٫٢


و

∆̃g =


٠٫٢ ٠٫٢ ٠ ٠
٠ ٠٫٢ ٠٫٢ ٠
٠ ٠ ٠٫٢ ٠٫٢

٠٫٢ ٠ ٠ ٠٫٢





کواترنیون و مختلط کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه پایداری تحلیل ١۶٠
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مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر به وابسته مقاوم پایداری تحلیل
١۶١ نیوترال تاخیر و زمان با متغیر تاخیر حضور در ممریستیو نامعین کسری
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x١ متفاوت، اولیه شرایط بازای (٣. ٣. ١) مثال نامی عصبی شبکه رزرویر های حالت :٣. ١١ شکل
(قرمز) x٢ و (آبی)



کواترنیون و مختلط کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه پایداری تحلیل ١۶٢
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مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر به وابسته مقاوم پایداری تحلیل
١۶٣ نیوترال تاخیر و زمان با متغیر تاخیر حضور در ممریستیو نامعین کسری
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(قرمز) x٢ و (آبی)



کواترنیون و مختلط کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه پایداری تحلیل ١۶۴
با برابر فیدبک و رزرویر های حالت خروجی، وزن های ماتریس آیند. می بدست

W = [−٠٫١ + ٠٫١ı+ ٠٫١ȷ+ ٠٫٢κ,−٠٫١ȷ; ٠٫٢−,٠٫١ + ٠٫١ı− ٠٫٢ȷ+ ٠٫١κ]
W f = [−٠٫١ − ٠٫١ı+ ٠٫٢ȷ+ ٠٫٢κ;−٠٫١ − ٠٫٢ı+ ٠٫١ȷ+ ٠٫١κ]
W o = [−٠٫١ − ٠٫١ı+ ٠٫١ȷ+ ٠٫٢κ,−٠٫٢ + ٠٫١ı− ٠٫١ȷ+ ٠٫١κ]

η(t) = ٠٫۴ + ٠٫۴ cos(t) و µ(t) = ٠٫۴ + ٠٫۴ sin(t) با برابر نیز عصبی شبکه های تاخیر ،
همچنین، باشند. می ζ =

[١ + ı+ ٢ȷ+ ٢κ; ١ + ı+ ٢ȷ+ ٢κ] با برابر سوئیچینگ پرش و
و U =

[۴ + ۴ı+ ۴ȷ+ ۴κ;−٣ − ٣ı− ٣ȷ− ٣κ] با برابر نیز ثابت اغتشاش و کمکی ورودی
به رزرویر های حالت اولیه شرایط باشند. می d(t) =

[۴ + ٣ı+ ȷ+ ٢κ;−٢ − ٣ı− ȷ− ۴κ]
b ∈ {(۴;−٣), (٢−;٣), (−۴;٣); (−٢;٢), (١−;١)} که اند شده انتخاب x٠ = b+bı+bȷ+bκ فرم

است. آمده (۶ .٣) جدول در وزن پارامترهای بقیه باشد. می

نامی عصبی شبکه برای نتایج کارایی ارزیابی
قطری های ماتریس و Λ مثبت معین ماتریس نامی، عصبی شبکه پارامترهای از استفاده با
گزارش (آ) پیوست در که آید می بدست (۴٣. ٧) رابطه LMI مسئله حل از Q̃٢ و Q̃١ مثبت
دارد. یکتا تعادل نقطه یک نامی عصبی شبکه که گرفت نتیجه توان می رو این از است، شده
،R١ ،P مثبت معین های ماتریس (۵٣. ٧) رابطه LMI مسئله حل از استفاده با همچنین،
که آیند می بدست Q۴ ،Q٣ ،Q٢ ،Q١ مثبت معین قطری های ماتریس و Z ،S ،R۴ ،R٣ ،R٢
نامی عصبی شبکه که کنند می اثبات نتایج این بنابراین، است. شده گزارش (آ) پیوست در

است. مجانبی پایدار یکتا تعادل نقطه یک دارای
اغتشاش اعمال و مختلف اولیه شرایط تحت نامی عصبی شبکه که دهد می نشان (٣. ١١) شکل
همچنین، شود. می همگرا تعادل نقطه به همواره و باشد می پایدار همچنان t ≥ ١٠ برای
ثابت اغتشاش بواسطه تعادل نقطه موقعیت که دهد می نشان ،(۴ .٣. ٣) ملاحظه با مطابق
نقطه مختصات شوند. می همگرا تعادل نقطه به همچنان هم پاسخ درحالیکه کند می تغییر

است. شده گزارش (٣. ٧) جدول در اغتشاش از بعد/قبل عصبی شبکه تعادل

نامعین عصبی شبکه برای نتایج کارایی ارزیابی
برای تعادل نقطه یکتایی و وجود تا شود حل (۴٣. ٧) رابطه LMI مسئله ابتدا، بخش، این در
مثبت معین ماتریس LMI، مسئله این حل نتیجه شود. اثبات شدنی فضای در نقطه هر
شده گزارش (ب) پیوست در که باشند می Q̃٢ و Q̃١ مثبت معین قطری های ماتریس و Λ

شدنی، فضای درون نقطه هر برای نامعین عصبی شبکه که دهد می نشان نتایج این است.
ماتریس که آن نتایج و شد حل (٨۴ .٣) رابطه LMI مسئله سپس، دارد. یکتا تعادل نقطه
برای Qi مثبت معین قطری های ماتریس و Z ،S ،R۴ ،R٣ ،R٢ ،R١ ،P مثبت معین های



مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر به وابسته مقاوم پایداری تحلیل
١۶۵ نیوترال تاخیر و زمان با متغیر تاخیر حضور در ممریستیو نامعین کسری

(٣. ٣. ١) مثال عصبی شبکه پارامترهای :۶ .٣ جدول
نیوترال تاخیر و نشتی های مولفه وزن پارامترهای

C١ =

 ١۵ + ٠٫۵ı− ٠٫۵ȷ− ٠٫۴κ ٧ − ٠٫٣ı+ ٠٫٣ȷ+ ٠٫۵κ
٨ + ٠٫٣ı− ٠٫۵ȷ+ ٠٫۵κ ١۵ − ٠٫٧ı+ ٠٫٢ȷ− ٠٫۶κ


C٢ =

 −٠٫١ + ٠٫١ȷ −٠٫١ − ٠٫١ı+ ٠٫١κ
−٠٫١ − ٠٫١ı− ٠٫١κ −٠٫١ − ٠٫١ȷ− ٠٫١٣κ


L١ =

 ٠٫۵ + ٠٫۶ı+ ٠٫٣ȷ+ ٠٫٢κ ٠٫۵ + ٠٫۵ı+ ٠٫٧ȷ+ ٠٫۵κ
٠٫۴ + ٠٫۵ı− ٠٫۴ȷ+ ٠٫۵κ ٠٫۵ − ٠٫۴ı+ ٠٫۵ȷ− ٠٫۴κ


L۴ =

 ٠٫٣ + ٠٫٣ı+ ٠٫٣ȷ+ ٠٫٣κ ٠٫٣ + ٠٫٣ı+ ٠٫٣ȷ+ ٠٫٣κ
٠٫٣ + ٠٫٣ı+ ٠٫٣ȷ+ ٠٫٣κ ٠٫٣ + ٠٫٣ı+ ٠٫٣ȷ+ ٠٫٣κ


E١ =

 ٠٫۵ + ٠٫۵ı− ٠٫۴ȷ− ٠٫۴κ ٠٫۴ − ٠٫۵ı+ ٠٫۴ȷ+ ٠٫۵κ
−٠٫۴ + ٠٫۴ı− ٠٫۵ȷ+ ٠٫۵κ ٠٫۵ − ٠٫۴ı+ ٠٫۵ȷ− ٠٫۴κ


E۴ =

 ٠٫٣ + ٠٫۵ı− ٠٫۵ȷ− ٠٫۵κ ٠٫٣ − ٠٫٣ı٠٫٣ȷ٠٫٣κ
٠٫٣ + ٠٫٣ı− ٠٫٣ȷ+ ٠٫٣κ ٠٫۵ + ٠٫۵ı+ ٠٫۵ȷ+ ٠٫۵κ


Υ۴(t) =

 sin(٢t) ٠
٠ cos(٢t)

 ،Υ١(t) =
 sin(١٠t) ٠

٠ cos(١٠t)


ممریستیو های مولفه ضرایب
“A =

 ٠٫۵ − ٠٫٢ı+ ٠٫٨ȷ+ ٠٫۴κ ٠٫٣ − ٠٫۵ı+ ٠٫٨ȷ− ٠٫۵κ
−٠٫۶ − ٠٫٨ı− ٠٫۴ȷ+ ٠٫۵κ −٠٫۵ + ٠٫٨ı+ ٠٫۶ȷ+ ٠٫۴κ


“B =

 ٠٫٨ − ٠٫۵ı+ ٠٫۵ȷ− ٠٫۴κ ٠٫۵ − ٠٫٨ı+ ٠٫۴ȷ− ٠٫٧κ;
٠٫۵ − ٠٫٨ı− ٠٫۴ȷ− ٠٫۵κ −٠٫٢ − ٠٫۵ı+ ٠٫٨ȷ+ ٠٫۵κ


Ă =

 −٠٫۵ + ٠٫٢ı− ٠٫٨ȷ− ٠٫۴κ −٠٫٣ + ٠٫۵ı− ٠٫٨ȷ+ ٠٫۵κ
٠٫۶ + ٠٫٨ı+ ٠٫۴ȷ− ٠٫۵κ ٠٫۵ − ٠٫٨ı− ٠٫۶ȷ− ٠٫۴κ


B̆ =

 −٠٫٨ + ٠٫۵ı− ٠٫۵ȷ+ ٠٫۴κ −٠٫۵ + ٠٫٨ı− ٠٫۴ȷ+ ٠٫٧κ
−٠٫۵ + ٠٫٨ı+ ٠٫۴ȷ+ ٠٫۵κ ٠٫٢ + ٠٫۵ı− ٠٫٨ȷ− ٠٫۵κ


L٢ =

 ٠٫٣ + ٠٫۴ı+ ٠٫٣ȷ+ ٠٫۴κ ٠٫۴ + ٠٫٣ı+ ٠٫۴ȷ+ ٠٫٣κ
٠٫۴ + ٠٫٣ı+ ٠٫۴ȷ+ ٠٫٣κ ٠٫۴ + ٠٫٣ı+ ٠٫۴ȷ+ ٠٫٣κ


L٣ =

 ٠٫۵ − ٠٫۵ı+ ٠٫۵ȷ+ ٠٫۴κ ٠٫۵ + ٠٫۴ı+ ٠٫۵ȷ+ ٠٫۵κ
٠٫۵ + ٠٫۴ı− ٠٫۵ȷ+ ٠٫۵κ ٠٫۵ − ٠٫۵ı+ ٠٫۴ȷ− ٠٫۵κ


E٢ =

 ٠٫۵ + ٠٫۴ı+ ٠٫۵ȷ+ ٠٫۴κ ٠٫۵ + ٠٫۴ı+ ٠٫۵ȷ+ ٠٫۴κ
٠٫۴ + ٠٫۵ı+ ٠٫۴ȷ+ ٠٫۵κ ٠٫۵ + ٠٫۴ı+ ٠٫۵ȷ+ ٠٫۴κ


E٣ =

 ٠٫۴ + ٠٫۵ı− ٠٫۴ȷ+ ٠٫۵κ ٠٫۵ − ٠٫۴ı+ ٠٫۵ȷ− ٠٫۴κ
٠٫۵ + ٠٫۴ı− ٠٫۵ȷ+ ٠٫۴κ ٠٫۴ − ٠٫۵ı+ ٠٫۴ȷ+ ٠٫۵κ


Υ٣(t) =

 cos(٢t) ٠
٠ sin(٢t)

 ، Υ٢(t) =
 cos(١٠t) ٠

٠ sin(١٠t)




کواترنیون و مختلط کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه پایداری تحلیل ١۶۶

d(t) ثابت اغتشاش با/بدون ،(٣. ٣. ١) مثال عصبی شبکه تعادل نقطه :٣. ٧ جدول
رزرویر های حالت یکتا تعادل نقطه

ثانیه) t ≤ ١٠) d(t) اغتشاش بدون ثانیه) t > ١٠) d(t) اغتشاش با
x١ ٠٫۴۵ + ٠٫۶٩ı+ ٠٫٨ȷ+ ٠٫٣٧κ ٠٫٨٢ + ١٫٠۵ı+ ٠٫٩٩ȷ+ ٠٫٧۵κ
x٢ −٠٫۴٣ − ٠٫۶ı− ٠٫۵٧ȷ− ٠٫۶٠κ −٠٫٧١ − ٠٫٩٧ı− ٠٫٧٢ȷ− ١٫١١κ

کنند می تایید نیز نتایج این است. شده گزارش (ب) پیوست در باشند، می i = ١,٢, · · · , ١٢
باشد. می مقاوم مجانبی پایدار شدنی، فضای در عصبی شبکه تعادل نقطه که

برای ثابت اغتشاش اعمال و متفاوت اولیه شرایط بازای رزرویر های حالت ،(٣. ١٢) شکل
عصبی شبکه رزرویر های حالت که دهد می نشان نتایج، این دهد. می نشان را ثانیه t ≥ ١٠
قرار تعادل نقطه پیرامون محدودی فضای در همواره زمان) با متغیر پارامترهای با ) نامعین
شبکه یعنی باشد، می آمده بدست تئوری نتایج کننده تایید سازی شبیه نتایج بنابراین، دارد.

باشد. می مقاوم مجانبی پایدار یکتای تعادل نقطه یک دارای نامعین عصبی
برای آمده بدست تحلیلی نتایج کننده تایید فوق مثال سازی شبیه نتایج اینکه، خلاصه
می نامعین ممریستیو کواترنیون عصبی شبکه تعادل نقطه تاخیر به وابسته مجانبی پایداری
ندارند. تاثیری پایداری روی بر اغتشاش و اولیه شرایط که دهند می نشان نتایج، این باشد.
محدوده یک در رزرویر های حالت زمان، با متغیر نامعینی بواسطه که دهد می نشان همچنین،

کنند. می نوسان یکتا تعادل نقطه پیرامون ای

بندی جمع
های تاخیر نامعینی، حضور در کواترنیون کسری مرتبه عصبی شبکه پایداری فصل، این در
شده مطالعه سازی فعال توابع از مختلف نوع دو بازای و ممریستیو عنصر و زمان با متغیر
نقطه تاخیر از مستقل مقاوم مجانبی پایداری و مجانبی پایداری تحلیل راستا، این در است.
با متغیر تاخیر حضور در کواترنیون کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه یکتای تعادل
استفاده کسری مرتبه لیاپانوف مفهموم از پایداری، این اثبات برای است. شده انجام زمان
عصبی شبکه تاخیر به وابسته مقاوم مجانبی پایداری و مجانبی پایداری نهایت، در است. شده
متغیر نیوترال تاخیر زمانف با متغیر تاخیر حضور در کواترنیون کسری مرتبه حالت انعکاس
لیاپانوف پایداری مفهوم و کراسوفسکی لیاپانوف توابع از استفاده با ممریستیو عنصر زمان، با
تئوری نتایج با همسو غنی سازی شبیه نتایج نیز، بخش هر در است. شده آنالیز صحیح مرتبه

کند. تایید را آمده بدست نتایج کارایی تا است شده گزارش



۴ فصل
پیشنهادات و گیری نتیجه



پیشنهادات و گیری نتیجه ١۶٨

پیشگفتار
انجام قابل پیشنهادات همراه به رساله این در شده انجام کارهای از ای خلاصه فصل، این در

شود. می ارائه آینده در

گیری نتیجه ١ .۴
مسایل از یکی زمان‐گسسته و زمان‐پیوسته برگشتی عصبی های شبکه دینامیکی تحلیلی
پرداخت. آن به بایست می مختلف کاربردهای در ها شبکه این بکارگیری از قبل که است اصلی
همراه به همسان کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه دینامیکی تحلیل رساله، این در لذا،
شبکه این کاربرد و کپوتو کسری مرتبه مشتق تعریف با ممریستیو و تاخیر همچون هایی ویژگی
بعلت همچنین، گردید. بررسی سهام بازار زمانی سری بینی پیش در غیرهمسان کسری مرتبه
به سازی پیاده های محدودیت و گیری اندازه خطای از ناشی شبکه پارامترهای بودن نامعین
برای کپوتو مشتق تعریف انتخاب شد. پرداخته نیز شبکه این مقاوم پایداری تحلیل موضوع
مرتبه دیفرانسیل معادله حل برای صحیح مرتبه اولیه شرایط به نیاز علت به عصبی شبکه

باشد. می اولیه شرایط این برای فیزیکی مفهوم و کسری
جذاب و مختلف های حوزه بر جامع مرور (١ به اول فصل در فوق، اهداف تحقق راستای در
و کسری مرتبه حوزه قضایای و تعاریف (٢ کسری، مرتبه عصبی های شبکه پایداری تحلیل
تحلیل حوزه در مطالعه اهداف و ضرورت (٣ نیاز، مورد ریاضی تعاریف و ها لم ها، قضیه قواعد،
دینامیکی تحلیل دوم، فصل در شد. اشاره کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه دینامیکی
تاخیر انواع حضور در حقیقی فضای در همسان کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه
غیرهمسان کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه کاربرد به همچنین، گردید. مطالعه
شبکه پایداری تحلیل سوم، فصل در و شد. اشاره زمانی سری بینی پیش در زمان‐گسسته
و تاخیر حضور در مختلط و کواترنیون فضای در همسان کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی
باشند. می حقیقی فضای در تفسیر قابل براحتی نتایج این که گردید مطالعه ممریستیو عنصر

شدند. گزارش رساله این از حاصل دستاوردهای فصل، دو این در
پایداری، تحلیل که شود می انجام مختلفی های صورت به دینامیکی تحلیل که است ذکر به لازم
بفرم پایداری تحلیل کسری، مرتبه های سیستم در باشند. می آن از مواردی دوشاخگی و آشوب
همچنین و کسری مرتبه لیاپانوف قضایای کمک با رساله این در شود. می انجام مختلفی های
میتاگ‐ پایداری همچون پایداری از مختلفی دستاوردهای صحیح مرتبه کراسوفسکی لیاپانوف
لیاپانوف مفهوم با مجانبی پایداری و کسری مرتبه لیاپانوف مفهوم با مجانبی پایداری لفلر،

است. آمده بدست صحیح مرتبه



١۶٩ پیشنهادات

پیشنهادات ٢ .۴
در ابزاری بعنوان کسری، مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه پایداری روی بر رساله این تمرکز
ممریستیو عنصر تاخیر، انواع همچون مختلفی های ویژگی همراه به رزرویر، محاسبات متد
مهمترین گرفتن نظر در با و پژوهش این ادامه در زیر پیشنهادهای لذا، است. شده مطالعه

شود. می مطرح شبکه این کاربرد حوزه در آن، ساده آموزش یعنی شبکه، این ویژگی
همچون دیگر های روش از استفاده با کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه آموزش (١

زمانی، سری بینی پیش و ها بیماری تشخیص در آن کاربرد و کسری مرتبه کالمن
ها بیماری الگو، تشخیص در آن کاربرد و عمیق کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی شبکه (٢

زمانی. سری بینی پیش و
غیرخطی های سیستم برای تطبیقی کسری مرتبه حالت انعکاس عصبی کنترلر طراحی (٣

کسری. مرتبه





پیوستآ

های تئوری LMI مسئله حل نتایج
(٣. ٣. ١) مثال در (٣. ٣. ٢) و (٣. ٣. ١)

Q̃−١١ = ١٫١۶۵١ I٨×٨, Q̃−١٢ = ١٫١۶۵١ I٨×٨

Λ =



٠٫١٢۵٠ −٠٫٠۵٨٩ −٠٫٠١۶۴ ٠٫٠٠٣٠ ٠٫٠١٠۴ ٠٫٠٣١٨ ٠٫٠۴۵۴ −٠٫٠۴٣٩
−٠٫٠۶۴٠ ٠٫١٢۶۴ −٠٫٠٢۴٧ ٠٫٠٣١٧ −٠٫٠١٧٩ ٠٫٠١۶٧ −٠٫٠۴١٣ ٠٫٠۵۴١
٠٫٠١٨۵ ٠٫٠١٢۴ ٠٫١٢٣۵ −٠٫٠۵٩۵ ٠٫٠٢۶١ −٠٫٠٢۶٢ −٠٫٠٠٠۵ −٠٫٠٠٢١
٠٫٠٢٨۴ −٠٫٠١۶٧ −٠٫٠۶١٢ ٠٫١٢۴۴ −٠٫٠۵٣٩ ٠٫٠۵٠٢ ٠٫٠٢۴٧ −٠٫٠٠۵٣
−٠٫٠۴٣٢ ٠٫٠۴۵۴ −٠٫٠٢۵٢ ٠٫٠۴٧۴ ٠٫١٢۴۵ −٠٫٠۶٢٢ −٠٫٠٣۶٠ ٠٫٠٣٩٣
−٠٫٠٣٨۴ ٠٫٠٢٧٧ ٠٫٠۴٠٧ −٠٫٠٢٧۵ −٠٫٠۵٣٢ ٠٫١١٩٧ −٠٫٠٢۶۴ ٠٫٠۴۶١
−٠٫٠٢٢٩ ٠٫٠٣٢١ ٠٫٠٢٣۴ −٠٫٠١٨٧ ٠٫٠٢٣٩ ٠٫٠٠٨٢ ٠٫١۴١٣ −٠٫٠٩٣۵
٠٫٠۵٨٩ −٠٫٠۴۶۴ ٠٫٠١٠۴ ٠٫٠٠۶۴ −٠٫٠٠۴٠ −٠٫٠١٨۵ −٠٫٠٢۵٨ ٠٫١٠٧٩



١٧١



(٣. ٣. ١) مثال در (٣. ٣. ٢) و (٣. ٣. ١) های تئوری LMI مسئله حل نتایج ١٧٢

Z١١ =



٠٫٣١۵۵ ٢٢٫۴٠۶٨ ٣١٫٢١۵٢ ٩٫١١٢٣ ۶٢٫۵٧٩٩ −۴٢٫۵٩٩۵ −٢٣٫۵۵٣۴ ٣٩٫۶۵٩١
−٢٢٫۴٠٨٩ ٠٫٣١۶١ ٢٣٫۵٠٩٣ ٣٨٫٧۶۶٠ −٠٫٨٨٧٠ −٨٫٠۴٢۵ −۴٨٫٨٢٩٠ ٢٠٫۴٣٢٣
−٣١٫٢١٩١ −٢٣٫۵١٢٧ ٠٫٣١۵۶ ۴٧٫١٩٢۵ −۴٣٫١۵٩۶ −٢۶٫٧٧۴۵ −١٧٫٧۴۶۴ ١٧٫٠٣٩
−٩٫١١۶۴ −٣٨٫٧۶٩٧ −۴٧٫١٩۴٨ ٠٫٣١۵٨ −۵۴٫٨٧٢۴ −۶٠٫١٠٢۴ −۴۵٫١٣۴۴ ٢١٫۴٨٣٨
−۶٢٫۵٨۴٠ ٠٫٨٨٣٢ ۴٣٫١۵۶۵ ۵۴٫٨۶٧٨ ٠٫٣١۵٧ −٣٧٫٧٣٩٣ ۵٠٫۶۵۴۶ −٨٫٩٠١٩
۴٢٫۵٩۵٧ ٨٫٠٣٩٢ ٢۶٫٧٧٠٠ ۶٠٫٠٩٩١ ٣٧٫٧٣۶٨ ٠٫٣١۶١ −١۴٫٢۴٢٨ ٣۵٫٢۴٣٩
٢٣٫۵۵٠٣ ۴٨٫٨٢۴٩ ١٧٫٧۴٢٣ ۴۵٫١٣٠۵ −۵٠٫۶۵٨۴ ١۴٫٢٣٩٣ ٠٫٣١۵٨ −١۴٫۴٢٩٧
−٣٩٫۶۶٣٨ −٢٠٫۴٣۵٢ −١٧٫٠۴٢٩ −٢١٫۴٨٧١ ٨٫٨٩٧٩ −٣۵٫٢۴٧٨ ١۴٫۴٢٧٢ ٠٫٣١۶١



Z١٢ =



٠٫٠١٣٧ −٠٫٠٠٣١ −٠٫٠٠٢۶ −٠٫٠٠٣۵ −٠٫٠٠٢٢ −٠٫٠٠٢٣ −٠٫٠٠٢١ −٠٫٠٠٣۵
−٠٫٠٠٣٢ ٠٫٠١۴۶ −٠٫٠٠١٧ −٠٫٠٠٢۶ −٠٫٠٠٣٢ −٠٫٠٠٢۶ −٠٫٠٠٢٩ −٠٫٠٠٢١
−٠٫٠٠٢٧ −٠٫٠٠١٧ ٠٫٠١٣٨ −٠٫٠٠٣٣ −٠٫٠٠١۶ −٠٫٠٠٣۶ −٠٫٠٠٣٠ −٠٫٠٠٣٠
−٠٫٠٠٣۵ −٠٫٠٠٢۵ −٠٫٠٠٣٣ ٠٫٠١۴۵ −٠٫٠٠٢٩ −٠٫٠٠٢۵ −٠٫٠٠٢٢ −٠٫٠٠٢٣
−٠٫٠٠٢١ −٠٫٠٠٣٢ −٠٫٠٠١۶ −٠٫٠٠٢٩ ٠٫٠١٣۶ −٠٫٠٠٢٩ −٠٫٠٠٢١ −٠٫٠٠٣٢
−٠٫٠٠٢٣ −٠٫٠٠٢٧ −٠٫٠٠٣۶ −٠٫٠٠٢۵ −٠٫٠٠٣٠ ٠٫٠١۴٠ −٠٫٠٠١٩ −٠٫٠٠٣٢
−٠٫٠٠٢١ −٠٫٠٠٢٩ −٠٫٠٠٣١ −٠٫٠٠٢٢ −٠٫٠٠٢٢ −٠٫٠٠١٩ ٠٫٠١٢٨ −٠٫٠٠٢٧
−٠٫٠٠٣۵ −٠٫٠٠٢٠ −٠٫٠٠٣١ −٠٫٠٠٢٢ −٠٫٠٠٣٢ −٠٫٠٠٣١ −٠٫٠٠٢٨ ٠٫٠١۴٣



Z٢٢ =



٠٫١۶٨۶ −۴٢٫٧١٨۶ ٢٠٫٠٠٧۶ −٣٢٫٨٩٣٧ −۶٫٢۴۵٧ ٣٣٫٨٢۶۵ −٢٨٫١٧٨٩ ۴۴٫۴٣۴٣
۴٢٫۶٩٠٣ ٠٫١۶٨۵ ٧٣٫٩٠٣٩ ٣٠٫٩٧٧۵ −١٠٫۵٢٢٩ ٢٠٫٣۴٢۶ −٧٢٫٨٣٣٢ ٢٧٫٩٩٢٨
−٢٠٫٠١۶٢ −٧٣٫٩١٢١ ٠٫١۶٨٨ −٢٠٫٠١۶٩ ٣١٫٩۶٩٩ ١۶٫۶۵٢١ −٩٧٫٢٩٧١ ١٫٢۵٢٣
٣٢٫٨٨۴۵ −٣٠٫٩٨۶٠ ١٩٫٩٨٨٣ ٠٫١۶٨٢ ٢١٫٢٢٢٨ −۵١٫٠٨٩٧ −٨٫٧٣۶٠ −١۵٫٧٩٠١
۶٫٢٣۶٣ ١٠٫۵١٣٨ −٣١٫٩٧۶٣ −٢١٫٢٣٢٧ ٠٫١۶٨٢ ٣٨٫۴٢٠٢ −۴۵٫۶۵٧٨ −٣۶٫٠٧۵٧

−٣٣٫٨٣۵۴ −٢٠٫٣۴٩۵ −١۶٫۶۶٣۶ ۵١٫٠٨١٨ −٣٨٫۴۴٧١ ٠٫١۶٧٢ −٢١٫۴۴١٣ ٣٩٫٧١٠۶
٢٨٫١٧٢۵ ٧٢٫٨٢٣٣ ٩٧٫٢٨٨١ ٨٫٧٢٧٧ ۴۵٫۶۴٩٣ ٢١٫۴٣٢٣ ٠٫١۶٧٨ ٣٩٫٢۶١۴
−۴۴٫۴۴۵٨ −٢٨٫٠٠٠۴ −١٫٢۶١۵ ١۵٫٧٨٢٠ ٣۶٫٠۶٧۵ −٣٩٫٧١٩٩ −٣٩٫٢٨٨۴ ٠٫١۶٧٣



S١١ =



٠٫١٢٠٣ −٠٫٠٠١۴ −٠٫٠٠١٨ −٠٫٠٠٢٠ −٠٫٠٠١٩ −٠٫٠٠١٩ −٠٫٠٠١٧ −٠٫٠٠٢١
−٠٫٠٠١۵ ٠٫١٢٠۴ −٠٫٠٠١٨ −٠٫٠٠٢٠ −٠٫٠٠١٩ −٠٫٠٠١٨ −٠٫٠٠١٩ −٠٫٠٠١٨
−٠٫٠٠١٨ −٠٫٠٠١٨ ٠٫١٢٠۴ −٠٫٠٠١۵ −٠٫٠٠١٧ −٠٫٠٠٢١ −٠٫٠٠١٨ −٠٫٠٠١٩
−٠٫٠٠٢٠ −٠٫٠٠٢٠ −٠٫٠٠١۵ ٠٫١٢٠٢ −٠٫٠٠٢١ −٠٫٠٠١٨ −٠٫٠٠٢٠ −٠٫٠٠١٩
−٠٫٠٠١٩ −٠٫٠٠١٩ −٠٫٠٠١۶ −٠٫٠٠٢١ ٠٫١٢٠۴ −٠٫٠٠١۶ −٠٫٠٠١٨ −٠٫٠٠٢٠
−٠٫٠٠١٩ −٠٫٠٠١٨ −٠٫٠٠٢١ −٠٫٠٠١٨ −٠٫٠٠١۶ ٠٫١٢٠۵ −٠٫٠٠١٨ −٠٫٠٠٢٠
−٠٫٠٠١۶ −٠٫٠٠١٩ −٠٫٠٠١٨ −٠٫٠٠٢٠ −٠٫٠٠١٨ −٠٫٠٠١٨ ٠٫١٢٠۵ −٠٫٠٠١۶
−٠٫٠٠٢١ −٠٫٠٠١٨ −٠٫٠٠١٩ −٠٫٠٠١٨ −٠٫٠٠٢٠ −٠٫٠٠٢٠ −٠٫٠٠١۶ ٠٫١٢٠۵



S١٢ =



٠٫٠٠٣۵ −٠٫٠٠١٣ −٠٫٠٠٠٨ −٠٫٠٠٠٧ −٠٫٠٠٠٩ −٠٫٠٠٠۶ −٠٫٠٠٠۵ −٠٫٠٠١٣
−٠٫٠٠١١ ٠٫٠٠٣۶ −٠٫٠٠٠٣ −٠٫٠٠٠٨ −٠٫٠٠٠٧ −٠٫٠٠٠٣ −٠٫٠٠٠۴ −٠٫٠٠٠١
−٠٫٠٠٠٧ −٠٫٠٠٠٧ ٠٫٠٠٣۴ −٠٫٠٠١٢ −٠٫٠٠٠۵ −٠٫٠٠١۴ −٠٫٠٠٠۵ −٠٫٠٠٠٧
−٠٫٠٠١١ −٠٫٠٠٠۶ −٠٫٠٠١٢ ٠٫٠٠٣٧ −٠٫٠٠٠۵ −٠٫٠٠٠٣ −٠٫٠٠٠٧ −٠٫٠٠٠٨
−٠٫٠٠٠۴ −٠٫٠٠٠٩ −٠٫٠٠٠٢ −٠٫٠٠٠٣ ٠٫٠٠٣۴ −٠٫٠٠٠٩ −٠٫٠٠٠۶ −٠٫٠٠٠۵
−٠٫٠٠٠٨ −٠٫٠٠١٠ −٠٫٠٠١٢ −٠٫٠٠٠٩ −٠٫٠٠١١ ٠٫٠٠٣۶ −٠٫٠٠٠٣ −٠٫٠٠٠٨
−٠٫٠٠٠٣ −٠٫٠٠٠٣ −٠٫٠٠١٠ −٠٫٠٠٠۶ −٠٫٠٠٠۵ −٠٫٠٠٠٧ ٠٫٠٠٣۴ −٠٫٠٠٠٩
−٠٫٠٠١٢ −٠٫٠٠٠٩ −٠٫٠٠٠٨ −٠٫٠٠٠۴ −٠٫٠٠١٠ −٠٫٠٠٠٧ −٠٫٠٠١٠ ٠٫٠٠٣۵





١٧٣

S٢٢ =



٠٫٠٩۴٣ −٠٫٠٠٩٩ −٠٫٠٠٢٨ −٠٫٠٠٣٢ −٠٫٠٠٣١ −٠٫٠٠٣۵ −٠٫٠٠١٧ −٠٫٠٠۵٠
−٠٫٠٠٩٩ ٠٫٠٩٢۶ −٠٫٠٠٢٣ −٠٫٠٠٢٧ −٠٫٠٠٢٣ −٠٫٠٠٢٠ −٠٫٠٠١٧ −٠٫٠٠٢٢
−٠٫٠٠٢٨ −٠٫٠٠٢٣ ٠٫٠٩۴٣ −٠٫٠١٠١ −٠٫٠٠١٩ −٠٫٠٠۴٩ −٠٫٠٠٢۶ −٠٫٠٠٢٣
−٠٫٠٠٣٢ −٠٫٠٠٢۶ −٠٫٠١٠١ ٠٫٠٩٢٢ −٠٫٠٠١٨ −٠٫٠٠٢۴ −٠٫٠٠٣٢ −٠٫٠٠٢۶
−٠٫٠٠٣٢ −٠٫٠٠٢٣ −٠٫٠٠٢٠ −٠٫٠٠١٧ ٠٫٠٩٣٨ −٠٫٠٠٩۴ −٠٫٠٠٢۶ −٠٫٠٠٢۶
−٠٫٠٠٣۵ −٠٫٠٠٢٠ −٠٫٠٠۴٩ −٠٫٠٠٢۴ −٠٫٠٠٩۴ ٠٫٠٩١۶ −٠٫٠٠٢٨ −٠٫٠٠٢٨
−٠٫٠٠١٨ −٠٫٠٠١۶ −٠٫٠٠٢۶ −٠٫٠٠٣٣ −٠٫٠٠٢۶ −٠٫٠٠٢٨ ٠٫٠٩٣۵ −٠٫٠٠٩۶
−٠٫٠٠۵٠ −٠٫٠٠٢٢ −٠٫٠٠٢٣ −٠٫٠٠٢۶ −٠٫٠٠٢۶ −٠٫٠٠٢٨ −٠٫٠٠٩۶ ٠٫٠٩١٢



R١ =



٠٫۴٠١ −۶٣٫٩٧ −٩٫۵٢ ٠٫٧٠ −۵٠٫٢٢ ١۶٫۴٨ −٩۴٫۶٧ ٢٣٫٠۴
۶۴٫٠۶ ٠٫۴١ ۶١٫٣٢ −١٩۶٫۶٣ −١٨٢٫۶۴ −٢۴٣٫٨٧ −١۶٧٫٣٩ ١١٫٢۴
٩٫۵٩ −۶١٫٢۴ ٠٫۴٠ ٠٫٧٣ −١٣۵٫١٨ ٨٩٫٨١ ١٢٣٫٠٠ −۴٨٫۶٩
−٠٫۶٢ ١٩۶٫٧٢ −٠٫۶۵ ٠٫۴١ −۴٨٫٠٩ −٢۵٠٫٧٢ ٩٣٫٠۶ −١٢۴٫٧٨
۵٠٫٢٨ ١٨٢٫٧٢ ١٣۵٫٢۵ ۴٨٫١۶ ٠٫۴٠ −١٧٠٫٣١ ١٧٣٫٣٨ −٣٠٢٫٧۶
−١۶٫۴١ ٢۴٣٫٩۶ −٨٩٫٧٣ ٢۵٠٫٨١ ١٧٠٫٣٩ ٠٫۴١ ۴٣٢٫٧٢ −٩٢٫٣٩
٩۴٫٧۴ ١۶٧٫۴۶ −١٢٢٫٩۴ −٩٢٫٩٨ −١٧٣٫٣١ −۴٣٢٫۶۴ ٠٫۴٠ ۶٠٫۵٧
−٢٢٫٩٧ −١١٫١۵ ۴٨٫٧٧ ١٢۴٫٨٧ ٣٠٢٫٨۴ ٩٢٫۴٨ −۶٠٫۴٩ ٠٫۴١



R٢ =



٠٫٢۵۵ −٩٠٫٠٠٢ −١۴٢٫٢٨ ١٣٫٨۵ −٣۵٫٩٨ −١٠٠٫٣٢ ١۶٫٣١٢ −۵٩٫٠۶
٨٩٫٩۴ ٠٫٢۵٧ −١۴٫٢۶ ۶٣٫۵۴٩ −٢۶٫۴٧ ۴٢٫٢۵ ٨۶٫٠٧ ٣٨٫٣٠
١۴٢٫٢۶ ١۴٫٢۴ ٠٫٢۶ −١٣۶٫٩٣٩ ٣۴٫٠۶ −٣٫٨٨ ٣۶٫١٣ −۵۴٫٨٧
−١٣٫٨٧ −۶٣٫۵٧ ١٣۶٫٨٧ ٠٫٢۵۶ −١٢٩٫٢٨ −۶١٫١٨ ٧٠٫٨۶ −۴٫۶٠
٣۵٫٩۶ ٢۶٫۴۵ −٣۴٫٠۶٩ ١٢٩٫٢۵ ٠٫٢۵٣ −٩٠٫١٨ ١٣٣٫٨۴ −٧١٫٨۶
١٠٠٫٣٠ −۴٢٫٢۶ ٣٫٨۶١ ۶١٫١۶۵ ٩٠٫١١٧ ٠٫٢۵۴ ٧٧٫٣٨ ٨٣٫٧۶
−١۶٫٣٢ −٨۶٫١٠ −٣۶٫١۴۶ −٧٠٫٨٨ −١٣٣٫٨۶ −٧٧٫۴٠ ٠٫٢۵٣ ٢٧٫۴٣
۵٩٫٠۴ −٣٨٫٣٢ ۵۴٫٨۵٢ ۴٫۵٨١ ٧١٫٨۴ −٨٣٫٧٨ −٢٧٫۴٩ ٠٫٢۵۵



R٣ =



٠٫١۶٨ ٩۶٫۴١۵ ۴٫٠٩٧ ١۶٫۶٢ ٢٩٫٢٨ −٧٢٫٠٢ ۴٣٫٣٠ ١۶٫٩٧
−٩۶٫۴۴٣ ٠٫١۶٧٧ −٢٫٧١ ١٣٫٢٩ −١١٣٫٩٢ −١٠٫٩۵ −٣٨٫٠۴ −۴٢٫٠١
−۴٫١٠۶ ٢٫۶٩٨ ٠٫١٧ −۴٩٫٧٨ ٨۵٫٨٠ ٩٢٫٨٢ ٨٧٫١١ ۶٢٫١١
−١۶٫۶٣ −١٣٫٣٠ ۴٩٫٧۵ ٠٫١۶٨ −٨٣٫۶٨ ۵٣٫۴۶ ٠٫٩۵۶ ٧٧٫٧۶
−٢٩٫٢٩ ١١٣٫٩١ −٨۵٫٨١ ٨٣٫۶٧ ٠٫١۶٧۵ −١٢٫٨٧ ١١۴٫٨٨ ٢٣٫٠٨
٧٢٫٠١ ١٠٫٩۵ −٩٢٫٨٣ −۵٣٫۴۶ ١٢٫٨۴ ٠٫١۶۶ −٩۶٫٠۵ ۶٢٫۴٢
−۴٣٫٣١ ٣٨٫٠٣ −٨٧٫١٢ −٠٫٩٧ −١١۴٫٨٩ ٩۶٫٠٣۶ ٠٫١۶٧ ۴٢٫۴٧
−١۶٫٩٨ ۴٢٫٠١ −۶٢٫١٢ −٧٧٫٧٧ −٢٣٫٠٩ −۶٢٫۴٣ −۴٢٫۵٠ ٠٫١۶۶۵



R۴ =



٠٫٢۶١۶ −١۵٫۶٧ −١۵٢٫١٠ ۵٣٫۵٠ ٧٧٫۴٣ ٨٫٨٧٨ ١٩٫٧٩ ٢٢٫۵١
١۵٫۶٣ ٠٫٢۶١٨ ۴٠٫٢٠ ۵٩٫٨٧ −٨٨٫١٨ −٨٠٫۵٩ ٣۴٫٢٩ ٧٫۴۵
١۵٢٫٠٩ −۴٠٫٢١ ٠٫٢۶٢ ١۵۵٫٧۴ ٩٫١٨٧ −٧٫٢۵ ١۴۵٫٧٠ ٢۵٫٣٢
−۵٣٫۵١ −۵٩٫٨٩ −١۵۵٫٧٨ ٠٫٢۶٢ −۴٨٫٣٧ −١٠٢٫٧٧ −۴٢٫٣٣ ٢٫٣٧۴
−٧٧٫۴۵ ٨٨٫١٧ −٩٫١٩٧ ۴٨٫٣۶ ٠٫٢۶١ ٩٫٧۴ −٧٣٫۴٣ −١١٨٫٢١
−٨٫٨٩ ٨٠٫۵٩ ٧٫٢٣١ ١٠٢٫٧۵ −٩٫٧٨ ٠٫٢۶٠ −٢٧٫۶٨ −٣۴٫٢۶
−١٩٫٧٩ −٣۴٫٣ −١۴۵٫٧٢ ۴٢٫٣٢٢ ٧٣٫۴٢ ٢٧٫۶٧ ٠٫٢۶١ −٢۶٫٣٧
−٢٢٫۵٣ −٧٫۴۶ −٢۵٫٣٣ −٢٫٣٨۶ ١١٨٫٢٠ ٣۴٫٢۵ ٢۶٫٣٢ ٠٫٢۶٠٢


Q−١١ = ٠٫٢٨٢٢ I٨×٨, Q−١٢ = ٠٫٢٩١۵ I٨×٨, Q−١٣ = ٠٫٢٧٣٢ I٨×٨, Q−١۴ = ٠٫٢٨٢۴ I٨×٨



(٣. ٣. ١) مثال در (٣. ٣. ٢) و (٣. ٣. ١) های تئوری LMI مسئله حل نتایج ١٧۴

P
=

                                          ٠٫٨
٣٣

٠٫٠
٧۶

−
٠٫٣

۵٩
٠٫٠

١٣
−

٠٫٢
٩٩

−
٠٫٢

۵۴
٠٫٠

١۴
٠٫٠

٠٧
٠٫٢

٨۴
٠٫٢

۵١
−

٠٫٠
٠۴

−
٠٫٠

٠۶
٠٫١

٨٧
−

٠٫٣
٧٠

٠٫٠
٠٨

٠٫٠
٠۶

٠٫١
٨٣

٠٫٨
٧۴

٠٫٠
١٧

−
٠٫٣

۶۴
−

٠٫١
٧۴

٠٫٠
۶۵

٠٫٠
٠۶

−
٠٫٠

٠٣
−

٠٫٠
٠٨

٠٫٠
١٩

٠٫٠
٠٧

٠٫٠
٠٧

−
٠٫٢

٩۵
٠٫١

٧٨
٠٫٠

١
−

٠٫٠
٠۵

٠٫٠
۴٢

−
٠٫٠

٢۴
٠٫٠

٧٧
−

٠٫٠
٢٨

٠٫٠
٠٨

٠٫٠
٠٧

٠٫٠
٠٩

٠٫٠
١٢

−
٠٫٠

٠٨
−

٠٫٠
٠٨

−
٠٫٠

١٩
−

٠٫٠
١٨

٠٫٠
٠۴

٠٫٠
٠٩

−
٠٫٠

٢٧
٠٫٠

٢٧
−

٠٫٠
١۵٠

٠٫٠
۴۵

−
٠٫٠

٣۴
٠٫٠

٧۴
٠٫٠

٠٣
−

٠٫٠
٠١

٠٫٠
٠٨

−
٠٫٠

١٣
٠٫٠

٠۶
٠٫٠

٠۵
٠٫٠

٠١
−

٠٫٠
٠٢

٠٫٠
٠۴

−
٠٫٠

٠۶
٠٫٠

٢٣
−

٠٫٠
٢۵

٠٫٢
٢٧

٠٫١
٨

−
٠٫٠

٠۶
−

٠٫٠
٠١

٠٫٨
٣٢

٠٫٠
٣۴

−
٠٫٣

۵٩
٠٫٠

١۵
٠٫١

٢٣
−

٠٫٣
١۴

٠٫٠
٠٩

٠٫٠
٠١

−
٠٫٢

٣٢
−

٠٫١
۵۴

٠٫٠
٠٨

٠٫٠
١١

٠٫١
−

٠٫١
۴٢

٠٫٠
٠٢

٠٫٠
١١

٠٫٢
١٨

٠٫٨
٧٨

٠٫٠
١۵

−
٠٫٣

۶۴
−

٠٫٣
٧

٠٫١
٣٨

٠٫٠
١۴

−
٠٫٠

٠۴
−

٠٫٠
٢١

−
٠٫٠

٣۶
−

٠٫٠
٠٣

٠٫٠
٠۴

−
٠٫٠

٠۶
−

٠٫٠
٠۵

−
٠٫٠

١٢
−

٠٫٠
١۶

٠٫٠
۴٢

−
٠٫٠

٢١
٠٫٠

٧٧
−

٠٫٠
٢۶

٠٫٠
٠٢

٠٫٠
٠۴

−
٠٫٠

٢٢
٠٫٠

٢
٠٫٠

٠۶
٠٫٠

٠۶
٠٫٠

٠٩
٠٫٠

٠٣
٠٫٠

٠٣
٠٫٠

٠٧
−

٠٫٠
١٢

٠٫٠
٠٨

−
٠٫٠

١٧
٠٫٠

۴۴
−

٠٫٠
٣۶

٠٫٠
٧٣

٠٫٠
٠۶

−
٠٫٠

٠٢
٠٫٠

٢٧
−

٠٫٠
٢٢

−
٠٫٠

٠٢
٠٫٠

٠٣
−

٠٫٠
٠۶

−
٠٫٠

٠١
−

٠٫٢
٩٢

−
٠٫١

١٣
٠٫٠

١
٠٫٠

٠١
−

٠٫١
۵٢

٠٫٣
٠٫٠

٠١
−

٠٫٠
٠٢

٠٫٨
٣٨

٠٫٠
۵۶

−
٠٫٣

۶۵
٠٫٠

٢٣
−

٠٫٠
۵۶

٠٫٠
۶٢

٠٫٠
١

٠
−

٠٫٢
٨٣

٠
−

٠٫١
۴۵

٠٫٠
١٢

٠٫٠
٠۴

٠٫٢
٠۶

−
٠٫٢

٣٢
٠٫٠

٠٢
٠٫٠

١١
٠٫١

٩
٠٫٨

٧٨
٠٫٠

١٧
−

٠٫٣
۶٨

−
٠٫٠

١١
٠٫٢

۶٢
٠٫٠

٠۴
−

٠٫٠
٠۶

٠٫٠
٠٣

٠
٠٫٠

١١
−

٠٫٠
٠٣

−
٠٫٠

٠٣
−

٠٫٠
٠٨

٠٫٠
١٩

−
٠٫٠

٣۴
٠٫٠

۴۵
−

٠٫٠
١۶

٠٫٠
٧۶

−
٠٫٠

٢۶
٠٫٠

٠۴
−

٠٫٠
٠١

−
٠٫٠

٠١
−

٠٫٠
٠۶

٠٫٠
١

٠٫٠
٠۵

٠٫٠
١٢

٠٫٠
٠٢

٠٫٠
٠۴

٠٫٠
١

−
٠٫٠

٢٧
٠٫٠

٢١
−

٠٫٠
٢١

٠٫٠
۴٢

−
٠٫٠

٣٣
٠٫٠

٧٣
٠

−
٠٫٠

٠۵
٠٫٠

٠١
−

٠٫٠
٢١

−
٠٫٢

۶۶
٠

٠٫٢
٢١

٠٫٠
٠٣

٠٫٠
٠١

٠٫١
١٩

−
٠٫٠

٢۵
٠٫٠

٠١
٠٫٠

٠٨
٠٫٠

٢٢
٠٫٠

١۶
−

٠٫٠
٠٣

−
٠٫٠

٠١
٠٫٨

٠٨
−

٠٫٠
۵٩

−
٠٫٣

۶۶
٠٫٠

٣١
٠٫٢

٧۴
−

٠٫٢
٢۵

−
٠٫٠

٠۴
٠٫٠

١٣
٠٫٠

۵١
−

٠٫٠
٠۴

−
٠٫٠

٠١
٠٫٠

٠٢
−

٠٫٢
١٣

−
٠٫٣

٧٨
٠٫٠

١۴
٠٫٠

١۴
٠٫٣

١٣
٠٫٩

٠٫٠
٠٨

−
٠٫٣

۶٧
٠٫٠

٠١
−

٠٫٠
٠۶

٠٫٠
٢٧

−
٠٫٠

٣٠
٠٫٠

٠٣
٠٫٠

٠٧
−

٠٫٠
١٢

٠
−

٠٫٠
٠۵

−
٠٫٠

٠٣
−

٠٫٠
٠۵

−
٠٫٠

١
٠٫٠

۴٩
−

٠٫٠
١

٠٫٠
٧٨

−
٠٫٠

١٩
−

٠٫٠
٠١

٠٫٠
١

−
٠٫٠

٣۵
٠٫٠

٢٢
−

٠٫٠
٠۴

−
٠٫٠

٠٢
−

٠٫٠
٠۶

−
٠٫٠

٠٣
٠٫٠

١١
٠٫٠

١٢
٠٫٠

٠۵
٠٫٠

١٨
−

٠٫٠
٢٨

٠٫٠
٣٩

−
٠٫٠

۴٢
٠٫٠

٧٢

                                          



پیوستب
های تئوری LMI مسئله حل نتایج

(٣. ٣. ١) مثال در (٣. ٣. ٣) و (٣. ٣. ١)

Q̃−١١ = ١٫۵۴٠۶ I٨×٨, Q̃−١٢ = ١٫۶١٣١ I٨×٨

Λ =



٠٫٢۵٣٣ −٠٫١٢۵٣ −٠٫٠۶۶۵ −٠٫٠٠٧۴ ٠٫٠٢٧٧ ٠٫٠۶۶۴ ٠٫٠٨٣٧ −٠٫٠۶۶٧
−٠٫١۵٠۶ ٠٫٢٧٣۴ −٠٫٠٢۵۵ ٠٫٠٢٧٨ ٠٫٠۵٣٧ ٠٫٠۵٨٣ −٠٫١۶٩١ ٠٫٠۵٩۵
٠٫٠٣١٧ ٠٫٠١١٨ ٠٫٢٧۶۶ −٠٫١٢١٨ −٠٫٢٢۵۵ −٠٫٢٧٨٣ ٠٫٢٧٢١ ٠٫١۶۶٢
٠٫٠٢٠۶ −٠٫٠٢١۴ −٠٫١٠٣۶ ٠٫٢٨٨٨ −٠٫٣٢٩٧ −٠٫١٢٣۵ ٠٫٢٠١٢ ٠٫١٨١۶
−٠٫٠۶٢٩ −٠٫٠۴٩۵ ٠٫١٨۶٢ ٠٫٢۶۶٢ ٠٫٢٨٢٨ −٠٫٠٨۴۶ −٠٫٢۵٢۵ −٠٫١۴٢٩
−٠٫٠٩۶۶ −٠٫٠٠٧٩ ٠٫٣٠۶۵ ٠٫١٣٣٨ −٠٫١۴۶٢ ٠٫٢٨۵١ −٠٫٢۵٣٠ −٠٫٠٩۴٢
−٠٫٠٩٣٢ ٠٫١۵۶۴ −٠٫٢٩٣۴ −٠٫٢٠٣٣ ٠٫٢٠٢۵ ٠٫٢٠٩٢ ٠٫٢٩٨٣ −٠٫١٣٨٧
٠٫٠٧۵٧ −٠٫٠٢٨٢ −٠٫٢٠٩٠ −٠٫١۶۴٠ ٠٫١۴۵٨ ٠٫١٠٧٧ −٠٫١٠٠٩ ٠٫٢٧٢٧



Z١١ =



٠٫٠٧٨ ۶٢١٫۴١ −۵٢٫١٢ ١۵۴ −٣١٫٨٧ −١٠٨٫۵۵ −۴٩٫٠١ ١١٣٫۵٠
−۶٢١٫۴١ ٠٫٠٧٧۴ −٢١٠٫٨۵ ٩٧٫٠٩ −١۶٩٫۴۴ −٢۶٫۴٧ ٢۴٫١٩ ٩٫٧٨١

۵٢٫١٢ ٢١٠٫٨۴ ٠٫٠٧٧٨ −١٩٣٫٩٨ −۵٧٫٣٨ −۴٩٫٢٠ −١٢٫٧۶ ١١۶٫٧١
−١۵۴٫٠ −٩٧٫٠٩ ١٩٣٫٩٨ ٠٫٠٧٧۵ −٣١۵٫٩۵ −۴٨٫٨٣ −١٨۶٫۴٨ −٩٣٫٢٢
٣١٫٨٧ ١۶٩٫۴٣ ۵٧٫٣٧ ٣١۵٫٩۴ ٠٫٠٧٧ ١٣٣٫١٧ ٢٢٣٫۶۴ −٩۴٫٩٢
١٠٨٫۵۵ ٢۶٫۴٧ ۴٩٫١٩ ۴٨٫٨٢ −١٣٣٫١٧ ٠٫٠٧٩ −٢٢٣٫۴٠ −٨٨٫٢۵
۴٩٫٠١ −٢۴٫١٩ ١٢٫٧۵ ١٨۶٫۴٨ −٢٢٣٫۶۴ ٢٢٣٫۴٠ ٠٫٠٧٧٨ −٣٢٫٢٢

−١١٣٫۵١ −٩٫٧٩ −١١۶٫٧٢ ٩٣٫٢٠ ٩۴٫٩٢ ٨٨٫٢۵ ٣٢٫٢٢ ٠٫٠٧٨۴



١٧۵



(٣. ٣. ١) مثال در (٣. ٣. ٣) و (٣. ٣. ١) های تئوری LMI مسئله حل نتایج ١٧۶

Z١٢ =



٠٫٠٠١۵ −٠٫٠٠١٣ −٠٫٠٠٠٨ −٠٫٠٠٠١ −٠٫٠٠٠٧ −٠٫٠٠٠۴ −٠٫٠٠٠۵ −٠٫٠٠٠٩
−٠٫٠٠١٣ ٠٫٠٠١٧ −٠٫٠٠١٢ −٠٫٠٠٠۶ −٠٫٠٠١٠ −٠٫٠٠٠۵ −٠٫٠٠٠٧ −٠٫٠٠٠۶
−٠٫٠٠٠٧ −٠٫٠٠١٣ ٠٫٠٠١۵ −٠٫٠٠١٣ −٠٫٠٠٠۶ −٠٫٠٠٠٩ −٠٫٠٠٠٧ −٠٫٠٠١٢
−٠٫٠٠٠١ −٠٫٠٠٠٧ −٠٫٠٠١٣ ٠٫٠٠١٨ −٠٫٠٠٠٨ −٠٫٠٠٠۵ −٠٫٠٠٠٢ −٠٫٠٠٠۶
−٠٫٠٠٠۶ −٠٫٠٠١٠ −٠٫٠٠٠۵ −٠٫٠٠٠٨ ٠٫٠٠١٧ −٠٫٠٠١١ −٠٫٠٠٠۶ −٠٫٠٠٠١
−٠٫٠٠٠۴ −٠٫٠٠٠۶ −٠٫٠٠٠٩ −٠٫٠٠٠۶ −٠٫٠٠١٢ ٠٫٠٠١۶ −٠٫٠٠١٢ −٠٫٠٠٠٧
−٠٫٠٠٠۵ −٠٫٠٠٠٧ −٠٫٠٠٠٧ −٠٫٠٠٠٢ −٠٫٠٠٠۵ −٠٫٠٠١٢ ٠٫٠٠١٧ −٠٫٠٠١٢
−٠٫٠٠٠٩ −٠٫٠٠٠۶ −٠٫٠٠١٢ −٠٫٠٠٠۶ −٠٫٠٠٠١ −٠٫٠٠٠٨ −٠٫٠٠١٣ ٠٫٠٠١۶



Z٢٢ =



٠٫٠٣٩٠ ۵۴٩٫١۴ −٠٫۵٧ −٢۴٨٫٣٠ ١۴۵٫۵١ ١٢٠٫٣۶ ١٢٫٨٧ ١٨٧٫٢٢
−۵۴٩٫١۵ ٠٫٠٣٩١ ١٩٫٢۵ ١٠٫٨٣ ٢١٣٫٩۵ ٧٣٫٩ ٢٨۴٫۶۶ −٨۶٫٢٣
٠٫۵۶٣۴ −١٩٫٢۵ ٠٫٠٣٩ ١٧۴٫٢۶ −١٩٫١٧٣ ٢۴٫۵٢ −۶۶٫٨۶ −١٢۶٫٧۴
٢۴٨٫٣٠ −١٠٫٨٣ −١٧۴٫٢٧ ٠٫٠٣٩ ٢٩٨٫٣٢ ۴٠٫٠٩١ ٢۵٫۵٧ −٢٢٫٩٣
−١۴۵٫۵١ −٢١٣٫٩۵ ١٩٫١٧ −٢٩٨٫٣٢ ٠٫٠٣٩ −١١١٫۵٩ ٣٠٫٢١ ۴۶٫٩۵
−١٢٠٫٣۶ −٧٣٫٩٠ −٢۴٫۵٢ −۴٠٫٠٩۴ ١١١٫۵٨ ٠٫٠٣٩ −٢٠٨٫٧٠ ٢۵۵٫٩٩
−١٢٫٨٧ −٢٨۴٫۶۶ ۶۶٫٨۶ −٢۵٫۵٧١ −٣٠٫٢٢ ٢٠٨٫۶٩ ٠٫٠٣٩ ٢٠٫۶١
−١٨٧٫٢٣ ٨۶٫٢٣ ١٢۶٫٧٣ ٢٢٫٩٣ −۴۶٫٩۵ −٢۵۵٫٩٩ −٢٠٫۶١٨ ٠٫٠٣٩



S١١ =



٠٫٠٢٩٣ ٠٫٠٠٠٣ −٠٫٠٠١١ −٠٫٠٠١١ −٠٫٠٠١٣ −٠٫٠٠٠٩ −٠٫٠٠٠٩ −٠٫٠٠١١
٠٫٠٠٠٣ ٠٫٠٢٨٨ −٠٫٠٠١٧ −٠٫٠٠١۶ −٠٫٠٠١٨ −٠٫٠٠١٣ −٠٫٠٠٢٠ −٠٫٠٠١٢
−٠٫٠٠١١ −٠٫٠٠١٨ ٠٫٠٢٩١ ٠٫٠٠٠١ −٠٫٠٠١٢ −٠٫٠٠١٢ −٠٫٠٠١٣ −٠٫٠٠١۵
−٠٫٠٠١١ −٠٫٠٠١۶ ٠٫٠٠٠١ ٠٫٠٢٨٩ −٠٫٠٠٢١ −٠٫٠٠١١ −٠٫٠٠١٣ −٠٫٠٠١٣
−٠٫٠٠١٣ −٠٫٠٠١٨ −٠٫٠٠١٢ −٠٫٠٠٢١ ٠٫٠٢٨٧ ٠٫٠٠٠١ −٠٫٠٠١۴ −٠٫٠٠١٢
−٠٫٠٠١٠ −٠٫٠٠١٣ −٠٫٠٠١٢ −٠٫٠٠١١ ٠٫٠٠٠١ ٠٫٠٢٩۵ −٠٫٠٠١۵ −٠٫٠٠١٢
−٠٫٠٠٠٩ −٠٫٠٠٢٠ −٠٫٠٠١۴ −٠٫٠٠١۴ −٠٫٠٠١۵ −٠٫٠٠١۵ ٠٫٠٢٩١ ٠٫٠٠٠١
−٠٫٠٠١١ −٠٫٠٠١٢ −٠٫٠٠١۴ −٠٫٠٠١٣ −٠٫٠٠١٢ −٠٫٠٠١٢ ٠٫٠٠٠٢ ٠٫٠٢٩٣



S١٢ = ٣−١٠ ·



٠٫٢٧٢۵ −٠٫۴٨٧٨ −٠٫٣٧٧٨ ٠٫٢٩۵٢ −٠٫۴٢٩٧ −٠٫١۶١۶ −٠٫٢٧٢٩ −٠٫۶۶٣۴
−٠٫٣١٩١ ٠٫٣٩۴٣ −٠٫٠٠۶٢ −٠٫٢٠٩٨ −٠٫١٣۶١ ٠٫٠۶٠٣ ٠٫٠٩٧۴ ٠٫۴۴٢٨
٠٫٠١٣٩ −٠٫۶٣١۶ ٠٫٣٢٣٩ −٠٫٣٨٢۴ −٠٫٣۴۶٣ −٠٫۶١٢٢ ٠٫١٠۵٣ −٠٫٠۶۶٧
−٠٫٣٠٠٢ −٠٫٠٧٧٣ −٠٫٢۶١٢ ٠٫۴٩۴٧ ٠٫٠٠٠۴ ٠٫۴٩٢٣ −٠٫١٣٩١ −٠٫٢٠۴۶
٠٫٠٢٩۶ −٠٫١٠۵٧ ٠٫١٠۶٩ ٠٫٣۶٣۴ ٠٫٣۴١۶ −٠٫٢٧۶۶ −٠٫٣١٢٠ ٠٫٢٧٨٨
−٠٫٢٧٠٨ −٠٫٣۴٠۴ −٠٫۴١۵۵ −٠٫۶٢٢٢ −٠٫٣۶٣٣ ٠٫۴٧٧٧ ٠٫٠٠١۶ −٠٫٢٧۴١
٠٫٠١٠۴ ٠٫٢١٧٩ −٠٫٣۶۴٣ −٠٫١٧٧٢ ٠٫٠۴٩٩ −٠٫۴٧٠٣ ٠٫۴١۵١ −٠٫٣۵٧٢

−٠٫۴۴٣۵ −٠٫٧٢٧٧ −٠٫١١٢٨ ٠٫٠١٧٧ −٠٫٣١۶۵ ٠٫٠٠٨۵ −٠٫٢۶۴٢ ٠٫۴٢٩٣



S٢٢ =



٠٫٠١٩٧ −٠٫٠٠٣۵ −٠٫٠٠٠٩ −٠٫٠٠٠١ −٠٫٠٠٠٩ −٠٫٠٠٠١ −٠٫٠٠٠٧ −٠٫٠٠١۵
−٠٫٠٠٣۵ ٠٫٠١٩٨ −٠٫٠٠١۵ −٠٫٠٠٠٨ −٠٫٠٠١۶ −٠٫٠٠٠٧ −٠٫٠٠٠۵ −٠٫٠٠٠٧
−٠٫٠٠٠٩ −٠٫٠٠١۵ ٠٫٠١٩٨ −٠٫٠٠٣۵ −٠٫٠٠٠۶ −٠٫٠٠١۴ −٠٫٠٠٠٩ −٠٫٠٠١٧
−٠٫٠٠٠١ −٠٫٠٠٠٨ −٠٫٠٠٣۵ ٠٫٠١٩٧ −٠٫٠٠٠۶ −٠٫٠٠٠٨ ٠٫٠٠٠٠ −٠٫٠٠٠٨
−٠٫٠٠٠٨ −٠٫٠٠١۶ −٠٫٠٠٠٧ −٠٫٠٠٠۵ ٠٫٠١٩٩ −٠٫٠٠٣۴ −٠٫٠٠٠٧ ٠٫٠٠٠٠
−٠٫٠٠٠١ −٠٫٠٠٠٧ −٠٫٠٠١۵ −٠٫٠٠٠٨ −٠٫٠٠٣۴ ٠٫٠١٩۶ −٠٫٠٠١۶ −٠٫٠٠٠٩
−٠٫٠٠٠٧ −٠٫٠٠٠۵ −٠٫٠٠٠٩ ٠٫٠٠٠٠ −٠٫٠٠٠٨ −٠٫٠٠١۶ ٠٫٠١٩٩ −٠٫٠٠٣۵
−٠٫٠٠١۵ −٠٫٠٠٠٧ −٠٫٠٠١٧ −٠٫٠٠٠٨ ٠٫٠٠٠٠ −٠٫٠٠٠٩ −٠٫٠٠٣۴ ٠٫٠١٩۶





١٧٧

R١ = ١٠٣ ·



٠٫٠٠٠١ ٠٫٠٢٧۵ ٠٫٩٠٩۵ ٠٫٢٣٩٣ ٠٫۵٩٧٣ ٠٫۴٠۶٨ ٠٫٣٩٢۴ −٠٫٠٨٨١
−٠٫٠٢٧۵ ٠٫٠٠٠١ −٣٫٠٩۵١ −٠٫۶٧۵٧ ٠٫٢٠۵٣ −١٫٩۴٧١ ٠٫۵٢١٧ ٠٫٢۶٣۶
−٠٫٩٠٩۵ ٣٫٠٩۵١ ٠٫٠٠٠١ ٠٫۴٩٩۴ −٠٫۵١٨۶ ٠٫٢٨٢٢ −١٫١١٨٠ −٠٫٨۴٨٣
−٠٫٢٣٩٣ ٠٫۶٧۵٨ −٠٫۴٩٩٣ ٠٫٠٠٠١ ٢٫٣١۵٢ ٠٫٢١۴٨ ١٫۵۵٣٩ −١٫١۵٢٧
−٠٫۵٩٧٢ −٠٫٢٠۵٣ ٠٫۵١٨۶ −٢٫٣١۵٢ ٠٫٠٠٠١ ١٫٠٨۴٢ −٠٫٨۶٧١ −٠٫١۶٩۶
−٠٫۴٠۶٧ ١٫٩۴٧٢ −٠٫٢٨٢١ −٠٫٢١۴٨ −١٫٠٨۴١ ٠٫٠٠٠١ −٠٫۴۴٢٧ ٠٫٢٨۵۶
−٠٫٣٩٢۴ −٠٫۵٢١٧ ١٫١١٨٠ −١٫۵۵٣٩ ٠٫٨۶٧٢ ٠٫۴۴٢٨ ٠٫٠٠٠١ −٠٫٧٨۵١
٠٫٠٨٨١ −٠٫٢۶٣۵ ٠٫٨۴٨٣ ١٫١۵٢٧ ٠٫١۶٩٧ −٠٫٢٨۵۵ ٠٫٧٨۵٢ ٠٫٠٠٠١



R٢ = ١٠٣ ·



٠٫٠٠٠١ −۴٫۵٢٩۶ −٠٫۶٠٩۴ −٠٫٠۶٨١ ٠٫٩۶٧٨ ٠٫۴۵۴۵ ٠٫٨٠٢٨ ١٫٠٣۶٩
۴٫۵٢٩۶ ٠٫٠٠٠٢ ١٫۵٩۶٩ −٠٫۶٩٠۶ ١٫۵٠٨٣ ٠٫١٠٠٨ ٠٫١١٢۵ −٠٫٠۴۵٠
٠٫۶٠٩۴ −١٫۵٩۶٩ ٠٫٠٠٠١ ٠٫٩١٧٣ ٠٫۶١١١ ۴٫٠٧٠٠ ١٫١٨٩٧ ٧٫٢۴٨٩
٠٫٠۶٨١ ٠٫۶٩٠۶ −٠٫٩١٧۴ ٠٫٠٠٠٢ −٠٫٢٩۶٧ −٠٫۴٨٣٢ −۴٫٩٢٣٠ −٠٫٠٣۵٨

−٠٫٩۶٧٨ −١٫۵٠٨٣ −٠٫۶١١١ ٠٫٢٩۶۶ ٠٫٠٠٠١ ٢٫١٢٠۵ ٠٫٢٣٧۴ −٠٫٠٣٩٣
−٠٫۴۵۴۶ −٠٫١٠٠٨ −۴٫٠٧٠٠ ٠٫۴٨٣٢ −٢٫١٢٠۶ ٠٫٠٠٠٢ −٠٫٢۵٢٣ −٠٫٠٠۴٩
−٠٫٨٠٢٨ −٠٫١١٢۵ −١٫١٨٩٧ ۴٫٩٢٢٩ −٠٫٢٣٧۴ ٠٫٢۵٢٣ ٠٫٠٠٠١ ۴٫٠۵۶۶
−١٫٠٣۶٩ ٠٫٠۴۵٠ −٧٫٢۴٨٨ ٠٫٠٣۵٨ ٠٫٠٣٩٣ ٠٫٠٠۴٩ −۴٫٠۵۶٧ ٠٫٠٠٠٢



R٣ =



٠٫٠٣٨٩ ۴٠٣٫١٧۴ −١۶٠٫٧٧ ١۴٧٫٨۵ ٢١٢٫۴٠ ٢٨۴٫٧٢ −٩٧٫٧٨ −١۵۴٫٠۴
−۴٠٣٫١٨ ٠٫٠٣٩ ٢٢١٫٨٢ ۵٢٨٫٠۴ −۵۵٫٨٩ ١۶٨٫١٩ ١٠٢٫٧٣ −١٣۶٫١
١۶٠٫٧۶ −٢٢١٫٨٢ ٠٫٠٣٩ −١٣١٫٢٢ ٢٣٧٫٠۵ ١٩٩٫٠۴ −١۵٫٣٩ ۵۵٫٧٧
−١۴٧٫٨۵ −۵٢٨٫٠۴ ١٣١٫٢١ ٠٫٠۴ ١۵٧٫۶۴ −٣۶٫٨٢ −۵۵٫۴۵ ١١۴٫۴
−٢١٢٫۴٠ ۵۵٫٨٩ −٢٣٧٫٠۶ −١۵٧٫۶۵ ٠٫٠۴ −۴٠٣٫٠٧ −٢۴٧٫٢۵ ۴١٫٩٢
−٢٨۴٫٧٢ −١۶٨٫١٩ −١٩٩٫٠۵ ٣۶٫٨١ ۴٠٣٫٠۶ ٠٫٠۴ ٨٠١٫٢٢ −٢١۶٫٨٣

٩٧٫٧٨ −١٠٢٫٧٣ ١۵٫٣٩ ۵۵٫۴۵ ٢۴٧٫٢۵ −٨٠١٫٢٣ ٠٫٠۴ ۴٧٢٫٠۴
١۵۴٫٠۴ ١٣۶٫١ −۵۵٫٧٨ −١١۴٫۴١ −۴١٫٩٣ ٢١۶٫٨٣ −۴٧٢٫٠۵ ٠٫٠٣٩



R۴ = ١٠٣ ·



٠٫٠٠٠١ −٠٫٠٣٠٣ −٠٫٣٠٣٣ −٠٫٠۶۵٧ ٠٫۵۵٣٢ −٠٫۴٠٣۵ −٠٫۴٨٢٨ ٠٫٣٩٩۴
٠٫٠٣٠٣ ٠٫٠٠٠١ ١٫۴٧٠٠ ٠٫٣٣٧٠ ٠٫١٠٧۴ ٠٫٩۶۵٠ −٠٫۵۵٧۴ −٠٫١٨٣۶
٠٫٣٠٣٣ −١٫۴٧٠٠ ٠٫٠٠٠١ ٠٫٣٨٩٩ ٠٫٢٨٠٢ ٠٫٢٣٠۵ ٠٫٨٨۶٢ −٠٫۵١٩٧
٠٫٠۶۵٧ −٠٫٣٣٧٠ −٠٫٣٨٩٩ ٠٫٠٠٠١ ٠٫٩١۵٩ −٠٫٠٧۴٠ ٠٫١٧٧۴ −٠٫٠٩۶٢
−٠٫۵۵٣٢ −٠٫١٠٧۴ −٠٫٢٨٠٢ −٠٫٩١۶٠ ٠٫٠٠٠١ ٠٫١٣٩٣ −٠٫۵٠٧۶ −٠٫١٧٩۵
٠٫۴٠٣۵ −٠٫٩۶۵٠ −٠٫٢٣٠۵ ٠٫٠٧۴٠ −٠٫١٣٩٣ ٠٫٠٠٠١ ٠٫٢٨١۴ −٠٫۵١٣٨
٠٫۴٨٢٨ ٠٫۵۵٧۴ −٠٫٨٨۶٢ −٠٫١٧٧۴ ٠٫۵٠٧۶ −٠٫٢٨١۴ ٠٫٠٠٠١ −٠٫٠٧۶١
−٠٫٣٩٩۴ ٠٫١٨٣۶ ٠٫۵١٩٧ ٠٫٠٩۶٢ ٠٫١٧٩۵ ٠٫۵١٣٨ ٠٫٠٧۶١ ٠٫٠٠٠١



Q−١١ = ٠٫٠٨۵٩ I٨×٨, Q−١٢ = ٠٫٠٧٧٩ I٨×٨, Q−١٣ = ٠٫٠٨١٧ I٨×٨, Q−١۴ = ٠٫٠٧۴٢ I٨×٨
Q−١۵ = ٠٫٠۶۵٢ I٨×٨, Q−١۶ = ٠٫٠۶٣٧ I٨×٨, Q−١٧ = ٠٫٠٧۴۵ I٨×٨, Q−١٨ = ٠٫٠٧۶٣ I٨×٨
Q−١٩ = ٠٫٠٧۶٧ I٨×٨, Q−١١٠ = ٠٫٠٧٣۴ I٨×٨, Q−١١١ = ٠٫٠٢۴٨ I٨×٨, Q−١١٢ = ٠٫٠٢۶٠ I٨×٨



(٣. ٣. ١) مثال در (٣. ٣. ٣) و (٣. ٣. ١) های تئوری LMI مسئله حل نتایج ١٧٨

P
=

                                          ٠٫٢
۶۵

٠٫٠
۴٧

−
٠٫١

٣۶
٠٫٠

٠۶
−

٠٫٠
٢۴

−
٠٫٠

١۶
−

٠٫٠
٠۴

٠٫٠
٠۴

−
٠٫٠

٠۴
−

٠٫٠
٣۵

−
٠٫٠

٠٧
٠٫٠

٢٢
٠٫٠

٢٢
−

٠٫٠
٢١

٠٫٠
٠۵

−
٠٫٠

٠۵
٠٫٠

۶۶
٠٫٢

٧٩
٠٫٠

٠٨
−

٠٫١
۴٢

−
٠٫٠

١٨
٠٫٠

١٠
−

٠٫٠
٠٢

٠٫٠
٠٨

٠٫٠
٠٧

−
٠٫٠

٠٩
−

٠٫٠
٢

٠٫٠
١١

−
٠٫٠

۴١
٠٫٠

٠٧
٠٫٠

٠٣
٠٫٠

٠١
٠٫٠

٢٧
−

٠٫٠
١۶

٠٫٠
١٩

−
٠٫٠

٠۶
−

٠٫٠
٠١

٠٫٠
٠١

−
٠٫٠

٠١
٠

٠٫٠
٠١

−
٠٫٠

٠١
−

٠٫٠
٠٢

−
٠٫٠

٠٣
٠٫٠

٠٣
−

٠٫٠
٠٢

−
٠٫٠

٠٢
٠

−
٠٫٠

١۶
٠٫٠

٢٧
−

٠٫٠
٠۵

٠٫٠
٢٠

٠٫٠
٠٣

٠٫٠
٠٧

٠
−

٠٫٠
٠١

٠٫٠
٠۵

٠٫٠
٠۵

٠٫٠
٠٢

٠
٠٫٠

٠٣
٠٫٠

٠۴
٠

−
٠٫٠

٠٢
٠٫٠

٠٣
−

٠٫٠
٠۶

٠٫٠
٠٧

−
٠٫٠

٠٢
٠٫٢

۶٢
٠٫٠

٣٢
−

٠٫١
٣۵

٠٫٠
٠۶

٠٫٠
٠٩

−
٠٫٠

٢٨
٠٫٠

٠٣
−

٠٫٠
٠٣

−
٠٫٠

٢٣
٠٫٠

١۴
٠٫٠

١
−

٠٫٠
١٩

−
٠٫٠

٠۴
−

٠٫٠
٣۵

٠٫٠
٠۵

−
٠٫٠

٠۶
٠٫٠

٧٨
٠٫٢

٨٢
٠٫٠

٠٩
−

٠٫١
۴٣

−
٠٫٠

٣۶
٠٫٠

١٨
٠٫٠

٠٢
٠٫٠

٠٢
−

٠٫٠
٣٨

−
٠٫٠

١٣
٠٫٠

٢٣
−

٠٫٠
٠٨

٠٫٠
٠٣

٠٫٠
٠١

٠
−

٠٫٠
٠١

٠٫٠
٢٧

−
٠٫٠

١٧
٠٫٠

١٩
−

٠٫٠
٠۵

٠٫٠
٠١

−
٠٫٠

٠٢
−

٠٫٠
٠١

٠٫٠
٠١

٠٫٠
٠٢

٠٫٠
٠۴

٠٫٠
٠١

٠٫٠
٠١

٠٫٠
٠۴

٠
−

٠٫٠
٠١

٠
−

٠٫٠
١۵

٠٫٠
٢٧

−
٠٫٠

٠۶
٠٫٠

٢
٠٫٠

٠٣
٠٫٠

٠۵
−

٠٫٠
٠١

−
٠٫٠

٠٢
٠٫٠

٠١
٠٫٠

٠١
−

٠٫٠
٠٣

−
٠٫٠

٠١
−

٠٫٠
١۵

٠٫٠
٢٨

٠٫٠
٠٩

−
٠٫٠

١٨
−

٠٫٠
٣٢

٠٫٠
٠١

٠
٠٫٠

٠۶
٠٫٢

۶۴
٠٫٠

۴۴
−

٠٫١
٣۶

٠٫٠
٠٨

−
٠٫٠

٣٢
−

٠٫٠
١۵

−
٠٫٠

٠٢
٠٫٠

٠۴
−

٠٫٠
۴۶

−
٠٫٠

١۵
٠٫٠

٢١
−

٠٫٠
٠٧

٠٫٠
١٣

−
٠٫٠

٣٩
٠٫٠

٠١
٠٫٠

٠١
٠٫٠

۶۶
٠٫٢

٨٠
٠٫٠

٠٨
−

٠٫١
۴٢

−
٠٫٠

١۶
٠٫٠

٢
−

٠٫٠
٠١

٠٫٠
٠٧

٠٫٠
٠٣

٠٫٠
٠۶

٠
٠

٠٫٠
٠٢

٠٫٠
٠۶

٠
−

٠٫٠
٠٢

٠٫٠
٢٨

−
٠٫٠

١۵
٠٫٠

١٩
−

٠٫٠
٠۵

٠
٠٫٠

٠٣
٠

٠
−

٠٫٠
٠٢

٠
−

٠٫٠
٠٢

−
٠٫٠

٠١
٠٫٠

٠٢
−

٠٫٠
٠١

−
٠٫٠

٠١
٠٫٠

٠١
−

٠٫٠
١٧

٠٫٠
٢۶

−
٠٫٠

٠۵
٠٫٠

٢
٠٫٠

٠١
٠٫٠

٠۴
٠

−
٠٫٠

٠٢
−

٠٫٠
٣٩

٠٫٠
٠۵

−
٠٫٠

٠١
٠٫٠

٠۵
٠

−
٠٫٠

۴٢
−

٠٫٠
٠۶

٠٫٠
٢

٠٫٠
١٢

٠
٠٫٠

٠۶
−

٠٫٠
٠٢

٠٫٢
۶۵

٠٫٠
٣٩

−
٠٫١

٣۶
٠٫٠

٠۵
٠٫٠

٠٨
−

٠٫٠
٣٢

٠٫٠
٠١

٠٫٠
٠٢

٠٫٠
٢٠

−
٠٫٠

٠٩
−

٠٫٠
١٩

٠٫٠
١

−
٠٫٠

١۴
−

٠٫٠
۴۶

٠٫٠
٠۵

−
٠٫٠

٠۴
٠٫٠

٧٢
٠٫٢

٧٩
٠٫٠

١
−

٠٫١
۴٣

٠
٠٫٠

٠۵
٠٫٠

٠١
−

٠٫٠
٠٣

٠٫٠
٠١

−
٠٫٠

٠٢
−

٠٫٠
٠٢

−
٠٫٠

٠٢
٠٫٠

٠٣
٠٫٠

٠١
−

٠٫٠
٠١

−
٠٫٠

٠٢
٠٫٠

٢٧
−

٠٫٠
١٧

٠٫٠
١٩

−
٠٫٠

٠۵
٠٫٠

٠۴
٠٫٠

٠١
−

٠٫٠
٠١

٠
٠٫٠

٠۶
٠٫٠

٠۵
٠٫٠

٠١
٠

٠٫٠
٠٣

٠
−

٠٫٠
٠١

٠٫٠
٠١

−
٠٫٠

١۵
٠٫٠

٢٧
−

٠٫٠
٠۶

٠٫٠
٢

                                          
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١٩۵ مراجع
Abstract

The goal of this thesis is to analyze the stability of Fractional Order Echo State Neural

Networks (FO-ESNN) with different properties, including time delay, memristive element

in real, complex and quaternion spaces and its application in time series prediction. Be-

sides, chaos behavior of such NN is discussed. First, the Mittag-Leffler stability of the

NN equilibrium point is studied. Besides, the chaos phenomenon of this type of NN is

discussed. Then, the uniform stability of the equilibrium point of such NN with constant

and multiple time delays is investigated. In the follow-up, a gradient based-adaptive law

is proposed for optimizing the FO-ESNN parameters’, which is applied for time series pre-

diction in stock market. Finally, the (robust) asymptotic stability of unique equilibrium

point of the FO quaternion- and complex-valued ESNN with time delays and memristive

elements is studied. In each part, simulation results with some numerical examples are

provided to demonstrate the effectiveness of the theoretical results.

Keywords: Fractional Order Dynamic Neural Network, Time Delay, Memristive Ele-

ments, Stability Analysis, Echo State Network.
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