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به تقدیم
الْمˀس˂تَو̱دʿع̧ ِˁس˼ر و̮ بʿنیها و̮ بʿع˂ل˼ها و̮ اَبیها و̮ فاط˼مʿة

فیها

ز



سپاس گزاری...

های نعمت شمردن شمارندگان، و بمانند او ستودن در سخنوران، که را خدای سپاس
خاندان و محمˁد بر دورد و سلام و نتوانند. گزاردن را او حق کوشندگان، و ندانند او

است. وجودشان وامدار وجودمان که آنان هم معصوم، طاهران او، پاك
زحمات از قدردانͬ مقام در که است آن از اجˁل معلم، منزلت و جای·اه ΁ش بدون

بنگاریم. چیزی ناتوان، دست و قاصر زبان با او، ی شائبه بی
را آفرینش غایت و هدف که است انسانͬ از سپاس معلم، از تجلیل که آنجایی از اما
حسب بر تضمین؛ اند، سپرده دستش به که را هایی امانت سلامت و کند مͬ تامین

: ”ˁجل و ˁعز الʓˊه یش΄ر لم المخلوقین من المنعم یش΄ر لم من ” باب از و وظیفه
قلم من، درشتͬ و کوتاهͬ بر همواره که بزرگوارم؛ معلم دو این عزیزم.؛ مادر و ازپدر
و یار زندگͬ های عرصه تمام در و اند گذشته هایم غفلت کنار از کریمانه و کشیده عفو

اند؛ بوده من برای داشت چشم بی یاوری
صدر، سعه کمال در که الفͬ دکترعلیرضا آقای جناب شایسته؛ و کمالات با استاد از
زحمت و ننمودند دریغ من بر عرصه این در کم΄ͬ هیچ از فروتنͬ، و خلق حسن با

گرفتند؛ عهده بر را رساله این راهنمایی
را رساله این مشاوره زحمت که ماچادو پرفسور آقای جناب اخلاق، با و صبور استاد از

رسید؛ نمͬ مطلوب نتیجه به رساله این ایشان، مساعدت بدون و شدند متقبل
شدند؛ متقبل را رساله این داوری زحمت که دلسوز و فرزانه استادان از و

دارم. را قدردانͬ و تش΄ر کمال
گوید سپاس را آنان زحمات از بخشͬ خردترین، این که باشد

شهری علویان سادات عصمت
١٣٩۶ بهمن

ح



نامه تعهد
و برق برق رشته ارشد کارشناسͬ دانشجوی شهری علویان سادات عصمت اینجانب
خطͬ های سیستم پایداری تحلیل عنوان با پایان نامه نویسنده شاهرود، دانش·اه ΁رباتی

ͬ شوم: م متعهد الفͬ غلیرضا دکتر راهنمایی تحت ، اشباع المان با کسری مرتبه
برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام اینجانب توسط پایان نامه این در تحقیقات •

است.
شده استناد استفاده مورد ͽمرج به پژوهش گران، دی·ر پژوهش های نتایج از استفاده در •

است.
مدرک نوع هیچ دریافت برای دی·ری فرد یا خود، توسط کنون تا پایان نامه، این مطالب •

است. نشده ارایه هیچ جا در امتیازی یا
نام با مستخرج مقالات و دارد، تعلق شاهرود صنعتͬ دانش·اه به اثر، این معنوی حقوق •
خواهد چاپ به “ Shahrood University of Technology “ یا “ شاهرود صنعتͬ دانش·اه “

رسید.
بوده اند، تاثیرگذار پایان نامه اصلͬ نتایج آوردن به دست در که افرادی تمام معنوی حقوق •

ͬ گردد. م رعایت پایان نامه از مستخرج مقالات در
آنها) بافت های (یا زنده موجود از که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •

است. شده رعایت اخلاقͬ اصول و ضوابط است، شده استفاده
افراد شخصͬ اطلاعات حوزه به که مواردی در پایان نامه، این انجام مراحل تمام در •
شده رعایت انسانͬ اخلاق اصول و رازداری اصل است)، شده استفاده (یا یافته دسترسͬ

است.
شهری علویان سادات عصمت
١٣٩۶ بهمن

نشر حق و نتایج مال΄یت
برنامه های کتاب، مستخرج، ( مقالات آن محصولات و اثر این معنوی حقوق تمام •
شاهرود صنعتͬ دانش·اه به متعلق شده) ساخته تجهیزات و نرم افزارها رایانه ای،

شود. ذکر مربوطه علمͬ تولیدات در مقتضͬ، نحو به باید مطلب این ͬ باشد. م
ͬ باشد. نم مجاز منبع ذکر بدون پایان نامه این در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده •

ط





چ΄یده
نظر در با همسان١ کسری مرتبه خطͬ های سیستم پایداری تحلیل رساله، این از اصلͬ هدف
تخمین برای جدید پایداری شرط ΁ی ابتدا منظور، بدین باشد. مͬ اشباع محدودیت گرفتن
خاصͬ کلاس پایداری سپس شود. مͬ ارائه لیاپانوف مستقیم روش از استفاده با جذب ناحیه
و گرانوال‐بلمن٢ قضیه از استفاده با اشباع تحت کسری مرتبه خطͬ غیر های سیستم از
نامعین۴ کسری مرتبه خطͬ سیستم پایداری تحلیل شود. مͬ بررسͬ محدود٣ قطاعͬ شرط
نظر در با پایداری آنالیز نهایت، در شود. مͬ انجام دیفرانسیل معادله حل تخمین روش با نیز
مرتبه های سیستم از خاصͬ کلاس برای سیستم های حالت روی بر اشباع محدودیت گرفتن
کننده کنترل مناسب عمل΄رد دهنده نشان ها سازی شبیه شود. مͬ انجام نامعین کسری

باشد. مͬ شده طراحͬ های
نامعینͬ پایداری، اشباع، کسری، مرتبه های سیستم کلیدی: کلمات

1Commensurate
2Gronwall-Bellman
3Sector condition
4Uncertain
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پایان نامه از مستخرج مقالات لیست

1. An extension of estimation of domain of attraction for fractional order linear system subject

to saturation control, Applied Mathematics Letters, vol. 47, pp. 26-34, 2015.

2. Stabilization of Fractional-Order Systems Subject to Saturation Element Using Fractional

Dynamic Output Feedback SlidingMode Control, Journal of Computational and Nonlinear

Dynamics, vol. 12, no. 3, 2017.

3. Robust stability and stabilization of uncertain fractional order systems subject to input sat-

uration, Journal of Vibration and Control, DOI. 10.1177/1077546317708927, 2017.

4. Stability analysis of a class of nonlinear fractional-order systems under control input satu-

ration, International Journal of Robust and Nonlinear Control, accepted
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مطالب فهرست
ف تصاویر فهرست
ق جداول فهرست
١ رساله انجام ضرورت و معرفͬ ١
١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١ . ١مقدمه.
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١ . ٢معرفͬ.
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١ . ٣انگیزه.
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اهداف. ۴ . ١
٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . استفاده. مورد های ١ . ۵روش
۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . رساله. ١ . ۶ساختار

۵ کسری حسابان بر مروری ٢
۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری. حسابان ی تاریخچه و ٢ . ١مقدمه
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گاما. تابع ٢ . ٢تعریف
٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لفلر. میتاگ‐ ٢ . ٣تابع
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لفلر. میتاگ‐ تابع لاپلاس ٢ . ٣ . ١تبدیل
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری. مرتبه ٢ . ۴انتگرال
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری. مرتبه ٢ . ۵مشتقات
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریمان‐لیوویل. ٢ . ۵ . ١تعریف
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کپوتو. ٢ . ۵ . ٢تعریف
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لتنی΄وف. گرانوالد‐ ٢ . ۶تعریف
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری. حسابان در تابع دو ضرب ٢ . ٧قوانین
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری. مرتبه های سیستم نمایش و ٢ . ٨مدل

١۵ اشباع و نامعینͬ پایداری، مباحث گذشته: تحقیقات بر مروری ٣
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣ . ١پایداری.

س



مطالب فهرست ع
١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری. مرتبه خطͬ های سیستم ٣ . ١ . ١پایداری
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری. مرتبه خطͬ غیر های سیستم ٣ . ١ . ٢پایداری
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣ . ٢نامعینͬ.
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پسخورد. کنترل با پایدارسازی و مقاوم ٣ . ٢ . ١پایداری
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لغزشͬ. مد کننده کنترل با مقاوم ٣ . ٢ . ٢پایدارسازی
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٣ . ٣اشباع.

۵١ اشباع محدودیت با کسری مرتبه خطͬ های سیستم پایداری تحلیل ۴
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اشباع. محدودیت با معین کسری مرتبه خطͬ سیستم ۴ . ١پایداری
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کم΄ͬ. پسخورد با اشباع محدودیت با معین کسری مرتبه خطͬ سیستم ۴ . ٢پایداری
۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جذب. ناحیه ۴ . ٣تخمین
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اشباع. محدودیت با اغتشاش حضور در معین کسری مرتبه خطͬ سیستم ۴ . ۴پایداری

ورودی در اشباع محدودیت با نامعین کسری مرتبه خطͬ سیستم پایداری تحلیل ۵
٧٣ هاع حالت و
٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کننده. کنترل در اشباع ۵ . ١محدودیت
٧٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . سیستم. های حالت بر اشباع ۵ . ٢محدودیت
٨١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایداری. ۵ . ٢ . ١تحلیل

٩١ پیشنهادات و بندی ͽجم ۶
٩١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بندی. ͽجم و ۶ . ١خلاصه
٩٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ۶ . ٢پیشنهادات.

٩٣ ͽمراج



تصاویر فهرست
٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پسخورد. در اشباع وجود با کنترل سیستم ΁ی ساده ١ . ١ساختار
٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مشتق. مرتبه تغییرات ازای به Ev (−vt) لفلر میتاگ‐ ٢ . ١تابع
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زمان. با ناپذیر تغیر خطͬ های سیستم بندی ٢ . ٢دسته
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری. مرتبه های سیستم ناپایداری ناحیه و پایداری ٣ . ١ناحیه
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اشباع. تابع ٣ . ٢نمودار
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(۶٣ . ١) بسته حلقه ٣ . ٣سیستم
٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .[۶٨] در پایداری ناحیه از ٣ . ۴تخمینͬ
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .[٧٠] در پایداری ناحیه از ٣ . ۵تخمینͬ
٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .[٧١] در جذب ناحیه تخمین ۶ . ٣
٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .[٧١] اغتشاش حذف ناحیه ٣ . ٧تخمین
۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .[٧٢] اغتشاش حضور در ناوردا ناحیه بزرگترین و کوچ΄ترین ٣ . ٨تخمین
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .[٧٣] اغتشاش حضور در ناوردا ناحیه از ٣ . ٩تخمینͬ
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .[٧۴] در ناوردا ناحیه ٣ . ١٠تخمین
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .[٧۵] در ناوردا ناحیه تخمین ٣ . ١١
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .[٧٩] در اغتشاش حذف ناحیه ٣ . ١٢تخمین
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جذب. های ناحیه ۴ . ١مقایسه
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کم΄ͬ. پسخورد از استفاده با جذب ناحیه ۴ . ٢تخمین
۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کم΄ͬ. پسخورد از استفاده بدون سیستم فاز ۴ . ٣صفحه
۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کم΄ͬ. پسخورد از استفاده با سیستم فاز ۴ . ۴صفحه
۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(٢٨ . ۴) معادله بلوکͬ ۴ . ۵نمایش
۶۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .v = ٠٫٩٧ با سیستم فاز ۴ . ۶صفحه
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .v = ٠٫٩٧ با DC ΁جاروب بدون موتور باز حلقه سیستم حالت های متغیر تغییرات ۴ . ٧نحوه
۶۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .v = ٠٫٩٧ مشتق مرتبه با DC ΁جاروب بدون موتور بسته حلقه سیستم فاز ۴ . ٨صفحه
۶٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .v = ٠٫٩٧ با DC ΁جاروب بدون موتور بسته حلقه سیستم برای حالت ۴ . ٩مسیر

ف



تصاویر فهرست ص
۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .v = ٠٫٩٩ و v = ٠٫٩٧ با DC ΁جاروب بدون موتور بسته حلقه سیستم فاز ۴ . ١٠صفحه
۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .v = ٠٫٩٩ و v = ٠٫٩٧ با DC ΁جاروب بدون موتور بسته حلقه سیستم x١ تغییرات ۴ . ١١نحوه
۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .v = ٠٫٩٩ و v = ٠٫٩٧ با DC ΁جاروب بدون موتور بسته حلقه سیستم x٢ تغییرات ۴ . ١٢نحوه
٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .v = ٠٫٩۵ با چن باز حلقه سیستم فاز ۴ . ١٣نمودار
٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .v = ٠٫٩۵ با چن بسته حلقه سیستم های حالت فاز ۴ . ١۴صفحه
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١ فصل
رساله انجام ضرورت و معرفͬ

مقدمه ١ . ١

و است صحیح غیر اعداد به مشتق مرتبه گسترش برای ریاضͬ ابزار ΁ی کسری محاسبات
پیوند با عرصه این پیش·امان کتب و مقالات در است، کنترل نظریه رسمͬ زبان ریاضیات چون
مدلسازی در را مشتق مرتبه گسترش از استفاده مزایای نظریه، این به ریاضͬ مفهوم این زدن
جمله از مهندسͬ برای را بسیاری مسائل ابزار این .[١] اند داده نشان کنترلͬ های روش و
کسری مرتبه های سیستم مقاوم تحلیل و پایداری تحلیل کسری، مرتبه های مدل شناسایی

است. آورده وجود به را · · · و
کسری، مرتبه های سیستم به اخیر دهه چند توجهات گرفتن نظر در با نیز رساله این
سیستم پایدارسازی و پایداری زمینه در موجود های کاستͬ از برخͬ به دادن ͺپاس در سعͬ
روی بر محدودیت گرفتن نظر در با پذیر کنترل و پذیر رویت همسان کسری مرتبه خطͬ های
برای کسری مرتبه کپوتو مشتق تعریف از رساله این در دارد. سیستم های حالت یا و ورودی
کپوتو، مشتق تعریف انتخاب دلیل که شود مͬ استفاده حالت فضای تحقق با سیستم توصیف

است. تعریف این در اولیه شرایط برای فیزی΄ͬ مفهوم وجود



رساله انجام ضرورت و معرفͬ ٢

معرفͬ ١ . ٢
ماهواره یا هواپیما ترموستات کنترل، شیرهای بخار، های ΃دی شامل کنترل های سیستم اکثر
کنترل قانون ΁ی کرد. تحلیل و تجزیه ریاضͬ سازی مدل از استفاده با توان مͬ را · · · و GPS

شود. مͬ ایجاد بسته حلقه سیستم های ΁دینامی مطلوب عمل΄رد تضمین برای
کننده کنترل توسط که نظر مورد ورودی های محرک روی بر ها محدودیت بررسͬ عمل، در
است. اشباع پدیده ها محدودیت این از ی΄ͬ رسد. مͬ نظر به ضروری نیستند، دسترس قابل
اشباع خطͬ غیر ماهیت وجود با دهد. مͬ نمایش پسخورد مسیر در را پدیده این ١ ‐ ١ ش΄ل

پسخورد در اشباع وجود با کنترل سیستم ΁ی ساده ساختار : ١ . ١ ش΄ل
رخ صورت در زیرا نیست. آسان سیستم طراحͬ و تحلیل سیستم، کننده توصیف معادلات در
دور ناپایداری حتͬ یا بسته حلقه سیستم عمل΄رد کاهش کننده کنترل در اشباع پدیده دادن
در ها حالت یا و کننده کنترل روی بر ها محدودیت گرفتن نظر در بنابراین نیست. انتظار از
عمل·ر نامطلوب و ناسازگار تاثیرهای بر غلبه برای تلاش رسد. مͬ نظر به ضروری بسیار عمل
زیادی اخیرمطالعات دهه چند طول در و نیست جدیدی مسئله ها سیستم روی بر اشباع
موجود های روش توان مͬ اشباع، خطͬ غیر پدیده گرفتن نظر در با .[۵] است گرفته صورت

کرد بندی دسته زیر صورت به را اشباع دارای سیستم تحلیل و تجزیه در
اشباع، خطͬ غیر مخرب تاثیر از نظر صرف با روش این در : اشباع نگرفتن نظر در •
دادن رخ هنگام به سیستم عمل΄رد چند هر شود، مͬ ساده بسیار ها سیستم تحلیل
روش این در پایداری حتͬ و کارایی تضمین بنابراین شود مͬ تخریب سرعت به اشباع

ندارد. وجود
و مختلف شرایط با سازی شبیه از زیادی بسیار تعداد روش این در :ͽجام سازی شبیه •
های آزمایش انجام با سپس شود، مͬ انجام مختلف اختلالات با و متفاوت اولیه شرایط
این در پایداری تحلیل چند، هر گردد. مͬ بررسͬ اشباع تحت سیستم عمل΄رد متفاوت

شود. نمͬ انجام روش



٣ انگیزه
ها تحلیل در روش ترین کامل روش این سیستم: تحلیل در اشباع تابع گرفتن نظر در •
کننده تضمین کاملا اشباع، تابع گرفتن نظر در از حاصل نتایج و باشد مͬ ها طراحͬ و

باشد. مͬ ها تحلیل پیچیدگͬ آن اصلͬ مش΄ل حال این با است. کارایی و پایداری

انگیزه ١ . ٣
که است حالت فضای مدل کسری، مرتبه های سیستم توصیف برای موجود های تحقق از ی΄ͬ
این در گذارد. مͬ طراح اختیار در را زمان در پیوسته و گسسته های سیستم در کلͬ توصیف
گزارش حالت توصیف با کسری مرتبه خطͬ های سیستم روی بر ارزشمندی مطالعات راستا،
وجود با است. نشده گرفته نظر در اشباع عمل·ر تاثیر آنها از بسیاری در لͬ و ،[٢] است شده
کاستͬ هنوز اما اشباع، محدودیت با کسری مرتبه سیستم زمینه در ارزشمند بسیار ͽمراج

باشد. مͬ ها کاستͬ این کردن پر رساله این هدف که دارد وجود زمینه این در هایی

اهداف ۴ . ١
کم΄ͬ پسخورد از استفاده با جذب ناحیه مفهوم گسترش و تکمیل رساله این هدف اولین
کتابها و ها مقاله از بسیاری در کم΄ͬ پسخورد است. معین کسری مرتبه خطͬ سیستم برای
شده استفاده اشباع محدودیت با صحیح مرتبه های سیستم برای جذب ناحیه افزایش برای
است. رساله این اهداف از ی΄ͬ کم΄ͬ پسخورد از استفاده با جذب ناحیه گسترش و [۶] است
خطͬ غیر ترم گرفتن نظر در نامͬ، مدل و واقعͬ مدل بین تطابق عدم وجود دلیل به همچنین
نظر به ضروری اشباع، محدودیت وجود با پایداری تحلیل و سیستم پارامترهای در نامعینͬ و
توصیف در ها پارامتر در نامعینͬ وجود با کسری مرتبه خطͬ های سیستم چه اگر رسد. مͬ
شده نظر صرف اشباع خطͬ غیر اثر از اما ،[٧] است گرفته قرار بررسͬ مورد قبلا حالت فضای
با خطͬ غیر ترم یا نامعینͬ وجود با کسری مرتبه خطͬ های سیستم پایداری تحلیل که است

باشد. مͬ رساله این اهداف دی·ر از اشباع محدودیت

استفاده مورد های روش ۵ . ١
روش دو از عموما خطͬ، غیر و خطͬ های سیستم در مقاوم پایداری و پایداری بررسͬ برای
هر از رساله این در شود. مͬ استفاده لیاپانوف روش و سیستم کننده توصیف معادلات حل
این همچنین است. شده استفاده نامعین و معین سیستم پایداری تحلیل برای فوق روش دو
از اشباع، محدودیت وجود با پذیر کنترل و پذیر رویت های سیستم پایدارسازی برای رساله

است. برده بهره نیز لغزشͬ مد و پسخورد کننده کنترل



رساله انجام ضرورت و معرفͬ ۴

رساله ساختار ۶ . ١
مͬ بررسͬ اشباع محدودیت وجود با را خطͬ سیستم مطالعه ضرورت رساله این اول فصل
سیستم مقاوم پایداری و پایداری تحلیل های روش و اهداف رساله، انجام انگیزه سپس کند.

شوند. مͬ بیان رساله ساختار و مطالعه مورد
و تعاریف سپس شود. مͬ ارائه اختصار به کسری حسابان تاریخچه ابتدا دوم، فصل در
مطالعه اینکه دلیل به همچنین شوند. مͬ داده توضیح رساله این در استفاده مورد قضایای
صورت به و فصل انتهای در دارد ریاضͬ زبان به سیستم نمایش توصیف به نیاز ها سیستم
گردد. مͬ بیان کسری مرتبه های سیستم تبدیل تابع نمایش و حالت فضای نمایش مختصر
مطالعه و سیستم در نامعینͬ وجود پایداری، تحلیل پایه بر رساله این اهداف که آنجا از
کسری مرتبه خطͬ های سیستم پایداری مباحث مرور به سوم فصل است، اشباع محدودیت
مرتبط مهم بسیار قضایای برخͬ و پردازد مͬ کسری مرتبه خطͬ غیر های سیستم پایداری و
فضای در شده توصیف سیستم پارامترهای در نامعینͬ وجود با همچنین شوند. مͬ مرور
مقاوم پایدارسازی و پسخورد کنترل ΁کم به مقاوم پایدارسازی و مقاوم پایداری بحث حالت،
محدودیت ها آن در که مراجعͬ مرور به انتها در شود. مͬ مطرح لغزشͬ مد کننده کنترل با

پردازیم. مͬ دارد وجود سیستم توصیف در اشباع
فصل در که باشد مͬ رساله این از حاصل دستاوردهای شامل ،ͷپن و چهار های فصل
خطͬ های سیستم در جذب ناحیه افزایش برای کم΄ͬ پسخورد از لیاپانوف روش با چهارم
مرتبه خطͬ سیستم سازی پایدار و پایداری مفاهیم آن از بعد و شود مͬ استفاده کسری مرتبه
ذکر قابل شوند. مͬ بیان خطͬ، غیر ترم کردن اضافه با اشباع، محدودیت وجود با کسری
انجام دیفرانسیل معادله حل تخمین روش با اغتشاش دارای سیستم پایداری تحلیل که است

شود. مͬ
کننده کنترل کسری، مرتبه خطͬ سیستم در نامعینͬ گرفتن نظر در با پنجم فصل در
طراحͬ سیستم حالتهای روی بر یا و ورودی سی·نال روی بر اشباع محدودیت فرض با مناسب
معادله حل تخمین و لیاپانوف پایداری تحلیل روش دو روش با پایداری تحلیل و شود مͬ

شود. مͬ انجام دیفرانسیل
شوند. مͬ مطرح پیشنهادات و بندی ͽجم رساله، این ششم فصل در



٢ فصل
کسری حسابان بر مروری

پیش·فتار
شوند. مͬ معرفͬ اختصار به کسری١ حسابان از رساله این نیاز مورد های بخش فصل، این در
داشته کسری انتگرال و دیفرانسیل حساب پیدایش نحوه و تاریخچه بر مروری ابتدا در لذا
کسری مرتبه مشتق در توابع ضرب قانون و مهم توابع و تعاریف برخͬ معرفͬ به سپس و
تحقق و حالت فضای تحقق به ریاضͬ ابزار با سیستم توصیف ضرورت دلیل به سپس پرداخته،

پردازیم. مͬ کسری حسابان در تبدیل تابع

کسری حسابان ی تاریخچه و مقدمه ٢ . ١
گردد، مͬ باز ١٧ قرن برجسته دانشمند دو نگاری نامه به کسری حسابان موضوع طرح سابقه
کرد: مطرح را سوالͬ چنین میلادی ١۶٩۵ سال در لایبنیز٣ به ای نامه در هوپیتال٢ آن در که
٠٫۵ مشتق مرتبه اگر است، شده شناخته ما برای آن مفهوم است صحیح مرتبه از مشتق وقتͬ
و کند مͬ بیان آش΄ار تضادی را آن ،ͺپاس در لایبنیز چیست؟ آن نوشتاری ش΄ل معنای باشد

.[٣] شد خواهد استخراج آن از خوبی نتایج آینده در که کند مͬ اعلام پیش·ویانه صورت به
1Fractional calculus
2L’ Hopital
3Leibniz



کسری حسابان بر مروری ۶
حسابان روی بر کاربردی و محض صورت به ای گسترده مطالعات کنون تا زمان آن از
دیدگاه از کسری حسابان بحث البته است. شده حاصل مطلوبی نتایج و گرفته انجام کسری
طبعا و هستند حقیق۵ͬ اعداد ی مجموعه زیر صحیح۴ اعداد که چرا نیست ذهن از دور ریاضͬ
حقیقͬ اعداد به را آن مشتق، مرتبه خواص حفظ ضمن مناسب تعاریف از استفاده با توان مͬ

داد. تعمیم نیز
مرتبه ΁دینامی دارای ماهیتا ها، سیستم از گروهͬ که دهد مͬ نشان شده انجام مطالعات
΁ال΄تروم΄انی های سیستم ،[٨] ال΄ترومغناطیسͬ های پدیده برخͬ جمله از هستند کسری
[١٢] حرارت انتشار ،[١١] ΁ویس΄والاستی و مواد بیولوژی΄ͬ[١٠]، و پزش΄ͬ مهندسͬ ،[٩]
مرتبه های سیستم مطالعه زمینه در نیز ها پژوهش برخͬ نمود. اشاره [١٣] شناسͬ زمین و
قدرت های سیستم ،[١۶] تصویر پردازش ،[١۴] نامعین های سیستم جمله از کنترل در کسری
این ارتباط و ها زیرشاخه مبانͬ به نیز زیادی تعداد و اند پرداخته [١٠] سی·نال پردازش و [١٧]
،[٢۴] مرتبه کاهش ،[١٩] پایداری شناسایی[١٨]، جمله از علمͬ های زمینه سایر با موضوع

کرد. اشاره توان مͬ نیز [٢۶] آشوب و [٢۵] تکاملͬ وغیر تکاملͬ های روش با سازی بهینه
سیستم متعدد های ویژگͬ کنار در که است چالشͬ مهمترین و اولین پایداری مبحث
ندارد مفیدی عمل΄رد تنها نه عموما ناپایدار های سیستم که چرا شود، مͬ مطرح کنترلͬ
فعالیت به شروع که گویند پایدار را سیستمͬ کیفͬ لحاظ از هستند. نیز خطرناک بالقوه بل΄ه
کار نقطه اطراف در دائمͬ ماندن باقͬ باعث مطلوب، کار نقطه به ΁نزدی موقعیت از سیستم
مدل تغییر با سرعت به دینامی΄ͬ های سیستم پایداری تحلیل پیچیدگͬ درجه همچنین شود.
یابد. مͬ افزایش غیرخطͬ و زمان با پذیر تغییر خطͬ به زمان با ناپذیر تغییر خطͬ از سیستم
کسری مرتبه های سیستم پایدارسازی و پایداری تعیین و تحلیل برای گوناگونͬ های روش
سیستم های ویژگͬ و توابع با آشنایی کسری، مرتبه های سیستم تحلیل برای دارد[٢٧]. وجود

رسد. مͬ نظر به ضروری کسری مرتبه

گاما تابع تعریف ٢ . ٢
با عموما تابع این باشد. مͬ گاما۶ تابع کسری حسابان در کاربرد پر و معروف توابع از ی΄ͬ
به آن بسط منظور به فاکتوریل، تابع برای تعمیمͬ ͽواق در و شود مͬ داده نشان Γ (·) نماد

است. حقیقͬ اعداد حوزه
Γ (z)∆

∫ ∞

٠ e−ttz−١dt. (٢ . ١)
قسمت آن در که z = x+ jy, (x, y) ∈ R متغیر مقادیر ازای به فوق، تعریف در موجود انتگرال
این خواص از مورد چند به ادامه در گردد. مͬ هم·را ،Re (z) > ٠ باشد، مثبت متغیر حقیقͬ

4integer
5real number
6Gamma



٧ لفلر میتاگ‐ تابع
.[١] شود مͬ اشاره کاربرد پر تابع

Γ (z + ١) = zΓ (z) ∀Re (z) > ٠, (٢ . ٢)

Γ (z) ≈ z−١ ∀z ∈ (0, 1) , (٢ . ٣)

Γ (z) = z! ∀z ∈ N. (۴ . ٢)

لفلر میتاگ‐ تابع ٢ . ٣
نمایی تابع تعمیم ͽواق در که است کسری حسابان حوزه در کاربرد پر تابعͬ لفلر٧ میتاگ‐ تابع
زمان با نامتغیر خطͬ دیفرانسیل معادلات تئوری در نمایی تابع والای جای·اه به توجه با و بوده
این گردد. مͬ مشهود کاملا لفلر میتاگ‐ تابع جای·اه اهمیت صحیح، مرتبه های سیستم در

است. شده معرفͬ کسری حسابان در زیر صورت به تابع

Ev,β (z) =
∞∑
k=٠

zk

Γ (vk + β)
, v > ٠,β> ٠. (۵ . ٢)

شود مͬ تبدیل ای شده شناخته توابع به β و v پارامترهای از خاصͬ مقادیر ازای به تابع این
.[٢٨ ،١] شود مͬ اشاره مختصرا آنها از برخͬ به که

E١,١ (z) =
∞∑
k=٠

zk

Γ (k + ١) =
∞∑
k=٠

zk

k!
=ez. (۶ . ٢)

E١,٢ (z) =
∞∑
k=٠

zk

Γ
(
k + ٢) =

∞∑
k=٠

zk

(k + ١)! =
١
z

∞∑
k=٠

zk+١
(k + ١)! =

١
z
(ez − ١) . (٢ . ٧)

E١,m (z) =
١

zm−١

ez −
m−٢∑
k=٠

zk

k!

 , m ∈ N. (٢ . ٨)

کرد. بیان لفلر میتاگ‐ تابع حسب بر توان مͬ نیز را sinh(z) و cosh(z) توابع

E٢,١
(
z٢) =

∞∑
k=٠

z٢k
Γ
(٢k + ١) =

∞∑
k=٠

z٢k(٢k)! = cosh(z), (٢ . ٩)

E٢,٢
(
z٢) =

∞∑
k=٠

z٢k
Γ
(٢k + ٢) =

١
z

∞∑
k=٠

z٢k+٢)١k + ١)! =sinh(z)

z
. (٢ . ١٠)

7Mittag-Leffler



کسری حسابان بر مروری ٨
کاربرد پر تابع این حسب بر توان مͬ که هستند توابعͬ جمله از نیز sin(z) و cos(z) توابع

داد. نمایش

E٢,١
(
−z٢) =

∞∑
k=٠

(
−z٢)k

Γ
(٢k + ١) =

∞∑
k=٠

(−١)k z٢k(٢k)! = cos(z), (٢ . ١١)

E٢,٢
(
−z٢) =

∞∑
k=٠

(
−z٢)k

Γ
(٢k + ٢) =

١
z

∞∑
k=٠

(−١)k z٢k+٢)١k + ١)! =
sin(z)

z
. (٢ . ١٢)

آید. مͬ بدست پارامتری تک لفلر میتاگ‐ تابع باشد β = ١ وقتͬ خاص، حالت در
Ev,١ (z) = Ev (z) =

∞∑
k=٠

zk

Γ (vk + ١) , v > ٠. (٢ . ١٣)
گرفت. نظر در ez نمایی تابع برای تعمیمͬ توان مͬ را Ev پارامتری تک لفلر میتاگ‐ تابع
مͬ نشان ،v مشتق، مرتبه تغییر ازای به را Ev (−vt) لفلر میتاگ‐ تابع تغییرات ، ١ ‐ ٢ ش΄ل

دهد.

مشتق مرتبه تغییرات ازای به Ev (−vt) لفلر میتاگ‐ تابع : ٢ . ١ ش΄ل

لفلر میتاگ‐ تابع لاپلاس تبدیل ٢ . ٣ . ١
.[٣] آید مͬ بدست زیر بسته فرمول گردد اعمال لاپلاس تبدیل لفلر، میتاگ‐ تابع به چنانچه

L
{
tvk+β−١E(k)

v,β (±ztv)
}
=

k!sv−β

(sv ∓ z)k+١ , Re(s) > |z|
١
v (١۴ . ٢)

k < ٠ ازای به و مشتق، لفلر میتاگ‐ تابع از k > ٠ ازای به که است E(k)
v,β =

dk(Ev,β)
dtk

آن در که
شود. مͬ گرفته انتگرال تابع از



٩ کسری مرتبه انتگرال
است. (١۵ . ٢) صورت به z = Atv برای میتاگ‐لفلر تعریف :[۶٩] .٢ . ٣ . ١ قضیه

Ev,β (At
v) =

∞∑
k=٠

Aktvk

Γ(vk+β)

=
∞∑
k=٠

A

(
(v−١)k

v

)
t(v−١)kk!

Γ(vk+β) · A
١
v ktk

k! .

(١۵ . ٢)

بیان (١۶ . ٢) صورت به را فوق تابع دو نرم شوارتز٨ کوشͬ‐ نامعادلات از استفاده با توان مͬ
کرد.

∥Ev,β (At
v)∥ ≤ Sup

τ∈(١,∞)∩R

 Sup
k∈Z+


∥∥∥∥∥A

(
(v−١)k

v

)∥∥∥∥∥k!
τ (١−v)kΓ(vk+β)


١/٢

∥∥∥∥eA ١
v t

∥∥∥∥
= Q

∥∥∥∥eA ١
v t

∥∥∥∥ , t ∈ (١,∞) ∩R+,

(١۶ . ٢)

ماتریس یا بردار برای موجود های نرم از ΁ی هر نمایانگر ∥·∥ و ماتریس ΁ی نمایانگر A آن در که
صراحتا آنکه م·ر باشد مͬ نظر مورد رساله کل در دو نرم همواره است ذکر به لازم باشد. مͬ

باشد. شده دی·ری خاص نرم به اشاره
که η زاویه چنانچه ،٠ < v < ٢ و β > ٠ عدد ،A ∈ Cn×n ماتریس برای :[٢٣] .٢ . ٣ . ٢ قضیه
صدق زیر نامساوی در که دارد وجود M > ٠ مثبت عدد آنگاه باشد، v π٢ < η < min(π, vπ) در

کند.
∥Ev,β(A)∥ ≤ M

١ + ∥A∥
, η ≤ |arg(eigi(A))| ≤ π

i=١,٢,...,n
, (٢ . ١٧)

است. A ماتریس ویژه مقدار امین i نماینده eigi (A) و زاویه نمایانگر arg(.) آن در که

کسری مرتبه انتگرال ۴ . ٢
کرد استفاده کوشͬ فرمول از توان مͬ صحیح غیر های مرتبه به انتگرال مفهوم تعمیم برای

.[١] دهد مͬ پیشنهاد n مرتبه از تکراری انتگرال برای را معادلͬ فرم که چرا
aI

n
t f(t) =

١
Γ(n)

∫ t

a
(t− τ)n−١ f(τ)dτ, n ∈ N (٢ . ١٨)

بنابراین کند. مͬ مشخص را انتگرال مرتبه n و انتگرال بالای حد t انتگرال، پایین حد a که
است. زیر صورت به f(t) پیوسته تابع برای کسری مرتبه انتگرال تعریف

aI
v
t f(t) ∆

١
Γ(v)

∫ t

a
(t− τ)v−١ f(τ)dτ, t > a, v ∈ R+. (٢ . ١٩)

همانͬ عمل·ر ΁ی عنوان به است، v = ٠ که وقتͬ aI
v
t عمل·ر قرارداد، عنوان به همچنین

خطͬ عمل·ر ΁ی کسری، مرتبه انتگرال که است ذکر به لازم شود. مͬ پذیرفته aI
٠
t f(t) = f(t)

باشد. مͬ دارا را پذیری جابجایی و پذیری ͽجم خواص و است
8Cauchy-Schawarz inequality



کسری حسابان بر مروری ١٠

کسری مرتبه مشتقات ۵ . ٢
، لیوویل٩ ریمان‐ آنها ترین معروف جمله از کسری مرتبه مشتقات برای متعددی تعاریف

.[٣ ،٢ است[١، شده ارائه لتنی΄وف١١ گرانوالد‐ و کپوتو١٠

ریمان‐لیوویل تعریف ١ . ۵ . ٢
زیر صورت به n − ١ ≤ v < n, n ∈ N و v کسری مرتبه مشتق برای لیوویل ریمان‐ مشتق

شود. مͬ تعریف
R
a D

v
t f(t) = Dn

a I
n−v
t f(t) =

dn

dtn

[ ١
Γ(n− v)

∫ t

a

f(τ)

(t− τ)v−n+١dτ,
]

(٢ . ٢٠)

از کسری گیری انتگرال ابتدا تابع، ΁ی v ∈ R+ مرتبه مشتق محاسبه برای تعریف، این طبق
شود. مͬ انجام صحیح مرتبه گیری مشتق مرتبه n آن، از پس و گیرد مͬ انجام n − v مرتبه
گردد. مͬ حاصل صحیح)، ام v مرتبه (مشتق ΁کلاسی مشتق تعریف باشد، v ∈ N چنانچه

است. لیوویل ریمان‐ مشتق تعریف نمایانگر ،R نویس زبر پیش همچنین
است. زیر صورت به لیوویل ریمان‐ تعریف با کسری مرتبه مشتق لاپلاس تبدیل

L
{
R٠ Dv

t f(t)
}
= svF (s)−

n−١∑
k=٠

sk
[
R٠ Dv−k−١

t f(t)
]∣∣∣

t=٠. (٢ . ٢١)

کپوتو تعریف ٢ . ۵ . ٢
اساس است. مهندسͬ حوزه در پرکاربرد تعاریف جمله از کپوتو، تعریف با کسری مرتبه مشتق
ش΄ل کسری مرتبه انتگرال مفهوم کارگیری به با لیوویل، ریمان‐ تعریف مانند نیز تعریف این
صحیح مرتبه مشتق عمل·رهای در تأخر و تقدم در ͽواق در تعریف، دو این تفاوت است. گرفته

است. کسری مرتبه انتگرال و
C
a D

v
t f(t) =a In−v

t Dnf(t) =
١

Γ(n− v)

∫ t

a

[
dn

dtn f(τ)
]

(t− τ)v−n+١dτ, (٢ . ٢٢)

مرتبه مشتق لاپلاس تبدیل است. کپوتو مشتق تعریف نمایانگر ،C نویس زبر پیش آن در که
است. زیر صورت به کپوتو کسری

L
{
C٠ Dv

t f(t)
}
= svF (s)−

n−١∑
k=٠

sv−k−١
[
dk

dtk
f(٠)

]
. (٢ . ٢٣)

9Riemann-Leiouville
10Caputo
11Grunwald-Letnikov



١١ لتنی΄وف گرانوالد‐ تعریف
فیزی΄ͬ تعبیر وجود خاطر به کپوتو کسری مرتبه مشتق تعریف مهندسͬ، کاربردهای در
به را خود توجه نیز، رساله این در است. گرفته قرار توجه مورد بیشتر آن، ی اولیه شرایط در
گیرد. مͬ انجام تعریف این اساس بر ها طراحͬ و ها تحلیل تمامͬ و کرده معطوف تعریف این

لتنی΄وف گرانوالد‐ تعریف ۶ . ٢
است. مشتق حدی تعریف بر تعمیمͬ ͽواق در لتنی΄وف گرانوالد‐ کسری مشتق

GL
a Dv

t f(t) = lim
h→٠

[ t−a
h ]∑

r=٠ (−١)r
 v

r

 f(t− rh)

hv
(٢۴ . ٢)

نمایانگر ،GL نویس زبر پیش همچنین، است. یافته تعمیم ترکیب تابع
 v

r

 آن، در که
است. گرانوالد‐لتنی΄وف مشتق تعریف

عددی های روش در لتنی΄وف گرانوالد‐ کسری مرتبه مشتق از تعریف، این ماهیت به توجه با
شود. مͬ استفاده کسری مرتبه دیفرانسیل معادلات سازی گسسته همچنین و مشتق محاسبه

است. زیر صورت به لتنی΄وف گرانوالد‐ کسری مشتق لاپلاس تبدیل
L
{
GL
a Dv

t f(t)
}
= svF (s). (٢۵ . ٢)

کسری حسابان در تابع دو ضرب قوانین ٢ . ٧
به شده ارائه تعاریف تمامͬ برای کسری حسابان حوزه در لایبنیز قانون :[١] .٢ . ٧ . ١ قضیه

گردد. مͬ بیان زیر صورت

aD
v
t (f(t)× g(t)) =

∞∑
k=٠

 v

k

 f (k)(t)×aD
v−k
t g(t), ∀v > ٠. (٢۶ . ٢)

زیر نامساوی ،x ∈ Rn و V = ١٢xTx پذیر مشتق و پیوسته تابع برای :[٢٩] .٢ . ٧ . ٢ قضیه
است. برقرار

aD
v
t V = (aD

v
t x)

T x+ xT (aD
v
t x) + ٢Υ, (٢ . ٢٧)

است. شده براورد زیر صورت به Υ =
∞∑
k=١

Γ(١+v)(aDk
t x)

T
(aDv−k

t x)
Γ(١+k)Γ(١−k+v)

بالای کران آن در که
∥Υ∥ ≤ B١ ∥x∥ (٢ . ٢٨)

.B١ > ٠ آن در که



کسری حسابان بر مروری ١٢
x ∈ Rn, P > ٠, P ∈ و V = ١٢xTPx پذیر مشتق و پیوسته تابع برای :[٧٠] .٢ . ٧ . ٣ قضیه

است. برقرار زیر تساوی ،Rn×n

aD
v
t V = (aD

v
t x)

T x+ xTP (aD
v
t x) + ٢Υ٢, (٢ . ٢٩)

است. شده براورد زیر صورت به ،Υ٢ بالای کران آن در که
∥Υ٢∥ ≤ B٢ ∥x∥ (٢ . ٣٠)

.B٢ > ٠ آن در که
تمام برای آنگاه باشد، زمان در پیوسته و پذیر مشتق تابع ΁ی x(t) اگر :[٢٢] .۴ . ٢ . ٧ قضیه

است. برقرار زیر تساوی همواره v ∈ (٠, ١) و t > t٠
١
٢C

t٠D
v
t x

٢(t) ≤ x(t)Ct٠D
v
t x(t), . (٢ . ٣١)

است برقرار t > t٠ و v ∈ (٠, ١) ازای به ۴ . ٢ . ٧ قضیه آنگاه ،x(t) ∈ Rn اگر :[٢٢] .۵ . ٢ . ٧ قضیه
کند. مͬ تغییر زیر صورت به (٢ . ٣١) فرمول و

١
٢C

t٠D
v
t (x

T (t)x(t)) ≤ xT (t) C
t٠D

v
t x(t). (٢ . ٣٢)

و v ∈ (٠, ١) ازای به باشد، معین مثبت ماتریس P و x(t) ∈ Rn اگر :[٢٢] .۶ . ٢ . ٧ قضیه
است. برقرار (٢ . ٣٣) نامساوی همواره t > t٠

١
٢C

t٠D
v
t (x

T (t)Px(t)) ≤ xT (t)P C
t٠D

v
t x(t). (٢ . ٣٣)

کسری مرتبه های سیستم نمایش و مدل ٢ . ٨
خروجͬ و i ∈ [١, k], ui ورودی با زمان در پیوسته کسری مرتبه ناهم·ن دیفرانسیل معادله

باشد. مͬ زیر صورت به i ∈ [١, l], yi سیستم
H

(
C
a D

v٠,v١,...,vm
t

)
(y١, y٢, . . . , yl) = G

(
C
a D

β٠,β١,...,βn

t

)
(u١, u٢, . . . , uk) . (٣۴ . ٢)

کند. مͬ مشخص را صحیح غیر مرتبه مشتق عمل·ر قوانین ترکیب G(.) و H(.) آن در که
صورت به سیستم کننده توصیف دیفرانسیل معادله خروجͬ ΁ی و ورودی ΁ی سیستم برای

است. زیر
H

(
C
a D

v٠,v١,...,vm
t

)
(y) = G

(
C
a D

β٠,β١,...,βn

t

)
(u) . (٣۵ . ٢)

نظر در زیر صورت به کسری مرتبه مشتق عمل·ر قوانین ترکیب برای را زیر رابطه توان مͬ
گرفت.

H
(
C
a D

v٠,v١,...,vm
t

)
y =

m∑
k=٠

akD
vky

G
(
C
a D

β٠,β١,...,βn

t

)
u =

n∑
k=٠

bkD
βku

(٣۶ . ٢)



١٣ کسری مرتبه های سیستم نمایش و مدل
سیستم از ای دسته کننده توصیف که کسری دیفرانسیل معادلات در معمول فرمهای از ی΄ͬ

باشد. مͬ (٢ . ٣٧) صورت به است، کاربردی های
am

C
a D

vm
t y + am−١ C

a D
vm−١
t y + . . .+ a١Ca Dv١

t y + a٠ C
a D

vm−١
t y = u. (٢ . ٣٧)

v مرتبه از صحیحͬ مضارب دیفرانسیل، معادلات در گیر مشتق های مرتبه تمامͬ چنانچه
غیر مرتبه نوع از سیستم صورت این غیر در و گویند همسان١٢ یا نسبی نوع از سیستم باشند
هایی سیستم روی بر رساله، این تمرکز چون است ذکر شایان باشد. مͬ همسان١٣ غیر یا نسبی
با سیستم کسری، مرتبه سیستم از منظور ذکرشده، موارد جز به است همسان مرتبه نوع از

است. همسان ی مرتبه نوع
به توان مͬ را LTI یا زمان١۴ با ناپذیر تغییر خطͬ کسری مرتبه های سیستم ترتیب این به
مرتبه سیستم توصیف برای معروف های تحقق از ی΄ͬ کرد. بندی دسته ٢ ‐ ٢ ش΄ل صورت

زمان با ناپذیر تغیر خطͬ های سیستم بندی دسته : ٢ . ٢ ش΄ل
صورت به کسری مرتبه خطͬ غیر سیستم کلͬ طور به .[١] است حالت فضای توصیف کسری،

شود. مͬ داده نمایش زیر
C
a D

v
t x(t) = f(x(t), t), (٢ . ٣٨)

را آن سادگͬ برای که است x(t) های حالت شبه به وابسته خطͬ غیر تابع f(x(t), t) آن در که
دهیم. مͬ نمایش x با و نامیده حالت بردار

. است زیر صورت به همسان کسری مرتبه خطͬ های سیستم مدل کلͬ فرم
C
a D

v
t x = Ax+Bu(t)

y(t) = Cx+Du
(٢ . ٣٩)

12Commensurate-Order
13Non-Commensurate-Order
14Linear Time Invariant



کسری حسابان بر مروری ١۴
مناسب ابعاد با هایی ماتریس D ∈ Rp×m و C ∈ Rp×n ،B ∈ Rn×m ،A ∈ Rn×n آن در که

داریم. ،(٢ . ٣٩) روی بر لاپلاس اپراتور اعمال با اولیه، شرایط بودن صفر فرض با هستند.
svX(s) = AX(s) +BU(s)

Y (s) = CX(s) +DU(s)
(۴٢ . ٠)

.Y (s) = L(y(t)) و X(s) = L(x), U(s) = L(u(t)) آن در که
صورت به فوق سیستم G(s) = Y (s)

U(s) کننده توصیف تبدیل تابع (۴٢ . ٠) معادله از X(s)حذف با
است. (۴٢ . ١)

G(s) = C(svI −A)−١B +D (۴٢ . ١)
است. زیر صورت به (٣۵ . ٢) معادله کننده توصیف معادله تبدیل تابع

G(s) =
sβn + sβn−١ + . . .+ sβ١ + sβ٠
svm + svm−١ + . . .+ sv١ + sv٠ (۴٢ . ٢)

است. برقرار زیر رابطه همواره باشد، v همسان مرتبه با سیستم اینکه فرض با
G(s) =

Q(sv)

P (sv)
(۴٢ . ٣)

بندی ͽجم
مورد های فرمول و توابع تعاریف، کسری، حسابان مختصر تاریخچه بیان از بعد فصل این در
ارائه های فرمول از شد. مرور حالت فضای و تبدیل تابع تحقق دو همراه به رساله این نیاز

شد خواهد استفاده آتͬ های فصل قضایای اثبات در فصل این در شده



٣ فصل
مباحث گذشته: تحقیقات بر مروری

اشباع و نامعینͬ پایداری،

پیش·فتار

های تفاوت صحیح مرتبه های سیستم با کسری مرتبه های سیستم آنالیز و مطالعه بحث
های سیستم از خاصͬ حالت تنها صحیح، مرتبه های سیستم که صورتͬ به دارد؛ اساسͬ
کسری، مرتبه های سیستم پایداری تحلیل مبحث در مثال عنوان به هستند. کسری مرتبه
های سیستم در دیدگاه این که، حالͬ در کند مͬ تغییر مشتق مرتبه تغییر با پایداری صفحه
موجود مقالات برخͬ ابتدا رساله، اهداف راستای در فصل این در نیست. مطرح صحیح، مرتبه
مرتبه خطͬ غیر و خطͬ سیستمهای روی بر که مقالاتͬ جمله از پایداری مبحث روی بر که
مدل، در نامعینͬ وجود فرض با سپس کرده مرور خلاصه صورت به را، دارند تمرکز کسری
مقالاتͬ روی بر عمده تمرکز که صورتͬ به گرفته بررسͬ مورد ها سیستم اینگونه مقاوم پایداری
حول نهایی مروری ی مطالعه باشد. مͬ لغزشͬ مد یا و حالت پسخورد کننده کنترل که است
است. کسری مرتبه های سیستم در محوریت این با مقالاتͬ بررسͬ با اشباع، محدودیت محور



اشباع و نامعینͬ پایداری، مباحث گذشته: تحقیقات بر مروری ١۶

پایداری ٣ . ١
پایداری تحلیل با تفاوتهایی کسری مرتبه های سیستم پایداری تحلیل پایداری مبحث در
هیچ بدون کسری همسان مرتبه های سیستم برای دارد. وجود صحیح مرتبه های سیستم
پایدار سیستم باشد، v π٢ از بزرگتر sv قطبهای تمامͬ زوایای اندازه مطلق قدر اگر تاخیری، گونه

است[۴]. شده داده نمایش ٣ . ١ ش΄ل در ناپایدار ناحیه و پایداری ناحیه است.

کسری مرتبه های سیستم ناپایداری ناحیه و پایداری ناحیه : ٣ . ١ ش΄ل

٠ < v < ١ مشتق مرتبه وقتͬ پایداری ناحیه شود، مͬ مشاهده ٣ . ١ ش΄ل در که همانطور
است مم΄ن که طوری به است، صحیح مرتبه های سیستم پایداری ناحیه از بزرگتر باشد
پایدار سیستم که حالͬ در باشد مثبت حقیقͬ قسمت با قطبی دارای کسری مرتبه سیستم

است.
محدود‐خروجͬ ورودی پایداری شرط پتراس٢ آن از پس و ماتی·نون١ ١٩٩۶ سال در

آورد. دست به زیر صورت به را (۴٢ . ٣) همسان مرتبه شده توصیف سیستم برای محدود

(٣ . ١) اگر تنها و اگر است پایدار (۴٢ . ٣) تبدیل تابع با شده توصیف سیستم [٣٠] .٣ . ١ . ١ قضیه
باشد. برقرار

|arg (eigi (P (sv)))| > vπ

٢ , i ∈ [١, . . . ,m] , ٠ < v < ٢ (٣ . ١)

چند P (sv) و است P (sv) ویژه مقدار امین i و زاویه نمایانگر ترتیب به eigi(.) و arg(.) آن در که
باشد. مͬ (۴٢ . ٣) در شده توصیف تبدیل تابع مخرج ای جمله

1Matignon
2Petrás



١٧ پایداری

کسری مرتبه خطͬ های سیستم پایداری ٣ . ١ . ١
مرتبه های سیستم پایداری همانند زمان٣ با نامتغیر کسری مرتبه خطͬ های سیستم پایداری

دارد. بستگͬ مختلط صفحه در سیستم قطبهای قرارگیری به زمان با نامتغیر صحیح
مطالعه مورد (٢ . ٣٩) معادلات با شده توصیف های سیستم برای پایداری قضیه چنانچه

شود. مͬ حاصل زیر نتایج گیرد، قرار
توصیف D = ٠ و (٢ . ٣٩) معادلات توسط که v همسان مرتبه با سیستم [٣١] .٣ . ١ . ٢ قضیه
داشته قرار پایداری ناحیه در A ماتریس ویژه مقادیر تمامͬ اگر تنها و اگر است پایدار شده،

باشد.
|arg (eig (A))| > vπ

٢ , ٠ < v < ٢ (٣ . ٢)
،LMI یا خط۴ͬ ماتریسͬ نامعادلات از استفاده در فراوان استقبال و راحت کاربرد دلیل به

است. ستودنͬ قابل LMI به پیچیده مسائل تبدیل برای محققان از بسیاری تلاش
به را بازمان متغیر نا کسری مرتبه خطͬ های سیستم پایداری شرط که مقالاتͬ جمله از
مرتبه که زمانͬ پایداری شروط ،ͽمرج این در باشد. مͬ [٢٠] ͽمرج است، کرده تبدیل LMI

به است. شده بررسͬ جداگانه صورت به دارد، قرار v ∈ (١,٢) و v ∈ (٠, ١) های بازه در مشتق
ب·یرید. نظر در را زیر زمان با نامتغیر کسری مرتبه خطͬ خودگردان سیستم منظور این

C
a D

v
t x = Ax (٣ . ٣)

سیستم اگر است t−α مجانبی پایدار C
a D

v
t x = f(x) سیستم از x = ٠ مسیر تعریف٢ . ١[٢٠]:

تمام برای که باشند داشته وجود t٠ و α,N مثبت حقیقͬ اعداد و بوده پایدار مجانبا فوق
باشد. برقرار زیر رابطه همواره t > t٠

∥x∥ < N (t− t٠)−α (۴ . ٣)
سیستم برای و دارد دلالت کسری مرتبه های سیستم برای مجانبی پایداری به t−α پایداری

باشد. مͬ مربوط v کسری مشتق مرتبه به α خطͬ های
معین مثبت ماتریس اگر است مجانبی پایدار ٠ < v < ١ و (٣ . ٣) سیستم :[٢٠] .٣ . ١ . ٣ قضیه

کند. صدق زیر رابطه در که باشد داشته وجود P > ٠، P ∈ Rn×n

(
A

١
v

)T
P + P

(
A

١
v

)
< ٠ (۵ . ٣)

است. A ١
v ماتریس ترانهاده (A ١

v

)T آن در که
است. گرفته قرار بحث مورد زیر قضیه در (٣ . ٣) سیستم برای t−α پایداری

3Fractional order linear time invariant system
4Linear Matrix Inequality



اشباع و نامعینͬ پایداری، مباحث گذشته: تحقیقات بر مروری ١٨
مثبت ماتریس اگر است t−α مجانبی پایدار ٠ < v < ١ و (٣ . ٣) سیستم :[٢٠] .۴ . ٣ . ١ قضیه

کند. صدق زیر رابطه در که باشد داشته وجود P > ٠، P ∈ Rn×n )معین
− (−A)

١٢−v

)T

P + P
(
− (−A)

١٢−v

)
< ٠ (۶ . ٣)

شود. مͬ تعریف e
(( ١

(٢−v)

)
log(−A)

)
صورت به (−A)

١٢−v که طوری به
هیچ اگر تنها و اگر است t−α مجانبی پایدار ٠ < v < ١ و (٣ . ٣) سیستم :[٢٠] .۵ . ٣ . ١ قضیه

کند. صدق زیر رابطه در که باشد نداشته وجود ، Q ∈ Cn×n نامنفͬ ماتریس
rAQ+QAT r̄ > ٠ (٣ . ٧)

است. r مزدوج r̄ و شده تعریف r = sin(v π٢ ) + jcos(v π٢ ) که طوری به
دیفرانسیل معادله تقریبی حل و گرانوال‐بلمن۵ لم از استفاده با [٣٢] در همچنین
است. آمده بدست خطͬ سیستم پایداری شرط لیوویل ریمان تعریف با (٣ . ٣) سیستم برای
تایید ۶ . ٣ . ١ قضیه ΁کم با را ٣ . ١ . ٢ قضیه حاصله نتایج اثبات، این از آمده دست به نتیجه

کند. مͬ
و پیوسته ای تکه توابعͬ f(t) و u١(t) کنید فرض بلمن) ٣٣](گرانوال‐ ،٣٢] .۶ . ٣ . ١ قضیه
روی بر نامنفͬ و حقیقͬ تابعͬ H(t) همچنین باشند. [a, b] بازه روی بر شده تعریف حقیقͬ،

باشد قرار بر زیر نامعادله t ∈ [a, b] تمام برای چنانچه باشد. نظر مورد بازه

u١(t) ≤ f(t) +

t∫
a

H(τ)u١(τ)dτ, (٣ . ٨)

است. برقرار همواره t ∈ [a, b] بازه در (٣ . ٩) نامعادله آنگاه

u١(t) ≤ f(t) +

t∫
a

f(τ)H(τ)exp


t∫

τ

H(r)dr

 dτ. (٣ . ٩)

در u١ : R+ → R تابع و پذیر انتگرال R+ دامنه روی بر H : R+ → R اگر :[٣٣] .٣ . ١ . ٧ قضیه
کند صدق زیر رابطه

u١(t) ≤ C١١ +
t∫

٠
H (τ)u١ (τ) dτ ∀t ≥ 0, (٣ . ١٠)

است. قرار بر (٣ . ١١) نامعادله همواره آنگاه

u١(t) ≤ C١١ exp

 t∫
٠

H (τ) dτ

 . (٣ . ١١)

باشد. مͬ ثابت عددی f(t) = C١١ آن در که
5Gronwall-Bellman inequality



١٩ پایداری
داشته قرار v ∈ (٠, ١) در مشتق مرتبه که زمانͬ (٣ . ٣) سیستم پایداری شرط [٣۴] در

است. آمده دست به زیر صورت به باشد،
اگر تنها و اگر است پایدار (٣ . ٣) حالت معادلات با خودگردان سیستم :[٣۴] .٣ . ١ . ٨ قضیه
زیر رابطه در که باشد داشته وجود X ∈ Cn×n ،X = X∗ معین مثبت هرمیشین۶ ماتریس

کند. )صدق
r١X + r̄١X̄

)T
AT +A

(
r١X + r̄١X̄

)
< ٠ (٣ . ١٢)

است. X و r١ مزدوج ترتیب به X̄ و r̄١ ، r١ = ej(١−v)π٢ درآن که
ب·یرید. نظر در زیر صورت به u(t) ورودی با را (٣ . ٣) سیستم

C
a D

v
t x = Ax+Bu(t) ٠ < v < ١ (٣ . ١٣)

فوق سیستم برای را پایدارسازی شرط توان مͬ ،u(t) = Kx پسخورد کننده کنترل با آنگاه
آورد. دست به

است پایدار u(t) = Kx پسخورد قانون با (٣ . ١٣) کسری مرتبه سیستم :[٣۴] .٣ . ١ . ٩ قضیه
Y ∈ Rm×n ماتریس و X ∈ Cn×n ،X = X∗ > ٠ هرمیشین معین مثبت ماتریس اگر تنها و اگر

کند. صدق (١۴ . ٣) رابطه در که باشند داشته )وجود
r١X + r̄١X̄

)T
AT +A

(
r١X + r̄١X̄

)
+ Y TBT +BY < ٠ (١۴ . ٣)

.Y =
(
r١X + r̄١X̄

)
K آن در که

کسری مرتبه خطͬ غیر های سیستم پایداری ٣ . ١ . ٢
پایداری و دیفرانسیل معادلات حل تخمین یا حل های روش از عموما گذشته سال چند در
روش عموما است. شده استفاده کسری مرتبه های سیستم پایداری تحلیل برای لیاپانوف
اتکا قابل و دقیق بسیار دیفرانسیل معادله حل از تخمینͬ یافتن و دیفرانسیل معادله حل
تمایل لیاپانوف روش از استفاده به محققین بسته، حل یافتن مش΄لات دلیل به اما است.
چرا باشد مͬ کافͬ شرط ΁ی لیاپانوف تابع وجود که است تامل قابل بسیار نکته این دارند.

نیست. ناپایداری منزله به لیاپانوف، تابع یافتن عدم ها سیستم برخͬ در که
[٣۵] ͽمرج شود، مͬ بررسͬ رساله این در لیاپانوف پایداری مورد در که ای مقاله اولین
تعریف زیر خطͬ غیر سیستم گرفتن نظر در با را لفلر میتاگ‐ پایداری مقاله این در است.

است. کرده
R/C٠ Dv

t x = f(t, x), ٠ < v < ١ (١۵ . ٣)
باشد. مͬ کپوتو یا لیوویل ریمان‐ مشتق تعریف نمایانگر R/C٠ Dv درآن که

6Hermitian matrix



اشباع و نامعینͬ پایداری، مباحث گذشته: تحقیقات بر مروری ٢٠
مͬ نامیده لفلر میتاگ‐ پایدار را (١۵ . ٣) خطͬ غیر معادله حل :[٣۶ ،٣۵] .٣ . ١ . ١٠ قضیه

باشد. برقرار زیر رابطه اگر شود
∥x∥ ≤

{
m [x (t٠)]Ev

(
−λ

′
(t− t٠)v

)}b (١۶ . ٣)

روی بر محلͬ لیپشیتز٧ تابع ΁ی m(x) ≥ ٠ و m(٠) = ٠, b > ٠, λ′ ≥ ٠ اولیه، زمان t٠ آن در که
است. m٠ لیپشیتز ثابت با x ∈ ℵ ∈ Rn

از پس دارد. دلالت مجانبی پایداری بر لفلر میتاگ‐ پایداری که است ذکر به لازم
کسری مرتبه های سیستم برای لیاپانوف مستقیم روش بسط به نویسندگان تعریف، این

شود. مͬ نتیجه آن از لفلر میتاگ‐ پایداری نهایتا که اند پرداخته
حالت معادلات با خودگردان غیرخطͬ سیستم تعادل نقطه x = ٠ اگر :[٣۵] .٣ . ١ . ١١ قضیه
V (t, x) : چنانچه باشد، مختصات مبدا شامل ای ناحیه D ∈ Rn و کپوتو تعریف با (١۵ . ٣)
در که باشد x های حالت به نسبت لیپشیتز و پیوسته پذیر مشتق تابع ΁ی [٠,∞) ×D → R

است. لفلر میتاگ‐ پایدار x = ٠ آنگاه کند، صدق (٣ . ١٧) رابطه
α١ ∥x∥a ≤ V (t, x) ≤ α٢ ∥x∥ab ,
C٠ Dv

t V (t, x) ≤ −α٣ ∥x∥ab ,
(٣ . ١٧)

.x ∈ D و t ≥ ٠ دلخواه، مثبت مقادیر α٣ و α٢, α١, a, b آن در که
کلͬ لفلر میتاگ‐ پایدار x = ٠ آنگاه باشد، Rn یعنͬ حالت فضای کل روی بر فرضیات اگر

است.
به متعلق α : [٠, t) → [٠,∞) پیوسته تابع ΁ی ( K کلاس (تابع :[٣٨ تعریف٢ ‐ ٢[٣٧،

باشد. α(٠) = ٠ و بوده صعودی اکیدا اگر است، K کلاس یا دسته
فرض باشد، (١۵ . ٣) ناخودگردان٨ سیستم تعادل نقطه x = ٠ اگر :[٣٨ ،٣٧] .٣ . ١ . ١٢ قضیه
طوری به باشند داشته وجود ،αi,(i=١,٢,٣) ،K دسته توابع و لیاپانوف تابع ΁ی V (t, x) که کنید

است. مجانبی پایدار سیستم تعادل نقطه آنگاه باشد، برقرار زیر نامعادلات که
α١(∥x∥) ≤ V (t, x) ≤ α٢(∥x∥),
C٠ Dv

t V (t, x) ≤ −α٣(∥x∥),
(٣ . ١٨)

یافته تعمیم پایداری روش و لفلر میتاگ‐ یافته تعمیم پایداری روش ،[١٩] مقاله در
درک برای نویسندگان مقاله، این ابتدای در است. گردیده مطالعه کسری مرتبه لیاپانوف
کرده مطرح را مثالͬ صحیح، مرتبه حسابان به نسبت کسری حسابان گستره بیشتر چه هر

7Locally Lipschitz
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٢١ پایداری
خاصͬ حالت تنها معمولͬ حسابان که کند مͬ درک شهودی طور به خواننده آن در که اند
لیاپانوف دیدگاه از سیستم انرژی درباره مقاله این در همچنین است. کسری حسابان از
به فقط انرژی کاهش که شده ارائه های اثبات منظور، این به است. شده ارائه مفصلͬ بحث
ازکاهش خاص حالت ΁ی تنها تواند مͬ نمایی حالت بل΄ه شود، نمͬ محدود نمایی حالت

باشد. انرژی
و اگر است کپوتو تعریف با (١۵ . ٣) سیستم تعادل نقطه ΁ی را x٠ :[١٩] ٢ ‐ ٣ تعریف

باشد. f(t, x٠) = ٠ اگر تنها
ẋ = f(t, x) سیستم تعادل نقطه همان کپوتو، تعریف با تعادل نقطه تعریف که شود توجه

است.
است. شده تعریف زیر صورت به لفلر میتاگ‐ یافته تعمیم پایداری

مͬ نامیده لفلر میتاگ‐ یافته تعمیم پایدار (١۵ . ٣) معادله حل :[٣٩ ،١٩] .٣ . ١ . ١٣ قضیه
اگر شود

∥x∥ ≤
{
m [x (t٠)] (t− t٠)−γ Ev,١−γ

(
−λ

′
(t− t٠)v

)}b (٣ . ١٩)

لیپشیتز تابع ΁ی m(x) ≥ ٠ و m(٠) = ٠, b > ٠, λ′ ≥ ٠, γ ∈ [٠, ١ − v] اولیه، زمان t٠ آن در که
است. m٠ لیپشیتز ثابت با x ∈ ℵ ∈ Rn روی بر

پایداری به لفلر میتاگ‐ یافته تعمیم پایداری و لفلر میتاگ‐ پایداری که شود توجه
دست به لفلر میتاگ‐ پایداری از خاصͬ حالت ،λ = ٠ برای همچنین دارند. دلالت مجانبی

آید. مͬ

∥x∥ ≤

{
m [x (t٠)]
Γ (١ − γ)

}b

(t− t٠)−γb (٣ . ٢٠)

و بحث مورد دیفرانسیل معادلات پایداری و دیفرانسیل معادلات حل چ·ونگͬ ،[۴٠] در
در است. گردیده ارائه بسته حل خاص، های حالت برخͬ برای و است گرفته قرار بررسͬ
برای لیاپانوف پایداری قضیه برای ای توسعه بلمن گرانوال‐ لم از استفاده با [۴١] ͽمرج

است. شده ارائه زیر صورت به کپوتو تعریف با خطͬ غیر های سیستم
΁ی D ∈ Rn و کپوتو تعریف با (١۵ . ٣) سیستم تعادل نقطه x = ٠ اگر [۴١] .١۴ . ٣ . ١ قضیه
مشتق تابع ΁ی V (t, x) : [٠,∞) ×D → R چنانچه باشد، x = ٠ مختصات مبدا شامل ناحیه
پایدار x = ٠ آنگاه کند، صدق زیر رابطه در که ،x های حالت به نسبت لیپشیتز و پیوسته پذیر

است. مجانبی
W١(x) ≤ V (t, x) ≤ W٢(x),
C٠ Dv

t V (t, x) ≤ −W٣(x),
(٣ . ٢١)



اشباع و نامعینͬ پایداری، مباحث گذشته: تحقیقات بر مروری ٢٢
است. D روی بر پیوسته معین مثبت توابعͬ W٣ و W٢,W١ آن در که

است. کلͬ مجانبی پایدار x = ٠ آنگاه باشد، Rn یعنͬ حالت فضای کل روی بر فرضیات اگر
کلاس توابع که چرا است ٣ . ١ . ١٢ و ٣ . ١ . ١١ قضایای کلͬ حالت ١۴ . ٣ . ١ قضیه که است ͹واض

باشند. مͬ معین مثبت توابع جز هم·ͬ αi ∥x∥ab و K

گرفته قرار بحث مورد کسری مشتقات در تابع دو ضرب حاصل قوانین ابتدا [٢٢] در
در است. شده بیان است رساله این نیاز مورد را آنچه ۶ . ٢ . ٧ و ۴ . ٢ . ٧ قضایای در که شده

است. شده گرفته نظر در (١۵ . ٣) معادله برای V = ١٢xTx لیاپانوف تابع ادامه
چنانچه ب·یرید. نظر در را ٠ < v < ١ و کپوتو تعریف با (١۵ . ٣) تابع :[٢٢] .١۵ . ٣ . ١ قضیه

است. مجانبی پایدار تعادل نقطه زیر شرط وجود با انگاه باشد، x ∈ R و تعادل نقطه x = ٠
xf(t, x) < ٠ ∀, x ̸= ٠. (٣ . ٢٢)

است. برقرار فوق قضیه همواره نیز x ∈ Rn برای است ذکر قابل
کننده توصیف معادلات بر موثر خطͬ غیر های ترم از پوشͬ چشم عدم علت به چنانچه
(٣ . ٢٣) صورت به سیستم شود، افزوده آن به h(t, x) خطͬ غیر ترم ΁ی ،(٣ . ٣) سیستم

گردد. مͬ توصیف
C
a D

v
t x = Ax+ h(t, x) (٣ . ٢٣)

غیر بردار h(t, x) ∈ Rn و ثابت ماتریس A ∈ Rn×n سیستم، های حالت x ∈ Rn آن در که
مͬ دارد، قرار ١ < v < ٢ یا ٠ < v < ١ های بازه از ΁ی هر در که مشتق، مرتبه v و خطͬ

.[۴٢ ،٢٣] است کرده جلب خود به را زیادی محققین توجه (٣ . ٢٣) معادله باشد.
برقرار زیر نامعادله همواره آنگاه کند صدق لیپشیتز شرط در ،h(t, x) خطͬ غیر چنانچه

است.
|h (x٢, t)− h (x١, t)| ≤ λ١ |x٢ − x١| (٢۴ . ٣)

است. h (x, t) لیپشیتز ثابت λ١ آن در که
برای را پایداری شروط h (x, t) خطͬ غیر برای زیر فرضیات گرفتن نظر در با [۴٢ ،٢٣] ͽمرج

اند. آورده دست به (٣ . ٢٣) سیستم
١) h(٠) = ٠,
٢) lim

∥x∥→٠
∥h(x)∥
∥x∥ = ٠ (٢۵ . ٣)

نامعینͬ مدلسازی، خطای از ناشͬ که اختلال٩ عنوان به [١٩] در h(x, t) خطͬ غیر تابع
توصیف در (٢۵ . ٣) و (٢۴ . ٣) خطͬ غیر فرم دو هر است. شده بیان است، اغتشاش١٠ یا

است. شده گرفته نظر در شونده١١ محو اغتشاش عنوان به [٣٨] در (٣ . ٢٣)
9Perturbed
10Disturbance
11Vanishing Perturbation



٢٣ نامعینͬ
غیر برای (٢۵ . ٣) که ب·یرید نظر در را v ∈ (٠, ١) و (٣ . ٢٣) سیستم :[۴٢ ،٢٣] .١۶ . ٣ . ١ قضیه
،vρ (A) > ١ و باشد مجانبی پایدار سیستم ΁ی C

a D
v
t x = Ax چنانچه باشد، صادق h (x, t) خطͬ

بود. خواهد سیستم برای پایدار حل ΁ی x = ٠ آنگاه
است. A ویژه مقدار eig(·) آن در که باشد مͬ ρ (A) = max١≤i≤n |eig(A)| آن در که

صورت شد، بیان (۶ . ٣ . ١) قضیه در که بلمن گرانوال‐ لم و زیر قضیه ΁کم به فوق اثبات
است. پذیرفته

شعاع ρ(A) = max١≤i≤n|eigi| و مربعͬ ماتریس ΁ی A ∈ Cn×n اگر :[٢٣] .٣ . ١ . ١٧ قضیه
است. برقرار زیر نامساوی همواره آنگاه باشد، A طیفͬ
∥A∥ ≥ ρ (A) . (٢۶ . ٣)

(٢۵ . ٣) رابطه با (٣ . ٢٣) سیستم برای و است شده ارائه [٢٣] مشابه تحلیلͬ ،[۴٢] در
ماتریس با u = Kx,K ∈ R١×n حالت پسخورد ی کننده کنترل ،h(t, x) خطͬ غیر روی

است. شده گرفته نظر B ∈ Rn×١ ورودی
C
a D

v
t x = Ax+ h(t, x) +Bu(t), (٣ . ٢٧)

هستند. معین و ثابت K و A,B های ماتریس آن در که
برای (٢۵ . ٣) که ب·یرید نظر در را v ∈ (٠, ١) و (٣ . ٢٧) سیستم :[۴٢ ،٢٣] .٣ . ١ . ١٨ قضیه
باشد vρ (A+BK) > ١ و |arg (eig (A+BK))| > vπ٢ چنانچه باشد، صادق h (x, t) خطͬ غیر

بود. خواهد پایدار بسته حلقه سیستم آنگاه
کسری مرتبه های سیستم برای خروجͬ ΁فیدب طراحͬ با پایدارسازی مانند مباحثͬ
های سیستم پایداری ،[۴۵] سوئیچینگ کسری مرتبه خطͬ های سیستم پایداری ،[۴۴]
،[۴٨] همسان غیر کسری مرتبه خطͬ های سیستم پایداری ،[۴٧] تاخیر با کسری مرتبه
چند کسری مرتبه های سیستم پایداری و [۴٩] کسری مرتبه کننده کنترل با پایدارسازی
کسری مرتبه های سیستم پایدارسازی و پایداری آنالیز در پرطرفدار مباحث از [۵٠] وجهͬ
چشم مباحث این از رساله اهداف و موضوع با مستقیم ارتباط عدم دلیل به اما باشد مͬ

شود. مͬ پوشͬ

نامعینͬ ٣ . ٢
قبل قسمت در خطͬ غیر و خطͬ دسته دو در کسری مرتبه معین١٢ های سیستم پایداری
مش΄لات یا کافͬ دقت عدم دلیل به واقعͬ دنیای در که دانیم مͬ گرفت. قرار بررسͬ مورد

12Certain



اشباع و نامعینͬ پایداری، مباحث گذشته: تحقیقات بر مروری ٢۴
عدم نامͬ مدل و واقعͬ مدل بین ها، طراحͬ و تحلیل در سازی خطͬ حتͬ یا و اندازگیری
وجود با کسری مرتبه های سیستم مطالعه ضرورت امر این دارد. وجود هایی تطابق
پسخورد ΁کم با وپایدارسازی مقاوم پایداری بخش این در که شود، مͬ سبب را نامعینͬ

گیرند. مͬ قرار مطالعه مورد لغزشͬ مد و کم΄ͬ

پسخورد کنترل با پایدارسازی و مقاوم پایداری ٣ . ٢ . ١
نامتغیر خطͬ های سیستم برای پایداری تست ΁ی هم΄ارانش و پیتراس١٣ ٢٠٠٢ سال در
تمرکز زیر سیستم روی بر [۵٢] ͽمرج و ͽمرج این دادند[۵١]. ارائه کسری مرتبه زمان با

اند. کرده

C٠ Dv
t x = Ãx+ B̃u. (٣ . ٢٨)

حد B
−

و A
−

و بالا حد ترتیب به −
B و −

A که B̃ ∈ BI =

[
B
−
,
−
B

]
و Ã ∈ AI =

[
A
−
,
−
A

]
آن در که

باشند. مͬ B و A معین های ماتریس پایین
به ℓI =

{
λ ∈ C : Ax =λx, x ̸= ٠, A ∈ AI

} صورت به ای مجموعه تعریف با [۵٢] در
،٠ < v < ١ بازه در مشتق مرتبه و A ماتریس به مربوط ویژه مقادیر محدوده عنوان
المانهای تعداد بودن نامتناهͬ وجود با که شده مطرح ای گونه به سیستم پایداری بحث
ادامه [۵٣] در ،[۵٢] نویسندگان تلاش باشد. مشخص فوق مجموعه کران ،ℓI مجموعه

اند. کرده ارائه ١ < v < ٢ بازه برای را مشابهͬ های تحلیل و یافته
تعریف با گیرد مͬ قرار مطالعه مورد ١ < v < ٢ و صفر ورودی با (٣ . ٢٨) سیستم [۵۴] در
مقدار بزرگترین که شود مͬ اثبات ،Av =

{
A : A =

[
avij

]
, avij ∈

{
a
− i,j ,

−
a
i,j

}}
راسͬ ماتریس

مقدار بزرگترین چنانچه است. آن راسͬ ماتریس ویژه مقادیر جز ،Ã نامعین ماتریس ویژه
است. مقاوم پایدار سیستم آنگاه باشد داشته قرار پایداری ناحیه در راسͬ ماتریس ویژه

u = ٠ و ١ < v < ٢ بین کسری مرتبه مشتق که وقتͬ (٣ . ٢٨) سیستم برای ، ٢٠٠٩ سال در
چون مقالاتͬ است. شده ارائه [۵۵] در LMI صورت به مقاوم پایداری کافͬ شرط است
بررسͬ ١ < v < ٢ در مشتق مرتبه قرارگیری بازه برای را مقاوم پایداری نیز [١۵ ،١۴ ،٢١]
و A ماتریس نامعینͬ بازه به مشتق مرتبه وابستگͬ همچون تفاوتهایی آنها در که اند کرده

باشد. مͬ مشتق مرتبه در نامعینͬ وجود
v ∈ vI =

[
v
−
,
−
v

]
, ٠ < v

−
< نامعینͬ دارای نیز v مشتق مرتبه آن در که (٣ . ٢٨) سیستم

های ماتریس و مشتق مرتبه بین (٣ . ٢٩) رابطه همچنین، ب·یرید. نظر در را است −
v < ١

13Petráś



٢۵ نامعینͬ
دارد. وجود B̃ و Ã نامعین

A ∈ AI =

[
A
−
(v),

−
A(v)

]
=

{
[aij(v)] : a− ij ≤ aij ≤

−
a
ij
, ١ ≤ i, j ≤ n

}
B ∈ BI =

[
B
−
(v),

−
B(v)

]
=

{
[bij(v)] : b

−
ij ≤ bij ≤

−
b
ij
, ١ ≤ i ≤ n, ١ ≤ j ≤ m

} (٣ . ٢٩)

شود. مͬ بازنویسͬ زیر صورت به (٣ . ٢٨) سیستم بنابراین،
C٠ Dv

t x = [A٠ + kv∆A]x+ [B٠ + kv∆B]u(t) (٣ . ٣٠)
،∆B = BM [ηij ]n×n = [βij ]n×n [ηij ]n×n ،∆A = AM [δij ]n×n = [γij ]n×n [δij ]n×n آن در که
مناسب ابعاد با ثابت های ماتریس A٠, AM , B٠, BM و |δij | ≤ ١, |ηij | ≤ ١ ،γij , βij ∈ R

زیر روابط توان مͬ نیز v و ∆B ،∆A های نامعینͬ مورد در باشد. مͬ ثابتͬ عدد k و هستند
نوشت. را

(٣ . ٣١)
v٠ =

(v
−
+

−
v)

٢ , vM =
(v
−
−−

v)

٢
DA =

[ √
γ١١en١ . . .

√
γ١nen١ . . .

√
γn١enn . . .

√
γnne

n
n

]
n×n٢

EA =
[ √

γ١١en١ . . .
√
γ١nenn . . .

√
γn١en١ . . .

√
γnne

n
n

]
n٢×n

DB =
[ √

β١١en١ . . .
√
β١men١ . . .

√
βn١enn . . .

√
βnmenn

]
n×nm

DB =
[ √

β١١em١ . . .
√
β١memm . . .

√
βn١em١ . . .

√
βnmemm

]
nm×n

FA = diag (δ١١ . . . δ١n . . . δn١ . . . δnn) ∈ Rn٢×n٢
, |δij | ≤ ١, i, j = ١, . . . , n

FB = diag (η١١ . . . η١n . . . ηn١ . . . ηnn) ∈ Rnm×nm, |ηij | ≤ ١, i = ١, . . . , n, j = ١, . . . ,m.

،∆A = DAFAEA و In همانͬ ماتریس از ستونͬ بردار امین i نمایانگر eni ∈ Rn اخیر رابطه در
است. ∆B = DBFBEB

اگر است مجانبی پایدار صفر، ورودی با (٣ . ٣٠) کسری مرتبه سیستم :[۵۶] .٣ . ٢ . ١ قضیه
Pi٢ ∈ Rn×n, i = ١,٢ متقارن پاد ماتریس دو ،Pi١ ∈ Rn×n, i = ١,٢ معین مثبت ماتریس دو

کنند. صدق زیر شرایط در که باشند داشته وجود ϵij > ٠, i, j = ١,٢ عددی ثابت چهار و

X (A٠, v٠) =
٢∑

i=١
٢∑

j=١
Sym {Θij(v٠)⊗ (A٠Pij)} < ٠

X (A٠, ١) = ٢∑
i=١

٢∑
j=١

Sym {Θij(١)⊗ (A٠Pij)} < ٠ P١١ P١٢
−P١٢ P١١

 > ٠,
 P٢١ P٢٢

−P٢٢ P٢١

 > ٠

Ω =

 Ω١١ Ω١٢
ΩT١٢ Ω٢٢

 < ٠,

(٣ . ٣٢)
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و است کرونکر١۴ ضرب ⊗ و Sym(A) = A+AT آن در که

(٣ . ٣٣)
Θ١١(v) =

 sin(v π٢ ) − cos(v π٢ )
cos(v π٢ ) sin(v π٢ )

 ,Θ١٢(v) =
 cos(v π٢ ) sin(v π٢ )

− sin(v π٢ ) cos(v π٢ )

 ,

Θ٢١(v) =
 sin(v π٢ ) cos(v π٢ )

− cos(v π٢ ) sin(v π٢ )

 ,Θ١١(v) =
 − cos(v π٢ ) sin(v π٢ )

− sin(v π٢ ) − cos(v π٢ )


Ω١١ = X(A0, v0)

cos((v٠+vM )π٢ )
cos(v٠ π٢ )

−X(A0, 1)
sin(vM π٢ )
cos(v٠ π٢ )

+
٢∑

i=١
٢∑

j=١
{[

εijk
٢ −
v ٢I٢ ⊗

(
DAD

T
A

)]}
Ω١٢ =

[
I٢ ⊗ (EAP١١)T I٢ ⊗ (EAP١٢)T I٢ ⊗ (EAP٢١)T I٢ ⊗ (EAP٢٢)T

]
Ω٢٢ = −diag (ε١١, ε١٢, ε٢١, ε٢٢)⊗ I٢n٢

اگر است مجانبی پایدار u = Kx ورودی با (٣ . ٣٠) کسری مرتبه سیستم :[۵۶] .٣ . ٢ . ٢ قضیه
νi > ٠, i = عددی ثابت چهار و X ∈ Rn×n ماتریس ΁ی ،Q ∈ Rn×n معین مثبت ماتریس ΁ی

کنند. صدق (٣۴ . ٣) رابطه در که باشند داشته وجود µi > ٠ و ١,٢
Sym {A٠Q+B٠X} < ٠
Φ =

 Φ١١ Φ١٢
ΦT١٢ Φ٢٢

 < ٠, (٣۴ . ٣)

آن در که
Φ١١ = Y (A٠, B٠, v٠) cos((v٠+vM )π٢ )

cos(v٠ π٢ )
− Y (A٠, B٠, v٠) sin(vM π٢ )

cos(v٠ π٢ )

+
٢∑

j=١
{[

µik
٢ −
v ٢I٢ ⊗

(
DAD

T
A

)
+ νik

٢ −
v ٢I٢ ⊗

(
DBD

T
B

)]}
Φ١٢ =

[
I٢ ⊗ (EAQ)T I٢ ⊗ (EAQ)T I٢ ⊗ (EAQ)T I٢ ⊗ (EAQ)T

]
Φ٢٢ = −diag (µ١, µ٢, ν١, ν٢)⊗ I٢n+٢nm
Y (A٠, B٠, v٠) =

٢∑
i=١

Sym {Θi١(v٠)⊗ (A٠Q+B٠X)} < ٠
Y (A٠, B٠, ١) = ٢∑

i=١
Sym {Θi(١)١⊗ (A٠Q+B٠X)} < ٠

از پایدارساز حالت پسخورد ماتریس و شده تعریف (٣ . ٣٣) رابطه در Θi,j , i, j = ١,٢ شود توجه
آید. مͬ بدست K = XQ−١ رابطه

مرتبه گرفتن نظر در با ٣ . ٢ . ٢ و ٣ . ٢ . ١ قضایای نباشد نامعینͬ مشتق مرتبه در چنانچه
است. گرفته قرار بحث مورد [۵٧] در نتایج این که است برقرار معین، مشتق

برای (٣۵ . ٣) رابطه که ∆B =
−
B−B

−
و ∆A =

−
A−A

−
فرض با (٣ . ٢٨) سیستم ،[۵٩] در

14Kronecker product



٢٧ نامعینͬ
است. شده گرفته نظر در است، قرار بر ها ]نامعینͬ

∆A ∆B
]
= M∆(ς)

[
N١ N٢

]
∆(ς) = F (ς) [I + JF (ς)]−١ (٣۵ . ٣)

و معین های ماتریس J ∈ Rm٠×m٠ و M ∈ Rn×m٠ , N١ ∈ Rm٠×n, , N٢ ∈ Rm٠×m آن در که
بسته مجموعه ΁ی ω′ و ς ∈ ω

′ که کند مͬ صدق SymF (ς) ≥ ٠ در F (ς) نامعین ماتریس
است.

٠ < v < ١ برای را مقاوم پایداری شرط و گرفته نظر در صفر را ورودی ابتدا مقاله این در
آورد. مͬ بدست

مثبت هرمیشین ماتریس ΁ی چنانچه باشد، r = eθi و θ = (١−v)π٢ اگر :[۵٩] .٣ . ٢ . ٣ قضیه
که صورتͬ به باشند داشته وجود µ > ٠ حقیقͬ عدد ΁ی و X = X∗ > ٠, X ∈ Cn×n معین
مجانبی پایدار ٠ < v < ١ و (٣۵ . ٣) فرضیات با (٣ . ٢٨) سیستم آنگاه کند، صدق زیر رابطه در

است.
Sym

{
A
(
rX + r̄X̄

)}
M

(
rX + r̄X̄

)T
NT١

M −µI µI(
rX + r̄X̄

)
N١ µI −Sym {J} − µI

 < ٠ (٣۶ . ٣)

است. M مزدوج M̄ آن در که
(٣۵ . ٣) فرضیات با (٣ . ٢٨) سیستم به u(t) = Kx صورت به کنترل ورودی چنانچه

بود. خواهد زیر صورت به بسته حلقه سیستم شود، اعمال
C٠ Dv

t x = (A+∆A)x+ (B +∆B)u, u = Kx.

C٠ Dv
t x = (A+BK +∆A+∆BK)x.

(٣ . ٣٧)

دهد. مͬ ارائه (٣ . ٣٧) سیستم برای را مجانبی پایداری شرط زیر قضیه
X = X∗ > ٠, X ∈ های ماتریس اگر باشد، r = eθi و θ = (١−v)π٢ چنانچه [۵٩] .۴ . ٣ . ٢ قضیه
(٣ . ٣٨) رابطه در که صورتͬ به باشند داشته وجود µ > ٠ حقیقͬ عدد ΁ی و K̂ ∈ Rm×n ،Cn×n

است. مجانبی پایدار ٠ < v < ١ و (٣۵ . ٣) فرضیات با (٣ . ٣٧) سیستم آنگاه کند، صدق
Sym

{
A
(
rX + r̄X̄

)}
+BK̂ M

(
rX + r̄X̄

)T
NT١ ++K̂TNT٢

M −µI µI(
rX + r̄X̄

)
N١ +N٢K̂ µI −Sym {J} − µI

 < ٠ (٣ . ٣٨)

سیستم سازی پایدار برای K = K̂
(
rX + r̄X̄

)−١ رابطه از پسخورد ماتریس که شود توجه
آید. مͬ بدست (٣ . ٣٧)

صورت نیز نامعینͬ وجود با کسری مرتبه های ای جمله چند روی بر زیادی تحقیقات
شود. مͬ نظر صرف آن مبسوط توضیح از که [۶١ ،۵١] است پذیرفته
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لغزشͬ مد کننده کنترل با مقاوم پایدارسازی ٣ . ٢ . ٢
در ی΄نواخت عمل΄رد و پایداری حفظ برای بودن مند قانون علت به لغزشͬ مد کنترل
در رود. مͬ شمار به توانمند کننده کنترل ΁ی سازی، مدل های دقتͬ بی با رویارویی
گردد مͬ انتخاب چنان کنترل قانون ΁ی لغزشͬ، مد کننده کنترل طراحͬ دستورالعمل
شود، کنترل سیستم در موجود دقت عدم اینکه برای اما باشد برقرار لغزش شرط که
گردد. مͬ لرزش باعث امر این که باشد ناپیوسته لغزش ͹سط روی بر کننده کنترل بایستͬ
مدارات در فراوان گرمایی تلفات باعث که چرا نیست مطلوب عمل در لرزش که است ͹واض
شود[٣٧، مͬ کنترلͬ فعالیت افزایش دلیل به م΄انی΄ͬ ΁تحری اجزای شدن ساییده و ال΄تری΄ͬ
تلاش شامل که است خطͬ غیر کنترل استراتژی ΁ی لغزشͬ مد کنترل دی·ر، بیان به .[٣٨
شده تعریف قبل از ΁دینامی ΁ی با عمل΄ردی سمت به را سیستم که باشد مͬ کنترلͬ
سیستم که هنگامͬ شود. مͬ نامیده لغزش ͹سط مطلوب ΁دینامی این کند. مͬ محدود
با کسری مرتبه لغزشͬ مد کنترل گویند. لغزشͬ مد آن به کند مͬ میل لغزش سمت به
شده استفاده صحیح یا کسری مرتبه سیستم برای کسری یا صحیح مرتبه لغزش ͹سط

است.
که است شده داده شرح مبسوط طور به [۶٢] در کسری مرتبه لغزشͬ مد آموزش و معرفͬ

باشد. مͬ ذیل شرح به آن خلاصه
ب·یرید. نظر در را زیر کلͬ سیستم

C٠ Dvi
t xi = xi+١, i = ١, . . . , n− ١,

C٠ Dvn
t xn = f(.) + g(.)u(t)

(٣ . ٣٩)

حالت متغیرهای از توابعͬ g(.) و f(.) و دارد قرار ٠ < v < ١ بازه در vi مرتبه مشتق آن در که
شود. تعریف زیر صورت به d مطلوب حالت مسیر چنانچه هستند.

di =
C٠ DQi

t r, Qi =
i−١∑
k=١

vk, i = ١, . . . , n (۴٣ . ٠)

رد مسئله توان مͬ ei = xi − di صورت به خطا تعریف با است. پیوسته تابعͬ r آن در ک
نمود. حل زیر صورت به لغزش ͹سط گرفتن نظر در با را یابی

svn = evnn +
n−١∑
i=١

λie
vi
i = f(.) + g(.)u− dvnn +

n−١∑
i=١

λie
vi
i

= −ζsign(s)

(۴٣ . ١)

.ζ > ٠ آن در که
بود. خواهد زیر صورت به لغزشͬ مد کنترل آنگاه

u =

dn − f(.)−
n−١∑
i=١

λie
vi
i − ζ sin g(s)

g(.)
(۴٣ . ٢)
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٢٩ نامعینͬ
همین با را سازی همزمان یا یابی رد مسائل توان مͬ و است کلͬ روش ΁ی شده، ذکر روش

نمود[۶٣]. حل دیدگاه
نظر مورد است، ∥∆A∥ < µ, µ > ٠ نامعینͬ دارای A پارامتر آن در که (۴٣ . ٣) سیستم

است. [٢٩ ،۶۴] چون مقالاتͬ
C٠ Dv

t x = (A+∆A)x+ g(t, x) +Bu(t) ٠ < v < ١. (۴٣ . ٣)
͹سط وجود با لغزشͬ مد کنترل از استفاده با (۴٣ . ٣) نامعین سیستم پایدارسازی ،[۶۴] در

.C ∈ R١×n آن در که است، گرفته قرار مطالعه مورد s = Cx لغزش
است. برقرار (۴۴ . ٣) رابطه g(t, x) خطͬ غیر ترم برای

∥g(t, x١)− g(t, x٢)∥ ≤ L∥x١ − x٢∥ (۴۴ . ٣)
است. g(t, x) تابع لیپشیتز ثابت L > ٠ آن در که

u = Mx + کنترل قانون (۴٣ . ٣) نامعینͬ شامل سیستم به چنانچه :[۶۴] .۵ . ٣ . ٢ قضیه
سیستم و رسند مͬ s = ٠ لغزش ͹سط به بسته حلقه سیستم حالتهای گردد، اعمال Ksign(s)

در K پسخورد ماتریس که بود خواهد مجانبی پایدار r > ٠ و ∥x∥ < r ناحیه در بسته حلقه
کند. مͬ صدق زیر نامساوی

PA+ATP + (ε١ + ε٢)P TP + ε٣PBMMTBTP + ε۴PBKKTBTP

+
(
µ٢
ε١ + L٢

ε٢ + ١
ε٣ + α٢

ε۴r٢
)
I + ٢B١P < ٠ (۴۵ . ٣)

برای εi > ٠ مناسب، ابعاد با همانͬ ماتریس I کند، مͬ صدق (٢ . ٢٨) رابطه در B١ آن در که
.signT (s)× sign(s) ≤ α٢ و i = ١,٢,٣,۴

نظر به ضروری جواب، تعیین برای بالا نتایج از آسان استفاده برای زیر قضیه همچنین
صورت به توان مͬ را مسئله Q = KTK و P−١ = Z,R = MTM متغیر تغییر با رسد. مͬ

کرد. تبدیل LMI

با W٢ و W١ های ماتریس و i = ١,٢,٣,۴ برای εi > ٠ های ثابت اگر :[۶۴] .۶ . ٣ . ٢ قضیه
با (۴٣ . ٣) سیستم آنگاه کند، صدق زیر LMI رابطه در که باشند داشته وجود مناسب ابعاد
خواهد مجانبی پایدار ∥x∥ < r, r > ٠ ناحیه در u = Mx +Ksign(s) ورودی کنترل سی·نال

بود.

Ψ µZ LZ Z α
rZ

µZ −ε١I ٠ ٠ ٠
LZ ٠ −ε٢I ٠ ٠
Z ٠ ٠ −ε٣I ٠
α
rZ ٠ ٠ ٠ −ε۴I


< ٠ (۴۶ . ٣)

.W٢ = ε۴Q و W١ = ε٣R ،Ψ = AZ+ZAT+(ε١ + ε٢) I+BW١BT+BW٢BT+٢B١Z آن در که
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باشد. زیر صورت به (۴٣ . ٣) سیستم در ∆A روی فرض چنانچه

∆A = DF (t)N (۴٣ . ٧)
به F (t) نامشخص تابع بالای کران و مناسب ابعاد با ثابت های ماتریس D و N آن در که

است. (۴٣ . ٨) صورت
∥F (t)∥ ≤ ١, ∀t ≥ ٠ (۴٣ . ٨)

است. شده آورده ادامه در (۴٣ . ٧) گرفتن نظر در با پایداری قضیه
آن در که s = C١x + C٢z صورت به لغزشͬ ͹سط با (۴٣ . ٣) سیستم :[٢٩] .٣ . ٢ . ٧ قضیه
را مناسب ابعاد با ثابت های ماتریس K و C١, C٢ کم΄ͬ، های حالت ΁دینامی C٠ Dv

t z = Kx−z

u(t) = − (C١B)−١ [(C١A+ C٢K + C١)x+ C١g(t, x) + ū] ورودی کنترل سی·نال تحت سیستم های حالت ب·یرید، درنظر
.ū = (∥C١D∥ ∥Nx∥+B١ + ١) sign(s)− s آن در که کرد خواهد میل صفر سمت به

ماتریس دو اگر است مجانبی پایدار لغزش ͹سط روی لغزشͬ مد ΁دینامی :[٢٩] .٣ . ٢ . ٨ قضیه
طوری به باشند داشته وجود Pi٢, i = ١,٢ متقارن پاد ماتریس دو و Pi١, i = ١,٢ مثبت متقارن

باشد. برقرار (۴٣ . ٩) که P١١ P١٢
−P١٢ P١١

 > ٠,
 P٢١ P٢٢

−P٢٢ P٢١

 > ٠

Ω =

 Ω١١ Ω١٢
ΩT١٢ Ω٢٢

 < ٠,
(۴٣ . ٩)

آن در که
(۵٣ . ٠)

Ω١١ =
٢∑

i=١
٢∑

j=١
Sym

{
Θij ⊗

(
(−C−١١ C٢K − I)Pij

)}
Ω١٢ =

[
ε١١I٢ ⊗D ε١٢I٢ ⊗D ε٢١I٢ ⊗D ε٢٢I٢ ⊗D I٢ ⊗W T١١ I٢ ⊗W T١٢ I٢ ⊗W

Ω٢٢ = −diag (ε١١, ε١٢, ε٢١, ε٢٢, ε١١, ε١٢, ε٢١, ε٢٢)⊗ I٢n
Wij = NPij , i, j = ١,٢.

است. شده تعریف (٣ . ٣٣) رابطه در Θij همچنین،
صورت به (۴٣ . ٣) سیستم ب·یریم نظر در ∆B نامعینͬ ،B ورودی ماتریس برای چنانچه

شود. مͬ زیرتبدیل
C٠ Dv

t x = (A+∆A)x+ g(t, x) + (B +∆B)u(t) ٠ < v < ١. y(t) = Cx (۵٣ . ١)

mostafa
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٣١ نامعینͬ
است. سیستم خروجͬ y(t) و است ثابت ماتریس ΁ی C ∈ R١×n آن در که

شده طراحͬ [۶۵] در پایدارساز لغزشͬ مد کنترل زیر، فرضیات وجود با سیستم این برای
است.

زیر رابطه در ∆A نشده مدل های ΁دینامی و g(t, x) نامعلوم خطͬ غیر ترم . ١ فرض
کنند. مͬ صدق

∆Ax+ g(t, x) = Bf(t, x), ∥f(t, x)∥ ≤ ρ(t, y) (۵٣ . ٢)

است. شده شناخته عددی تابع ΁ی ρ(t, y) آن در که
است. برقرار زیر رابطه ∆B نامعینͬ برای .٢ فرض

∆B = B∆١F, ∥∆١∥ < µ, ∥∆١F∥ < γ, ٠ ≤ µ < ١. (۵٣ . ٣)

و µ محدود، ولͬ نامعین قسمت ∆١ مناسب، ابعاد با ثابت حقیقͬ ماتریس ΁ی F آن در که
هستند. نامنفͬ اعداد γ

.[۶۵] است شده گرفته نظر در (۵۴ . ٣) صورت به کننده کنترل (۵٣ . ١) سیستم برای
 C٠ Dv

t z = Acz +Bcy

u = Ccz +Dcy + un
(۵۴ . ٣)

ماتریس Dc ∈ R١×m و Ac ∈ Rr×r, Bc ∈ Rr×m, Cc ∈ R١×r کننده، کنترل های حالت z آن در
خطͬ غیر قسمت un همچنین هستند. کننده کنترل های ΁دینامی به مربوط ثابت های

شود. مͬ تعریف (۵۵ . ٣) صورت به و است کلیدزنͬ به مربوط که ورودی کنترل سی·نال

un = − fn(t)١ − γ
· s

∥s∥
, (۵۵ . ٣)

با که است مثبت عددی تابع ΁ی fn و بوده (y, z) تابع که لغزش ͹سط متغیر s آن در که
شود. مͬ تعریف (۵۶ . ٣)

fn(t) = ν + ε+ ∥g(t, x)∥+ γ ∥Ccz +Dcy∥ , (۵۶ . ٣)

.ε > ٠ و ν > ٠ آن در که
کننده کنترل و (۵٣ . ١) بررسͬ مورد سیستم نویسندگان اثبات، روند در تسهیل برای
صورت به بسته حلقه سیستم بنابراین اند. گرفته نظر در ΁دینامی ΁ی صورت به را (۵۴ . ٣)

شود. مͬ تبدیل (۵٣ . ٧)
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∆B = B∆١F,∆Bu = Bp, q = Fu C٠ Dv
t x

C٠ Dv
t z

 =

 A+BDcC BCc

BcC Ac

 x

z

+

 B

٠
 (p+ f + un),

y =
[
C ٠ ] x

z

 , q =
[
FDcC FCc

] x

z

+ Fun.

(۵٣ . ٧)

.p = ∆١q آن در که
به بسته حلقه سیستم Y =

[
yT zT

]T و X =
[
xT zT

]T صورت به متغیر تغییر با
است. نویسͬ باز قابل (۵٣ . ٨) صورت

C٠ Dv
tX = AclX +Bcl(p+ un + f),

Y = CclX,

q =
[
FDcC FCc X + Fun

] (۵٣ . ٨)

آن در که

Acl =

 A+BDcC BCc

BcC Ac

 , Bcl =

 B

٠
 , Ccl =

 C ٠
٠ I

 ,

سیستم و باشد (٢ . ٢٨) صورت به ٢ . ٧ . ٢ قضیه در Υ بالای کران چنانچه :[۶۵] .٣ . ٢ . ٩ قضیه
کنترل اعمال با ب·یریم، نظر در (۵٣ . ٣) و (۵٣ . ٢) فرضیات وجود با را (۵٣ . ٨) بسته حلقه
معلوم زمان در s = Ky لغزش ͹سط سمت به سیستم حالت مسیر (۵۶ . ٣)‐(۵۴ . ٣) کننده

است. اثبات قابل بررسͬ مورد سیستم برای X = ٠ مبدا مجانبی پایداری و رفت خواهد
.[۶٧ کرد[۶۶، استفاده نیز پایدار رویتگر طراحͬ برای توان مͬ لغزشͬ مد کنترل روش از

اشباع ٣ . ٣
که باشد مͬ محدود اشباع، زمینه در موجود مقالات نگارنده، تحقیقات و دانش اساس بر
،٧۴ ،٧٣ ،٧٢ ،٧١ ،٧٠ ،۶٩ ،۶٨] است شده استفاده حالت پسخورد کنترل از آنها اکثر در
شده استفاده تطبیقͬ عقب به گام کننده کنترل از [٨٠ ،٨١] در تنها و [٧٨ ،٧٧ ،٧۵ ،٧۶
در ،[۶٩ ،۶٨] مقالات اولین کنید. مͬ مشاهده ٢ ‐ ٣ ش΄ل در را اشباع تابع ش΄ل است.
در که است شده انجام اشباع المان با کسری مرتبه خطͬ های سیستم روی بر ٢٠١٣ سال
روی بر را پایداری تحلیل بلمن١۵ ‐ گرانوال لم و قطاعͬ شرط از استفاده با نویسندگان آن

15Grönwall–Bellman



٣٣ اشباع

اشباع تابع نمودار : ٣ . ٢ ش΄ل
مدل با کسری مرتبه سیستم

C٠ Dv
t x(t) = Ax(t) +Bsat(u) (۵٣ . ٩)

ترتیب به u ∈ Rm و x ∈ Rn دارد. قرار ٠ < v < ١ بازه در مشتق مرتبه که اند داده انجام
مناسب ابعاد با ثابت های ماتریس B و A های ماتریس هستند، ورودی بردار و حالتها بردار

است. شده تعریف زیر صورت به اشباع تابع و
sat(ui) = sign (ui)min (uoi, |ui|) (۶٣ . ٠)

نظر در با است. کننده کنترل ورودی امین i به مربوط اشباع ͹سط نمایانگر u٠i ∈ R+

باشد.  ͬ م زیر صورت به بسته حلقه سیستم K ∈ Rm×n ،u = Kx گرفتن
C٠ Dv

t x(t) = Ax(t) +Bsat(Kx), x(٠) = x٠ (۶٣ . ١)
ماتریس که طوری ,S(γKبه u٠) = {x(t) ∈ Rn| − u٠ ≤ γK(t) ≤ u٠} ناحیه ،ͽمرج این در
شرایط بر تکیه با است. شده تعریف i = ١, ...,m برای ٠ ≤ γi ≤ ١ و γ = diag (γ١, γ٢, ..., γm)

زیر نامعادلات آنگاه باشد S(γK, u٠) به متعلق x چنانچه محدود١۶ قطاعͬ خصوصیات و
است. برقرار

(sat(Kx)− γKx)T (sat(Kx)− γKx) ≤ ٠
φ(t, x)T (φ(t, x)− (K − γK)x) ≤ ٠
∥φ(t, x∥ ≤ ∥K − γK∥ ∥x∥

(۶٣ . ٢)

.x = x(t) و φ(t, x) = sat(Kx)− γKx آن در که
است. (۶٣ . ١) بسته حلقه سیستم نمایانگر ٣ ‐ ٣ ش΄ل

16sector bounded condition



اشباع و نامعینͬ پایداری، مباحث گذشته: تحقیقات بر مروری ٣۴

(۶٣ . ١) بسته حلقه سیستم : ٣ . ٣ ش΄ل

به γ = diag (γ١, γ٢, ..., γm) قطری ماتریس اگر ،(۶٣ . ١) سیستم در :[۶٨] .٣ . ٣ . ١ قضیه
|arg (spec(A+BγK))| > شرط که باشند داشته وجود K ماتریس و i = ١, . . . ,m برای ٠ < γi < ١ که طوری

است، پایدار x٠ ∈ S(γK, u٠) برای فوق بسته حلقه سیستم آنگاه باشد، برقرار v π٢
است. A ماتریس طیف نمایانگر spec(A) آن در که

(۶٣ . ٣) صورت به جذب ناحیه تعریف با نویسندگان ،٣ . ٣ . ١ قضیه ΁کم به ادامه در
اند. کرده ارائه پایداری ناحیه از تخمینͬ

L
∆
=

{
x ∈ Rn : lim

t→∞
φ(t, x٠) = ٠} (۶٣ . ٣)

شروع زمان در x٠ اولیه شرایط فرض با سیستم حالتهای مسیر نمایانگر φ(t, x٠) آن در که
است. حرکت

Pk١ ∈ متقارن مثبت ماتریس دو اگر (۶٣ . ١) بسته حلقه سیستم در :[۶٨] .٣ . ٣ . ٢ قضیه
γ = قطری ماتریس ΁ی ،Pk٢ ∈ Rn×n, k = ١,٢ متقارن١٧ پاد ماتریس دو ،Rn×n, k = ١,٢
نامعادلات در که باشند داشته وجود ϵ ثابت ΁ی و ٠ < γi < ١, i = ١, ...,m diag (γ١, γ٢, ..., γm)

پایداری ناحیه و است پایدار x٠ ∈ S(γK, u٠) هر برای بسته حلقه سیستم آنگاه کنند، صدق زیر

17 Skew-symmetric matric

mostafa
Pencil

mostafa
Pencil

mostafa
Pencil



٣۵ اشباع
شود. مͬ زده تخمین Bε

∆
=

{
x ∈ Rn : xTx < ε

} توسط
٢∑

i=١
٢∑

j=١
Sym {θi,j ⊗ ((A+BγK)Pi,j)} < ٠ εI γlK

T
l

γlKl u٢٠

 ≥ ٠

 P١١ P١٢
−P١٢ P١١

 > ٠

 P٢١ P٢٢
−P٢٢ P٢١

 > ٠

(۶۴ . ٣)

. Sym {X} = XT +X آن در که
تعریف (۶۵ . ٣) صورت به θi,j , i, j = ١,٢ های ماتریس و کرونکر١٨ ضرب نمایانگر همچنین،⊗

شوند.  ͬ م

θ١١ =

 sin (πv٢ ) − cos (πv٢ )

cos (πv٢ ) sin (πv٢ )

 = θT٢١, θ١٢ =

 cos (πv٢ ) sin (πv٢ )

− sin (πv٢ ) cos(πv٢ )

 = −θT٢١ (۶۵ . ٣)

شده مطرح ϵ سازی کمینه سازی بهینه مسئله پایداری، ناحیه سازی بیشینه برای
است.

Min ϵ

St :

٢∑
i=١

٢∑
j=١

Sym {θi,j ⊗ ((A+BγK)Pi,j)} < ٠ εI γlK
T
l

γlKl u٢٠

 ≥ ٠

 P١١ P١٢
−P١٢ P١١

 > ٠

 P٢١ P٢٢
−P٢٢ P٢١

 > ٠

(۶۶ . ٣)

A =

 ٠٫٧ −١٫۴
−٠٫٢ ١٫۵

 , B =

 ١ ٠
٠ ١

 , v مشخصات= گرفتن نظر در با نویسندگان همچنین
و آورده بدست را ϵ = ٠٫۴٣٢۶ مقدار (۶۶ . ٣) در شده مطرح سازی بهینه مسئله حل و ٠٫٧

18Kronecker



اشباع و نامعینͬ پایداری، مباحث گذشته: تحقیقات بر مروری ٣۶
نشان را ناحیه این ٣ ‐ ۴ ش΄ل که اند زده تخمین را (۶٣ . ١) سیستم مدل برای جذب ناحیه

دهد.  ͬ م

[۶٨] در پایداری ناحیه از تخمینͬ : ۴ . ٣ ش΄ل



٣٧ اشباع
لیاپانوف تابع از استفاده با [٧٠] در

V =
١
٢xTPx (۶٣ . ٧)

سیستم های در لایبنیز قانون از استفاده با ،(۶٣ . ١) سیستم پایداری برای را کافͬ و لازم شرط
(۶٣ . ٨) صورت به لیپشیتز رابطه از اثبات روند در است. آمده دست به کسری مرتبه

است. شده استفاده
|Sat(Kx١)− Sat(Kx٢)| ≤ λ |x١ − x٢| (۶٣ . ٨)

است. لیپشیتز ثابت λ > ٠ آن در که
و P > ٠ معین مثبت ماتریس اگر تنها و اگر است پایدار (۶٣ . ١) سیستم :[٧٠] .٣ . ٣ . ٣ قضیه

کنند. صدق زیر رابطه که باشند داشته وجود σ > ٠ و λ > ٠ عدد دو
PA− σPBBTP − (σ−١ (λ)٢ + λ)I < ٠ (۶٣ . ٩)

است. مناسب ابعاد با همانͬ ماتریس I آن در که
گرفته نظر در E(P, µ) =

{
x ∈ Rn :xTPx ≤ µ

} صورت به جذب ناحیه قضیه این ΁کم با
آید. مͬ بدست جذب ناحیه از تخمینͬ زیر ال·وریتم از استفاده با و شده

١ ال·وریتم
arg (spec(A+BK)) > vπ٢ که شود تعیین نحوی به K کننده کنترل ( ١

شود. تعیین لیپشیتز ثابت ( ٢
شود. محاسبه µ = Min

u٢٠i
KTP−١K عبارت ( ٣

،A =

 ١ ٠
٠ ١

 , B =

 ٠
−١

 , v = ٠٫۶ مشخصات گرفتن نظر در با نویسندگان، همچنین
جذب ناحیه با و اند زده تخمین ٣ ‐ ۵ ش΄ل در شده ذکر ال·وریتم از استفاده با را جذب ناحیه
برای جذب ناحیه مͬ شود مشاهده که طور همان اند. کرده مقایسه صحیح مرتبه سیستم

باشد. مͬ صحیح مرتبه سیستمهای از بزرگتر ،٠ < v < ١ کسری مرتبه سیستمهای
برای را پایداری کافͬ و لازم شرط (۶٣ . ٧) لیاپانوف تابع ΁کم با نویسندگان ، [٧١] در

اند. آورده دست به w(x, t) خطͬ غیر وجود با (٣ . ٧٠) سیستم
C٠ Dv

t x(t) = Ax(t) +Bsat(u) +Dw(x, t), x(٠) = x٠, ٠ < v < ١ (٣ . ٧٠)
ثابت با (٢۴ . ٣) شرط در w(x, t) خطͬ غیر و مناسب ابعاد با ثابت ماتریس D آن، در که

کند. مͬ صدق λw > ٠ لیپشیتز
|w (x٢, t)− w (x١, t)| ≤ λw |x٢ − x١| (٣ . ٧١)
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[٧٠] در پایداری ناحیه از تخمینͬ : ۵ . ٣ ش΄ل
سیستم کنیم اعمال (٣ . ٧٠) سیستم به را u = Kx حالت پسخورد کننده کنترل چنانچه

باشد. مͬ (٣ . ٧٢) صورت به بسته حلقه
C٠ Dv

t x(t) = Ax(t) +Bsat(Kx) +Dw(x, t), x(٠) = x٠ (٣ . ٧٢)
ͷپن و P معین مثبت ماتریس اگر تنها و اگر است پایدار (٣ . ٧٢) سیستم :[٧١] .۴ . ٣ . ٣ قضیه

باشد. برقرار زیر رابطه که باشند داشته وجود λ و s١, r, lw, δ مثبت عدد
PA+ rPBBTP + s١PDDTP + (r−١λ٢ + s−١١ l٢w + δ)I < ٠ (٣ . ٧٣)

زیر محدب سازی بهینه مسئله ،Q = P−١ و σ = r−١λ٢ + s−١١ l٢w + δ متغیرهای تغییر با
است. شده پیشنهاد |w| ≤ ١

t آن در که ،t،سازی بهینه پارامتر یافتن برای
از: عبارتست [٧١] در شده مطرح سازی بهینه مسئله

Min t

st :


Q > ٠, r > ٠, s١ > ٠, σ > ٠, t > ٠
KQKT < t

AQ+ rBBT + s١DDT + σQTQ < ٠
(٧۴ . ٣)

پارامترهای و (٣ . ٧٢) سیستم گرفتن نظر در با نویسندگان ،[٧١] مقاله در

A =

 −٢٠ ١
−١٠ ٠

 , B =

 ٢
−١

 ,K =
[ ١ ۵ ]

, w =

 e−٢x١

e−x١


جذب ناحیه تخمین ٣ ‐ ۶ ش΄ل اند. زده را تخمین اغتشاش حذف ناحیه و جذب ناحیه

دهد. مͬ نشان را اغتشاش حذف ناحیه تخمین ٧ ‐ ٣ ش΄ل و
است. r ͹سط دهنده نشان r = ∥Kx∥ ها، آن در که

ابعاد با H کم΄ͬ پسخورد ازماتریس [٧٢] در اغتشاش، حذف ناحیه افزایش ادامه در
L(H) : {x|x ∈ ناحیه در همواره کم΄ͬ پسخورد کنترل که است شده استفاده مناسب



٣٩ اشباع

[٧١] در جذب ناحیه تخمین : ۶ . ٣ ش΄ل

[٧١] اغتشاش حذف ناحیه تخمین : ٣ . ٧ ش΄ل
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با محدب صورت به حالت، پسخورد کننده کنترل همچنین، دارد. قرار Rn, |Hx| ≤ ١}

است. زیر صورت به آن محدب ترکیب رابطه که دارد قرار اصلͬ کننده کنترل

Co(s,K,H) =


s١k١ + (١ − s١)h١...

smkm + (١ − sm)hm

 (٧۵ . ٣)

΁ی s ∈ Rm همچنین هستند. H و K های ماتریس ام i سطر ترتیب به hi و ، ki آن در که
وجود با اغتشاش، حذف مقاوم تحلیلͬ نهایتا بنابراین است. ΁ی و صفر های درایه با بردار

است. شده ارائه محدب سازی بهینه مسائل با کم΄ͬ پسخورد
سه به E(P, ١) ={

x ∈ Rn:xTPx ≤ ١} صورت به اغتشاش حذف ناحیه تعریف با مقاله این در
است. داده ͺپاس زیر پرسش

شود؟ مͬ زده تخمین چ·ونه اغتشاش حذف ناحیه اغتشاش، حضور در . ١
محدب سازی بهینه مسئله ΁کم به اغتشاش وجود با موجود ناوردای١٩ ناحیه بزرگترین . ٢

است؟ کدام
محدب سازی بهینه مسئله ΁کم به اغتشاش وجود با موجود ناوردای ناحیه کوچ΄ترین . ٣

است؟ کدام
است. شده مطرح ۵ . ٣ . ٣ قضیه شده مطرح سوالات به دادن ͺپاس برای

ماتریس اگر است E(P, ١) صورت به ناوردا ناحیه دارای (٣ . ٧٢) سیستم :[٧٢] .۵ . ٣ . ٣ قضیه
باشد داشته وجود λ

′>٠ و lw > ٠, ε > ٠ عدد سه و H کم΄ͬ پسخورد ماتریس و P معین مثبت
باشد. برقرار زیر رابطه که

PA+ PBCo(s,K,H) + εPDDTP + (ε−١l٢w + λ
′
)I ≤ ٠. (٧۶ . ٣)

ناوردای ناحیه در κ١ > ٠ عدد ضرب حاصل دوم، سوال به دادن ͺپاس برای همچنین
آید. مͬ بدست زیر سازی بهینه مسئله از κ١ عدد که است شده پیشنهاد موجود

Sup κ١
P > ٠, κ١ > ٠, ε > ٠, λ′

> ٠, lw > ٠,K,H

st :



κ١x١ ⊂ E(P, ١)
PA+ PBCo(s,K,H) + εPDTDP + (ε−١l٢w + λ

′
)I < ٠

(−(−(A+BK))
١٢−v )TP + P (−(−(A+BK))

١٢−v ) < ٠
E(P, ١) ⊂ L(H)

(٣ . ٧٧)

مطرح سوم و دوم های قید است. شده تعیین پیش از محدب ناوردا ناحیه ΁ی x١ آن در که
ترم وجود حالت در و خطͬ حالت در پایداری شروط به مربوط سازی، بهینه مسئله در شده

19 Invariant set



۴١ اشباع
است. کم΄ͬ پسخورد کنترل ماتریس روی محدودیت چهارم قید و است اشباع غیرخطͬ
است. شده پیشنهاد [٧٢] در زیر سازی بهینه مسئله سوم، سوال به ͺپاس برای همچنین

Inf κ٢
P > ٠, κ٢ > ٠, ε > ٠, λ′

> ٠, lw > ٠,K,H

st:



κ٢x١ ⊂ E(P, ١)
PA+ PBCo(s,K,H) + εPDTDP + (ε−١l٢w + λ

′
)I < ٠

(−(−(A+BK))
١٢−v )TP + P (−(−(A+BK))

١٢−v ) < ٠
E(P, ١) ⊂ L(H)

(٣ . ٧٨)

و دهد مͬ نتیجه را اغتشاش حذف ناوردای ناحیه کوچ΄ترین ،κ٢ > ٠ که κ٢x١ بنابراین،
حالت های مسیر تمامͬ اغتشاش حضور در باشند، داشته قرار مبدا در ها حالت چنانچه

ماند. خواهند باقͬ مبدا نزدی΄ͬ در
پارامترهای ،v = ٠٫۶ مشتق مرتبه با (٣ . ٧٢) سیستم گرفتن نظر در با نویسندگان
A =

 −١ ١
٠ −٣

 , B =

 −٠٫۵
−٢

 , D =
[ ١ ١ ]

,K =
[
−٢ −۵ ]

ناوردا ناحیه بزرگترین و کوچ΄ترین از تخمینͬ واحد، دایره ΁ی صورت به x١ انتخاب با و
اند. آورده دست به شده داده نشان ٨ ‐ ٣ ش΄ل در که اغتشاش حضور در

محدودیت این بل΄ه است نشده گرفته نظر در کننده کنترل در اشباع محدودیت [٧٣] در
صورت به مطالعه مورد سیستم بنابراین است. شده گرفته نظر در w(t, x) خطͬ غیر روی بر

باشد. مͬ (٣ . ٧٩)
C٠ Dv

t x(t) = Ax(t) +Bu+Dsat(w) (٣ . ٧٩)
است. برقرار w(t, x) خطͬ غیر برای (٣ . ٧١) رابطه که

P > ٠ معین مثبت ماتریس اگر تنها و اگر است پایدار (٣ . ٧٩) سیستم :[٧٣] .۶ . ٣ . ٣ قضیه
باشد برقرار زیر نامساوی که صورتͬ به باشند داشته وجود θ > ٠ و λ > ٠ عدد دو و

PAcl + γPDDTP + θI < ٠ (٣ . ٨٠)
.Acl = A+BK آن در که

ناحیه از تخمینͬ ،P ماتریس اصلͬ قطر های درایه سازی کمینه از استفاده با همچنین
زیر صورت به ،[٧٣] در سازی بهینه مسئله بنابراین است. گردیده ارائه اغتشاش حذف

است. شده پیشنهاد
Min Trac(P )

P > ٠
PAcl + γPDDTP + θI < ٠

(٣ . ٨١)
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[٧٢] اغتشاش حضور در ناوردا ناحیه بزرگترین و کوچ΄ترین تخمین : ٣ . ٨ ش΄ل
ناوردا ناحیه از تخمینͬ زیر پارامترهای با ،(٣ . ٧٩) سیستم گرفتن نظر در با نویسندگان
دو برای ٩ ‐ ٣ ش΄ل در را تخمین این توان مͬ که اند آورده بدست بررسͬ مورد سیستم

کرد. مشاهده v = ٠٫۴ و v = ٠٫٢ مشتق مرتبه

A =


−٠٫٨ −٠٫٠٠٠۶ −١٣٫٢ ٠

٠ −٠٫٠١۴ −١۶٫۶۴ −٣٢٫٢
١ −٠٫٠٠٠١ −١٫۶۵ ٠
١ ٠ ٠ ٠

 , B =


−١٩
−٠٫۶۶
٠٫١۶

٠

−٢٫۵
−٠٫۵
−٠٫۶

٠

 , w =


٠٫۵e−x١

٠٫٢۵e−٢x١

٠٫۵e−x١

٠٫۵e−x١


شرط و است شده گرفته نظر در (۶٣ . ١) سیستم رساله، این اول مقاله مشابه [٧۴] در
سازی بهینه مسئله ب΄ارگیری با همچنین، است. آمده بدست سیستم این برای پایداری
شده زده تخمین زیر صورت به ناوردا، ناحیه بزرگترین جذب، ناحیه برای [٧٢] مقاله مشابه

است.
Sup κ١

P > ٠, κ١ > ٠,K,H

st:


κ١x١ ⊂ E(P, ١)
ATP + PA+ (BCo(s,K,H))TP + PBCo(s,K,H) < ٠
E(P, ١) ⊂ L(H)

(٣ . ٨٢)



۴٣ اشباع

[٧٣] اغتشاش حضور در ناوردا ناحیه از تخمینͬ : ٣ . ٩ ش΄ل
ε = های متغیر تغییر بایستͬ شود، تبدیل LMI به ،(٣ . ٨٢) سازی بهینه مسئله چنانچه
مͬ حاصل (٣ . ٨٣) سازی بهینه مسئله آنگاه پذیرد. صورت G = HP−١ و ١

κ٢١
, Q = P−١

شود.
Infε

Q > ٠, G

st :



 εR I

I Q

 ≥ ٠
QAT +AQ+Q(BCo (s,K,H))T +BCo (s,K,H)Q < ٠ ١ gi

gTi Q

 ≥ ٠ fori ∈ [١,m]

(٣ . ٨٣)

ماتریس از سطر امین i ،gi همچنین .x١ = E(R, ١), R > ٠ و Q ∈ Rn×n, G ∈ Rm×n آن در که
باشد. مͬ G

تخمینͬ (٣ . ٨٣) سازی بهینه مسئله حل و [۶٨] در پیشنهادی سیستم انتخاب با نویسندگان
اند. یافته جذب ناحیه برای

G =

 −٢٫۵٠١۶ −٠٫۵۶۶۴
−١٫٣٢٠٣ −٧٫٩٣۴

 , ،ε = ۶٫۴٢٣۴ پارامترهای با جذب ناحیه تخمین ٩ ‐ ٣ ش΄ل در
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[۶٨] نتایج چین، خط بیضͬ که دهد. مͬ نشان را P = Q−١ =

 ٠٫۴٧۴۶ −١٫١۶۵۵
−١٫١۶۵۵ ۴٫١۵٣٠



[٧۴] در ناوردا ناحیه تخمین : ٣ . ١٠ ش΄ل
است. [٧۴] در (٣ . ٨٣) حل نتیجه توپر، بیضͬ و

نظر در ∆B و ∆A های نامعینͬ B و A های ماتریس برای (۶٣ . ١) سیستم برای ،[٧۶] در
است شده ]گرفته

∆A ∆B
]
= MF١(t)

[
N١ N٢

] (٨۴ . ٣)
و متغیر ماتریسͬ F١(t) و هستند ثابت های ماتریس N٢ و N١ ،M های ماتریس آن در که

کند. مͬ صدق زیر شرط در که است اندازگیری قابل
∥∥F١(t)T × F١(t)

∥∥ ≤ ١ (٨۵ . ٣)
مͬ دست به جذبی ناحیه ،(٨۶ . ٣) صورت به محدب لیاپانوف تابع ش΄ل ΁کم با [٧۵] در

باشد. مͬ ،Pj , j = ١, · · · , N ثابت های ماتریس محدب ترکیب از متش΄ل که آورد
V = xT (ΣN

j=١γjPj)x, Σ
N
j=١γj = ١ (٨۶ . ٣)

.Pj , j = ١, · · · , N آن در که
پسخورد کنترل ماتریس و E(Pj), j ∈ [١, N ] های بیضͬ از ای مجموعه :[٧۵] .٣ . ٣ . ٧ قضیه
قرار اشباع تابع خطͬ ناحیه در که Hj ∈ Rm×n کم΄ͬ پسخورد ماتریس اگر است موجود K

کند صدق (٣ . ٨٧) رابطه در که باشد داشته وجود دارد،
ATPj + PjA+ (BCo(s,K,H))TPj + PjBCo(s,K,H) < ٠, j = ١, · · · , N (٣ . ٨٧)



۴۵ اشباع
ناوردا ناحیه ΁ی xT (ΣN

j=١γjPj)x, Σ
N
j=١γj = ١ صورت به ها بیضͬ مجموعه محدب ترکیب آنگاه

است. (۶٣ . ١) بسته حلقه سیستم برای
به j = ١,٢ برای سازی بهینه مسئله توسط جذب ناحیه بزرگترین ،[٧۴] ͽمرج همانند
است. (٣ . ٨٨) صورت به جذب ناحیه بزرگترین برای سازی بهینه مسئله است. آمده دست

Sup κ

st :


κx1 ⊂ E(P, ١)
(A+BCo(s,K,H))TPj + Pj(A+BCo(s,K,H)) < ٠
E(P, ١) ⊂ L(H)

(٣ . ٨٨)

(٣ . ٨٨) سازی بهینه مسئله ،Gj = Hj(Pj)
−١ و ε = ١

κ٢١
, Qj = (Pj)

−١ های متغیر تغییر با
شود. مͬ تبدیل محدب سازی بهینه مسئله به را

Infε

Qj > ٠, Gj

st :



 εR I

I Qj

 ≥ ٠
QjA

T +AQj +Qj(BCo (s,K,Hj))
T +BCo (s,K,Hj)Qj < ٠ ١ gi,j

gTi,j Qj

 ≥ ٠ for i ∈ [١,m]

(٣ . ٨٩)

ناحیه بیانگر که کند مͬ صدق E(R, ١) در R و است Gj ماتریس از سطر امین i ،gi,j آن در که
حاصل نتایج [۶٨] در شده توصیف سیستم پذیرفتن با نویسندگان است. مشخص ناوردای
،Bε،چین خط بیضͬ ١١ ‐ ٣ در اند. کرده مقایسه ١١ ‐ ٣ ش΄ل در را خود پیشنهادی روش از
توسط جذب ناحیه تخمین نتیجه توپر های بیضͬ و ،[۶٨] ناوردای ناحیه تخمین نتیجه

است. (٣ . ٨٩)
با پایداری تحلیل که است [٧٧] مقاله مشابه خارجͬ اغتشاشات وجود بحث ،[٧٨] در
این که است داده رخ بزرگͬ اشتباه مساوی کوچ΄تر علامت بردن ب΄ار در اغتشاش، وجود

است. آش΄ار نتاقض در [٧٧] مقاله نتایج با نتایج
کردن اضافه با [٧٩] حقیقت در باشد. مͬ [٧۵] ͽمرج مشابه [٧٩] پایداری تحلیل روند
تخمین ،(٨۶ . ٣) لیاپانوف تابع گرفتن نظر در با و [٧۵] مطالعه مورد سیستم به اغتشاش

است. آورده دست به اغتشاش حذف ناحیه برای کمینه
شود. مͬ توصیف (٣ . ٧٠) با مقاله، این در مطالعه مورد سیستم معادله

∥∥w(t, x)Tw(t, x)∥∥ ≤ ١ (٣ . ٩٠)
دارد. وجود w(t, x) خطͬ غیر روی بر (٣ . ٩٠) محدودیت
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[٧۵] در ناوردا ناحیه تخمین : ٣ . ١١ ش΄ل
پسخورد کنترل ماتریس و E(Pj), j ∈ [١, N ] های بیضͬ از ای مجموعه :[٧٩] .٣ . ٣ . ٨ قضیه
قرار اشباع تابع خطͬ ناحیه در که Hj ∈ Rm×n کم΄ͬ پسخورد ماتریس اگر است موجود K

کند. صدق زیر رابطه در که باشند داشته وجود lj مثبت عدد ΁ی و دارد
(٣ . ٩١)

Sym{A+ Co(s,K,Hj)
TPj}+

١
lj
PjDDTPj +

lj
ρj

Pj < ٠, for i ∈ [١,٢m], j ∈ [١, N ].

E(Pj , ρj) محدب ترکیب صورت به اغتشاشͬ حذف ناوردای ناحیه دارای (٣ . ٧٢) سیستم آنگاه،
[٧۴] ͽمرج مشابه است. شده توصیف (٨۶ . ٣) در E(Pj , ρj) محدب ترکیب همچنین است.
حالت مسیر که ایی ناحیه آوردن دست به منظور به اغتشاش، حذف ناوردا ناحیه کوچ΄ترین

است. شده زده تخمین بماند، باقͬ مبدأ نزدی΄ͬ در ها
به سازی بهینه مسئله باشند، موجود x٢ و x١ شده تعیین پیش از ناوردا ناحیه دو چنانچه

شود. مͬ پیشنهاد زیر صورت
(٣ . ٩٢)

Inf κ

Pj > ٠, lj > ٠Hj , ρj > ٠

st :



κx١ ⊂ E(Pj , ١)
κx٢ ⊂ E(Pj , ١)
Sym{A+ Co(s,K,Hj)

TPj}+ ١
lj
PjDDTPj +

lj
ρj
Pj < ٠, for i ∈ [١,٢m], j ∈ [١, N ].

E(Pj , ١) ⊂ L(Hj)

در را زیر پارامترهای (٣ . ٧٢) اغتشاش حضور در و غیرخطͬ سیستم برای مقاله، این در



۴٧ اشباع
دست به اغتشاش حذف ناحیه از تخمینͬ (٣ . ٩٢) سازی بهینه مسئله حل با و گرفته نظر

آورد مͬ

A =

 ٠٫١ −٠٫٨
١٫١ ٠٫٢

 , B =

 ٢
۴

 , D =

 ٠٫١
٠٫١

 .

v = ٠٫٨۵, R١ =

 ٠٫١ ٠
٠ ١

 , R٢ =

 ١ ٠
٠ ٠٫١

 ,

x١ = E(R١,۴), x٢ = E(R١,۴)
K =

[ ٠٫١١٩١ −٠٫۴٣۴٧ ]
,H١ = H٢ =

[
−٠٫٣۴٨٩ −٠٫٩۵٠١ ]

مͬ نشان x٠ =
[ ١٫۶ −٠٫۵۴٧۵ ] شروع نقطه با را اغتشاش حذف ناحیه ١٢ ‐ ٣ ش΄ل

دهد.

[٧٩] در اغتشاش حذف ناحیه تخمین : ٣ . ١٢ ش΄ل

مرتبه های سیستم زمینه در موجود مقالات تمرکز تنها اینکه بر تاکید با [٨١] و [٨٠] در
پسخورد کننده کنترل از غیر به و است پسخورد کننده کنترل بر اشباع، حضور با کسری
غیرنسبی، کسری مرتبه های سیستم برای هستند، توجه مورد نیز دی·ری های کننده کنترل
این تمرکز چون است. شده طراحͬ اشباع، ورودی با تطبیقͬ عقب به گام کننده کنترل
نمͬ پرداخته مقالات این جزئیات به است نسبی کسری مرتبه های سیستم روی بر رساله

شود.



اشباع و نامعینͬ پایداری، مباحث گذشته: تحقیقات بر مروری ۴٨

رساله انجام از قبل تحقیقات مرور : ٣ . ١ جدول
اغتشاش

sat(w)محدود
اغتشاش

∥w∥ ≤

α ∥x∥

کنترل
پسخورد

کم΄ͬ

ناحیه
حذف

اغتشاش

ناحیه
جذب

مشخصه

‐ ‐ ‐ ‐ X [۶٨]
‐ ‐ ‐ ‐ X [٧٠]
‐ X ‐ X X [٧١]
‐ X X X ‐ [٧٢]
X ‐ ‐ X ‐ [٧٣]

بندی ͽجم
پرداخته دارد؛ بر در را رساله این تحقیقات اساس و شالوده که مراجعͬ مرور به فصل این در
آن از بعد و شد بررسͬ همسان کسری مرتبه خطͬ های سیستم پایداری ابتدا در است. شده
مرتبه خطͬ های سیستم تر ͽجام توصیف عنوان به خطͬ غیر های سیستم پایداری تحلیل
بین تطابق عدم گرفتن نظر در با همچنین گردید. مطالعه خلاصه صورت به همسان کسری
نامعینͬ وجود با خطͬ غیر و خطͬ های سیستم فیزی΄ͬ، سیستم و نامͬ سیستم توصیف
کسری مرتبه خطͬ سیستم اشباع، محدودیت معرفͬ با نهایتا و شدند بررسͬ پارامترها در
داشته قرار ورودی کنترل روی بر یا و ها حالت روی بر اشباع محدودیت که حالتͬ در را

گردید. مطالعه باشد
برای ناوردا ناحیه کوچ΄ترین و بزرگترین سیستم، پایداری بررسͬ از بعد فصل، این در
شده زده تخمین سازی بهینه مسائل ΁کم به همسان کسری مرتبه خطͬ های سیستم
وقابل مهم موضوع ΁ی کم΄ͬ پسخورد ΁کم به جذب ناحیه تخمین افزایش اما است،
مدلسازی خطای از ناشͬ عموما که سیستم در خطا وجود دلیل به همچنین است. توجه
محدودیت حضور در نامعینͬ و خطͬ غیر ترم وجود باشد، مͬ سیستم سازی خطͬ یا و
آینده های فصل در نیست. ذهن از دور ها حالت روی بر یا و ورودی کنترل روی بر اشباع
مطالعه مورد های سیستم پذیری رویت و پذیری کنترل فرض با موضوعات این بررسͬ به

شود. مͬ پرداخته
محدودیت وجود با کسری مرتبه های سیستم به مربوط تحقیقات ٢ ‐ ٣ و ١ ‐ ٣ های جدول

دهند. مͬ نشان را اشباع



۴٩ اشباع

رساله راستای هم تحقیقات مرور : ٣ . ٢ جدول

مشتق
مرتبه

غیر کسری
نسبی

استفاده
ترکیب از

محدب

نامعینͬ کنترل
پسخورد

کم΄ͬ

ناحیه
حذف

اغتشاش
برای

∥w∥ ≤ ١

ناحیه
جذب

مشخصه

‐ ‐ ‐ X ‐ X [٧۴]
‐ X ‐ X ‐ X [٧۵]
‐ ‐ X ‐ X X [٧۶]
‐ X ‐ X X ‐ [٧٨]
‐ X ‐ X X ‐ [٧٩]
X ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ [٨٠]
X ‐ ‐ ‐ ‐ ‐ [٨١]





۴ فصل
خطͬ های سیستم پایداری تحلیل

اشباع محدودیت با کسری مرتبه

پیش·فتار
است. زیر قرار به فصل این در بررسͬ مورد نوآوری

ورودی در اشباع محدودیت با معین کسری مرتبه خطͬ سیستم پایدارسازی و پایداری •
کم΄ͬ پسخورد با

محدودیت با اغتشاش حضور در معین کسری مرتبه خطͬ سیستم پایدارسازی و پایداری •
ورودی در اشباع

محدودیت با معین کسری مرتبه خطͬ سیستم پایداری ١ . ۴
اشباع

به u کننده کنترل ورودی در اشباع محدودیت وجود با معین کسری مرتبه خطͬ سیستم
صورت

C٠ Dv
t x(t) = Ax(t) +Bsat(u), (١ . ۴)



اشباع محدودیت با کسری مرتبه خطͬ های سیستم پایداری تحلیل ۵٢
پسخورد کننده کنترل اعمال با هستند. معین های ماتریس B و A آن در که است مفروض

بود. خواهد زیر صورت به بسته حلقه سیستم ،K ∈ Rm×n که u = Kx

C٠ Dv
t x(t) = Ax(t) +Bsat(Kx), x(٠) = x٠, (٢ . ۴)

شود. مͬ توصیف زیر صورت به (٢ . ۴) کسری مرتبه سیستم Sat(Kx) = Kx چنانچه
C٠ Dv

t x(t) = (A+BK)x(t), x(٠) = x٠ (٣ . ۴)

وجود P > ٠ معین مثبت ماتریس ΁ی اگر تنها و اگر است پایدار (٣ . ۴) سیستم .١ . ١ . ۴ قضیه
که صورتͬ در باشد داشته

(
− (−(A+BK))

١٢−v

)T

P + P
(
− (−(A+BK))

١٢−v

)
< ٠ (۴ . ۴)

است. وصول قابل اثبات، A جای به A+BK جای·زینͬ با ،۴ . ٣ . ١ قضیه اساس بر برهان.

شود. گرفته نظر در (٢ . ۴) سیستم کلͬ فرم چنانچه
C٠ Dv

t x(t) = Aclx(t) +Bφ(x), (۵ . ۴)
.φ(x) = sat(Kx)−Kx و Acl = A+BK آن در که

داریم مناسب ابعاد با T و Y های ماتریس برای [٨٣ ،٨٢] .١ . ٢ . ۴ قضیه
T TY ≤ εT TT + ε−١Y TY. ε > ٠ (۶ . ۴)

است. صادق φ(x) برای همواره زیر نامساوی :[٨٢]۴ ‐ ١ توجه
∥φ(x١)− φ(x٢)∥ ≤ ∥K(x١ − x٢)∥ . (٧ . ۴)

.x٢ ∈ Rn و x١ ∈ Rn آن در که
مجانبی پایدار x٠ = ٠ باشد. (۵ . ۴) سیستم تعادل نقطه x٠ = ٠ کنید فرض .١ . ٣ . ۴ قضیه
به باشند داشته وجود ϕ٢ > ٠ و ϕ١ > ٠ اعداد و P متقارن و معین مثبت ماتریس اگر است

که طوری
AT

clP + PAcl + PBBTPϕ١ + ϕ٢(eK)٢I < ٠, (٨ . ۴)
مقادیر قدرمطلق بزرگترین eK و ε١, ε٢ > ٠ ،ϕ٢ = ε−١١ + ε−١٢ > ٠ ،ϕ١ = ε١ + ε٢ > ٠ آن در که

است. مناسب ابعاد با همانͬ ماتریس I و KTK ماتریس ویژه



۵٣ اشباع محدودیت با معین کسری مرتبه خطͬ سیستم پایداری
C٠ Dv

t V (t, x) ≤ پایداری شرط چنانچه ،(۶٣ . ٧) لیاپانوف تابع گرفتن نظر در و ١۴ . ٣ . ١ قضیه از برهان.
بر نظر، مورد لیاپانوف تابع از چنانچه بنابراین شود. مͬ کامل اثبات باشد، قرار بر −W٣(x)
داریم شود، جای·ذاری (۵ . ۴) سیستم و شود گرفته کسری مرتبه مشتق ٢ . ٧ . ٣ قضیه اساس

CDα
t V = (Aclx+Bφ(x))TPx+ xTP (Aclx+Bφ(x)) + ٢Υ٢, (٩ . ۴)

ساده برای را (٩ . ۴) رابطه توان مͬ کند. مͬ صدق (٢ . ٣٠) نامساوی در Υ٢ بالای کران که
کرد. مرتب زیر فرم به سازی

CDα
t V = xT (AT

clP + PAcl)x+ φ(x)TBTPx+ xTPBφ(x) + ٢Υ٢. (١٠ . ۴)

داریم (١ . ٢ . ۴) قضیه اعمال با
(١١ . ۴)

CDα
t V ≤ xT (AT

clP+PAcl)x+ε١xTPBBTPx+ε−١١ φT (x)φ(x)+ε٢ xTPBBTPx+ε−١٢ φT (x)φ(x)+٢Υ٢.

داریم (١١ . ۴) نامعادله کردن مرتب با
(١٢ . ۴)

CDα
t V ≤ xT (AT

clP +PAcl)x+(ε١ + ε٢)xTPBBTPx+(ε−١١ + ε−١٢ )φT (x)φ(x)+٢Υ٢.

به تواند مͬ (١٢ . ۴) نامساوی ، ۴ ‐ ١ توجه همچنین و Υ٢ روی بر کران گرفتن نظر در با و
شود. نوشته زیر صورت

CDα
t V ≤ xT (AT

clP+PAcl)x+(ε١+ε٢)xTPBBTPx+(ε−١١ +ε−١٢ )xTKTKx+β ∥x∥ (١٣ . ۴)

.β = ٢B٢ > ٠ آن در که
باشد، برقرار C٠ Dv

t V (t, x) ≤ −W٣(x) شرط چنانچه شد، بیان اثبات ابتدای در که همانطور
داریم W٣(x) = ε٣ ∥x∥٢ , ε٣ > ٠ انتخاب با پس است. مجانبی پایدار x = ٠ تعادل نقطه آنگاه

(١۴ . ۴)
CDα

t V ≤ xT (AT
clP+PAcl)x+(ε١+ε٢)xTPBBTPx+(ε−١١ +ε−١٢ )xTKTKx+β ∥x∥ ≤ −ε٣ ∥x∥٢ .

شود. مͬ حاصل (١۵ . ۴) ،(١۴ . ۴) نامساوی راست سمت به β ∥x∥ انتقال با
(١۵ . ۴)

xT (AT
clP+PAcl)x+(ε١+ε٢)xTPBBTPx+(ε−١١ +ε−١٢ )xTKTKx ≤ −ε٣ ∥x∥٢−β ∥x∥ ≤ −ε٣ ∥x∥٢ .

مجانبی پایدار فوق سیستم تعادل نقطه آنگاه باشد، برقرار (٨ . ۴) نامعادله چنانچه بنابراین
شود. مͬ تمام اثبات و است

mostafa
Pencil

mostafa
Pencil

mostafa
Pencil

mostafa
Pencil

mostafa
Pencil



اشباع محدودیت با کسری مرتبه خطͬ های سیستم پایداری تحلیل ۵۴

محدودیت با معین کسری مرتبه خطͬ سیستم پایداری ٢ . ۴
کم΄ͬ پسخورد با اشباع

آن از پس و آورده بدست را پایداری شرط کم΄ͬ، پسخورد از استفاده با بخش این در
مͬ بیان [٧٠] در شده پیشنهاد ال·وریتم رسانͬ بروز از استفاده با را جذب ناحیه تخمین
در اغتشاش ͽدف ناحیه افزایش و جذب ناحیه افزایش برای کم΄ͬ پسخورد از استفاده کنیم.
همواره Cx,C ∈ Rm×n کم΄ͬ پسخورد .[٨٢ ،٧٧ ،٧۴ ،٧٢] است مرسوم ͽمراج از بسیاری
که L : {x|x ∈ ℜ(P, ρ), |Cx| ≤ ١} ناحیه دی·ر بیان به دارد. قرار اشباع تابع خطͬ ناحیه در
و s ∈ ϑ که s ∈ Rm بردار است. سیستم جذب ناحیه ℜ(P, ρ) = {x ∈ Rn, xTPx ≤ ρ} آن در
تعریف زیر صورت به Co ماتریس که شود مͬ گرفته نظر در ϑ = {s ∈ Rm : s = ٠ or s = ١}

شود. مͬ

Co(s,K,C) =


(١ − s١)k١ + s١c١...

(١ − sm)km + smcm,

 (١۶ . ۴)

است. C و K های ماتریس از سطر امین i ترتیب به ci و ki آن در که
و C ∈ Rm×n کم΄ͬ پسخورد کنترل ΁ی اگر است. مفروض ℜ(P, ١) بیضͬ .٢ . ١ . ۴ قضیه
نقطه آنگاه باشد، برقرار (١٧ . ۴) شرط که باشند داشته وجود P متقارن معین مثبت ماتریس
است. (٢ . ۴) سیستم برای ناوردا مجموعه ℜ(P, ١) و است محلͬ مجانبی پایدار x = ٠ تعادل

ATP + PA+ PBCo(s,K,C) + Co(s,K,C)TBTP < ٠, s ∈ ϑ, i = [١,m] , (١٧ . ۴)
جای·ذاری و آن از کسری مشتق گرفتن با ب·یرید. نظر در را (۶٣ . ٧) لیاپانوف تابع برهان.

داریم آن در (٢ . ۴)
CDα

t V = (Ax+Bsat(Kx))TPx+ xTP (Ax+Bsat(Kx)) + ٢Υ٢. (١٨ . ۴)
آید. مͬ بدست (١٩ . ۴) رابطه ،(١٨ . ۴) سازی ساده با

CDα
t V ≤ (ATP + PA)x+ [sat(Kx)]T BTPx+ xTPB [sat(Kx)] + ٢Υ٢. (١٩ . ۴)

و ∀x ∈ ℜ(P, ρ) برای xTPbisat(kix) ≤ xTPbimax(kix, cix) همواره ،[٨٢ ،٧٧] اساس بر
است. بازنویسͬ قابل (٢٠ . ۴) صورت به را (١٩ . ۴) بنابراین است. برقرار i = [١,m]

(٢٠ . ۴)
CDα

t V ≤ xT (ATP+PA)x+

m∑
i=١

xTPbi((١ − si)ki + sici)x+ xT ((١ − si)ki + sici)
T bTi Px+٢Υ٢.

mostafa
Pencil



۵۵ جذب ناحیه تخمین
داریم Co ماتریس تعریف و Υ٢ روی بر کران گرفتن نظر در با همچنین

CDα
t V ≤ xT (ATP + PA+ PBCo(s,K,C) + [Co(s,K,C)]T BTP )x+ β ∥x∥ . (٢١ . ۴)

.β = ٢B٢ آن در
آید. مͬ بدست (٢٢ . ۴) رابطه قبل، مشابه W٣ انتخاب با

(٢٢ . ۴)
CDα

t V ≤ xT (ATP + PA+ PBCo(s,K,C) + [Co(s,K,C)]T BTP )x+ β ∥x∥ ≤ −ε٣ ∥x∥٢ ,

داریم نامساوی، راست سمت به β ∥x∥ انتقال با
(٢٣ . ۴)

xT (ATP +PA+PBCo(s,K,C)+[Co(s,K,C)]T BTP )x ≤ −ε٣ ∥x∥٢−β ∥x∥ ≤ −ε٣ ∥x∥٢ .

ℜ(P, ١) و است پایدارمحلͬ مجانبا x = ٠ تعادل نقطه آنگاه باشد، برقرار (١٧ . ۴) اگر بنابراین
رسد. مͬ پایان به اثبات و باشد مͬ مطالعه مورد سیستم برای ناوردا مجموعه ΁ی

جذب ناحیه تخمین ٣ . ۴
مجموعه هر برای باشد. محدود محدب مجموعه ΁ی توصیف Xr ⊂ Rn که کنید فرض
قضیه نتایج طبق .[٨٢ ،٧٧] کرد تعریف را ν(G) := sup(ν > ٠, νXr ⊂ G) توان مͬ G ⊂ Rn

که صورتͬ به داد پیشنهاد را زیر سازی بهینه مسئله توان مͬ معلوم، قبل از Xr و (٢ . ١ . ۴)
گردد. بیشینه νXr

sup(ν)

P > ٠, C

st


a) νXr ⊂ ℜ(P, ρ)

b) ATP + PA+ PBCo(sK,C) + Co(s,K,C)TBTP < ٠.
c) ℜ(P, ρ) ⊂ L

(٢۴ . ۴)

سوم قید و پایداری شرط بیانگر دوم قید پایداری، ناحیه در νXr گیری قرار بیانگر اول قید
باشد ،Xr = xTRx ≤ ١ چنانچه است. L ناحیه در کم΄ͬ پسخورد عمل΄رد دهنده نشان
آن در که کرد توصیف

 ϖR I

I P١

 ≥ ٠ صورت به [٧٧] اساس بر توان مͬ را اول قید آنگاه
به LMI اساس بر توان مͬ را سازی بهینه مسئله در سوم قید است. ϖ = ١

ν٢ و P١ = P−١

است. N ماتریس از سطر امین i ،ni و N = CP١ آن در که نوشت
 ١ ni

nT
i P١

 ≥ ٠ صورت



اشباع محدودیت با کسری مرتبه خطͬ های سیستم پایداری تحلیل ۵۶
شود. مͬ بازنویسͬ زیر صورت به (٢۴ . ۴) نتیجه در

Inf(ϖ)

P١ > ٠, N

st



a)

 ϖR I

I P١

 ≥ ٠
b) P١AT +AP١ +BCo(s,K,C)P١ + P١Co(s,K,C)TBT < ٠.
c)

 ١ ni

nT
i P١

 ≥ ٠

(٢۵ . ۴)

دارد. وجود si ∈ ϑ, i = [١,m] برای دوم قید در ماتریسͬ نامعادله ٢m تعداد :۴ ‐ ٢ توجه
در پیشنهادی ال·وریتم از توان مͬ ،Xr اولیه تخمین آوردن بدست برای :۴ ‐ ٣ توجه
در ال·وریتم این روند که کرد، استفاده نیز آمده بدست پایداری شرط گرفتن نظر در با [٧٠]

است. آمده ادامه

۴ ‐ ١ ال·وریتم
ناحیه در Acl که طوری به ١ . ١ . ۴ قضیه از K پسخورد ماتریس محاسبه اول: گام •

گیرد. قرار پایداری
باشد. برقرار (٨ . ۴) که طوری به P محاسبه دوم: گام •

.ρ = min ١
kiPkTi

محاسبه سوم: گام •
[۶٨] ͽمرج مثال از شده، پیشنهاد روش عمل΄رد دادن نشان منظور به :۴ ‐ ١ مثال
A =

 ٠٫١ −٣
١ ٢

 , B = با را (۵ . ۴) سیستم کنیم. مͬ مقایسه را حاصله نتایج و کرده استفاده

در پیشنهادی کننده کنترل با منصفانه مقایسه برای ب·یرید. نظر در
 ۵ ٠

٠ ١
 , v = ٠٫٨,

ال·وریتم اول گام که کنیم مͬ اعمال سیستم به و گرفته نظر در را K =

 −١ −٣
٢ −١

 ،[۶٨]
مͬ استفاده ١ . ٣ . ۴ قضیه از که دوم گام در P محاسبه برای شود. مͬ برقرار خود به خود
بدست φ٢ = ٠٫٠١٩۴ و P =

 ١٫۶٩٧٩ ٢٫۴۵٩۴
٢٫۴۵٩۴ ١١٫٠٩٩٩

 , φ١ = ۵٫۵٠۵۶ × ١٠−۴ مقادیر شود.
اولیه تخمین نتیجه در شده، حاصل ρ = ٠٫٢٢٨٧ سوم، گام محاسبه با همچنین آیند. مͬ

داریم (٢۵ . ۴) سازی بهینه مسئله حل با آید. مͬ بدست Xr برای

P =

 ٠٫٠٠٠۴ ٠٫٠٠٠۴
٠٫٠٠٠۴ ٠٫٠٠١۵

 , N =

 −٠٫٣١٢۵ ٠٫٠٠٧٩
−٠٫٣١٢۵ ٠٫٠٠٧٩

×١−١٠۴, C =

 −٠٫٨٨٧۶ ٠٫٠٢٢۴
٠٫٠١۴۴ −٠٫٠٠٠۴

×١١−١٠



۵٧ جذب ناحیه تخمین
ϖ = ٢٫٣٣٠۵ × ١٠−۴

با و پیشنهادی ال·وریتم از استفاده با جذب ناحیه ترتیب به ۴ ‐ ٢ ش΄ل و ۴ ‐ ١ ش΄ل
دهند. مͬ نشان را (٢۵ . ۴) سازی بهینه مسئله بردن ب΄ار

جذب های ناحیه مقایسه : ١ . ۴ ش΄ل
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کم΄ͬ پسخورد از استفاده با جذب ناحیه تخمین : ٢ . ۴ ش΄ل
تر گسترده مراتب به کم΄ͬ پسخورد از استفاده با جذب ناحیه تخمین که است ͹واض
فاز صفحه ترتیب، به و۴ ‐ ۴ ۴ ‐ ٣ های ش΄ل است. کم΄ͬ پسخورد بدون جذب ناحیه از
دهند. مͬ نشان را کم΄ͬ پسخورد بدون و کم΄ͬ پسخورد وجود با مطالعه مورد سیستم
که است بیشتر سیستم در هم·رایی سرعت کم΄ͬ، پسخورد وجود با گردد مͬ مشاهده

است. سیستم ساخت پیچیدگͬ افزایش هم·رایی، سرعت افزایش هزینه



اشباع محدودیت با کسری مرتبه خطͬ های سیستم پایداری تحلیل ۵٨
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کم΄ͬ پسخورد از استفاده بدون سیستم فاز صفحه : ٣ . ۴ ش΄ل
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۵٩ اشباع محدودیت با اغتشاش حضور در معین کسری مرتبه خطͬ سیستم پایداری

حضور در معین کسری مرتبه خطͬ سیستم پایداری ۴ . ۴
اشباع محدودیت با اغتشاش

نکرده اکتفا خطͬ سیستم تحلیل به ها، تحلیل دقت بردن بالا برای محققین، از بسیاری
اغتشاشات ها، قطعیت عدم وجود از ناشͬ که خطͬ غیر های ترم انواع گرفتن نظر در با و

.[٧٢ ،٧١ ،۴٢ ،٣٨] اند پرداخته پایداری تحلیل به بوده داخلͬ اغتشاشات یا و خارجͬ
اغتشاشات و شده١ محو اغتشاشات با هایی سیستم دسته دو به ها سیستم این [١٩] در
سیستم، به آنها کردن اضافه با که مهم خطͬ غیر ترم دو است. کرده تقسیم نشده٢ محو
معرفͬ (٢۵ . ٣) و (٢۴ . ٣) معادلات در گیرد مͬ قرار شده محو اغتشاش دسته جزء سیستم
[٧٢ ،٧١] در باشد دارا را (٢۴ . ٣) خطͬ غیر چنانچه (١ . ۴) معین سیستم پایداری اند. شده
(١ . ۴) معادله با شده توصیف سیستم پایداری بخش این در اند. شده بررسͬ کامل طور به

گردد. مͬ بررسͬ شود، اضافه آن به (٢۵ . ٣) خطͬ غیر ترم وقتͬ
است زیر صورت به نظر مورد سیستم

CDv
t x(t) = Ax(t) + h(x, t) +Bsat(u), (٢۶ . ۴)

کند. مͬ صدق (٢۵ . ٣) در h(x, t) خطͬ غیر ترم در که
وجود C١ > ٠ آنگاه ،∥x(t)∥ ≤ δ٠ اگر ،h(x, t) خطͬ غیر ترم و δ٠ > ٠ برای :[٢٣] ۴ ‐ ۴ توجه

آن در که دارد

∥h(x, t)∥ ≤ ∥x(t)∥
C١

, t ≥ ٠. (٢٧ . ۴)
کننده توصیف کلͬ معادلات با ( ٢۶ . ۴) معادله ،u ≡ ٠ که حالتͬ در :[٢٣] ۴ ‐ ۵ توجه
بنابراین است. مشابه روسلر۶ و چوا۵ لورنز۴، چن٣، مانند آشوب های سیستم ΁دینامی
رفتار با کسری مرتبه های سیستم برای تواند مͬ رساله این در کنترلͬ و پایداری روش

رود. ب΄ار نیز اشباع ورودی و آشوبی
آید. مͬ بدست (٢۶ . ۴) سیستم به u = Kx پسخورد اعمال با بسته حلقه سیستم

CDv
t x(t) = Ax(t) + h(x, t) +Bsat(Kx), x(t0) =x(0). (٢٨ . ۴)

دهد. مͬ نشان را بررسͬ مورد سیستم بلوکͬ نمایش ۴ ‐ ۵ ش΄ل
1 Vanishing Perturbation
2 Nonvanishing Perturbation
3Chen
4Lorenz
5Chua
6Rössler



اشباع محدودیت با کسری مرتبه خطͬ های سیستم پایداری تحلیل ۶٠

(٢٨ . ۴) معادله بلوکͬ نمایش : ۵ . ۴ ش΄ل
اگر است محلͬ پایدار δ٠ ∩ S(γK, ١) در x = ٠ تعادل نقطه ،(٢۶ . ۴) سیستم در .١ . ۴ . ۴ قضیه

کند. صدق (٢٩ . ۴) شرایط در که باشد داشته وجود K حالت پسخورد ماتریس
|arg(spec(A+BγK))| > vπ٢

vρ(A+BγK) > l
(٢٩ . ۴)

ماتریس همچنین است. ρ (A) = max |eig(A)| و طیف٧ ماتریس spec(·) ،l > ٠ آن در که
صدق (۶٣ . ٢) اشباع قطاعͬ شرط در ٠ ≤ γi ≤ ١, i = ١, ...,m برای γ = diag (γ١, γ٢, ..., γm)

کند. مͬ
کرد. نویسͬ باز زیر صورت به توان مͬ را (٢٨ . ۴) بسته حلقه سیستم برهان.

CDv
t x(t) = Acx(t) + h(x, t) +Bϕ(x, t), x (٠) = x٠, (٣٠ . ۴)

. ϕ(x, t) = sat(Kx)− γKx و Ac = A+BγK آن در که
داریم ،(٣٠ . ۴) معادله به لاپلاس تبدیل اعمال با

X(s) = (Isv −Ac)
−١[sv−١x(٠) + L[h(x, t) +Bϕ(x, t)]], (٣١ . ۴)

است. لاپلاس اپراتور نمایانگر L و همانͬ ماتریس In×n آن در که
پارامتری دو لفلر میتاگ‐ تابع از استفاده با و (٣١ . ۴) معادله از لاپلاس تبدیل معکوس اعمال با

داریم کانولوشن انتگرال و Ev,v

x(t) = Ev,١(Act
v)x(٠) +

t∫
٠

(t− τ)v−١Ev,v(Ac(t− τ)v)[h(x, t) +Bϕ(x, t)]dτ. (٣٢ . ۴)

شود. مͬ حاصل (٣٣ . ۴) ،(٣٢ . ۴) تساوی طرف دو به نرم اعمال با
(٣٣ . ۴)

∥x(t)∥ ≤
∥∥Ev,١(Act

v)x(٠)∥∥+

t∫
٠

(t− τ)v−١ ∥Ev,v(Ac(t− τ)v)∥ [∥h(x, t)∥+ ∥Bϕ(x, t)∥]dτ.

7spectrum of a matrix



۶١ اشباع محدودیت با اغتشاش حضور در معین کسری مرتبه خطͬ سیستم پایداری
داریم ، (۶٣ . ٢) فرمول سوم نامعادله و ۴ ‐ ۴ توجه به استناد با

(٣۴ . ۴)
∥x(t)∥ ≤

∥∥Ev,١(Act
v)x(٠)∥∥+

t∫
٠

(t− τ)v−١ ∥Ev,v(Ac(t− τ)v)∥ [
∥∥∥∥x(τ)C١

∥∥∥∥+ λ١ ∥Bx(τ)∥]dτ,

. λ١ = ∥K − γK∥ > ٠ آن در که
آید. مͬ بدست (٣۵ . ۴) ،(٣۴ . ۴) در جای·ذاری و (٢ . ١٧) از استفاده با

(٣۵ . ۴)
∥x(t)∥ ≤ M١+∥Ac∥tv ∥x(٠)∥+

t∫
٠ (t− τ)v−١ · M١+∥Ac∥(t−τ)v

× [ ١
C١ + λ١ ∥B∥] ∥x(τ)∥ dτ

= M١+∥Ac∥tv ∥x(٠)∥+ (MC١ +Mλ١ ∥B∥)
t∫

٠
(t−τ)v−١

١+∥Ac∥(t−τ)v
∥x(τ)∥ dτ.

u١(t) = x(t), f(t) = M∥x(٠)∥١+∥Ac∥tv چنانچه ،l = (
M
C١ +Mλ١∥B∥

) تعریف با ،۶ . ٣ . ١ گرانوال‐بلمن قضیه از
آورد. بدست را زیر رابطه توان مͬ H(τ) = l(t−τ)v−١

١+∥Ac∥(t−τ)v
و

(٣۶ . ۴)
∥x(t)∥ ≤ M١+∥Ac∥tv ∥x(٠)∥

+(M
٢

C١ +M٢λ١ ∥B∥)
t∫

٠
∥x(٠)∥١+∥Ac∥τv · (t−τ)v−١

١+∥Ac∥(t−τ)v

{
exp

t∫
τ

l(t−r)v−١
١+∥Ac∥(t−r)v

dr

}
dτ.

داریم نمایی، تابع داخل انتگرال حل با
(٣٧ . ۴)

∥x(t)∥ ≤ M ∥x(٠)∥
١ + ∥Ac∥ tv

+ (
M٢
C١

+M٢λ١ ∥B∥)
t∫

٠
∥x(٠)∥

١ + ∥Ac∥ τv
· (t− τ)v−١
(١ + ∥Ac∥ (t− τ)v)

١− l
v∥Ac∥

dτ.

کرد. بیان (٣٨ . ۴) رابطه صورت به توان مͬ را (٣٧ . ۴) نامعادله انتگرال
(٣٨ . ۴)

t٢∫
٠

∥x(٠)∥
١ + ∥Ac∥ τv

· (t− τ)v−١
(١ + ∥Ac∥ (t− τ)v)

١− l
v∥Ac∥

dτ+

t∫
t٢

∥x(٠)∥
١ + ∥Ac∥ τv

· (t− τ)v−١
(١ + ∥Ac∥ (t− τ)v)

١− l
v∥Ac∥

dτ.

داریم ،v < ١ فرض با و (t− τ) > τ آنگاه ،τ ∈
[٠, t٢

] اگر
(٣٩ . ۴)

t٢∫
٠

∥x(٠)∥
١ + ∥Ac∥ τv

· (t− τ)v−١
(١ + ∥Ac∥ (t− τ)v)

١− l
v∥Ac∥

dτ ≤

t٢∫
٠

∥x(٠)∥
١ + ∥Ac∥ τv

· (τ)v−١
(١ + ∥Ac∥ (τ)v)١−

l
v∥Ac∥

dτ.

آید. مͬ دست به (۴٠ . ۴) رابطه ،τ ∈
[
t٢ , t

] اگر ترتیب، همین به
(۴٠ . ۴)

t∫
t٢

∥x(٠)∥
١ + ∥Ac∥ τv

· (t− τ)v−١
(١ + ∥Ac∥ (t− τ)v)

١− l
v∥Ac∥

dτ ≤
t∫

t٢

∥x(٠)∥
١ + ∥Ac∥ (t− τ)v

· (t− τ)v−١
(١ + ∥Ac∥ (t− τ)v)

١− l
v∥Ac∥

dτ.



اشباع محدودیت با کسری مرتبه خطͬ های سیستم پایداری تحلیل ۶٢
شود. مͬ نوشته زیر ش΄ل به (٣٧ . ۴) رابطه حل ،(۴٠ . ۴) در τ١ = t− τ متغیر تغییر با

∥x(t)∥ ≤ M

١ + ∥Ac∥ tv
∥x(٠)∥+ ٢(M٢

C١
+M٢λ١ ∥B∥)

t٢∫
٠

∥x(٠)∥ (τ)v−١
(١ + ∥Ac∥ (τ)v)٢−

l
v∥Ac∥

dτ (۴١ . ۴)

=
٢Ml ∥x(٠)∥
v ∥Ac∥ − l

+
M ∥x(٠)∥

١ + ∥Ac∥ tv
+

٢(M٢
C١ +M٢λ١ ∥B∥) ∥x(٠)∥

(l − v ∥Ac∥)(١ + ∥Ac∥
(

t٢
)v

)
١− l

v∥Ac∥
,

برقرار پایداری تعریف اساس بر مطالعه مورد سیستم پایداری باشد برقرار قضیه شرایط چنانچه
رسد. مͬ پایان به اثبات و است

اثبات ادامه، در شود. مͬ استنباط S(γK, ١)∩δ٠ در x = ٠ محلͬ پایداری ١ . ۴ . ۴ قضیه از
گردد. مͬ مطرح تعادل نقطه برای مجانبی پایداری

برقرار ١ . ۴ . ۴ قضیه شرایط اگر است، محلͬ مجانبی پایدار x = ٠ تعادل نقطه : .٢ . ۴ . ۴ قضیه
باشد.

و لاپلاس معکوس لاپلاس، عمل·رهای از استفاده با ،١ . ۴ . ۴ قضیه اثبات روند مشابه برهان.
داریم دو نرم

∥x(t)∥ ≤
∥∥Ev,١(Act

v)x(٠)∥∥
+

t∫
٠
∥∥∥(t− τ)v−١∥∥∥ ∥Ev,v(Ac(t− τ)v)∥ [∥h(x, τ)∥+ ∥Bϕ(x, τ)∥]dτ.

(۴٢ . ۴)

داریم ،(۶٣ . ٢) فرمول سوم نامعادله و ۴ ‐ ۴ توجه گرفتن نظر در با
(۴٣ . ۴)

∥x(t)∥ ≤
∥∥Ev,١(Act

v)x(٠)∥∥+

t∫
٠

∥∥∥(t− τ)v−١∥∥∥ ∥Ev,v(Ac(t− τ)v)∥ [
∥∥∥∥x(τ)C١

∥∥∥∥+ ∥Bλ١x(τ)∥]dτ.

بازنویسͬ را (۴٣ . ۴) نامعادله سپس ،G =
(
∥ ١
C ∥+ ∥Bλ١∥

) تعریف با نوشتار در سادگͬ دلیل به
کنیم. مͬ

∥x(t)∥ ≤
∥∥Ev,١(Act

v)x(٠)∥∥+G

t∫
٠

∥∥∥(t− τ)v−١∥∥∥ ∥Ev,v(Ac(t− τ)v)∥ ∥x(τ)∥ dτ. (۴۴ . ۴)

،t > ١ به توجه با ،|arg(spec(Ac))| ≥ vπ٢ یعنͬ کند، صدق پایداری شرط در Ac چنانچه
آید. مͬ در (۴۵ . ۴) صورت به (۴۴ . ۴) نامعادله ،(١۵ . ٢) و k! = Γ(k + ١)

(۴۵ . ۴)

∥x(t)∥ ≤ ∥Ev (Act
v)x٠∥+G

t∫
٠

∞∑
k=٠

∥∥∥∥∥A
(

(v−١)k
v

)
c

∥∥∥∥∥Γ(k + ١)
Γ (vk + v)

(t− τ)(v−١)(k+١)eA
١
v
c (t−τ) ∥x(τ)∥ dτ.



۶٣ اشباع محدودیت با اغتشاش حضور در معین کسری مرتبه خطͬ سیستم پایداری
داریم ،(١۶ . ٢) از استفاده با

(۴۶ . ۴)

∥x(t)∥ ≤ Q ∥x٠∥ e−ct +G

t∫
٠

∞∑
k=٠

∥∥∥∥∥A
(

(v−١)k
v

)
c

∥∥∥∥∥Γ(k + ١)
Γ (vk + v)

(t− τ)(v−١)(k+١)e−c(t−τ) ∥x(τ)∥ dτ,

.c = n∑
k=١

|eigk(Ac)| > ٠ و Q > ٠ آن در که
داریم ،ect در (۴۶ . ۴) طرفین ضرب با

(۴٧ . ۴)

∥x(t)∥ ect ≤ Q ∥x٠∥+G

t∫
٠

∞∑
k=٠

∥∥∥∥∥A
(

(v−١)k
v

)
c

∥∥∥∥∥Γ(k + ١)
Γ (vk + v)

(t− τ)(v−١)(k+١) ∥x(τ)∥ ecτdτ.

H (τ) = G
∞∑
k=٠

∥∥∥∥∥∥A
(

(v−١)k
v

)
c

∥∥∥∥∥∥Γ(k+١)
Γ(vk+v) (t − ،u١(t) = ∥x(t)∥ ect∥ گرفتن نظر در و ٣ . ١ . ٧ ازقضیه

آید. مͬ بدست (۴٨ . ۴) C١١ = Q ∥x٠∥ و τ)(v−١)(k+١)

∥x(t)∥ ect ≤ Q ∥x٠∥ exp

G
∞∑
k=٠

∥∥∥∥∥A
(

(v−١)k
v

)
c

∥∥∥∥∥Γ(k + ١)
Γ (vk + v)

t∫
٠

(t− τ)(v−١)(k+١) dτ

 . (۴٨ . ۴)

شود. مͬ حاصل (۴٩ . ۴) رابطه نمایی، تابع داخل انتگرال حل با

∥x(t)∥ ect ≤ Q ∥x٠∥ exp

G
∞∑
k=٠

∥∥∥∥∥A
(

(v−١)k
v

)
c

∥∥∥∥∥Γ(k + ١)
Γ (vk + v)

· t(v−١)(k+١)+١
(v − ١) (k + ١) + ١

 . (۴٩ . ۴)

است. حصول قابل زیر نتایج ،e−ct در (۴٩ . ۴) طرفین ضرب با
(۵٠ . ۴)

∥x(t)∥ ≤ Q ∥x٠∥ exp

−ct+G

∞∑
k=٠

∥∥∥∥∥A
(

(v−١)k
v

)
c

∥∥∥∥∥Γ(k + ١)
Γ (vk + v)

· t(v−١)(k+١)+١
(v − ١) (k + ١) + ١

 .

سیستم مجانبی پایداری نمایانگر که ،lim ∥x(t)∥
t→∞

= ٠ ،[۶٩ ،۶٨] در شده گزارش نتایج اساس بر
شود. مͬ تمام اثبات و است بسته حلقه

٠٫٩۶ < با کسری مرتبه ٨ DC ΁جاروب بدون موتور کننده توصیف معادلات . ۴ ‐ ٢ مثال
8Brushless DC motor



اشباع محدودیت با کسری مرتبه خطͬ های سیستم پایداری تحلیل ۶۴
است زیر قرار به ،[٢۶] دارد آشوبی رفتار v ≤ ١

CDv
t x١(t) = −٠٫٨٧۵x١ + x٢x٣

CDv
t x٢(t) = −x٢ − x١x٣ + ۵۵x٣,

CDv
t x٣(t) = ۴ (x٢ − x٣)

(۵١ . ۴)

سرعت و قائم محور جریان موتور، مستقیم محور جریان ترتیب به x٣ و x٢ ،x١ آن در که
شرایط و v = ٠٫٩٧ با آشوبی رفتار نمایش ۴ ‐ ۶ ش΄ل دهند. مͬ نشان را موتور ای زاویه
های حالت ، ۴ ‐ ٧ ش΄ل در همچنین دهد. مͬ نشان را x(٠) =

[ ٠٫١ ٠٫١ ٠٫١ ] اولیه
است. مشاهده قابل سیستم نشده کنترل
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v = ٠٫٩٧ با سیستم فاز صفحه : ۶ . ۴ ش΄ل



۶۵ اشباع محدودیت با اغتشاش حضور در معین کسری مرتبه خطͬ سیستم پایداری
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v = ٠٫٩٧ با DC ΁جاروب بدون موتور باز حلقه سیستم حالت های متغیر تغییرات نحوه : ٧ . ۴ ش΄ل
گردد. مͬ استخراج h(x, t) خطͬ غیر ترم و A ماتریس ،(٢۶ . ۴) معادله مقایسه با

A =


−٠٫٨٧۵ ٠ ٠

٠ −١ ۵۵
٠ ۴ −۴

 , h(x, t) =


x٢x٣
−x١x٣

٠

 . (۵٢ . ۴)

صورت به (۵١ . ۴) حالت توصیف اشباع، محدودیت با کننده کنترل و B =


٠
٠
١

 فرض با

است. (۵٣ . ۴)
CDv

t x١(t) = −٠٫٨٧۵x١ + x٢x٣
CDv

t x٢(t) = −x٢ − x١x٣ + ۵۵x٣.
CDv

t x٣(t) = ۴ (x٢ − x٣) + Sat(u)

(۵٣ . ۴)

ش΄ل در بسته حلقه سیستم فاز صفحه ، v = ٠٫٩٧ و K =
[ ٠ −۴ ٠ گرفتن[ نظر در با

مͬ نشان را بسته حلقه سیستم حالت مسیر نیز ۴ ‐ ٩ ش΄ل است. شده داده نمایش ۴ ‐ ٨
اشباع حضور در پیشنهادی کننده کنترل مناسب عمل΄رد ها، ش΄ل این به رجوع با دهد.

گردد. مͬ نتیجه



اشباع محدودیت با کسری مرتبه خطͬ های سیستم پایداری تحلیل ۶۶
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v = ٠٫٩٧ مشتق مرتبه با DC ΁جاروب بدون موتور بسته حلقه سیستم فاز صفحه : ٨ . ۴ ش΄ل
متغیر دو برای فاز صفحه سیستم، حالت مسیر روی بر مشتق مرتبه تاثیر مقایسه برای
های ش΄ل در است. شده داده نشان ۴ ‐ ١٠ ش΄ل در v = ٠٫٩٩ و v = ٠٫٩٧ مرتبه با (x١, x٢)
شده داده نشان v = ٠٫٩٩ و v = ٠٫٩٧ مشتق های مرتبه با حالت مسیرهای ، ۴ ‐ ١٢ و ۴ ‐ ١١

اند.



۶٧ اشباع محدودیت با اغتشاش حضور در معین کسری مرتبه خطͬ سیستم پایداری
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v = ٠٫٩٧ با DC ΁جاروب بدون موتور بسته حلقه سیستم برای حالت مسیر : ٩ . ۴ ش΄ل
[؟]. است ذیل شرح به چن کسری مرتبه آشوب سیستم معادلات :۴ ‐ ٣ مثال

dvx
dtv = a(y − x)

dvy
dtv = (c− a)x− xz + cy

dvz
dtv = xy − bz

(۵۴ . ۴)

.v = ٠٫٩۵ ،b = ٣, c = ٢٧, a = ٣۵, d = c− a آن، در که
شرایط با را شود نمͬ اعمال آن به ای کننده کنترل وقتͬ (۵۴ . ۴) سیستم رفتار ۴ ‐ ١٣ ش΄ل
صورت به کننده کنترل گرفتن نظر در با دهد. مͬ نشان x(٠) =

[ ٢٠ ١١ ٣٠ ] اولیه
vρ(A + BγK) > l و |arg(spec(Ac))| > vπ٢ پایداری شرایط K =

 ٠٫۵ ١٨ −٠٫١
٠٫۵ ١٨ −٠٫١


است. برقرار

را بسته حلقه سیستم حالت های مسیر ۴ ‐ ١۵ ش΄ل و فاز نمایانگرصفحه ۴ ‐ ١۴ ش΄ل
۴ ‐ ١۶ ش΄ل در متفاوت، مشتق های مرتبه در سیستم رفتار مقایسه برای دهد. مͬ نشان

است. شده داده نشان v = ٠٫٩۵ و v = ٠٫٧ گرفتن نظر در با x١ متغیر تغییرات نحوه



اشباع محدودیت با کسری مرتبه خطͬ های سیستم پایداری تحلیل ۶٨
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v = ٠٫٩٩ و v = ٠٫٩٧ با DC ΁جاروب بدون موتور بسته حلقه سیستم فاز صفحه : ١٠ . ۴ ش΄ل

بندی ͽجم
کنترل در اشباع محدودیت با کسری مرتبه خطͬ سیستم پایداری شرایط ابتدا فصل، این در
ناحیه از تخمینͬ شرایط، این ΁کم با سپس گردید. بررسͬ کم΄ͬ پسخورد تاثیر با ورودی
مسئله ΁ی پیشنهاد و ال·وریتم ΁ی رسانͬ روز به ΁کم با مطالعه تحت سیستم برای جذب
اضافه با کسری مرتبه خطͬ سیستم پایداری بحث همچنین شد. حاصل جدید سازی بهینه
محدودیت با خطͬ غیر های سیستم از خاصͬ کلاس پایداری بحث به خطͬ غیر ترم شدن
غیر های سیستم برخͬ که است این در پیشنهادی روش اهمیت کرد. پیدا گسترش اشباع
در خطͬ غیر کلاس این جز توان مͬ ورودی، بودن صفر فرض با آشوبی کسری مرتبه خطͬ

گرفت. نظر



۶٩ اشباع محدودیت با اغتشاش حضور در معین کسری مرتبه خطͬ سیستم پایداری
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v = ٠٫٩٩ و v = ٠٫٩٧ با DC ΁جاروب بدون موتور بسته حلقه سیستم x١ تغییرات نحوه : ١١ . ۴ ش΄ل
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v = ٠٫٩٩ و v = ٠٫٩٧ با DC ΁جاروب بدون موتور بسته حلقه سیستم x٢ تغییرات نحوه : ١٢ . ۴ ش΄ل



اشباع محدودیت با کسری مرتبه خطͬ های سیستم پایداری تحلیل ٧٠
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v = ٠٫٩۵ با چن باز حلقه سیستم فاز نمودار : ١٣ . ۴ ش΄ل
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v = ٠٫٩۵ با چن بسته حلقه سیستم های حالت فاز صفحه : ١۴ . ۴ ش΄ل



٧١ اشباع محدودیت با اغتشاش حضور در معین کسری مرتبه خطͬ سیستم پایداری
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v = ٠٫٩۵ با چن بسته حلقه سیستم های حالت مسیر : ١۵ . ۴ ش΄ل

v = ٠٫٩۵ و v = ٠٫٧ با چن بسته حلقه سیستم برای x١ حالت تغییرات نحوه : ١۶ . ۴ ش΄ل





۵ فصل
مرتبه خطͬ سیستم پایداری تحلیل

در اشباع محدودیت با نامعین کسری
هاع حالت و ورودی

پیش·فتار
خطͬ های سیستم پایدارسازی و پایداری تحلیل رساله، از فصل این در شده ارائه نوآوری
خطͬ نامعین سیستم برای منظور بدین است. اشباع محدودیت با نامعین کسری مرتبه
ترتیب به ها، حالت روی بر یا ورودی کننده کنترل در اشباع محدودیت وجود حالت دو در

شود. مͬ طراحͬ لغزشͬ مد کننده کنترل و پسخورد کننده کنترل

کننده کنترل در اشباع محدودیت ١ . ۵
است. زیر قرار به سیستم، های ماتریس در نامعینͬ وجود با (١ . ۴) سیستم معادلات

CDv
t x(t) = (A+ δA)x(t) + (B + δB)sat(u), (١ . ۵)



ورودی در اشباع محدودیت با نامعین کسری مرتبه خطͬ سیستم پایداری تحلیل ٧۴
هاع حالت و
نامعینͬ نمایانگر ،δB و δAهای ماتریس و معین و ثابت حقیقͬ، های Bماتریس آنAو در که

کنند. مͬ صدق ∥δB∥ ≤ ١ و ∥δA∥ ≤ ١ شرایط در که
بسته حلقه سیستم ، u = Kx, K ∈ Rm×n حالت پسخورد کننده کنترل گرفتن نظر در با

آید. مͬ در زیر صورت به
CDv

t x(t) = (A+ δA)x(t) + (B + δB)sat(Kx), x(٠) = x٠. (٢ . ۵)
پسخورد کننده کنترل ماتریس اگر ب·یرید. نظر در را (٢ . ۵) بسته حلقه سیستم .١ . ١ . ۵ قضیه
مقاوم پایدار بسته حلقه سیستم آنگاه ،|arg(spec(A+ BK ))| ≥ vπ٢ که باشد داشته وجود K

است. مجانبی
داریم (٢ . ۵) از گرفتن لاپلاس تبدیل با برهان.

X(s) = (Ins
v −Ac)

−١ (sv−١x٠ + L((δA−BK)x(t) + (B + δB) sat(Kx)), (٣ . ۵)
. Ac = A+BK آن در که

داریم ،(٣ . ۵) رابطه از لاپلاس معکوس گرفتن با
(۴ . ۵)

x(t) = Ev,١ (Act
v)x٠ +

t∫
٠ (t− τ)v−١ Ev,v(Ac (t− τ)v)((δA−BK)x(t) + (B + δB)sat(Kx))dτ.

داشت خواهیم (۴ . ۵) طرفین در نرم اعمال با
(۵ . ۵)

∥x(t)∥ ≤ ∥Ev (Act
v)x٠∥

+
t∫

٠ (t− τ)v−١ ∥Ev,v (Ac (t− τ)v)∥ (∥(δA−BK)∥ ∥x(τ)∥+ ∥(B + δB)∥ ∥Sat(Kx)∥) dτ.

مثلث نامساوی از استفاده با است. ضروری ∥x(t)∥ مقادیر روی بودن محدود بررسͬ ادامه، در
داریم ،∥δB∥ ≤ ١ و ∥δA∥ ≤ ١ یعنͬ ،δB و δA خصوصیات و

∥x(t)∥ ≤ ∥Ev (Act
v)x٠∥

+
t∫

٠ (t− τ)v−١ ∥Ev,v (Ac (t− τ)v)∥ (١ + ∥BK∥+ (∥B∥+ ١)λ١) ∥x(τ)∥ dτ ,
(۶ . ۵)

است. اشباع تابع لیپشیتز ثابت λ١ > ٠ که
نامعادله بنابراین کنیم. مͬ تعریف را G = (١+ ∥BK∥+ (∥B∥+ ١)λ١) نوشتار در سادگͬ برای

کرد بازنویسͬ زیر صورت به توان مͬ را (۶ . ۵)
∥x(t)∥ ≤ ∥Ev (Act

v)x٠∥+G
t∫

٠ (t− τ)v−١ ∥Ev,v (Ac (t− τ)v)∥ ∥x(τ)∥ dτ. (٧ . ۵)
صدق |arg(spec(A− BK ))| ≥ vπ٢ پایداری شرط در Ac کنید فرض پایداری تضمین منظور به
(١۵ . ٢) گرفتن نظر در با ،t > ١ چنانچه است. t → ∞ که هنگامͬ x(t) → ٠ اثبات هدف کند.



٧۵ کننده کنترل در اشباع محدودیت
شود مͬ بازنویسͬ زیر صورت به (٧ . ۵) نامعادله ،k! = Γ(k + ١) و

(٨ . ۵)

∥x(t)∥ ≤ ∥Ev (Act
v)x٠∥+G

t∫
٠ (eA

١
v (t−τ)

∞∑
k=٠

∥∥∥∥∥∥A
(

(v−١)k
v

)
c

∥∥∥∥∥∥Γ(k+١)
Γ(vk+v) .(t− τ)(v−١)(k+١) ∥x(τ)∥)dτ.

داریم (١۶ . ٢) به توجه با
(٩ . ۵)

∥x(t)∥ ≤ Q ∥x٠∥ e−ct +G
t∫

٠ (e−c(t−τ)
∞∑
k=٠

∥∥∥∥∥∥A
(

(v−١)k
v

)
c

∥∥∥∥∥∥Γ(k+١)
Γ(vk+v) .(t− τ)(v−١)(k+١) ∥x(τ)∥)dτ,

.c = n∑
k=١

|eigk (Ac)| > ٠ و Q > ٠ آن در که
داریم (٩ . ۵) طرفین در ect ضرب با

∥x(t)∥ ect ≤ Q ∥x٠∥+G
t∫

٠ (
∞∑
k=٠

∥∥∥∥∥∥A
(

(v−١)k
v

)
c

∥∥∥∥∥∥Γ(k+١)
Γ(vk+v) .(t− τ)(v−١)(k+١) ∥x(τ)∥ ecτ )dτ. (١٠ . ۵)

و H (τ) = G
∞∑
k=٠

∥∥∥∥∥∥A
(

(v−١)k
v

)
c

∥∥∥∥∥∥Γ(k+١)
Γ(vk+v) (t − τ)(v−١)(k+١) ،C =Q ∥x٠∥ انتخاب با و ٣ . ١ . ٧ قضیه از

آید. مͬ بدست زیر رابطه u١(t) = ∥x(t)∥ ect

∥x(t)∥ ect ≤ Q ∥x٠∥ . exp

G
∞∑
k=٠

∥∥∥∥∥∥A
(

(v−١)k
v

)
c

∥∥∥∥∥∥Γ(k+١)
Γ(vk+v)

t∫
٠ (t− τ)(v−١)(k+١) dτ

 , (١١ . ۵)

آید. مͬ دست به زیر حاصل ،(١١ . ۵) نامعادله راست سمت انتگرال حل با

∥x(t)∥ ect ≤ Q ∥x٠∥ · exp

G
∞∑
k=٠

∥∥∥∥∥∥A
(

(v−١)k
v

)
c

∥∥∥∥∥∥Γ(k+١)
Γ(vk+v) · t(v−١)(k+١)+١

(v−١)(k+١)+١

 , (١٢ . ۵)

داریم ،e−ct در (١٢ . ۵) طرف دو هر ضرب با

∥x(t)∥ ≤ Q ∥x٠∥ · exp

−ct+G
∞∑
k=٠

∥∥∥∥∥∥A
(

(v−١)k
v

)
c

∥∥∥∥∥∥Γ(k+١)
Γ(vk+v) · t(v−١)(k+١)+١

(v−١)(k+١)+١

 , (١٣ . ۵)

نتیجه در گردد، مͬ هم·را صفر سمت به ∥x∥ زمان، گذشت با [۶٩ ،۶٨] در شده ارائه اثبات از
به اثبات و دهد مͬ نتیجه را نظر مورد بسته حلقه سیستم مقاوم پایداری که lim

t→∞
∥x(t)∥ = ٠

رسد. مͬ پایان



ورودی در اشباع محدودیت با نامعین کسری مرتبه خطͬ سیستم پایداری تحلیل ٧۶
هاع حالت و
∥δA∥ ≡ ٠ (٢ . ۵) معادله با شده توصیف بسته حلقه سیستم در کنید فرض : .١ . ٢ . ۵ قضیه
وجود K پسخورد کننده کنترل ماتریس اگر است مجانبی پایدار بسته حلقه سیستم آنگاه باشد،

باشد. قرار بر |arg(spec(A− BK ))| ≥ vπ٢ که طوری به باشد داشته
شود. گرفته نظر در ∥δA∥ = ٠ ،١ . ١ . ۵ قضیه اثبات روند در است کافͬ منظور بدین برهان.

∥δB∥ ≡ ٠ (٢ . ۵) معادله با شده توصیف بسته حلقه سیستم در کنید فرض : .١ . ٣ . ۵ قضیه
وجود K پسخورد کننده کنترل ماتریس اگر است مجانبی پایدار بسته حلقه سیستم آنگاه باشد،

باشد. قرار بر |arg(spec(A− BK ))| ≥ vπ٢ که طوری به باشد داشته
شود. گرفته نظر در ∥δB∥ = ٠ ،١ . ١ . ۵ قضیه اثبات روند در است کافͬ منظور بدین برهان.

خطͬ غیر ترم شامل واقعͬ، دنیای های سیستم از بسیاری شد ذکر قبلا که همانطور
خطͬ نیازمند آنها برای کنترل خطͬ قضیه بردن ب΄ار با عبارتͬ به هستند. مدل ساختار در
نامͬ مدل و حقیقͬ مدل بین بنابراین است. تعادل نقطه حول دیفرانسیل معادله سازی
خاصͬ کلاس رابرای ١ . ١ . ۵ قضیه در شده ارائه تحلیل روش ادامه، در دارد. وجود تفاوت
صدق (٢۴ . ٣) معادله در خطͬ غیر ترم آن در که داده بسط نامعین خطͬ غیر سیستم از
خطͬ، غیر ΁ی و خطͬ ترم ΁ی ترم، دو مجموع توسط تواند مͬ سیستم مدل و کند مͬ

ب·یرید. نظر در را زیر سیستم شود. توصیف
CDv

t x(t) = (A+ δA)x(t) + (B + δB)sat(u) + g(x, t), (١۴ . ۵)
کند مͬ صدق (٢۴ . ٣) در g(x, t) خطͬ غیر آن در که

|g(x١, t)− g(x٢, t)| ≤ λ٢ |x١ − x٢| . (١۵ . ۵)
است. g(x, t) خطͬ غیر ترم لیپشیتز ثابت λ٢ > ٠ که

رود. ب΄ار (١۴ . ۵) سیستم مقاوم پایداری بررسͬ برای تواند مͬ ؟؟ قضیه
از میرایی١ دو با نوسانگر ΁ی از متش΄ل [٨۵ ،٨۴] م΄انی΄ͬ سیستم ΁ی :۵ ‐ ١ مثال

شود مͬ توصیف زیر معادله با که v = ٠٫۵ و ΁ی مرتبه
z̈ + αż + β (Dv

t z) + γz = sat(u) (١۶ . ۵)
γ = ١, β = آن در که هستند ż سرعت و z م΄ان با برابر اندازگیری قابل های خروجͬ
حالت فضای توصیف های ماتریس و است n = ۴ سیستم بعد ،v = ٠٫۵ با .α = و٠٫٨ −١٫۴

است. (١٧ . ۵) صورت به آن

A =


٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ١
−γ −β −α ٠

 , B =


٠
٠
٠
١

 . (١٧ . ۵)

1damping



٧٧ کننده کنترل در اشباع محدودیت
است. زیر قرار به نیز سیستم های ماتریس به مربوط نامعین های ماتریس

δA = ٠٫٣۵ ×


١ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ١

 sin(۵t),

δB = ٠٫٢٠ ×
[ ١ ١ ١ ١ ]T

cos(t).

(١٨ . ۵)

این پایدارسازی برای است. ناپایدار باز حلقه سیستم شود مͬ مشاهده ۵ ‐ ١ ش΄ل از
|arg(spec(A− BK ))| ≥ vπ٢ شرط در Kکه =

[ ۵ ١٠ ١٢ ١ ] پسخورد ماتریس از سیستم
کنترل اعمال با بسته حلقه سیستم ͺپاس ۵ ‐ ٢ ش΄ل کنیم. مͬ استفاده کند مͬ صدق
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v = ٠٫۵ با (١۶ . ۵) باز حلقه حالت متغیرهای تغییرات نحوه : ١ . ۵ ش΄ل
از بعد ها حالت پیشنهادی، کننده کنترل اعمال با دهد. مͬ نشان را پیشنهادی کننده

شوند. مͬ هم·را محدود زمان



ورودی در اشباع محدودیت با نامعین کسری مرتبه خطͬ سیستم پایداری تحلیل ٧٨
هاع حالت و
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v = ٠٫۵ با (١۶ . ۵) بسته حلقه سیستم حالت متغیرهای تغییرات نحوه : ٢ . ۵ ش΄ل
v = با را [۶٩] در شده معرفͬ (١ . ۴) ناپایدار و معین سیستم پارامترهای :۵ ‐ ٢ مثال

ب·یرید. نظر در ٠٫۴۵

A =

 ٠٫١ −٣
١ ٢

 , B =

 ۵ ٠
٠ ١

 . (١٩ . ۵)

فرض با

δA =

 ١ ٠
٠ ١

 sin(۵t), δB =

 ١ ٠
٠ ١

 cos(t). (٢٠ . ۵)

آید. مͬ بدست (١۴ . ۵) سیستم کلͬ فرم ،C =
[ ١ ٠ ] که g(x, t) = ٣ sin (Cx) و

شود. مͬ برقرار |arg(spec(A− BK ))| ≥ vπ٢ شرط ،K =

 ١ ٣
−٢ ١

 که u = −Kx اعمال با
مͬ نشان را (١٩ . ۵) پارامترهای با (١۴ . ۵) سیستم حالت های متغیر تغییرات ۵ ‐ ٣ ش΄ل

دهد.

سیستم های حالت بر اشباع محدودیت ٢ . ۵
ب·یرید. نظر در زیر صورت کسری مرتبه نامعین خطͬ سیستم دینامی΄ͬ معادلات

C٠ Dv
t x(t) = (A+ δA)x(t) + (B + δB)u(t) (٢١ . ۵)



٧٩ سیستم های حالت بر اشباع محدودیت
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v = ٠٫۴۵ با (١۴ . ۵) بسته حلقه سیستم های حالت تغییرات نحوه : ٣ . ۵ ش΄ل
در ،y(t) ∈ Rr خروجͬ در مشاهده قابل های حالت روی بر اشباع محدودیت وجود فرض با

گردد. مͬ اضافه g(y, t) خطͬ غیر ترم ،(٢١ . ۵) سیستم توصیف C٠ Dv
t x(t) = (A+ δA)x(t) +Bg(y, t) + (B + δB)u(t)

y = Cx(t)
, (٢٢ . ۵)

g(y, t) = sat(Hy) = هستند، معین و ثابت های ماتریس C ∈ Rr×n و A,B آن در که
ماتریس H و بوده خروجͬ های حالت تابع که است خطͬ غیر ترم sign(Hy)min (∥Hy∥ , ١)
در که هستند نامعینͬ های ماتریس δB و δA همچنین باشد، مͬ مناسب ابعاد با ثابت

کنند. مͬ صدق زیر فرضیات
. ١ فرض

δA = DAFA(t)N, (٢٣ . ۵)
که پیوسته زمان تابع ماتریس FA(t) و مناسب ابعاد با ثابت های ماتریس N و DA آن در که

کند. مͬ صدق (٢۴ . ۵) شرط در
∥FA(t)∥ < ١, ∀t ≥ ٠. (٢۴ . ۵)

دارد. وجود زیر محدودیت ورودی، ماتریس نامعینͬ روی بر . ٢ فرض
δB = B∆FB, ∥∆∥ < ١, ∥∆FB∥ ≤ µ, ٠ ≤ µ < ١, (٢۵ . ۵)



ورودی در اشباع محدودیت با نامعین کسری مرتبه خطͬ سیستم پایداری تحلیل ٨٠
هاع حالت و
΁ی ∆ و مناسب ابعاد با ثابت حقیقͬ ماتریس ΁ی FB و مثبت حقیقͬ عدد ΁ی µ آن در که

است. نامعین محدود ماتریس
است. برقرار همواره زیر نامعادله . ٣ فرض

A+BDcC + E ≤ ٠, (٢۶ . ۵)
ماتریس I که E = DAIN و اند شده معرفͬ (٢٢ . ۵) سیستم توصیف در C و A,B آن در که
کنترل ΁دینامی در که است ثابتͬ ماتریس Dc ∈ Rr همچنین، است. مناسب ابعاد با همانͬ

شود. مͬ ظاهر زیر صورت به کننده C٠ Dv
t z = Acz +Bcy

u = Ccz +Dcy + un
(٢٧ . ۵)

حالت z(t) ∈ Rk ثابت، های ماتریس Cc ∈ Rk و Bc ∈ Rk×r ،Ac ∈ Rk×k اخیر، رابطه در
است. کلیدزنͬ به مربوط کننده کنترل خطͬ غیر ترم un و کننده کنترل

un = − fn(t)١ − µ
· s

∥s∥
, (٢٨ . ۵)

(٢٩ . ۵) رابطه با که است مثبت عددی تابع ΁ی fn(t) و (y, z) تابع لغزش ͹سط s آن در که
شود. مͬ توصیف

fn(t) = α+ ∥g∥+ µ ∥Ccz +Dcy∥ α > ٠, (٢٩ . ۵)
داریم ، ٢ فرض از

δB = B∆FB → δBu = Bq, p =FBu, (٣٠ . ۵)
.q = ∆p آن در که

پویا٢ خروجͬ پسخورد لغزشͬ مد کسری مرتبه کنترل توان مͬ ، ١ ‐ ٣ های فرض وجود با
مͬ نویسͬ زیرباز ش΄ل به بسته، حلقه سیستم منظور این به کرد. طراحͬ (٢٢ . ۵) برای را

گردد.
(٣١ . ۵) C٠ Dv

t x

C٠ Dv
t z

 =

 A+BDcC BCc

BcC Ac

 x

z

+

 DAFAN ٠
٠ ٠

 x

z

+

 B

٠
 (g + q + un),

y =
[
C ٠ ] x

z

 .

p =
[
FBDcC FBCc

] x

z

+ FBun.

2Fractional order dynamic output feedback sliding mode control (FDOF-SMC)



٨١ سیستم های حالت بر اشباع محدودیت
داریم Y =

[
yT zT

]T و X =
[
xT zT

]T بردارهای تعریف با
C٠ Dv

tX = (Acl +∆Acl)X +Bcl(g + q + un),

Y
′
= C

′
clX,

p = LX + FBun,

(٣٢ . ۵)

آن در که

Acl =

 A+BDcC BCc

BcC Ac

 , ∆Acl =

 DAFAN ٠
٠ ٠

 ,

Bcl =

 B

٠
 , C

′
cl =

[
C ٠ ]

, L =
[
FBDcC FBCc

]
.

(٣٣ . ۵)

پایداری تحلیل ٢ . ١ . ۵
شود. مͬ تعریف زیر صورت به لغزش ͹سط ابتدا
s = KY, (٣۴ . ۵)

آن در که
KCcl = BT

cl λ̄, K =
[
k١ k٢

]
,

Ccl =

 C ٠
٠ I

 , Y = CclX
(٣۵ . ۵)

λ̄ = CT
clK

TKCcl· (٣۶ . ۵)
اعمال با ب·یرید. نظر در را کند مͬ صدق ١ ‐ ٣ فرضیات در که (٢٢ . ۵) سیستم .٢ . ١ . ۵ قضیه
در لغزش ͹سط سمت به سیستم های حالت ،(٢٧ . ۵) در شده توصیف کننده کنترل ΁دینامی

است. مجانبی پایدار (٣١ . ۵) بسته حلقه سیستم و کرده میل محدود زمان
ب·یرید نظر در را زیر لیاپانوف تابع برهان.

V =
١
٢sT s (٣٧ . ۵)

داریم (٢ . ٣٢) اساس بر (٣٧ . ۵) از کسری مرتبه مشتق گرفتن با
C٠ Dv

t V ≤ sT C٠ Dv
t s. (٣٨ . ۵)
داریم ،(٣٨ . ۵) در (٣۴ . ۵) جای·ذاری با

C٠ Dv
t V ≤ (KCclX)T C٠ Dv

t (KCclX) = XTCT
clK

TKCcl
C٠ Dv

tX. (٣٩ . ۵)



ورودی در اشباع محدودیت با نامعین کسری مرتبه خطͬ سیستم پایداری تحلیل ٨٢
هاع حالت و

شود. مͬ حاصل (۴٠ . ۵) رابطه ،(٣۶ . ۵) در λ̄ تعریف به توجه با
C٠ Dv

t V ≤ XT λ̄ C٠ Dv
tX. (۴٠ . ۵)

آید. مͬ بدست (۴١ . ۵) رابطه ،(۴٠ . ۵) در (٣٢ . ۵) جای·ذاری با
C٠ Dv

t V ≤ XT λ̄ [(Acl +∆Acl)X +Bcl(g + q + un)] . (۴١ . ۵)

است بدیهͬ زیر، حاصل ،Ecl =

 E ٠
٠ ٠

 تعریف با

∆Acl ≤ Ecl, (۴٢ . ۵)
C٠ Dv

t V ≤ XT λ̄(Acl + Ecl)X +XT λ̄ Bcl(g + q + un). (۴٣ . ۵)
که باشد داشته وجود P معین مثبت ماتریس چنانچه

λ̄(Acl + Ecl) ≤ −P, P ≥ ٠. (۴۴ . ۵)
داریم (۴٣ . ۵) در (۴۴ . ۵) جای·ذاری و (٣۵ . ۵)‐(٣۴ . ۵) روابط اساس بر

C٠ Dv
t V ≤ −XTPX + sT (g + q)− ∥s∥fn(t)١−µ

≤ −XTPX + ∥s∥ (∥q∥+ ∥g∥)− ∥s∥fn(t)١−µ
.

(۴۵ . ۵)

داریم ∥∆FB∥ ≤ µ ،(٢۵ . ۵) و q = ∆FBu ، (٣٠ . ۵) از استفاده با
C٠ Dv

t V ≤ −XTPX + ∥s∥ (µ ∥u∥+ ∥g∥ − fn(t)١ − µ
). (۴۶ . ۵)

آید. مͬ بدست (۴٧ . ۵) رابطه ،(۴۶ . ۵) در (٢٨ . ۵) جای·ذاری با
C٠ Dv

t V ≤ −XTPX + ∥s∥ (µ ∥Ccz +Dcy∥+ µ ∥un∥+ ∥g∥ − fn(t)١−µ
). (۴٧ . ۵)

اساس این بر است. حصول قابل µ ∥s∥ ∥un∥ = µ∥s∥١−µ
fn(t) نتیجه (٢٨ . ۵) از

µ ∥s∥
١ − µ

fn(t)−
∥s∥

١ − µ
fn(t) = −∥s∥ fn(t). (۴٨ . ۵)

آوریم مͬ بدست ،(۴٧ . ۵) در (۴٨ . ۵) جای·ذاری با
C٠ Dv

t V ≤ −XTPX + ∥s∥ (µ ∥Ccz +Dcy∥+ ∥g∥ − fn(t)). (۴٩ . ۵)
داشت خواهیم ،(۴٩ . ۵) به (٢٩ . ۵) اعمال با نهایت در

(۵٠ . ۵)
C٠ Dv

t V ≤ −XTPX + ∥s∥ (µ ∥Ccz +Dcy∥+ ∥g∥ − (α+ ∥g∥+ µ ∥Ccz +Dcy∥)).

٣ . ١ . ١٢ قضیه اساس بر که آمد بدست C٠ Dv
t V ≤ −XTPX − α ∥s∥ ≤ −α ∥s∥ بخش، این در

دهد. مͬ نتیجه را سیستم پایداری



٨٣ سیستم های حالت بر اشباع محدودیت
حالت ،(٢٧ . ۵) در شده توصیف کننده کنترل ΁دینامی اعمال با ٢ . ١ . ۵ قضیه به توجه با
(٣١ . ۵) بسته حلقه سیستم و کرده میل محدود زمان در لغزش ͹سط سمت به سیستم های
نتیجه این به حصول شرایط آیا که شود مͬ مطرح سوال این حال این با است. مجانبی پایدار

دهد. مͬ ͺپاس سوال این به ٢ . ٢ . ۵ قضیه کند؟ مͬ طلب را خاصͬ شرایط یا است فراگیر
اگر باشد. محدود ای ناحیه Ds =

{
X ∈ Rn+k

∣∣ ∥X∥ ≤ α٢∥~∥
} کنید فرض .٢ . ٢ . ۵ قضیه

سیستم حالتهای آنگاه ،X ∈ Ds باشد، داشته قرار ناحیه این در بسته حلقه سیستم حالتهای
شوند. مͬ هم·را لغزش ͹سط به بسته حلقه

.σ =
(
BT

cl λ̄ Bcl

)−١ و ~ = σKCcl(Acl + Ecl) آن در که
ب·یرید نظر در را زیر لیاپانوف تابع برهان.

V١ =
١
٢sTσs (۵١ . ۵)

.σ =
(
BT

cl λ̄ Bcl

)−١ آن در که
داریم (٢ . ٣٢) اساس بر فوق، لیاپانوف تابع از کسری مرتبه مشتق اعمال با

C٠ Dv
t V١ ≤ sTσ C٠ Dv

t s. (۵٢ . ۵)
آید. مͬ بدست زیر حاصل ،(۵٢ . ۵) در (٣٢ . ۵) سیستم حالتهای و (٣۴ . ۵) جای·ذاری با

C٠ Dv
t V١ ≤ sTσKCcl

C٠ Dv
tX = sTσKCcl((Acl +∆Acl)X +Bcl(q + un + g)). (۵٣ . ۵)

داریم (۴٢ . ۵) از
C٠ Dv

t V١ ≤ sTσKCcl((Acl + Ecl)X +Bcl(g + q + un)). (۵۴ . ۵)
داریم ،(٣۵ . ۵) معادله و ~ = σKCcl (Acl + Ecl) تعریف با

C٠ Dv
t V١ ≤ sT~X + sTσBT

cl λ̄ Bcl(g + q + un)). (۵۵ . ۵)
شود. مͬ ͷمنت (۵۶ . ۵) رابطه ،σ =

(
BT

cl λ̄ Bcl

)−١ اعمال با
C٠ Dv

t V١ ≤ ∥s∥ ∥~X∥+ ∥s∥ (∥q∥+ ∥g∥)) + sTun. (۵۶ . ۵)
داریم ،q = ∆p و (٣٠ . ۵) ،(٢٩ . ۵) ،(٢٧ . ۵) از استفاده با

C٠ Dv
t V١ ≤ ∥s∥ ∥~X∥+ µ ∥s∥ ∥un∥+ µ ∥s∥ ∥Ccz +Dcy∥+ ∥s∥ ∥g∥+ sTun. (۵٧ . ۵)

آید. مͬ بدست زیر رابطه ،(۵٧ . ۵) در (٢٨ . ۵) جای·ذاری با
(۵٨ . ۵)

C٠ Dv
t V١ ≤ ∥s∥ ∥~X∥+ µ ∥s∥

∥∥∥−fn(t)١−µ

∥∥∥+ µ ∥s∥ ∥Ccz +Dcy∥+ ∥s∥ ∥g∥ − ∥s∥ fn(t)١−µ
.



ورودی در اشباع محدودیت با نامعین کسری مرتبه خطͬ سیستم پایداری تحلیل ٨۴
هاع حالت و

است. قرار بر زیر رابطه ،٢ . ١ . ۵ قضیه اثبات همانند
C٠ Dv

t V١ ≤ ∥s∥ ∥~∥ ∥X∥ − ∥s∥α. (۵٩ . ۵)
به ها حالت رسیدن شرایط صورت، این غیر در است. C٠ Dv

t V١ ≤ −∥s∥α آنگاه ،∥~∥ = ٠ اگر
است. زیر قرار به لغزش ͹سط

X ∈ Ds, Ds =

{
X ∈ Rn+k

∣∣∣ ∥X∥ ≤ α

٢ ∥~∥

}
. (۶٠ . ۵)

مͬ پایان به اثبات و بوده (C٠ Dv
t V١ < ٠) منفͬ همواره لیاپانوف تابع زمانͬ مشتق بنابراین

رسد.

طراحͬ روند
گام صورت به پویا خروجͬ پسخورد لغزشͬ مد کسری مرتبه کنترل طراحͬ بخش، این در
رابطه در در که دارند وجود P ≥ ٠ و λ̄ های ماتریس ،(۴۴ . ۵) اساس بر شود. مͬ ارائه گام به

کنند. مͬ صدق زیر
λ̄ (Acl + Ecl) = −P. (۶١ . ۵)

کسری مرتبه کنترل طراحͬ برای LMI اساس بر زیر روند ،λ̄ = CT
clK

TKCcl ≥ ٠ ،(٣۶ . ۵) از
شود. مͬ ارائه پویا خروجͬ پسخورد لغزشͬ مد

دهیم. مͬ قرار BT
clC

T
clK

T =
[
BT ٠ ] CT ٠

٠ I

 kT١
kT٢

 = I. اول: گام
ماتریس که کرده انتخاب طوری را k٢ سپس و کرده محاسبه اول گام از را k١ دوم: گام

باشد. کامل رتبه دارای K

سپس دهیم، مͬ قرار P = εI, ε ≥ ٠ و کرده محاسبه را λ̄ = CT
clK

TKCcl سوم: گام
آوریم. مͬ بدست (۴۴ . ۵) از را Dc و Ac, Bc, Cc

خروجͬ پسخورد لغزشͬ مد کسری مرتبه کننده کنترل طراحͬ ارزیابی برای :۵ ‐ ۵ مثال
ب·یرید[۶۵] نظر در را زیر پارامترهای را با سیستم پویا،

A =


−٣ ٠ ١
١ ٢ ٠
٠ ١ −٢

 , B =


٠٫۵
١
٠

 , C =

 ٠ ١ ١
١ ٠ ١

 ,

δA =


٠٫۵ sin (t) ٠ ٠

٠ ٠ sin (t)

٠ ٠ ٠

 , δB= ٠٫۵B sin (t) .

(۶٢ . ۵)



٨۵ سیستم های حالت بر اشباع محدودیت
داریم ،(٢۵ . ۵) و (٢٣ . ۵) از

DA =


٠٫۵ ٠ ٠
٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠

 , N =


١ ٠ ٠
٠ ١ ٠
٠ ٠ ١

 ,

FA(t) = sin (t) , µ = FB = ٠٫۵, ∆= sin (t) .

(۶٣ . ۵)

مثبت عدد که ،α = ٢ با دهیم. مͬ قرار H =
[ ۵ ٣ ] با g = sat(Hy) این بر علاوه

کسری مرتبه کننده کنترل طراحͬ برای شده پیشنهادی روند بردن ب΄ار و است دلخواه
قرار به کننده کنترل پارامترهای ،(٢٧ . ۵) گرفتن نظر در و پویا خروجͬ پسخورد لغزشͬ مد

است. زیر

Ac =


−۴٫٣٢۶١ ٠ ٠

−١ −۴٫٣٢۶١ ٠
−١ −١ −۴٫٣٢۶١

 ,

Bc =


−٠٫٠٣٣٣ −٠٫٠۶۶٧
−٠٫٠٣٣٣ −٠٫٠۶۶٧
−٠٫٠٣٣٣ −٠٫٠۶۶٧

 ,

Cc =
[
−٠٫٠۶۶٧ −٠٫٠۶۶٧ −٠٫٠۶۶٧ ]

,

Dc =
[
−۵٫٣۶٠٣ ١٫٢۶٠١ ]

.

(۶۴ . ۵)

از است عبارت پویا خروجͬ پسخورد لغزشͬ مد کسری مرتبه کننده کنترل خطͬ غیر ترم
un = − fn(t)١ − µ

.
s

∥s∥
, (۶۵ . ۵)

.fn(t) = ٢ + ∥sat(Hy)∥+ ٠٫۵ ∥Ccz +Dcy∥ آن در که

͹سط کننده، کنترل و سیستم به مربوط حالت های مسیر شامل آمده، بدست نتایج
شده داده نشان ۵ ‐ ١۵ تا ۵ ‐ ٨ های ش΄ل در v = ٠٫٩ و v = ٠٫٧ با کنترل ورودی و لغزش
های حالت و سیستم های حالت که شود مͬ مشاهده ۵ ‐ ٩ و ۵ ‐ ٨ های ش΄ل از است.
با بسته حلقه سیستم پایداری که رسند مͬ محدود زمان در لغزش ͹سط به کننده کنترل
های ش΄ل مقایسه با دهد. مͬ نتیجه را ها حالت روی بر اشباع محدودیت و نامعینͬ وجود
مشتق، مرتبه افزایش با که کرد مشاهده را مشتق مرتبه تغییر اثر توان مͬ ۵ ‐ ١٢ و ۵ ‐ ٨



ورودی در اشباع محدودیت با نامعین کسری مرتبه خطͬ سیستم پایداری تحلیل ٨۶
هاع حالت و
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٨٧ سیستم های حالت بر اشباع محدودیت
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ورودی در اشباع محدودیت با نامعین کسری مرتبه خطͬ سیستم پایداری تحلیل ٨٨
هاع حالت و
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v = ٠٫٩ با (۶٢ . ۵) بسته حلقه سیستم های حالت تغییرات نحوه : ٨ . ۵ ش΄ل
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٨٩ سیستم های حالت بر اشباع محدودیت
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ورودی در اشباع محدودیت با نامعین کسری مرتبه خطͬ سیستم پایداری تحلیل ٩٠
هاع حالت و
‐ ١۵ و ۵ ‐ ١١ های ش΄ل مقایسه با اثر این است. شده هم·را تر سریع بسته حلقه سیستم
۵ ‐ ١٠ های ش΄ل در که همانطور البته است. مشاهده قابل نیز زنͬ کلید دامنه کاهش با ، ۵ 
و خرابی باعث عمل در که است زیاد بسیار زنͬ کلید فرکانس شود مͬ مشاهده ۵ ‐ ١١ و

شود. مͬ دستگاه فرسودگͬ
باعث که چرا باشد ΁نزدی ΁تحری فرکانس به نباید کلیدزنͬ فرکانس که داشت توجه باید
ش΄ل مطلوب ͺپاس و نیست مطلوب کاربردها از بسیاری در که شده سیستم در تشدید
این داشت توجه باید است. زنͬ کلید نرخ بالابودن علت به ۵ ‐ ١٣ و ۵ ‐ ١٢، ۵ ‐ ٩، ۵ ‐ ٨ های
این توان مͬ و نیست ها حالت روی بر اشباع محدودیت خطͬ غیر به منحصرا طراحͬ روش
حالت تابع که محدودی خطͬ غیر هر برای را پویا لغزشͬ مد کننده کنترل طراحͬ روش

برد. ب΄ار باشد، خروجͬ های

بندی ͽجم
وجود با همسان کسری مرتبه نامعین خطͬ سیستم مقاوم پایداری تحلیل فصل این در
ورودی کننده کنترل روی بر تواند مͬ محدودیت این گردید. مطالعه اشباع محدودیت
حل روش دو با مقاوم پایداری شروط باشد. داشته وجود سیستم های حالت روی بر یا و
کنترل طراحͬ با کسری مرتبه لیاپانوف روش و سیستم کننده توصیف دیفرانسیل معادلات
باشد، داشته وجود کننده کنترل ورودی روی بر محدودیت که زمانͬ حالت پسخورد کننده
مد کننده کنترل ها، حالت روی بر اشباع محدودیت گرفتن نظر در با سپس آمد. بدست
گردید. طراحͬ خطͬ غیر سیستم برای کسری مرتبه ΁دینامی با خروجͬ پسخورد لغزشͬ

کند. مͬ تایید را حاصله نتایج صحت سازی شبیه نتایج



۶ فصل
پیشنهادات و بندی ͽجم

پیش·فتار
ارائه آینده در انجام قابل پیشنهادات علاوه به شده انجام کارهای از ای خلاصه فصل این در

شود. مͬ

بندی ͽجم و خلاصه ١ . ۶
مشتق تعریف با همسان کسری مرتبه خطͬ های سیستم پایداری مبحث رساله، این در
تعریف انتخاب گردید. مطالعه اشباع محدودیت گرفتن نظر در با و کپوتو کسری مرتبه
دیفرانسیل معادله حل برای صحیح مرتبه اولیه شرایط به نیاز سیستم، برای کپوتو مشتق
غیر وجود دلیل به سپس باشد. مͬ اولیه شرایط این برای فیزی΄ͬ مفهوم و کسری مرتبه
وجود شده خطͬ های سیستم ریاضͬ مدلسازی در که ها پارامتر در نامعینͬ و ها خطͬ
مرتبه خطͬ غیر سیستم به معین کسری مرتبه خطͬ سیستم پایداری تحلیل بحث دارد،

شد. داده گسترش نامعین کسری مرتبه خطͬ سیستم و معین کسری
آن مطالعه ضرورت و اشباع محدودیت معرفͬ به اول فصل اهداف، این به رسیدن برای
های سیستم تحلیل نیاز مورد قضایای و مفاهیم سوم، و دوم فصول در شد. داده اختصاص
خطͬ سیستم پایداری چهارم، فصل در اند. شده بیان رساله این نیاز مورد کسری مرتبه



پیشنهادات و بندی ͽجم ٩٢
خطͬ غیر های سیستم از خاصͬ کلاس به پایداری تحلیل گسترش و معین کسری مرتبه
در نهایتا، گردید. مطالعه ورودی کننده کنترل روی بر محدودیت وجود با کسری مرتبه
و ورودی کنترل در محدودیت وقتͬ نامعین خطͬ های سیستم مقاوم پایداری پنجم، فصل

است. شده بررسͬ دارد، وجود ها حالت روی بر یا
حل صورت دو به کسری مرتبه های سیستم در پایداری تحلیل که است ذکر به لازم
انجام کسری مرتبه لیاپانوف قضایای ΁کم با یا و سیستم کننده توصیف دیفرانسیل معادله
به اشباع محدودیت همچنین، است. رفته کار به روش دو هر رساله این در که شود مͬ
شده برده ب΄ار حالت دو در ها سیستم در موجود فیزی΄ͬ های محدودیت از ی΄ͬ عنوان
های حالت روی بر محدودیت دی·ری و کنترلͬ سی·نال روی بر محدودیت ی΄ͬ است،
و معین سیستم پایدارسازی و پایداری برای حالت پسخورد کننده کنترل باشد. مͬ سیستم
محدودیت که زمانͬ که حالͬ در است شده طراحͬ کنترلͬ سی·نال در محدودیت با نامعین
پویا خروجͬ پسخورد لغزشͬ مد کنترل باشد، داشته وجود سیستم های حالت روی بر

است. شده طراحͬ

پیشنهادات ٢ . ۶
روی اشباع محدودیت با همسان کسری مرتبه خطͬ های سیستم روی بر رساله این تمرکز
ادامه برای را زیر پیشنهادات توان مͬ باشد. مͬ سیستم های حالت روی یا کننده کنترل

کرد. مطرح سیستم های حالت یا ورودی روی بر اشباع محدودیت گرفتن نظر در با
بهینه عمل΄رد دستیابی برای بهینه کننده کنترل طراحͬ •

اشباع محدودیت با کسری مرتبه خطͬ غیر سیستم گرفتن نظر در •
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Aabstract

The main purpose of this thesis is to analyze the stability of commensurate fractional order (FO)

linear systems subject to saturation element. To this reason, first, a new stability condition is pro-

posed to estimate the region of attraction using the Lyapunov direct method. Then, the stability of a

certain class of FO non-linear systems under control saturation is investigated using the Granular-

Bellman theorem and sector boundary condition. The stability analysis of the FO uncertain linear

systems is also studied by means of the solution estimation of differential equation. Finally, stabil-

ity analysis of uncertain class of FO linear systems is discussed in the presence of state saturation.

Simulation results illustrate the appropriate performance of the designed controllers.

Key words: Fractional order Systems, Saturation, Stability, Uncertainty
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