
پايدارسازي سيستم غيرافين 

با استفاده از قانون كنترل حداكثر زاويه و مفهوم زاويه ويژه

 

 

 

 

 دانشكده مهندسي برق و رباتيك

 پايان نامه كارشناسي ارشد

 

 پايدارسازي سيستم غيرافين 

با استفاده از قانون كنترل حداكثر زاويه و مفهوم زاويه ويژه

 سيده ثمره مصطفوي

:استاد راهنما   

حداد ظريفمحمد دكتر    

 1388 بهمن

 

 با استفاده از قانون كنترل حداكثر زاويه و مفهوم زاويه ويژه

 



 أ 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 



 

  

  

  پايدارسازي سيستم غيرافين با استفاده از قانون كنترل حداكثر زاويه و مفهوم زاويه ويژه

  

  پايان نامه ارشد جهت اخذ درجه كارشناسي ارشد 

 ب 

  دانشكده مهندسي برق و رباتيك

  گروه كنترل

  

پايدارسازي سيستم غيرافين با استفاده از قانون كنترل حداكثر زاويه و مفهوم زاويه ويژه

 

  سيده ثمره مصطفوي: دانشجو 

  

  :استاد راهنما 

  دكتر محمد حدادظريف

  

  :استاد مشاور 

  دكتر عارف شاه منصوريان

  

پايان نامه ارشد جهت اخذ درجه كارشناسي ارشد 

1388بهمن   

پايدارسازي سيستم غيرافين با استفاده از قانون كنترل حداكثر زاويه و مفهوم زاويه ويژه



 ج 
 

  دانشگاه صنعتي شاهرود

  

  مهندسي برق و رباتيك: دانشكده 

  كنترل: گروه 

  

  ثمره مصطفوينامه كارشناسي ارشد خانم سيده  پايان

  :تحت عنوان

  پايدارسازي سيستم غيرافين با استفاده از قانون كنترل حداكثر زاويه و مفهوم زاويه ويژه

  

ارشد مورد ارزيابي و با درجه  توسط كميته تخصصي زير جهت اخذ مدرك كارشناسي............................ در تاريخ 

  .مورد پذيرش قرار گرفت...................................... 

 

 استاد راهنما امضاء استاد مشاور امضاء

  دكتر محمد حداد ظريف  :نام و نام خانوادگي    دكتر عارف شاه منصوريان: نام و نام خانوادگي  

  

  

 اساتيد داور امضاء نماينده تحصيلات تكميلي امضاء

  دكتر محمد مهدي فاتح: خانوادگي نام و نام    دكتر اميدرضا معروضي: نام و نام خانوادگي  

  دكتر عليرضا ناظمي: نام و نام خانوادگي  

 

 



 د 
 

 

 

 

  

  تقديم به پدر و مادر مهربانم
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 ه 
 

 

 

 

 

  
  :با تشكر از زحمات

  جناب آقاي دكتر محمد حداد ظريف

  منصوريانو جناب آقاي دكتر عارف شاه 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 و 
 

 

 

گرايش ( سيده ثمره مصطفوي دانشجوي كارشانسي ارشد مهندسي برق اينجانب 

كنم كه مطالب مندرج دراين پـايان نامه نتيجه  تأييد مي در دانشگاه صنعتي شاهرود) كنترل 

  .ام ديگران مرجع آن را ذكر نمودهتحقيقات اينجانب مي باشد و در صورت استفاده از نتايج 

  

كليه حقوق مادي مترتب از  نتايج مطالعات، آزمايشات و نوآوري ناشي از تحقيق 

  .نامه متعلق به دانشگاه صنعتي شاهرود مي باشد  موضوع اين پايان

  

  1388بهمن 

                                                                                

  

  

  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 ز 
 

  چكيده

هاي غيرافين دو ورودي با استفاده از قانون كنترل حداكثر زاويه  در اين رساله، مسأله پايدارسازي سيستم

قانون كنترل حداكثر زاويه يكي از انواع قوانين پايدارساز مبتني بر تابع . مورد بررسي قرار گرفته است

قانون كنترل  .شود هاي بهينه معكوس طبقه بندي مي است كه در مجموعه كنترل لياپانوف كنترل

حداكثر زاويه برمبناي ايده حداكثر كردن زاويه بين دو بردار گراديان تابع لياپانوف كنترل و مشتق بردار 

در اين رساله روش حلي براي تعميم اين قانون روي سيستم هاي دو ورودي  .آيد حالت به دست مي

همچنين، . دهيم سازي آن را روي يك نمونه سيستم دو ورودي نشان مي  في شده است و نحوه پيادهمعر

يكي از مزاياي مهم قانون كنترل حداكثر زاويه اين است كه چنانچه معادلات حالت سيستم افين در يك 

براي بخش  ماتريس نامعيني يا ماتريسي كه شامل عبارات غيرافين از ورودي كنترل باشد، ضرب شود، و

افين قانون كنترل حداكثر زاويه به دست آمده باشد، سيستم غيرافين جديد تحت شرايطي توسط قانون 

در اين رساله قانون كنترل حداكثر زاويه براي . كنترل حداكثر زاويه بخش افين قابل پايدارسازي است

كنيم و نشان  سازي مي ههاي دو ورودي را روي نمونه اي از سيستم غيرافين دو ورودي پياد سيستم

دهيم شرايط و قوانين استفاده از اين قانون جهت پايدارسازي سيستم هاي غيرافين دو ورودي نيز  مي

هاي غيرافين، برقراري شرايط لازم متكي  در مباحث مربوط به تعميم قانون كنترل به سيستم. صادق است

اي براي محاسبه زاويه  تم است و فرمول بستهبه محاسبه زاويه ويژه براي ماتريس مربعي جداشده از سيس

بنابراين لازم است براي هر نمونه خاص محاسبات مجزايي . هاي مربعي وجود ندارد ويژه همه ماتريس

در اين رساله در خلال محاسبه قانون كنترل براي سيستم غيرافين دو ورودي مذكور، به . صورت گيرد

  . پردازيم ها مي ماتريسمحاسبه زاويه ويژه براي دسته جديدي از 

تابع لياپانوف كنترل، قانون كنترل بهينه معكوس، قانون كنترل حداكثر زاويه، سيستم  :كلمات كليدي

غيرافين، زاويه ويژه 
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هاي حوزه  با وجود اين كه روش. استترين شرط لازم  ، پايداري مهمهاي كنترلي در همه سيستم

، اما در حوزه كنترل غيرخطي گشا هستند ، همچنان در توسعه نظريه كنترل خطي مقاوم راهفركانس

هاي  فضاي حالت در سيستماز طرف ديگر روش هاي . ها چندان كارساز نيست استفاده از اين روش

اي  كه در نظريه كنترل از اهميت ويژهاز جمله مفاهيم پايداري . غيرخطي كاربرد چشم گيري دارند

اختيار داشتن يك مسأله كنترل غيرخطي در با در . باشد مي 1نظريه پايداري لياپانوف، برخوردار است

از  2معين) نيمه ( يك تابع مثبت  ، وجودين شرط لازم و كافي براي پايداريتر ، مهمفضاي حالت

كافي بودن شرط مذكور . شود  تابع لياپانوف ناميده مي، كه اي سيستم با مشتق زماني منفي استه  حالت

اثبات شد و شرط لازم نيم قرن بعد  1907در )  1917- 1857(  3توسط الكساندر ميخائيلويچ لياپانوف

 كلي قابل بررسيرط در حالت با وجود اين كه اين ش. با ظهور قضاياي عكس اثبات گرديد ) 1956 (

  . ]3[گيرند  گسترده در تحليل پايداري غيرخطي مورد استفاده قرار مي، توابع لياپانوف به طور نيست

ف لياپانوتئوري ، زيرا ي سيستم هاي بدون ورودي شكل گرفتاساس نظريه لياپانوف براي پايدار

ن اميكي بدو؛ از اين رو منحصر به تحليل پايداري سيستم هاي دينپيش از تئوري كنترل مطرح گرديد

هاي حلقه بسته قابل استفاده  ، به منظور تحليل پايداري سيستمهاي كنترل نيز  ورودي است و در سيستم

ون كنترل پسخور از پيش تعيين شده، جايگزين شده ها با يك قان ؛ يعني سيستم هايي كه ورودي آناست

ن ؛ به ايكنترلي مطرح شدنوف به سيستم هاي به همين دليل ايده هايي مبني بر تعميم تحليل لياپا .است

شد كه هنگام انتخاب  ، كانديداهايي از توابع لياپانوف به كار گرفتهترتيب كه در هنگام طراحي پسخور

هاي شامل ورودي   براي سيستمها  اين تلاش. يافتند ، به مشتق زماني منفي دست ميقانون كنترل

گونه كه از تابع لياپانوف براي  همان. گرديددهي  مانسا)  CLF(  4تابع لياپانوف كنترل، با معرفي كنترل

                                                 
١
  Lyapunov Stability Theory   
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  Positive (Semi) Definite   

٣
  Alexandr Mihailovich Lyapunov  
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  Control Lyapunov Function  
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، تابع لياپانوف كنترل ابزاري براي اثبات شود هاي بدون ورودي استفاده مي اثبات پايداري سيستم

در جهت طراحي  CLF، علاوه بر اين. هاي شامل ورودي كنترل است پذيري سيستم  پايداري

  .]3و  2[گيرد هاي پايدارساز مورد استفاده قرار مي  كننده  كنترل

هاي  ، روش سيستماتيكي وجود ندارد و روشدر سيستم هاي غيرخطي عمومي CLFبراي يافتن 

لياپانوف كنترل را به دست  ، تنها براي رده هايي از سيستم ها تابعمعرفي شده در منابع گوناگون

سازي  طي، خحول مبدأ 1توان به خطي سازي ژاكوبي مي CLFاز جمله روش هاي يافتن . دهند مي

اشاره نمود كه به ترتيب در  3و روش پيش خوراند 2، روش گام به عقبسيستم به كمك پسخور حالت

، سيستم هاي پسخور 4سازي پسخور ، سيستم هاي قابل خطيستم هاي با شرايط اوليه حول مبدأسي

  .]4 و 3 ،2[ددهن ، تابع لياپانوف كنترل را به دست ميخور و سيستم هاي با معادلات پيش 5اكيد

در صنايع به كار گرفته شده  هاي پايدارساز مبتني بر توابع لياپانوف كنترل كه اخيراً كننده كنترل

را حداقل ) و اغتشاش ( ، يك تابع هزينه شامل جريمه روي حالت ها و ورودي است، علاوه بر پايدارسازي

با . در دسترس داشته باشيمبراي سيستم  CLFها فقط بايد يك  كننده در طراحي اين كنترل. نمايند مي

. محاسبه مي شود CLFطراحي كنترل كننده سرراست است و تابع هزينه نيز بر اساس  CLFداشتن 

 كننده طراحي ، چرا كه كنترلگويند مي 6طراحي كنترل كننده ها به اين روش را كنترل بهينه معكوس

د راه حل بسته و كاملاً دقيق و بدون وجو. نشده اي را حداقل مي نمايد ، تابع هزينه از پيش تعيينشده

كنترل . ها شده است كنترل كننده هاي بهينه معكوس باعث جذابيت آن در نياز به روش هاي عددي

اصطلاح بهينه معكوس براي سيستم هاي خطي اولين بار . عكوس تاريخچه نسبتاً طولاني داردبهينه م

                                                 
١
  Jacobian Linearization  

٢
  Backstepping  

٣
  Forwarding  

٤
  Feedback Linearizable  

٥
  Strict Feedback  

٦
 Inverse Optimal Control  
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. مطرح شد 1973در  10و اَندرسن 9مويلنَ و براي سيستم هاي غيرخطي توسط 8و زونتاگ 7توسط لين

اولين مسائل كنترل بهينه معكوس براي سيستم هاي خطي تغييرناپذير با زمان مطرح و حل شد كه بر 

كنترل بهينه معكوس . كرد را حداقل مي 11اساس آن ماتريس بهره پايدارساز يك تابع هزينه درجه دوم

هاي حلقه باز پايدار به  اولين نتايج آن براي سيستم براي سيستم هاي غيرخطي موفقيت كمتري داشت و

ام به عقب رشد چشمگيري داشته كنترل بهينه معكوس به همراه روش گ 80اما از اواخر دهه . دست آمد

  .]2[است

و  12توان به قانون كنترل حداقل نرُم نقطه اي از جمله قوانين كنترل پايدارساز در اين حوزه مي

اين قوانين در حقيقت فرمول هاي بسته اي براي محاسبه قانون . اشاره نمود 13قانون كنترل حداكثر زاويه

همان گونه كه . از آن است، به دست مي دهند CLFكنترل پايدارساز كه تابعي از معادلات سيستم و يك 

  .]1[مي نمايند عيين نشده اي را حداقل، اين قوانين تابع هزينه از پيش تتر عنوان شد پيش

قانون كنترل حداكثر زاويه يك قانون كنترل پايدارساز جديد مبتني بر تابع لياپانوف كنترل است 

كه برمبناي ايده حداكثر كردن زاويه بين بردار گراديان تابع لياپانوف كنترل و مشتق بردار حالت در هر 

يه مزيت هايي نسبت به قانون كنترل قانون كنترل حداكثر زاو. ]25[ نقطه از مسير حالت عمل مي كند

اي  توان به سرعت بيشتر، معرفي يك معيار پايداري لحظه  حداقل نرم نقطه اي داراست كه از آن جمله مي

تحت قضاياي مطرح  14اي از سيستم هاي غيرافين  ، و امكان كنترل ردهCLFبراي قوانين كنترل مبتني بر 

قانون كنترل حداكثر زاويه براي سيستم هاي خطي و غيرخطي تك ]. 1[ شده در اين حوزه اشاره نمود

از آن جا كه بسياري از سيستم هاي واقعي خصوصاً در حوزه هاي روباتيك . ورودي قابل به كارگيري است

                                                 
٧
  Y.Lin  

٨
  E.D.Sontag  

٩
  P.J.Moylan  

١٠
 B.D.O.Anderson  

١١
 Quadratic  

١٢
  Pointwise Min-Norm Control Law  

١٣
  Maximum Angle Control Law  

١٤
  Non-Affine  



٤ 
 

هاي  قانون كنترل حداكثر زاويه براي سيستم  و هوافضا بيش از يك ورودي دارند، به دست آوردن روابط

  .هاي بيشتر از اهميت بسزايي برخوردار است و تعميم اين قانون براي سيستم هاي با وروديچند ورودي، 

ها نسبت به سيگنال كنترل  هاي غيرافين سيستم هايي هستند كه معادلات حالت آن سيستم

 غيرخطي است؛ يعني

 )1-1 (  �	 = ���� + ����ℎ��, �� 

درنتيجه . در حالت كلي تابعي غيرخطي از از سيگنال هاي كنترل و متغيرهاي حالت است ℎكه در آن 

در اين حوزه تاكنون تلاش هاي بسياري صورت . ها دشوار باشد واضح است كه پايدارسازي و كنترل آن

همگام با پيچيدگي . هاي غيرافين متمركز بوده است گرفته است كه هريك روي رده خاصي از سيستم

هاي غيرافين نيز رو به فزوني است و در حال حاضر يكي   ها، نياز به كنترل انواع سيستم افزون سيستمروز

تر  گونه كه پيش همان. شود هاي مهم تحقيقات در زمينه سيستم هاي كنترلي محسوب مي  از حوزه

هاي  از سيستماي  عنوان شد، يكي از مزاياي مهم قانون كنترل حداكثر زاويه، امكان تعميم آن به دسته

اين امر از طريق . باشد  غيرافين به منظور ساختن توابع لياپانوف كنترل و پايدارسازي اين سيستم ها مي

و مرجع  25[ شود هاي مربعي ناويژه حقيقي محقق مي براي ماتريس15معرفي مفهومي به نام زاويه ويژه

توان بخش غيرافين را به صورت يك  ها مي هاي غيرافين كه در آن براي دسته اي از سيستم. ]آن 28

ماتريس مربعي ناويژه از معادلات حالت جداسازي نمود، اين روش، يافتن توابع لياپانوف كنترل براي 

كه ممكن است ( سيستم غيرافين را، به يافتن توابع لياپانوف كنترل براي بخش افين جداسازي مذكور

براي سيستم هاي غيرافين محسوب مي  CLFسبه تبديل مي كند و اولين گام در محا) خطي هم باشد 

 CLFدر عين حال در صورت برقراري شرايط، قانون كنترل حداكثر زاويه كه با استفاده از يك . ]25[ شود

از آن جا كه در اين . ]25[ براي بخش افين به دست مي آيد، براي پايدارسازي كل سيستم نيز معتبر است

                                                 
  Eigen Angle ١٥  
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ه محاسبه زاويه ويژه براي ماتريس مربعي جداشده از سيستم است و روش، برقراري شرايط لازم متكي ب

هاي مربعي در حالت عمومي وجود ندارد، لازم است  اي براي محاسبه زاويه ويژه همه ماتريس فرمول بسته

هاي  از اين رو محاسبه زاويه ويژه براي نمونه. ]25[ براي هر نمونه خاص محاسبات مجزايي صورت گيرد

هاي مربعي، گام مهمي در توسعه اين روش كنترلي براي مجموعه هاي بزرگ تري از  اتريسبيشتري از م

  .    شود  سيستم هاي غيرافين محسوب مي

، بحث خود را بر روي مفاهيم پايداري در حوزه لياپانوف، با ذكر پيش زمينه اي از در اين گزارش

. لياپانوف كنترل را بررسي مي كنيمابع هاي يافتن تو ، مفاهيم و روشهاي كنترلي تعميم داده سيستم

ركز هاي تابع لياپانوف كنترل در مقوله كنترل بهينه معكوس خواهيم پرداخت و با تم سپس به بيان كاربرد

افين تك ورودي و  سيستميك از پياده سازي اين قانون براي كنترل  ي، مثالبر قانون كنترل حداكثر زاويه

پس از آن روش حلي براي تعميم اين . مورد بررسي قرار مي دهيمتك ورودي را  يك سيستم غيرافين

سازي آن را روي يك نمونه سيستم دو   كنيم و نحوه پياده قانون روي سيستم هاي دو ورودي معرفي مي

در ادامه با هدف پياده سازي نتايج به دست آمده روي يك نمونه واقعي سيستم . دهيم ورودي نشان مي

در راستاي اين هدف، محاسبات مجزايي . پردازيم مي 16كنترل نوسان آونگ دوگانه غيرافين دو ورودي، به

  .دهيم براي يافتن زاويه ويژه دسته جديدي از ماتريس هاي مربعي انجام مي

ي آقاي دكترالازم به توضيح است كه موضوع اين رساله در امتداد مطالب مطرح شده در رساله 

استفاده از توابع كنترل كننده هاي بهينه معكوس با  و طراحي تحليل"تحت عنوان  عارف شاه منصوريان،

و با نظارت و راهنمايي ايشان، به منظور پياده سازي قانون كنترل  ] )25[مرجع   ( "لياپانوف كنترل

  .حداكثر زاويه روي نمونه اي از سيستم هاي غيرافين تعريف شده است
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هاي با ورودي  هرچند نظريه پايداري لياپانوف، به تنهايي فاقد ابزار لازم جهت پايدارسازي سيستم

هاي  از آن ميان، روش. بوده استهاي كنترلي  هاي برآمده از آن الهام بخش انواع روش كنترلي است؛ ايده

گيرد، بر پايه تعميمي از نظريه پايداري لياپانوف به  كنترل بهينه معكوس كه در اين رساله مدنظر قرار مي

از اين رو، پيش از ورود به مباحث كنترلي برآمده از نظريه لياپانوف، . هاي كنترلي بنا شده است سيستم

در اين فصل مفاهيم اساسي . رسد اي اين حوزه ضروري به نظر مياي از مفاهيم و قضاي ذكر پيش زمينه

  .دهيم در نظريه پايداري لياپانوف و برخي قضاياي كليدي در اين حوزه را مورد بررسي قرار مي

 

  ]3[ 1سيستم هاي ناخودگردان درمفاهيم پايداري  - 1- 2

، پايداري مجانبي 4، پايداري يكنواخت3، پايداري مجانبي2مفاهيمي چون پايداري لياپانوف

؛ بلكه ك سيستم ديناميكي محسوب نمي شوندبه عنوان يك صورت كلي از ويژگي هاي ي... و  5يكنواخت

  :ير با زمان زير را در نظر بگيريدسيستم متغ. هاي مجزاي سيستم مي باشند در حكم پاسخ

) 2-1 (  �	 = ���, �� 

�كه در آن  ∈ :�، و  �� �� × �� → ليپشيتز � و نسبت به  6اي قطعهپيوسته  tنسبت به  ��

�0در زمان  �0را كه از نقطه )  1-2 (پاسخ معادله . است 7محلي ≥ شود  شروع مي 0

)  ����; �0, �0� = ;���، به صورت )  �0 �0, مفهوم پايداري لياپانوف بيانگر . دهيم  نشان مي ��0

;���هاي پيوستگي  ويژگي �0, ، منحرف شود ��0به سمت  �0اگر شرط اوليه . است �0نسبت به  ��0
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;���آنگاه براي پايداري لازم است پاسخ منحرف شده  ��0, �به ازاي همه  ��0 ≥ نزديك به  �0

���; �0,   ، براي پايداري مجانبي لازم است خطايعلاوه بر اين. باقي بماند ��0

���; ��0, �0� − ���; �0, �0� 

�در  → ;���بنابراين پاسخ . صفر شود ∞ �0,   :) 1- 2( ز رابطه ا ��0

�، اگر ثابت است 8محدود •��0, �0� >  وجود داشته باشد به گونه اي كه 0

 )2- 2 (  |���; �0, �0�| < ���0, �0�,      ∀� ≥ �0; 
εاست ، اگر براي هر  9پايدار • > ,#�δيك  0 �0� >  وجود داشته باشد به گونه اي كه  0

 )2-3 (  |��0 − �0| < $ ⇒ |���; ��0, �0� − ���; �0, �0�| < #,     ∀� ≥ �0; 
��0�&است ، اگر يك  10جذب كننده • > εوجود داشته باشد ، و نيز براي هر  0 > ، يك  0

'�#, �0� >  وجود داشته باشد به گونه اي كه 0

 )2-4 (  |��0 − �0| < & ⇒ |���; ��0, �0� − ���; �0, �0�| < #,     ∀≥ �0 + '; 
 .است، اگر پايدار و جذب كننده باشد 11پايدار مجانبي •

;���مشخصه هاي پايداري  �0, هاي  �0براي . بستگي دارد �0در حالت كلي به زمان اوليه  ��0

�، مقادير متفاوتي از متفاوت��0, �0�  ،δ�#, ,#�'و  ��0�&،  ��0  ،  ) 2- 2( براي برقراري روابط  ��0

ها  باشند، مشخصه هاي متناظر آن �0هرگاه اين ثابت ها مستقل از . نياز است)  4- 2( و )  2-3( 

تر از پايداري  هاي تطبيقي پايداري يكنواخت بسيار مطلوب  براي سيستم. ناميده مي شوند 12يكنواخت

پاسخ . شود  ناميده مي UASاست كه اغلب  13پايداري مجانبي يكنواختتر از همه  صرف است، و مطلوب
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���; �0, �0� ،UAS كننده يكنواخت باشد؛ يعني  يكنواخت و جذبشود اگر پايدار  ناميده مي

δ�#, �0� = $�#� ،&��0� = ,#�'، و & �0� = پايداري مجانبي . باشند �0مستقل از  �#�'

؛ زيرا سيستم هايي كه داراي اين مشخصه هستند با اخت يك مشخصه مطلوب محسوب مي شوديكنو

  .كنند  بهتر برخورد مي 15و اغتشاش ها 14ها انحراف

 ) 1-2( دار باشند؛ يعني معادله هاي سيستم ممكن است پايدار و برخي ديگر ناپاي برخي از پاسخ

;���، پاسخ ثابت نقطه تعادل. پايدار يا ناپايدار داشته باشد 16تعادل  نقاطممكن است  �( , �0� ≡ �( 

)���است كه شرط  , �� ≡ ناحيه  يك، آنگاه داراي پايدار مجانبي باشد )�اگر تعادل . را برآورده نمايد 0

�اي كه به ازاي  ، به گونهاست �0از شرايط اوليه  Ωناحيه جذب يك مجموعه . است 17جذب → و  ∞

�0همه  ∈ Ω داشته باشيم :���; �0, �0� → ، پاسخ شروع شده فقط پايدار باشد )�هنگامي كه .  )�

 ��، كل فضاي ناحيه جذبهنگامي كه . ماند باقي مي )�نزديك به )  3-2( مطابق با مفهوم رابطه  Ωاز 

  .ناميم مي 19محلياين صورت   غير  و در 18جامعهاي پايداري را  ، ويژگيباشد

  

  ]3[ سيستم هاي ناخودگردان درپايداري لياپانوف  -2- 2

، نياز به حل صريح معادله براي به دست آوردن شرايط پايدارياز نظر عملي مطلوب اين است كه 

;���، تعيين مشخصه هاي پايداري لياپانوف هدف روش مستقيم. نباشد)  2-1 ( �0, از روي  ��0

,���مشخصه هاي  ,���و رابطه آن با يك تابع مثبت معين  �� براي به دست آوردن نتايج . است ��
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+�+، يعني به ازاي باشد 20نامحدود شعاعي، اين تابع بايد جامع → داشته  t، به طور يكنواخت در ∞

,���: باشيم �� → ∞ . 

,���يك تابع اسكالر متغير با زمان  : 1تعريف  شود اگر  ناميده مي 21مثبت معين محلي ��

��0, �� =   اي كه وجود داشته باشد به گونه ����0باشد و يك تابع مثبت معين تغيير ناپذير با زمان  0

 )2-5 (  ���, �� ≥ �,���,      ∀� ≥ �0 

,���يك تابع اسكالر  : 2تعريف  ,0��شود، اگر  ناميده مي 22كاهنده �� �� = باشد و يك تابع  0

  اي كه  وجود داشته باشد به گونه ����1ناپذير با زمان   مثبت معين تغيير

 )2-6  (  ���, �� ≤ �.���,      ∀� ≥ 0 

,���يك تابع  : 3تعريف  از كلاس  /است، اگر و فقط اگر يك تابع ) يا جامع ( مثبت معين محلي  ��

K  وجود داشته باشد به گونه اي كه كه��0, �� =  باشد و 0

 )2-7 (  ���, �� ≥ /�+�+�,    ∀� ≥ 0,    ∀� ∈ �00  � يا در كل فضاي حالت � 

,���يك تابع  وجود داشته  Kاز كلاس   1است، اگر و فقط اگر يك تابع) يا جامع ( كاهنده محلي  ��

,0��اي كه   گونه  باشد به �� =   باشد و 0

 )2-8 (  ���, �� ≤ 1�+�+�,    ∀� ≥ 0,    ∀� ∈ �00  � يا در كل فضاي حالت � 

�فرض كنيد  : 23يوشيتزاوا-قضيه لاسال =  �در  �باشد و )  1-2( يك نقطه تعادل سيستم  0
:�اگر . يكنواخت باشد �ليپشيتز محلي و در  �� → ، مثبت 24يك تابع به طور پيوسته مشتق پذير ��

  اي كه باشد به گونهمعين و نامحدود شعاعي 
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 )2-9 (  �	 = 2�2� ������, �� ≤ −3��� ≤ 0,      ∀� ≥ 0, ∀� ∈ ��, 
باشند و  مي 25محدود يكنواخت جامع)  1- 2( هاي  ، آنگاه همه پاسخيك تابع پيوسته باشد 3كه در آن 

  :علاوه بر اين داريم

 )2-10 (  4567→8 39����: = 0. 
�، آنگاه تعادل معين باشدمثبت  ���3 به علاوه اگر = ) GUAS( 26پايدار مجانبي يكنواخت جامع 0

  .است

يوشيتزاوا در سيستم هاي تغيير پذير با زمان به كار گرفته مي شود و برقراري  -قضيه لاسال

���3كه در آن  Eهمگرايي به مجموعه  = به  ����، در اغلب طراحي ها. است را ممكن مي سازد 0

؛ د كه به هدف رديابي دست مي يابندتنها شامل مسيرهايي باش Eعه گونه اي ساخته مي شود كه مجمو

  . ها خطاي رديابي صفر باشد يعني مسيرهايي كه در آن

عمولاً تغيير ناپذير يا زمان سيستم طراحي شده م) زماني كه سيگنال مرجع ثابت است (  27براي تنظيم

  :است

 )2-11 (  �	 = ���� 

  : كه در اين حالت مجموعه هاي تغيير ناپذير معرفي مي شوند 

ناميده مي شود اگر هر پاسخ )  11- 2( سيستم  28تغيير ناپذير مجموعهيك  Mمجموعه  : 4تعريف 

، به ازاي تمام زمان هاي گذشته و آينده نيز متعلق تعلق دارد Mبه مجموعه  �1كه در لحظه زماني  ����

  باشد؛ يعني Mبه 

                                                                                                                                                     
٢٤

  Continuously Differentiable  
٢٥

  Globally Uniformly Bounded  
٢٦

  Globally Uniformly Asymptotically Stable  
٢٧

  Regulation   
٢٨

  Invariant Set  
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 )2-12 (  ���1� ∈ < ⇒ ���� ∈ <,   ∀� ∈ � 

زاي زمان هاي آينده ناميده مي شود اگر شرط بالا تنها به ا 29مثبت تغيير ناپذيريك مجموعه  Ωمجموعه 

  برقرار باشد؛ يعني

 )2-13 (  ���1� ∈ Ω ⇒ ���� ∈ Ω,   ∀� ≥ �1 

توان همگرايي به يك  ، ميپايداري مجانبي آنبا استفاده از قضيه تغييرناپذيري لاسال و استنباط 

  .تغييرناپذير مطلوب را تضمين نمودمجموعه 

:�، و ) 7-2 (يك مجموعه مثبت تغييرناپذير سيستم  Ωاگر :  30قضيه تغييرناپذيري لاسال Ω → ��  

	�پذير با ويژگي  به طور پيوسته مشتق ����يك تابع  ��� ≤ 0, ∀� ∈ <، مجموعه = =
?� ∈ Ω@�	 ��� = 0AB و ،M ترين مجموعه تغيير ناپذير موجود در  بزرگE آنگاه هر پاسخ باشد ،

�، به ازاي شروع شود Ωكه از  ����محدود  →   .همگرا مي شود Mبه  ∞

�اگر :  31استنباط پايداري مجانبي = :�، و )  7-2 (تنها نقطه تعادل  0 �� →  ����يك تابع  ��

	�به طور پيوسته مشتق پذير ، مثبت معين و نامحدود شعاعي با ويژگي  ��� ≤ 0, ∀� ∈ �� ،  

< و  = ?� ∈ ��@�	 ��� = 0AB و با فرض اين كه پاسخ ديگري به جز باشد ،���� ≡ نتواند براي  0

  .است)  GAS(  32پايدار مجانبي جامعبماند ، آنگاه مبدأ  Eهميشه در 

، مشخصه هاي همگرايي سيستم طراحي كمتر باشد M، اگر ابعاد شود طور كه مشاهده مي همان

تنها  Eاز  M، بزرگ ترين زيرمجموعه تغيير ناپذير در حالت مطلوب پايداري مجانبي. تر است شده قوي

�مبدأ  =   .به كمترين حد ممكن درآيد Mبنابراين هدف اين است كه ابعاد . است 0

                                                 
٢٩

  Positive Invariant  
٣٠

  LaSalle’s Invariance Theorem  
٣١

  Asymptotic Stability Corollary  
٣٢

  Globally Asymptotically Stable  
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پايداري ، ادامه مورد استفاده قرار مي گيرداري ديگر كه در يك مفهوم پايد:  33پايداري ورودي به حالت

  سيستم. معرفي گرديد 1989زونتاگ در سال  است كه توسط)  ISS(  حالت  ورودي به

 )2-14 (  �	 = ���, �� 

پيوسته و  �∙��و هر ورودي  �0��پايدار ورودي به حالت ناميده مي شود اگر پاسخ سيستم به ازاي هر 

,D0محدود روي  ∞�A  براي همه� ≥   :اشد و رابطه زير را برقرار نمايدوجود داشته ب 0

 )2-15 (  |����| ≤ 1�|��0�|, �� + E F G�H
0IJI7|��K�|L,     ∀� ≥ 0 

,G�1كه در آن  Gتوابع افزايشي اكيد از  �G�Eو  �� ∈ ,0�1با  �� �� = �0�Eو  0 = مي باشند و  0

lim7→8با  t يك تابع كاهشي از 1 1�G, �� = 0,   ∀G ∈   .است ��

؛ زيرا به طور صريح براي سيستم هاي غيرخطي مناسب استاين تعريف پايداري ورودي به حالت 

تنها به  ����دهد كه نُرم حالت  نشان مي)  15-2 (رابطه : را تركيب مي كند �0��اثر شرايط اوليه 

را شامل  �0��، اما در عين حال يك تركيب به صورت مجانبي محو شونده از بستگي دارد �K��ورودي 

 .مي شود

  

 ]3[ قضاياي ناپايداري -3- 2

از مركز ، يك تابع اسكالر به طور پيوسته مشتق پذير و  Ωاگر در يك همسايگي مشخص  : 1قضيه 

,���كاهنده    وجود داشته باشد به گونه اي كه  ��

• ��0, �� = 0,     ∀� ≥ �0. 

• ���, هنگامي كه به ميزان دلخواه به مبدأ نزديك باشد، بتواند مقادير اكيداً مثبت  ��0

 .كند  اختيار

                                                 
٣٣

  Input- to- State Stability  
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• �	 ��,  .باشد)  Ω محلي در ( مثبت معين  ��

  .ناپايدار است �0سپس نقطه تعادل صفر در زمان 

از مركز، يك تابع اسكالر به طور پيوسته مشتق پذير و  Ωاگر در يك همسايگي مشخص :  2قضيه 

,���كاهنده    وجود داشته باشد به گونه اي كه ��

• ��0, �� = ,���باشد و  0 هنگامي كه به ميزان دلخواه به مبدأ نزديك باشد، بتواند  ��0

 مقادير اكيداً مثبت اختيار كند؛ يعني

• �	 ��, �� − P���, �� ≥ 0,    ∀� ≥ �0,    ∀� ∈ = 

  .ناپايدار است �0يك ثابت اكيداً مثبت است، آنگاه نقطه تعادل صفر در زمان  Pكه در آن 

,���يك همسايگي مركز باشد و يك تابع اسكالر  Ωاگر  : 3قضيه  با مشتقات جزئي مرتبه اول  ��

  وجود داشته باشند به گونه اي كه  Ωدر  Ω1، و يك ناحيه Ωپيوسته و كاهنده در 

• ���, 	�و  �� ��,  مثبت معين باشند؛ Ω1در  ��

 باشد؛ Ω1مركز يك نقطه مرزي  •

�، به ازاي همه  Ωدرون  Ω1در نقاط مرزي  • ≥ �0 ، ���, �� =  باشد؛ 0

  .ناپايدار است �0آنگاه نقطه تعادل صفر در زمان 

  

  ]3[ وجود توابع لياپانوف -4- 2

شود كه آيا اساساً براي  يدر مواجهه با مشكل يافتن توابع لياپانوف اين سوال مطرح م

در رابطه با در اين بخش نتايج جالب توجه . توابع لياپانوف وجود دارد يا خيرهاي پايدار همواره   سيستم

شناخته مي شوند مورد بررسي قرار  قضاياي لياپانوف معكوس، كه تحت عنوان وجود توابع لياپانوف

  . دهيم مي
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,���اشد، آنگاه يك تابع مثبت معين پايدار ب)  1-2( اگر مبدأ سيستم  : 1قضيه  با يك مشتق  ��

  .نامثبت موجود است

  .قضيه فوق بيانگر وجود يك تابع لياپانوف براي هر سيستم پايدار است

اگر نقطه تعادل در مبدأ پايدار مجانبي يكنواخت باشد، يك تابع كاهنده و مثبت معين  : 2قضيه 

���,  .با يك مشتق منفي معين وجود دارد ��

  

  

  

  

  

  

 
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 



  

  

  :فصل سوم

  تابع لياپانوف كنترل
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  مفاهيم - 1- 3

، اين قضيه با مفهوم پايداري در يار پيش از نظريه كنترل شكل گرفتاز آنجا كه قضيه لياپانوف بس

نترلي نيز تنها براي تعيين هاي ديناميكي بدون ورودي سروكار دارد و در سيستم هاي كسيستم 

ها  است؛ يعني سيستم هايي كه در آن كارگيري هاي پايداري سيستم كنترلي حلقه بسته قابل به  مشخصه

ليل ، به جاي تحاما در طراحي كنترل. پيش تعيين شده جايگزين شده باشد ورودي با يك قانون كنترل از

با مشخصه هاي  ، هدف ايجاد يك سيستم حلقه بستهه هاي پايداري يك سيستم داده شدهمشخص

، كانديداهايي از توابع با تعميم قضيه لياپانوف به همين دليل برخي از محققان. پايداري مطلوب است

مشتق زماني  هلياپانوف را در فرآيند طراحي كنترل به كار گرفتند كه با انتخاب مناسب قانون كنترل ب

براي سيستم هاي با )  CLF(  1تابع لياپانوف كنترلچنين ايده هايي به معرفي . منفي دست مي يافتند

نتايج حاصل از آن ها  در اين بخش به معرفي كلي اين ايده ها و. يدورودي هاي كنترل منجر گرد

  .پردازيم مي

  فرض كنيد براي سيستم تغييرناپذير با زمان 

 )3-1 (  �	 = ���, ��,   � ∈ ��,   � ∈ �,   ��0,0� = 0 

�، به گونه اي است كه تعادل �براي متغير كنترلي ���/هدف طراحي قانون كنترل پسخور  = براي  0

  سيستم حلقه بسته

 )3-2 (  �	 = �9�, /���:, 
  . ]2[پايدار مجانبي جامع باشد

                                                 
١
  Control Lyapunov Function  
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لازم است مشتق زماني آن در طول ، ان كانديداي لياپانوف انتخاب شودبه عنو ����اگر يك تابع 

	�شرط  ) 2-3(  پاسخ معادله ��� ≤ يك تابع مثبت  ���3، كه در آن را برآورده نمايد ���3−

�اي تعيين شود كه به ازاي همه   به گونه ���αبنابراين بايد . معين است ∈   ، رابطه ��

) 3-3 (  2�2� ����9�, /���: ≤ −3���, 
زيرا ممكن است قانون كنترل پايدارساز براي . ممكن است چندان ساده نباشدمرحله اين . برقرار باشد

برقرار )  14-2( رابطه  ���3و  ����، اما به دليل انتخاب ضعيف وجود داشته باشد)   1-3 (سيستم 

شود يك   وجود داشته باشد، گفته مي ���3و  ����سيستمي كه براي آن يك انتخاب خوب . نباشد

CLF دارد.  

:�يك تابع مثبت معين و نامحدود شعاعي : ]2[ تعريف �� → )  CLF( ، يك تابع لياپانوف كنترل ��

  نام دارد اگر

) 3-4 (  infS∈T U�U� = infS∈T V2�2� ������, ��W < 0,     ∀� ≠ 0 

را  CLF، يك به عبارت ديگر. است uاز مقادير مجاز متغير كنترلي  2يك مجموعه محدب Uكه در آن 

توان با انتخاب مقادير  توان به سادگي يك كانديداي تابع لياپانوف درنظرگرفت كه مشتق آن را مي  مي

پيوسته باشد و يك پسخور  �توان گفت اگر  به وضوح مي. ، منفي ساخت3اي نقطه، به صورت كنترل

�اي كه نقطه  ، به گونهوجود داشته باشد)  1- 3  (حالت پيوسته براي سيستم  = يك تعادل پايدار  0

شود بايد براي  ، آنگاه با قضاياي عكس لياپانوف ثابت ميي جامع براي سيستم حلقه بسته شودمجانب

 CLF، وجود يك افين باشدنسبت به متغير كنترل  �اگر. وجود داشته باشد CLFيك )  1-3( سيستم 

  . محسوب مي شود پيوسته، شرط كافي براي پايدارسازي از طريق پسخور حالت ) 1- 3( براي سيستم 

                                                 
٢
  Convex Set  

٣
  Pointwise  
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، همان طور كه وجود يك تابع لياپانوف شرط لازم و كافي براي پايداري يك به طور خلاصه

دي سيستم با ورو 4نيز شرط لازم و كافي براي پايدارسازي CLFسيستم بدون ورودي است، وجود يك 

  .كنترل است

معرفي گرديد و تعميمي بر  1983در سال  6و زونتاگ 5نخستين بار توسط آرتشتاين CLF مفهوم

. محسوب مي شد)  1978(  9و كويين 8جِويكرو جو)  1977(  7نتايج طراحي لياپانوف توسط ژاكوبسون

وجود يك قانون كنترل كه رابطه ، بلكه براي نه تنها شرط لازم است)  4- 3  (آرتشتاين نشان داد رابطه 

پايدارسازي معادل با  CLF يعني وجود يك. شود را برقرار نمايد، شرط كافي نيز محسوب مي)  3- 3  (

  .]4[است مجانبي جامع

  

  ]19و  18، 17، 16، 15، 14، 13، 12، 11، 10، 9، 8، 7، 6، 25[تعايف و قضايا  -2- 3

و نامحدود  معين ثبتيك تابع م"عبارت است از  CLFمفهوم اصلي ، گونه كه اشاره شد همان

مفهوم  چهرگا. "نالهاي كنترل قادرند مشتق آن را نسبت به زمان منفي سازندگي از سيا كه رده شعاعي

علاوه بر اين . توان يافت معلوم است اما تعاريف متفاوتي از آن در منابع مختلف مي كاملاً CLFاصلي 

هاي  تنها براي بعضي از سيستممسئله يافتن توابع لياپانوف كنترل به طور كلي حل نشده است و 

هاي  و روشCLF مختلف  تعاريفاين بخش در . موجود است CLFغيرخطي روش سرراست محاسبه 

  .شود مطرح مي CLFجنبي در ارتباط با موضوعات برخي و  آنيدا كردن پموجود براي 

  

                                                 
٤
  Stabilizability  

٥
  Artstein  

٦
  Sontag  

٧
  Jacobson  

٨
  Jurdjevic  

٩
  Quinn  
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  براي سيستم توصيف شده با معادلات 

 )3-5 (  �	 = ���� + �����,    � ∈ ��,   � ∈ �Y 

CLF  به صورت زير تعريف شده است] 6[در:  

:����تابع مثبت معين و نامحدود شعاعي و هموار  : 1تعريف  �� → است اگر براي هر  CLFيك  �

� ≠   :داشته باشيم 0

 )3-6  (  Z[�S∈T���\]�. ^��� + ]�. �����_ < 0, 
  

  :به صورت زير توصيف شده است CLF، ) 5-3( براي سيستم توصيف شده با معادلات  ]9و  8، 7[در 

:���� تابع مشتق پذير و نامحدود شعاعي و مثبت معين : 2تعريف  �� → براي  CLFرا يك  ��

  گويند اگر )   5-3 (سيستم 

 )3-7 (  Z[�S \���������� + �����������_ < 0,    �� ≠ 0� 

  

  :به صورت زير توصيف شده است CLF)  5-3( براي سيستم ] 11و  10[در 

:����پذير مرتبه دوم  تابع مشتق:  3تعريف  �� → مثبت معين و  ����گويند اگر  CLFرا يك  �

  :عاعي بوده و شرط زير برقرار باشدنامحدود ش

 )3-8 (  Z[�S �������� + ������ < 0,    � ≠ 0 

  براي سيستم كلي 

 )3-9 (  �	 = ���, ��, 
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  :به صورت زير تعريف شده است  CLF ]12[در 

:����تابع مثبت معين و نامحدود شعاعي  : 4تعريف  �� → )  9- 3( براي سيستم  CLFرا يك  ��

  گويند اگر

 )3-10 (  Z[�S `�	 ��, ��a < 0, 
  

 :به صورت زير تعريف شده است q-CLFتابع ] 12[علاوه بر اين در 

:����تابع  : 5تعريف  �� →   :گويند هرگاه)  9- 3( براي سيستم  q-CLFرا  ��

) 3-11 (  Z[�S `�	 ��, �� + b��, ��a < 0, 
,��bكه در آن    .يك تابع مثبت معين است ��

  

  :به صورت زير تعريف شده است CLF، ) 5-3( براي سيستم ] 14و  13[در 

�است اگر گزاره شرطي زير براي هر  CLFيك )  5- 3( براي سيستم  ����:  6تعريف  ≠ برقرار  0

  :باشد

 )3-12 (  cd���� = 0 ⇒ ce���� < 0, 
  ، سيستم : 7تعريف 

 )3-13 (  �	 = ������, �����, 
,fگويند اگر توابع غيرنزولي )  ACيا به طور مخفف (  10پذير مجانبي در مبدأ را كنترل fg: � ≥ 0 →
� ≥ 456h→0iموجود باشند كه  0 fg�&� = �0��و براي هر شرايط اوليه  0 = j  يك قانون كنترل

                                                 
١٠

  (nul-)asymptotic Controllable   
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+�+با خاصيت  � ≤ f�|j|�  8→4567به طوري كه  ،باشدوجود داشته ���� = و  0

k�H\|����|: 0 ≤ � < ∞_ ≤ fg�|j|� ]15 ،16  17و[.  

  . ]18و  16 [داشته باشد  CLFاست اگر و فقط اگر يك  AC)  24-2( سيستم  : 1قضيه 

  

,�� : 8تعريف  براي  CLFيك  ����گويند هرگاه )  13-3( را يك جفت لياپانوف براي سيستم  �3

طوري وجود داشته باشد كه  �مثبت معين باشد و ورودي  ���3بوده و )   13- 3  (سيستم 

�	 ��� ≤ −3��� ]16[.  

  

,��جفت لياپانوف :  9تعريف   گويند اگر توابع غيرنزولي)  DBCBP(  11را كاهشي با ستيغ محدود �3

l, K: � ≥ 0 → � ≥ 456m→0iموجود باشند به طوري كه 0 K�G� = و براي هر شرايط   0

�0�� اوليه = j 3 با ويژگي�j� = nيك عدد  0 > ,D0در بازه زماني  �و يك قانون كنترل 0 no  

+�+كه موجود باشد  ≤ σ�|ξ|�  �9 و��n, j, ��: < ��j�0و براي هر < � < n  داشته باشيم: 

�9��n, j, ��: ≤ K�j� ]16. [  

  

براي سيستم   WCLF  يا به طور مخفف 12را يك تابع لياپانوف كنترل ضعيف����  تابع : 10تعريف 

,��موجود باشد كه جفت لياپانوف ���3 گويند اگر) 13- 3( كاهشي با ستيغ محدود  �3

) DBCBP   ( 16[باشد[.  

  .نيز مي باشد WCLF يك CLF طبق تعريف فوق هر

                                                 
١١  Decreasing with Bounded Control and Bounded Peaking  

١٢  Weak Control Lyapunov Function 
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 13داراي خاصيت كنترل كوچك ) 5- 3(  براي سيستم ���� گوييم تابع لياپانوف كنترل : 11تعريف 

���r/ يوستهپ ، اگر قانون كنترلتاس ∈   :موجود باشد به طوري كه ��

 )3-14 (  ce���� + cd����/r��� < 0,   ∀� ≠ 0 

  

براي سيستم  ��يك تابع لياپانوف محلي در اطراف نقطه  ����گوييم تابع پيوسته :  ]17[ 12تعريف 

  : خواص زير برقرار باشد ��از D است اگر در يك همسايگي)  13- 3  (

�\؛ يعني سطح سره است ���� )1 ∈ ��|���� ≤ #A_  يك زيرمجموعه محدب ازD  است كه

 .به اندازه كافي كوچك است #

�����؛ يعني مثبت معين است Dدر  ���� )2 = �و به ازاي هر  0 ≠ : داريم Dدر  ��

���� > 0. 

�براي هر  )3 ∈ s  يك زمان مثبتl  موجود است كه به ازاي آن يك قانون كنترلt  در بازه

,D0 زماني l�A اي كه ، به گونهقابل تعريف باشد j = u��, t�  و  �مسير حالت شروع شده از

 :قانون كنترل داراي خواص زير باشدبا اين 

I. ��j���� ≤ ����,    ∀� ∈ D0, l� 

II. �9j�l�: < ����. 
  

 

 

 

 

 

 

                                                 
١٣  Small Control Property 



 

  

  :فصل چهارم

 CLFهاي يافتن  روش
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اكنون اين سؤال . در فصل گذشته به تعاريف و قضاياي مربوط به توابع لياپانوف كنترل پرداختيم

 CLF يافتن. توان براي يك سيستم نمونه تابع لياپانوف كنترل به دست آورد شود كه چگونه مي مطرح مي

هاي خاصي  اما براي رده .]19و  9[حل نشده استئله براي يك سيستم غير خطي در حالت كلي يك مس

  .شود به آنها اشاره مي اين فصلهايي وجود دارد كه در  ها روش ماز سيست

  

  ]9و  25[ خطي سازي ژاكوبي  - 4-1

در اطراف مبداء  CLFبراي سيستم غير خطي مي توان يك  LQRله ئروش با حل يك مس در اين

  له حداقل سازي تابع هزينه درجه دوم،ئمي دانيم كه مس. دست آورده براي سيستم ب

 )4-1 (  65[S v = 65[S w ���x� + �����U�8
0

, 
  براي سيستم با معادلات

 )4-2 (  �	 = y� + ��, 
�با قانون كنترل  = −z� ثبت معين معادله ريكاتي زير داردنياز به محاسبه پاسخ م:  

 )4-3 (  y�{ + {y − {��|1��{ + x = 0, 
�كه قانون كنترل به صورت  = −�|1�  در حالت غيرخطي كه سيستم با معادلات . خواهد بود �}�

 )4-4 (  �	 = ���� + �����, 
  :فرض مي شود)  4-4( ساي سيستم توصيف شده است، براي خطي 

� = 2�2� |�}0,      y =
2�

2�
|�}0. 
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���� كه با حل معادله ريكاتي فوق مي توان تابع = براي سيستم غير خطي  CLF را به عنوان �}��

كند و براي  تعريف مي CLFك اطراف مبداء يك چاما اين تابع فقط در يك ناحيه كو. رفتگفوق در نظر

  .اوليه با فاصله زياد از مبداء مناسب براي طراحي نيستشرايط 

  

  ] 4و  25[خطي سازي پسخور -4-2

س براي مدل خطي پسازي كرده و س حالت خطي پسخوركمك ه در اين روش ابتدا سيستم را ب

ي آن است، اما فقط براي گمزيت روش ساد. دوش  يانوف كنترل طراحي مپتابع ليا، بدست آمده

 .قابل اعمال است پسخوركمك ه شدني بهاي خطي  سيستم

  

  ]3و  2[ 1روش گام به عقب -4-3

را به )  RCLF(  3تابع لياپانوف كنترل مقاوم، 2پسخور اكيداين روش در سيستم هاي به شكل 

براي توصيف اين . بدون اغتشاش معادل محسوب مي شود براي سيستم CLFدهد كه همان  دست مي

  .اي در اين ارتباط توضيح داده شود مفاهيم پيش زمينهروش مهم لازم است ابتدا برخي 

به زيرمجموعه هاي يك مجموعه  X، نگاشتي از مجموعه ناتهي 4مقدار -نگاشت مجموعهيك  : 1تعريف 

:^نمايش . است Zناتهي ديگر  ~ ↝ را  Zبه زيرمجموعه هاي  Xاز  F مقدار -يك نگاشت مجموعه �

:^مقدار  -يك نگاشت مجموعه. دهد نشان مي ~ ↝ :^ مقدار - توان به صورت نگاشت تك را مي � ~ →  .است Zنمايش مجموعه تواني همه زيرمجموعه هاي  �2 در نظر گرفت كه در آن �2

  

                                                 
١
  Back-Stepping   

٢
  Strict Feedback  

٣
  Robust Control Lyapunov Function  

٤
  Set-valued Map  
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  ]2[ توصيف سيستم -4-3-1

، فضاي �، فضاي كنترل  �فضاي حالت : گيريم چهار فضاي اقليدسي با بعد محدود درنظر مي 

:�با فرض تابع . �و فضاي اندازه گيري  �اغتشاش  � × � × � × � →   معادله ديفرانسيل  �

 )4-5 (  �	 = ���, �, t, ��, 
�كه در آن  ∈ �، متغير حالت � ∈ t، ورودي كنترل � ∈ �، و ورودي اغتشاش � ∈ متغير  �

هاي   گيري  مقدار اندازه -قيود مجموعه ،اين است كه همراه با اين معادله فرض بر. مستقل زماني مي باشد

  .و كنترل هاي مجاز تعريف شده اند ، اغتشاش هاي مجاز،مجاز

:�، تابع )  5- 4( يك اندازه گيري براي معادله  � × � → �,∙��است به طوري كه   به  ��

�ازاي هر زمان ثابت  ∈ �به ازاي هر حالت ثابت  �∙,���پيوسته و  � ∈ �  ،c8  يك . محلي باشد

براي يك قيد اندازه گيري . مسايگي هر نقطه ذاتاً محدود باشد، هرگاه در همحلي گوييم c8 تابع را

�: � × � ↝ �,���گوييم  ، مي  ,��، هرگاه به ازاي همه مجاز است �� �� ∈ � × داشته  �

,���: باشيم �� ∈ ���, موجب درنظرگرفتن اثر گيري ،   اين نحوه عموميت بخشيدن به اندازه. ��

؛ زيرا ممكن است مسيرهاي شودآل ميگيري مانند سنسورهاي غيرايده هاي اندازه نامعيني

  . هاي مجاز و متفاوتي متناظر با فقط يك مسير حالت وجود داشته باشد  گيري  اندازه

:tيك تابع )  5-4 (يك اغتشاش براي معادله  � × � × � →  است به طوري كه �

ω�∙,∙, � زمان ثابت براي هر �� ∈ ,��ω، و پيوسته � ,��براي هر ثابت  �∙,� �� ∈ � × �، c8 

:3براي يك قيد اغتشاش . محلي است � × � × � ↝ ,��tگوييم اغتشاش  مي � �, مجاز  ��

,��، هرگاه به ازاي همه است �, �� ∈ � × � × ,��t: داشته باشيم  � �, �� ∈ 3��, �, ��.  

:�تابع )  5- 4( يك كنترل براي سيستم  � × � → ,∙��است به طوري كه  � به ازاي  ��

�همه زمان هاي ثابت  ∈ �به ازاي هر  �∙,���، و پيوسته � ∈ �براي يك . محلي است c8، ثابت 
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:�قيد كنترلي  � × � ↝ ,���گوييم كنترل  مي � مجاز است هرگاه به ازاي همه  ��

��, �� ∈ � × ,���: داشته باشيم � �� ∈ ���, ,���و  �� ,��در  ��   .توأمان پيوسته باشد ��

Σ، سيستم �و  3، �مقدار  - همراه با سه قيد مجموعه � تابع = ��, �, 3, را  ��

  به شرايط اوليه در مسأله ����، پاسخ  Σمنظور از پاسخ . سازند مي

 )4-6 (  �	 = ���, �����, ��, ��, t��, �����, ��, ��, ��, ��,    ���0� = �0, 
,���گيري  اندازهكه در آن  ,��ω، اغتشاش �� �, ,���، كنترل �� و يك شرط اوليه  ��

��0, t0� ∈ � × R را در اختيار داشته باشيم.  

Σگوييم سيستم  مي = ��, �, 3, و  3، �، �، اگر نگاشت هاي تغييرناپذير با زمان است ��

 .كنيم صرفنظر مي tدر اين حالت در تمام روابط از ذكر . باشند t، همگي مستقل از �

  

  ]2[ تعاريف پايداري - 4-3-2

Ωقرار دهيد و  Σيك كنترل براي سيستم :  1تعريف  ∈ 0را يك مجموعه فشرده با فرض  � ∈ � 

ناميده )   Ω )GUAS− Ω، پايدار مجانبي يكنواخت جامع مقاوم نسبت به Σپاسخ هاي . درنظر بگيريد

1، اگر شود مي ∈ �ℒ هاي   هاي مجاز، اغتشاش گيري ه اندازهوجود داشته باشد ، به طوري كه براي هم

,�0�، و شرايط اوليه مجاز �0� ∈ � × �به ازاي همه  ����همه پاسخ هاي  � ≥ وجود داشته  �0

�باشد و رابطه زير نيز به ازاي همه  ≥   :برقرار باشد �0

 )4-7 (  |����|� ≤ 1�|�0|�, � − �0�, 
  .باشد RGUAS-{0}است هرگاه  Σ ،RGUASهمچنين پاسخ هاي 
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تغييرناپذير ) مقاوم ( مثبت  Ω 5نشان مي دهد مجموعه مانده RGUAS− Ωتوجه كنيد كه 

Ωبا (  RGUASبه طور خاص . است = 0نشان مي دهد )  _0\ ∈ و گيري مجاز  براي هر اندازه �

  . اغتشاش مجاز يك نقطه تعادل است

، ايجاد يك كنترل نتيجه مي شود 1كه از تعريف  Σمسأله پايدارسازي مقاوم براي يك سيستم 

برحسب اين كه تا . باشد Ω ،RGUAS− Ωبراي مجموعه مانده  Σاي است كه پاسخ هاي  مجاز به گونه

  :ت پايدارسازي مقاوم معرفي مي شود، سه نوع قابليرا كوچك كنيم Ωچه حد مي توانيم اين مجموعه 

ه يك كنترل مجاز وجود ، هنگامي كشود ناميده مي 6پايدارشونده مجانبي مقاوم Σسيستم :  2تعريف 

نام  7پايدارشونده كاربردي مقاوم Σسيستم . باشند Σ ،RGUAS، به گونه اي كه پاسخ هاي داشته باشد

εدارد هرگاه براي هر  > Ωيك كنترل مجاز و يك مجموعه فشرده  0 ⊂ 0با شرط  � ∈ Ω ⊂ #� 

 8پايدارشونده مقاوم Σسيستم . باشد Σ  ،RGUAS− Ωهاي   اي كه پاسخ ، به گونهوجود داشته باشد

Ω، هرگاه يك كنترل مجاز و يك مجموعه فشرده است ⊂ 0با شرط  � ∈ Ω به گونهوجود داشته باشد ، 

  .باشد Σ  ،RGUAS− Ωاي كه پاسخ هاي 

  

  ]3و  2[ تابع لياپانوف كنترل مقاوم - 4-3-3

�يك تابع  : 1تعريف  ∈ ، نام دارد Σبراي سيستم )  RCLF( يك تابع لياپانوف كنترل مقاوم  ����

��هرگاه وجود داشته باشد  ∈ �/و  �� ∈ �اي كه به ازاي همه  به گونه ���� ∈ �  ،� ∈ و  �

� >   :رابطه زير برقرار باشد ��

                                                 
٥
  Residual  

٦
  Robustly Asymptotically Stabilizable  

٧
  Robustly Practically Stabilizable  

٨
  Robustly Stabilizable  
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 )4-8 (  infS∈T��,7�    sup�∈���,r,7�     sup�∈���,S,7�    `ce���, �, t, �� + /���, ��a < 0. 
اول اين كه ورودي هاي كنترل و . دهد را تعميم مي CLFدر چندين جهت  RCLFمفهوم 

دهد  يري و پسخور حالت را پوشش ميثانياً اين تعريف پسخور اندازه گ. شوند  اغتشاش در تعريف بيان مي

 ��در انتها نيز پارامتر . كه در برخي مراجع عنوان شده است را تعميم مي دهد 9خروجي CLFو تعريف 

زيرفصل  2در تعريف  ،رابه جاي پايدارشوندگي مجانبي صرف درنظر گرفتن هر سه نوع پايدارشوندگي 

  .پيشين پوشش مي دهد

در نظر  در حالي كه تنها حالت خاص پسخور حالت را براي سيستم هاي تغييرناپذير با زمان

  :دست مي يابيم RCLFتري از   گيريم، به تعريف ساده  مي

�تغييرناپذير با زمان،  Σ فرض كنيد  : 2تعريف  = ��، و به ازاي همه  ∈ : داشته باشيم �

���� = �آنگاه يك تابع تغييرناپذير با زمان . _�\ ∈ است، اگر و  Σبراي سيستم  RCLFيك  ����

��فقط اگر وجود داشته باشد  ∈ �/و يك تابع تغييرناپذير با زمان  �� ∈ به گونه اي كه  ����

����هرگاه  >   :است، رابطه زير برقرار باشد ��

 )4-9 (  infS∈T���     sup�∈���,S�`ce���, �, t� + /����a < 0. 
 �، يك مقدار مجاز ثابت �براي هر : را مي توان به صورت زير تفسير نمود )  9- 4( نامساوي 

اين . منفي شود tاي كه مشتق لياپانوف براي هر مقدار اغتشاش مجاز  براي كنترل وجود دارد به گونه

  . ستم هاي با ورودي هاي اغتشاش استبراي سي CLFتعريف يك تعميم طبيعي 

 

 

  

                                                 
٩
  Output CLF  
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 ]2[ 10شرط تطابق - 4-3-4

RCLF تر از سيستم هاي مرتبط در تعريف  براي سيستم هايي تعريف مي شود كه بسيار عمومي

CLF پسخور اندازه گيري و قيود كنترلي غيرثابت در تعريف دي هاي اغتشاش، وروبه طور خاص. هستند ،

RCLF پاسخ به اين سوال است كه منظر رياضيات حائز اهميت مي باشدآنچه از . گيرند مدنظر قرار مي ،

، با يكديگر تعريف كرد CLFتوان  ها مي كه براي آنها  براي دسته كوچكي از سيستم CLFو  RCLFآيا 

با اندازه گيري حالت كامل  Σبراي اين منظور يك سيستم تغييرناپذير با زمان . ارند يا خيرتطابق د

)  ���� = �به ازاي همه  _�\ ∈ ����  (، يك قيد كنترل ثابت ) � ≡ دون ورودي ، و ب) �

�)  تغييرناپذير با زمان( دانيم كه تابع از فصل دو مي . اغتشاش درنظر مي گيريم ∈  CLFيك  ����

	�براي  = ���,   :است هرگاه رابطه زير برقرار باشد ��

 )4-10 (  � ≠ 0 ⇒ infS∈T ce���, �� < 0 

��با ( براي اين سيستم  RCLFواضح است كه هر )  9-4( از رابطه  = نيز  CLFيك )  0

  . متناظر است براي سيستم بدون اغتشاش CLF، معادل با وجود RCLFبنابراين وجود . هست

ادلي كه به آن براي سيستم مع CLF؛ يعني هر ين مطلب در حالت كلي برقرار نيستاما عكس ا

تنها زماني اين حالت برقرار است كه ورودي . محسوب نمي شود RCLF، يك اغتشاش افزوده شود

 �از همان كانال ورود كنترل  t؛ يعني هنگامي كه اغتشاش دبا ورودي كنترل تطابق داشته باشاغتشاش 
. شود، بتواند توسط سيگنال كنترل حذف يك سيگنال اندازه گيري شده باشد وارد شود و در نتيجه اگر

  :سيستم زير را درنظر بگيريد

 )4-11 (  �	 = ^��� + ����� + ����t 

                                                 
١٠

  Matching Condition  
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فرض . اش استورودي اغتش t ورودي كنترل و  u، توابع پيوسته شناخته شده Hو  F  ،Gكه در آن 

	�كنيم سيستم نامي  مي = ^��� + ست و براي سادگي فرض مي شود پايدارشونده ا �����

����( ها براي پسخور موجود باشند   حالت = �( ، هيچ قيدي روي كنترل نباشد ) _�\ ≡ ، و ) �

3( قيد اغتشاش توپ بسته واحد  ≡ �شناخته  براي سيستم نامي CLFفرض مي كنيم يك . است)  

����شرط ساختاري  ���<به ازاي يك تابع پيوسته  ����در اين صورت اگر . شده باشد =
 RCLFرا برآورده نمايد، تابع لياپانوف كنترل موجود براي سيستم غيرنامي نيز يك  ���<����

را )  11-4( شرط سيستم تحت اين . ساختاري شرط تطابق خوانده مي شوداين شرط . محسوب مي شود

  :توان به صورت زير بازنويسي نمود مي

 )4-12 (  �	 = ^��� + ����D� + >���to 
  براي مثال از دو سيستم زير. از همان كانال كنترل وارد مي شوديعني ورودي اغتشاش 

V�	1 = �2           �	2 = � + �1
3tA          V�	1 = �2 + �1

3t�	2 = �               A 
  .چپ شرط تطابق را برآورده مي كند سيستم سمتتنها 

  

  ]2[ 11سيستم هاي پسخور اكيد - 4-3-5

  :زير را درنظر بگيريد  nسيستم مرتبه 

 )4-13 (  �	 = ^��, t� + ���, t�� 

����( فرض بر اين است كه پسخور حالت . توابع پيوسته مي باشند Gو  F كه در آن = ، و يك ) _�\

����( ورودي كنترل نامقيد  ≡ � = فرض . است uمستقل از  ���3وجود دارد و قيد اغتشاش )  �

  :را مي توان به صورت زير نوشت Gو  Fمي كنيم 

                                                 
١١

  Strict Feedback Systems  
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^��, t� =
��
��
� �11��, t��21��, t�⋮��|1,1��, t���,1��, t�

    
�12��, t��22��, t�⋮��|1,2��, t���,2��, t�

    
0�23��, t�⋮��|1,3��, t���,3��, t�     

⋯⋯⋱⋯⋯
    

0
0⋮��|1,���, t������, t� £¤

¤¤
¥ �

+ ^�0, t�, 
 )4-14 (  ���, t� = ¦ 0⋮

0��,��1��, t�§, 
 �ªتا  �1و تركيب حالت از  tتوابع اسكالر پيوسته هستند و هريك تنها تابعي از  ©¨�كه در آن 

5باشند، يعني به ازاي  مي = 1,2, ⋯ , »و  ] = 1,2, ⋯ , 5 +   :داريم 1

 )4-15 (  �¨©��, t� = �¨©��1, ⋯ , �¨, t�, 
tو در نهايت فرض بر اين است كه به ازاي همه  ∈ �,�1و   ⋯ , �¨ ∈ 5 براي � = 1,2, ⋯ , داشته  ]

  :باشيم

 )4-16 (  �¨©��1, ⋯ , �¨ , t� ≠ 0, 
tرا به ازاي هر اغتشاش ثابت )  13-4( كنترل پذيري سيستم )  16- 4( شرط  ∈ �تضمين  

. شود  را برقرار نمايد سيستم پسخور اكيد ناميده مي)  16-4( تا )  14- 4( سيستمي كه شرايط . مي نمايد

به روش گام به عقب براي آن به  RCLFهرگاه سيستمي را بتوان به شكل پسخور اكيد تبديل كرد، يك 

كل پسخور اكيد تبديل ها با آزمايشات هندسي و تبديل مختصات به ش  برخي از سيستم. آيد دست مي

شوند، اما در حالت كلي ممكن است استفاده از اين روش ها براي به دست آوردن شكل پسخور اكيد  مي

 براي مثال سيستم زير. بلااستفاده باشد
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 )4-17 (  �	1 = �2 + �|�|�1
3

1 + �2 ,�	2 = �3,                  �	3 = �.                     
در معادله اول به شكل پسخور اكيد نيست و حتي به شكل كلي سيستم هاي افين نسبت  uبه دليل وجود 

با وجود . به همين دليل آزمايشات هندسي روي اين سيستم بلااستفاده است. به ورودي كنترل نيز نيست

  :اين سيستم مذكور را مي توان به صورت زير درنظر گرفت

 )4-18 (  �	1 = �2 + �1
3t,     �	2 = �3,                  �	3 = �.                     

tورودي اغتشاش با قيد  tكه در آن  ∈ D−1,1o در واقع . استt = �|�|�1 + برحسب  1|��2

به روش گام به عقب  RCLFيك )  18-4( تعاريف پيشين يك اغتشاش مجاز محسوب مي شود و براي 

  .وجود دارد

اكيد، شرط تطابق را در روش طراحي مجدد لياپانوف هاي به شكل پسخور  در حالت كلي سيستم :نكته 

1به ازاي  ©¨�دارد توابع  در اين حالت شرط تطابق لازم مي. كنند  برآورده نمي ≤ 5 ≤ [ − مستقل  1

  .باشند tاز اغتشاش 

  

  ]3و  2[ روش طراحي گام به عقب -4-3-6

,�1��1� ،G2�G1با استفاده از توابع اسكالر هموار  �اگر فضاي حالت  �2�، ... ،

G�|1��1, ⋯ , بستگي دارد،  �ªتا  �1تنها به تركيب حالت هاي  Gªافراز شود، كه در آن هر تابع  �1|��

 :توان بردار حالت تبديل يافته اي به صورت زير  تعريف نمود مي
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 )4-19 (  ¬1 ≔ �1,                           ¬2 ≔ �2 − ¬1G1��1�,      ¬3 ≔ �3 − ¬2G2��1, �2�,                     ⋮                           ¬� ≔ �� − ¬�|1G�|1��1, ⋯ , ��|1�. 
  :اين تبديل و معكوس آن به شكل ماتريسي به صورت زير است

 )4-20 (  ¬ ≔ k����
=

���
���

1−G1G.G®−G.G®G¯⋮±G. ⋯ G�|.
   

0
1−G2G®G¯⋮∓G® ⋯ G�|.

   
0
01−G3⋮±G¯ ⋯ G�|.

   
0
001⋱⋯

  
⋯⋯⋯⋯⋱−G�|.

  
0
000⋮1£¤¤

¤¤¥ �, 
 و

 )4-21 (  

� = k|1���¬ =
���
���

1G100⋮0
   

0
1G20⋮0

   
0
01G3⋮0

   
0
001⋱⋯

   
⋯⋯⋯⋯⋱G�|1

   
0
000⋮1£¤¤

¤¤¥ ¬, 
  .در بردار حالت بستگي دارد nبه زوج يا فرد بودن بعد )  20-4( علامت هاي سطر آخر ماتريس رابطه 

اي   وجود دارند به گونه Gªبه شكل پسخور اكيد باشد، آنگاه توابع مناسب )  13-4( اگر سيستم  : 1قضيه 

����كه  ≔ ,0�^علاوه بر اين، اگر . براي سيستم است RCLFيك  ¬�¬ t� = يعني   (باشد  0

�اغتشاش در نقطه تعادل  = نمايد   خاصيت كنترل كوچك را برآورده مي V، آنگاه )تأثيرگذار نباشد  0

�در اين حالت قانون كنترل به جاي همگرايي به يك مجموعه مانده ، همگرايي به   ( = را تضمين  0

  ).كند  مي

] 2[ ، به تفصيل در مرجع¨Gاثبات اين قضيه و روند بازگشتي نتيجه شده از آن براي يافتن توابع 

  .است آمده
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  ]از آن 77و  75، 73، 60، 34، 10و مراجع  25[ 12روش پيش خوراند -4-4

  :خور زير قابل اعمال استاين روش طراحي براي سيستم هاي به شكل پيش 

 )4-22 (  ´�	� = ����1, �2, ⋯ , ��|1, ��,⋮                                             �	2 = �2��1, ��,                       �	1 = �1��1, ��.                       A 
. بل خطي سازي به كمك پسخور نيستندسيستم هاي به صورت پيش خور در حالت كلي قا

كمتر از ديده مي شود مشتق هر متغير حالت به متغيرهاي با انديس )  22- 4( طور كه در معادلات   همان

  .خودش و ورودي بستگي دارد

طراحي شده و كنترل كننده از  �1به طور خلاصه در اين روش اول تابع لياپانوف براي زيرسيستم 

گردد و سپس تابع لياپانوف با افزودن جملاتي براي كل سيستم مرحله به مرحله  روي آن محاسبه مي

  .و كنترل كننده كلي محاسبه مي شودتعميم يافته 

فرم پيش خور است تعميم يافته روش طراحي پيش خوراند براي فرم هاي زير كه كلي تر از 

  :]21و  20[است

 )4-23 (  V�	 = ���� + ℎ��, j� + �1��, j��,     ℎ��, 0� = ��0� = 0j	 = yj + µ�.                                                                           A 
  و

 )4-24 (  ¶�	 = ���� + ℎ��, j� + �2��, j, ��,j	 = yj + µ�,                                 �	 = �.                                             A 
ستند كه دومي داخل اولي ، در اين فرم ها دو زيرسيستم طوري ههمان طور كه مشاهده مي شود

تابع  jو براي زيرسيستم  ���3تابع لياپانوف  �ابتدا براي زيرسيستم )  23- 4( در سيستم . رفته است

                                                 
١٢

  Forwarding  
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، بلكه يك راي كل سيستم تابع لياپانوف نيستجمع اين دو تابع الزاماً ب. دشو تعريف مي j�{jلياپانوف 

,��uجمله تركيبي  j�  به صورت زير بايد به آن ها اضافه شود )P  پاسخ مثبت معين معادله ريكاتي

y�{ + {y = −x  است(:  

 )4-25 (  ����, j� = 3��� + u��, j� + j�{j. 

,��u ] 20[در  j�  ارائه شده است)  23-3( به صورت زير براي سيستم:  

 )4-26 (  u��, j� = w 232� ·���G; �, j�ℎ9���G; �, j�:, j̧�G; ��¹ UG,8
0

 

;G���كه در آن  �, j�  وj̧�G; ,��با شروع از نقطه اوليه )  23-4( پاسخ سيستم  �� j� است .  

,��uمي توان ثابت نمود كه تحت شرايط زير  j� و مثبت معين و نامحدود شعاعي  موجود بوده و پيوسته

  :است

1 (  

 E1  وE2  از ردهk بردار است 2 - نشانگر نرم +∙+ مشتق پذير در مبدأ هستند و.  

���ce3علاوه بر نامساوي  ���3موجودند كه تابع  cو  Kثوابت مثبت  ) 2 ≤ كه براي پايداري (  0

	�جامع  =   : زير را نيز برقرار كندشرط ) است لازم  ����

+�+ > � ⇒ º232� º +�+ ≤ z3���, 
,��uبا محاسبه  j�  توان تعريف نمود تابع لياپانوف را به صورت زير مي)  24-4( براي سيستم:  

 )4-27 (  �1��, j, �� = 3��� + u��, j� + j�{j + 1
2

�2, 
  كه بر اساس آن قانون كنترل
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 )4-28 (  ���, j, �� = −2�12� �2��, j, �� − 2�12j µ − �, 
  ؛ زيرارا پايدار جامع خواهد نمود)  24- 3( سيستم 

 )4-29 (  �	1��, j, �� ≤ ce3��� − j�xj − �2 ≤ 0. 
  :م هاي به فرم زير اعمال شده استروش پيش خوراند براي سيست ]22[در 

 )4-30 (  

»¼½
¼¾ �	1 = �1��2, �3, ⋯ , ��� + �1��2, �3, ⋯ , ����,�	2 = �2��3, ⋯ , ��� + �2��3, ⋯ , ����,            ⋮                                                                             �	�|1 = ��|1���� + ��|1�����,                       �	� = ���.                                                              

A 
�با فرض اين كه توابع  = ��1, ⋯ , �و  �1|�� = ��1, ⋯ , 13هموار ���

بوده و  

��0� = ¿�و  0 ≠ و چون (علاوه بر اين سيستم خطي شده حول مبدأ پايدارشونده مي باشد . است 0

  .)است، كنترل پذير نيز مي باشد سيستم به فرم پيشخور

اكيد مقايسه فرم سيستم هاي پسخور . استروش پيش خوراند به نوعي دوگان روش گام به عقب 

  . مويد اين مطلب است و پيشخور

  

  ]9و  FRE ( ]25(  14معادله ريكاتي ايستا -4-5

گويند عبارت است از حل  "معادله ريكاتي وابسته به حالت"ايده اصلي اين روش كه گاهي به آن 

  سرخط معادله ريكاتي در هر لحظه از زمان براي سيستم توصيف شده با معادله

 )4-31 (  �	 = y���� + �����, 
�معادله ريكاتي زير در يك نقطه بخصوص  =   :حل مي شود �0

                                                 
١٣  Smooth  
١٤

  Frozen Riccati Equation  
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) 4-32(  y���0�{��0� + {��0�y��0� − {��0�����0��|1���0�{��0� + x = 0, 
�كه قانون كنترل از رابطه  = در اين جا تابع . شود محاسبه مي ���0�}�����1|�−

���� = داري سيستم حلقه محكمي براي پاياگرچه اثبات . محلي خواهد بود CLFيك  ���0�}��

  .ي از كاربردها از آن استفاده شود، اما سادگي روش باعث شده است كه در بعضبسته وجود ندارد

)  31- 4( نمايش . است )  31-4( مهم ترين مشكل در اين روش نحوه انتخاب نمايش معادله 

 .مطلوب را به دست مي دهدش عملكرد براي يك سيستم يكتا نيست و از طرفي مشخص نيست كدام رو

  

  ]12و  LPV ( ]25(  15پارامتر خطي متغير -4-6

  اين روش براي سيستم هاي پارامتري به صورت

 )4-33 (  �	 = y�À����� + ��À�����, 
است كه در مجموعه زير  �يك پارامتر وابسته به  À. بتني بر نامساوي هاي ماتريسي استكاربرد دارد و م

  :قرار دارد

 )4-34 (  Á̂Â = ?À ∈ Ã1���, �Y�: À ∈ {, Ä¨�À� ≤ À	¨ ≤ Ä¨�À�, 5 = 1,2, ⋯ , 6B, 
}كه  ∈ �Y يك مجموعه فشرده است.  

�À�~اگر يك ماتريس مثبت يعني  :قضيه ∈ À طوري پيدا شود كه به ازاء هر } ∈ نامساوي هاي  }

  :زير برقرار باشند

 )4-35 (  
0
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١٥

  Linear Parameter Varying  
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�H�Ãكه در آن  = x1/2�À����  به معني همه )  35-4( مي باشد و انديس بالا و پايين در نامساوي

، آنگاه سيستم حلقه )نامساوي بررسي شود  2Yدر حقيقت بايد ( ها است  ¨�و  ̈�جمع هاي ممكن 

  بسته با قانون كنترل 

 )4-36 (  � = −���À���~|1À�����, 
����پايدار بوده و  = ��~|1�À�����  يكCLF است .  

 

 ]CLF ]25جديد يافتن  روش -4-7

  سيستم غيرخطي

 )4- 37 (  �	 = ���� + �����, 
�گيريم كه در آن  مينظر  را در ∈ �بردار حالت و  �� ∈ �Y ورودي هستند و داريم ���� ∈

��.Y  و���� ∈   براي سيستم غيرخطي  CLFيك  ���� سوال اين است كه تحت چه شرايطي. ��

 )4-38 (  �	 = y������� + ���������, 
���yمي باشد كه در آن  ∈ �و  �.����� ∈   .يي با درايه هاي پيوسته مي باشندماتريس ها �.��

  

موجود  ���kباشد ، و يك تابع مثبت )  37-4( هموار براي سيستم  CLFيك  ����اگر  :]25[ 1لم 

�������y����∇اي كه   باشد كه در ناحيه >   است نامساوي  0

 )4-39 (  +]������������+2]����y������� ≥ k���, 
 .است CLFنيز يك )  38-4( براي سيستم  ����، آنگاه برقرار باشد
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�������y����∇نامساوي  �اگر براي هر  :نتيجه  ≤ �، و يا براي هر برقرار باشد 0 ≠ نامساوي  0

+∇������������+ ≠   .است)  38-4( براي سيستم  CLFيك  ����، آنگاه برقرار باشد 0

  

���y( يك اسكالر مثبت باشد  ���yاگر در حالت خاص  :]25[ 2لم  = n��� ≥ يك  ����، و ) 0

CLF  باشد و يك تابع مثبت  ) 37-4 (سيستم برايk���  موجود باشد كه در ناحيه اي كه

+]��������+n��� >   نامساوي 0

 )3-40 (  +]������������+2+]��������+2n��� l0��� ≥ k���, 
 ���l0)  40-4( در نامساوي . خواهد بود)  38- 4( براي سيستم  CLFيك  ����، آنگاه را برقرار كند

  .است LQRدر تابعي هزينه  ����ترين مقدار استثنايي ماتريس   كوچك

  

  :]25[نكات 

براي )  WCLF( يك تابع لياپانوف كنترل ضعيف  ����ممكن است  2و  1بر اساس لم هاي :  1نكته 

  .باشد )  38-4 (سيستم 

  ، آنگاه براي سيستم باشد CLFيك )  37-4( براي سيستم  ����اگر :  2نكته 

 )4-41 (  �	 = n������� + �����, 
�، اگر در ناحيه اي كه اهد بودخو CLFيك اسكالر است يك  ���nكه  ≠ و  0

n���∇�������� ≥ براي سيستم  CLFعلاوه بر اين وجود . غيرصفر باشد ��������∇عبارت  0

�	 = ���� + 	�براي سيستم  CLFهيچ دليلي براي وجود  ����� = n������� + كه  �����

  .يك اسكالر است نمي شود ���nدر آن 
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 ����شرط كافي را بيان مي كنند كه تحت آن  2و  1توجه به اين نكته مهم است كه لم هاي  : 3نكته 

كه براي سيستم ساده شده (  ����باشد ، وگرنه براي بررسي اين كه )  38-4( براي سيستم  CLFيك 

 CLF نيز يك)  38-3( براي سيستم ) است و آن را به راحتي به دست آورده ايم  CLFيك  ) 37- 4  (

  .راحت تر است)  38-4( براي خود سيستم  CLF، گاهي استفاده از تعريف است

 

 :گيريم سيستم غيرخطي زير را در نظر مي :]25[ 1مثال 

 )4-42  (  ¶�	1 = �1�2 + �1�,     �	2 = �3
2 + �3 + �2��	3 = �2
2 + �3�.         A, 

  :مايش استاين سيستم به صورت زير قابل ن

 )4-43 (  �	 = Ç�1 0 0
0 �3 + 1 0
0 0 �2

È Ç�2�3�2

È + Ç0 0 �1
0 0 �2
0 0 �3

È É0
0
1

Ê �, 
  با فرض

 )4-44 (  y��� = Ç�1 0 0
0 �3 + 1 0
0 0 �2

È    ,   ���� = Ç0 0 �1
0 0 �2
0 0 �3

È, 
  :براي سيستم زير تبديل مي شود CLFبه يافتن )  42-4( براي سيستم  CLFيافتن 

 )4-45 (  �	 = Ç�2�3�2

È + É0
0
1

Ê �. 
  :است ازعبارت )  45-4( مناسب براي سيستم  CLFيك 

 )4-46 (  ���� = 1
2

�1
2 + 1

2
��1 + �2�2 + 1

2
��1 + 2�2 + �3�2, 

 :كه داريم
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 )4-47 (  ∇������������ = 3�1
2 + 5�2

2 + �3
2 + 6�1�2 + 2�1�3 + 4�2�3 > 0, 

  .است CLFنيز يك )  42- 4( براي سيستم  ����بنابراين 

  :يستم غيرخطي زير را درنظر بگيريدس :]25[ 2مثال 

 )4-48 (  

»½
¾�	1 = �2 + �1

�3
2

1 + �3
2 ,�	2 = −�1 − �2,          �	3 = �2�3 + �3�,      

A 
  : يستم به صورت زير قابل نمايش استاين س

 )4-49 (  �	 = ���
�− �3

2

1 + �3
2 1 0

1 1 0
0 0 �2£¤¤

¥ Ç−�1−�2�3

È + É0 0 0
0 0 0
0 0 �3

Ê É0
0
1

Ê �, 
  :براي سيستم زير منجر مي شود CLFبه يافتن )  48-4( براي سيستم  CLFيافتن  ،بنابراين

 )4-50 (  Ë�	1 = −�1,    �	2 = −�2,    �	3 = �3 + �,A 
  عبارت است از)  50-4( مناسب براي سيستم  CLFيك 

 )4-51 (  ���� = 1
2

��1
2 + �1�2 + �2

2 + �3
2�, 

  :كه داريم

 )4-52 (  ∇������������ = �3
2. 

�3در  ������������∇هرچند  = توان نشان داد كه روي اين  ، اما ميبرابر صفر است 0

�������y����∇سطح  ≤ براي سيستم  CLFيك  ���� ،1لم نتيجه بنابراين براساس . است 0

  .  است) 48- 4(

 

 



 

  

 

  :فصل پنجم

  كنترل بهينه معكوس
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 كه نسبت به) مقاوم ( ، غالباً طراحي كنترل پسخور پايدارساز به دليل حاشيه پايداري مناسب

در مسائل كنترل بهينه براي اكسترمم در عين حال  .داري نيز بهينه باشد، مطلوب است تابعيِ هزينه معني

 - هاميلتونيا )  HJB(  2بلمن -ژاكوبي -، لازم است معادله ديفرانسيل جزئي هاميلتون1كردن تابعيِ هزينه

تابع مثبت معين هموار از يك براي يافتن ) صورت حضور نامعيني  در ()  HJI(  3ايساكز -ژاكوبي

نام دارد و خود در ادامه يك قانون كنترل پسخور حالت  4، حل شود كه تابع مقدارهاي سيستم  حالت

نسبت به مفهوم تابعيِ هزينه و  پيوسته به دست مي دهد كه منجر به پايداري و بهينگي عملكرد سيستم

در حالت كلي  HJIيا  HJBاز طرفي معادله . آن نسبت به نامعيني خواهد شد 5مقاومت)  HJIدر حالت   (

براي . محاسبات دشوار قابل دستيابي است حل بسته دقيقي ندارد و پاسخ آن براي برخي از سيستم ها با

هاي  اغلب روش. وجود ندارد HJB، هيچ روش عملي براي حل معادله هاي با مرتبه بيشتر از دو سيستم

اي  ، به اين معني كه نتايج به دست آمده تنها براي محدودهدهند تقريبي تنها نتايج محلي به دست مي

  . ]2[وسط محاسبات اضافي تخمين زده شودبايست ت معتبر هستند كه اندازه آن نيز مي

از . پذيري است گونه كه پيشتر عنوان شد، وجود تابع لياپانوف كنترل به منزله پايداري همان

هاي پايدارسازي طراحي نمود كه  كننده توان كنترل مي از سيستم، CLFطرفي با در اختيار داشتن يك 

پذيري  ، علاوه بر اثبات پايداريCLFمزيت اساسي در حقيقت  .بهينگي عملكرد سيستم را تضمين نمايند

گيري ايده كنترل  كار  با به. است 6هاي كنترل پايدارساز بهينه معكوس  ها، استفاده از آن در قانون ستمسي

فرآيند كنترل بهينه معكوس با اثبات قضايايي . شود  اجتناب مي HJIيا  HJB، از حل معادله بهينه معكوس

متناظر با يك تابع هزينه  HJB، به منزله پاسخ يك از سيستم CLFدهد هر  همراه است كه نشان مي

                                                 
١
 Cost Functional  

٢
 Hamilton- Jacobi- Bellman  

٣
 Hamilton- Jacobi- Isaacs  

٤
 Value Function  

٥
 Robustness  

٦
 Inverse Optimal Stabilizable Control Laws  
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توان   ي، ميك تابع لياپانوف كنترل از سيستمبا داشتن . از پيش تعيين نشده از سيستم است دار و معني

به اين . كنند داري را مينيمم مي قوانين كنترل پايدارسازي طراحي نمود كه هر يك تابع هزينه معني

از سيستم، مستقيماً قانون كنترل پسخور پايدارساز بهينه به  CLFترتيب كه با در اختيار داشتن يك 

داري بهينه  هزينه معنيشود قانون كنترل مذكور نسبت به تابعي  آيد؛ سپس نشان داده مي دست مي

 .]5و  2[است

  

   مفاهيم - 1- 5

قانون كنترل بهينه معكوس عبارت است از قانون كنترل پايدارسازي كه تابعي هزينه  : 1-5تعريف 

  . ]25[ تدار از پيش تعيين نشده اي را مينيمم مي كند و داراي حاشيه بهره اس  معني

مشخص بهينه سازي نيست، به عبارت ديگر قانون كنترل بهينه معكوس معطوف به يك مسأله 

رود قانون كنترل بهينه معكوس پاسخ يك مسأله بهينه سازي مورد نظر طراح باشد و يا حتي  انتظار نمي

بلكه به اين سبب كه بسياري از مسائل كنترل بهينه حل دشواري دارند، . ]25[به جواب آن نزديك باشد 

لي يك مسأله معكوس حل مي شود كه نتيجه آن قانون كنترلي در اين گونه موارد به جاي حل مسأله اص

در اين حالت ممكن است . با مقداري حاشيه پايداري است كه نسبت به مفهوم معني داري بهينه است

 سازي مطلوب طراح باشد قانون كنترل بهينه معكوس پاسخ محافظه كارانه اي براي يك مسأله بهينه

كه در اختيار ما ( پاسخ حاصل از كنترل بهينه معكوس به پاسخ واقعي  براي هرچه نزديك تر كردن. ]25[

هايي صورت گرفته است و از جمله مباحث مهم در حوزه كنترل بهينه معكوس به شمار  ، تلاش) نيست 

در اين فصل از ذكر جزئيات و قضاياي اين حوزه صرفنظر كرده، بحث خود را بر روي نقش تابع . مي رود

  . لياپانوف كنترل در ساختن قوانين كنترل بهينه معكوس متمركز مي كنيم

  



٤٧ 
 

  :ر را درنظر بگيريدسيستم ساده زي :17-5مثال 

 )5-1 (  �	 = −�3 + � + t�, 
�( ورودي كنترل نامقيد  �كه در آن  ∈ � ≡ 3ورودي اغتشاش با قيد  tو )  � ≡ D−1,1o است .

����براي اين سيستم  RCLFيك  =   است و مشتق آن را مي توان با قانون كنترل  �2

 )5-2 (  � = �3 − 2�, 
اين قانون كنترل كه با استفاده از خطي سازي پسخور به دست آمده است، گرچه پاسخ هاي . منفي نمود

نشان دهنده تلاش )  2-5( در  �3زيرا جمله. مي سازد، يك انتخاب خوب نيست RGUASسيستم را 

ور علاوه بر اين، اين ترم پسخ. كنترلي بيهوده اي است كه صرف حذف يك غيرخطي مفيد شده است

يك روش ديگر، حل يك مسأله كنترل بهينه با تابعي . مثبت است كه خطر ناپايداري را افزايش مي دهد

  ، تابعي هزينه درجه دوم زير)  1- 5( براي سيستم . هزينه اي است كه تلاش كنترلي را جريمه مي كند

 )5-3  (  v = w D�2 + �2oU�8
0

, 
  :قانون كنترل بهينه زير را نتيجه مي دهد

 )5-4 (  � = �3 − � − �Ì�4 − 2�2 + 2, 
تلاش كنترلي كوچك تري براي ) �3−(با تشخيص مزيت جمله غيرخطي )  4- 5( قانون كنترل 

 . علاوه بر اين اين قانون كنترل ، هيچ گاه پسخور مثبت ايجاد نمي كند. كند  هاي بزرگ توليد مي  �

 

 

                                                 
 . مي باشد و حل و شبيه سازي توسط نويسنده رساله انجام گرفته است] 2[از مرجع  1- 5صورت مسأله مثال  7



٤٨ 
 

به دست آمده است؛ عملي كه تنها  HJI اگرچه اين مزيت ها به بهاي حل معادله ديفرانسيل جزئي

  .براي سيستم هاي غيرخطي ساده امكان پذير است

در اين جا به . ، محاسبه يك قانون كنترل بهينه معكوس استHJIيك جايگزين براي حل معادله 

هاي بعد به  اين قانون در بخش. اي استفاده شده است منظور مقايسه ، از قانون كنترل حداقل نرُم نقطه

عبارت )  1-5( يك قانون كنترل حداقل نرم نقطه اي براي سيستم . شود  مفصل توضيح داده ميطور 

  است از

 )5-5 (  � = V�3 − 2�,      �2 < 2
0.                   �2 ≥ 2

A 
تغييرات حالت بر )  2- 5( و در شكل)  5- 5( و )  4-5( ، ) 2-5( قوانين كنترل )  1-5( در شكل

�0��حسب زمان براي حالت اوليه  = مشاهده . در هر سه نوع پياده سازي نشان داده شده است 20−

ز ديرتر براي پايدارسازي سيستم به تلاش كنترلي بيشتري نياز دارد و حالت ني )  1-5  (مي شود كه قانون 

اما قوانين كنترل بهينه و كنترل بهينه معكوس كه هر دو نسبت به تابعي هزينه  .به صفر همگرا شده است

هر دو به سبب تشخيص مزيت ترم . معني داري بهينه هستند از نظر كيفي تقريباً در يك سطح قرار دارند

هيچ گاه پسخور مثبت ايجاد كنند و  غيرخطي تلاش كنترلي كمتري براي سيگنال هاي بزرگ صرف مي

قانون كنترل حداقل نرم نقطه اي : تفاوت اصلي بين اين دو در شيوه تحليل آن ها نهفته است. نمي كنند

مستلزم حل )  4- 5  (از يك فرمول ساده به دست آمده است در حالي كه به دست آوردن قانون كنترل 

  . مي باشد HJIيك معادله 
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 ) 5-5( و )  4-5( ، )  2- 5( قوانين كنترل مقايسه بين :  ) 1- 5 ( شكل

  
 

 
 ) 5- 5( و )  4-5( ، )  2- 5( قوانين كنترل تغييرات حالت متناظر با مقايسه بين : ) 2- 5 ( شكل
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 8تابع مقدارمقدار مينيمم تابعي هزينه در مسئله كنترل بهينه تابعي از حالت ها است كه به آن 

  ]:25[تابع مقدار برقرار استخواص زير براي هر ]. 25[مي گويند

 .هر تابع مقدار معني دار يك تابع لياپانوف است )1

 .هر تابع لياپانوف يك تابع مقدار معني دار است )2

 .يك تابع مقدار معني دار است CLFهر  )3

  .يك حد بالايي معني دار براي تابع مقدار يك مسأله بهينه سازي است RCLFهر  )4

  زينه به صورتدر حالت كلي براي سيستم و تابعي ه 

 )5-6 (  �	 = ���, �, t�,      v = w c��, ��U�,8
0

 

  عبارت است از HJIمعادله 

 )5-7 (  0 = minS max� Dc��, �� + ∇����. ���, �, t�o, 
نيز تعريف مشابهي بدون حضور جمله  HJBبراي معادله ( ناشناخته است  ����كه در آن تابع مقدار 

,��cبراي يك انتخاب مناسب ) . اغتشاش موجود است  ، يك پاسخ مثبت معين هموار )  6-5( در  ��

منجر مي شود و  ����وجود دارد كه به كنترل پسخور حالت پيوسته )  7- 5( براي معادله  ����

هرچند محاسبه چنين پاسخ هاي . ي داردرا در پ tپايداري، بهينگي و مقاومت نسبت به اغتشاش 

  ].2[بسيار سخت باشد يا اصلاً وجود نداشته باشد همواري ممكن است

دار  اگر بتوانيم يك تابعي هزينه معني. ايم يافته CLFفرض كنيد براي يك سيستم معين يك 

موجود، تابع مقدار متناظر آن باشد، در اين صورت به صورت غيرمستقيم پاسخي براي  CLFبيابيم كه 

                                                 
٨
 Value Function  
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تا زماني كه تابعي . توان قانون كنترل بهينه را محاسبه نمود آن به دست آمده است و مي HJBمعادله 

تابعي  در حقيقت حتي به ساخت. دست آمده ذاتاً بهينه خواهد بود دار باشد، قانون كنترل به هزينه معني

به دست  HJBطور مستقيم و بدون رجوع به معادله  توان پسخور بهينه را به هزينه نيازي نيست؛ زيرا مي

اي از چنين قوانين  هاي مستقيمي به دست آمده است كه هريك دسته براي اين منظور فرمول. آورد

. ارامترهاي طراحي هستند، معادلات سيستم و پCLFكنند و تنها تابعي از  اي را توليد مي كنترل بهينه

توان به قانون كنترل حداقل  ها مي باشند و از جمله آن اين قوانين، همان قوانين كنترل بهينه معكوس مي

 . اي و قانون كنترل حداكثر زاويه اشاره نمود نرم نقطه

  

  ]25و  1[نُرم نقطه اي  قلقوانين كنترل حدا -2- 5

. ترين قوانين كنترل پايدارساز مبتني بر تابع لياپانوف كنترل، فرمول زونتاگ مي باشد يكي از مهم

  :يك تابع لياپانوف كنترل براي سيستم زير باشد ����اگر 

 )5-8 (  �	 = ���� + �����, 
  آنگاه قانون كنترل 

 )5-9 (  �∗ = 

»¼½
¼¾ − Ð

ÑÃ0 + ��� + Ò�����2 + 9cd����:9cd�����:2

9cd����:9cd�����: Ó
Ô 9cd����:�   cd���� ≠ 0

0                                                                                                                      ������ = 0  
A 

�نقطه  =   .  ، پايدار مجانبي جامع مي كند) 8- 5( را براي سيستم  0
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مبتني بر تابع لياپانوف كنترل، قانون كنترل حداقل نرُم نقطه اي از جمله قوانين كنترل پايدارساز 

به . اين قانون همان طور كه از نامش پيداست، در هر نقطه از مسير حالت حداقل نُرم را داراست. مي باشد

كه شرايط زير را برقرار كند، قانون )  8- 5( براي سيستم با معادله حالت  ����زبان ساده، قانون كنترل 

  .نترل حداقل نُرم نقطه اي ناميده مي شودك

 )5-10 (  Õ Z[�S ���                                                G. �:       ������� + ������ ≤ −l���A 
بر اساس اين . يك تابع پيوسته و مثبت معين است ���lبوده و )  8-5( براي  CLFيك  ����كه 

كاهش  ���lدر هر نقطه از مسير حالت با نرخ  ����مينيمم است،  �قانون كنترل، در حالي كه دامنه 

  .يابد مي

  در حالت خاصي كه 

l��� = Ò9ce����:2 + b��� F9cd����:9cd����:�L, 
  :باشد، پاسخ مسأله به صورت زير خواهد بود

 )5-11 (  �∗ = 

»¼½
¼¾− ��� + Ò9ce����:2 + b��� F9cd����:�|1���9cd����:�L

9cd����:9cd����:� 9cd����:�    cd���� ≠ 0

0                                                                                                                                    cd���� = 0

A 
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معين و ) نيمه ( در اين رابطه مثبت  ���b. ناميده مي شود 9كه اين فرمول زونتاگ با تغيير جزئي  

يك پاسخ بهينه براي تابع هزينه زير است، در حالي كه )  11- 5( مشتق پذير است و قانون كنترل 

  .را نقطه به نقطه حداقل نگاه مي دارد �همچنان اندازه 

 )5-12 (  65[S v��� = 65[S w �b��� + ����U�.8
0

 

را به عنوان پارامتر طراحي مورد استفاده قرار  ���lهمه كنترل كننده هاي حداقل نرم نقطه اي 

در . در حقيقت مصالحه بين سرعت همگرايي حالت ها به صفر و تلاش كنترلي است ���l. مي دهند

ممكن است منجر به  ����و  ����مشكل است و در صورت وجود انحراف در  ���lحالت كلي انتخاب 

 .ناپايداري حلقه بسته گردد

  

 ]25و  1[قانون كنترل حداكثر زاويه  -3- 5

با استفاده از . ، قانون كنترل حداكثر زاويه است CLFيك قانون كنترل پايدارساز جديد مبتني بر 

  .به دست مي آيد CLFاين قانون يك معيار پايداري لحظه اي براي قوانين كنترل مبتني بر 

  :گيريم سيستم تك ورودي زير را درنظر مي

 )5-13 (  �	 = ���� + �����,    ��0� = 0, � ∈ ��, ���� ≠ 0, ∀� ≠ 0 

قانون كنترل حداكثر . باشد)  13-5( يك تابع لياپانوف كنترل هموار سيستم  ���� فرض كنيم

اي است كه در هر نقطه از مسير حالت، بردار گراديان تابع لياپانوف كنترل و مشتق بردار  زاويه به گونه

  . سازند  حالت حداكثر زاويه را با هم مي

                                                 
٩
  Slight Variation of Sontag’s Formula  
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را با  Äدر  �و ضرب داخلي  ��را با  ���Ö��Öو  �را با  ����،  �را با  ����براي راحتي كار 

�Ä فرض كنيم زاويه بين . نمايش مي دهيم +∙+بردار را با  2-و نرُم� + °90 برابر ���و  �� + f° 

  )). 3- 5( شكل ( باشد 

  

� نمايش زاويه بين  :) 3- 5 ( شكل +   ���و  ��

  :داريم

 )5-14 (  ����� + ��� = −+���++� + ��+G5[f, 
  يا،

 )5-15 (  ���� + ����� = −+���++� + ��+G5[f, 
  :و ساده سازي داريم)  15- 5( با مربع كردن طرفين 

 )5-16 (  D���� . ��2 − +�+2+���+2G5[2fo�2+ D2���� . ������ . �� − 2��. ��+���+2G5[2fo�+ D������2 − +�+2+���+2G5[2fo = 0, 
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��با فرض  ≠ ريشه حقيقي داشته باشد، لازم  �براي )  16-5( براي آن كه  �با  �و موازي نبودن  0

  :است

 )5-17 (  ∆= D2���� . ������ . �� − 2��. ��+���+2G5[2fo2− D���� . ��2 − +�+2+���+2G5[2foD������2− +�+2+���+2G5[2fo ≥ 0, 
  :با فرض

 )5-18 (  < = �+�+2+�+2 − ����2�1
2, 

  :به صورت زير قابل بازنويسي است)  17- 5( رابطه 

 )5-19 (  G5[2f ≤ ������2+�+2 + ������2+�+2 − 2����������������+���+2<2 , 
  و يا،

 )5-20 (  
0 < G5[f ≤ +������� − �������+<+���+ . 

را طوري انتخاب  �حال . دهد نشان مي ����يك  را براي fحداكثر مقدار )  20-5( نامساوي 

�كنيم كه زاويه بين  مي + °90اين زاويه عبارت است از . حداكثر باشد ���و  �� + f0
از  f0كه  °

  :آيد رابطه زير به دست مي

 )5-21 (  G5[f0 = +������� − �������+<+���+ . 
fبا  = f0  ريشه مضاعف دارد و اين ريشه برابر است با �براي )  16-5( معادله:  
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 )5-22 (  � = ����+���+2G5[2f0 − ������������������2 − +�+2+���+2G5[2f0
. 

  :آيد به دست مي)  22- 5( در )  21-5( با اعمال 

 )5-23 (  � = ����+������� − �������+2 − ������������<2������2<2 − +�+2+������� − �������+2 . 
است؛ زيرا براي هر سه  1همواره مساوي با )  21-5( هاي درجه دوم، طرف دوم  براي سيستم

  داريم، �2در  ���و  �،  �بردار 

 )5-24 (  +������� − �������+ = <+���+. 
�را طوري انتخاب كرد كه  �توان ورودي  مي �2بديهي است كه در +  °180زاويه  ���با  ��

f0متناظر است با  (بسازد  = 90° .(  

  

يك ) يا مساوي ( كوچك تر  ) 21-5( دوم براي سيستم هاي درجه سوم و بالاتر طرف : ]25و  1[ 1-5لم 

  :است؛ يعني

 )5-25 (  +������� − �������+<+���+ ≤ 1. 
باشد  1برابر  ���و  �و ،  /برابر  ���و  �،  Eبرابر  �و  �كنيم زواياي بين  فرض مي :]25و  1[اثبات 

 )). 4- 5  ( شكل  (
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 نمايش زواياي بردار گراديان تابع لياپانوف كنترل و معادلات سيستم):  4- 5 ( شكل

  داريم،

 )5-26 (  ±�/ − 1� ≤ E ≤ / + 1, 
  :را به صورت زير بازنويسي نمود)  26- 5( توان نامساوي  مي

 )5-27 (  �ÙG2β + �ÙG2/ − 2�ÙG/ �ÙG1 �ÙGE ≤ G5[2E, 
  و يا،

 )5-28 (  9�ÙGE − �ÙG�/ + 1�:9�ÙGE − �ÙG�/ − 1�: ≤ 0, 
  .نتيجه مي گردد)  26-5( كه اين نامساوي اخير از نامساوي 

در امتداد مسير حالت  ����مشتق )  13-5( به سيستم )  23-5( با اعمال قانون كنترل 

  : سيستم حلقه بسته عبارت است از

 )5-29 (  �	 ��� = ����� + ���
= 9���������� − ������+�+2:+������� − �������+2������2<2 − +�+2+������� − �������+2 . 
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  :توان نشان داد صفر نيست مي)  29-5( و فرض اين كه مخرج رابطه )  4-5( با توجه به شكل 

 )5-30 (  �	 ��� = �ÙGE�ÙG1 − �ÙG/�ÙG21G5[2E − �ÙG2/ − �ÙG21 + 2�ÙG/�ÙG1�ÙGE 

∙ +������� − �������+2+���++�++�+2 , 
  يا 

 )5-31 (  �	 ��� = +������� − �������+2��ÙG/ − �ÙG1�ÙGE�+���++�++�+2, 
	�پس براي  ��� < /�ÙGلازم است  0 < �ÙG1�ÙGE از طرف ديگر . باشد�	 ��� < 0 

fمعادل  > /�ÙGاگر . است و اين براي پايداري مجانبي سيستم حلقه بسته كافي است 0 >
�ÙG1�ÙGE  به جاي حداكثر كردن  )  23- 5  (كنترل باشد، آنگاه قانونf  آن را حداقل مي كند و براي

/�ÙGنامساوي . انتخاب شود ∞±بايد قانون كنترل  f حداكثر كردن < �ÙG1�ÙGE  به صورت زير

  :قابل تبديل است

 )5-32 (  ���� < ����������+�+2 . 
  :بحث بالا را مي توان در قضيه زير جمع بندي نمود

به )  32- 5( باشد و نامساوي  CLFيك )  13-5( براي سيستم  ����فرض كنيد  :]25و  1[ 1- 5قضيه 

زير، سيستم  "قانون كنترل حداكثر زاويه نقطه اي" سپس . هاي مخالف صفر برقرار باشد �ازاي همه 

����و  ���به ازاي آن بردارهاي حلقه بسته را پايدار مجانبي جامع كرده و  + حداكثر زاويه  �����

  :ممكن را با هم مي سازند
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 )5-33 (  ����� = 

¶����+������� − �������+2 − ������������<2������2<2 − +�+2+������� − �������+2 ,            ������+�+2 < ����������,
0,                                                                                                                                     � = 0, A 

بر اين، به ازاي برقراري شرط در ضابطه اول،  علاوه. تعريف شده است)  18-5( در رابطه  Mكه در آن 

°90حداكثر زاويه مذكور برابر  + f0  است كهf0 از رابطه زير به دست مي آيد:  

 )5-34 (  f0 = n&�G5[ Û +������� − �������++���+�+�+2+�+2 − ����2�1 2⁄ Ý. 
  :ملاحظات 

هاي غيرصفر ، قانون كنترل  �به ازاي همه )  32-5( در صورت عدم برقراري شرط نامساوي  )1

توان  در اين حالت مي. كند، ناپيوسته است كه زاويه بين دو بردار مذكور را حداكثر مي)  33-   5(

�اي تعريف نمود كه زاويه بين  يك قانون كنترل پيوسته به گونه + كمتر از مقدار  ��و  ��

°90حداكثر  + f0 25و  1[ دهيم چنين حالتي را مورد بررسي قرار مي ) 2-5  (مثال در . باشد[. 

�زاويه بين قانون كنترل حداكثر زاويه،  )2 + در حالي كه قانون ، كند را حداكثر مي ��و  ��

���اي  كنترل حداقل نرم نقطه ∙ �� + كنترل حداقل  بنابراين قانون. كند را حداقل مي ���

����اي در حالت  نرم نقطه = 	�برابر صفر است، زيرا در اين حالت نيروي كنترل روي  0 ��� 

اثر ندارد؛ اما قانون كنترل حداكثر زاويه در اين حالت صفر نيست و بنابراين قانون كنترل حداكثر 

انون كنترل حداكثر زاويه علاوه بر اين ق. تر است  اي سريع زاويه از قانون كنترل حداقل نرم نقطه

تنها مشكل قانون كنترل حداكثر . به عنوان يك پارامتر طراحي ندارد ���lنيازي به تعريف 

 زاويه اين است كه سيگنال كنترل در همسايگي سطح
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��� ∙ � = ���� ∙ ���� ∙ ��+�+2 , 
  .]25و  1[ بزرگ است

�منحني زاويه بين  )3 + اي پايداري قانون كنترل  معيار لحظهتوان به عنوان  را مي ��و  ��

تر باشد، نشانه آن است كه  بزرگ °90هر چه اين منحني زاويه از. برحسب زمان ترسيم كرد

�توانند بردار   اي در سيستم به همان اندازه مي هاي لحظه نامعيني + در حالي ، را بگردانند ��

)  3-5( و )  2-5( هاي  در مثال .]25و  1[ كه همچنان پايداري سيستم حلقه بسته حفظ شود

 .هايي از اين منحني ترسيم شده است  نمونه

  

  :سيستم غيرخطي زير را درنظر بگيريد: ]1[ 210-5مثال 

 )5-35 (  ¶�	1 = �1 + ��1 − �2��,�	2 = �2 + ��1 + �2��,�	3 = 0/25�3 + �3�.     A 
  اگر تابع مثبت معين 

 )5-36 (  ���� = 0/5��1
2 + �2

2� + �3
2, 

  :بگيريم، مشتق زماني آن عبارت است ازرا درنظر 

 )5-37 (  �	 ��� = �1 + ����1
2 + �2

2� + �0/5 + 2���3
2. 

 

                                                 
 . از نويسنده رساله مي باشد 2-5مثال شبيه سازي  10
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)  36-5( وجود دارد كه به ازاي آن مشتق زماني بالا منفي شود، رابطه  �جا كه سيگنال  از آن

�به ازاي همه )  32- 5( نامساوي . است)  35-5( براي سيستم  CLFيك  ≠ برقرار نيست؛ در اين  0

اي كمتر از حداكثر زاويه انجام دهيم تا شرط مذكور برقرار  توانيم طراحي كنترل را براي زاويه حالت مي

� خواهيم قانون كنترلي طرح كنيم كه زاويه بين براي نمونه فرض كنيد مي. گردد + تر  بزرگ ��و  ��

Hبا فرض  .درجه باشد 120از  = �1
2 + �2

bو  2 = �3
  :لازم است نامساوي زير برقرار باشد 2

 )5-38 (  H + 0/5b + �H + 2b��Ì�H + 4b�DH + 0/0625b + �2H + 0/5b�� + �2H + b��2o < − 1
2

. 
  :پس از ساده سازي داريم

�2H2 + 7Hb + 12b2��2 + �6H2 + 11/5Hb + 6b2�� + 3H2 − 0/0625Hb + 0/75b2 > 0, 
  :ريشه معادله بالا عبارت است از

 )5-39 (  z��� = −6H2 − 11/5Hb − 6b2 − Ì12H4 − 54/5H3b + 56H2b2 + 120Hb3

2�2H2 + 7Hb + 12b2� . 
����منفي است )  38-5( از آن جا كه سمت چپ رابطه  < z��� بنابراين با فرض . است

���� = 1/05z��� شود و به ازاي اين قانون كنترل، زاويه بين  نامساوي برقرار مي� +  ��و  ��

در  x=[1, 1, -1]نتايج حاصل از اين طراحي به ازاي شرايط اوليه . درجه خواهد بود 120تر از  بزرگ

)  8- 5( و)  7- 5( در شكل هاي  x=[-7, -5, 4]، و به ازاي شرايط اوليه ) 6- 5( و )  5-5( هاي   شكل

ها  همگرايي حالتشود كه مستقل از انتخاب شرايط اوليه، در هر دو حالت  مشاهده مي. ترسيم شده است

�آيد و زاويه بين  به ازاي سيگنال كنترل پيوسته و كراندار به دست مي + در طول زمان  ��و  ��

  . درجه و مشتق زماني تابع لياپانوف كنترل در طول زمان منفي است 120بزرگ تر از 
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�سيگنال كنترل و زاويه بين  :) 5- 5 ( شكل +   x=[1, 1, -1] اوليهشرايط ي برا ��و  ��

  

  

  و مشتق زماني تابع لياپانوف كنترل x=[1, 1, -1]همگرايي حالت ها براي شرايط اوليه  :) 6- 5 ( شكل

  

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
-2.6

-2.4

-2.2

-2

-1.8

-1.6

-1.4

-1.2

Time(sec)

u

Control signal

 

 

u

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
120.85

120.9

120.95

121

121.05

121.1

121.15

121.2

121.25

121.3

Time(sec)

an
gl

e(
de

g)

The angle between Vx and f+gu

 

 

theta

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
-1

0

1

2

X
1

State variations

 

 

x1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
-1

0

1

X
2

 

 

x2

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
-1

-0.5

0

Time(sec)

X
3

 

 

x3

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0

Time(sec)

dV
/d

t

Time derivative of control lyapanov function

 

 

dV/dt



٦٣ 
 

�سيگنال كنترل و زاويه بين  :) 7- 5 ( شكل +   x=[-7, -5, 4] شرايط اوليهي برا ��و  ��

  و مشتق زماني تابع لياپانوف كنترل x=[-7, -5, 4] اوليههمگرايي حالت ها براي شرايط  :) 8-5 ( شكل

  

  ]25و  1[ تابع لياپانوف كنترل براي سيستم هاي غيرخطي غيرافين -4- 5

هاي مربعي حقيقي  براي ماتريس "زاويه ويژه"در اين بخش، ابتدا به معرفي مفهومي به نام 

  . دهيم هاي غيرخطي غيرافين ارايه مي سيستمسپس روشي براي يافتن تابع لياپانوف كنترل . پردازيم  مي
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  ]25و  1[ زاويه ويژه -4-1- 5

زاويه ويژه عبارت است از حداكثر چرخشي كه  �×�yبراي يك ماتريس مربعي حقيقي  : 2-5تعريف 

� بردار دلخواه به �×�yماتريس  ∈    :تواند بدهد؛ به عبارت ديگر مي ��

) 5-40 (  f = Sup�∈0ß,�à0
y&� cos Û ��y����y�y��1

2�����1
2
Ý. 

   ].25و  1[ت آمده اس)  1-5( ها در جدول  روابط زاويه ويژه براي تعدادي از ماتريس

  :]25و  1[ ملاحظات

ها  واضح است كه چرخش حاصل ضرب دو ماتريس از مجموع چرخش هاي تك تك ماتريس .1

 .است) يا مساوي آن ( كمتر 

 .با هم برابر است y|1 و yزاويه ويژه  .2

ها بستگي  هاي مثبت معين تنها به مقادير ويژه اين ماتريس دهد كه زاويه ويژه ماتريس لم زير نشان مي

  .دارد

 

  

]يك ماتريس  yفرض كنيد : ]25و  1[ 2-5لم  ×   :است چنينآن  SVDمثبت معين است و تجزيه  ]

 )5-41 (  y = �Σ�� , 
  .برابر است Σبا زاويه ويژه  yدر اين حالت، زاويه ويژه 
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 ]25و  1[زاويه ويژه براي تعدادي از ماتريس ها  :) 1-5 ( جدول

  ماتريس  زاويه ويژه

f = n&� tan |P − 1|
2√P  ·1 0

0 P¹ , P > 0 

f = ¶å                                      P < 0n&� cos Û4P2 − 1
4P2 + 1

Ý       P ≥ 0
A ·P 1

0 P¹ 

f =
»¼½
¼¾å                                        n < |µ|

n&� cos Û√n2 − µ2n Ý      n > |µ|
æ
2
                                         n = |µ|

A ·n µµ n¹ , µ ≠ 0 

f = n&� cos n√n2 + µ2
 · n µ−µ n¹ , µ ≠ 0 

f = n&� cos Û65[ Õ 2ÌP1P1 + 1
, 2ÌP2P2 + 1

, 2ÌP1P2P1 + P2
çÝ 

è1 0 0
0 P1 0
0 0 P2

é, 
  P1, P2 > 0 

f =
»¼
½
¼¾n&� cos F n√n2 + µ2

L                                                      
n&� cos F n√n2 + µ2

L                                                     
n&� cos F 2|n2 + µ2 − 1| Ì�n − 1��n2 + µ2 − n�L

A è n µ 0−µ n 0
0 0 1

é,  
n > 0 
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  : ]25و  1[ 2-5لم  اثبات

  :برابر است با yزاويه ويژه 

 )5-42 (  fê = Sup�∈0ß,�à0
n&� cos Û ���Σ���+�++�Σ���+Ý. 

¬با فرض  =   :است، داريم 11يكاني �و درنظر گرفتن اين واقعيت كه  ���

 )5-43 (  fê = Supë∈0ß,ëà0
n&� cos Û ¬�Σ¬+¬++Σ¬+Ý = fì. 

  .شود و به اين ترتيب لم اثبات مي

  

  لياپانوف كنترل براي سيستم غيرافينتابع  - 4-2- 5

يك قانون كنترل مبتني بر تابع لياپانوف كنترل معرفي شد كه به ازاي آن  3- 5در بخش 

����و  ���بردارهاي  + اين حداكثر زاويه را  . سازند حداكثر زاويه ممكن را با هم مي �����

90° + f0  درنظر گرفتيم كهf0  آيد به دست مي)  34-5( از رابطه.  

و در )  13-5( براي سيستم غيرخطي  CLFيك  ����فرض كنيد  :]25و  1[ 2-5 قضيه

، زاويه بين دو بردار 1-5درنتيجه با استفاده از قانون كنترل قضيه . كند نيز صدق مي) 32-  5(نامساوي   

����و  ��� + °90در هر نقطه از مسير حالت، برابر  ����� + f0 اكنون سيستم  .خواهد بود

 :غيرخطي زير را درنظر بگيريد

  

                                                 
١١

 Unitary  
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 )5-44 (  �	 = y��, ������� + ������. 
,��yكه در آن  ]يك ماتريس  �� × ,��yاگر زاويه ويژه ماتريس . مثبت معين است ]  f0از  ������

,��yتوان نتيجه گرفت كه زاويه بين بردارهاي  كمتر باشد، مي ����������� +  ���و  ����������

كند و  را پايدار مي)  45-5( سيستم )  33-5( بنابراين قانون كنترل  .ماند باقي مي °90 تر از بزرگ

] 1[براي اثبات قضيه مي توانيد به مرجع ( شود  محسوب مي CLFبراي اين سيستم يك  ����

  ).كنيد   رجوع

براي اين  CLFو ساختن يك )  44- 5( قضيه بالا مسأله پايدارسازي سيستم غيرخطي غيرافين 

براي اين سيستم  CLFو ساخت يك )  13-5( افين ) خطي ( سيستم را به پايدارسازي سيستم غيرخطي 

  .دهد  كاهش مي

  

  :اتظملاح

,��yماتريس  .1 تعبير )  13-5( سيستم توان به عنوان يك ماتريس نامعيني ضربي براي  را مي ��

يك قانون كنترل پايدارساز مقاوم )  13- 5( براي سيستم )  33-5( بنابراين قانون كنترل . نمود

 .]25و  1[ شود محسوب مي

بتوان يك قانون كنترل )  13-5( صدق نكند و براي سيستم )  32-5( در نامساوي  ����اگر  .2

����و  ���پايدارساز تعريف نمود به نحوي كه زاويه بين + °90تر از  بزرگ ����� + fê 

)   fê زاويه ويژه y��, براي سيستم غيرافين  CLFيك  ����باشد، در اين صورت ) است  ��

 .]25و  1[ شود محسوب مي)  44- 5  (
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  :سيستم غيرافين زير را درنظر بگيريد :]1[ 312-5مثال 

 )5-45 (  

»¼½
¼¾�	1 = �1 + ��1 − �2��                                                  �	2 = ��2 + ��1 + �2����1 + �2�

2 + �2                               
�	3 = 0/75�0/25�3 + �3�� Û2 − í|�1

2 − |�|
2|�| + 1

Ý
A 

  :توان به صورت زير نمايش داد اين سيستم را مي

 )5-46 (  

�	 =
��
��
�1 0 0

0
1 + �2

2 + �2 0

0 0 0/75 Û2 − í|�1
2 − |�|

2|�| + 1
Ý£¤

¤¤
¥ ¦�1 + ��1 − �2���2 + ��1 + �2��

0/25�3 + �3�    §. 
  با فرض،

 )5-47 (  

y��, �� =
��
��
�1 0 0

0
1 + �2

2 + �2 0

0 0 0/75 Û2 − í|�1
2 − |�|

2|�| + 1
Ý£¤

¤¤
¥, 

 CLFبه يافتن يك )  45-5( براي سيستم  CLFمعين مثبت است و مسأله يافتن يك )  47-5( ماتريس 

  : شود سيستم افين زير تبديل مي براي

 )5-48 (  ¶�	1 = �1 + ��1 − �2���	2 = �2 + ��1 + �2���	3 = 0/25�3 + �3�    A 
  

                                                 
 .باشداز نويسنده رساله مي  3-5شبيه سازي مثال  12
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  ، با استفاده از تابع لياپانوف كنترل زير2-5در مثال 

 )5-49 (  ���� = 0/5��1
2 + �2

2� + �3
2, 

و  ���به دست آمد كه بر اساس آن، زاويه بين)  35-5( يك قانون كنترل براي سيستم 

���� +   :داريم 1-5رديف پنجم جدول از طرف ديگر، بر اساس . درجه است 120تر از  بزرگ �����

 )5-50 (  y = Ç1 0 0
0 P1 0
0 0 P2

È, 
⟹ fê = n&� cos É65[ Û 2ÌP1P1 + 1

, 2ÌP2P2 + 1
, 2ÌP1P2P1 + P2

ÝÊ, 
استفاده نمود، لازم )  45-5( جهت كنترل سيستم  2-5براي اين كه بتوان از قانون كنترل مثال 

  :است داشته باشيم

 )5-51 (  fê < 30°, 
  يا

 )5-52 (  1
3

< λ1λ2
< 3,   1

3
< λ1, λ2 < 3, 

,��yماتريس  براي سيستم )  49-5( بنابراين، رابطه . كند صدق مي)  52.  5( در شرايط  ��

، اين سيستم را نيز پايدار مجانبي 2-5شود و قانون كنترل مثال  محسوب مي CLFنيز يك  ) 45- 5  (

را به ازاي )  45-5( نحوه عملكرد اين قانون روي سيستم )  10-5 (و)  9-5 ( هاي شكل. كند جامع مي

مشخص است كه قانون كنترل پيوسته و )  9-5( از شكل . دهند نشان مي x=[1 1 -1]شرايط اوليه 

كراندار است و تغييرات زاويه بين بردارهاي گراديان تابع لياپانوف كنترل و مشتق بردار حالت همواره بالاي 

) 10-5( شكل. نشاني از پايداري مجانبي سيستم حلقه بسته روي نقطه تعادل آن است درجه است كه 90
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ها به صفر و نيز منفي بودن مشتق زماني تابع لياپانوف كنترل، اين موضوع را  با نمايش همگرايي حالت

  .كند تأييد مي

�سيگنال كنترل و زاويه بين  :) 9-5 ( شكل +   x=[1, 1, -1] شرايط اوليهي برا ��و  ��

  

  و مشتق زماني تابع لياپانوف كنترل  x=[1, 1, -1]همگرايي حالت ها براي شرايط اوليه  :) 10- 5 ( شكل
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قانون كنترل حداكثر زاويه فصل . روابط قانون كنترل حداكثر زاويه به دست آمددر فصل گذشته 

از آن جا كه بسياري از . هاي خطي و غيرخطي تك ورودي قابل به كارگيري است پيش، براي سيستم

هاي روباتيك و هوافضا بيش از يك ورودي دارند، به دست آوردن  هاي واقعي خصوصاً در حوزه سيستم

هاي با  هاي چند ورودي، و تعميم اين قانون براي سيستم ن كنترل حداكثر زاويه براي سيستمقانو  روابط

خواهيم قانون كنترل حداكثر زاويه  در اين فصل مي. هاي بيشتر از اهميت بسزايي برخوردار است  ورودي

شرايط لازم  براي اين منظور ابتدا به حل روابط و معرفي. هاي دو ورودي به دست آوريم را براي سيستم

سازي قانون كنترل به دست آمده روي يك  سپس با پياده. پردازيم براي يك سيستم دو ورودي كلي مي

هاي دو  دهيم كه قانون كنترل براي پايدارسازي سيستم نمونه سيستم غيرخطي دو ورودي، نشان مي

  .1ورودي عملكرد مطلوبي دارد

  

 قانون كنترل حداكثر زاويه براي سيستم هاي دو ورودي -6-1

    سيستم دو ورودي ،

 )6-1 (  �	 = ���� + �����, ��0� = 0, � ∈ ��, ���� ≠ 0, ∀� ≠ 0 

���� = D�1��� �2���o, � = D�1 �2o� , 
براي راحتي . باشد)  1-6( تابع لياپانوف كنترل هموار سيستم  ����كنيم  فرض مي. گيريم را درنظر مي

����، �را با  ����كار  = D�1��� �2���o  را با� = D�1 �2o  وÖ����Ö�  و ضرب  ��را با

�كنيم زاويه بين  فرض مي. نمايش مي دهيم +∙+بردار را با  2-و نرم �Äرا با  Äدر  �داخلي  + و  ��

°90برابر  ��� + f° داريم. باشد:    

                                                 
  .از نويسنده رساله مي باشد 2-6 بخشكليه مطالب مطرح شده در اين فصل به جز صورت مسأله  ١
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 )6-2 (  ��� . �� + ��� = +���++� + ��+ cos�f + 90�, 
  و يا، 

 )6-3 (  ��� . �� + �1�1 + �2�2� = −+���++� + �1�1 + �2�2+ sin f, 
  : سازي داريم و ساده)  3-6( با مربع كردن طرفين 

 )6-4 (  /1�1
2 + /2�1 + 11�2

2 + 12�2 + E�1�2 + ð = 0, 
  : كه در آن

 )6-5 (  /1 = �����1�2 − +���+2+�1+2G5[2f, 11 = �����2�2 − +���+2+�2+2G5[2f, /2 = 2�����������1� − 2���1�+���+2G5[2f, 12 = 2�����������2� − 2���2�+���+2G5[2f, E = 2�����1������2� − 2��1�2�+���+2G5[2f, ð = ������2 − +�+2+���+2G5[2f. 

  : دهد نتيجه مي �1هاي نزولي  برحسب توان)  4- 6( بازسازي معادله 

 )6-6 (  /1�1
2 + �/2 + E�2��1 + �11�2

2 + 12�2 + ð� = 0. 
  : ريشه حقيقي داشته باشد لازم است �1براي )  6-6( براي آن كه 

 )6-7 (  ∆ = �E2 − 4/111��2
2 + �2/2E − 4/112��2 + �/2

2 − 4/1ð� ≥ 0. 
است و براي برقراري اين  �2خود يك معادله درجه دوم برحسب )  7- 6( سمت چپ نامساوي 

  : متناسب با آن انتخاب شود �2درنظر گرفته شود و  ) 8-6  (رابطه رابطه لازم است 
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 )6-8(  ∆ñ = �/2E − 2/112�2 − �E2 − 4/111��/2
2 − 4/1ð� ≥ 0. 

  : سازي داريم و ساده) 8- 6( در )  5- 6( با جايگذاري 

 )6-9 (  {+���+4G5[4f + x+���+2G5[2f + � ≥ 0, 
  كه در آن با فرض، 

 )6-10 (   <1 = +�+2+�1+2 − ���1�2, <2 = +�+2+�2+2 − ���2�2,    <3 = +�1+2+�2+2 − ��1�2�2, 
  {  ،x  شوند به صورت زير محاسبه مي �و :  

 )6-11 (  { = +�1+2D��1�2�2+�+2 + ���1�2+�2+2 − <2+�1+2− 2���1����2���1�2�o, x = <1�����1�2+�2+2 + <1�����2�2+�1+2 − 2<1�����1������2���1�2�+ <3�����1�2+�+2 + <3������2+�1+2+ 2���1���1�2������������2�+�1+2+ 2���1����2���1�2������1�2+ 2���1����2������1������2�+�1+2+ 2���2���1�2������������1�+�1+2− 2���1�2��1�2������1������2� − 2���2������������2�+�1+4− 2���2�2�����1�2+�1+2 − 2�����������1����1�+�1+2+�2+2, � = �����1�2D−<2�����1�2 − <1�����2�2 − <3������2+ 2�����������2����2�+�1+2 + 2�����������2���1�2����1�+ 2�����1������2���1�2�+�+2 + 2�����������1����1�+�2+2− 2�����1������2����1����2� − 2�����������1����2���1�2�− 4�����������2����1���1�2�o. 



٧٥ 
 

  : به صورت زير قابل بازنويسي است)  9-6( رابطه 

 )6-12 (  G5[2f ≤ −x + Ìx2 − 4{�
2{+���+2 , 

  و يا، 

 )6-13 (  
0 < G5[ f ≤ 1+���+ ò−x + Ìx2 − 4{�

2{ , 
بنابراين حداكثر زاويه بين . نشان مي دهد ����را براي يك  fحداكثر مقدار )  13-6( نامساوي 

� + °90عبارت است از  ���و  �� + f0
  : آيد از رابطه زير به دست مي f0كه  °

 )6-14 (  G5[ f0 = 1+���+ ò−x + Ìx2 − 4{�
2{ . 

fبه ازاي  = f0  براي )  7- 6( شود و رابطه  برابر صفر مي)  8-6( و يا معادل آن )  9-6( رابطه

  : اين ريشه برابر است با. ريشه مضاعف دارد �2

 )6-15 (  �2 = 2/112 − /2EE2 − 4/111
. 

رابطه اي برحسب متغيرهاي سيستم و گراديان تابع لياپانوف )  15- 6( در )  14- 6( با جايگزيني 

E2در اين صورت اگر . آيد به دست مي �2براي  − )  15- 6  (بزرگ تر از صفر باشد، با انتخاب  4/111

خواهد بود و در  �1براي )  6-6( برابر صفر خواهد شد كه به معني ريشه مضاعف معادله )  7-6( رابطه 

تر از صفر است و به معناي وجود دو  بزرگ)  7-6( ، رابطه ) 15-6  (صورت انتخاب مقداري نزديك به 

E2اگر . است �1ريشه ممكن براي  −  �2تر از صفر باشد، تنها انتخاب ممكن براي  كوچك 4/111
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بديهي است كه در همه حال . خواهد شد �1است كه منجر به حصول ريشه مضاعف براي )  15-6( همان 

  .، گراديان تابع لياپانوف و متغيرهاي سيستم مي باشد�2تابعي از  �1

در امتداد مسير حالت  ����، مشتق ) 1- 6( به سيستم  �2و  �1با اعمال قوانين كنترل 

  : سيستم حلقه بسته عبارت است از

 )6-16 (  U�U� = ����� + �1�1 + �2�2�. 
ó�ó7با توجه به تعريف تابع لياپانوف كنترل، پايداري سيستم حلقه بسته به ازاي  < محقق  0

fشود كه معادل با   مي > است و اين شرط براي پايداري مجانبي سيستم حلقه بسته شرط كافي  0

آن را حداقل  fاگر شرط مورد نظر برآورده نشود، آنگاه قوانين كنترل به جاي حداكثر كردن . است

گراديان تابع لياپانوف كنترل و توان قوانين كنترل را با فرض اين كه زاويه بين  در اين حالت مي. كنند مي

°90ار حالت كمتر از مقدار حداكثر مشتق برد + f°  ،باشد، محاسبه نمود؛ يعني  

 )6-17 (  G5[2f = PG5[2f0, 0 < P < 1, 
تر از صفر است و دو ريشه مجزا براي  بزرگ)  8- 6( و يا معادل آن )  9-6( رابطه  در اين صورت

  :زير مدنظر قرار گيردهاي  لازم است حالت)  7-6( پس براي برقراري رابطه . متصور است �2

متصور  �1انتخاب شود، يك ريشه مضاعف براي  �2هاي به دست آمده براي  اگر يكي از پاسخ )1

 : آيد است كه از رابطه زير به دست مي

 )6-18 (  �1 = −�/2 + E�2�
2/1

. 
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E2درنظر بگيريم، بسته به علامت  �1اگر دو ريشه مجزا براي  )2 − : دهد دو حالت رخ مي 4/111

E2) الف − تر از ريشه  بايد مقداري بزرگ �2تر از صفر است؛ در اين صورت  بزرگ 4/111

) ب. تر آن اختيار كند تر از ريشه كوچك و يا مقداري كوچك)  7- 6 (تر رابطه  بزرگ

E2 − تر از ريشه  بايد مقداري كوچك �2تر از صفر است؛ در اين صورت  كوچك 4/111

 .تر آن اختيار كند  تر از ريشه كوچك و يا مقداري بزرگ)  7- 6( تر رابطه   بزرگ

تر نيز تمايز  تر و كوچك در عين حال براي تضمين پايداري، لازم است در انتخاب بين ريشه بزرگ

E2و  ����2به اين صورت كه اگر . قايل شويم − و  �2تر براي  هم علامت باشند، ريشه كوچك 4/111

دو ريشه مجزا فرض كرديم،  �1در حالت دوم كه براي . تر انتخاب مي شود در غير اين صورت ريشه بزرگ

باشد؛ به اين ترتيب كه اگر  ����1و  1/نيز لازم است انتخاب يكي از دو ريشه مشروط به تعيين علامت 

  .تر انتخاب شود ريشه بزرگتر و در غير اين صورت  هم علامت باشند، ريشه كوچك ����1و  1/

 .اي از تمامي حالت هاي مذكور آمده است در زير خلاصه

  .زاويه روي مقدار حداكثر تنظيم مي شود: حالت اول

G5[2f = G5[2f0, 
E2  اگر − 4/111 > 0,

⟹
»¼¼
½
¼¼¾�2 = 2/112 − /2EE2 − 4/111

 ⟶ ∆= 0, �1 = −�/2 + E�2�
2/1

                                           
�2 = 2/112 − /2EE2 − 4/111

→ نزديك به ∆> 0,
»¼½
¼¾ �1 = −�/2 + E�2� ± √∆

2/1
.              

Ëاگر �����1�. /1 > 0 →  با علامت منفي
و در غير اين صورت → با علامت مثبت AA

A 

E2  اگر − 4/111 < 0 ⟹ Õ�2 = 2/112 − /2EE2 − 4/111
→ ∆= 0, �1 = −�/2 + E�2�

2/1
.A 
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 .زاويه روي مقداري كمتر از حداكثر تنظيم مي شود :حالت دوم

  

G5[2f = PG5[2f0, 0 < P < 1 ⟹ ∆ñ > 0, 

⟹

»¼¼
¼¼¼
¼¼½
¼¼¼
¼¼¼
¼¾

»¼½
¼¾ �2 = 4/112 − 2/2E ± Ì∆ñ

2�E2 − 4/111�                                 
.�����2� اگر �E2 − 4/111� > 0 →  با علامت منفي

و در غير اين صورت → علامتبا مثبت                                
A  ⟹ Õ∆= 0, �1 = −�/2 + E�2�

2/1

A                   

»¼¼
¼¼½
¼¼¼
E2  اگر ¾¼ − 4/111 > 0 ⟶

»¼½
¼¾ .�����2� اگر �E2 − 4/111� > 0 ⟶ �2 < 4/112 − 2/2E − Ì∆ñ

2�E2 − 4/111�
→ و در غير اين صورت �2 > 4/112 − 2/2E + Ì∆ñ

2�E2 − 4/111�                             A

E2  اگر − 4/111 < 0 ⟶
»¼½
¼¾ .�����2� اگر �E2 − 4/111� > 0 ⟶ �2 > 4/112 − 2/2E − Ì∆ñ

2�E2 − 4/111�
→ و در غير اين صورت �2 < 4/112 − 2/2E + Ì∆ñ

2�E2 − 4/111�                              A
A
A 

⟹ ∆> 0,
»¼½
¼¾�1 = −�/2 + E�2� ± √∆

2/1
                 

Ëاگر �����1�. /1 > 0 →  با علامت منفي
و در غير اين صورت → با علامت مثبت A A 

 
  

  ]23[ 2ولترا -كنترل سيستم لوتكا -6-2

  سيستم 

 )6-19 (  V�	 = �2 − 2� + µ11�1 + µ12�2���	 = �3� − 3 + µ21�1 + µ22�2��A 

                                                 
٢ Lotka- Volterra 
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�را درنظر بگيريد كه به ازاي  = D�1 �2o� = D0 0o� ولترا مرتبه دوم است - يك سيستم لوتكا .

براي مثال (كنند  اختيار مي هايي است كه تنها مقادير غيرمنفي را بيانگر كميت ����و  ����متغيرهاي 

  : بنابراين، تنها علاقمند به رفتار سيستم در ربع اول هستيم...). اندازه جمعيت و 

 )6-20 (  s = \��, ��: � > 0 , � > 0_. 
�(  3سيستم آزاد هم براي)  20-6( مجموعه توان اثبات نمود كه  مي = و هم براي سيستم )  0

  .دار است بنابراين تمركز روي ربع اول معني. شود حلقه بسته، يك مجموعه ناوردا محسوب مي

�را با )  19-6( مسيرهاي سيستم )  1-6( شكل  = ·1 2
3 �و  1¹ = . دهد نشان مي 0

1�شود كه مسيرهاي سيستم در حالت آزاد به نقطه تعادل   مشاهده مي منتهي نمي شوند و تنها  ��1

  .مانند  اطراف آن باقي مي

  

  در حالت بدون ورودي)  19.  6( سيستم نمايش مسيرهاي  :) 1-6 ( شكل

                                                 
  ٣ Free System 
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را روي اين  1-6هاي دو ورودي در بخش  خواهيم قانون كنترل حداكثر زاويه براي سيستم مي

1�رود نقطه تعادل سازي كنيم و انتظار مي  سيستم پياده   . پايدار مجانبي شود ��1

�1در اولين گام، با تبديل دستگاه مختصات به صورت  = ln �2و  � = ln   : ، داريم�

 )6-21 (  F�	1�	2L = ·2 − 2í�2

3í�1 − 3
¹ + Fµ11 µ12µ21 µ22

L �. 
  تابع 

 )6-22 (  ���� = 3í�1 − 3�1 + 2í�2 − 2�2, 
  .شود  محسوب مي)  21-6( مثبت معين و نامحدود شعاعي است و يك تابع لياپانوف كنترل براي سيستم 

�به ازاي  1-6قانون كنترل بخش  = ·1 2
3   و شرايط اوليه 1¹

��1�0� �2�0��� = �1 1�� , 
  و با شرط  

 )6-23 (  G5[2f = 0/1G5[2f0, 
سيگنال هاي كنترل و نيز زاويه بين گراديان تابع  )  2-6( شكل . اجرا شده است)  21- 6( روي سيستم 

در منحني تغييرات زاويه مذكور نسبت به زمان . دهد لياپانوف كنترل و مشتق بردار حالت را نشان مي

شود كه زاويه موردنظر همواره  اي، مشاهده مي  به عنوان يك معيار پايداري لحظه ،)شكل سمت چپ(

، همگرايي متغيرهاي حالت به )منحني سمت راست(، ) 3- 6( در شكل . ماند  درجه باقي مي 90بالاي 

1� صفر، نشانه پايداري مجانبي نقطه تعادل تغييرات مشتق . است)  19-6( در سيستم معادل  ��1
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نيز، تأييدي بر اين مطلب است؛ زيرا اين پارامتر همواره ) منحني سمت چپ(لياپانوف كنترل زماني تابع 

 .4منفي باقي مي ماند و اين دليلي بر پايداري مجانبي سيستم حلقه بسته است

�سيگنال كنترل و زاويه بين ):  2.  6( شكل  +  x=[1, 1] شرايط اوليهبراي  ��و  ��

  

  و مشتق زماني تابع لياپانوف كنترل x=[1, 1]همگرايي حالت ها براي شرايط اوليه  :) 3.  6 ( شكل

  

 

 

 

 

                                                 
  .از نويسنده رساله مي باشد 2-6بخش حل و شبيه سازي   4
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٨٣ 
 

هاي  اي از سيستم تعميم آن به دستهيكي از مزاياي مهم قانون كنترل حداكثر زاويه، امكان 

هاي  در سيستم .باشد  ها مي به منظور ساختن توابع لياپانوف كنترل و پايدارسازي اين سيستم 1غيرافين

شود پايدارسازي و كنترل  غيرافين، معادلات حالت نسبت به سيگنال كنترل غيرخطي است كه موجب مي

هاي  ها، نياز به كنترل انواع سيستم پيچيدگي روزافزون سيستمدر عين حال، همگام با  .ها دشوار باشد آن

غيرافين نيز رو به فزوني است و در حال حاضر يكي از حوزه هاي مهم تحقيقات در زمينه سيستم هاي 

   .شود كنترلي محسوب مي

هاي  اي از سيستم عنوان شد، قانون كنترل حداكثر زاويه براي دسته 5همان گونه كه در فصل 

توان بخش غيرافين را به صورت يك ماتريس مربعي ناويژه از معادلات حالت  ها مي ين كه در آنغيراف

با استفاده از اين قانون و مفهوم زاويه ويژه، يافتن توابع لياپانوف كنترل براي . جداسازي نمود، معتبر است

كه ممكن است خطي (ورسيستم غيرافين، به يافتن توابع لياپانوف كنترل براي بخش افين جداسازي مذك

در . هاي غيرافين محسوب مي شود  براي سيستم CLFشود و اولين گام در محاسبه  تبديل مي) هم باشد

براي بخش  CLFعين حال در صورت برقراري شرايط، قانون كنترل حداكثر زاويه كه با استفاده از يك 

  .افين به دست مي آيد، براي پايدارسازي كل سيستم نيز معتبر است

معرفي شده  6قانون كنترل حداكثر زاويه در سيستم هاي دو ورودي، كه روش حل آن در فصل 

است، همان كارايي قانون كنترل حداكثر زاويه در سيستم هاي تك ورودي به منظور تعميم به 

در مورد قانون كنترل حداكثر  5هاي غيرافين را داراست و تعايف و قضاياي عنوان شده در فصل   سيستم

سازي روي سيستم غيرافين، براي تعميم قانون كنترل حداكثر زاويه  يه و شرايط لازم براي امكان پيادهزاو

  . هاي دو ورودي غيرافين نيز معتبر است هاي دو ورودي افين به سيستم در سيستم

                                                 
١ Non-Affine System 
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اين مدل . يكي از مسايل پايه در كنترل غيرخطي محسوب مي شود 2پايدارسازي آونگ معكوس

مسأله پايدارسازي . گيرد هاي گوناگون كنترلي مورد استفاده قرار مي نمايش كاركرد روش عموماً براي

اهميت عملي اين كار در پاره اي از . زماني چالش برانگيزتر خواهد بود كه بازوي دومي به آونگ اضافه شود

ظور نمايش نحوه به من. كند كاربردهاي واقعي آن مانند كنترل بازوهاي روبات و يا جرثقيل ها بروز مي

سازي و عملكرد قانون كنترل حداكثر زاويه روي يك نمونه واقعي سيستم دو ورودي غيرافين، به  پياده

بخش در . كنيم سيستم آونگ دوگانه را معرفي مي 1-7در بخش . پردازيم  مي 3كنترل نوسان آونگ دوگانه

كنيم با استفاده از  ادامه سعي ميدر . كنيم يك جداسازي مناسب براي بخش غيرافين پيشنهاد مي 2- 7

هاي دو ورودي و شرايط مربوط به آن، بخش جداسازي  روابط قانون كنترل حداكثر زاويه براي سيستم

  .شده و در نهايت سيستم كلي را پايدارسازي نماييم

  

  ]24[ معرفي سيستم -7-1

  . درنظر بگيريد)  1- 7( سيستم دو درجه آزادي آونگ دوگانه را در شكل 

  

  سيستم آونگ دوگانه :) 1-7 ( شكل

                                                 
٢ Inverse Pendulum 
٣ Swing-up Control of Double Pendulum 
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كنترل گشتاوري به . فرض مي كنيم چرخش دو بازوي آونگ در صفحه عمودي امكان پذير است

اند و از تمامي نيروهاي سايشي صرفنظر  بازوها صلب فرض شده. شوند  دو مفصل متصل كننده اعمال مي

  : معادلات حركت با استفاده از معادلات لاگرانژ به صورت زير حاصل مي شود. شده است

 )7-1 (  <1��� − <2���
= 1

3
41

2�61 + 362�fõ��� + 1
2

�41�61 + 262� sin f���
+ 1

2
414262 cos9���� − f���: �õ ���

− 1
2

414262�	 2��� sin9���� − f���:, 
<2��� = 1

2
414262 cos9���� − f���: fõ��� + 1

3
6242

2�õ ��� + 1
2

�4262 sin ����
− 1

2
414262f	 2��� sin9���� − f���:. 

 �t�2>و  �t�1>زواياي بازوهاي اول و دوم نسبت به محور عمودي، و  ����و  ���fكه در آن 

شود  يدر حالت كلي، گشتاور توسط كاراندازي توليد م. گشتاورهاي وارد شده به مفاصل اول و دوم هستند

 تواند تابعي غيرخطي از حالت هاي سيستم و ورودي كنترل واقعي باشد؛ به طوري كه  كه مي

 )7-2 (  <¨��� = <¨�f���, ����, �¨����, 
 

  با تعريف توابع زير 

 )7-3 (  �11�f, �� = 1241
2D461 + 1262 − 962�ÙG2�� − f�o, 

�12�f, �� = 1242 + 1841 cos�� − f�41
242D962�ÙG2�� − f� − 461 − 1262o, 
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�21�f, �� = 18 cos�� − f�4142D962�ÙG2�� − f� − 461 − 1262o, 
�22�f, �� = 1261 + 366242

262D461 + 1262 − 962�ÙG2�� − f�o
+ 1842 cos�� − f�4142

2D461 + 1262 − 962�ÙG2�� − f�o, 
�139f, f	 , �, �	 :

= 9�62 G5[�2� − f�41D1562 + 861 − 962 �ÙG�2� − 2f�o
− 94162f	 2 G5[�2� − 2f�41D1562 + 861 − 962 �ÙG�2� − 2f�o
+ 124262�	 2 G5[�� − f�41D1562 + 861 − 962 �ÙG�2� − 2f�o
− �15�62 + 12�61� G5[ f41D1562 + 861 − 962 �ÙG�2� − 2f�o, 

�239f, f	 , �, �	 :
= 1241f	 2 sin�� − f� �61 + 362�42D1562 + 861 − 962 �ÙG�2� − 2f�o
− 94262�	 2 G5[�2� − 2f�42D1562 + 861 − 962 �ÙG�2� − 2f�o
− 9� G5[�� − 2f� �61 + 262�42D1562 + 861 − 962 �ÙG�2� − 2f�o
+ 3� G5[ � �61 + 662�42D1562 + 861 − 962 �ÙG�2� − 2f�o. 

  

 

 



٨٧ 
 

�õو  ���fõتوان برحسب  را مي)  1-7( معادلات    : حل نمود ���

 )7-4 (  fõ��� = �11�f, ��<19f���, ����, �1���:+ �12�f, ��<29f���, ����, �2���: + �139f, f	 , �, �	 :, �õ ��� = �21�f, ��<19f���, ����, �1���: + �22�f, ��<29f���, ����, �2���:+ �239f, f	 , �, �	 :. f�0� = f0 , f	 �0� = f	0 , ��0� = �0 , �	 �0� = �	0.  
  .شرايط اوليه سيستم هستند 0	�و  0  ،�0	f0  ،fكه در آن 

  با تعريف متغيرهاي حالت به صورت 

 )7-5 (  �1��� = f���, �2��� = f	���, �3��� = ����, �4��� = �	 ���. 
  : عبارت است از)  1-7( فضاي حالت معادلات 

 )7-6 (  

»½
¾�	1��� = �2���         �	2 = �1�����, ������	3��� = �4���         �	4 = �2�����, �����A 

���� = ö1 0 0 0
0 0 1 0÷ ����, ��0� = �0. 

هاي كنترلي به ترتيب به  بردار ورودي ها و هاي قابل اندازه گيري، بردار خروجي بردار حالت كه در آن

  صورت

���� = D�1���  �2���  �3���  �4���o� , ���� = D�1���  �2���o� , ���� = D�1���  �2���o� . 
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,�����19است و نيز  ,�����29و  :����   :شوند به صورت زير تعريف مي :����

 )7-7 ( 

  

�19����, ����:= �119����:<19����, �1���:+ �129����:<29����, �2���: + �139����:, �29����, ����:= �219����:<19����, �1���:+ �229����:<29����, �2���: + �239����:. 
  

كامل  4گيري شده از درجه نسبي هاي اندازه لازم به ذكر است كه سيستم نسبت به خروجي

  . برخوردار است، به طوري كه هيچ ديناميك داخلي در سيستم وجود ندارد

در حالت كلي گشتاور توليد شده توسط يك كارانداز به صورت غيرخطي به حالت هاي سيستم و 

رابطه زير را  2>و  1>براي تضمين كنترل پذيري لازم است توابع . ورودي كنترل واقعي بستگي دارد

  : برآورده كنند

)  7 -8  (  ø2<¨��, �¨�2�¨ ø ≥ 1¨ > 0, 5 = 1,2 

اي است كه خروجي  به گونه ����هدف از كنترل نوسان آونگ دوگانه، طراحي ورودي كنترل 

  .به نقطه تعادل سيستم همگرا شود ����

 

 

  

                                                 
٤  Relative Degree 
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  :از روابط زير به دست مي آيند 2>و  1>فرض مي كنيم 

 )7-9 (  <1��1� = ���1� + 0/35�1, <2��2� = ���2� + 0/25�2. 
  كه در آن

 )7-10 (  ���¨� = í|Sù2

0/2. 
  :و به طوري كه داريم

 )7-11 (  2<1��1�∂u1
≥ 0/35 > 0, 

2<2��2�∂u2
≥ 0/25 > 0. 

  

  5از سيستم آونگ دوگانه غيرافين ماتريسجداسازي   - 7-2

هاي  ، آرايش معادلات حالت به گونه اي است كه امكان جداسازي بخش) 6-7( در سيستم 

كه در يك مجموعه معادلات حالت افين ضرب غيرافين به عنوان يك ماتريس مربعي حقيقي و ناويژه 

ترين  مناسب. پذير است هاي مختلفي امكان فرد نيست و حالت به  اين جداسازي منحصر. شود، وجود دارد

الامكان ساده و داراي آرايش منظمي باشد، به نحوي كه  جداسازي آن است كه ماتريس غيرافين حتي

در عين حال، هر يك از آرايه هاي غيرصفر ماتريس موردنظر بايد . بتوان براي آن زاويه ويژه محاسبه نمود

  . كراندار باشند

 

  

                                                 
  . كليه مطالب مطرح شده در اين بخش و تمامي شبيه سازي ها تا انتهاي فصل هفتم از نويسنده رساله مي باشد  5
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  :توان به صورت زير نمايش داد را مي)  6- 7( سيستم 

 )7-12 (  �	 = û1
000  0

10P2

  0010  0P101 ü û�2                                                                     
0/35�11����1 + 0/25�12����2 + �13����4                                                                     
0/35�21����1 + 0/25�22����2 + �23��� ü, 

  :كه در آن

P1 = �11���1� + �12���2�
0/35�21�1 + 0/25�22�2 + �23

, 
P2 = �21���1� + �22���2�

0/35�11�1 + 0/25�12�2 + �13
. 

  :بنابراين با فرض

 )7-13 (  y��, ��
=

���
��10
0
0

  
0
1
0�21���1� + �22���2�

0/35�11�1 + 0/25�12�2 + �13

  001
0

  
0�11���1� + �12���2�

0/35�21�1 + 0/25�22�2 + �23
0
1 £¤¤

¤¥, 
  

و پايدارسازي آن، به يافتن )  6- 7( براي سيستم  CLF، مسأله يافتن 2-4-5بنا بر مطالب بخش 

CLF يابد براي سيستم افين زير و پايدارسازي اين سيستم كاهش مي: 

 )7-14 (  ´�	1 = �2                                                                     �	2 = 0/35�11����1 + 0/25�12����2 + �13����	3 = �4                                                                     �	4 = 0/35�21����1 + 0/25�22����2 + �23��� A 
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  پايدارسازي بخش افين سيستم آونگ دوگانه  3.  7

به دست آمد، يك سيستم غيرخطي و افين دو ورودي است  2-7كه در بخش )  14-7( سيستم 

به  6و براي پايدارسازي آن از قانون كنترل حداكثر زاويه براي سيستم هاي افين دو ورودي كه در فصل 

  . دست آمد، استفاده مي كنيم

سازي ژاكوبي حول مبدأ به  تابع لياپانوف كنترل را به روش خطي)  14- 7( ابتدا براي سيستم 

  :دست مي آوريم

 )7-15 (  y = ¦ 0−8/41
0

37/84
  100
0

  0
12/61

0−4/2
  001
0

§ , � = ¦ 0
0/6
0−0/9

  0−1/0714
0

2/3571
§, 

  :آيد با حل معادله ريكاتي، تابع لياپانوف كنترل به صورت زير به دست مي

 )7-16 (  � = ��{�, 
  :كه در آن

 )7-17 (  { = û711/0119
182/4292
458/4575
114/5635

  182/4292
47/0217
118/2384
29/4444

  458/4575
118/2384
298/5454
74/277

  114/5635
29/4444
74/277
18/5378

ü, 
  

به دست آمده به اين روش، براي كل فضاي حالت  CLFعنوان شد،  4گونه كه در فصل  همان

  .معتبر نيست و هنگام پياده سازي لازم است شرايط اوليه سيستم به حد كافي كوچك باشند
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  به دست آمد، به ازاي شرايط اوليه 6هاي دو ورودي كه در فصل  قانون كنترل حداكثر زاويه براي سيستم

 )7-18 (  �0 = û 0/01
0−0/01
0

ü, 
  و با فرض 

) 7-19 (  G5[2f = 0/1G5[2f0, 
جا كه در كنترل نوسان، سيستم از زواياي اوليه غيرصفر رها  از آن. اجرا شده است)  14-7( روي سيستم 

  .گرفته ايم را صفر درنظر �0��4و  �0��2 يهاي اول هاي زاويه شود، سرعت مي

تابع لياپانوف كنترل و مشتق بردار هاي كنترل و نيز زاويه بين گراديان  سيگنال)   2-7( شكل 

در منحني تغييرات زاويه مذكور نسبت به زمان، به عنوان يك معيار پايداري . دهد  حالت را نشان مي

)  3- 7( در شكل . ماند درجه باقي مي 90شود كه زاويه موردنظر همواره بالاي   اي، مشاهده مي لحظه

منفي بودن مشتق زماني تابع لياپانوف . نقطه تعادل است همگرايي متغيرهاي حالت به صفر، نشانه پايداري

  .نيز تأييدي ديگر بر پايداري سيستم حلقه بسته است)  4-7( كنترل در شكل 

�سيگنال كنترل و زاويه بين ):  2-7( شكل  +   x=[0/01 0 -0/01 0] شرايط اوليهبراي  ��و  ��
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   x=[0/01 0 -0/01 0]همگرايي حالت ها براي شرايط اوليه  :) 3-7( شكل 

  

  
  مشتق زماني تابع لياپانوف كنترل : ) 4-7( شكل 

  

  پايدارسازي سيستم آونگ دوگانه  -7-4

، سيستم      3- 7و قانون كنترل به دست آمده در بخش  CLFدهيم  در اين بخش، نشان مي

را از حيث زاويه ويژه )  13-7( براي اين منظور لازم است ماتريس . كند را نيز پايدار مجانبي مي ) 12- 7  (

  زاويه ويژه ماتريس . مورد بررسي قرار دهيم
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 )7-20 (  y = ¦1
0
0
0

  0
1
0P2

  001
0

  0P1
0
1

§, 
رجوع  5بنابراين براي محاسبه آن به تعريف زاويه ويژه در فصل . موجود نيست)  1-5( در جدول 

  :كنيم  مي

 )7-21 (  f = Sup�∈0ß,�à0
y&� cos Û ��y����y�y��1

2�����1
2
Ý. 
  :عبارت است از)  20- 7( بنابراين زاويه ويژه ماتريس 

 )7-22 (  fê = n&� cos �2�4�P1 + P2�ÌP1
2�4

2 + P2
2�2

2 + 2�P1 + P2��2�4

, 
  كه در آن 

 )7-23 (  �ý = û�1�2�¯�þ
ü, 

  :كندبردار دلخواهي است كه در شرايط زير صدق 

 )7-24 (  1.  0 ≤ �¨ ≤ 1, 5 = 1, ⋯ ,4
2.  �1

2 + �2
2 + �3

2 + �4
2 = 1,       

3.  �4 = ± FP2P1
L �2.                       

�1براي مثال به ازاي  = �3 =   :، داريم 3و  2و برقراري شرايط  0

 )7-25 (  �2 = P1ÌP1
2 + P2

2
, �4 = P2ÌP1

2 + P2
2
. 
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  :و زاويه ويژه برابر است با

 )7-26 (  fê = n&� �ÙG P1P2�P1 + P2�
ÌP1

2 + P2
2Ò2P1

2P2
2 + 2P1P2�P1 + P2�ÌP1

2 + P2
2

. 
 

بدهد، از رابطه  4قادر است به يك بردار مرتبه )  20- 7( در حقيقت حداكثر چرخشي كه ماتريس 

بنابراين هر بردار دلخواهي . صدق كند)  24-7( رود كه در آن بردار مذكور در رابطه  فراتر نمي)  7-22( 

لزوماً به چرخشي كمتر )  20-7( را نداشته باشد، تحت تأثير ماتريس  )  24- 7  (شرايط كه  �4در فضاي 

  .دچار مي شود)  22-7( از 

و قانون كنترل به دست  CLFبراي اين كه . پردازيم اكنون به مسأله پايدارسازي آونگ دوگانه مي

را پايدار مجانبي كند، لازم است حداكثر چرخشي كه ماتريس )  12-7( ، سيستم  3-7آمده در بخش 

اين مقدار به صورت . تر باشد بدهد، از مقدار معيني كوچك 	�تواند به مشتق بردار حالت  مي ) 13- 7  (

بين دو بردار گراديان تابع لياپانوف كنترل و مشتق بردار حالت را نشان  كه زاويه 2- 7تقريبي از روي شكل 

براي چرخاندن مشتق بردار حالت از )  13-7( اگر حداكثر قابليت ماتريس . دهد، قابل حدس است مي

توان نتيجه گرفت كه با  درجه وجود دارد، كمتر باشد، مي 90فاصله اندكي كه بين منحني زاويه و مرز 

درجه باقي مي ماند كه اين  90، منحني زاويه بين دو بردار مذكور همچنان بالاي  	�ماتريس در ضرب اين 

  .امر شرط كافي در پايداري مجانبي سيستم حلقه بسته نهايي است
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براي اين كه زاويه . به دست آمد)  22-7( در حالت كلي به صورت )  13-7( زاويه ويژه ماتريس 

  :كوچك باشد، بايد داشته باشيمويژه اين ماتريس بسيار 

 )7-27 (  �P1 + P2� FP2P1
L �2

Ò2P2
2 + 2�P1 + P2� FP2P1

L ≅ 1, 
0و با فرض  < �2 < 6و  1 = �2

�1
  :به صورت زير به دست مي آيد P2و  P1محدوده هاي مجاز  

 )7-28 (  P1 < 26�6 + 1��6 + 1�2 − 262  , P2 < 262�6 + 1��6 + 1�2 − 262. 
 

,��yدهد كه  نشان مي)  13-7( ماتريس هاي به دست آمده براي  محاسبه محدوده در  ��

رود تابع لياپانوف كنترل و قانون كنترل نتيجه  بنابراين انتظار مي. صدق مي كند )  28- 7  (هاي  نامساوي

   .را نيز پايدار مجانبي كند )  12-7 (، سيستم ) 14-7 (شده از آن براي سيستم 

نتايج حاصل از پياده سازي قانون كنترل حداكثر زاويه )  7- 7( و )  6-7( ، ) 5- 7( هاي  شكل

به دست آمد، روي سيستم آونگ دوگانه با معادلات حالت  3-7براي سيستم دو ورودي را كه در بخش 

 . دهد نشان مي ) 12  -7  (
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�سيگنال كنترل و زاويه بين ):  5-7( شكل  +   x=[0/01, 0, -0/01, 0]شرايط اوليه براي  ��و  ��

و مشتق بردار حالت، مطابق انتظار  CLF مشخص است كه زاويه بين بردارهاي گراديان)  5-7( از شكل 

 همگرايي زوايا و سرعت. ماند كه نشانه پايداري سيستم حلقه بسته است درجه باقي مي 90بالاتر از مرز 

در  CLF ماندن مشتق زماني شود و نيز منفي باقي ديده مي)  6-7( اي به صفر كه در شكل  هاي زاويه

  .رود  ، تأييدي بر اين امر به شمار مي) 7-7( شكل 

  x=[0/01, 0, -0/01, 0]همگرايي حالت ها براي شرايط اوليه  :) 6-7 ( شكل
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  مشتق زماني تابع لياپانوف كنترل :) 7-7 ( شكل
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  :نتيجه گيري و پيشنهادات

موضوع كنترل بهينه معكوس و از آن جمله قانون كنترل حداكثر زاويه، در بهينه سازي 

وجود حل دقيق تحليلي بدون نياز به محاسبات . هاي غيرخطي از اهميت خاصي برخوردار است  سيستم

علاوه . عددي پيچيده روي خط، علاوه بر زيبايي از نظر عملي هم اهميت دارد و طراحي را ساده مي كند

اي از سيستم هاي  اي نيز در امكان پياده سازي روي رده بر اين قانون كنترل حداكثر زاويه مزيت ويژه

امروزه پايدارسازي سيستم هاي غيرافين از موضوعات چالش برانگيز در عرصه . غيرافين داراست

  . هاي كنترلي محسوب مي شود  سيستم

  :اهم دستاوردهاي اين رساله عبارتند از

دن قانون كنترل حداكثر زاويه براي سيستم هاي دو ورودي و پياده سازي آن بر روي به دست آور .1

نتايج شبيه سازي حاكي از . ولترا به عنوان نمونه اي از سيستم افين دو ورودي- سيستم لوتكا

 .عملكرد مناسب  قانون مذكور روي سيستم هاي افين دو ورودي مي باشد

اي از سيستم  ويه روي سيستم آونگ دوگانه كه نمونهنمايش كارايي قانون كنترل حداكثر زا .2

در اين راستا جداسازي ويژه اي براي بخش غيرافين سيستم معرفي شد . غيرافين دو ورودي است

و پس از به دست آوردن تابع لياپانوف كنترل، قانون كنترل حداكثر زاويه براي بخش افين به 

براي پايدارسازي سيستم غيرافين آونگ دوگانه سپس نشان داده شد كه قانون مذكور . دست آمد

 .نيز معتبر است

در خلال محاسبات مربوط به سيستم آونگ دوگانه، محاسبه زاويه ويژه براي دسته جديدي از  .3

 .ماتريس هاي مربعي حقيقي ناويژه انجام گرفت
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  :توان موضوعات زير را پيشنهاد نمود در ادامه اين رساله مي

 .ن كنترل حداكثر زاويه براي سيستم هاي با ورودي هاي بيشتربه دست آوردن قانو .1

 .محاسبه زاويه ويژه براي دسته هاي وسيع تري از ماتريس هاي مربعي ناويژه .2

پياده سازي قانون كنترل حداكثر زاويه روي يك سيستم به ازاي توابع لياپانوف كنترل گوناگون از  .3

 .آن سيستم و مقايسه نتايج شبيه سازي

سازي قانون كنترل حداكثر زاويه و ساير قوانين كنترل بهينه معكوس به ازاي يك تابع  پياده .4

لياپانوف كنترل از سيستم، به منظور بررسي نحوه عملكرد قانون كنترل حداكثر زاويه در مقايسه 

 .با ساير قوانين كنترل بهينه معكوس

رافين به ازاي يك تابع لياپانوف پياده سازي قانون كنترل حداكثر زاويه روي يك نمونه سيستم غي .5

كنترل از سيستم و جداسازي هاي گوناگون بخش هاي غيرافين، به منظور مقايسه عملكرد قوانين 

  . كنترل به دست آمده براي اشَكال مختلف جداسازي
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Abstract 

In this thesis, we consider stabilizing problem of two input affine and non-

affine systems by maximum angle control law. Maximum angle control law is 

a new stabilizing control law which is categorized as an inverse optimal 

control law. The main characteristic of the inverse optimal control laws is their 

optimal solution via straightforward control laws which are functions of 

system variables and a control lyapunov function of the system. In the case of 

maximum angle control law, by defining the concept Eigen angle for square 

real matrices, it is shown that the construction of CLFs for particular non-

affine systems and their stabilizing can be reduced to the construction of CLFs 

and stabilizing of affine systems. Although the maximum angle control law 

has good properties especially in the case of non-affine systems, it is 

introduced only for single input systems. Since many important industrial 

systems have multiple inputs, here the maximum angle control law is 

generalized to two input systems via a kind of simultaneous solution. The 

introduced control law is executed on an example of two input affine system. 

Simulation results are provided to show the effectiveness of the proposed 

methodology. Moreover, the double pendulum system is stabilized by using 

this control law, as a two input non-affine system in order to show that the 

generalization preserves the main property of maximum angle control law for 

non-affine systems. Accompanied with the stabilization, Eigen angle for a new 

sort of square matrices is presented.  

 

Key Words: Control Lyapunov Function, Inverse Optimal Control Law, 

Maximum Angle Control Law, Non-affine System, Eigen Angle.     
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