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  تاريخچه

 وجود از محققان اكثر اخير، سالهاي تا كه چرا ناميد قديم و جديد علم يك مي توان را 1كسري حساب

 اين .داده اند قرار مدنظر خود تحقيقات در را علم اين تازگي به دانشمندان اغلب نبوده و آگاه علمي چنين

 توجيه خواستار نامه اي در 2هوپيتال سال اين در .ميلادي مي باشد 1695 سال زاييده حقيقت در علم

nمعناي

n

dt
tyd وقتي   )(

2
1

=n سريهاي و مشتقات نزديك بين  رابطه پاسخ، در 3نيتز لايپ و شد، شدبا 

 :نوشت و كرد مطرح را واگرا نامتناهي

 از استفاده به مجاز تنها واگرا سريهاي در دارند، هم با دوري رابطه يهندس و واگرا سريهاي چه اگر« 

مي   ادامه او » .نداشته ايم را كسري توانهاي از استفاده حال به تا و هستيم منفي و مثبت صحيح توانهاي

xd« : دهد 2
1

مساوي  
x
dxx كه است چيزي از آشكار پارادوكس يك اين« :مي دارد و اظهار» .مي باشد 

  » .داشت خواهد مفيدي نتايج روزي

 از كه نمودند كسري حساب گسترش و بسط در سعي زيادي رياضيدانان موضوع اين شدن مطرح از پس

 1819 سال در .كرد اشاره 1812 سال در 5لاپلاس و 1730 سال در 4اولر به تحقيقات مي توان جمله اين

  .داد اختصاص  دلخواه مرتبه از مشتق مبحث به را صفحه دو خود، صفحه اي هفتصد كتاب در ،6لاكرو ،

مساله  در ( فيزيكي مسايل در را كسري ديفرانسيل حساب كابرد اولين ،7آبل ، 1823سال در

tautochrone  جاذبه نيروي تاثير تحت جسمي اگر كه قسمي به است منحني يك تعيينكه مسأله  

                                                 
١ Fractional Calculus 
٢ Hoptial 
٣ Leibniz 
٤ Euler 
٥ Laplace 
٦ Lacroix 
٧ Abel 



 ٣

 اين البته و .داد ارائه ) باشد حركت شروع نقطه از آن مستقل حركت زمان بلغزد، آن روي اصطكاك بدون 

  .نكرد حل را مسأله

 كسري حساب روي بر را تحقيقاتي كه بودند رياضيداناني ديگر از) 1847( 9و ريمان) 1832( 8ليوويل

  .شد خواهد پرداخته آنها به تفصيل به بعدي بخشهاي در كه دادند ارائه را نيز تعاريفي و داده انجام

 انتگرال گيري با حقيقي را منتشر كرد و vبا  vDيافته  تعميم عملگرهاي نظريه 10، لوران1884در سال 

 را كسري مرتبه از مشتقات 11سايد هوي نيز 1982 سال در و .شد مواجه دلخواه از مرتبه مشتق گيري و

 ادامه را سايد هوي انتقال نظريه12 جمانت ، 1936 سال در .به كار برد خود انتقال خط نظريه توسعه در

  .استفاده كرد كشساني خاصيت در كسري مرتبه مشتقات از و داد

 برگزار را آن كاربردهاي و كسري مرتبه از انتگرال و ديفرانسيل كنفرانس اولين ،13 راس ، 1974 سال در

  .شد برگزار توكيو در 1989 و گلاسكو در 1984 سال در زمينه اين در سومين كنفرانس و دومين و كرد

 از ديفرانسيل معادلات و انتگرال و ديفرانسيل بر اي مقدمه كتاب راس و 14يلرم كنت ، 1993 سال در

 مورد در مطالعه به خود دكتراي نامه پايان در 15كولوانكار ، 1997 سال در. دادند ارائه را كسري مرتبه

 16هيلفر ، 2000 سال در .پرداخت كسري از مرتبه انتگرال و ديفرانسيل حساب و فراكتالها بين ارتباط

  .را منتشر كرد فيزيك در كسري مرتبه از انتگرال و ديفرانسيل از كاربردهايي عنوان با كتابي

 بخشي سمپوزيم اين .گرديد برگزار شيكاگو در كسري حساب موضوعيت با سمپوزيم اولين 2003 سال در

 مورد در قبلي شده برگزار كنفرانس سه. بود  ASME2003 مهندسي، تكنيك طراحي كنفرانس از

 اما بودند، رياضي كنفرانسهايي حقيقت در و داشته موضوع توجه رياضي جنبه هاي به كسري حساب
                                                 
٨ Liouville 
٩ Riemann 
١٠ Laurent 
١١ Heaviside 
١٢ Gemant 
١٣ Ross 
١٤ Miller 
١٥ Kolwanker 
١٦ Hilfer 



 ٤

 سمپوزيوم، اين از پس. برگزار گرديد علم اين كاربردهاي به بيشتر توجه هدف با شيكاگو سمپوزيم

 اين از كه گرديده برگزار آن كاربردهاي و كسري ديفرانسيل زمينه در متعددي سمپوزيومهاي و كنفرانسها

 بوردو شهر در آن كاربردهاي و كسري ديفرانسيل زمينه در IFACكنفرانس  اولين به مي توان ميان

. كرد اشاره ( 2005 ) آيندهوون شهر در و هلند در FDTAسمپوزيوم  دومين و) 2004( فرانسه

 كاري هايتيم اكنون هم و دارد قرار خود مسير ابتداي در كسري حساب كاربرد مورد در تحقيقات

ساله  (!) 300 قدمت با نوظهور شاخه اين گسترش و بسط براي تحقيق و دنيا مشغول مطالعه در متفاوتي

  .مي باشند

 كنترل كننده هاي مرتبه كسري از قبيل كنترل كننده هاي در حوزه كنترل سيستمهاي ديناميكي، 

TID ،PID،CRONE    عملكرد و مقاوم بودن در و كنترل كننده پس فاز و پيش فاز براي افزايش

به طور كلي در حوزه توصيف مدل سيستمها، . سيستمهاي كنترلي حلقه بسته پياده سازي شده اند

معادلات ديفرانسيل مرتبه كسري، قابليت توصيف بهتر و دقيق تر سيستمهاي واقعي را در اختيار محققان 

كسري از انعطاف پذيري بيشتري نسبت  قرار مي دهند و در حوزه كنترل سيستمها نيز، كنترلهاي مرتبه

  .به كنترلهاي كلاسيك برخوردار مي باشند

اگرچه مسئله پايداري يكي از مسائل حياتي براي سيستمهاي مرتبه كسري مي باشد، بخاطر پيچيده  

بحث پايداري لياپانفي سيستمهاي غير خطي . بودن روابط، مقالات خيلي كمي در اين زمينه وجود دارد

در اين رساله، ابتدا به معرفي علم محاسبات كسري و تعاريف . مطرح شده است  2009سال  كسري در

مختلف اپراتورهاي مرتبه كسري پرداخته شده است و در ادامه خصوصيات و مشخصات سيستمهاي 

       توصيف شده با معادلات كسري كه تعميمي از سيستمهاي توصيف شده با معادلات مرتبه صحيح 

در . ، پايداري سيستمهاي مرتبه كسري خطي مطرح شده استپنجمدر فصل . بيان شده است مي باشند

سعي شده است پايداري  ، به پايداري سيستمهاي مرتبه كسري غيرخطي پرداخته شده است وششمفصل 



 ٥

فصل آخر بررسي پايداري سيستمهاي مرتبه كسري  در. آنها با استفاده از معيار لياپانف بررسي شود

با استفاده از محك پوپوف تعميم يافته ارائه شده  ، كه موضوع اصلي اين رساله است،ي غيرخطيفيدبك

  .است
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  دومفصل 
  مشتق و انتگرال از مرتبه كسري
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  مقدمه -2-1

م كه لزوماً دانيهاي ابتدايي تحصيل، توان را علامت كوچكي ميهاي دورهها و آموختههمه ما براساس گفته

ضرب پي در پي يك مقدار عددي را به همراه خواهد داشت اين مفهوم در نوع خود قابل درك و به كار 

تواند هايي با مقادير غيرصحيح در نظر گرفته شود، ميبردن است؛ اما اين تعريف رياضي، وقتي كه توان

  . كاملاً پيچيده باشد

xxxxابطه تواند صحت ردر حالي كه تقريباً هر كسي مي اما كمتر كسي است كه . را تأييد كند 3=××

نهايت هاي بيتوان از طريق بسط سرياما عبارات فوق را مي. داشته باشد πeيا  4.3xدرك درستي از 

  . محاسبه كرد 

توان معاني سبت به توان هستند، اما باز هم ميتري ناگر چه انتگرال و مشتق، داراي تعاريف پيچيده

اي را براي عملگر مشتق و يا انتگرال متصور شد و يا حتي با پذيرش فيزيكي قابل درك و نسبتاً ساده

توان به آساني گيري را ميعمل انتگرال) بارn(تعداد متناهي ) مانند پيوستگي تابع(ها برخي محدوديت

به اعداد صحيح محدود  nشود آن است كه اگر اما سؤالي كه در يك ذهن كنجكاو ايجاد مي. م دادانجا

  گيري را انجام داد ؟ انتگرال nتوان نباشد چگونه مي

 فصل اد اما در اينتوان مفهوم فيزيكي يا رياضي خاصي را به اين موضوع اختصاص ددر اولين نگاه، نمي

توان شود و حتي ميكه محاسبات كسري از همان تعاريف سنتي رياضيات حاصل مي داده مي شودنشان 

  . تعابير فيزيكي نيز براي آن متصور شد

  . انجام گيرد... قبل از ورود به بحث حساب كسري لازم است چند تعريف ابتدايي از تابع گاما و تابع بتا و 

  ه اپراتورهاي مرتبه كسري توابع اولي - 2-2

  تابع گاما  -1- 2- 2



 ٨

تابع گاما را . باشد، تابع فاكتوريل توسعه يافته براي تمام اعداد حقيقي مي، تابع گاماترين تفسيردر ساده

  : ]1[تعريف كرد) 1- 2( توان به صورت رابطهبراساس روابط رياضي مي

)2-1      (                                                                              ∫ −−=Γ∈∀
x

x dtetxRx
0

11)(;   

  .[2]باشدمي )2-2(علاوه بر تعريف فوق، تابع گاما، داراي يك تعريف حدي به صورت رابطه 

)2-2                                  (                                      
))...(2)(1(

!lim)(
nxxxx

nnx
x

n +++
=Γ

∞→
   

et−1گيري از عبارت با مشتق x را نتيجه ) 3-2( توان رابطهباشد، ميكه عبارت زير انتگرال تابع گاما مي

  . [3]گرفت

)2-3                                (                                                   1111)( −−−− −= etextet
dt
d xxx  

  :[3]توان چنين نتيجه گرفت كه مي )3- 2(ابطه گيري از طرفين ربا انتگرال

)2-4                  (                    ∫ ∫ ∫ ∫∫
∞ ∞ ∞ ∞

−−−−−−−
∞

−=−=
0 0 0 0

1111111

0

)( dtetdtetxdtetdtextdtet
dt
d xxxxx  

                                                                         [ ] )1()(00
1 +Γ−Γ==

∞− xxxet x  

  : [3]كند يعني يكي از خواص مهم تابع گاما را بيان مي )4- 2(رابطه 

)2-5                                                                (                                 )()1( xxx Γ=+Γ  

Rxنيز براي هر ) 6-2(توان به صورت رابطه تابع گاما را مي   [5،4،1].تعريف كرد ∋

)2-6    (                                                                                         
⎩
⎨
⎧

Γ=+Γ
=Γ

)()1(
1)1(

xxx
   

 xبنابراين براي هر عدد حقيقي مثبت. باشد، معادل تعريف فاكتوريل براي اعداد طبيعي مي)6-2(رابطه 

  [1]: توان گفتمي

)2-7                (                                                                                       )1(! +Γ= xx  



 ٩

  تابع بتا  -2- 2- 2

تابع بتا وابستگي بسيار زيادي به تابع گاما . شوداين تابع به عنوان انتگرال اولر شكل اول نيز شناخته مي
  .[1]شوددارد و به صورت زير تعريف مي 

 

 )2-8                                            (∫ +−− ∈
+Γ
ΓΓ

=−=
1

0

11 ,,
)(
)()()1(),( Rqp

qp
qpduuuqp qpβ  

  تابع گاماي ناقص  -3- 2- 2

گيرند، تابع گاماي ناقص و توابع مربوط به از بين توابع متعالي كه در حساب كسري مورد استفاده قرار مي

نمايش داد  )9-2(توان به صورت رابطه را ميبع گاماي ناقص ات. اي برخوردار هستندآن از اهميت ويژه

[2] .  

  )2-9                                      (                                       ∑
++Γ

=
∞

=

−∗

0 )1(
),(

k

t
x

k
xex

υ
υγ   

رت ديگر، در تمام نقاط، اعب هب. است υو هم نسبت به  xنسبت به هم تابع گاماي ناقص، يك تابع كامل، 

)Re(0اگر . تحليلي است >x 10-2(توان به صورت رابطه انتگرالي باشد، آن گاه تابع گاماي ناقص را مي( 

  .[2]بيان كرد 

)2-10           (                                                                     ∫
Γ

= −−∗
x

tdtet
x

x
0

1

)(
1),( υ

υυ
υγ  

  تابع خطا  - 4- 2- 2

در كنار معرفي توابع گاما و بتا، معرفي تابع خطا، به عنوان يكي از توابعي كه ارتباط نزديكي با توابع فوق 

گيرد، به ده قرار ميتابع خطا كه در حساب كسري به كرات مورد استفا. رسددارد، امري ضروري به نظر مي

  .   [5]است قابل تعريف )11- 2(صورت رابطه 

)2-11                    (                                                                    ∫ −=
x

t dtexErf
0

22)(
π

    



 ١٠

  . [2]معرفي نمود ) 12-2(توان با استفاده از تابع گاماي ناقص به صورت رابطه تابع خطا را مي

)2-12                              (                                                         ),5.0()( 2xxxErf ∗= γ  

  17لفلر – گتابع ميتا -5- 2- 2

نقش ) مرتبه صحيح(، در تئوري معادلات ديفرانسيل معمولي xeدانيم، تابع نمايي، همان طور كه مي

ميتاگ لفلر .ام.توسط جي )13-2(تابع، به صورت رابطه  تعميم يك پارامتري اين. كندمهمي ايفا مي

  .[5،1] تعريف شده و مورد مطالعه قرار گرفت

)2-13                          (                                                    0,
)1(

)(
0

>∑
+Γ

=
∞

=
α

αα    
k

k

k
xxE  

تابع ميتاگ لفلر را به ) 1- 2(شكل . ابع نمايي عادي خواهد بودلفلر، همان ت - ، تابع ميتاگα=1به ازاء 

 .نشان مي دهد αازاء مقادير مختلف 

 
  [٦] α لفلر به ازاء مقادير مختلف - تابع ميتاگ 2-2 شكل

  
  

                                                 
١٧ Mittag - Leffler 



 ١١

  . [2]ديل خواهد شدبلفلر يك پارامتري، به توابعي آشنا ت –بع ميتاگ ا، تαبه ازاء مقادير صحيح 

                                                                                      
x

xE
−

=
1

1)(0  

  )2-14 (                                                                                                    xexE =)(1  

                                                                                      )cosh()(2 xxE =  

                                                            
⎥
⎥
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⎢
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1
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4 xxxE  

به صورت  18اين تابع را اولين بار آگاروال. باشدآرگومان نيز قابل بيان مي لفلر براساس دو –تابع ميتاگ 

  . [2]معرفي كرد  )15- 2(رابطه 

)2-15                                                  (                      ∑
∞

=

>
+Γ

=
0

, ,
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k

k

ak
xxE 0,  βα

ββα  

، اعداد صحيح را اختيار كنند، تبديل به توابع βو  αر نيز در حالتي كه لفل –تابع دو پارمتري ميتاگ 

  .[2]مشخص و آشنا خواهد شد 

)2-16                       (                                                ∑ ∑
∞

=

∞
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=
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exE
x 1)(2,1

−
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                                                                                       )cos()(1,2 xxE =  

                                                                                       
x

x
xE

)sin(
)(2,2 =  

                                                 
١٨ - Agaroal 



 ١٢

در نظر گرفته  β=1 ،لفلر –پارامتري ميتاگ  تابع دو در رسد كه اگرذكر اين مطلب ضروري به نظر مي

  .  [2]لفلر خواهد شد  –شود، اين تابع، تبديل به يك تابع يك پارامتري ميتاگ 

)2-17                                                           (                ∑ =
+Γ

=
∞

=0
1, )(

)1(
)(

k

k

xE
k
xxE αα α

  

  .مطالب بيان شده خواهيم پرداخت در ادامه بحث، به معرفي مشتق و انتگرال از مرتبه كسري با استفاده از

  انتگرال و مشتق از مرتبه كسري  -2-3 

   [3] 19ليوويل –انتگرال و مشتق كسري ريمان  -3-1- 2

 ل و مشتق كسري، از انتگرال و مشتق صحيح منتج ميهمان طور كه در مقدمه اشاره شد، مفهوم انتگرا

  : را تعريف كرد  )18-2(توان انتگرال رابطه مي x<0در بازه  xf)(با فرض قابل تعريف بودن تابع . شود

)2-18   (                                                                                         ∫=
x

dttfxIf
0

)())((  

  . ، حاصل خواهد شد )19- 2(، رابطه )18-2(گيري از رابطه با تكرار عمل انتگرال

)2-19         (                                                        ∫ ∫ ∫==
x x

dtdssfdttIfxfI
0 0

2 ))(())(())((  

))((گيري مكرر انتگرال. لاتر قابل حصول استهاي از درجات بابا تكرار اين روند انتگرال xfI n توان را مي

ين رابطه، با استفاده از استقراء، قابل اثبات ا .گيري كاهش دادبه يك عمل انتگرل )20- 2(به صورت رابطه 

  . است

)2-20               (                               0,)()(
)!1(

1))((
0

1 >∈∫ −
−

= − xNndttftx
n

xfI
x

nn            

شود و به اعداد صحيح مثبت محدود مي nدر اين رابطه، . ، به فرمول كوشي معروف است)20-2(ول فرم

معني باشد كه براي اعداد غيرصحيح بياولين عامل محدودكننده در اين فرمول وجود تابع فاكتوريل مي

                                                 
١٩ - Riemann- Liouville 



 ١٣

 ا همان تابع گاما، اين محدوديت برطرف ميب اما با توجه به تعريف تابع فاكتوريل اعداد غير صحيح. است

Nnتوان قيد ي تابع فاكتوريل، مياشود و با استفاده از تابع گاما به ج ∋+را به  ∋ Rn  تغيير داد .  

)2-21               (                            ∫ >∈−
Γ

= +−
t

a
ta tRdfttfI 0,)()(

)(
1)( 1   ατττ
α

αα  

هاي ديگري نيز ليوويل انتگرال مرتبه كسري معروف است و به صورت –به تعريف ريمان  )21-2(فرمول 

  : شود نمايش داده مي

)2-22                 (                 0,)()(
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1)()( 1 >∈∫ −
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== +−− tRdfttfItfD
t
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tata ατττ
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ααα  

 را با استفاده از رابطه انتگرال) 23- 2(بع، فرمول اريمان و ليوويل براي يافتن مشتق مرتبه كسري يك ت

   .به دست آوردند α<0و در حالت  )21- 2(مرتبه كسري 

)2-23                (                     ⎥
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ta dt
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dtfIDtfD
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m يك عدد طبيعي است كه بايد در شرط ،mm <<− α1  صدق كند . 

  

  [3] 20لتنيكف –كسري گرانوالد  انتگرال و مشتق مرتبه - 2- 2-3

گيري مكرر از يك تابع به دست ليوويل با ايده انتگرال –از آن جا كه فرمول مشتق مرتبه كسري ريمان 

يده دنبال كردن ديدگاهي مشابه، براي به دست آوردن فرمول مشتق، نيز به ذهن برخي از ا ؛آمده بود

، براي يافتن تعريف اين دو رياضيدان. زان اين ايده بودندگرانولد و لتينكف از پيشتا. خطور كرد رياضيدان

  : [1]ناسب مشتق مرتبه كسري، از تعريف مشتق مرتبه اول استفاده كردند م

)2-24              (                                                             
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xfhxfxf
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٢٠ - Grunwald- Letnikov 



 ١٤

  . حاصل خواهد شد) 25-2( رابطه ،)24- 2(رابطه با اعمال مجدد تعريف مشتق، به 
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21با انتخاب  hhh   : توان چنين نتيجه گرفت كه ، مي ==

)2-26                      (                                  20
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  . توان براي محاسبه مشتقات مكرر يك تابع به دست آوردرا مي )27-2(و با ادامه اين روند، رابطه 
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⎟⎟به كار برد، به شرط آن كه ضرايب  نيز nتوان براي مقادير غيرصحيح اين فرمول را مي
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
m
n  به جاي

بنابراين مشتق مرتبه كسري را . تعريف شدن از طريق تابع فاكتوريل، با استفاده از تابع گاما تعريف شود

  . تعريف كرد )28-2(توان به صورت رابطه مي
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نهايت ميل كند و عبارت حد بالايي حاصل جمع، در رابطه فوق بايد به سمت بي
h

at اين خصوصيت را  −

كسري  همانطور كه فرمول انتگرال مرتبه). گيري هستندبه ترتيب حد بالا و پايين مشتق aو t(دارد 

 –ليوويل، در تعريف مشتق مرتبه كسري نيز مورد استفاده قرار گرفت، فرمول مشتق گرانولد  –ريمل 

ترين تغيير براي ساده. گيري مرتبه كسري مورد استفاده قرار دادتوان براي انتگراللتينكف را نيز مي



 ١٥

در اين حالت بايد عبارت  .باشدمي α>0گيري، استفاده از آن براي استفاده از اين فرمول در انتگرال

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
m
α  جايگذاري نمود اين عبارت با استفاده از تابع گاما قابل تعريف است )28- 2(را در رابطه .  
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حاصل  )30-2(لتينكف به صورت  –گيري مرتبه كسري گرانولد ، فرمول انتگرال)29- 2(با توجه به رابطه 

  . خواهد شد
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گيري مرتبه گيري و مشتقمختلف براي انتگرال حال اين سؤال مطرح است كه با توجه به وجود دو تعريف

  كسري، آيا اين دو تعريف با يكديگر معادل هستند ؟ 

كه از بيان اين اثبات صرف   )[2](عادل بودن دو تعريف فوق وجود دارد اثبات رياضي مشروحي در زمينه م

هاي ز فرمولاج عددي حاصل ترين راه بري نشان دادن تشابه دو تعريف، مقايسه نتاياما ساده. شودنظر مي

باشد كه اگر چه اين كار براي ليوويل مي –هاي ريمان لتينكف و حل تحليلي حاصل از فرمول –گرانولد 

توان از اين روش، كل توابع را مورد آزمايش قرار داد اما براي تفهيم شود و نميتوابع خاص انجام مي

  . موضوع معادل بودن اين دو روش مفيد است

 

   تبديل لاپلاس مشتق و انتگرال از مرتبه كسري -2-4

 عادي ديفرانسيل معادلات حل روش مشابه روشهايي به نياز كسري مرتبه از ديفرانسيل معادلات حل براي

 تبديل به اينجا در .است لاپلاس تبديل مانند متداول، تبديلهاي از استفاده اين روشها از يكي .داريم

 :كنيم مي اشاره خلاصه طور به كسري انتگرال و مشتق شده، براي بيان تلفمخ فرمولهاي فوريه و لاپلاس

  :كسري انتگرال لاپلاس تبديل 1- 4- 2
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 )2 -31(                                                                                     )(})({ sFstfIL αα −=  

  :يلليوو -ريمان كسري مشتق لاپلاس تبديل 2- 4- 2
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  :21كاپوتو كسري مشتق لاپلاس تبديل 3- 4- 2
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  :لتنيكف -گرانولد كسري مشتق لاپلاس تبديل 4- 4- 2
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   :انتگرال و مشتق فوريه تبديل 5- 4- 2
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   [7]رهايي از مشتقات مرتبه كسري برخي از توابع مشهومثال -5- 2

هاي ارائه شده و هم چنين درك تفاوت اين نوع از مشتقات با جهت آشنايي بيشتر با كاربرد فرمول

مرتبه كسري برخي از توابع ساده و در عين حال پركاربرد مشتق در اين بخش،  ،مشتقات مرتبه صحيح

  . مورد بررسي قرار خواهد گرفت

t<0 ابعمشتق مرتبه كسري ت محاسبه به عنوان اولين مثال، ,)( µttg مدنظر است  =

),1( Nmmm ∈<≤− α .  

                                                 
٢١ - Caputo 
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)(,0از تابع  αبا توجه به رابطه محاسبه شده براي مشتق مرتبه  >= tttf µتوان مشاهده كرد كه ، مي

))((چنانچه تابع  ctf   . خواهد بود )37- 2(آن به صورت رابطه  α، مشتق مرتبه  =
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كه مشتق مرتبه كسري يك تابع ثابت، برخلاف مشتق مرتبه صحيح آن، صفر  شودبنابراين ملاحظه مي

براي درك بهتر تفاوت ميان مشتقات مرتبه صحيح و مرتبه . بستگي خواهد داشت tنشده و حتي به متغير

، مشتق مرتبه اول و مشتق مرتبه )2-2(كسري در شكل 
2
xyتابع  1   . نشان داده شده است =

 

xyتابع :دايره   2-2 شكل xyتابع αمشتق مرتبه : مشتق مرتبه اول، مربع: ، مثلث= = 
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atexfدر ادامه مشتق كسري تابع  بتدا انتگرال مرتبه كسري تابع را در اين مثال، ا .شود، محاسبه مي)(=

   .ليوويل، مشتق مرتبه كسري آن به دست خواهد آمد –محاسبه نموده و سپس با استفاده از فرمول ريمان 
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τηبا تغيير متغير  −= t بازنويسي كرد )39-2(توان رابطه فوق را به فرم رابطه مي .  
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atetfبنابراين مشتق مرتبه كسري تابع      ليوويل به صورت رابطه  –، با استفاده از تعريف ريمان )(=

  . خواهد بود )2-40(
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  . حاصل خواهد شد )41-2(با محاسبه مشتق مرتبه صحيح فوق، رابطه 
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  ومسفصل 
  معادلات ديفرانسيل مرتبه كسري
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  مقدمه  -3-1

در اين فصل، نخست برخي از مفاهيم رياضي كه در ادامه رساله، مورد استفاده قرار خواهد گرفت، يادآوري 

، 22مانند وجودتبه كسري، هاي اساسي پاسخ معادلات ديفرانسيل مرسپس بعضي از ويژگي. شودمي

معادله حالت  ها براي تحليلاين ويژگي. گردد، وابستگي پاسخ نسبت به شرايط اوليه بررسي مي23يكتايي

),()()( xtftxD =α هاي فيزيكي است، بسيار سودمند و كه مدل رياضي مناسبي براي توصيف سيستم

، پاسخ به سؤالاتي مانند اين كه آيا معادله در تحليل يك سيستم و بررسي رفتار آن .پركاربرد است

كننده سيستم اصولاً داراي جواب است ؟ آيا اين جواب، تنها جواب سيستم است و يا ديفرانسيل توصيف

ها روبرو هستيم ؟ و سؤالاتي از اين دست، مهم و ضروري بوده و گام اول در تحليل اي از جواببا مجموعه

هاي اين فصل، همچنين سعي خواهد شد بررسي اجمالي در مورد روش در. روديك سيستم به شمار مي

 هاي آتي ازدر فصل. يافتن پاسخ معادلات مرتبه كسري خطي و معادلات مرتبه كسري غيرخطي ارائه شود

 .ها جهت بررسي رفتار سيستم و تجزيه و تحليل آن استفاده خواهد شدهاي حاصل از اين روشپاسخ

   

  ت ديفرانسيل مرتبه كسري آناليز معادلا -2- 3

كه شامل اپراتور مشتق مرتبه كسري با  هستندمعادلات ديفرانسيل مرتبه كسري، معادلات ديفرانسيلي 

توان در حالت كلي، معادله ديفرانسيل يك سيستم غيرخطي مرتبه كسري را مي .دنتعاريف پيشگفته باش

شتن تعداد مكفي از شرايط اوليه، داراي جواب در نظر گرفت كه اين معادله با دا) 1- 3(به صورت رابطه 

  . [8]خواهد بود 

)3-1   (                                                                                       ))(,()()( txtftxD =α  

                                                 
٢٢ Existance 
٢٣ Uniqueness 



 ٢١

00شود كه در ادامه بدون از دست دادن كليت، فرض مي =t به  )1-3(يط اوليه مرتبط با معادله شرا. شدبا

  .[8]خواهد بود )2- 3(شكل استاندارد رابطه 

)3-2   (                                               mmmkbtx
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αα

α

1,,...,2,1,)(
0

  

هاي قبلي به اين نكته اشاره شد كه براي پرهيز از برخورد با مشتقات مرتبه كسري شرايط اوليه در قسمت

توان يافت، از تعريف مشتق ت ديفرانسيل مرتبه كسري، كه مفهوم فيزيكي خاصي براي آن نميدر معادلا

توان به را مي )1- 3(شود براساس تعريف مشتق مرتبه كسري كاپوتو سيستم رابطه كاپوتو استفاده مي

  . [9]بازنويسي كرد  )3- 3(صورت رابطه 

)3-3                                      (                                 [ ] ))(,())()(( 1
)( txtftxTtxD m =− −

α  

]در اين معادله  ])(1 txTm− 1اي تيلور چند جمله−x 1، از مرتبه−mبه مركزيت نقطه صفر خواهد بود ، .

 فوق شرايط اوليه اين معادله، به صورت كاپوتو، نشان داد كه با تغيير شكل معادله مرتبه كسري به صورت

   .[9] قابل بيان است )3-4(

)3-4                              (                                                  1,...,1,0,)0( )(
0

)( −== mkyx kk  

يل مرتبه توان اثبات كرد كه در صورت خطي بودن معادله ديفرانسبا استفاده از روش تبديل لاپلاس، مي

))()()((كسري  )( txtAtxD =α به دليل ساده بودن، از بيان آن . باشدپاسخ اين معادله، منحصر به فرد مي

بيان شده است در ادامه، با استفاده از برخي از مفروضات، [2] شود اما اين اثبات در مرجع خودداري مي

  . گيردقرار مي مسأله منحصر به فرد بودن پاسخ معادله غير خطي مورد بررسي

  وجود و يكتايي پاسخ معادله ديفرانسيل مرتبه كسري غير خطي  -3- 3

يج ذيل را كه به صورت چند اهاي معادلات ديفرانسيل مرتبه كسري، نتيكتايي پاسخ در بحث وجود و

   .توان اثبات كرد قضيه و كاملاً شبيه به قضاياي مرتبط با معادلات ديفرانسيل مرتبه صحيح است، مي
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 بيان شد به صورت رابطه )3- 3(در اين بخش، معادله ديفرانسيل مرتبه كسري، براساس آن چه در رابطه 

  . شوددر نظر گرفته مي )3-5(
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⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−==

=− −

1,...,1,0,)0(

))(,())()((
)(

0
)(

1

mkxx

txtftxTtxD
kk

m
α

  

كه در  1- 3و لم  1- 3اسخ معادله ديفرانسيل، لازم است تا قضيه قبل از بيان قضاياي وجود و يكتايي پ

  . اثبات قضاياي بعدي نقش خواهد داشت بيان شوند 

∑و سري  Eيك زير مجموعه بسته غيرتهي از يك فضاي باناخ  Uاگر:  [10] 1- 3قضيه 
∞

=0n
nη  با شرط

0≥nη  به ازاء تمامn  ها همگرا باشد و فرض كنيم كه نگاشتUUA شرط نامساوي زير را برآورده  ;→

  . سازد 

)3-6              (                                         νανν −≤−∈∈∀ uAuAUuNn n
nn;,;  

Uuقابل تعريف است كه به ازاء هر u∗، يك نقطه ثابت Aآن گاه براي  ∑سري  0∋
∞

=1
0

2

n

uA                

  . شودهمگرا مي u∗به نقطه ثابت 

هم ارز يك معادله انتگرالي غير خطي نوع دوم  ،)5-3(د آنگاه پيوسته باش fاگر تابع :  ]11[ 1-3لم 

  . خواهد بود  24ولترا
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حل مسأله نيز خواهد بود و بالعكس در معادله ، راه)7- 3(به عبارت ديگر هر پاسخ معادله ولتراي رابطه 

10اگر  )3-7( << α  1باشد، معادله ولترا را به صورت هسته تكين ضعيف و اگر≥α  باشد، به صورت

  . نامندمي 25هسته منظم

                                                 
٢٤ -Second Kind of  Nonlinear Volterra Integral Equation 
٢٥ Regular Kernel of Volterra Integral Equation   



 ٢٣

RDfاگر تابع ): وجود جواب( [12]2- 3قضيه  ]با دامنه  :→ ] [ ]γγχ +−×= ∗
00 ,,0 ttD                    

با تعريف  γ<0و  χ∗<0 باشد كه در اين دامنه
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x
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آن گاه تابع 

[ ] Ry →χ,0:  با شريط اوليه مورد اشاره در اين رابطه خواهد بود )5-3(پاسخ معادله .  

RDfاگر تابع :  [10]) يكتايي( 3-3قضيه  ]با دامنه  :→ ] [ ]γγχ +−×= ∗
00 ,,0 ttD  كه در اين دامنه

،0>∗χ 0و>γ است، تابعي محدود در بازهD    :باشد و شرايط ليپ شيتز را برآورده كند، به عبارت ديگر 

)3-8                                                   (                          zyLztfytf −≤− ),(),(  

]، حداكثر يك تابع 3- 3، مانند تعريف قضيه χبا در نظر گرفتن ، در اين حالت ] Ry →χ,0:  به عنوان

  . با شرايط اوليه مذكور وجود دارد ،)5-3(پاسخ معادله

، وجود نداشته باشد، معادله ديفرانسيل مرتبه كسري tf)(اگر فرض ليپ شيتز بودن تابع: ]10[نكته 

مورد نظر، لزوماً پاسخ منحصر به فرد نخواهد داشت به عنوان مثال چنانچه معادله ديفرانسيل مرتبه 

در نظر گرفته شود، تابع سمت راست اين معادله ديفرانسيل پيوسته است اما شرط ) 9-3(كسري رابطه 

   .كند به وضوح مشخص است كه يك پاسخ براي اين معادله، پاسخ صفر خواهد بودرا برآورده نميشيتز ليپ
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j ttP سبه مشتق مرتبه كسري اين تابع، كه در فصل قبل به آن اشاره و با محا )(=

  :توان گفت شد، مي
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  . اي معادله مورد نظر خواهد بود هنيز پاسخ 
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هاي شيتز، در اين مثال، منجر به حصول پاسخشود عدم وجود شرط ليپهمان گونه كه مشاهده مي

  . مختلف براي معادله ديفرانسيل خواهد شد 

RDfffاگر تابع :  [13]) ها به شرايط اوليهوابستگي پاسخ( 4- 3قضيه  n →:),...,( - 3با شرايط قضيه  1

باشرايط اوليه  )5-3( پاسخ معادله ديفرانسيل مرتبه كسري رابطه tx)(باشد و با فرض اين كه  3
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  . است 

هاي معادلات ديفرانسيل مرتبه كسري، به شرايط اوليه معادله بستگي داشته و پاسخ ،با توجه به قضيه فوق

هاي متفاوت حل شود، به هر ميزان كه شرايط چنانچه يك معادله ديفرانسيل مرتبه كسري با شرايط اوليه

داشته تواند اختلاف بيشتري با يكديگر ها نيز مياشند پاسخها از يكديگر فاصله بيشتري داشته باوليه

   .باشند

 [7]يافتن پاسخ معادلات ديفرانسيل مرتبه كسري خطي  - 4- 3

باشد چرا كه ترين ابزارهاي حل معادلات ديفرانسيل، ابزار تبديل لاپلاس مييكي از مفيدترين و آسان

اي جبري خواهد شد و كليه فرانسيل، به چند جملهاستفاده از اين روش منجر به تبديل شدن معادله دي

اي تبديل يافته گيرد، بر روي چند جملهعملياتي كه به عنوان يافتن جواب معادله ديفرانسيل انجام مي

شود اما مشكل استفاده از تبديل لاپلاس، به عنوان ابزار حل معادله ديفرانسيل، يافتن لاپلاس اعمال مي

باشد كه در صورت فائق آمدن بر اين مشكل از اين تبديل به اي ميد جملهمعكوس جواب حاصل از چن

  . توان استفاده كرد آساني مي
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قابل ) شامل مشتق و انتگرال مرتبه كسري(از آن جايي كه تبديل لاپلاس در اپراتورهاي مرتبه كسري 

معادلات مرتبه كسري استفاده  يافتن پاسخ توان برايميبراين اين ابزار مفيد و ساده را ، بناتعريف بوده 

شود با ذكر چند مثال، كاربرد تبديل لاپلاس در حل معادلات ديفرانسيل تشريح در ادامه سعي مي. كرد

  . است  )12- 3(جهت يادآوري مجدد، فرمول تبديل لاپلاس مشتق كسري يك تابع به صورت رابطه . شود
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   )13-3(براي يافتن پاسخ معادله رابطه : 1-3مثال 
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  . شودحاصل مي) 14- 3( با اعمال اپراتور لاپلاس به طرفين معادله، رابطه
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  . توان پاسخ معادله را در حوزه لاپلاس محاسبه كردحال با استفاده از شرايط اوليه مسأله مي
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لفلر دو پارامتري خواهد انجاميد،  –با محاسبه معكوس تبديل لاپلاس رابطه اخير كه به ايجاد تابع ميتاگ 

  . را در حوزه زمان محاسبه كرد) 15- 3(توان پاسخ معادله ديفرانسيل مرتبه كسري رابطه مي
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توان با استفاده لفلر دو پارامتري پاسخ فوق را مي –و با توجه به نمايش سري تابع ميتاگ  a=1با فرض 

  . بيان كرد) 17-3(از تابع خطا به شكل رابطه
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  در نظر گرفته شده است ) 18- 3(در اين مثال معادله غيرهمگن رابطه :  2-3مثال 
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t

Q
t =+  

10با فرض  <<< Qq شودحاصل مي )19-3( و با اعمال اپراتور لاپلاس به دو طرف معادله فوق رابطه .  
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t tfDtfDc قابل ) 20-3(باشد و پاسخ اين معادله به صورت رابطه مي

  . محاسبه است
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qQو با قراردادن  −=α  وQ=β حاصل  )22-3(به صورت رابطه  )18- 3(پاسخ حوزه زمان معادله

  . خواهد شد 
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)()(  )22- 3(كه در معادله  ,
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تحت  )23-3( دله ديفرانسيل مرتبه كسري غيرهمگنادر اين مثال، سعي خواهد شد براي مع:  3- 3مثال 

  . شرايط اوليه غير صفر پاسخ مناسب ارائه شود
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  . گام اول ، محاسبه تبديل لاپلاس معادله خواهد بود



 ٢٧

)3-24 (                                          [ ] )()()()( 0
1

0

1

0
sHsYtyDssYs t

k
t

n

k

k =−∑− =
−−

−

=
λαα  

  . را نتيجه گرفت )25- 3( توان رابطهبا توجه به شرايط اوليه مسأله، مي
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  . ا محاسبه كرد رsY)(توان معكوس تبديل لاپلاس تابع لفلر مي –با استفاده از تبديل لاپلاس تابع ميتاگ 
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  يافتن پاسخ عددي معادلات ديفرانسيل مرتبه كسري غيرخطي  -3-5

   26اي بر روش آدومينمقدمه -5-1- 3

اي معادلات ههاي واقعي و عيني مسائل مختلف فيزيكي از دستگاهبه طور معمول، براي محاسبه جواب

 –ديناميكي كه توسط معادلات ديفرانسيل معمولي، جزئي، تصادفي و يا معادلات انتگرال و انتگرو 

 بديهي است كه در حالت كلي، ممكن است اين دستگاه. شودشوند، استفاده ميسازي ميديفرانسيل مدل

تكنيكهاي . رزي خاصي باشندها و يا شرايط مها شامل جملات غيرخطي پيچيده پارامترهاي تصادفي، داده

 [8 هاي معمول و معقولي براي حل معادلات غير خطي هستندلالات جزئي، روشتسازي و اخخطي

ممكن است در تعداد مراحل كم،   ها، براي حل مسائل غيرخطي،، اما استفاده مداوم از آن]16و15و14و

ديگر، ممكن است جوابي متفاوت با نمايش درستي از جواب واقعي مسأله را به دست ندهد و به عبارت 

سازي در شرايط خاصي، مسأله اصلي را به علاوه فرآيندهاي خطي. رفتار فيزيكي واقعي مسأله حاصل شود

 ه نظر ميبكند و استفاده از نظريه اختلالات جزئي نيز فقط وقتي معقول مسأله متفاوت تبديل مي به يك

 هاي گسستهدفي، بسيار ناچيز باشد در مورد روشاهاي تصرسد كه تأثيرات جمله غيرخطي و يا پارامتر

سازي و محاسبات عددي نيز مشكلاتي هم چون افزايش زمان محاسباتي، نياز به سخت افزار يا نرم افزار 

لذا به منظور . مطرح است... و ) به خصوص در مسائل غيرخطي بزرگ(خاص، افزايش خطاهاي محاسبه 

ز به روش جديدي است كه اهاي غيرخطي قوي و متغيرهاي تصادفي، نيحل مسائل غيرخطي مرزي با فرم

استوار نباشد و به ... سازي آماري، فرض فرم غيرخطي ضعيف وهاي خطيسازي، تكنيكبر مبناي خطي

  . علاوه جواب تحليلي براي مسأله ارائه دهد 

محور كلي . شده استوار است ابداع شد بر مبناي فرضيات ذكر 1980روش تجزيه آدومين كه در اوائل دهه 

هاي مختلط و ي معادلات ديفرانسيل تصادفي و معادلات با مشتقات جزئي در ميدانروكارهاي آدومين بر 

                                                 
٢٦ Adomian 
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شود، توسعه روش تجزيه شرايط مرزي غيرخطي استوار است آن چه در اين رساله به آن پرداخته مي

  . غيرخطي در حالت كلي استآدومين براي يافتن پاسخ معادلات ديفرانسيل مرتبه كسري 

   [17]ساختار كلي روش تجزيه آدومين -5-2- 3

  ،)28- 3(معادله 

)3-28                                                                                                            (yAx =  

بع معلوم ا، يك تyو Vبه Vيك عملگر، از فضاي باناخ  A در حالت كلي يك معادله غيرخطي كه در آن

Vx، تعيينهدف .است Vدر  عادله براي با اين فرض كه اين م. صدق كند )28-3(است كه در معادله  ∋

Vyهر داراي جملات خطي و  A ست و هم چنين با فرض اين كه عملگرا اداراي يك جواب يكت ∋

RL، به صورت Aغيرخطي باشد جمله خطي   Rپذير و ملگر معكوسيك ع Lقابل تجزيه است كه  +

را  Aباشد، در مجموع عملگر  Aنيز قسمت غيرخطي عملگر Nاگر . قسمت باقيمانده عملگر خطي است

  . تجزيه نمود  )29-3(توان به صورت رابطه مي

)3-29              (                                                                                    NRLA ++=  

  . بازنويسي كرد )  30-3(توان به صورت رابطه را مي )29- 3(با اين فرضيات معادله 

)3-30                                                                 (                             yNxRxLx =++   

قابل ) 31-3( از رابطه) 28-3( باشد، آن گاه جواب معادله L، معكوس عملگر L−1به فرض آن كه 

  . استحصال است

)3-31            (                                                                      NxLRxLyLx 111 −−− −−=  

∑، به صورت سري xروش تجزيه آدومين عبارت است از نمايش 
∞

=

=
0n

nxx  و تجزيه قسمت غيرخطي

∑به صورت  Aعملگر 
∞

=

=
0n

nANx  .nAهايي از ايا چند جملههnxxx ,...,, هستند كه به نام مبدع اين  10
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هاي آدومين وجود اياگر شكل صريحي براي چند جمله. شوندهاي آدومين ناميده ميايروش، چند جمله

nxxxبتوان به صورت توابعي از ها را N ،nAيعني با توجه به بخش غير خطي (داشته باشد  ,...,, به  10

  . قابل بازنويسي خواهد بود )32-3(به صورت رابطه  )31-3(آنگاه معادله ) دست آورد
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nnn ALxRLyLx  

yLxاكنون با فرض  1
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∑ديگر جملات سري،  =−
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=0n
nx گردد با استفاده از الگوريتم زير معين مي .  
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110لذا مادامي كه  ,...,, −nAAAهاي معين باشند تمامي مؤلفهx)قابل محاسبه خواهد بود)جواب مسأله ، .

  : توان چنين تعريف كرد مي xرا براي جواب  nϕاي جمله nتقريب 
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سازي شود تنها موضوع حائز اهميت تواند در عمل پيادهساختار كلي اين روش، تا اين مرحله، به راحتي مي

∑هاي آدومين با استفاده از رابطه ايدر اين روش، محاسبه چند جمله
∞

=

=
0n

nANxباشد در بخش آتي مي

ها و حل معادلات ديفرانسيل مرتبه كسري غيرخطي، با استفاده از روش اياين چند جملهروش محاسبه 

  . گيرد آدومين مورد بررسي قرار مي

  سازي روش آدومين بر روي معادلات ديفرانسيل مرتبه كسري غيرخطي پياده -5-3- 3

، مد نظر )35- 3(طه در اين قسمت، يافتن پاسخ عددي، براي معادلات حالت يك سيستم غيرخطي با راب

  . است 
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niكه در اين رابطه  Riو  1≥≥ ∈α باشد تابعميfتواند تابع خطي يا غير خطي از ، ميt و 

nxx              .باشد1,...,

  : توان نتيجه گرفت كه مي )35- 3(ام، به دوطرف معادله iαبا اعمال اپراتور انتگرال مرتبه 

)3-36       (                                                      [ ]
∑ ≤≤+=
=

i
i

k
ni

k
j

ki nixxtfI
k
tcx

α
α

0
1 1,),...,,(

!
  

همان طور كه قبلاً اشاره شد با . معادله فوق، با استفاده از روش آدومين محاسبه خواهد شد در ادامه، پاسخ

  : فرض
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imxxهاي آدومين است كه به ايها همان چند جملهimAكه  mxxو10,..., nmnو  ,...,220 xx  وابسته مي0,...,

  : توان چنين نتيجه گرفت كهمي )36-3(باشد و با توجه به رابطه 
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  بازنويسي كرد ) 40- 3( توان به شكل معادلهمعادله فوق را مي
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 ، مي)38- 3(در رابطه  mλود در رابطه فوق با اعمال پارامترهاي آدومين موجايبراي محاسبه چند جمله

  : توان چنين نتيجه گرفت كه 
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∑به صورت txiλ)(با تعريف 
∞
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-3(آدومين را از رابطه هاي ايتوان چند جمله، مي)42- 3( و )41- 3(بنابراين با در نظر گرفتن معادلات 

  . محاسبه كرد )43

)3-43    (       [ ]
000

101 ,...,,
!

1),...,(
!

1

=

∞

=

∞

=
= ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
== ∑∑

λ
λλλ λλ

λλ
m

m
nm

m

m
mim

m

nim

m

im xxtf
d
d

m
xxtf

d
d

m
A  

                                                       
00 0

1 ,...,,
!

1

=

∞

=

∞

=
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
= ∑ ∑

λ

λλ
λ m m

m
nm

m
mim

m

im xxtf
d
d

m
A  

حاصل  )35- 3(هاي آدومين، الگوريتم يافتن پاسخ معادله غيرخطي مرتبه كسري ايبا محاسبه چند جمله

  . بيان كرد )44-3(توان به صورت رابطه كه اين الگوريتم را مي شودمي
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∑توان با برش دادن سريمي ixبراي يافتن پاسخ تقريبي 
−
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=
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k

m
imi xx پاسخ را محاسبه كرد .  

با استفاده از روش ) 45-3( هاي دستگاه معادلات غيرخطيف يافتن پاسخدر اين مثال هد: 4- 3مثال 

  . آدومين است

)3-45         (                                      )1,0(,,1)0(,0)0(,
cos 21
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11 ∈==
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xxxD              

  :به منظور حل سيستم بالا، با توجه به مطالب گفته شده داريم. اين سيستم يك نقطه تعادل دارد
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)3-46             (                                                                      
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زير با استفاده از مطابق  j=1,0...,و  i=2,1هاي آدومين، برايايبراساس روابط گفته شده، چند جمله

  .قابل محاسبه است Mathematica نرم افزار
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  از طرف ديگر 
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  . حاسبه كرد م) 47- 3(توان به صورت رابطه بنابراين متغيرهاي حالت مد نظر را مي

     )3-47(                                            .
)1(

,
)1( 20211011 +Γ
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β
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α
α xAIxxAIx  

  بخش هاي بعدي به صورت زير خواهد بود 
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 و 14xهاي گام بعدي و به تبع آن متغيرهاي ايتوان چند جملهبا جايگذاري مقادير به دست آمده، مي

24x  توان پاسخ ين روند به صورت تكراري و تا رسيدن به دقت دلخواه، ميرا به دست آورد با ادامه ا

  . ها را محاسبه كرد ixنهايي
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  . و رسم شده است α  ،3.0=β=5.0به ازاء مقادير  1x  ،2xمتغيرهاي  ،)1- 3(در شكل 

 

 

         [17] 4-3پاسخ عددي معادله ديفرانسيل مثال  1-3 شكل
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  مچهارفصل 
  سيستمهاي مرتبه كسري
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  مقدمه 4-1

 برخي بررسي به و كرده آناليز را شوند مي توصيف كسري مرتبه معادلات با كه سيستمهايي بخش اين در

 از سيستمهاي مانند آناليز اين .پردازيم مي شوند مي حاصل كسري اپراتورهاي از هك كنترلي از عملگرهاي

كنترل  ادامه در. گرفت خواهد انجام) Zزمان، لاپلاس و تبديل ( مختلفي  هاي حوزه طبيعي، در مرتبه

  .شد خواهد بررسي نيز سيستم رويت پذيري پذيري،

  سيستم  يك براي متفاوت مدلهاي -4-2

  مدل پيوسته – 1- 4-2

 [18].داد نمايش )1-4(رابطه  فرم به توان مي را كسري مرتبه از ديناميكي سيستم يك معادله

)4-1                                           (),...,,)((),...,,)(( 21
,...,,

21
,...,, 1010

kl uuuDGyyyDH mn βββααα =   

  .يك قانون تركيبي از عملگر مشتق كسري مي باشد Gو Hده و توابعي از زمان بو iuو  iyكه 

  .حاصل خواهد شد )2- 4(رابطه  صورت به فوق معادله زمان، با غيرمتغير و متغيره يك سيستمهاي براي

)4-2                                                              ()()()()( ,...,,,...,, 1010 tuDGtyDH mn βββααα =  

=∑كه در اين رابطه اگر،
=

n

k
k

kn DDH
0

,...,, )( 10 αααα α  و∑=
=

m

k
k

km DbDG
0

,...,, )( 10 ββββ ،),( Rba kk  تعريف ∋

خطي متغير با  ،بيان مي گردد و سيستم) 3- 4(به صورت رابطه ) 2- 4(شوند، آنگاه  شكل گسترده رابطه 

  .زمان خواهد بود

)4-3()(...)()()(...)()( 0101
0101 tuDbtuDbtuDbtyDatyDatyDa mmnn

mmnn
βββααα +++=+++ −−

−−  
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 سيستم، نوع دو اين .كرد تقسيم مختلف سيستم نوع دو به مي توان را) 3- 4( رابطه شكل به سيستمهاي

 فرم به مي توانيم را سيستمها اين كه هستند گويا مرتبه با سيستمهاي و 27مضروبمرتبه  با سيستمهاي

   .كنيم تعريف زير

معادلات  مشتقات تمامي رتبه چنانچه است مضروب مرتبه از سيستمي سيستم، يك: 1-4تعريف 

   [18].باشد αخاص  رتبه يك از ضريبي سيستم، ديفرانسيل

∋+با شرط ) 3- 4(با اين تعريف، سيستم رابطه  Zk  ،+∈ Rα  وαβα kk     مضروب سيستمي ==

  .حاصل خواهد شد )4-4(به صورت رابطه ) 3-4(سيل سيستم  بود و معادلات ديفران خواهد

)4-4                                                                               ()()(
00

tuDbtyD
n

k

k
k

n

k

k
k ∑=∑

==

ααα   

باشد و  مضروبسيستم  يك سيستم اين اگر نامند گويا مرتبه از سيستمي را سيستم يك: 2-4تعريف 

آن شرط علاوه بر 
q
1

=α  و+∈ Zq [18].را نيز داشته باشد   

 كلاس زير صورت به مي توان را زمان با غيرمتغير خطي سيستمهاي فوق، تعاريف به توجه با بنابراين

  .كرد بندي

  
  

  

                                                 
٢٧ - Conmesurate 
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  مدلهاي گسسته  - 2- 4-2

 مرتبه و گسسته مدلهاي با سيستمهايي كسري، مشتقات براي لتنيكف - گرانولد تعاريف از استفاده با

  .[ 18]كرد  بيان توان مي ديفرنس معادلات با كلي  طور به را كسري

)4-5 (      )(...)()()(...)()( 0101
0101 tubtubtubtyatyatya hhmhmhhnhn

mmnn βββααα ∆++∆+∆=∆++∆+∆ −−
−−   

k
h

α∆  يك اپراتور ديفرانس از رتبهk  با گامh  آن را تعريف  )6- 4(مي توان به صورت رابطه مي باشد كه

  .كرد

 )4-6                                  ()(.)1())()(()(
0

lhyhy
l

hihyihyhihy
i

k

kl
h

kkn −∑ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=−−=∆

=

− αααα  

  مدلهاي ورودي و خروجي  - 3- 4-2

- 4(رابطه  به  Zتبديل  اعمال با يا و صفر اوليه شرايط فرض با و )3-4(رابطه  به لاپلاس تبديل اعمال با

 مدلهاي از حاصل خروجي ورودي و مدل .مي شود حاصل سيستم روجيورودي و خ كسري مدل )5

  [18].خواهد بود )8-4( و )7-4(رابطه هاي  فرم به ترتيب به گسسته و پيوسته

)4-7                                                          (
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)4-8                                     (   
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))((...))(())((
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)(كه 1−zw  تبديلZ  1عملگر
h∆ است.  

 غير پيوسته تبديل تابع لاپلاس، حوزه در كسري سيستم يك شد، مشاهد قبلي عبارات در كه همانطور

Rkامي كه گسسته نامحدود دارد، چرا كه فقط هنگ تابع يا گويا ∈α باشد، تعداد معدودي از ضرايب  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

l
kl α

  .مخالف صفر خواهد بود )1(
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توان خواهد بود و مي) 9-4(، تابع تبديل سيستم، به صورت رابطه مضروبهاي پيوسته با مرتبه در سيستم

αλبا تغيير متغير s= تبديل كرد )10-4(ع گويا مانند رابطه آن را به صورت يك تاب.  
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)4-10                                                                                              (
∑

∑

=

== n

k

k
k

m

k

k
k

b

a
H

0

0)(
λ

λ
λ  

  حالتي  فضاي تحقق 4- 4-2

  .[18]شود مي بيان )11- 4(رابطه  شكل به متغيره چند سيستمهاي حالتي فضاي تحقق

)4-11                                                                (                            
⎩
⎨
⎧

+=
+=

DuCXy
BuAXXDα

  

]....[كه  10 nαααα pRuو  = qRX، بردار ورودي ∋ rRy، بردار حالت، ∋ بردار خروجي،  ∋
qqRA pqRBماتريس حالت، ∋× prRC، ماتريس ورودي، ∋×   .، ماتريس انتقال مستقيم مي باشد∋×

   مضروب مرتبه سيستمهاي در تبديل تابع فرم و حالتي فضاي تحقق بين ارتباط -3- 3

 اعمال است، با )11- 4(رابطه  فرم به آن حالتي فضاي تحقق كه مضروب مرتبه با متغيره تك سيستم براي

 نتيجهرا ) 12- 4(رابطه  توان مي كسري مشتقات براي كاپوتو تعريف از استفاده و تبديل لاپلاس

 [18].گرفت
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)4-12(                                                                DBAIsCsUsGsY +−== −1)()()()( α   

  .محاسبه كرد) 13- 4(توان به صورت رابطه سيستم را ميهاي به عبارت ديگر حالت

)4-14            (                    { } { })0()()()()()( 1111 xAIssBUAIsLsXLtx −−−− −+−== αα  

}با تعريف  } 0,)()( 11 ≥−=Φ −− tAIsLt αتوان نتيجه گرفت كه مي :  

)4-15              (              [ ] ∫ +Φ+Φ=Φ+Φ= ∗
t

dButxtIButxttx
0

)()()0()()()()0()()( τττ  

توان مشابه روال به دست آوردن اين ماتريس گذار حالت را مي. نامند را ماتريس گذار حالت ميtΦ)(كه 

  .محاسبه كرد) 16-4(هاي خطي مرتبه صحيح، با  استفاده از رابطه ماتريس در سيستم

)4-16 (                                                                                            )()( α
α AtEt =Φ  

  رويت پذيري و كنترل پذيري -4-4

  [19]  مرجع در توان مي را مضروبمرتبه  از سيستمهايي براي رويت پذيري و كنترل پذيري شرايط

 با سيستمهاي براي شرايط اين اثبات روش با مشابه يروش با شرايط اين اثبات. مشاهده كرد اثبات بدون

 پذيري رويت و پذيري كنترل تعريف بيان به تنها اين قسمت در بنابراين .شود مي بيان صحيح رتبه

  . پردازيم مي سيستمها

اوليه  حالت از سيستم بردن باعث كنترل، ربردا يك اعمال اگر گوييم كنترل پذير را سيستمي 3-4تعريف 

)( 0tx  به حالت نهايي)( ftx [21،20]دشو محدود زمان در.  
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 سيستمهاي در .باشد مي يكسان صحيح مرتبه و كسري مرتبه سيستمهاي براي پذيري كنترل شرايط

]...[صورت  به پذيري كنترل ماتريس خطي زمان با متغير غير كسري مرتبه 12 BABAABBC n−= 

 [18] .، از مرتبه كامل باشد Cماتريس كه است پذير كنترل درصورتي سيستمها اين و شود مي تعريف

)(حالت  هر اگر است مشاهده پذير سيسم يك 4- 4تعريف  0tx مشاهده  با بتوان را سيستم)(ty يك در 

  .[21،20]كرد  محدود تعيين بازه

 سيستمهاي در .مي باشد يكسان صحيح مرتبه و كسري مرتبه سيستمهاي براي پذيري مشاهده شرايط

TnCACACACOصورت  به مشاهده پذيري ماتريس خطي متغير با زمان غير كسري مرتبه ]...[ 12 −= 

 كامل مرتبه ، ازOس ماتري كه هستند پذير مشاهده صورتي سيستمها در اين و شود مي تعريف

  .[18]باشد
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  پنجمفصل 
  هاي مرتبه كسري خطيپايداري سيستم
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  مقدمه  -5-1

ها دارد و مسائل ر مهم و پركاربرد در مهندسي سيستمانظريه پايداري، نقشي اساسي و مفهومي بسي

در اين فصل، مسأله پايداري نقاط  .شودديناميكي مطرح ميهاي مختلفي در خصوص پايداري در سيستم

هاي خطي مدل فضاي حالتي سيستم. گيردتعادل يك سيستم مرتبه كسري خطي مورد بررسي قرار مي

  . قابل توصيف است  )1-5(مرتبه كسري، به شكل معادله 

)5-1                               (                                            
⎩
⎨
⎧

+=
+=

)()()()()(
)()()()()(

tutDtxtCty
tutBtxtAtxDα

  

روش ديگري كه . ترين شكل مدل فضاي حالتي يك سيستم مرتبه كسري خطي است، كلي)1-5(معادله 

براي نمايش يك سيستم مرتبه كسري خطي وجود دارد، فرم تابع تبديلي آن است كه با داشتن معادله 

هاي مرتبه توان اين شكل از نمايش سيستممي خروجي و استفاده از تبديل لاپلاس –ديفرانسيل ورودي 

  .فصل قبل بررسي شد دركه كسري خطي را به دست آورد 

))()((هاي مرتبه كسري خطي و نامتغير با زمان در حالت خاص، در سيستم tAxtxD =α كه داراي نقطه

 Aبه كمك موقعيت مكاني مقادير ويژه ماتريس توان باشند، پايداري نقطه تعادل را ميمي x=0تعادل 

هم چنين استفاده از . شودبيان كرد كه در اين فصل به طور مفصل به توضيح اين موضوع پرداخته مي

در آخرين  .گيردهاي مرتبه كسري خطي مورد بررسي قرار مياصل آرگومان براي تحليل پايداري سيستم

   .براي بررسي پايداري سيستم هاي خطي ارائه خواهد شد   28LMIي روش توصيفبخش، 

  

  
                                                 
٢٨ Linear Matrix Inequalities 
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  روش مستقيم بررسي پايداري  -5-2

ها را توصيف هاي معادلات ديفرانسيلي كه آنها، با مطالعه پاسخدر حالت كلي، مطالعه پايداري سيستم

توان ي نامتغير با زمان، ميبنابراين با يافتن پاسخ سيستم مرتبه كسري خط. باشدپذير ميكنند امكانمي

اظهار ) ناپايداري سيستم(نهايت در مورد رفتار حالات سيستم و همگرايي مسيرهاي حالات به سمت بي

هايي از حل مستقيم معادلات ديفرانسيل مرتبه كسري خطي در فصل پيشين آمده است مثال .نظر كرد

باشد و با دله ديفرانسيل مرتبه كسري خطي ميها با داشتن پاسخ سيستم، كه همان پاسخ معادر اين مثال

 توان در مورد رفتار حالت دائمي اين معادلات ديفرانسيل كه مينهايت، ميسوق دادن زمان به سمت بي

  . تواند توصيف يك سيستم مرتبه كسري باشد اظهارنظر كرد

الت خطي نامتغير با به دليل پيچيدگي يافتن پاسخ براي معادلات ديفرانسيل مرتبه كسري، حتي در ح

يافتن معكوس تبديل لاپلاس است روش مستقيم، مقبوليت چنداني به  زمان، كه ناشي از پيچيدگي در

  . ها نداردعنوان روشي براي بررسي پايداري اين نوع سيستم

  روش هاي  غير مستقيم بررسي پايداري  -5-3

  تابع تبديل   تحليل پايداري با استفاده از ريشه هاي معادله مشخصه 1- 5-3

ريشه هاي هاي مرتبه كسري خطي نامتغير با زمان، استفاده از تحليل روش ديگر تحليل پايداري سيستم

هاي خطي با مرتبه غيرصحيح در اين بخش، پايداري سيستم. باشدها مياين سيستم معادله مشخصه 

ها ، زير مجموعه اين سيستمهاي مرتبه كسري خطيگيرد و از آن جايي كه سيستممورد بررسي قرار مي

  . هاي مرتبه كسري خطي نيز صادق استاست تمام مطالبي كه بيان خواهد شد، در سيستم



 ٤٥

01براي استفاده از اين روش لازم است به خاطر داشته باشيم، كه عبارت 
01 .... ααα sasasa nn

nn +++ −
− 

)Ri ∈α (يك تابع چند مقداره از متغير مختلطS   ريماني سطوح صورت به تابع اين دامنه كه باشدمي 

∋+كه تعداد اين صفحات، فقط زماني . تعدادي صفحه مي باشد شامل كه بود خواهد Qiα باشد محدود

را به صورت  iα، مقدار  Qiα∋+درحالتي كه . خواهد بود
i

i q
1=α در نظر مي گيريم كه+∈ Zq  و

q[18]تعيين كرد )2-5( توان با استفاده از رابطهصفحه از سطوح ريماني  را مي.  

)5-2                                           (2,...,0,1,)32()12(, −−=+<Φ<+= Φ qkkkess j ππ                      

 شده گرفته نظر در اصلي صفحه ريمان، سطح روي بر ممكن صفحات تمام ازباشد،  k=−1در حالتي كه 

αswاگر فرض كنيم . است تصوير مي شوند كه به صورت  w، اين صفحات بر روي ناحيه اي از صفحه =

  .تعريف مي شود )3- 5(رابطه 

)5-3                                                               (παθπαθ )32()12(, +<<+= kkeww i   

  .سطوح ريماني كه نشان دهنده انتقال هستند را نشان مي دهد) 1-5( شكل

 

3سطح ريمان براي  1-5 شكل
1

sw = [18] 
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 نشان مي باشد ريماني سطح از صفحه هر حاصل كه wمختلط  صفحه از ييهاه ناحي )2-5( شكل در

  .است )4-5( معادلات حاصل سه صفحه اين كه است شده داده

)5-4                                                                                      (
ππ
ππ
ππ

5)arg(3;1
3)arg(;0

)arg(;1

<<=
<<=

<<−−=

sk
sk

sk
   

 

3ن براي  صفحات مختلف ريما 2-5شكل
1

sw = [18]  
 

01اي به فرم بنابراين معادله
01 ... aa

n
a

n sasasa nn +++ −
),,...,(كه در حالت كلي ، − niRi αα =∈ + ،

 وحنهايت صفحه در سطچرا كه دراين حالت، بي(نهايت ريشه خواهد داشت بي و اي نيستيك چند جمله

)1(ها در صفحه اصلي محدودي از اين ريشهكه تنها تعداد ) ريماني وجود خواهد داشت −=k سطح

هايي كه بر روي صفحات فرعي سطح ريمان قرار دارند، توان ثابت كرد كه ريشهمي. ريماني قرار دارند

ها هميشه به طور يكنواخت كاهشي خواهند بود به عبارت ديگر شوند كه اين پاسخهايي را باعث ميپاسخ

ميل كند، اين  t→∞هايي بدون نوسان است كه هنگامي كه ها، نشان دهنده وجود پاسخاين ريشه

هايي كه در صفحه اصلي سطح ريمان هستند بنابراين فقط ريشه .ها به سمت صفر ميل خواهند كردپاسخ



 ٤٧

هاي نوساني يراشونده، پاسخهاي نوساني مهاي متفاوت، مانند پاسخهايي با ديناميكتوانند باعث پاسخمي

  .هاي نوساني با دامنه افزايشي يا كاهشي يكنواخت شوندبا دامنه ثابت و پاسخ

−=0هاي معادله به عنوان مثالي ديگر، جواب bsα آورد  به دست) 5-5( به صورت رابطه توانرا مي

[18].  

)5-5                                           (           ,...2,1,0,2)arg()(
11

±±=
+

∠=−= llbbbs aa

α
π  

πهايي كه شرط ها، فقط ريشهاز مجموع اين ريشه
α

π
<

+ lb 2)arg( را برآورده كنند، بر روي صفحه  

 29هاي ساختاردارهايي كه در صفحه اصلي ريمان قرار دارند را ريشهريشه. اصلي ريمان قرار خواهند داشت

  . نامندمي 30هاي وابستهيا ريشه

=∋+در تابع :  1-5مثال 
+

= Rb
bs

sf ,1,1)(
π

αα مشخص مي) 6-5(هاي مخرج، با رابطه يشهر 

   .[18]ودش

)5-6(                                                         ,...2,1,0),2()( ±±=+∠=−= llbbs ll πππππ  

)π<)argهاي اين معادله در صفحه اصلي ريمان قرار گيرند بايد شرطبراي آن كه ريشه ls  را برآورده

   .كنند

)5-7                                                     (1)21()2()arg( <+→<+→< llsl ππππππ                      

                                                 
٢٩ -Structural Roots 
٣٠-Relevant Roots  
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راين اين معادله، بناب. براي رسيدن به اين شرط وجود ندارد lشود، هيچ مقدار همان طور كه مشاهده مي

در . مشاهده كرد b=1براي ) 3-5(توان درشكل اين مسأله را مي. هاي ساختاردار نخواهد بوددراي ريشه

ssتوان ديد كه به طور تحليلي براي هراين شكل مي ,)arg( π< تابع داراي يك  مي باشد، بنابراين

jsماكزيمم در 00   .است 31يك قطب نيست اما يك شاخه αs=−1اين تابع نقطه  در ،باشديم =+

 
παو  b=1براي  sf)(مقدار تابع   3-5 شكل 1= [18] 

  

، براي حالت  1-5حال تابع مثال 
π

α 4
هاي اين تابع شرطي كه ريشه.  دهيم مطالعه قرار مي موردرا  =

  [18]. بيان شده است )8-5( بايد برآورده سازند تا بر روي صفحه اصلي ريمان باشند در رابطه

)5-8                                                                             (1,01
4

)2(
−==→<

+
ll

lππ  

كه در اين نقاط 
4

2

0
π

=∠s  و
4

2

1
π

−=∠ −s مي توان مشاهده كرد كه تابع دو )  4-5(در شكل . باشدمي

  . دارد  s−1و 0sقطب در 
                                                 
٣١ -Branch 



 ٤٩

 
παو  b=1براي  sf)(مقدار تابع  4-5 شكل 4= [18]   

توان هاي مرتبه كسري خطي نامتغير با زمان را ميبا توجه به مطالب گفته شده، شرايط پايداري سيستم

  .تبيين كرد به صورت زير 

  پايداري شرايط

توان گفت يك سيستم مرتبه كسري خطي نامتغير با زمان، با تابع انتقال غيرگوياي در حالت كلي مي 

)(
)()(

sQ
spsG ) 9- 5(اگر و فقط اگر شرط رابطه ) BIBOپايداري (هاي محدود پايدار است براي ورودي =

   .[20]برقرار باشد

)59-(                                                                          MsGsMs ≤→≥∃∀ )(0)Re(;,  

 هاي در صفحه اصلي ريمان بوده و ريشه sQ)(هاي شرط فوق در صورتي برقرار خواهد بود كه تمام ريشه

)(sP قسمت حقيقي منفي نداشته باشند .  
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αλاي  با  متغير مختلط ها يك چند جملههاي از مرتبه مضروب كه مخرج آنبراي سيستم s=                 

    [18].بيان كرد) 10- 5(ن به صورت رابطه توااست، شرط پايداري را مي

)5-10                                                                                                 (
2

)arg( παλ >i  

iλاي مخرج هاي چندجملهريشه)(sG 1اص و براي درحالت خ. باشندمي=a  اين شرط تبديل به همان

  . شود هاي خطي مرتبه صحيح ميشرط پايداري براي سيستم

)5-11                                                                            (
2

)arg(0)(, πλλλ >→=∀ ii Q  

  طي و سيستمهاي مرتبه كسري خطيتفاوت بررسي پايداري سيستم هاي مرتبه صحيح خ

  :كه گرفت نتيجه چنين توان مي شده گفته مطالب به توجه با

چنانچه ضرايب معادله مشخصه سيستم، همگي هم علامت باشند، شرط لازم و كافي براي  •

  . كنندتضمين پايداري ايجاد نمي

هاي تگي به تواناي، كه در صفحه اصلي سطح ريمان واقع هستند، بسهاي چند جملهتعدد ريشه •

هاي خطي مرتبه صحيح، توان بالا در سيستم(اي ندارد بالاتر متغير مختلط در معادله چند جمله

  ). دهدها را نشان ميتعداد ريشه

هاي خطي هاي راث و جوري كه در سيستمهاي كسري، تكنيكي مانند تكنيكدر حال حاضر براي سيستم

ها را به راحتي تحليل كند تنها روش بتواند پايداري اين سيستم شود، وجود ندارد كهبه كار گرفته مي

، تحليل هندسي مختلط، )هاي خطي مرتبه گوياسيستم(ها موجود براي حالت خاصي از اين سيستم
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اين تكنيك اطلاعاتي راجع به تعداد نقاط تكين تابع با مشاهده و ارزيابي . باشدبراساس اصل آرگومان مي

  .دهداختيار تحليلگر قرار ميآرگومان تابع در 

 .شوداي مانند مسير نايكوئيست اعمال ميهاي شناخته شدهدر اين روش، اصل آرگومان، بر منحني

تعيين كرد براي تعيين  أتوان با تعيين تعداد چرخش منحني منتج شده، حول مبدپايداري سيستم را مي

)0,1(نقطه يكوئيست ناپايداري حلقه بسته كافيست بررسي شود كه آيا منحني  j−خير ازند يدور مي ار.   

  هاي مرتبه گويا كاربرد اصل آرگومان براي مطالعه پايداري سيستم 3-1-1- 5

- 5(به شكل رابطه  sG)(سيستم مورد مطالعه، سيستم حلقه بسته با فيدبك واحد و با تابع تبديل حلقه 

  .[18]است) 12

)5-12             (                          +
−

−

∈=
++++

= Rnq
qasasasa

sG n
n

n
n

,1,
...

1)(
011

αααα  

αλبا در نظر گرفتن  s= توانمي)(λG را ايجاد كرد و شرايط )روي آن آزمايش نمود از  ررا ب )11-5

تعريف λكه در صفحه  Γبر روي مسير λG)(با ارزيابي تابع را مي توان طرف ديگر، پايداري اين سيستم 

  )  5- 5شكل ( كردشود بررسي  مي

)5-12        (                                                           
[ )

)0,(,
2

)arg(:

)
2

,
2

(,.lim:

,0,
2

)arg(:

3

2

1

321

∞∈=Γ

−∈Φ=Γ

∞∈−=Γ

Γ∪Γ∪Γ=Γ

Φ

∞→

λπαλ

παπαλ

λπαλ

j

R
eR

       



 ٥٢

 
   [18]مسيرنايكوئيست  5-5 شكل

  

  . باشد )13- 5( ابع تبديل به شكل رابطهاگر ت

)5-13    (        
1

1

1

1
11

011

...,,,
...

1)(
1

1

1

1 q
p

q
p

q
pZqp

asasasa
sH

n

n

n

n

q
p

q
p

n
q
p

n
n

n

n

n
>>>∈

++++

=
−

−+

−
−

−
  

شود كهحاصل ميλH)(در اين حالت، تابع تبديلي به صورت . ل كرداتوان اعمروال مشابهي را مي
q
1

=λ 

..),,...,(و 11 qqqmcmq nn در ادامه، براي روشن شدن  .است )هاiqن ترين مضرب مشترك بيكوچك( =−

  . شود هايي بيان ميچگونگي استفاده از اين روش مثال

سيستم حلقه بسته با فيدبك واحد و تابع تبديل حلقه :  2- 5مثال 
2/1

1)( 2132 −−
=

ss
sG  در

   .[18]حاصل خواهد شد  )13-5( ، به صورت رابطهλG)(، تابع 6/1s=λبا جايگذاري. ودگرفته شنظر

)5-14             (                                                             
2/1

1)( 34
6
1

−−
=→=

λλ
λλ Gs   

  خواهد بود  )15- 5( ط، به صورت روبλ، در صفحه مختلط Γمسير نايكوئيست 



 ٥٣

)5-15                                                     (                                          321 Γ∪Γ∪Γ=Γ   

                                                                                       [ )∞∈−=Γ ,0,
12

)arg(:1 λπλ  

                                                                                   )
12

,
12

(,.lim:2
ππφλ φ −∈=Γ

∞→

j

R
eR  

                                                                                         )0,(,
12

)arg(:3 ∞∈=Γ λπλ  

-5(عريف شده در صفحه اصلي ريمان، منحني نايكوئيست شكلبا سنجش تابع بر روي مسير ناكوئيست ت

  .حاصل خواهد شد) 6

 
 [18]منحني نايكوئيست  6-5 شكل

)0,1(توان مشاهده كرد كه منحني به دست آمده، نقطه در اين شكل مي  j−كند، بنابراين را محصور نمي

k<0سيستم حلقه بسته پايدار است و هيچ مقدار  با ارزيابي تابع نيز . ناپايداري سيستم وجود ندارد يبرا 

    :نتايج مشابهي حاصل خواهد شد
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  معادله مشخصه تابع تبديل، هايريشه

 5662.02905.16923.00891.12,1 ±∠=±= jλ 2404.29491.07441.05891.04,3و ±∠=±−= jλ  

  : د، بنابراين نباشمي

)5-16                (                                 
πλ

πλ

>±∠==

>±∠==

)arg(,4423.137308.0)(

)arg(,3975.36188.4)(

4,3
6

4,34,3

2,1
6

2,12,1

ss

ss
  

هاي چرا كه ريشه(شود، هيچ ريشه ساختارداري در معادله مشخصه وجود ندارد همان طور كه مشاهده مي

اين  و) وجود داشته باشند π<)arg(sهايي است كه در صفحه اصلي ريمان با شرط ساختاردار، ريشه

  . بسته سيستم مورد مطالعه استدهنده پايداري سيستم حلقه موضوع نشان

در اين مثال به بررسي پايداري سيستم حلقه بسته با فيدبك واحد با تابع تبديل حلقه :  3-5مثال 

25.1
1)( 21 +−

=
ss

sG [18] :با توجه به آن چه گفته شد. شودپرداخته مي 

)5-17                    (                                                     
25.12

1)( 2
2
1

+−
=→=

λλ
λλ Gs  

  : يابدپايداري ادامه ميتحليل ، 18-5با تعريف مسير نايكوئيست به صورت 

)5-18 (                                                                                          321 Γ∪Γ∪Γ=Γ  

                                                   [ )∞∈−=Γ ,0,
4

)arg(:1 λπλ  

                                               )
4

,
4

(,.lim:2
ππφλ φ −∈=Γ

∞→

j

R
eR  
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                                                     )0,(,
4

)arg(:3 ∞∈=Γ λπλ  

k<75.0حاصل به ازاء شود منحني مشاهده مي )7- 5( همان طور كه در شكل )0,1(دو بار نقطه    j−  را

j5.012,1دو قطب ناپايدار دارد،  λG)(در جهت منفي دور زده است؛ بنابراين  ±=λ  و
4

)arg( πλ < .

 k>75.0پايدار بوده و براي  k<75.0راي توان چنين استدلال كرد كه اين سيستم ببنابراين مي

د نسيستم حلقه بسته ناپايدار است، چرا كه دو ريشه ساختاردار آن در سمت راست صفحه مختلط قرار دار

kQاي هاي چند جملهبه بيان ديگر، ريشه ++−= 25.12)( 2 λλλ  1,118.112,1براي =±= kjλ 

  : رتند از اعب sG)(هاي ساختاردار شد و قطببامي

)5-18                                                   (                         
2

)arg(

9273.025.2)( 2
2,12,1

π
λ

<

±∠==

s

s
  

 
   منحني نايكوئيست 7-5 شكل
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  [22]پايداري سيستمهاي كسري LMIمشخصه  5-3-2

21براي سيستمهاي كسري كه درآن ها  LMIدر اين بخش شرايط پايداري  << α   10و << α  است

 . بررسي مي شود

  :در فرم فضاي حالت به صورت زير مي تواند توصيف شود با مرتبه گويا خطي نامتغير با زمان سيستم 

)5-19        (                                                                      
⎩
⎨
⎧

=
+=

)()(
)()()(

tCxty
tButAxtxDα

     

MMRAكه  ×∈  ،1×∈ MRB وMRC ×∈ با  32متيگننتوسط  ) 19- 5(آناليز پايداري سيستم . مي باشد 1

  .مي شود بيانقضيه زير 

  سيستم مستقل از زمان  [23] : 1-5قضيه 

)5 -20(                                                                10,)(,)()( 00 <<== αα xtxtAxtxD  

پايدار مجانبي است اگر و فقط اگر   
2

))((arg πα>Aspec كه ،)(Aspec  مجموعه مقادير ويژهA        

  :به سمت صفر ميل مي كند و شرط tx)(همچنين بردار حالت  .باشد مي

)5-21                                                                               ( 0,0,)( >>< − αα tNttx   

  .را برآورده مي كند 

يك تعريف جديد به . م هاي كسري نمي تواند استفاده شودپايداري نمايي براي بررسي پايداري سيست 

  .صورت زير معرفي مي شود

   γ−t پايداري:  1-5تعريف

)(0مسير  =tx  از سيستم))(,()( txtf
dt

txd
=α

α

مي باشد اگر شرط پايداري مجانبي  γ−tپايدار مجانبي  

  :برآورده شود و اگر يك مقدار مثبت حقيقي وجود داشته باشد بطوريكه  يكنواخت

                                                 
٣٢ -Matignon 
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)5-22                                                    (γ−≤≥∀⇒∃≤∀ QttxtttxQctx )(,))((,)( 000  

از آنجا كه اجزاء . براي بررسي  پايداري مجانبي سيستم هاي كسري استفاده مي شود  γ−tپايداري 

به آهستگي به سمت صفر ميل مي كنند، سيستمهاي مرتبه كسري به سيستم هاي  tx)(شكيل دهنده ت

21براي  1- 5بسط قضيه . با حافظه طولاني معروف هستند <<α  8)-5(شكل. داده شده است [ 24]در 

)arg)((و مقدار  α مرتبهبه كسري وابسته به مرتيك سيستم  SD محدوده پايداري Aspec  را نشان مي

  .دهد

 

)arg)((و مقدار  αوابسته به مرتبه  sDمحدوه پايداري .   8-5 شكل Aspec [22] 
 

   LMIطرح هاي توصيفي  :پايداري سيستمهاي كسري  1- 2- 5-3

   .[25]شكل زير مي باشدبه  LMIيك 

)5-23                                                                                      (0)(
1

0 >+= ∑
=

i

m

i
i FxFxF  

mRxكه  miRFFو ماتريس  است  ∋ nnT
ii ,...,0, =∈= نقش مهمي در  LMI. متقارن مي باشد  ×

  .به خاطر شكل خاصش بازي مي كند 1960تئوري كنترل از دهه 
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بطور خلاصه يك . مي شود محدب بودن مجموعه بهينه سازي شده است LMIاصلي  كه منجر به  دليل  

هر دو نقطه متعلق به مجموعه، خط متصل شده بين آنها نيز در مجموعه مجموعه محدب است اگر براي 

  . را نشان مي دهد αمحدوده پايداري سيستم كسري براي دو مقدار مختلف   )9- 5(شكل [26] .باشد

 
10 )الف  محدوده پايداري براي.  9-5  شكل <<α 21) ب << α [22]  

  

21سيستم مرتبه كسري با مرتبه چون محدوده پايداري  <≤α  يك مجموعه محدب است، روشهاي

LMI مقادير ويژه  ماتريس در  وجود. مختلفي براي پيدا كردن چنين ناحيه اي قبلاً بسط داده شده است

براساس  زير بنابراين قضيه. شود بررسيلازم است كه واقعاً  قطاع زاويه اي از نيم صفحه مختلط سمت چپ

LMI  21براي پايداري يك سيستم مرتبه كسري با مرتبه <≤ α  شودمي بيان:  

21رتبه و م 19- 5 سيستم كسري توصيف شده با معادله:  2- 5 قضيه <≤ α  اگر و پايدار مجانبي است

MMRPفقط اگر يك ماتريس    :، بطوريكه وجود داشته باشد ∋×

)5-24                                                (0
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  .بدست آمده است [25]شده در  براساس روش هاي بياناين نتيجه  مستقيماً      
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10هنگامي كه  << α لذا . دهد كه محدوده پايداري محدب نيستنشان مي  )الف(10-5شكل  باشد

بخش هاي زير سه روش براي بدست . نمي تواند مستقيماً بدست آيد LMIاش با استفاده از مشخصه

  .را معرفي مي كنند LMIآوردن چنين 

  سيستم از  تبديل جبري يك   قضيه پايداري كسري بر اساس) الف 

  پايداري لياپانف 

ها در تئوري كنترل اساساً از كارايي و شكل منحصر به فرد روش دوم لياپانف، كه به  LMIموفقيت 

  .صورت زير خلاصه شده است، ناشي مي شود

   سيستم مستقل از زمان

)5-25                                        (                                           ,)(),()( 00 xtxtAxtx ==&  

))((0پايدار مجانبي است اگر يك تابع  >txV  رابطه زير برقرار باشد وجود داشته باشد بطوريكه  

0,0)( tttV
dt
d

≥∀<  

MMTاگر تابع  RPPtPxtxtV ×∈>=   .دقضيه زير مي تواند بيان شوباشد   )()()(,0,

وجود  ∋SPپايدار نمايي است اگر ماتريس مثبت معين   )25-5(سيستم مرتبه صحيح :  3- 5 قضيه

+>0يك ماتريس متقارن است، به طوري كه  Sداشته باشد،  PAPAT .  

  .در نيمه چپ صفحه مختلط قرار گيرند Aمي شود اگر و فقط اگر مقادير ويژه  ارضاء 3-5 قضيه

  سيستم مرتبه صحيح معادل

10به منظور استفاده از روش لياپانف براي سيستمهاي مرتبه كسري و همچنين بسط آن به  << α يك ،

  .بدست مي آيد )20-  5(سيستم مستقل از زمان توصيف شده با  باسيستم مرتبه صحيح معادل 

  :داريم )20-  5(با تبديل لاپلاس گيري از 

)5-26                                                                              (0
1)()( xIsAXsXs αα −+=  
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,),(2فرض كنيد كه  Nqm
q
m

∈=α  بديهي است) 27-5(رابطه . باشد.  

)5-27                                  (                                                     ),()( sXsssXs mm αα−=  

  داريم  را  )28- 5( رابطه و خواص تبديل لاپلاس كسري) 26-5(در sXsα)(با جايگذاري 

)5-28                                                     (αα im
q

i

iqm sxIAsXAsXs −−

=

−∑+= 0
1

1

1)()(  

  .بدست مي آيد) 29-5(رابطه  ،)28-5(با معكوس لاپلاس گيري از طرفين معادله 

)5-29                                                               (αα δ im
q
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xIAtxAtx
dt
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⎛
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  .به صورت زير مي باشد) 29-5(معادله توصيف فضاي حالت  كه 
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f xItC    

جهت تعيين پايداري سيستم مرتبه )  30- 5( راي سيستم مرتبه صحيحاكنون روش پايداري لياپانف ب

به  fAماتريس براي  4-5قضيه  ، جهت استفاده از 5- 5قضيه . استفاده شود مي تواند) 20- 5( كسري

0اگر و فقط اگر  fA>0كه  شودتوجه (  صورت زير بيان مي شود
1

<αA(.  
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MMRPPاست اگر ماتريس  γ−tپايدار  )20-5(سيستم مرتبه كسري ): شرط كافي(  5-5قضيه ×∈> ,0 

0وجود داشته باشد بطوريكه 
11

<⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
αα APPA

T

  .باشد 

  اعتبار شرط پايداري

بر را    5- 5مرتبه كسري توصيف شده با استفاده از قضيه يك سيستم ′SDمحدوده پايداري ) 10- 5(شكل 

)arg)((و  αاساس  Aspec كه  دهدمي  نشان )10-5(و شكل )  8-5( مقايسه بين شكل. بيان مي كند

لازم يك شرط كافي است و  5- 5قضيه بنابراين  .قضيه شناسايي نمي شوداين  تمام محدوده پايداري با 

  .نيست

  

 

)arg)((و   αبر اساس مرتبه كسري ′SDمحدوده پايداري. 10-5شكل Aspec [22]  

  

همچنين، تبديلات داده شده با استفاده از . رفتاري كاملاً مشابه دارند ) 30-5( و سيستم  )20- 5( سيستم

توليد مي كند كه مقادير ويژه اش خارج نيم صفحه سمت  fAك ماتريس ي )29-5(تا ) 27-5(روابط 

tBf)(بوسيله صفرهاي توليد شده با ماتريس  شدهمدهاي ناپايدار توليد. چپ مختلط  مي باشند حذف   ∆

ه خاطر چنين وضعيتي، روش ب. به پاسخ پايدار با شرايط اوليه غير صفر منجر مي شودمي شوند كه اين 

  .مي تواند فقط شرايط پايداري را توليد كند fAمقادير ويژه ماتريس  منطبق بر  آناليز
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αآرگومان يك مقدار ويژه ماتريس  fθبه منظور آناليز چنين محافظه كاري، فرض كنيد 
1

A  وθ  

را  θرا نشان مي دهد كه  αFتابع )  11- 5(در شكل  D)(خط . باشد Aآرگومان  مقدار ويژه سيستم  

  .كندمتصل مي  α بر اساس fθبه 

)5-32                                                                                               (
xxF

α

ππ

α
1:

]2,0[],0[

→

→
    

 

    [22]محدوده پايداري نتيجه شده و  fθو  θتابعي از  αF   11-5 شكل
  
  

  قضيه پايداري بر اساس آناليز هندسي محدوده پايداري) ب 

  مشخصات كل محدوده پايداري

كه متعلق به (  ′λبه را  sD∈λكه هر  ، لازم است تابعيsDبه منظور توصيف تمام محدوده پايداري 

اين ناحيه محدب  ممكن است نيم . متصل مي كند تعريف كنيم) ختلط مي باشدناحيه محدبي از صفحه م

اين  .بدست آمد 4- 5در قضيه  LMIمختلط باشد كه مشخصه اش از طريق صفحه صفحه سمت چپ 

  :تابع به صورت زير مي تواند تعريف شود



 ٦٣

)5-33                                                (                              
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ππ
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xxF
  

  .نشان داده مي شود )12-5(در شكل  D)'(كه با استفاده از خط 

 

′ 12-5 شكل
αF  تابعي ازθ  وfθ   [22] محدوده پايداري نتيجه شدهو     

  

  سيستم مرتبه صحيح معادل 

αFبا استفاده از  ، تشخيص پايداري سيستم مرتبه كسري از طريق آناليز پايداري )33-5( تعريف شده در ′

  .سيستم مرتبه صحيح معادل امكان پذير است

βjeaفرض كنيد  ]0,[ متغير مختلط وj، كه  = πβ مي است  ln(aj−=β(از آنجا كه . مي باشند ∋

  .توان رابطه زير را نتيجه گرفت

  اگر                                                       

α−−−= 2
1

)( ab  

  آنگاه   

)5-34(                                                                                          ))(arg()arg( aFb α′=           
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⎦⎥بنابراين . خواهد شد
⎤

⎥⎦
⎤∈ ππα ,

2
)arg(a  اگر  است⎥⎦

⎤
⎥⎦
⎤∈⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−− − ππα ;

2
)(arg 2

1

a بنابراين پايداري . باشد

−−−αجهت سيستم مرتبه صحيح با ماتريس انتقال حالت  4- 5با استفاده از قضيه ) 20-5(سيستم  2
1

)( A 

  .قابل بررسي است

است اگر و فقط اگر يك ماتريس معين مثبت   α−tپايدار   )20- 5(سيستم مرتبه كسري :  6-5 قضيه

SP   .برقرار باشد) 35- 5(نامساوي  وجود داشته باشد بطوريكه  ∋

 )5-35                                (                     0)()( 2
1

2
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−−−αنجا كه آاز  2
1

)( A ،حل از  استفادههنگام   6-5 قضيهلازم است كه   يك ماتريس مختلط مي باشد

  :خواهد بود) 36- 5(بصورت  LMIبنابراين  .شود تغير داده  كمي   LMIكننده 
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  اعتبار روش

″محدوده پايداري ) 13-5(شكل
sD بر اساس مقادير6-5 را با استفاده از قضيه ،α  وθ نشان مي دهد .  
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SDپايداري همحدود . 13-5 شكل θو   αيين شده با قضيه بر اساس مرتبه كسريتع ′′ [22] 

  

ssاست كه  ، مشخص)8- 5( شكلبا ) 13-5(شكل  هنگام مقايسه  DD اين معيار تنها  لذا . خواهد بود ″=

   .سري  نيز مي باشدشرط كافي نيست بلكه شرط لازم براي تشخيص پايداري سيستم مرتبه ك

  معيار پايداري بر اساس مشخصه محدوده ناپايداري ) ج 

  تعر يف مسأله 

اين مسئله بر اين حقيقت بديهي استوار است كه يك سيستم كسري پايدار است اگر و فقط اگر ناپايدار 

ه پايداري قرار مي گيرند اگر و در محدود Aكه مقادير ويژه  مشخص است  )19- 5( براي سيستم. نباشد

  .فقط اگر آنها در محدوده ناپايداري محدب واقع نشوند

  مشخصه كل محدوده ناپايداري 

است اگر و  uDمتعلق به  c∈λواضح است كه . محدوده ناپايداري شكل  را نشان دهد uDفرض كنيد 

  .باشد به صورت زيرتعريف شده  2uDو  1uD متعلق به هر دو  ناحيهط اگر آن فق
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  و
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  .برقرار باشد)  39-5(نامساوي  اگر و فقط اگر  قرار دارد uDدر  λبنابراين 
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  .رابطه زير برقرار باشد يا اگر و فقط اگر
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  :كه مي تواند همانند زير نوشته شود
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sin παπα jr بنابراين سيستم كسري پايدار  .مي باشدγ−t  است  اگر و فقط اگر  

)5-42 (                                                              0,0)(:, ≠=−∈∈∃ qqAICqD n
u λλ  

  يا اگر و فقط اگر 
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نسبت به  2uDو 1uDو چون كه  Aspec∈∗λ)(،Aspec∈λ)(از آنجا كه براي  بعضي مقادير . باشد

  :مي شود  به صورت زير  )43-5(شرط  صفحه مختلط قرينه مي باشند، قسمت حقيقي

)5-44                                               (222111 ),(),( uu DAspecDAspec ∈∈∃⇔∈∈∃ λλλλ       
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  .رابطه زير برقرار باشد است اگر و فقط اگر γ−tسيستم كسري  پايدار  و

)5-45                                               (0,0)(:0,, ≠=−≥+∈∈∃ ∗∗ qqAIrrCqC n λλλλ  

  :اكنون مي توان از لم داده شده در زير استفاده كرد

=≠0يك بردار  :1-5لم  qp λ   0براي مقاديري كه≥+ ∗λλ  وجود دارد اگر و فقط اگراست 

0≥+ ∗∗ qppq باشد.  

  است اگر و فقط اگر  γ−t ، سيستم كسري  پايدار)43- 5(با بكاربردن رابطه 

)5-46                                  (,0,0)(:0,,0 ≠=−≥+∈≠=∃ ∗∗ qqAIqppqCqrqp n λλ   

  يا اگر و فقط اگر 

)5-47                                           (.0)(:0,,0 =−≥+∈≠∃ ∗∗∗∗ qAIrqqrpqCqq n λλλ  

Aqqچون . باشد =λ ار پايد  ، سيستم كسري استγ−t    است اگر و فقط اگر   

)5-48                                                                (.0,,0 ≥+∈≠∃ ∗∗∗ rAqqrAqqCqq Tn  

است اگر و فقط اگر وجود نداشته باشد هيچ ماتريس مرتبه غير منفي  γ−tسيستم  پايدار : 7-5قضيه 
nnCQ   رابطه  بطوريكه  ∋×
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  مقدمه  6-1

همانند سيستم هاي مرتبه صحيح، در سيستمها ي مرتبه كسري نيز، تحليل مدل هاي خطي سيستم ها، 

بنابراين معمولاً در بررسي سيستمهاي . به مراتب ساده تر و دقيق تر از مدل هاي غيرخطي خواهد بود

شود با خطي كردن سيستم، حول نقطه  غيرخطي مرتبه كسري نيز، چنانچه امكان پذير باشد، سعي مي

اين شيوه تحليل، از مرسوم ترين و مفيدترين شيوه  .كار نامي، به تحليل مدل خطي حاصل پرداخته شود

هيچ پرسشي، اين كار انجام  هاي تحليل مهندسي است و هرگاه چنين امكاني وجود داشته باشد، بدون

اسخگوي نياز مهندسين باشد زيرا دو  محدوديت اصلي ليكن خطي سازي، به تنهايي نمي تواند پ. دمي شو

نخست آن كه به دليل تقريبي بودن خطي سازي، در مجاورت نقطه كار، فقط مي . در اين روش وجود دارد

توان رفتار محلي سيستم را در مجاورت نقطه كار پيش بيني كرد و نمي توان رفتار غيرمحلي سيستم را 

   [27]. پيش بيني نمودا رفتار جامع سيستم را در تمام فضاي حالت در نقاط دور از نقطه كار، و ي

نكته ديگر آن كه ديناميك سيستم غير خطي، به مراتب غني تر از ديناميك سيستم خطي است، زيرا 

وجود دارند كه فقط در حضور غيرخطي گري ... پديده هاي اساساً غيرخطي مانند نقاط تعادل چندگانه و 

   .پيش بيني نيستندند و از  اين رو با مدل هاي خطي، قابل توصيف و يا حتي قابل امكان حضور مي ياب

در اين فصل از رساله، تلاش  شده است تا روش غير مستقيم و مستقيم لياپانف و پايداري ميتاگ لفلر، 

  .  براي تحليل سيستمهاي غيرخطي مرتبه غير صحيح  تعميم داده شود

  )لياپانف غيرمستقيم ( يرخطي كسري به روش خطي سازي حليل پايداري سيستمهاي غت 6-2

  .را در نظر بگيريد )1- 6(سيستم  مرتبه كسري غيرخطي :  1-6 قضيه
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پايدار مجانبي است هرگاه  eqX، آنگاه نقطه تعادل است eqXنقطه تعادل 
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|>))((| παmAeigarg شد با

=),(=,...,1,2.كه  nimax im αα مي باشد.   

  :اثبات 

  .براي ارزيابي پايداري مجانبي سيستم مورد مطالعه، يك همسايگي از نقطه تعادل در نظر گرفته مي شود 

)6-2                                                                              (nitxtx i
eq
ii 1,2,...,=),(=)( ε+    
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mt، مشابه 1-5با بكاربردن  قضيه . مي باشند α−، )(tε  كاهشي است اگر
2

|>))((| παmAeigarg  ،باشد

  .مي كندرا برآورده  )1-6(سيستم كسري غيرخطي  eqXكه اين پايداري مجانبي نقطه تعادل 

براي آشنايي بيشتر با روش معرفي شده، در اين قسمت آناليز ديناميكي سيستم كسري : 1-6مثال 

  .را بررسي مي كنيم Chenغيرخطي  

 .[28]مي باشد ) 5-6( به صورت معادله Chenسيستم مرتبه كسري 
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 abc 0>>,1=.1,2,3مقادير حقيقي هستند و  ,, iiα معادله فوق  يك جذب كننده آشوبي . مي باشد

=,35=3با پارامترهاي  ba  28و=c   0.985,0.9)(9,0.98و=α دارد  .  
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caديهي است كه  اگر ب caدارد و اگر  O(0,0,0)فقط يك نقطه تعادل در ) 5-6( باشد سيستم <2 2< 

=)2)(2,)(2,(،O=(0,0,0)سه نقطه تعادل در ) 5-6( باشد سيستم acbacbacC و  +−−−

),2)(2,)(2(= acbacbacC   .خواهد داشت −−−−−−

  .پايدار مجانبي است هرگاه رابطه زير برقرار باشد Oقطه تعادل ن) الف  2-6 قضيه
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 .برآورده شود)  7- 6(شرايط  هرگاه  پايدار مجانبي هستند C−و C+نقاط  تعادل   ) ب
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  .)اثبات الف
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 OA  ماتريس ژاكوبين سيستم  در نقطه تعادلO مي باشد و مقادير ويژه آن عبارتند از  

 )6-9                                                            (.=,
2

63)(= 3

22

1,2 bacacca
−

+−±−− λλ   

0,1,2 ≤λ 03 و ≤λ  2<0مي باشند هرگاه> ca  0و>b بنابراين . باشند

,
2

>|=))((| παπ MAspecarg  31,1 در آن  است كه)(= ≤≤≤ imax iM αα نقطه  لذا . مي باشد

  .پايدار مجانبي است  Oتعادل 

  :عبارتند از C−و  C+ژاكوبين سيستم  در نقاط   ماتريسهاي: باثبات 
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  و

)6-11                                               (
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)(==0نها به صورتمعادله مشخصه آ 23 WVUf +++ λλλλ كه  .مي باشدcbaU −+=  ،bcV = 

=22).(و  acabW   هورويتز مقادير ويژه همگي منفي هستند هرگاه  -معيار راثبا توجه به . دنمي باش −
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- 6(نتايج  عددي در شكلهاي  .را برآورده مي كند C−و  C+شرط پايداري نقاط  )12-6(كه معادله . باشد

  .مويد همين مطالب است ) 3-6(تا  )1

 

پايدار است هرگاه  oمتغيرهاي حالت سيستم، نقطه  1-6 شكل
2
ac >  
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ناپايدار است هرگاه  oمتغيرهاي حالت سيستم ، نقطه  2-6 شكل
2
ac <    

 

023,0ند  هرگاه پايدار هست C−و C+متغيرهاي حالت سيستم ، نقاط   3-6 شكل
2
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>−+>>>
c
aacbac     
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   [34] لفلر سيستمهاي ديناميكي غيرخطي كسري -پايداري ميتاگ 6-3

در سيستمهاي غير خطي، روش دوم لياپانف روشي جهت آناليز پايداري سيستمها  بدون حل معادله 

يستم پايدار است اگر ايده كلي اين روش اين است كه  نشان مي دهد  س. ديفرانسيل آنها ارائه مي دهد

روش مستقيم لياپانف يك شرط كافي براي نشان دادن . تابع لياپانف براي سيستم وجود داشته باشد

معني  است كه سيستم ممكن است هنوز پايدار باشد حتي  دانپايداري سيستمهاي غيرخطي است، اين ب

  .اگر تابع لياپانفي جهت بررسي پايداري سيستم پيدا نشود

در مراجع حاسبات كسري براي آناليز پايداري سيستمهاي غيرخطي معرفي شده است، براي مثال اخيراً، م

مرتبه كسري  روشهاي مرتبه صحيح آناليز پايداري براي سيستمهاي ديناميكي [33،32،31،30،29]

  ، آقايكسري براي بسط كاربردهاي محاسبات كسري به سيستمهاي غير خطي. شده استتوسعه داده 

لفلر و روش مستقيم لياپانف كسري را همراه با ديد  –پايداري  ميتالگ روش ) 2009(  34و چن 33يان لي

ابتدا روش مستقيم لياپانف  بخش در اين . قوي به دانش تئوري سيستم و محاسبات كسري ارائه دادند

ستمهاي سيسپس كاربرد . شودلفلر سيستمهاي وابسته به زمان را بررسي مي  –كسري و پايداري ميتاگ 

در . داده خواهد شد بسطليويل  با استفاده  از سيستمهاي مرتبه كسري كاپوتو  –مرتبه كسري ريمان 

انتها اصل مقايسه كسري و چندين نامساوي كسري ديگر  براي كاربرد در محاسبات كسري توسعه داده 

  .مي شود

  سيستم هاي وابسته به زمان كسري  1- 6-3

  :را در نظر بگيريدزير   ليويول كسري –ن اريمو يا كاپوتسيستم وابسته به زمان 

)6-13                                                                                          (),()(
0

txftxDtt =α  

                                                 
٣٣ Yan Li 
٣٤ Chen 
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)(كه شرايط اوليه  0tx  ،مي باشدD .  ليويل كسري را نشان مي دهد –ن اتو و ريمعملگر كاپوهردو   

)1,0(∈α  وnRtf →Ω×∞],[:   .مي باشد  xو ليپشيتز محلي در  tتابعي قطعه پيوسته در  0

  :به صورت زير تعريف مي شود )13-6(نقطه تعادل 

است اگر و فقط اگر  )13- 6( نقطه تعادل سيستم ديناميكي كسري 0xثابت : 1-6 تعريف

00 0
),( xDxtf tt

α=باشد.  

  . نقطه تعادل باشد x=0بدون از دست دادن كليت موضوع، فرض كنيد كه نقطه 

  شرط ليپ شيتز و سيستم هاي وابسته به زمان كسري كاپوتو 3-1-1- 6

),(قت كه اين حقي txf  محدود  محلي و ليپشيتز محلي درx  است  وجود و يكتايي جواب سيستم

در قسمت بعد رابطه بين شرط ليپ شيتز و سيستم مرتبه . ا تضمين مي كندر) 13-6( مرتبه كسري

  .كسري وابسته به زمان را مطالعه مي كنيم

),(تابعبراي :   1-6لم  xtf برقرار است) 14-6(رابطه  ،)13-6( پيوسته حقيقي  در  
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αα −− ≤    

  . علامت نرم مي باشد .و  α≤0كه 

  .بدست مي آيد) 15-6(رابطه و خواص نرم عريف انتگرال كسري تاز : اثبات 
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 (يك نقطه تعادل سيستم  x=0اگر . باشد =

آنگاه جواب     مي باشد،  tو قطعه پيوسته نسبت به  lبا ثابت ليپشيتز  xليپشيتز بر  fباشد، ) 13- 6

  .را تضمين مي كندرابطه زير ) 13-6(معادله 

)6-16 (                                                    )1,0(,))(()()( 00 ∈−≤ αα
α ttlEtxtx  
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−αانتگرال كسري  عد ازب :اثبات
tt D

0
و شرط ليپ  1-6از لم  )17-6(رابطه  ، )13-6( از دو طرف  معادله 

  .بدست مي آيدشيتز 
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  . تبديل مي شود) 18-6(به رابطه ) 17-6(نامساوي  tM)(غير منفي  با استفاده از تابع

)6-18                                                                   ()()()()(
00 tMtxDltxtx tt −=− −α  

  :داريم ) 18- 6( رابطه  با تبديل لاپلاس گيري از طرفين
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  .شودنتيجه مي  رابطه زير) 19-6( گيري ازلاپلاس با معكوس  

)6-20                                       ()])(([*)())(()()( 00,
1

00
α

α
α

α ttlEttMttlEtxtx −−−= −  

))(())((0 عملگر كانولوشن و* كه  0
00,

1 ≥
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dt
ttldEttlEt αα

αرا ) 21- 6(رابطه نتيجه در . مي باشند

   .خواهيم داشت

)6-20                                                                           ())(()()( 00
α

α ttlEtxtx −≤  

  لفلر -پايداري ميتاگ 6-3-2

ابتدا روش مستقيم . ي لياپانف ابزار مهمي براي بررسي پايداري سيستمهاي غيرخطي ارائه مي دهدپايدار

اگر . شود، كه شامل پيدا كردن تابع لياپانف براي سيستم غيرخطي داده شده است مطرح ميلياپانف 

كافي لياپانف شرط  توجه شود كه روش مستقيم. چنين تابعي وجود داشته باشد، سيستم پايدار است

معني است كه اگر نتوان تابع لياپانفي  براي نتيجه گيري در مورد پايداري سيستم پيدا  است، كه اين بدان

در اين قسمت  . كه سيستم ناپايدار است رد، سيستم ممكن است هنوز پايدار باشد و نمي توان ادعا كردك

به . رتبه كسري توسعه مي دهيمروش مستقيم لياپانف را بوسيله در نظر گرفتن يكي نشدن عملگرهاي م
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اين معني، كه سيستم هاي  غيرخطي خودشان مي توانند مرتبه كسري داشته باشند و تابع لياپانف مي 

  .لفلر را تعريف كنيم –اجازه دهيد كه ابتدا پايداري در حالت ميتاگ . تواند تابع كسري زماني باشد

) 21-6(ست اگر رابطه پايدار ميتاگ لفلر ا )13- 6(جواب ) . لفلر  - تعريف پايداري ميتاگ(  2-6 تعريف

  .برقرار باشد

)6-21                                                                    ({ bttEtxmtx )})(()]([)( 00
α

α λ −−≤  

)0(α ،0>λ ،0>b ،0∋)1,0(زمان اوليه ،  0tكه  =m،0)( ≥xm  و)(xm ليپ شيتيز بر
nRBx   .مي باشند 0mبا ثابت ليپ شيتز  ∋∋

  روش مستقيم لياپانف توسعه يافته مرتبه كسري 3- 6-3

  .لفلر مي شود ارائه خواهد شد –كه منجر به پايداري ميتاگ در اين قسمت روش مستقيم لياپانف 

nRDباشد و ) 13-6( يك نقطه تعادل سيستم x=0فرض كنيد  .4-6قضيه  محدوده شامل نقطه  ⊃

] فرض كنيد. تعادل باشد ) RDtxtV لي يك تابع مشتق پذير پيوسته و ليپ شيتز مح ),)((:0,∞×→

  .روابط زير برقرار باشدباشد بطوريكه  xنسبت به 

)6-22                                                                              (aba xtxtVx 21 ))(,( αα ≤≤  

)6-23                                                                       (           ab
t

C xtxtVD 30 ))(,( αβ −≤  

0,,)1,0(كه  ∈∈≥ βDxt 321و ,, ααα  وba, ،0آنگاه  ثابتهاي مثبت اختياري مي باشند=x  پايدار  

  .لفلر كلي است- پايدار ميتاگ x=0باشد، آنگاه  nR كل اگر فرض  بر. لفلر مي باشد –ميتاگ 

  )24- 6( رابطه) 23- 6(و  )22-6( از معادله. اثبات

)6-24                                                                          ())(,())(,(
2

3
0 txtVtxtVDt
C

α
αβ −≤  

  .دتبديل مي شو) 25- 6(به رابطه ) 24-6(نامساوي  tM)(تابع غيرمنفي با استفاده از . بدست مي آيد

)6-25                                                            ())(,()())(,( 1
230 txtVtMtxtVDt

C −−=+ ααβ  
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  .را خواهيم داشت) 26-6(معادله ) 25- 6(با تبديل لاپلاس گيري از طرفين معادله 

)6-26                                 (                          )()()0()( 1
23

1 sVsMsVsVs −− −=+− ααββ  

)0()0,)0((كه  xVV }{و  = )(,()( txtVLsV   :رابطه زير نتيجه مي شود )26- 6(از .مي باشند =

)6-27                                                                                 (
2

3

1 )()0()(

α
αβ

β

+

−
=

−

s

sMsVsV  

)0(0اگر  =x،  0(0براي مثال( =V13-6( ، از حل ( 0=x 0اگر . مي شود)0( ≠x 0(0، باشد( >V 

),)((چون  .مي شود txtV  ليپ شيتز محلي نسبت بهx  شد، از قضيه وجود و يكتايي مرتبه كسري بامي

  : )25-6(معادلهجواب و معكوس لاپلاس 

)6-26                                            ()]([*)()()0()(
2

3
,

1

2

3 β
ββ

ββ
β α

α
α
α tEttMtEVtV −−−= −  

)(و   βt−1چون . مي شود
2

3
,

β
ββ α

α tE   هر دو توابع غير منفي مي باشند لذا  −

)6-27      (                                                                          )()0()( 1
23

β
β αα tEVtV −−≤ 

    معادله ) 22-6(با جايگذاري اين معادله در. خواهد بود

)6-28                                                                            (a
tEVtx

1

2

3

1

)()0()( ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−≤ β

β α
α

α
   

)0(0بدست مي آيد، كه 

1

>
α

V  0(0براي( ≠x فرض كنيد  .مي باشد  

)6-29                                                                               (0))0(,0()0(
11

≥==
αα
xVVm  

  لذا باشد، 

)6-30                                        (                                         a
tmEtx

1

2

3 )()( ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−≤ β

β α
α  
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)0(0مي شود اگر و فقط  m=0 كهمي شود،  =x چون . باشد))(,( txtV  ليپ شيتز نسبت بهx   است

)0,)0((0و  =xV 0(0گر و فقط اگر مي باشد ا( =x  ،پسباشد 
1

))0(,0(
α
xVm ليپ شيتز نسبت به   =

)0(x 0 بوده و)0( =m  خواهد بود، كه اين به معني پايداري ميتاگ لفلر سيستم  شودمي.  

)0(0و  β∋)1,0(فرض كنيد   .2-6لم  ≥M  آنگاه باشد  

)6-31                                                                                      ()()( 00 tMDtMD tt
C ββ ≤   

  . باشدليويل و  كاپوتو كسري مي  –ن ابه ترتيب عملگرهاي ريم  DCو  Dكه . مي شود

  .بدست مي آيد) 32-6(معادله  [33]با استفاده از تركيب عملگرهاي كسري. اثبات

)6-32                                               (
)1(

)0()()()( 0
1

00 β

β
βββ

−Γ
−==

−
− tMtMDtM

dt
dDtMD ttt

C  

)0(0و  β∋)1,0(چون   ≥M مي باشد لذا )()( 00 tMDtMD tt
C ββ   .خواهد شد ≥

βبجز جايگذاري  4- 6 فرض كنيد كه فرضيات قضيه 5-6قضيه 
t

CD0 با β
tD0  برآورده شود، آنگاه رابطه زير

  :را خواهيم داشت

)6-33                                                                            (a
tEVtx

1

2

3

1

)()0()( ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−≤ β

β α
α

α
  

),(0و از اينكه  2-6از لم . ات اثب ≥xtV  و))(,())(,( 00 txtVDtxtVD tt
C ββ   است، رابطه   ≥

)6-34                                                               (ab
tt

C xtxtVDtxtVD 300 ))(,())(,( αββ −≤≤  

  .نتيجه مي شود )33-6( رابطه 4- 6 مشابه اثبات قضيه. برآورده خواهد شد

ααبراي سيستم مرتبه كسري، كه   6-6 قضيه
ttt DD 00

),(است و   = xtf  شرط ليپ شيتز  با ثابت ليپ

),(را برآورده مي كند، فرض كنيد كه  تابع لياپانف  l<0شيتز  xtV شرايط زير را داشته باشد:  

)6-35                  (                                                                 xxtVx a
21 ),( αα ≤≤  

)6-36                                                                                            (xxtV 3),( α−≤&  
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,,,aكه  123 ααα د و ثابت هاي مثبت هستن
dt

xtdVxtV ),(),( رابطه زير برقرار خواهد آنگاه . مي باشد &=

  : بود

)6-37                                                                  (a
tExVtx

1

1

2

3
1

1

)()0(,0()( ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−≤ −

−
α

α α
α

α
  

  :مي توان فهميد كه 1-6و لم  3-6، قضيه  )36-6(و   )35-6(از معادله . اثبات 

)6-38         (                              
xlxtfDlxtfDl

xDxtVDxtVD

tt

ttt
C

1
30

1
30

1
3

030
1

0

),(),(

),(),(
−−−−−

−−−

−=−≤−≤

−≤=

ααα

α
αα

ααα &
  

]كه  ] 0)( 0
1

0 ==
−

tt txDα بدست آيد 4-6 مي تواند با استفاده از قضيه) 37- 5( رابطه بنابراين. است.  

  kابع كلاس وروش مستقيم لياپانف كسري با استفاده از ت 4- 6-3

  .بكار برده مي شودكسري براي آناليز روش مستقيم لياپانف  kابع كلاس ودر اين بخش، ت

:]0,(]0,(يك تابع پيوسته   3-6 تعريف ∞→tα  متعلق به كلاسk  است ، اگر و فقط اگر اكيداً افزايشي

)0(0باشد و  =α باشد.  

)0()0(فرض كنيد )  سرياصل مقايسه ك(  3-6لم  yx )(),()1,0( بوده و = 00 ∈≥ βββ tyDtxD t
C

t
C دباش ،

)()(آنگاه  tytx   .خواهد بود  ≤

)()(از  اينكه . اثبات 00 tyDtxD t
C

t
C ββ وجود دارد  كه  tm)(مي توان نتيجه گرفت كه تابع غير منفي  ≤

  :درابطه زير را برآورده كن

)6-39                                                                            ( )()()( 00 tyDtmtxD t
C

t
C ββ +=  

   معادله ) 39-6( با تبديل لاپلاس گيري از معادله

)6-40                                                    ()0()()()0()( 11 yssYssMxssXs −− −+=− ββββ  

)0()0(از  اينكه  .بدست مي آيد yx   .نتيجه گرفت رابطه زير را  مي توان =
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)6-41                                                                                   ()()()( sYsMssX += −β  

  با معكوس لاپلاس گيري از معادله قبلي رابطه 

)6-42       (                                                                             )()()( 0 tytmDtx t += −β  

)(0از اينكه . بدست مي آيد ≥tm  است)()( tytx   .نتيجه مي شود ≤

تابع  و. باشد )13- 6( به زمان مرتبه كسرينقطه تعادل سيستم وابسته  x=0فرض كنيد   7-6قضيه 

),)((لياپانف   txtV   و توابع كلاسk  iα )3,2,1=i (وجود داشته باشد كه روابط زير را برآورده كند:  

)6-43                                            (                                         xxtVx 21 ),( αα ≤≤  

)6-44                                                                                    (xtxtVDt
C

30 ))(,( αβ −≤  

  .پايدار مجانبي است )13-6( آنگاه نقطه تعادل سيستم

  رابطه زير را نتيجه گرفتمي توان  )44- 6( و  )43-6( از .اثبات 

)6-45                                                                                      ())(( 1
30 2

VVDt
C −−≤ ααβ  

),(0از و   3-6 از لم ≥xtV مي توان  

)6-46                                                      (                               ))0(,0())(,( xVtxtV ≤  

  .را نتيجه گرفت

01فرض كنيد كه يك ثابت : 1حالت  ≥t   0وجود داشته باشد كه))(,( 11 =txtV  را برآورده سازد، از

)(0 )43-6(رابطه  1 =tx 0 اينكه پس از. نتيجه مي شود=x است   )13- 6( نقطه تعادل سيستم

0)( =tx  1برايtt   .خواهد بود ≤

),(,0وجود دارد بطوريكه  εفرض كنيد كه يك ثابت مثبت . 2حالت  ≥≥ txtV ε  باشد آنگاه از

))0(,0(),( xVxtV   :را نتيجه مي گيريم رابطه زير ≥

)6-47                                                                      (0)),0(,0(),(0 ≥≤≤< txVxtVε  
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  :داريم رابطه زير را ) 46- 6(در) 47- 6( با جايگذاري

)6-48                  (),())0(,0(
))0(,0(
))((

))(())),(((
1

31
3

1
23

2

2
xtlVxV

xV
xtV −≤−=−≤−

−
−− εαα

εαααα  

 كه
)0(

))((
0

1
3 2

g
l

εαα −

  رابطه  پس . مي باشد >=

)6-49                                                     (),())),((())(,( 1
30 2

xtlVxtVtxtVDt
C −≤−≤ −ααβ  

  به  رابطه    4-6  از اثبات مشابه در قضيه. را نتيجه مي گيريم

)6-50                                                                          ()())0(,0(),( β
β ltExVxtV −≤  

),(≤εي رسيم، كه متناقض با فرض م xtV مي باشد.  

  :رابطه زير را خواهيم داشت  2و  1بر اساس مباحث  حالتهاي  

)6-51                                                                                               (
∞→
=

t
xtV 0),(lim  

  مي گيريم كه نتيجه  )43-6( از

)6-52                                                                                                   (
∞→
=

t
tx 0)(lim  

βبجز جايگذاري   7-6 اگر فرضيات قضيه 8- 6 قضيه
t

CD0  باβ
tD0  0برآورده شود ،آنگاه)(lim =∞→ txt 

  . خواهد شد

),(0و از اينكه  2-6از لم . اثبات  ≥xtV    است، رابطه))(,())(,( 0 txtVDtxtV t
β≤  بدست مي آيد، كه

  اين  رابطه

 )6-53                                                            (xtxtVDtxtVD tt
C

300 ))(,())(,( αββ −≤≤    

lim)(0 7-6مشابه اثبات قضيه . اهدكرد را برآورده خو =∞→ txt خواهد شد.  

  :يستم ديناميكي با معادلات كسري زير را در نظر بگيريدس 2-6مثال
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)6-54                                                                       (∫ +−=
t

t
C xthdxgtxD

00 ),(),()( ττα  

),(0,)0(0,)1,0(كه  ∈>≥ αxxtg  و  

)6-55                                                                             (
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

≠
=

∫ 0),(
00

),(
0

xxg
x

xth t
τ

  

  .پايدار مجانبي است x=0نقطه تعادل . مي باشد

),0(),0(0و اينكه  1- 6تعريف از . اثبات
0

=+− ∫
t

thdg ττ  0مي باشد، نتيجه مي گيريم  كه=x  نقطه

)(2فرض كنيد كه تابع لياپانف انتخابي . مي باشد) 55-6( تعادل سيستم xxV )0(0باشد، از  = >x  و

0=x  02نتيجه مي گيريم كه)( ≥= xdxxdV 0، كه تساوي برقرار خواهد بود اگر و فقط اگر=x 

),(0از اينكه  ،علاوه بر اين. باشد ≥xtg  است رابطه[ ]
0

),(0 ≥∫
dt

dxgd t ττ بنابراين، . برقرار خواهد بود  

)6-56                                                   (0),(),(2)(
0

1
0 ≤⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +−= ∫− t

t
C xthdxgDx

dt
xdV ττα  

)(0اگر ، كه مساوي برقرار خواهد بود اگر و فقط است =tx 0اگر مقدار مثبت ثابت . باشد>ε  وجود

)(22از اينكه . برقرار باشد t≤0براي همه  tx)(≤εداشته باشد، بطوريكه  xxxV محدود است  ==

  رابطه  وجود دارد كه 3αنتيجه مي گيريم كه ثابت مثبت 

)6-57                                                                                            (2
3

)( x
dt

xdV α−≤  

  پس با استفاده از  روش مستقيم  لياپانف، رابطه. را ارضا كند

)6-58                                      (                                                )
2
1( 3)0()(

t
extx

α−
≤   

پايدار  x=0بنابراين، نقطه تعادل . را نقض مي كند t≤0براي  ε≥)(txكه فرض . را خواهيم داشت 

  .مجانبي است

  اپوتو سيستم مرتبه كسري ك 3-6مثال 
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)6-59                                                                                           ()()( 3
0 txtxDt
C −=α  

)0(0و  α∋)1,0(كه  ≠x  0نقطه تعادل . شرط اوليه است را در نظر بگيريد=x  مجانبي استپايدار.  

)(4تابع لياپانف . اثبات xxV ))((4)()(را در نظر بگيريد، كه= 3 txtxtxV && براي ثابت اختياري . ي باشدم =

εرابطه زير را داريم ،:  

)6-60                                                               ([ ])()(
4
1)()( 443 txtxdxx

t

t
−+=∫

+
ετττ

ε
&  

α−1ليويل  –علاوه بر اين، با بكار بردن عملگر مرتبه كسري ريمن 
0 tD از قانون ليبنيتز  )59- 6( به سيستم ،

  :داريم 

)6-61                                               (
τττ

α
α

τα

τττ
α

α

τ
α

αα

dxt
t
x

dxt
dt
dtxDtx

t

t

t

t

)()(
)(

1
)(
)0(

)(
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)()(
)(

1)()(

0
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1

3

3

0

131
0

∫

∫
−
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−
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−
Γ

−
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−Γ

−
=

−
Γ
−

==−&

  

)0(0از  ≠x  0و=x  0,(نتيجه مي گيريم كه  براي تمام( +∞∈t ،0)()0( >txx مي توان . خواهد شد

)t ،)0()()0≤0اثبات كرد كه  براي تمام  2xtxx ، از )61- 6( در دو طرف x)0(ضرب با   .مي باشد ≥

)0()()0(اينكه   2xtxx   مي باشد، رابطه    ≥

)6-62                                                                                     (
)(

)0()()0(
14

α

α

Γ
−

≤
−txtxx & 

)0()(0معادله قبلي و استفاده ازبا  .گرفته مي شودنتيجه  >txx  0,(براي همه( +∞∈t62-6(رابطه در( ،  

)6-63                                                        ([ ] 0)()(
4
1)()( 443 <−+=∫

+
txtxdxx

t

t
ετττ

ε
&  

)()(بنابراين . مي شود نتيجه 4 txxV وجود  ξفرض كنيد كه ثابت مثبت . باشديك تابع كاهشي مي  =

)ξ≥)()0دارد  كه  txx  0همه  برايرا≥t  ،آنگاهبرآورده كند  
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)6-64                                                 (
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Γ
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0كه مي شود 
)0(

4
4

3

3 >=
x

ξα 0رابطه   4-6از قضيه . مي باشد)(lim))((lim 4 == ∞→∞→ txtxV tt  را

)ξ>)()0كه فرض . نتيجه مي گيريم txx 0بنابراين، نقطه تعادل . را نقض مي كند=x  پايدار مجانبي

كه صحت نشان داده شده است ) 4-6( در شكل α=9.0,5.0,1.0براي  )59-6( سيستم tx)(حل . است

  .مطالب فوق را تأييد مي كند

 
)0(1كه  α=9.0,5.0,1.0سيستم  براي  tx)(جواب   4-6 شكل =x مي باشد.  
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  هفتمفصل 
  

پايداري سيستمهاي حلقه بسته فيدبكي 

  كسري غيرخطي
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  مقدمه 7-1 

بعضي از سيستمهاي غير خطي را مي توان به شكل اتصال پسخور يك سيستم ديناميكي خطي و يك 

در نظر گرفت نحوه نمايش سيستم كاملاً به اجزاي موجود در آن  1-7شكل  عنصر غيرخطي  مطابق

وابسته است، براي مثال در حالتي كه غير خطي گري موجود در سيستم كنترل تنها ناشي از غيرخطي 

وجود ندارد؛ ) 1- 7(حسگر مي باشد، هيچ مشكلي در نمايش سيستم به صورت پسخور شكل / گري محرك

در  r=0اكنون ورودي خارجي را به شكل . گر، اين نمايش كمي پيچيده تر استليكن در حالتهاي دي

  : نظر مي گيريم و رفتار سيستم بدون ورودي را كه با معادلات ذيل بيان مي شود، مطالعه مي كنيم
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]....[كه  10 nαααα Ruو  = qRXورودي  ،∋ Ry، بردار حالت، ∋ qqRAخروجي،  ∋ ماتريس ∋×

∋×1حالت، qRB ،ماتريس ورودي ،pRC ×∈ ),(ضمناً زوج . ، ماتريس انتقال مستقيم مي باشد1 BA 

),(كنترل پذير و زوج  CA  نيز رؤيت پذير مي باشد كه فرض كنترل پذيري و رؤيت پذيري ما را مطمئن

},,{مي سازد كه  CBA تحقق كمين ،)(sL تابع تبديل سيستم خطي كسري به صورت زير بيان .  است

  :مي شود

)7-2                                                                                          (BAIsCsL 1)()( −−= α  

RRهمچنين تابع  →×∞),0[:φ ا زمان است كه نيز غيرخطي گري بدون حافظه و احتمالاً متغير ب

نيز بايد  φ.)(.,غير خطي گري . ليپ شيتز محلي مي باشد yپيوسته قطعه اي و نسبت به  tنسبت به 

  .شرط قطاعي را برآورده كند

RRتابع غير خطي  1-7تعريف  →×∞),0[:φ 12مي كند اگر ثابتهاي  شرط قطاعي را برآورده ,,, kkab  
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12با شرط (   kk baو  < <<   : چنان وجود داشته باشد كه)  0

)7-3                                                                (],[,0,),( 21 baytykytyk ∈∀≥∀≤≤ φ  

),(قادير به ازاي جميع م) 3-7(چنانچه شرط  ∞−∞∈y  برقرار باشد گوييم شرط قطاعي به طور جامع

],[به قطاع  φ.)(.,اگر عبارت به طور جامع برقرار باشد، گوييم . برقرار است 21 kk تعلق دارد.  

را )  1-7شكل ( 35لورهي ، پوپوف و همكارانش چندين ابزار مفيد براي آناليز سيستمها1960در دهه 

  .پيشنهاد دادند

 
  Lو سيستم خطي  φسيستم حلقه  همراه با غيرخطي بدون حافظه : سيستم لوره  1-7 شکل

  
براي مطالعه پايداري سيستمهاي حلقه بسته غيرخطي با  36پوپوفبا معيار مشابه  يدر اين قسمت از معيار

  .كنيمقسمت خطي كسري استفاده مي يك 

  خروجي سيستمهاي غيرخطي كسري فيدبكي –آناليز پايداري ورودي  7-2

. نشان داده شده است را در نظر بگيريد 2-7يك ورودي، يك خروجي كه در شكل  Sسيستم  فيدبكي

  .عنصر غيرخطي، بدون حافظه و مستقل از زمان است

  
  Sتم سيس 2-7 شكل

                                                 
٣٥ Lore 
٣٦ Popov 
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  :1فرض 

))(()(در شرط قطاعي صدق مي كند و  Nغيرخطي  tut =σφ مي باشد.  

  :2فرض 

فرض مي شود كه سيستم  كسري خطي، مستقل از زمان، مشاهده پذير و كنترل پذير است و با تابع 

  .داراي قطب است 3- 7فقط در محدوده پايداري شكل  sL)(. ودتوصيف مي ش sL)(تبديل 

  

  
10) محدوده پايداري براي الف .  3-7  شكل <<α 21) ب << α  

  :3فرض 

 )(tr سيگنال ورودي سيستم  و مشتق آن)(tr& 0ام براي تم≥t  محدود مي باشد.  

  :1- 7قضيه

و مشتق آن محدود باشند، خروجي  Sبرقرار باشند و ورودي سيستم  3،2،1در صورتي كه فرضيات 

  محدود مي شود اگر

]0,[غيرخطي در محدوده ) الف k  براي پايداري مطلق و در محدوده],[ kε )0>ε مقدار كوچك دلخواه (

  .براي پايداري بحراني  واقع شود
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، نامساوي زير ω≤0وجود دارد بطوريكه براي همه  δو يك مقدار مثبت  qيك مقدار حقيقي ) ب

  برآورده شود

)7-4(                                                                           01)}()1Re{( >≥++ δωω
k

jLqj  

  بدون از دست دادن كليت موضوع، قضيه فقط براي : تبصره

   sL)(پايداري مطلق  - 1

2 - ∞≤≤ q0 

],[ش يافتهدر محدوده كاه σφ)(غيرخطي  - 3 εε −kكه  ، 

)7-5                                                                        (0)(
≠∀−≤≤ σε

σ
σφε k  

  .اثبات مي شود. است

  .براي اثبات قضيه از دو لم كمكي زير استفاده مي كنيم

),(),()(اگر سه تابع حقيقي :  1-7 لم 321 tftftf  2)0,(در محدوده ∞L  واقع شوند، و اگر تبديلات فوريه

  آنها با معادله زير به هم مربوط شوند 

)7-6                                                                          ()()()()( 231 ωωωω jFjFjHjF +=      

Re)(00كه  ≥∀>≥ ωβωjH زير برقرار خواهد بود است، آنگاه نامساوي.  

)7-7                                                                          (dttfdttftf ∫∫ ≤− ∞∞
0

2
20 31 )]([

4
1)()(
β

  

  .بيان شده است   [36]اثبات لم فوق در مرجع 

، α<0گاه نامساوي زير براي را برآورده كند، آن 1-7همه شرايط قضيه  Sاگر يك سيستم پايدار : 2- 7لم

  .به اندازه كافي كوچك، برقرار مي باشد
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  :اثبات قضيه 

≥≥∞با پايداري مطلق و  sL)(لازم است كه فقط براي  1- 7 با توجه به تبصره ها، قضيه q0  اثبات

  .به صورت زير توصيف مي شود Sسيستم . باشد sL)(پاسخ ضربه  tl)(كنيد  فرض. شود

)7-9(                                                                        ∫ −−−= t dutltztrt 0 )()()()()( τττσ  

  .كه با معادله زير معادل است

)7-10                                                    (∫ −−−= −−−t tt duetletztrt 0
)()( )()()()()( τττσ τατα   

  .با استفاده از نامساوي مثلث و نامساوي شوارتز، نامساوي زير را داريم

)7-11   (                                   ( ) ( ) 21
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23 )()()()()( ∫∫+−≤ −∞ ttx dueedxxletztrt ττσ αταα    

  :نامساوي زير را خواهيم داشت 2- 7لم  از و )8-7(با استفاده از نامساوي 
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&&
    

tKeKtlوجود دارند بطوريكه  2Kو  1Kپايدار مطلق است پس ثابت هاي sL)(چون  2
1)( . باشد ≥−

α ،20بنابراين وجود دارد يك  K<< α بطوريكه ،  

)7-13 (                                                                                       ∞<≤∫
∞ Adxxle x
0

22 )(α     

يك ورودي انتگرال دوم محدود مي شود چون آن كانولوشن يك سيستم خطي اكيداً پايدار با . مي شود

),()(( محدود است  tztz براي همه  )12-7(در نتيجه سمت راست نامساوي .)  هر دو محدود مي باشند &

0≥t بنابراين . محدود مي شود  

)7-14                                                                               (0)( ≥∀∞<≤ tBtσ  
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  .را تضمين مي كند tc)(محدود بودن خروجي  اينمي شود كه 

  :2- 7اثبات لم 

  .بدست مي آيد) 15- 7(رابطه  )9- 7(با مشتق گيري از معادله 

)7-15                                                    (∫ −−−−= t tuldutltztrt 0 )()0()()()]()([)( τττσ &&&&  

),(),(),()(متغيرهاي  tztrtztr ),(),(),()(د و با نمي شو برش داده Tدر  tu)(و  && tztrtztr TTTT     tuT)(و&&

  .با معادلات زير تعريف مي شوند &tTσ)(و  tTσ)(پس . نمايش داده مي شوند

)7-16         (                                               ∫ −−−= t
TTTT dutltztrt 0 )()()()()( τττσ  

)7-17(                                      ∫ −−−−= t
TTTTT tuldutltztrt 0 )()0()()()]()([)( τττσ &&&&  

Ttعيناً براي  &tTσ)(وtTσ)(توجه كنيد كه    .وي هاي زير را تضمين مي كنندصفر نيستند اما نامسا <

)7-18                                  (TteKtTteKt tK
T

tK
T >∀≤>∀≤ −− ,)(,,)( 22

43 σσ &    

,43كه  KK  2ثابت هاي مثبت هستند وK  درtKeKtl 2
1)( و ) 16-7(معادلات . تعريف شده است ≥−

  .مي دهند را نتيجه) 19-7(معادله ) 7-17(
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)1()(با اضافه كردن  tuk Tγ−   و ضربteα )20 K<< α ( به طرفين معادله بالا، رابطه)20- 7 (

  .بدست مي آيد
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  با تعريف 
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  .، معادله زير بدست مي آيد)20- 7(و جايگذاري آنها در معادله 
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2)0,(در محدوده  Tدن در زمانبخاطر كوتاه كر) 22-7(از آنجايي كه همه بخشهاي  ∞L  ،واقع هستند

  .را داريم )23-7(معادله ) 22- 7(با تبديل فوريه گرفتن از 
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γδβرا با  1-7شرايط لم  )23- 7(معادله    اگر تأمين مي كند=−

)7-24                                             ({ } 01)()](1[Re >−≥−+−−+ γδγαωαω
k

jLjq    

  پس .شود برقرار

)7-25                 (                                      ∫ ∫
−

≤− ∞ ∞
0 0

2
21 )]([

)(4
1)()( dttfdtetutf t
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1)(با جايگذاري  tf  2)(و tf  استفاده از اين حقيقت كه توابع كوتاه شده اند، رابطه زير و) 25-7(در  

  .را داريم 
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)())((نمايش دهيم و با در نظر گرفتن اينكه  TC)(اگر سمت راست نامساوي را با    ttu σφ=  است و

∫به جزء از انتگرال گيري جزء
T tdtetut0

2)()( ασ&  و اضافه كردن∫
T dq 0 )( σσφ  ،به دو طرف نامساوي بالا

  . رابطه زير را خواهيم داشت
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],[در يك ناحيه كاهش يافته  σφ)(چون  εε −k رد، ملاحظه مي شود كه قرار دا  
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∫و حذف كميت مثبت ) 28- 7(با استفاده از معادله ) 27-7(نامساوي 
)(

0
2 )(TT dqe σα σσφ  از سمت

  .مينان بيشتري برقرار مي باشد، با اط)27- 7(چپ  معادله 
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2δγبا انتخاب  δγ( مقدار كوچكي  γ، از آنجا كه = است، سمت راست  نامساوي ) 0>>

  پس. مينيمم مي شود
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 1I را به صورت زير نامگذاري مي كنيم.  
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0,02اگر براي   >≥− ααε kqk01نگاه باشد آ ≥I  خواهد بود و مي تواند از سمت چپ نامساوي

,,0براي هر . حذف شود) 7-30( >∞<∞< εqk مي توان يك مقدارα  به اندازه كافي كوچك يافت

  .بطوريكه نامساوي زير برقرار باشد

)7-32                                    (                                                                 2
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  .به صورت زير مي شود) 30-7(در نتيجه نامساوي 
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  .را كامل مي كند 2-7 كه اين اثبات لم

  :نكته

  براي . دكرمي توان استفاده  1- 7پايداري مطلق حل سيستم شكل  يبررس براي 1- 7اثبات قضيه از 

)(0، )10-7(در  اين منظور  ≡tr نتيجه مي شود كه سيستم  )10- 7( بنابراين از. قرار دهيد  
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  .بطور مجانبي پايدار نمايي است 1-7 شكل 

  براي سيستمهاي غيرخطي كسري  1-7استفاده از قضيه  1- 7-2

آناليز پايداري سيستمهاي حلقه بسته  كه به سيستمهاي لوره معروف هستند مي توان براي  1-7ه از قضي

غير . استفاده كردمتصل است  φكه به يك غيرخطي بدون حافظه  Lو به وسيله يك سيستم خطي 

   .مانند زير بيان مي شودمي تواند وابسته به زمان  باشد و ه 4-7 شكل خطي

)7-34                                                                                              (

xktx max),(0 ≤≤ φ  

  

 
φمشخصه ورودي و خروجي  غيرخطي   4-7لشك [27]  

  

ري نايكوئست براي سيستمهاي غيرخطي كسري دانست كه را مي توان تعميمي از قضيه پايدا 1-7قضيه 

  :براي اعمال آن بايستي صحت موارد زير بررسي شود

1 - )(sL پايدار باشد.  

  .در شرط قطاعي صدق كند φغيرخطي گري  بدون حافظه  - 2

با .  توان از مباحث مطرح شده در فصل چهارم رساله استفاده كردكسري مي  sL)(براي بررسي پايداري 

  .معيار مجانبي پوپوف تعميم يافته را مي توان به صورت زير بيان كرد 1- 7استفاده از قضيه 
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 مي كندتضمين پايداري سيستم  لوره را  تعميم يافتهمعيار پوپوف  :تعميم يافته معيار مجانبي پوپوف

  :نامساوي زير را برآورده كنند φو  Lوجود داشته باشد بطوريكه   qاگر يك عدد حقيقي كه 

)7-35                                                 (}{ ,001)()1(Re
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≥∀≥++ ωωω
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   يا
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jL                       

پايداري سيستم لوره را معيار فوق . نشان داده شده  است) 5-7(در شكل ) 35- 7( نوع گرافيكي  معادله

}Re){(، با يك قسمت حقيقي ′Lاگر مكان هندسي پوپوف كه  مي كندتضمين  ωjL′   و يك قسمت

}Im){(هومي مو ωω jL′ 0,1(، در سمت راست  خط مستقيم كه از نقطه( maxk−  با شيبη1  مي

 .گذرد واقع باشد

 
  ( ... )و خط راست پوپوف ) -  - -( مكان هندسي پوپوف  5-7 شكل

  

sL)(تابع تبديل   1-7مثال  گرال همراه با مرتبه كسري حقييقي تعريف مي شود را در نظر كه با يك انت 

  :بگيرد
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  :مربوطه به صورت زير تعريف مي شود ′Lمكان هندسي پوپوف
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رسم شده در صفحه نايكوئيست براي  ′Lمكان هندسي پوپوف )6-7(شكل

{ }2,8.1,6.1,4.1,2.1,1,8.0,6.0,4.0,2.0,0 −∈α براي برجسته كردن ناحيه اطراف . را نشان مي دهد

  .رسم شده است)  7-7( ايره واحد، مكان هندسي مشابه با مقياس لگاريتمي در شكلد

  

 
)(مكان هندسي پوپوف  6-7 شكل −−−′L  و)( ωjL  20رسم شده براي ≤≤ α  
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و  α=1براي ). )0,1(فقط نقطه ( ها يكسان هستند ωبراي همه   Lو  ′L، مكان هندسي α=0براي 

)1,0(نقطه  ′Lها ، ωتمام   ها منفي مي شود، معيار  ωبراي همه  ′α ،}Im{L>2براي . مي باشد −

 ηبراي اين منظور،  شيب پارامتر . اثبات مي كند maxkپوپوف، پايداري سيستم حلقه بسته را براي همه 

  .، صحت مطالب فوق را اثبات مي كند)8-7(شكل  ج شبيه سازي نتاي .به سمت بينهايت ميل كند بايد

 
)() لگاريتمي ( مكان هندسي پوپوف   7-7 شكل −−−′L  و)( ωjL  20رسم شده براي ≤≤ α  

 

 
در حضور غيرخطي ) ناپايدار( α=2و ) پايدار ( α=8.1,8.0,4.0به ازاي  tx)(نمودار هاي  حالت  8-7 شکل

23)( xxx +=φ 
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  :غيرخطي قرار گرفته در يك قطاع 

        واقع شود كه در رابطه زير صدق )9- 7( شكل همانند در قطاعي  φغيرخطي تابع فرض كنيد كه 

   .كندمي 

)7-39  (                                                                                      xktxxk 21 ),(0 ≤≤≤ φ  

 
  [27]واقع در يك قطاع φخروجي غيرخطي  -مشخصه ورودي 9-7شكل

ولي با تبديل حلقه به صورت د، غيرخطي مي تواند استفاده شونوع با اين تعميم يافته اگرچه معيار پوپوف 

  [37].ظاهر كرد) 1-7(زير مي توان دوباره غيرخطي را همانند شكل 

 
 

 

 
 [27]تبديل حلقه  10-7 شكل
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12و  0در سيستم خطي در نظر گرفته مي شود و غيرخطي گري  جديد  با گين  1kگين   kk براي  −

1)(پس تابع تبديل . شود خواهدمحاسبه در نظر گرفته  sL  با)(sL همانند زير تعريف مي شود:  

)7-40                                                                                              (
)(1

)()(
1

1 sLk
sLsL

+
=   

  :بصورت زير مي باشد )1-7(و غيرخطي جديد متناسب با رابطه 

)7-41                                                                                                    (12max kkk −=  

1)(بديل تعريف مي شود، تابع ت )37- 7( با رابطه sL)(كه از آنجا  sL به صورت زير خواهد بود:  

)7-42                                                                                                  (αsk
sL

+
=

1
1

1)(  

5.01غيرخطي كه گين آن ممكن است بين  =k 22و =k 11-7(شكل. تغيير  كند را در نظر بگيريد (

}رسم شده براي  ′1Lمكان هندسي پوپوف  }2,8.1,6.1,4.1,2.1,1,8.0,6.0,4.0,2.0,0 −∈α را نشان     

هايت كه به سمت بي ن ηبا پارامتر   α>2بديهي است كه پايداري سيستم حلقه بسته براي . مي دهد

  .شودميل مي كند  تضمين مي 

 
1)() لگاريتمي ( مكان هندسي پوپوف    11-7 شكل −−−′L  1)(از ωjL  20رسم شده براي ≤≤ α 



 ١٠٣

   براي سيستمهاي غيرخطي كسري دايرهاستفاده از محك  2- 7-2

يداري پوپوف است اين معيار ابزاري را در اختيار ما قرار مي تعميم بهتري از معيار پا [27] عيار دايرهم

ناپايدار است مي توان در  sL)(دهد كه توسط آن علاوه بر بررسي پايداري سيستمهايي كه در آنها تابع 

  .مورد پايداري مطلق سيستمهاي با بخش غيرخطي متغير با زمان با اطمينان بحث كرد

jaرا در نظر بگيريد كه دو سر يكي از قطرهاي آن در نقاط  ايره ايد : 2-7تعريف jbو +0 قرار +0

),(ي را، دايره ي اچنين دايره . داشته باشد baD نامگذاري مي كنيم.  

ت اگر و فقط اگر نمودار كه سيستم حلقه بسته پايدار اس بيان مي كند  محك دايره 1- 7در مثال  

)0,1(داخل دايره كه مركز آن روي محور منفي و از نقاط  Lنايكوئيست  1k−  0,1(و( 2k−   مي گذرد

) 12-7(شكل. با اين وجود، محك دايره نتيجه يكساني همانند محك پوپوف ارائه نمي دهد. واقع نشود

59.15/3sin22مي دهد كه پايداري حلقه بسته مي تواند فقط براي نشان  1 =−≤ −πα تضمين شود.  

  

 
)(نمودار نايكوئيست  12-7شكل ωjL  20بدست آمده براي ≤≤ α  59.1و  2.0با گام=α  
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 Lيكنواخت نوع ديگري از محك پوپوف وجود دارد كه بر اساس خود خوشبختانه براي غير خطي هاي 

 در دايره، Lپايداري سيستم حلقه بسته را وقتي كه نمودار نايكوئيست  اين محك. [38]واقع شده است

)0,1(كه از نقاط  1k−  0,1(و( 2k− رد و مركز آن در نقطه بگذ),( 21 γγ−  1باشد كهγ  11ميانگين k 

21و k  2است وγ را تضمين مي كند يك عدد حقيقي مي باشد، واقع نشود.  

 
)(نمودار نايكوئيست  13-7 شكل −−−L براي غير خطي  واقع در قطاع 37و دايره بدون محور  

  

ها منفي مي شود در نتيجه  پايداري  ωبراي همه ) 35- 7( معادله α ،}Im{L≥2پس براي همه 

منجر به دايره اي به شعاع بينهايت   وه بينهايت ميل مي كند كه ب 2γسيستم حلقه بسته بوسيله پارامتر 

 . گرددتضمين مي  شودواقع بر كل نيم صفحه بالايي سمت چپ مي 

  :سيستم كسري زير را در نظر بگيريد 2-7مثال 
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]0,[به قطاع  φ(.)كه  k كه . نمايش داد) 1-7(سيستم فوق را مي توان به صورت  شكل بلوكي. تعلق دارد

  .بيان مي شود) 42-7(در آن تابع تبديل كسري خطي با معادله 
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  :مربوطه به صورت زير تعريف مي شود ′Lمكان هندسي پوپوف
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}رسم شده در صفحه نايكوئست براي ′Lمكان هندسي پوپوف ) 14-7(شكل  }1,8.0,6.0,4.0,2.0,0∈α   

  .را نشان مي دهد
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  δ=1با  2- 7نمودار پوپوف براي مثال  14-7  شكل

عيار پوپوف تعميم يافته، پايداري سيستم حلقه ها منفي بوده و م ωبراي همه  ′α ،}Im{L≥1براي 

ها تضمين مي كند كه نتايج شبيه سازي شده صحت مطالب فوق را اثبات       maxkبسته را براي همه 

  .مي كند

 
),()(نمودار هاي  حالت  15-7شكل  21 txtx  1,8.0,6.0به ازاي=α ) پايدار ( 1.1و=α )در حضور ) ناپايدار

)(63غيرخطي  23 +−= xxxφ  1با=δ 

  

بخاطر اينكه معيار پوپوف و دايره در حوزه فركانس مي باشند مي توان از آنها همانند معيار نايكوئيست 

  .براي بررسي پايداري سيستمهاي كسري استفاده كرد
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  يجه گيري و پيشنهاداتنت
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با توجه به جديد بودن بحث مورد اشاره در اين رساله، فصول ابتدايي آن را به تعاريف رياضي مربوط به 

نحوه يافتن پاسخ معادلات ديفرانسيل مرتبه كسري در دو كلاس . اپراتورهاي مرتبه كسري اختصاص داديم

با توجه به موضوع . اين پايان نامه به آن اشاره شده استخطي و غيرخطي، از ديگر مسائلي است كه در 

مدنظر تعيين شده در اين رساله، بخش عمده اي از رساله، به بررسي پايداري و روش هاي مختلف تحليل 

پايداري سيستم هاي مرتبه كسري اختصاص يافته است و سعي شده است با دسته بندي و طبقه بندي 

م گرفته در اين زمينه و افزودن برخي مطالب و روش ها، بررسي جامع و مقالات و تحقيقات مختلف انجا

به طور . كاملي در اين مورد انجام گيرد و تمامي روش هاي مورد قبول ارائه شده در ساليان اخير بيان شود

كلي در حوزه پايداري سيستم هاي مرتبه كسري، تلاش زيادي در مورد پايداري سيستمهاي خطي مرتبه 

. جام شده است و روش هاي متعددي نيز براي تحليل پايداري اين سيستم ها ارائه گرديده استكسري ان

به آن   2009موضوع بررسي پايداري سيستم هاي مرتبه كسري غيرخطي، از موضوعاتي است كه در سال 

اما بررسي پايداري سيستمهاي مرتبه كسري فيدبكي غيرخطي كه از يك قسمت . پرداخته شده است

كسري و يك قسمت غيرخطي تشكيل شده براي اولين بار همراه با تعميم معيار پوپوف براي  خطي

ارائه روشهاي تحليل پايداري فوق الذكر، مي تواند . سيستمهاي كسري در اين رساله انجام شده است

د به نظر مي رس. برداشتن گامهاي بعدي، در جهت تجزيه و تحليل سيستمهاي غيرخطي را سهل تر نمايد

گشوده شدن درهاي قضاياي غيرخطي، بر روي سيستمهاي مرتبه كسري، راه را براي پاسخ به مسائل 

  : مسائلي همچون. ديگري باز خواهد كرد

 يافتن نقاط تعادل پايدار و ناپايدار و سيكل هاي حدي سيستمهاي مرتبه كسري غيرخطي •

با سيستمهاي غيرخطي مرتبه  اثبات قضاياي ناپايداري، پايداري جامع و ساير قضاياي مرتبط •

 صحيح در سيستمهاي مرتبه كسري غير خطي
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يافتن كنترلرهاي مبتني بر معيار لياپانف ، معيار پوپوف و معيار دايره در سيستمهاي مرتبه  •

  كسري
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Abstact 
Fractional operators mathematical formulas and Charactrestics of systems described by 

fractional differential equations are studied. 

The last sections include the stability definitions and approaches of stability analysis in 

linear and nonlinear fractional systems. 

For the first time, in this thesis, we use extended Popov theorem to check the stability of 

nonlinear fractional order feedback ( Lure) systems. 
Keywords: Fractional nonlinear feedback systems, Stability, Lure system, Mittag Leffler 

stability, Lyaponov stability, Extended Popov criteria, Circle criteria.   

  

 


