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 تاثير ميرايي ترموالاستيك بر ارتعاشات جانبي ورق ميكرو دايروي دوّار

 

 چکیده :

در مقياس  2ژي سازه هاي مرتعش از جمله تشديد كننده هامهمترين عامل اتلاف انر 1ميرايي ترموالاستيك

هاي اخير ژوهشپديده مبناي بسياري از پهاي مختلف اين بررسي جنبه ميكرو و نانو در دماي اتاق مي باشد.

در اين پايان نامه معادلات حاكم كوپل شده ترموالاستيك براي  محققين و دانشمندان قرار گرفته است.

ارتعاشات متقارن محوري جانبي ورق ميكرو دايروي با سرعت زاويه اي ثابت حول محور مركزي آن بدست 

به كمك نرم افزار  3ق ميكرو دايروي دوّار با روش المان محدودآمده و سپس به  بررسي اين پديده در ور

ANSYS   پرداخته شده است. دقت نتايج بدست آمده در حالت بدون دوران  با نتايج بدست آمده توسط

ديگر محققان مقايسه خواهد شد. سپس اثر چرخش، دما و ابعاد ورق بر روي ميرايي ترموالاستيك براي ورق 

 ميكرو دايروي دوّار بررسي خواهد شد.

، ورق ميكرو دايروي 5، سيستم هاي ميكرومكانيك4كلمات كليدي : ميرايي ترموالاستيك، ضريب كيفيت

 7، ارتعاشات جانبي 6دوّار
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 فصل اول

 

 

 مقدمه

 

 میرايي ترموالاستیك  1-1

به طور كلي اتلافات در سازه هاي مرتعش را مي توان به دو دسته تقسيم كرد: ميرايي داخلي و ميرايي 

ميرايي خارجي به شرايط مرزي وابسته است و در اكثر موارد با جابجايي مناسب مي توان آن  خارجي.

ت هندسي سازه اما ميرايي داخلي تنها به جنس و مشخصا را حذف يا كمينه كرد تا قابل اغماض شود.

وابسته است. بنابراين كمينه كردن اثر مكانيزم هاي داخلي نسبت به مكانيزم هاي خارجي از اهميت 

ميرايي ترموالاستيك از مهمترين اتلافات داخلي محسوب مي شود و اهميت  بيشتري برخوردار است.

 نو روي آوردند.آن زماني آشكار شد كه دانشمندان به ساخت سازه هايي در ابعاد ميكرو و نا

هر سازه ي الاستيك در حال ارتعاش، مدام در حال فشرده شدن و كش آمدن است كه اين دو با هم 

رخ مي دهد. پس در هر سازه مرتعشي دو ناحيه فشرده و كشيده وجود دارد. ميرايي ترمو الاستيك از 

در اثر فشردگي دما جريان گرمايي كه بين اين دو ناحيه بوجود مي آيد ناشي مي شود. در واقع 

يابد، و اين امر باعث پديد آمدن يك افزايش پيدا كرده و همچنين در اثر كش آمدن دما كاهش مي

گراديان دمايي بين دو ناحيه فشرده و كشيده مي شود. در طي اين فرآيند سازه به سمت تعادل دمايي 

ند در سازه ذخيره شود و به صورت جريان گرمايي بازگشت ناپذير نمي توا ميل مي كند و انرژي
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مي شود. افزايش آنتروپي سيستم اتلاف انرژي را به دنبال دارد. اتلاف  موجب افزايش آنتروپي سيستم

 نامند. انرژي اي را كه بدين صورت رخ مي دهد ميرايي ترمو الاستيك مي

     

 

 توزيع دما در يك تشديد كننده مرتعش 1-1شكل  

در بازه  باقي بماند. به تعادل مي رسد البته تا زماني كه فركانس نوساناتRدما در زمان مشخصه 

1فركانسي پايين  R است و اتلاف انرژي ناچيز است و همچنين در بازه  1ارتعاشات تقريباً هم دما

1فركانسي بالا    R  .اتلافات كم مي باشد و ارتعاشات آدياباتيك فرض مي شود 

1زماني كه    R   تنش و كرنش خارج از فاز مي باشند و بيشينه اصطكاک داخلي رخ مي دهد. به

 گفته مي شود. 2اين نقطه به اصطلاح پيك دباي

 

  

                                                           

1  Iso Thermal 

2  Debye peak 
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 پیشینه تحقیق 1-2

به اصطكاک داخلي مواد جامد پرداخت و ميرايي ترموالاستيك را براي اولين بار  ]2و1[نخست زنر 

مطرح كرد. او تير همگن ايزوتروپيك را مورد بررسي قرار داد و توانست فرم تقريبي و تحليلي از ضريب 

تفاده را مورد آزمايش قرار داد و از تئوري كه زنر داده بود اس αفلز برنج  ]3 [كيفيت ارائه دهد. بري 

به اثر  ]4[كرد و به اين نتيجه رسيد كه در دماي اتاق ميرايي تابعي از فركانس مي باشد. روژاست

ميرايي ترمو الاستيك در تيرهاي تشديد كننده سيليكوني در مقياس ميكرو پي برد. او تير هاي مورد 

ه كلوين و در فركانس درج 499تا  399آزمايش را بدور از ميرايي بيروني و در خلا در بازه ي دمايي 

مگاهرتز مورد آزمايش قرار داد. نتايج آزمايشات تطابق خوبي با تئوري زنر  6/1تا  92/9هاي بين 

-همان كار روژاست را انجام داد اما اين بار او از نيترات سليكون و كريستال ]5[داشتند. ياسومورا 

و توانست به نتايج مشابهي با كار  روژاست سيليكون براي ميكرو رزوناتورها در دماي اتاق استفاده كرد 

به اصلاح كارهاي زنر براي تير نازک با سطح مقطع مستطيلي  پرداختند.  ]6[برسد. ليفشيتز و روكس 

آنها با در نظر گرفتن پروسه ميرايي ترموالاستيك به عنوان اصليترين مكانيزم اتلاف در سيستم هاي 

خطي ترموالاستيك توانستند عبارت دقيق تري را براي ضريب ميكرو و نانو با استفاده از معادلات 

كيفيت بدست آورند. همچنين آنان در كار خود آزمايشاتي در مورد ضريب كيفيت آرسنايد ژرمانيم و 

سيليكون انجام دادند و مشاهده كردند كه ضريب كيفيت بعد از پيك دباي با افزايش ابعاد سازه 

به توسعه مدل زنر با در نظر گرفتن ريزدانه هاي پلي  ]7[همكارانش كاهش پيدا مي كند. استريكار و 

سيليكون پرداختند. آنها به اين نتيجه رسيدند كه براي ساخت ميكروتيرهاي تشديد كننده در 

محدوده فركانسي گيگا هرتز سيليكون تك كريستال  نسبت به سيليكون ريزدانه عملكرد بهتري از 

به مقايسه مقادير تئوري و مقادير آزمايشگاهي ضريب كيفيت پرداخت  ]2[خود نشان مي دهد. دوول 

و نشان داد كه مدل زنر به خوبي مي تواند اثر ابعاد تير و مشخصات ماده بر روي ضريب كيفيت را 

به كار آزمايشگاهي بر روي ميكرو ژيروسكوپها پرداختند. آنها پي  ]0[شرح دهد. دوول و همكاران 
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و ماده بكارگرفته شده تاثير بسزايي در اين ميرايي دارند. آنها در انجام آزمايشات بردند كه نوع طراحي 

بر روي سازه هايي كه داراي شكل  ]19[خود تاثير ديگر ميرايي ها را مينيمم كرده بودند. هوستون 

مدهاي غير صفر بودند كار كرد. مدل ميرايي ترموالاستيك او بر اساس مشاهداتي بود كه در آن 

ي تشديد سازه هاي الاستيك  در اكثر مواقع داراي مولفه خمشي بودند. همچنين ضريب مدها

اشتراک انرژي خمشي را تعيين كرد و آن را در مدل زنر براي ميرايي استوانه باريك در حالت خمش 

خالص بكار برد و به اين نتيجه رسيد كه اين ميرايي براي ميكرو سازه ها با ساختار سيليكوني بسيار 

نانومتر نيز وجود دارد. استارزوسكي و خيساوا  59مهم است و اين اهميت نيز براي سازه ها تا مقياس 

ميرايي ترموالاستيك را در ميكرو و نانو تيرها با در نظر گرفتن سرعت محدود براي انتقال  ]11[

 حرارت بوسيله يك سري معادلات انتقال حرارت هيپربوليك بررسي كردند.

مدل كلاسيك ميرايي ترموالاستيك را با در نظر گرفتن يك تحريك  ]12[اران سديپتو و همك

الكترواستاتيكي دلخواه بهبود بخشيدند. مرتبه هاي بالاي فركانس هاي تحريك كه در نوسانات ناشي 

از طبيعت غير خطي نيروي الكترو استاتيكي ظاهر مي شوند نيز در مدل اصلاح شده در نظر گرفته 

روش انرژي يك تير با تغيير شكل بزرگ با ميرايي فيلم فشاري از سيال و ميرايي  شدند. آنها با

 ترموالاستيك را در نظر گرفته و ضرايب كيفيت را براي حالت هاي متفاوت محاسبه كردند.

يك مدل تحليلي براي ضريب كيفيت يك ميكرو صفحه مستطيلي با اعمال بار  ]13[نايفه و يونس 

الكترو استاتيكي و بدون آن ارائه كردند. آنها با جدا كردن معادله كوپل شده هدايت حرارتي از معادله 

براي بدست آوردن ضريب  1ارتعاشي صفحه به حل مسئله پرداختند. همچنين آنها از روش اغتشاشات

الب يك عبارت تحليلي كمك گرفتند و كارهاي خود را با نتايج زنر و ليفشيتز مقايسه كيفيت در ق

 كردند.

                                                           

1 Perturbation 
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مدلي دو بعدي براي ميرايي ترموالاستيك ارائه دادند و تئوري يك بعدي  ]14[پرابهاكار و همكارانش 

رين استفاده زنر و ليفشيتز را بهبود بخشيدند. براي حل معادله دو بعدي هدايت حرارتي از روش تابع گ

كردند و ضريب كيفيت را به صورت سري نامحدود محاسبه نمودند. آنها اثرات مختلفي همانند هندسه 

تير فركانس طبيعي شكل مدهاي خمشي شرايط مرزي را بر روي ضريب كيفيت ميكرو تير تشديد 

 29تا  2كننده سيليكوني تك كريستالي بررسي كردند. خطاي بدست آمده با مدل يك بعدي بين 

 درصد گزارش شد.

با استفاده از روش اجزائ محدود فرمولبندي خاصي را براي ميرايي ترموالاستيك  ]15[ياي و متين 

ميكرو تيرهاي تشديد كننده ارائه دادند. آنها با استفاده از روش اغتشاشات در حل معادله ديناميكي 

اين معادله را براي تيري با تكيه گاه  تير و هدايت حرارتي به معادله مقدار ويژه خطي رسيدند. سپس

ساده  با روش اجزائ محدود حل كردند و نتايج بدست آمده را با نتايج تحليلي زنر و ليفشيتز مقايسه 

 كردند. آنها نيز همانند ديگران به تاثير عوامل مختلف بر روي ضريب كيفيت پرداختند.

ند و تاثير دما بر ميرايي ترموالاستيك را بررسي به كار آزمايشگاهي پرداخت ]16[اوكاموتو و همكاران 

كردند. آنها به اين نتيجه رسيدند كه براي ميكرو تير يك سر گيردار از جنس ژرمانيم آرسنيك در 

درجه كلوين ميرايي ترموالاستيك كمينه مي شود. دليل آن را اينگونه توجيه كردند كه در  59دماي 

وجود آمده در اثر ميرايي با توزيع گرمايي خنثي مي شود و اين درجه كلوين گراديان دماي ب 59دماي 

 بدان معنا بود كه مي توان با تغيير دما حساسيت حسگرهاي تشديد كننده را بهبود بخشيد.

ميرايي ترموالاستيك ارتعاشات محوري تيري متشكل از دو لايه متفاوت را بررسي  ]17[راشد و الاتا 

 لايه روي تير نازكتر باشد ميرايي كمتر است.كردند و متوجه شدند كه هرچه 

با استفاده از روش اجزائ محدود فرمولبنديي بر اساس يك شكل ضعيف مساله  ]12[سرا و بونالدي 

مقدار مرزي براي ترموالاستيسيته كاملا كوپل شده ارائه دادند. با انتگرال گيري روي تابع اتلافي كه 

مي توان ميرايي ترموالاستيك را بدست آورد. آنها با استفاده  بدست آورده بودند در يك سيكل نوساني
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از اصل تغييرات بايوت در ترموالاستيسيته شكل فيزيكي تابع اتلاف را نشان دادند. همچنين معادلات 

كوپل شده المان محدود را با تغييرات كوچك هارمونيكي مكاني و دمايي و با در نظر گرفتن تعادل 

 2وردند. در اين فرمول بندي دو المان در نظر گرفته شده بود. المان اول، المان ترموديناميكي بدست آ

ميندلين كه هم بر سازه هاي نسبتا ضخيم و -گره اي جديدي بود كه بر اساس تئوري ورق ريسنر و

گرهاي از نوع ترموالاستيك ايزو  29هم بر سازه هاي نازک كاربرد دارد، بنا شده بود. المان دوم، المان 

پارامتريك سه بعدي بود كه براي مدل كردن سازه هاي حجيم مناسب است. آنها نيز به مقايسه رفتار 

 اين دو المان در يك تير نازک پرداختند.

به اين موضوع پي بردند كه مهمترين ميرايي در يك تشديد كننده  ]10[مچكالف و همكاران 

ستيك است. آنها با قراردادن دو تشديد كننده ميكرومتر ميرايي ترموالا 5/1ميكرومكانيكي با ضخامت 

كيلو هرتز در خلا ضريب كيفيت را پايين آوردند و با تغييرات دما  519و  469در دو فركانس متفاوت 

درجه كلوين به اين نتيجه رسيدند كه ميرايي و ضريب كيفيت اين دو تشديد كننده  499تا  129از 

 با تئوري زنر هم خواني دارد.در دو آهنگ متفاوت افزايش مي يابد كه 

معادلات ترموالاستيك ميكرو تير خازني يك تشديدكننده را با مدل هدايت  ]29[رضازاده و همكاران 

گرمايي غير فوريه اي بدست آوردند. در اين مطالعه آنان فرض كردند كه هدايت گرمايي در دو راستاي 

را در دو حالت از مدل هدايت حرارتي  طولي و عرضي صورت مي گيرد. ضريب كيفيت ترموالاستيك

يك بعدي سهموي مقايسه كردند و دريافتند كه دو حالت مذكور با يك بعدي سهموي انطباق خوبي 

دارد. همچنين آنها تاثير اندازه و ابعاد را بر ضريب كيفيت بررسي كردند و ضخامت بحراني بدست 

ير ولتاژ توقف را بر ضريب كيفيت مورد بررسي قرار آمده را با نتايج تحليلي مقايسه كردند. از طرفي تاث

 دادند و به اين نتيجه رسيدند كه ولتاژ توقف ضريب كيفيت را كاهش مي دهد.

به اين نتيجه رسيدند كه راه حلي براي كاهش ميرايي ترموالاستيك وجود ندارد  ]21[كومار وهاكو 

مورد بررسي قرار دادند و به اين نتيجه تاثير نيروي محوري پسماند ميكرو تير را بر اين ميرايي 
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رسيدند كه افزايش نيروي محوري هم باعث افزايش فركانس طبيعي مي شود و هم ضريب كيفيت را 

 افزايش مي دهد بنابراين آنها براي كنترل اين ميرايي تغيير در نيروي محوري را پيشنهاد داده اند.

 

 ]21[: مقادير مختلف ضريب كيفيت به ازاي فركانس بار محوري اعمال شده 2-1شكل  

به رابطه بين فركانس و ميرايي ترمو الاستيك در ميكرو تير اولر برنولي كه از سه لايه  ]22[استريكار 

فلز پرداختند. و همچنين تاثير  -سراميك و سراميك-متفاوت تشكيل شده بود در دو حالت سراميك

ع ماده و نسبت حجمي آنها را مورد بررسي قرارداده و به اين نتيجه رسيدند كه ميكرو تيرهايي كه از نو

سيليسيم و كاربيد سيليسيم ساخته شده اند و با طلا نقره مس يا آلومينيوم آبكاري شده اند ميرايي 

كه از سيليسيم  بيشتري نسبت به نوع بدون آبكاري آن ميكرو تيرها دارند. همچنين ميكرو تيرهايي

اند در نمودار ميرايي آنها قله بزرگتري ديده مي ساخته شده اند و با كاربيد سيليسيم پوشش داده شده

شود كه با افزايش نسبت حجمي كاربيد سيليسيم به سيليسيم اين قله ها افزايش مي يابند. همچنين 

 استريكال و سايرم براي تير دولايه كار مشابه اي انجام دادند.

نيز به ميرايي ترموالاستيك طولي يك تير با در نظر گرفتن شرط مرزي دما ثابت و ] 23[ژانگ و تورنر 

 عايق بندي پرداختند.
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يك پوسته نيم كروي را بررسي كردند و تاثير پارامترهاي مختلف از جمله  ]24[چويي و همكاران 

 شعاع و ضخامت شعاعي را بر روي ضريب كيفيت بررسي كردند.

به محاسبه ميرايي ترمو الاستيك تشديد كننده هاي ميكرو مكانيكي با استفاده  ]25[وهمكاران هائو 

از روش انرژي گرمايي پرداختند. آنها انرژي گرمايي را در هر سيكل نوساني محاسبه كردند. روش 

م افزار مختلط مقادير مختلط نداشته و مي توان آن را در نر-انرژي گرمايي در مقايسه با روش فركانس

انسيس اجرا كرد. نتايج بدست آمده با نتايج حاصله از چندين روش ديگر انطباق خوبي دارد. اين روش 

 را مي توان براي هندسه هاي پيچيده نيز توسعه داد.

ميرايي ترموالاستيك تير يك سر گيردار را با در نظر گرفتن ترمهاي خطي و غير  ]26[مندز وهمكاران 

ددي كرده و با يكديگر مقايسه كردند. نتايج با فرض جابجايي هاي بزرگ، خطي آن شبيه سازي ع

 سخت شوندگي و كاهش زمان تاخير براي دامنه نوسانات را نشان ميدهد.

فرمولبندي اجزائ محدود براي يك مساله كاملا كلي ترموالاستيك ارائه دادند.  ]27[چويي و همكاران 

چيده و زمان بر است، يك ايده كاهش مدل در اينجا ارائه از آنجايي كه حل مقادير ويژه بسيار پي

 كردند كه كارايي محاسبات را بالا مي برد در نهايت حل خود را با نتايج تحليلي مقايسه كردند.

نيز با استفاده از روش اجزائ محدود به ميرايي ترموالاستيك تشديدكننده هاي  ]22[ياي 

اغتشاشات براي بدست آوردن معادله مقدار ويژه خطي ميكرومكانيكي پرداخته است. او از روش 

استفاده كرده است. اين آناليز همچنين شامل روش فوريه براي كاهش ابعاد مسئله و بهبود كارايي 

محاسبات مي باشد. اين روش در ابتدا براي تيري با تكيه گاه ساده به كار رفته است و نتيجه آن با كار 

مذكور براي رينگ تشديد كننده سيليكوني به طور سه بعدي  زنر مقايسه شده است سپس روش

توسعه داده شد. همچنين نتايج نشان مي دهد كه در نمودار ضريب كيفيت بر حسب ضخامت شعاعي 

 رينگ قله ي ماكزيممي وجود دارد.
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ميرايي ترموالاستيك ميكروتيري را كه تحت گرمايش يك باريكه ليزر قرار  ]20[سان و همكاران 

داشت بررسي كرده و با يك روش عددي تحليلي مبتني بر تبديل لاپلاس مساله خود را حل كرده و 

استفاده كردند و همچنين ممان و خيز گرمايي را بدست آوردند.  1براي صحه گذاري از نرم افزار فملب

موارد ديگري از جمله ابعاد و ميزان تابش ليزر بر روي ميرايي پرداختند و در پايان آن  آنها به بررسي

ضريب كيفيت رينگ دواري را با در نظر گرفتن  ]39[را با ميرايي سيال مقايسه كردند.كيم و همكاران 

نظر ارتعاشات درون صفحه اي محاسبه كردند. آنها پروفيل دما را با فرضي كه براي خمش رينگ در 

گرفتند و با حل معادله هدايت گرمايي بدست آوردند. سپس با داشتن توزيع دما معادله حركت مدل 

را بدست آوردند و براساس آن مقادير ويژه را بدست آوردند سپس با تحليل مقدار ويژه براي ارتعاشات  

 فركانس طبيعي، ضريب كيفيت را محاسبه كردند.

را مورد آزمايش  SOIهاي سيليكون وشاخه ساخته شده از لايهژيروسكوپ د ]31[يانگ و همكاران 

 قراردادند. آنها نيز از روش عددي كه همان روش انرژي گرمايي بود نيز استفاده كردند.

به استخراج معادلات ارتعاشي متقارن محوري ديسك دايروي با كوپلينگ  ]32[سان و توميوه 

رموالاستيك را در قالب يك عبارت بيان كنند. همچنين ترموالاستيك پرداختند و توانستند ميرايي ت

 به بررسي اثر دماي محيط، شرايط مرزي و ابعاد ورق بر ميرايي ترموالاستيك نيز پرداختند.

 

 

 

 

 

                                                           

1 Femlab 
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a  Ω) مختلف ضخامت و مقادير mm3با شعاع  دوّار: معكوس ضريب كيفيت براي رينگ 3-1شكل  =

4.0𝑒3 𝑟𝑝𝑚  (b Ω = 4.0𝑒5 𝑟𝑝𝑚  (c  مقايسه بين دو حالتΩ = 4.0𝑒3 𝑟𝑝𝑚  و                    Ω =

4.0𝑒5 𝑟𝑝𝑚 [30] 

 

براي ورق دايروي در  a/h=50ميرايي ترموالاستيك بر حسب ضخامت با نسبت ثابت شعاع به ضخامت   4-1شكل 

 K  [32] 293دماي 
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 هدف 1-3

سيستم با در نظر گرفتن ميرايي اشاره شد معادلات حركت حاكم بر  2-1همان طور كه در قسمت 

ترموالاستيك براي ورق دايروي بدون چرخش قبلا بدست آمده است. در اين پايانامه با افزودن 

چرخش به سيستم ابتدا معادلات حركت ورق ميكرو دايروي دوار را بدست آورده و سپس به بررسي 

بر ضريب كيفيت ميكرو ورق دايروي  تاثير عوامل مختلف از جمله ابعاد ورق، دما و مخصوصا اثر دوران

دوار به عنوان يك تشديدگر پرداخته خواهد شد. به همين منظور مسئله مورد نظر را با استفاده از 

مدل كرده و نتايج مورد   ANSYSنرم افزار   APDLروش المان محدود و به كمك زبان كد نويسي

 نظر را استخراج مي كنيم.
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 روش اجزائ محدود

   ANSYSروش اجزائ محدود به كمك 

 استخراج ماتريس هاي سازه اي 

 استخراج  ماتريس هاي  ميرايي 

 معادلات گرمايي 

  ماتريسlumped 

 استخراج ماتريس هاي ترمو الاستيك 

 و ساخت ماكرو   Ansysزبان پارامتري نرم افزار 
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 ]33[ روش اجزائ محدود به كمك نرم افزار انسیس 2-1

پرداخته خواهد شد. براي    ANSYSدر اين فصل به استخراج  ماتريس هاي سيستم توسط نرم افزار 

و ماتريس  2، ماتريس ميرايي1بدست آوردن معادله اساسي سيستم نياز به استخراج ماتريس سازه اي

 سيستم مي باشد كه در ادامه به آن پرداخته شده است. 3جريان گرمايي

 هاي سازه اي استخراج ماتريس 2-1-1

بر اين است كه با تغييرات مجازي خيلي كوچك در انرژي كرنشي سيستم مي  4اصل كار مجازي

 بايست به همان مقدار تغييرات در كار خارجي حين اعمال نيرو  به دنبال داشته باشد به عبارت ديگر :

(2-1                                                                 )                                                           𝑈 = 𝛿𝑉 

 كه در آن

𝑈 = 𝑈1 + 𝑈2 :كار داخلي(  5انرژي كرنشي ( 

𝑉 = 𝑉1 + 𝑉2 + 𝑉3  :كار خارجي 

δ :.عملگر مجازي مي باشد 

 انرژي كرنشي مجازي عبارتست از :

(2-2                                                                                          )δ𝑈1 = ∫ {𝛿𝜀}{𝜎}𝑑(𝑉𝑂𝐿)𝑇
𝑉𝑂𝐿

 

 كه در آن

                                                           
1 Structural Matrices 

2 Damping Matrices 

3 Heat Flow Matrices 

4 Virtual work 

5 Strain energy 
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{ε}بردار كرنش  : 

{σ}  :بردار تنش 

VOL.حجم المان مي باشد  : 

-2و 3-1معادله   با فرض هندسه خطي و مواد خطي استخراج معادلات را ادامه مي دهيم با تلفيق 

 خواهيم داشت :3

(2-3                                                        )δ𝑈1 = ∫ {𝛿𝜀}𝑇[𝐷]{𝜀} − {𝛿𝜀}𝑇[𝐷]{𝜀𝑡ℎ}𝑑(𝑉𝑂𝐿)
𝑉𝑂𝐿

 

 كرنش را مي توان به صورت زير به وسيله جابجائي گره اي نيز بيان كرد:

{𝜀} = [𝐵]{𝑈} (2-4)                                                                                                  

 كه در آن 

[𝐵] :المان 1جابجايي بر پايه توابع شكل-ماتريس كرنش 

{𝑢} :بردار جابجايي گره اي 

بيشتر از حجم باشد، نمي تواند   {𝑢}و با توجه به  اينكه تغييرات   3-4و  3-3با تلفيق  معادلات 

 داريم:

δ𝑈1 = {𝛿𝑈}
𝑇 ∫ [𝐵]𝑇[𝐷][𝐵]𝑑(𝑉𝑂𝐿){𝑈} − {𝛿𝑈}𝑇 ∫ [𝐵]𝑇[𝐷]

𝑉𝑂𝐿𝑉𝑂𝐿
{𝜀𝑡ℎ}𝑑(𝑉𝑂𝐿) (2-5         )              

  2فرم ديگر انرژي كرنشي مجازي وقتي است كه سطح در مقابل يك مقاومت گسترده به عنوان سختي فندانسيون

 جابجا مي شود. مي توان نوشت:

                                                           

1 shape functions 

2 foundation stiffness 
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δ𝑈2 = ∫ {𝛿𝑊𝑛}
𝑇{𝜎}

𝑎𝑟𝑒𝑎𝑓
𝑑(𝑎𝑟𝑒𝑎𝑓)    (2-6)                                                                              

 كه در آن

{𝑊n} :جابجايي عمود بر سطح 

{𝜎} :تنش منتقل شده به وسيله سطح 

𝑎𝑟𝑒𝑎𝑓  :سطح مقاومت گسترده 

{𝑊n}   و{𝜎}  دارند. جابجايي عمودي بر حسب جابجايي گره اي به معمولا فقط يك عبارت غير صفر

 صورت زير مي باشد:

{𝑊𝑛} = [𝑁𝑛]{𝑈}                                                                                                                      (2-7)   

 كه

[𝑁n] :د.ماتريس توابع شكل براي جابجايي عمود بر سطح مي باش 

 عبارت است از : {σ}تنش  

𝜎 = 𝐾{𝑊𝑛} (2-2)                                                                                                                        

 سختي فندانسيون  نيرو بر طول بر واحد سطح مي باشد.  kكه در آن  

 در سرتاسر  سطح  داريم :   kو با فرض ثابت بودن   2-2و  6-2با تلفيق معادلات  

δ𝑈2 = {𝛿𝑢}
𝑇𝑘 ∫ [𝑁𝑛]

𝑇[𝑁𝑛]𝑎𝑟𝑒𝑎𝑓
𝑑(𝑎𝑟𝑒𝑎𝑓){𝑢}                                                                    (2-0)      

 : در ادامه به كار مجازي خارجي پرداخته خواهد شد. در ابتدا عوامل اينرسي را بررسي مي كنيم

δ𝑉1 = −∫ {𝛿𝑊}𝑇
{𝐹𝑎}

𝑉𝑂𝐿𝑉𝑂𝐿
𝑑(𝑉𝑂𝐿)                                                                                       (2-19)   

 كه 
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{𝑊}  : بردارجابجايي نقاط اصلي 

{𝐹a}   :مي باشد.1بردار نيروي شتاب دالمبرت 

 با توجه به قانون دوم نيوتن داريم :

{𝐹𝑎}

𝑉𝑂𝐿
= 𝜌

𝜕2

𝜕𝑡2
{𝑊} (2-11                                                                                                            )   

 كه در آن 

ρ :دانسيته 

𝑡زمان : 

 جابجايي داخلي المان بر حسب جابجايي گره اي  عبارتست از :

{𝑊} = [𝑁]{𝑢}                                                                                                                      (2-12)    

و با فرض ثابت  12-2و  11-2،  19-2ماتريس توابع شكل مي باشد. با تلفيق معادلات   [𝑁]كه 

 ماندن چگالي در سرتاسر حجم  داريم :

δ𝑉1 = −{𝛿𝑢}𝑇𝜌∫ [𝑁]𝑇[𝑁]
𝑉𝑂𝐿

𝑑(𝑉𝑂𝐿)
𝛿2

𝛿𝑡2
{𝑢}                                                                  (2-13)  

 فرمول بندي بردار نيروي فشاري  با  معادله زير آغاز مي شود: 

δ𝑉2 = ∫ {δWn}
T{P}

𝑎𝑟𝑒𝑎𝑃
𝑑(𝑎𝑟𝑒𝑎𝑃) (2-14                                                 )                              

 كه 

{𝑃} :)بردار فشار اعمالي )كه معمولا شامل فقط يك عبارت  غير صفر مي باشد 

                                                           
1D'Alembert 
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𝑎𝑟𝑒𝑎𝑝 :.سطح اعمال فشار  مي باشد 

 داريم : 14-2و  12-2با تلفيق معادلات  

δ𝑉2 = {𝛿𝑢}𝑇 ∫ [Nn]{P}𝑎𝑟𝑒𝑎𝑃
𝑑(𝑎𝑟𝑒𝑎𝑃)                                                                               (2-15)  

 كار نيرو هاي گره اي اعمالي بر المان به صورت زير محاسبه مي شود:

δ𝑉3 = {𝛿𝑢}𝑇{𝐹𝑒
𝑛𝑑}                                                                                          (2-16)   

 كه

{𝐹e
nd} .نيرو هاي گرهاي اعمالي بر المان مي باشد  : 

 خواهيم داشت: 16-2 و 15-2،  13-2،  0-2 ، 5-2، 1-2در نهايت با تلفيق معادلات 

{𝛿𝑢}𝑇 ∫ [𝐵]𝑇[𝐷][𝐵]𝑑(𝑉𝑂𝐿){𝑢} − {𝛿𝑢}𝑇 ∫ [𝐵]𝑇[𝐷]
𝑉𝑂𝐿𝑉𝑂𝐿

{𝜀𝑡ℎ}𝑑(𝑉𝑂𝐿) +

{𝛿𝑢}𝑇𝑘 ∫ [𝑁𝑛]
𝑇[𝑁𝑛]𝑎𝑟𝑒𝑎𝑓

𝑑(𝑎𝑟𝑒𝑎𝑓){𝑢} =  −{𝛿𝑢}
𝑇𝜌 ∫ [𝑁]𝑇[𝑁]

𝑉𝑂𝐿
𝑑(𝑉𝑂𝐿)

𝛿2

𝛿𝑡2
{𝑢} +

{𝛿𝑢}𝑇 ∫ [Nn]
T{P}

𝑎𝑟𝑒𝑎𝑃
𝑑(𝑎𝑟𝑒𝑎𝑃) + {𝛿𝑢}

𝑇{𝐹𝑒
𝑛𝑑}  (2-17           )                                       

         

را   17-2وجود دارد ، شرايط مي بايست معادله    𝑇{𝛿𝑢}با توجه به اينكه در تمامي جملات  معادله 

 زير كاهش مي يابد:ارضا كند به صورت 

{[𝐾e] + [Ke
f ]}{u} − {Fe

th} = [Me]{ü} + {Fe
pr
} + {Fe

nd} (2-12)                                               

         

 كه در آن

[𝐾𝑒] = ∫ [𝐵]𝑇
𝑉𝑂𝐿

[𝐷][𝐵]𝑑(𝑉𝑂𝐿)   :ماتريس سختي  المان 
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[𝐾𝑒
𝑓
] = 𝐾 ∫ [𝑁 𝑛]

𝑇[𝑁𝑛]𝑎𝑟𝑒𝑎𝑓
𝑑(𝑎𝑟𝑒𝑎𝑓)ماتريس سختي فندانسيون المان : 

{𝐹𝑒
𝑡ℎ} = ∫ [𝐵]𝑇

𝑉𝑂𝐿
[𝐷][𝜀𝑡ℎ]𝑑(𝑉𝑂𝐿)  :بردار نيروهاي دمايي المان 

[𝑀𝑒] = 𝜌 ∫ [𝑁]𝑇
𝑉𝑂𝐿

[𝑁]𝑑(𝑉𝑂𝐿): ماتريس جرم المان 

{𝑢̈} =
𝜕2

𝜕𝑡2
{𝑢} : بردار شتاب 

{𝐹𝑒
𝑝𝑟} = ∫ [𝑁𝑛]

𝑇
𝑎𝑟𝑒𝑎𝑝

{𝑃}𝑑(𝑎𝑟𝑒𝑎𝑝) : بردار فشار المان 

 ، معادله تعادل بر روي يك المان مبنا را نشان ميدهد. 12-2معادله 

 استخراج  ماتريس هاي  میرايي  2-1-2

 فرم كلي ماتريس ميرايي به صورت زير مي باشد :

[𝐶] = 𝛼[𝑀] + (𝛽 + 𝛽𝑐)[𝐾] + ∑ [(𝛽𝑗
𝑚 +

2

𝛺
𝛽𝑗
𝜉
) [𝐾𝑗]]

𝑁𝑚
𝑗=1 + ∑ [𝐶𝐾]

𝑁𝑒
𝐾=1 + [𝐶𝜉] (2-10           )   

 كه

[𝐶]  :ماتريس ميرايي سازه اي 

α  :ضريب ماتريس جرمي 

[𝑀]  :ماتريس جرم سازه اي 

𝛽  :ضريب ماتريس سختي 

 𝛽𝑐  :ضريب متغيير ماتريس سختي 

[𝐾] ماتريس سختي سازه اي : 
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𝑁𝑚  :تعداد جنس 

𝛽𝑗
𝑚   :  ضريب ماتريس سختي براي جنسj ام 

𝛽𝑗
𝜉   : مستقل از فركانس( براي جنس   ماتريس ضرايب ثابت سختي(j ام 

Ω    :فركانس تحريك دايروي 

𝐾𝑗    : قسمتي از ماتريس سختي سازه اي متعلق به جنسj ام 

𝑁𝑒  :تعداد المان ها يي با ميرايي مشخص شده 

𝐶𝐾  :ماتريس ميرايي المان 

𝐶𝜉  :ماتريس ميرايي  وابسته به المان 

ممكن است شامل پلاستيسيته و يا اثر جابجايي هاي بزرگ باشد.  [𝐾]توجه شود كه ماتريس سختي 

 ، شامل اثرات ميرايي و يا نرمي ناشي از دوران نيز مي باشد. دوّاردر سازه هاي 

𝐶𝜉 را مي توان از𝜉𝑑 : به صورت زير بدست آورد 

{ϕi}
T[Cξ]{ϕi} = 2ξi

dωi  (2-29)                                                                                                

 كه در آن

𝜉𝑖
𝑑    : نسبت ميرايي براي شكل مدi ام 

{ϕ𝑖}    : شكل مدi ام 

𝜔𝑖 = 2𝜋𝑓𝑖   فركانس طبيعي دايره اي مربوط به شكل مد  :i ام 

𝑓𝑖    :فركانس طبيعي مربوط به شكل مدi ام 
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𝜉𝑖نسبت ميرايي 
𝑑  : تشكيل شده از 

𝜉𝑖
𝑑 = 𝜉 + 𝜉𝑖

𝑚      (2-21)                                                                                                             

 كه

ξ   : نسبت ميرايي ثابت 

𝜉𝑖
𝑚  : نسبت ميرايي مدال براي شكل مدi ام 

𝜉𝑖در حقيقت 
𝑑   .به صورت مستقيم استفاده مي شود𝐶𝜉 ي آيد.هرگز به صورت صريح بدست نم 

𝛽𝑐  براي بدست آوردن نسبت ميرايي ثابت بدون در نظر گرفتن فركانس كاربرد دارد. نسبت ميرايي از

 نسبت بين ميرايي بحراني به ميرايي حقيقي)فعلي( بدست مي آيد.

 ضريب ماتريس سختي بر حسب نسبت ميرايي به صورت زير بدست مي آيد :

βc =
ξ

πf
=

2

Ω
ξ  (2-22 )                                                                                                                

 كه در آن

ξ نسبت ميرايي ثابت  : 

Ω   : فركانس دايره اي  تحريك در محدوده ي بينΩ
𝐵

Ωو   
𝐸

 

Ω
𝐵
= 2π𝑓𝐵 

Ω
𝐸
= 2π𝑓𝐸 

𝑓𝐵  فركانس شروع : 

𝑓𝐸   : پايان مي باشد.فركانس 
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 معادلات گرمايي  2-1-3

 اصول جريان گرمايي 2-1-3-1   

قانون اول ترمو ديناميك بر اصل بقاي انرژي گرمايي نهاده شده است . اين قانون براي يك حجم 

 به صورت زير بيان مي شود : 1كنترلي ديفرانسيلي

ρc (
∂T

∂t
+ {V}T{L}T) + {L}T{q} = q⃛ (2-23)                                                                             

 كه در آن 

𝜌  :چگالي 

C  :گرماي ويژه 

𝑇 = 𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡)   دما  : 

t  زمان: 

{𝐿} =

{
 
 

 
 
𝜕

𝜕𝑥
𝜕

𝜕𝑦

𝜕

𝜕𝑧}
 
 

 
 

 بردار عملگر:    

{q}    :بردار شار حرارتي 

𝑞    :نرخ توليد گرما بر واحد حجم 

{𝑉} = {

𝑉𝑥
𝑉𝑦
𝑉𝑧

 بردار سرعت براي جرم حرارت انتقالي:   {

                                                           

1 differential control volume 
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نمايانگر ∇ نشان مي دهيم كه ∙ ∇و   ∇را به ترتيب با نماد هاي    T{𝐿}و {𝐿}ترم هاي  براي درک بهتر

 مي باشد. 2نمايانگر عملگر ديورژانس    ∙ ∇و   1عملگر گراديان

 گراديان دمايي استفاده كرد : حال مي توان از قانون فوريه براي مرتبط ساختن بردار شار حرارتي با 

{𝑞} = −[𝐷][𝐿]𝑇 (2-24                                                                                                            )   

 كه

[𝐷] = [
𝐾𝑋𝑋 0 0
0 𝐾𝑌𝑌 0
0 0 𝐾𝑍𝑍

]                                                                                                    (2-25)   

 داريم : 24-2و  23-2با تلفيق معادلات 

ρc (
∂T

∂t
+ {V}T{L}T) = {L}T([D]{L}T) + q⃛ (2-26)                                                                    

 داريم : 26-2و با بسط معادله  

𝜌𝑐 (
𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ 𝑉𝑋

𝜕𝑇

𝜕𝑋
+ 𝑉𝑌

𝜕𝑇

𝜕𝑌
+ 𝑉𝑍

𝜕𝑇

𝜕𝑍
) = 𝑞 +

𝜕

𝜕𝑋
(𝐾𝑋

𝜕𝑇

𝜕𝑋
) +

𝜕

𝜕𝑌
(𝐾𝑌

𝜕𝑇

𝜕𝑌
) +

𝜕

𝜕𝑍
(𝐾𝑋

𝜕𝑇

𝜕𝑍
)        (2-27)  

 :در اينجا به  سه شرط مرزي مي پردازيم. با فرض اينكه  تمام المان را پوشش دهند

 𝑆1دماي مشخص شده در تمام سطح  -1

T = T∗ (2-22                                                                                                                           )   

 𝑆2جريان گرمايي مشخص شده در تمام سطح -2

{q}T{η} = −q∗ (2-20                                                                                                             )  

 كه در آن 

                                                           

1 grad operator 

2 Divergence operator 
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{η}  بردار واحد عمودي : 

q∗  :  مي باشد. جريان گرمايي مشخص شده 

 𝑆3جريان همرفت مشخص شده در تمام سطح -3

{q}T{η} = hf(TS − TB) (2-39)                                                                                                  

 كه 

ℎf   :كه در دماي ميانگين   1ثابت فيلم(𝑇𝐵 + 𝑇𝑆)
2
 سنجيده شده است .   ⁄

𝑇B :دماي حجمي مجاور سيال 

𝑇𝑆  :دماي سطح  مدل 

 داريم :  20-2و 39-2با معادلات  24-2با تلفيق معادله 

{η}T[D]{L}T = q (2-31)                                                                                                            

{η}T[D]{L}T = hf(TB − T) (2-32)                                                                                        

در تغييرات كوچك دما ضرب كرده و در تمام سطح المان انتگرال گيري شود و با  26-2اگر معادله 

 تلفيق شود، داريم : 32-2و   31-2معادلات 

∫ (𝜌𝑐𝛿𝑇 (
𝜕𝑇

𝜕𝑡
+ {𝑉}𝑇{𝐿}𝑇) + {𝐿}𝑇(𝛿𝑇)([𝐷]{𝐿}𝑇))

𝑉𝑂𝐿
𝑑(𝑉𝑂𝐿) = ∫ 𝛿𝑇𝑞∗

𝑆2
𝑑(𝑆2) +

∫ 𝛿𝑇ℎ𝑓𝑆3
(𝑇𝐵 − 𝑇)𝑑(𝑆3) + ∫ 𝛿𝑇𝑞

𝑉𝑂𝐿
𝑑(𝑉𝑂𝐿)     (2-33                                                        )                                                                         

𝐾xx ) ،  𝐾𝑦𝑦و( 𝐾zz  ضرايب هدايت حرارتي به ترتيب در راستا هاي )  X    ،Y   وZ  ( .مي باشند 

 جريان گرمايياستخراج ماتريس هاي    2-1-3-2

                                                           

1 film coefficient 
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 متغيير دما نسبت به مكان و زمان تغيير مي كند.اين وابستگي را مي توان به صورت زير جدا كرد :

T = {N}T{Te} (2-34)                                                                                                                 

 كه

𝑇 = 𝑇(𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) دما : 

{𝑁} = {𝑁(𝑥, 𝑦, 𝑧)} توابع شكل المان : 

{𝑇𝑒} = {𝑇𝑒(𝑡)}    :بردار دماي گره اي المان 

 بصورت زير مي باشد : 34-2بنابراين مشتق زماني معادله  

𝑇̇ =
𝜕𝑇

𝜕𝑡
= {𝑁}𝑇{𝑇̇𝑒} (2-35)                                                                                                         

 و همچنين 

δT = {δTe}
T{N}                                                                                                                     (2-36)   

 به صورت زير تعريف مي شود :   T{L}اپراتور 

{L}T = [B]{Te} (2-37                                                                                                                            )  

 كه 

[𝐵] = {L}{N}T (2-32                                                                                                               )  

 عبارت زير را بدست آورد : 32-2تا  35-2با معادلات   39-2هم اكنون مي توان با تركيب معادله  

∫ 𝜌𝑐{𝛿𝑇𝑒}
𝑇{𝑁}{𝑁}𝑇

𝑉𝑂𝐿
{𝑇̇𝑒}𝑑(𝑉𝑂𝐿) + ∫ 𝜌𝑐{𝛿𝑇𝑒}

𝑇{𝑁}{𝑉}𝑇
𝑉𝑂𝐿

[𝐵]{𝑇𝑒}𝑑(𝑉𝑂𝐿) +

∫ {𝛿𝑇𝑒}
𝑇[𝐵]𝑇[𝐷]

𝑉𝑂𝐿
[𝐵]{𝑇𝑒}𝑑(𝑉𝑂𝐿) = ∫ {𝛿𝑇𝑒}

𝑇{𝑁}𝑞∗
𝑆2

𝑑(𝑆2) + ∫ {𝛿𝑇𝑒}
𝑇{𝑁}

𝑆3
ℎ𝑓(𝑇𝐵 −

{𝑁}𝑇{𝑇𝑒})𝑑(𝑆3) + ∫ {𝛿𝑇𝑒}
𝑇{𝑁}𝑞

𝑉𝑂𝐿
𝑑(𝑉𝑂𝐿)    (2-30)                                                                                                                             
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 معادله بالا معادله  اساسي جريان گرما مي باشد.

مي توانند در   𝑞و    cفرض مي شود چگالي در سرتاسر حجم المان ثابت مي باشد . به عبارت ديگر  

مقادير گره اي هستند و در سرتاسر المان بدون   {𝛿𝑇𝑒}و  {𝑇̇𝑒},   {𝑇𝑒}المان تغيير كنند.در نهايت 

عادله را در بردار تغيير مي مانند و مي توانند از انتگرال خارج شوند. حال مي توان تمام عبارات م

{𝛿𝑇𝑒} ضرب كرد و با اين كار عبارت   {𝛿𝑇𝑒}دلخواه  
𝑇   از معادله حذف خواهد شد و مي توان معادله

 را بصورت زير نوشت :

[Ce
t ]{Ṫe} + ([Ke

tm] + [Ke
tb] + [Ke

tc]){Te} = {Qe} + {Qe
c} + {Qe

g
} (2-49)                                

 كه

[𝐶𝑒
𝑡] = 𝜌 ∫ 𝑐{𝑁}{𝑁}𝑇𝑑(𝑉𝑂𝐿)

𝑉𝑂𝐿
 ويژه  المان  )ميرايي گرمايي (ماتريس  گرماي :  

[𝐾𝑒
𝑡𝑚] = 𝜌 ∫ 𝑐{𝑁}{𝑉}𝑇[𝐵]𝑑(𝑉𝑂𝐿)

𝑉𝑂𝐿
 ماتريس ضرايب هدايت انتقالي جرم المان:  

[𝐾𝑒
𝑡𝑏] = ∫ [𝐵]𝑇[𝐷][𝐵]𝑑(𝑉𝑂𝐿)

𝑉𝑂𝐿
 ماتريس ضرايب هدايت نفوذي المان:  

[𝐾𝑒
𝑡𝑐] = ∫ ℎ𝑓{𝑁}{𝑁}

𝑇𝑑(𝑆3)𝑆3
 ماتريس ضرايب هدايت همرفت از  سطح  المان:  

{𝑄e
f } = ∫ {N}

S2
q∗d(S2) : بردار شار جرمي المان 

{Qe
c} = ∫ TBS3

hf{N}d(S3)  :بردار جريان گرمايي همرفت  از سطح المان 

{Qe
g
} = ∫ 𝑞{𝑁}

𝑉𝑂𝐿
𝑑(𝑉𝑂𝐿)   :بردار نيرو گرمايي توليد شده در المان 

 چند نكته در مورد ماتريس ها و بردارهاي ذكر شده:

𝐾e]ماتريس  .1
tm] متقارن نمي باشد 
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𝐾e]. ماتريس 2
tc]  عمليات قطري سازي  توضيح  4-3قسمت اغلب قطري مي شود كه در

 داده شده است

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 1ماتريس لامپد  2-1-4

                                                           

1 LUMPED Matrices 
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مي توان ماتريس هاي جرمي ويا ماتريس هاي حرارتي خاصي بعضي از المان ها را كاهش داد و طي 

 عمليات لامپينگ به ماتريس قطري تبديل كرد.

به مرتبه تابع شكل المان مي باشد. كه روش هايي كه براي قطري سازي استفاده مي شود وابسته 

 ماتريس جرمي مثالي براي اين روش مي باشد.

 عملیات قطري سازي براي المان هايي با مرتبه تابع شکل پايین    2-1-4-1

براي المان ها با مرتبه پايين )خطي يا غير خطي( ماتريس قطري را مي توان با جمع كردن  سطر ها 

 :د. مراحل انجام كار به شرح ذيل مي باشد)و يا ستون ها( بدست آور

 محاسبه ماتريس جرم به روش معمول -1

 محاسبه  -2

𝑆(𝑖) = ∑ 𝑀𝑒(𝑖, 𝑗)
𝑛
𝑗=1       𝑓𝑜𝑟 𝑖 = 1…𝑛                                                                             (2-41)   

 تعداد درجه آزادي المان مي باشد.  nكه 

 جايگذاري : -3

𝑀𝑒(𝑖, 𝑗) = 0      𝑓𝑜𝑟 𝑖 ≠ 𝑗 (2-42                                                                                             )  

𝑀𝑒(𝑖, 𝑗) = S(𝑖)𝑓𝑜𝑟 𝑖..n (2-43                                                                                     )            

    

 

 عملیات قطري سازي براي المان هايي با مرتبه تابع شکل بالا  2-1-4-2

 براي المانهايي با مرتبه ي بالا روشي توسط آقاي هينتون به صورت زير پيشنهاد شده است:
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 محاسبه ماتريس جرم به روش معمول -1

 محاسبه :-2

𝑆 = ∑ ∑ 𝑀𝑒(𝑖, 𝑗)
𝑛
𝑗=1

𝑛
𝑖=1 (2-44)                                                                                                     

𝐷 = ∑ 𝑀𝑒(𝑖, 𝑗)
𝑛
𝑖=1                                                                                                                   (2-45)  

 جايگذاري :-3

𝑀𝑒(𝑖, 𝑗) = 0          𝑖𝑓   𝑖 ≠ 𝑗 (2-46                                                                                         )  

𝑀𝑒(𝑖, 𝑖) =
𝑆

𝐷
𝑀𝑒(𝑖, 𝑖)  (2-47                                                                                                   )  

 توجه شود كه در اين روش  موارد زير قطعي مي باشد :

 جرم المان محفوظ مي ماند.-1

 ماتريس جرمي المان معين مثبت مي باشد .-2

اين امكان وجود دارد  كه اگر عمليات قطري سازي با روش قبل يعني جمع ساده سطر يا ستون ها 

 رمي  مثبت معين نباشد. براي  المان هاي مرتبه بالا انجام شود ، ماتريس نهايي ج

 

 

 

 معادلات اساسي ترموالاستیك  2-1-5

 به شرح ذيل مي باشد :] 34 [معادلات اساسي كوپل شده ترموالاستيك 
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{𝜀} = [𝐷]−1{𝜎} + {𝛼}∆𝑇                                                                                                    ( 2-42 ) 

𝑆 = {𝛼}𝑇{𝜎} +
𝜌𝐶𝑝

𝑇0
∆𝑇                                                                                                   ( 2-40 ) 

 كه در آن  

{ε} = [εx  εy εz εxy εyz  εxz  ]   :بردار كرنش كل 

{σ} = [σx  σy σz σxy σyz  σxz  ]  : بردار تنش 

∆𝑇 = 𝑇 − 𝑇𝑟𝑒𝑓 

𝑇دماي در جريان : 

𝑇0: دماي مطلق مرجع𝑇0 = 𝑇𝑟𝑒𝑓+𝑇𝑜𝑓𝑓 

𝑇𝑟𝑒𝑓    :دماي مرجع 

   ∶ 𝑇𝑜𝑓𝑓دماي آفست از صفر مطلق به صفر 

[𝐷]  :  ماتريس سختي الاستيك 

 

{α} = [αx αyαz  0  0  0]
T

 بردار ضرايب نفوذ حرارتي:  

ρ    :دانسيته 

𝐶P  ضريب گرماي ويژه در فشار يا تنش ثابت : 

S   مي باشد. 1: دانسيته انتروپي 

                                                           

1 Entropy density 
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∆𝑇 و  {ε}   را به عنوان متغيير هاي مستقل در نظر مي گيريم. از قانون دوم ترموديناميك انتروپي را بر

 جايگزين مي كنيم : 40-2حسب دانسيته گرما بدست آورده و در فرمول  

Q = 𝑇0𝑆       

(2-59) 

 بنابراين داريم :

{𝜎} = [𝐷]{𝜀} − {𝛽}∆𝑇 (2-51)                                                                                                 

𝑄 = 𝑇0{𝛽}
𝑇{𝜀} + 𝜌𝐶𝑣∆𝑇 (2-52)                                                                                 

 كه در آن

{β} = [D]{α}     :بردار ضرايب ترموالاستيك 

𝐶𝑣 = 𝐶𝑃 −
𝑇0

𝜌
{𝛼}𝑇{𝛽} گرماي ويژه در حجم ثابت : 

 داريم :   23-2در معادله جريان گرمايي 52-2از معادله  Qبا جايگذاري

∂𝑄

∂t
= 𝑇0{𝛽}

𝑇 𝜕{𝜀}

𝜕𝑡
+ 𝜌𝐶𝑣

𝜕(∆𝑇)

𝜕𝑡
− [𝐾]∇2𝑇  (2-53)                                                          

 كه در آن

[𝐾] = [

𝐾𝑥𝑥 0 0
0 𝐾𝑦𝑦 0

0 0 𝐾𝑧𝑧

 ماتريس ضريب هدايت گرمايي مي باشد.:    [

 

 

 

 

 استخراج ماتريس هاي ترمو الاستیك  2-1-6

و معادله ماتريسي بقاي جريان گرمايي كوپل   12-2تا اينجا توانستيم  معادله ماتريسي تنشي حركت  

  را بدست آوريم . معادلات فوق به هم وابسته مي باشند 49-2شده با معادلات اساسي ترموالاستيك  
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از كنار هم قرار دادن معادلات  بنابراين حل سيستم  با حل همزمان معادلات فوق امكان پذيرمي باشد.

 فوق معادله ماتريسي المان محدود  سيستم  بصورت زير به دست مي آيد :

[
[𝑀] [0]

[0] [0]
] {
{𝑢̈}

{𝑇̈}
} + [

[𝐶] [0]

[𝐶𝑡𝑢] [𝐶𝑡]
] {
{𝑢̇}

{𝑇̇}
} + [

[𝐾] [𝐾𝑢𝑡]

[0] [𝐾𝑡]
] {
{𝑢}

{𝑇}
} = {

{𝐹}
{𝑄}

}                            

(2-54)  

 كه در آن

[M] :    (12-2ماتريس جرمي )معادله 

[C]   : به آن اشاره شد( 3-2ماتريس ميرايي سازه اي )كه در قسمت 

[K]   : (12-2ماتريس سختي )معادله 

{u}  بردار جابجايي : 

{F}   ( و بردار فشار المان )تعريف شده 16-2: مجموع نيروهاي گره اي المان )تعريف شده در معادله

 (12-2در معادله 

[Ct] (49-2: ماتريس گرماي ويژه  ) معادله 

[Kt] (49-2: ماتريس نفوذ هدايت حرارتي) معادله 

[𝐾𝑢𝑡] = −∫ [𝐵]𝑇{𝛽}({𝑁}𝑇)𝑑(𝑉𝑂𝐿)
𝑉𝑂𝐿

 :   ماتريس سختي ترموالاستيك   

{T}    بردار دما   : 

{Q}     (49-2:  بردار هاي جريان همرفتي سطحي و مجموع نيروهاي توليد گرما )معادله 

[B]      :(4-2جابجايي )معادله -ماتريس كرنش 
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{N}    توابع شكل  : 

[𝐶𝑡𝑢] = −𝑇0[Kut]𝑇    ماتريس ميرايي ترموالاستيك    : 

 مي باشند.

 انرژي كل سيستم  برابر است با 

𝑈𝑡 =
1

4
∫ {𝜎}𝑇{𝜀}∗𝑑(𝑉𝑂𝐿)
𝑉𝑂𝐿

                                                                        ( 2-55 ) 

 كه

{𝜀}∗  .كرنش كل كه شامل مقادير حقيقي و موهومي باهم مي باشد  : 

قسمت حقيقي معادله بالا بيانگر ميانگين انرژي كرنشي ذخيره شده و قسمت موهومي بيانگر ميانگين 

انرژي كرنشي از دست رفته به سبب ميرايي ترموالاستيك مي باشد. كيفيت ميرايي ترموالاستيك با 

 به صورت زير بيان مي شود:   Qيفيت پارامتري به نام ضريب ك

𝑄−1 =
∑ 𝐼𝑚(𝑈𝑡)
𝑁𝑒
𝑗=1

∑ 𝑅𝑒(𝑈𝑡)
𝑁𝑒
𝑗=1

                                                                                 ( 2-56 ) 

 تعداد المان هاي ترموالاستيك مي باشد.   𝑁𝑒كه 

 

 

 

 ] 34 [و ساخت ماكرو  Ansysزبان پارامتري نرم افزار   2-2
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به خصوص در مورد ساخت ماكرو در حل مسائلي نظير  1(APDL)زبان طراحي پارامتري نرم افزار 

بهينه سازي طراحي ، بهينه سازي مش ، بهنه سازي توپولوژي و كاركرد با پارامترها در طول يك 

حيط نيمه فعالي از يك محيط مسئله كاربرد دارد . اين قابليت با كاربرد آن با ساخت ماكرو به نوعي م

 برنامه نويسي را مي تواند توليد كند. از جمله قابليت هاي اين زبان مي توان به موارد زير اشاره نمود :

 محاسبات رياضي به كمك دستورات موجود ، كاركرد با آرايه ها ، رشته ها ، كاركترها و ...-1

 توليد دستورات شرطي  -2

 توليد حلقه هاي تكراري -3

لازم به ذكر است كاربرد اين پارامترها به همراه دستورات مربوطه بسيار به موارد موجود در محيط 

 شبيه است . 2برنامه نويسي فرترن

نوشته شده    APDLيك برنامه مجزا در محيط  4براي هريك از گراف هاي بدست آمده در فصل 

 است .

استفاده شده  SOLID226و    PLANE223در اين برنامه ها براي مدل كردن ورق از المان هاي  

 است.

 ،دما و ولتاژ( yو  xدرجه آزادي در هر گره )جابجايي در راستاي  4گره و  2شامل  PLANE223المان 

،دما و  z و yو  xدرجه آزادي )جابجايي در راستاي  5گره و  29شامل  SOLID226مي باشد و المان 

 ولتاژ( در هر گره  مي باشد . خصوصيات و قابليت هاي اين دو المان مشابه هم مي باشد. 

قابليت ساختاري دو المان فقط الاستيك بودن است كه شامل تغيير شكل هاي بزرگ، اثرات تنش 

شامل سختي و اثرات پيش تنش مي باشد به علاوه انبساط حرارتي )قابليت هاي حرارتي ساختاري(،  

                                                           

1 APDL (ANSYS Parametric Design Language) 

2 FORTRAN  
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اثر پيزوكالوريك در آناليز ديناميكي مي باشد. اثر كوريوليس  براي آناليزها با درجات آزادي سازه اي 

 قابل دستيابي است.

 در تحليل هاي زير كاربرد دارد :   SOLID226و   PLANE 223المان هاي 

  1گرمايي –سازه اي 

 2پيزورزيستيو 

 3الكترو الاستيك 

 4پيزو الكتريك 

 5اييگرم-الكتريكي 

 6سازه اي-ترموالكتريك 

 7گرمايي-پيزوالكتريك 

گرمايي مي باشد، بنابراين -با توجه به مطالب بالا و چون تحليل ترموالاستيك يك تحليل سازه اي

 مي باشند. SOLID226 و    PLANE 223بهترين انتخاب براي اين تحليل المان هاي 

 

 

 

 

 

                                                           

3 Structural-Thermal 

2 Piezoresistive 

3 Electroelastic 

4 Piezoelectric 

5 Thermal-Electric 

6 Structural-Thermoelectric 

7 Thermal-Piezoelectric 
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 PLANE 223هندسه المان    1-2شكل 

 

 

 

 

 

 

 SOLID 226هندسه المان    2-2شكل 
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  استخراج  معادله ارتعاشي با میرايي ترموالاستیك  براي ورق میکرو

 دايروي دوّار

 

 استخراج معادلات حركت

Z 
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 ميكرو ديسك دايروي و سيستم مختصاتتصوير شماتيك از      1-3شكل 

 در اين قسمت به بررسي و استخراج معادلات حركت ديسك دايروي دوّار با كوپلينگ ترموالاستيك

  ]36[استفاده شده است  1مي پردازيم. براي ساده سازي معادلات از تئوري ورق كريشهوف

𝜎𝑧𝑧نسبت به تنش هاي اصلي قابل اغماض مي باشد يعني   𝜎𝑧𝑧الف(تنش عمودي  = 0. 

ب( خطوط المان عمود بر سطح مياني قبل از تغيير شكل، بر سطح فشرده شده بعد از تغيير شكل 

 عمود باقي مي مانند بنابراين از تغيير فرم برشي مربوطه مي توان صرف نظر كرد به عبارت ديگر

𝜀𝑟𝑧 = 𝜀𝜃𝑧 = 0 

اشات كوچك، تغيير طول المان در امتداد عمود بر سطح مياني را مي توان ناديده گرفت، ج( براي ارتع

                                                                                                               به عبارت ديگر

𝜀𝑧𝑧 = 0 

 معادله حركت جانبي ورق میکرو دايروي دوّار 

                                                           

1 Kirchhoff–Love plate theory 

Ω Y 

X 
h 

b 

a 
θ r 

p 

h/2 

Z 
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  a، شعاع داخلي   hنشان داده شده است ورق دايروي داراي ضخامت يكسان  2همانطور كه در شكل 

مي باشد. در اينجا از سيستم مختصات استوانه اي كه مركز آن منطبق بر مركز ورق   bو شعاع بيروني 

,𝑟)مي باشد استفاده شده است.صفحه خنثي منطبق بر صفحه  𝜃)  و محورz   حه مي عمود بر اين صف

 𝑇0باشد.در حالت تعادل ورق بدون تنش و كرنش ،و دماي سرتاسر ورق نيز همان دماي محيط يعني 

,𝑟)است. در حالت كلي ميدان دما تابعي از زمان و مختصات  𝜃, 𝑧)  مي باشد.ديسك با سرعت زاويه اي

،  rعاعي با مختصه ش P( دوران مي كند.موقيعت نقطه zحول محور عمود بر ديسك )محور  Ωثابت 

در راستاي شعاعي ،  Pتعريف مي شود. بنابراين جابجايي نقطه  zو مختصه جانبي   θمختصه مماسي 

 را مي توان به صورت زير نوشت.   zمماسي و 

𝑢𝑟 = 𝑢 − 𝑧
𝜕𝑤

𝜕𝑟
, 𝑢𝜃 = 𝑣 − 𝑧

𝜕𝑤

𝑟𝜕𝜃
,     𝑢𝑧 = 𝑤                                                                       (3-1)  

اي در صفحه مياني ديسك مي باشند  به ترتيب جابجايي شعاعي، مماسي و انتقالي نقطه wو v و uكه 

,𝑟و تابعي از زمان و مختصات  𝜃 .مي باشند 

عبارت است  pود. بردار مكان نقطه انرِژي جنبشي بر حسب مكان و سرعت چرخش نشان داده مي ش

 از:

𝑟 = (𝑟 + 𝑢𝑟)𝑒𝑟 + 𝑢𝜃𝑒𝜃 + 𝑢𝑧𝑒𝑧                                                                                            (3-2)  

𝑒𝑟)  كه , 𝑒𝜃, 𝑒𝑧)  بردارهاي يكه به ترتيب در جهت(𝑟, 𝜃, 𝑧) .مي باشند  

 با رابطه زير داده شده است:سرعت زاويه اي ديسك 

ω = Ωez                                                                                                                                    (3-3)  

 ] 35[به صورت زير تعريف مي شود pبردار سرعت نقطه 

V = Vp − zVb                                                                                                                           (3-4)  
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𝑉𝑝  :1بردار سرعت درون صفحه اي 

𝑉𝑏  :2بردار سرعت ناشي از خمش 

𝑉𝑝 = [
𝜕𝑢

𝜕𝑡
− 𝑣Ω] 𝑒𝑟 + [

𝜕𝑣

𝜕𝑡
+ (𝑟 + 𝑢)Ω] 𝑒𝜃 +

𝜕𝑤

𝜕𝑡
𝑒𝑧                                                              (3-5)  

𝑉𝑏 = [
𝜕2𝑤

𝜕𝑡𝜕𝑟
+ Ω

𝜕𝑤

𝑟𝜕𝜃
] 𝑒𝑟 − [

𝜕2𝑤

𝑟𝜕𝑡𝜕𝜃
+ Ω

𝜕𝑤

𝜕𝑟
] 𝑒𝜃                                                                        (3-6)  

 روابط زير تعيين مي شوند: انرژي جنبشي و انرژي پتانسيل ديسك با استفاده از

𝑇 =
1

2
𝜌ℎ ∫ 𝑉𝑝.𝐴

𝑉𝑝 𝑑𝐴                                                                                                             (3-7)   

𝑈 =
1

2
∫ 𝜀𝑇
𝐴

𝜎 𝑑𝐴                                                                                                                    (3-2)  

بردار كرنش به 3بردار تنش مي باشند. با استفاده از تئوري كرنش ون كارمن σبردار كرنش و  ε كه 

 شكل زير نمايش داده مي شود:

ε = {
𝜀𝑝
𝐿 + 𝜀𝑝

𝑁

𝜀𝑏
𝐿

}                                                                                                                         (3-0)  

 ] 35[نشان دهنده ترم هاي خطي و غير خطي مي باشند و داريم  N و Lكه 

𝜀𝑝
𝐿 = {

𝜕𝑢

𝜕𝑟
 ,    

𝜕𝑣

𝑟𝜕𝜃
+
𝑢

𝑟
,   

𝜕𝑢

𝑟𝜕𝜃
+
𝜕𝑣

𝜕𝑟
−
𝑣

𝑟
}
𝑇

                                                                                (3-19)  

𝜀𝑝
𝑁 = {

1

2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑟
)
2

 ,   
1

2
(
𝜕𝑤

𝑟𝜕𝜃
)
2

,   
𝜕𝑤

𝜕𝑟
∙
𝜕𝑤

𝑟𝜕𝜃
}
𝑇

(3-11                                                                        )  

𝜀𝑏
𝐿 = {−

𝜕2𝑤

𝜕𝑟2
 , − (

𝜕𝑤

𝑟𝜕𝑟
+

𝜕2𝑤

𝑟2𝜕𝜃2
) , −2 (

𝜕2𝑤

𝑟𝜕𝑟𝜕𝜃
−

𝜕𝑤

𝑟2𝜕𝜃
)}
𝑇

                                                   (3-12)  

 مي توان بردار تنش را به صورت زير تعريف كرد :

                                                           

1 inplane 

2 bending 

3 Von Karman 
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𝜎 = 𝐷𝜀𝐿                                                                                                                                 (3-13)  

,σو بردارهاي  Dكه در آن ماتريس   ε𝐿:عبارت اند از 

σ = {
σp
σb
}    , εL = {

εp
L

εb
L
}       ,       D = [

Dp 0

0 Db
]                                                             (3-14)  

 بردار مومنتوم داخلي است.  𝜎𝑏بردار نيروهاي داخلي خطي شده و    𝜎𝑝لازم به ذكر است كه

σ𝑝 = {qr qθ qrθ}T    ,     σb = {mr mθ mrθ}T                                                    (3-15)  

 عبارتند از :   𝐷𝑏و  𝐷𝑃و همچنين   

𝐷𝑃 = 𝐷0 [

1 𝜈 0
𝜈 1 0

0 0
(1 − 𝜈)

2⁄
]     ,    𝐷𝑏 = 𝐷 [

1 𝜈 0
𝜈 1 0

0 0
(1 − 𝜈)

2⁄
]                                  (3-16)  

 مي باشد : 2صلبيت خمشي  𝐷0و   1صلبيت كششي    𝐷كه در آن

𝐷0 =
𝐸ℎ

1−𝜈2
     ,   𝐷 =

𝐸ℎ3

12(1−𝜈2)
                                                                                              (3-17)  

𝑞𝑟  ،𝑞𝜃 و  𝑞𝑟𝜃 ردار نيروهاي داخلي خطي شده بر واحد طول و ب𝑚𝑟  ،𝑚𝜃 و  𝑚𝑟𝜃  بردار مومنتوم

 .] 35[داخلي بر واحد طول مي باشد

𝑞𝑟 = 𝐷° [
𝜕𝑢

𝜕𝑟
+ 𝜈 (

𝜕𝑣

𝑟𝜕𝜃
+
𝑢

𝑟
)]                                                                                                 (3-12)  

𝑞𝜃 = 𝐷° [𝜈
𝜕𝑢

𝜕𝑟
+

𝜕𝑣

𝑟𝜕𝜃
+
𝑢

𝑟
]                                                                                                     (3-10)  

𝑞𝑟𝜃 =
1−𝜈

2
𝐷° [

𝜕𝑢

𝑟𝜕𝜃
+
𝜕𝑣

𝜕𝑟
−
𝑣

𝑟
]                                                                                                (3-29)  

𝑚𝑟 = −𝐷 [
𝜕2𝑤

𝜕𝑟2
+
𝜈

𝑟
(
𝜕𝑤

𝜕𝑟
+

𝜕𝑤

𝑟𝜕𝜃
)]                                                                                         (3-21)  

                                                           

1 Extensible rigidity 

2 Bending rigidity 
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𝑚𝜃 = −𝐷 [𝜈
𝜕2𝑤

𝜕𝑟2
+
1

𝑟
(
𝜕𝑤

𝜕𝑟
+

𝜕𝑤

𝑟𝜕𝜃
)]                                                                                       (3-22)  

𝑚𝑟𝜃 = −
1−𝜈

2
𝐷 [

𝜕2𝑤

𝜕𝑟𝜕𝜃
−

𝜕𝑤

𝑟𝜕𝜃
]                                                                                                (3-23)  

 پس داريم:] 32 [مي خواهيم ترم دمايي را  وارد كنيم

(σ
𝑟
)
𝑇
= −

𝐸

1−𝜈
𝛼𝑇𝜗                                                                                                              (3-24)  

(σ
𝜃
)
𝑇
= −

𝐸

1−𝜈
𝛼𝑇𝜗                                                                                         (3-25)  

 كه در آن 

𝜗 = 𝑇 − 𝑇°                                                                                                                              ( 3-26 ) 

 بنابراين نيرو بر واحد طول برابر است با :

(𝑞𝑟)𝑇 = −
𝐸ℎ

1−𝜈
𝛼𝑇𝜗    و (𝑞𝜃)𝑇 = −

𝐸ℎ

1−𝜈
𝛼𝑇𝜗                                                                     ( 3-27 ) 

 را مي توان به صورت زير اصلاح كرد : 29-2 تا    12-2معادلات  بنابراين

𝑞𝑟 = 𝐷° [
𝜕𝑢

𝜕𝑟
+ 𝜈 (

𝜕𝑣

𝑟𝜕𝜃
+
𝑢

𝑟
) − (1 + 𝜈)𝛼𝑇𝜗]                                                                      ( 3-22 ) 

𝑞𝜃 = 𝐷° [𝜈
𝜕𝑢

𝜕𝑟
+

𝜕𝑣

𝑟𝜕𝜃
+
𝑢

𝑟
− (1 + 𝜈)𝛼𝑇𝜗]                                                                         ( 3-20 ) 

𝑞𝑟𝜃 =
1−𝜈

2
𝐷° [

𝜕𝑢

𝑟𝜕𝜃
+
𝜕𝑣

𝜕𝑟
−
𝑣

𝑟
]                                                                                                 ( 3-39 ) 

 𝜗محاسبه ممان ناشي از ترم دمايي 

(𝑚𝑟)𝑇 = ∫ 𝜎𝑟𝑧𝑑𝑧 = ∫ −
𝐸

1−𝜈
𝛼𝑇𝜗𝑧𝑑𝑧

ℎ

2
−ℎ

2

ℎ

2
−ℎ

2

                                                                         ( 3-31 ) 

(𝑚𝑟)𝑇 = −𝐷[(1 + 𝜈)𝛼𝑇𝑀𝑇]                                                                                              ( 3-32 ) 
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𝑀𝑇 =
12

ℎ3
∫ 𝜗𝑧𝑑𝑧
ℎ

2
−ℎ

2

                                                                                                                  ( 3-33 ) 

 نام گذاري ميشود 1ممنتوم گرمايي  𝑀𝑇كه  

 و همينطور داريم:

(𝑚𝜃)𝑇 = −𝐷[(1 + 𝜈)𝛼𝑇𝑀𝑇]                                                                                             ( 3-34 ) 

 را مي توان به صورت زير اصلاح كرد : 23-3تا    21 -3 بنابراين معادلات 

𝑚𝑟 = −𝐷 [
𝜕2𝑤

𝜕𝑟2
+
𝜈

𝑟
(
𝜕𝑤

𝜕𝑟
+

𝜕𝑤

𝑟𝜕𝜃
) + (1 + 𝜈)𝛼𝑇𝑀𝑇]                                                            ( 3-35 ) 

𝑚𝜃 = −𝐷 [𝜈
𝜕2𝑤

𝜕𝑟2
+
1

𝑟
(
𝜕𝑤

𝜕𝑟
+

𝜕𝑤

𝑟𝜕𝜃
) + (1 + 𝜈)𝛼𝑇𝑀𝑇]                                                         ( 3-36 ) 

𝑚𝑟𝜃 = −
1−𝜈

2
𝐷 [

𝜕2𝑤

𝜕𝑟𝜕𝜃
−

𝜕𝑤

𝑟𝜕𝜃
]                                                                                               ( 3-37 ) 

 كار نيروهاي غير پايستار را نيز مي توان به صورت زير نوشت :

𝑊nc = ∫ (Pru + Pθν + Pzw)dAA
                                                                                        ( 3-32 ) 

 و كار نيروهاي غير پايستار رابطه (2-3)، انرژي پتانسيل رابطه (7-3)با استفاده از  انرژي جنبشي رابطه 

 بدست خواهد آمد : اصل هاميلتون ، معادلات حركت و شرايط مرزي را به صورت زير(، 3-32)

ρh [
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
− 2Ω

𝜕𝑣

𝜕𝑡
− Ω2𝑢] −

𝜕𝑞𝑟

𝜕𝑟
−
𝜕𝑞𝑟𝜃

𝑟𝜕𝜃
−
𝑞𝑟−𝑞𝜃

𝑟
= 𝜌ℎΩ2𝑟 + 𝑝𝑟                                     ( 3-30 ) 

ρh [
𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
+ 2Ω

𝜕𝑢

𝜕𝑡
− Ω2𝑣] −

𝜕𝑞𝜃

𝑟𝜕𝜃
−
𝜕𝑞𝑟𝜃

𝜕𝑟
− 2

𝑞𝑟𝜃

𝑟
= 𝑝𝜃                                                       ( 3-49 ) 

𝜌ℎ [
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
] + 𝐷∇4𝑤 + 𝐷(1 + 𝑣)𝛼𝑇∇

2𝑀𝑇 −
𝜕

𝑟𝜕𝑟
[𝑟 (𝑞𝑟

𝜕𝑤

𝜕𝑟
+ 𝑞𝑟𝜃

𝜕𝑤

𝑟𝜕𝜃
)] −

𝜕

𝑟𝜕𝜃
(𝑞𝑟𝜃

𝜕𝑤

𝜕𝑟
+

𝑞𝜃
𝜕𝑤

𝑟𝜕𝜃
) = 𝑝𝑧                                                                                                                          (3-41)  

                                                           

1 Thermal moment 
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 كه در آن

∇2=
∂2

∂𝑟2
+

𝜕

𝑟𝜕𝑟
+

∂2

𝑟2 ∂𝜃2
                                                                                                         ( 3-42 ) 

 و شرايط مرزي به صورت زير بدست مي آيد :

𝑢 = 0,       𝑣 = 0,      𝑤 = 0,     
𝜕𝑤

𝜕𝑟
= 0,                               𝑟 = 𝑎                                    ( 3-43 ) 

𝑞𝑟 = 0,     𝑞𝑟𝜃 = 0,     𝑚𝑟 = 0,    − 𝐷
𝜕∇2𝑤

𝜕𝑟
+
𝜕𝑚𝑟𝜃

𝑟𝜕𝜃
= 0,          𝑟 = 𝑏                           ( 3-45 ) 

به ترتيب معادلات حركت  41-3و  49-3،  30-3از معادلات بدست آمده كاملا مشخص است معادلات 

در سه راستاي شعاعي ، مماسي و جانبي است. معادلات حركت در راستاي شعاعي و مماسي خطي 

است اما معادله ارتعاشات جانبي به صورت غير خطي بدست آمده است.جالب توجه است كه سه 

ستاي جانبي متاثر از معادله بدست آمده كاملا به هم وابسته مي باشند. به عبارت ديگر جابجايي در را

معادلات كار نيروهاي غير پايستار صفر با در نظر گرفتن جابجايي در راستاي شعاعي و مماسي است. 

 بصورت زير بدست مي آيند: 41-3تا   3-30

ρh [
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
− 2Ω

𝜕𝑣

𝜕𝑡
− Ω2𝑢] −

𝜕𝑞𝑟

𝜕𝑟
−
𝜕𝑞𝑟𝜃

𝑟𝜕𝜃
−
𝑞𝑟−𝑞𝜃

𝑟
= 𝜌ℎΩ2𝑟                                              ( 3-46 ) 

ρh [
𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
+ 2Ω

𝜕𝑢

𝜕𝑡
− Ω2𝑣] −

𝜕𝑞𝜃

𝑟𝜕𝜃
−
𝜕𝑞𝑟𝜃

𝜕𝑟
− 2

𝑞𝑟𝜃

𝑟
= 0                                                         ( 3-47 ) 

𝜌ℎ (
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
) + 𝐷𝛻4𝑤 + 𝐷(1 + 𝑣)𝛼𝑇𝛻

2𝑀𝑇 −
𝜕

𝑟𝜕𝑟
(𝑟𝑞𝑟

𝜕𝑤

𝜕𝑟
) −

𝜕

𝑟𝜕𝜃
(𝑞𝜃

𝜕𝑤

𝑟𝜕𝜃
) = 0           ( 3-42 ) 
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 معادله هدايت گرمايي

 :]32[معادله هدايت گرمايي براي صفحه دايره اي شامل عبارت كوپل شده ترموالاستيك 

𝑘𝛻2𝜗 + 𝑘
𝜕2𝜗

𝜕𝑧2
= 𝜌𝑐𝑣

𝜕𝜗

𝜕𝑡
− 𝛽𝑇0𝑧

𝜕(𝛻2𝑤)

𝜕𝑡
                                                                            ( 3-40 ) 

𝛽كه در آن  = 𝐸𝛼𝑇/(1 − 2𝑣) 1مدول دمايي  ،𝑘 2هدايت گرمايي  ،𝑐𝑣در حجم ثابت و  3گرماي ويژه

𝛼𝑇مي باشند. دقت شود گراديان دمايي سطح مقطع در راستاي ضخامت ورق   4ضريب انبساط دمايي

در  2𝜗∇به مراتب بيشتر از گراديان دمايي در راستاي شعاعي مي باشد. بنابراين ما در اينجا از عبارت  

 . بنابراين :] 32[معادله انتقال گرما صرفنظر مي كنيم

𝑘
𝜕2𝜗

𝜕𝑧2
= 𝜌𝑐𝑣

𝜕𝜗

𝜕𝑡
− 𝛽𝑇0𝑧

𝜕(∇2𝑤)

𝜕𝑡
                                                                                           ( 3-59 ) 

وابسته نمي باشد ، يعني  θ، جابجائي ها و همچنين دما به  5براي صفحه دايره اي متقارن محوري

∂

∂θ
=  بنابراين داريم :   0

2) 𝜌ℎ [
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
− 2Ω

𝜕𝑣

𝜕𝑡
− Ω2𝑢] −

𝜕𝑞𝑟

𝜕𝑟
−
𝑞𝑟−𝑞𝜃

𝑟
= 𝜌ℎΩ2𝑟                                        (3-51)  

3) 𝜌ℎ [
𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
+ 2Ω

𝜕𝑢

𝜕𝑡
− Ω2𝑣] −

𝜕𝑞𝑟𝜃

𝜕𝑟
− 2

𝑞𝑟𝜃

𝑟
= 0                                               (3-52)  

4) 𝜌ℎ (
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
) + 𝐷𝛻4𝑤 + 𝐷(1 + 𝑣)𝛼𝑇𝛻

2𝑀𝑇 −
𝜕

𝑟𝜕𝑟
(𝑟𝑞𝑟

𝜕𝑤

𝜕𝑟
) = 0                        (3-53)  

5) 𝑘
𝜕2𝜗

𝜕𝑧2
= 𝜌𝑐𝑣

𝜕𝜗

𝜕𝑡
− 𝛽𝑇0𝑧

𝜕(𝛻2𝑤)

𝜕𝑡
                                                                  (3-54)  

 كه در آن

                                                           

1  thermal modulus 

2  thermal conductivity 

3  specific heat 

4  coefficient of thermal expansion 

5  axisymmetric 
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𝑞𝑟 = 𝐷° [
𝜕𝑢

𝜕𝑟
+ 𝜈

𝑢

𝑟
− (1 + 𝜈)𝛼𝑇𝜗]                                                                                     ( 3-55 ) 

𝑞𝜃 = 𝐷° [𝜈
𝜕𝑢

𝜕𝑟
+
𝑢

𝑟
− (1 + 𝜈)𝛼𝑇𝜗]                                                                          ( 3-56 ) 

𝑞𝑟𝜃 =
1−𝜈

2
𝐷° [

𝜕𝑣

𝜕𝑟
−
𝑣

𝑟
]                                                         ( 3-57 ) 

∇2=
∂2

∂𝑟2
+

𝜕

𝑟𝜕𝑟
               ,   ∇4= (

∂2

∂𝑟2
+

𝜕

𝑟𝜕𝑟
) . (

∂2

∂𝑟2
+

𝜕

𝑟𝜕𝑟
)                                                ( 3-52 ) 

 

 :و شرايط مرزي بصورت زير مي باشد 

𝑢 = 0   , 𝑣 = 0  , 𝑤 = 0,       
𝜕𝑤

𝜕𝑟
= 0                     , 𝑟 = 𝑎                                             ( 3-50 ) 

𝑚𝑟 = −𝐷 [
𝜕2𝑤

𝜕𝑟2
+
𝜈

𝑟

𝜕𝑤

𝜕𝑟
+ (1 + 𝜈)𝛼𝑇𝑀𝑇] = 0         , 𝑟 = 𝑏                                              ( 3-69 ) 

−𝐷
𝜕𝛻2𝑤

𝜕𝑟
= 0                                                               , 𝑟 = 𝑏                                                ( 3-61 ) 

𝑞𝑟 = 𝐷° [
𝜕𝑢

𝜕𝑟
+ 𝜈

𝑢

𝑟
− (1 + 𝜈)𝛼𝑇𝜗] = 0                 , 𝑟 = 𝑏               ( 3-62 ) 

𝑞𝑟𝜃 =
1−𝜈

2
𝐷° [

𝜕𝑣

𝜕𝑟
−
𝑣

𝑟
] = 0                                      , 𝑟 = 𝑏                                                  ( 3-63 ) 

𝜕𝜗

𝜕𝑧
= 0                                                                      , 𝑧 = ℎ/2−

+                ( 3-64 ) 

 داريم : 52-3و  51-3در معادلات  57-3و  56-3،  55-3به ترتيب از معادلات 𝑞𝑟𝜃و  𝑞𝑟  ،𝑞𝜃با جايگذاري 

𝜌ℎ [
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
− 2Ω

𝜕𝑣

𝜕𝑡
− Ω2𝑢] − 𝐷0 [

𝜕2𝑢

𝜕𝑟2
+

𝜕𝑢

𝑟𝜕𝑟
−

𝑢

𝑟2
− (1 + 𝑣)𝛼𝑇

𝜕𝜗

𝜕𝑟
] = 𝜌ℎΩ2𝑟               ( 3-65 ) 

𝜌ℎ [
𝜕2𝑣

𝜕𝑡2
+ 2Ω

𝜕𝑢

𝜕𝑡
− Ω2𝑣] −

1−𝜈

2
𝐷° [

𝜕2𝑣

𝜕𝑟2
+

𝜕𝑣

𝑟𝜕𝑟
−

𝑣

𝑟2
] = 0                                                  ( 3-66 ) 

𝜗��كه با توجه به فرضي كه در قبل كرديم  از عبارت 

𝜕𝑟
را مي  65-3صرفنظر مي كنيم بنابراين معادله   

 توان بصورت زير نوشت :
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𝜌ℎ [
𝜕2𝑢

𝜕𝑡2
− 2Ω

𝜕𝑣

𝜕𝑡
− Ω2𝑢] − 𝐷0 [

𝜕2𝑢

𝜕𝑟2
+

𝜕𝑢

𝑟𝜕𝑟
−

𝑢

𝑟2
] = 𝜌ℎΩ2𝑟                                           ( 3-67 ) 

,  𝑢و جايگذاري  67-3و  66-3باحل معادلات  𝑣   خواهيم داشت : 56-3و  55-3در معادلات 

𝑞𝑟 =
3+𝜈

8
𝜌ℎΩ2(𝑏2 − 𝑟2) +

𝜌Ω2𝑎2(1−𝜈2)[𝑏2(3+𝜈)−𝑎2(1+𝜈)]

8{𝑎2(1−𝜈)+𝑏2(1+𝜈)}
ℎ (

𝑏2

𝑟2
− 1)                          ( 3-62 )  

𝑞𝜃 =
𝜌ℎΩ2

8
[(3 + 𝜈)𝑅2 − (1 + 3𝜈)𝑟2] −

𝜌Ω2𝑎2(1−𝜈2)[𝑏2(3+𝜈)−𝑎2(1+𝜈)]

8{𝑎2(1−𝜈)+𝑏2(1+𝜈)}
ℎ (

𝑏2

𝑟2
− 1)    ( 3-60 ) 

 ] 32[،  فرض مي كنيم  54-3براي حل معادله 

𝑤(𝑟, 𝑡) = 𝑤0(𝑟)𝑒
𝑖𝜔𝑡   , 𝜗(𝑟, 𝑧, 𝑡) = 𝜗0(𝑟, 𝑧)𝑒

𝑖𝜔𝑡                                                           ( 3-79 ) 

 با جايگذاري داريم :

−𝜌ℎ𝜔2𝑤0 + 𝐷𝛻
4𝑤0 +𝐷(1 + 𝑣)𝛼𝑇𝛻

2𝑀𝑇0 −
𝜕

𝑟𝜕𝑟
(𝑟𝑞𝑟

𝜕𝑤0

𝜕𝑟
) = 0                              ( 3-71 ) 

𝑘
𝜕2𝜗0

𝜕𝑧2
= 𝑖𝜔𝜌𝑐𝑣𝜗0 − 𝑖𝜔𝛽𝑇0𝑧𝛻

2𝑤0                                                                                    ( 3-72 ) 

 با حل معادله بالا داريم :

𝜗0 −
𝛽𝑇0

𝜌𝑐𝑣
𝑧∇2𝑤0 = 𝐴 sin(𝑚𝑧) + 𝐵 cos (𝑚𝑧)                                                                   ( 3-73 ) 

 كه در آن

𝑚 = √−
𝑖𝜔𝜌𝑐𝑣

𝑘
= (1 − 𝑖)√

𝜔𝜌𝑐𝑣

2𝑘
                                                              ( 3-74 ) 

 با توجه به شرايط مرزي داريم :

𝜕𝜗0

𝜕𝑧
= 0       , 𝑧 = ±ℎ 2⁄                                                                   ( 3-75 ) 

𝐴 = −
𝛽𝑇0

𝜌𝑐𝑣

1

𝑚 cos(𝑚ℎ 2⁄ )
∇2𝑤0     ,    𝐵 = 0.                                                   ( 3-76 ) 
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 بنابراين داريم :

𝜗0(𝑟, 𝑧) = −
𝛽𝑇0

𝜌𝑐𝑣
∇2𝑤0 (𝑧 −

sin(𝑚𝑧)

𝑚cos(𝑚ℎ 2⁄ )
)                                               ( 3-77 ) 

 همچنين داريم :

𝑀𝑇0 =
12

ℎ3
∫ 𝜗0𝑧𝑑𝑧
ℎ

2
−ℎ

2

                                                                               ( 3-72 ) 

 كه در آن: 

𝑀𝑇0 = ∆𝑀(1 + 𝑓(𝜔))∇
2𝑤0                                                                                             ( 3-70 ) 

∆𝑀=
𝛽𝑇0

𝜌𝑐𝑣
  , 𝑓(𝜔) =

24

𝑚3ℎ3
(
𝑚ℎ

2
− tan (

𝑚ℎ

2
))                       ( 3-29 ) 

 معادله نهايي به فرم زير بدست مي آيد :

𝐷𝜔𝛻
4𝑤0 − 𝜌ℎ𝜔

2𝑤0 −
𝑑

𝑟𝑑𝑟
(𝑟𝑞𝑟

𝑑𝑤0

𝑑𝑟
) = 0                                  ( 3-21 ) 

 كه در آن 

𝐷𝜔 = 𝐷[1 + ∆𝐷(1 + 𝑓(𝜔))] ,   ∆𝐷= (1 + 𝑣)𝛼𝑇∆𝑀=
(1+𝑣)𝛼𝑇𝛽𝑇0

𝜌𝑐𝑣
                                ( 3-22 ) 

𝑞𝑟 =
3+𝜈

8
𝜌ℎΩ2(𝑏2 − 𝑟2) +

𝜌ℎΩ2𝑎2(1−𝜈2)[𝑏2(3+𝜈)−𝑎2(1+𝜈)]

8{𝑎2(1−𝜈)+𝑏2(1+𝜈)}
(
𝑏2

𝑟2
− 1)                            ( 3-23 ) 

𝑑𝑞𝑟

𝑑𝑟
= −

3+𝜈

4
𝜌ℎΩ2𝑟 −

𝜌ℎΩ2𝑎2𝑏2(1−𝜈2)[𝑏2(3+𝜈)−𝑎2(1+𝜈)]

4{𝑎2(1−𝜈)+𝑏2(1+𝜈)}
(
1

𝑟3
)                                         ( 3-24 ) 

 و همچنين شرايط مرزي نهايي به صورت زير بدست مي آيد :

𝑤0 = 0,       
𝑑𝑤0

𝑑𝑟
= 0                             , 𝑟 = 𝑎                                                                    ( 3-25 ) 

−𝐷
𝑑𝛻2𝑤0

𝑑𝑟
= 0                                       , 𝑟 = 𝑏                                                                      ( 3-26 ) 
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𝑚𝑟 = −𝐷 [
𝑑2𝑤0

𝑑𝑟2
+
𝜈

𝑟

𝑑𝑤0

𝑑𝑟
+ ∆𝐷(1 + 𝑓(𝜔))∇

2𝑤0] = 0                   , 𝑟 = 𝑏                    ( 3-27 )  

Dω
d4w0

dr4
+
2Dω

r

d3w0

dr3
− (qr +

Dω

r2
)
d2w0

dr2
+ (

Dω

r3
−
qr

r
−
dqr

dr
)
dw0

dr
− ρhω2w0 = 0       ( 3-22 ) 

𝑊براي بي بعد سازي متغير ها داريم : =
𝑤

ℎ
    ,   0 ≤ 𝑅 =

𝑟−𝑎

𝑏−𝑎
≤ 1   

 داريم : 22-3با جايگذاري در معادلات 

𝑑4𝑊

𝑑𝑅4
+

2(𝑏−𝑎)

(𝑏−𝑎)𝑅+𝑎

𝑑3𝑊

𝑑𝑅3
− ((𝑏 − 𝑎)2𝑞𝑅 +

𝐷𝜔(𝑏−𝑎)
2

((𝑏−𝑎)𝑅+𝑎)2
)
1

𝐷𝜔

𝑑2𝑊

𝑑𝑅2
+ (

𝐷𝜔(𝑏−𝑎)
3

((𝑏−𝑎)𝑅+𝑎)3
−

(𝑏−𝑎)3

(𝑏−𝑎)𝑅+𝑎
𝑞𝑅 − (𝑏 − 𝑎)

2 𝑑𝑞𝑅

𝑑𝑅
)
1

𝐷𝜔

𝑑𝑊

𝑑𝑅
−
𝜌ℎ(𝑏−𝑎)4𝜔2

𝐷𝜔
𝑊 = 0                                         ( 3-20 ) 

 به صورت زير بدست مي آيد :و شرايط مرزي 

𝑊 = 0,       
𝑑𝑊

𝑑𝑅
= 0                  , 𝑅 = 0                                                                                ( 3-09 ) 

−𝐷
𝑑𝛻2𝑊

𝑑𝑅
=

𝑑3𝑊

𝑑𝑅3
+ (

𝑏−𝑎

(𝑏−𝑎)𝑅+𝑎
)
𝑑2𝑊

𝑑𝑅2
− (

𝑏−𝑎

(𝑏−𝑎)𝑅𝑁+𝑎
)
2 𝑑𝑊

𝑑𝑅
0 = 0   , 𝑅 = 1                     ( 3-01 ) 

𝑚𝑟 = −𝐷 [
𝑑2𝑊

(𝑏−𝑎)2𝑑𝑅2
+

𝜈

(𝑏−𝑎)((𝑏−𝑎)𝑅+𝑎)

𝑑𝑊

𝑑𝑅
+ ∆𝐷(1 + 𝑓(𝜔))∇

2𝑊] = (
∆𝐷(1+𝑓(𝜔))+1

(𝑏−𝑎)
)
𝑑2𝑊

𝑑𝑅2
+

(
∆𝐷(1+𝑓(𝜔))+𝜈

(𝑏−𝑎)𝑅+𝑎
)
𝑑𝑊

𝑑𝑅
0                   , 𝑅 = 1                                                                                (3-02)  

مي  دوّارمعادله ديفرانسيلي ارتعاشي  با ميرايي ترموالاستيك براي ورق ميكرو دايروي   20-3معادله  

باشد. مشاهده مي شود كه با اضافه شدن چرخش به  سيستم ، رفتار سيستم از حالت خطي به غير 

و مي بايست . خطي تغيير مي يابد. بدست آوردن حل تحليلي براي معادله غير خطي  فوق دشوار است

 با روش هاي عددي بدنبال جواب تقريبي براي آن بود.
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 نتايج بدست آمده

 مقدمه 

 دايروي توپر بدون چرخش میرايي ترموالاستیك براي ورق میکرو 

 دايروي توخالي دوّار میرايي ترموالاستیك براي ورق میکرو 
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 مقدمه 4-1

با كوپلينگ ترموالاستيك غير خطي است و تا  قابل ذكر است معادلات حركت ورق ميكرو دايروي دوّار

با كوپلينگ ترموالاستيك ارائه  و دايروي دوّاركنون داده و روشي براي حل معادلات حركت ورق ميكر

نشده است. بنابراين فقط مي توان روش حل ارائه شده در اين پايان نامه را با نتايج آقاي سان  براي 

ديسك در حالت بدون چرخش مقايسه نمود. به همين منظور در اين فصل در ابتدا براي تصديق روش 

و ضخامت ورق براي مد اول در حالت بدون  𝑄−1رابطه بين  ] 32[و سان ] 1و2[حل با نتايج آقاي زنر 

و سرعت  𝑄−1دوران براي ديسك توپر استخراج شده است. و سپس به استخراج و بررسي روابط بين 

 مي پردازيم. زاويه اي، ضخامت براي ديسك دوّار

درجه كلوين بدست مي آوريم. مشخصات  203،  299،  129در اينجا داده ها را در سه دماي  

وابسته به   α𝑇و  E  ،k  ،cآمده است. كاملا واضح است كه  1-4سيليكون در دما هاي فوق در جدول 

دما  دما مي باشند و در دماهاي مختلف مقادير مختلفي به خود گرفته اند. بايد توجه داشت تغييرات

بنابراين مي توان خصوصيات ماده را حين  (K>>1)ناشي از ارتعاشات ترموالاستيك بسيار ناچيز بوده 

 اين ارتعاشات ثابت فرض كرد.
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 میرايي ترموالاستیك براي ورق میکرو دايروي توپر بدون چرخش  4-2

 

 

 

 

 

 

 

 دايروي توپر با شرايط مرزي گيردار ميكرو: شكل مد متقارن محوري اول براي ورق 1-4شكل 

كاملا گيردار و جابجايي    aدر اين قسمت به بررسي ميرايي ورق ميكرو دايروي توپر كه در شعاع 

و ] 2و1[محدود در مركز  مي پردازيم و سپس داده هاي بدست آمده را با داده هاي تحليلي آقاي زنر

ي  ورودي را  دقيقا مطابق داده هاي آقاي سان در مقايسه مي كنيم. به همين منظور داده ها] 32[سان

 نظر مي گيرم.

مگا هرتز  9,163شكل مد اول متقارن محوري ديسك توپر در فركانس اول آن يعني  1-4در شكل 

ميكرومتر مي باشد . ديسك در حالت  29ميكرومتر و ضخامت آن  599آمده است. شعاع ديسك 

محيط مي باشد . نقاط آبي كمترين خيز و نقاط قرمز  تعادل بدون تنش بدون كرنش و هم دما با

 بيشترين خيز را نشان مي دهند .
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 ] 32[مشخصات مكانيكي و گرمايي سيليكون در دما هاي مختلف      1-4جدول 

293 K 200 K 120 K واحد(𝝁𝑴𝑲𝑺𝑽) مشخصات مواد 

1.659e5 1.669e5 1.69e5 𝑀𝑃𝑎  مدول يانگ 

 پواسون ضريب - 0.22 0.22 0.22

2.33e-15 2.33e-15 2.33e-15 𝐾𝑔
(𝜇𝑚)3⁄  چگالي 

1.56e8 2.66e8 8.76e8 𝑝𝑊
(𝜇𝑚 ∗ 𝐾)⁄   ضريب هدايت

 حرارتي

7.13e14 5.57e14 3.28e14 𝑝𝐽
(𝐾𝑔 ∗ 𝐾)⁄  گرماي ويژه 

2.59e-6 1.406e-6 -0.057e-6 1
𝐾⁄  ضريب نفوذ حرارتي 

 

 ارائه شده است . 2-4و همچنين جدول  3-4،   2-4نتايج بدست آمده در شكل هاي 

نتايج بدست آمده حاكي از آن است كه با افزايش ضخامت ورق ميرايي ترموالاستيك افزايش يافته و 

سپس كاهش مي يابد .اين روند در دماهاي مختلف وجود دارد ولي مشاهده مي شود كه در دماهاي 

در دماهاي پايين اين تغييرات به صفر تمايل  بالا تغييرات ميرايي ترموالاستيك محسوس تر مي شود و

همچنين با افزايش دما ضخامت بحراني كه در آن ميرايي به اوج خود ميرسد ، كاهش مي  مي يابد.

 يابد.

تغييرات ميرايي ترموالاستيك نسبت به ضخامت  براي شرايط مرزي گيردار و ساده در  2-4شكل 

 ان مي دهد.درجه كلوين، را نش 203و  299، 129دماهاي 

 

 الف(
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 ب(

 

 

 

 

 

 

 

 

 

معكوس ضريب كيفيت  بر حسب ضخامت در دما هاي مختلف براي شرايط مرزي گيردار      2-4شكل  

(𝑎 = 500𝜇𝑚)  ب(نتايج روش عددي ]32 [الف(مرجع 
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 مشاهده مي شود ميرايي با افزايش ابعاد ورق ابتدا افزايش و سپس كاهش 2-4همانطور كه  در شكل 

مي يابد. و با كاهش دما اثر ابعاد ورق بر ميرايي كاهش يافته و بيشينه ميرايي در ضخامت هاي بيشتر 

 اتفاق مي افتد.

تغييرات ميرايي ترموالاستيك نسبت به ضخامت  براي شرايط الف(   2-4ب( مشابه شكل  2-4در شكل 

بدست آمده، نشان داده شده   Ansysدرجه كلوين كه توسط  203و  299، 129مرزي گيردار در دماهاي 

 است.

براي شرايط مرزي گير دار  مي توان تطابق  الف(  2-4با گراف شكل ب(  2-4با مقايسه گراف شكل 

براي آن  قائل شد. همچنين در جدول    1.1e-5خوبي بين گراف ها مشاهده كرد و خطايي كمتر از 

 ] 32[و سان ] 2و1[نتايج تحليلي آقاي زنر  به مقايسه نتايج بدست آمده براي ضخامت بحراني با 4-2

 پرداخته شده است .

𝑎ضخامت بحراني براي    2-4جدول 
ℎ⁄ =  و مقايسه با نتايج آقاي سان و زنر   50

 𝑻𝟎(𝑲)دما   122 222 293

 نتايج آقاي زنر 1900 107,7 20,00

 نتايج آقاي سان 1192 102,2 09,24

 روش عددي 1190 292,2 03,5

 (% )خطا  63/9-01/9 32/2-57/2 6/3-0/3
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 الف(

 

 

 

 

 

 

 ب(

 

 

 

 

 

 

 

𝑎)معكوس ضريب كيفيت برحسب ضخامت با نسبت ثابت شعاع به ضخامت  3-4شكل  ℎ⁄ = براي مد هاي اول تا  (50

  ب(نتايج روش عددي ]32 [سوم الف(مرجع 

به  الف( تغييرات ميرايي ترموالاستيك نسبت به ضخامت با نسبت ثابت شعاع 3-4شكل 

𝑎)ضخامت ℎ⁄ = درجه كلوين براي مد هاي اول تا سوم، كه توسط سان بدست  203در دماي    (50
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آمده است را نشان مي دهد. همانطور كه مشاهده مي شود كه روند تغيير ميرايي نسبت به ضخامت با 

 تغيير فركانس، تغيير نمي يابد.

تيك نسبت به ضخامت با نسبت ثابت الف( تغييرات ميرايي ترموالاس 3-4مشابه شكل ب(  3-4در شكل 

𝑎)شعاع به ضخامت  ℎ⁄ =   Ansysدرجه كلوين براي مد هاي اول تا سوم ،كه توسط  203در دماي  (50

 بدست آمده، نشان داده شده است.

مشاهده مي شود با افزايش ضخامت ورق ،ميرايي ترموالاستيك افزايش مي  3-4همانطور كه در شكل 

نابراين در ضخامت خاصي ماكزيمم ميرايي ترموالاستيك را داريم كه  يابد و سپس كاهش مي يابد. ب

مي ناميم. ضخامت بحراني با افزايش فركانس ، كاهش  ℎ𝑐اين ضخامت را به عنوان ضخامت بحراني  

 مي يابد. 

همخواني دارد و مي توان نتيجه ] 32[با نتايج آقاي سان 3-4و  2-4نتايج بدست آمده در شكل هاي 

به خوبي مي تواند براي حل ميرايي  2گيري كرد كه روش المان محدود ذكر شده در فصل 

ترموالاستيك سازه ها با تقريب خوبي كاربرد داشته باشد. بنابراين از همين روش استفاده كرده و در 

 مي پردازيم. قسمت بعدي  به حل ترموالاستيك ورق دوّار
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 میرايي ترموالاستیك براي ورق میکرو دايروي دوّار 4-3

معادله حاكم  3در اين قسمت مي خواهيم به اثر چرخش در ميرايي ترموالاستيك بپردازيم. در فصل 

بر ارتعاشات جانبي ورق دوار بدست آمد. ملاحظه شد كه رفتار سيستم بر خلاف حالت بدون چرخش 

ارائه نشده است. در اينجا ورقي تاج دايره اي را كه بر روي ، غير خطي بوده و حل تحليلي براي آن 

محوري نصب شده و شعاع خارجي آن آزاد مي باشد ، در نظر مي گيريم. محورعمود بر صفحه بوده و 

 دوران مي كند.. 𝜴با سرعت دوراني ثابت

𝑎نتايج براي ديسك ميكرو سيليكوني دايروي با شعاع داخلي  = 10𝜇𝑚  و شعاع خارجي𝑏 = 50𝜇𝑚 

سانتيگراد در نظر گرفته شده است. خصوصيات مكانيكي و دمايي  27بدست آمده است. دماي مرجع 

مي باشد.در ابتدا به بررسي  تغييرات ميرايي ترموالاستيك بر حسب ضخامت   1-4مطابق با جدول 

سيستم با ( مي پردازيم. به همين منظور مي بايست چگونگي تغيير فركانس هاي طبيعي  6-4)شكل 

(. در اين بررسي نسبت شعاع بيروني به ضخامت ثابت و برابر عدد 5-4تغيير ضخامت بررسي شود)شكل

در نظر گرفته شده است. سپس به بررسي اثر دوران بر ميرايي ترمو الاستيك پرداخته  59دلخواه 

سيستم با  ( و قبل از آن چگونگي تغيير فركانس هاي طبيعي19-4تا    2-4خواهد شد )شكل هاي 

 مشاهده خواهيم كرد.  7-4تغيير سرعت دوراني را در شكل  
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شكل مد متقارن محوري  براي ورق ميكرو دايروي تو خالي با شرايط مرزي گيردار در راستاي شعاعي الف - 4-4شكل

 (مد اول  ب( مد دوم  ج( مد سوم  

كه در شعاع داخلي گيردار   سوم متقارن محوري ورق ميكرو دايروي دوّار شكل مد اول تا 4-4در شكل 

و شعاع بيروني آزاد مي باشد ، آمده است. فركانس هاي طبيعي اول تا سوم اين ورق مدور به ترتيب 
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مگا هرتز مي باشد. . ديسك در حالت تعادل بدون تنش بدون كرنش و هم دما با  7,47و  2,55،  9,496

 د . نقاط آبي كمترين خيز و نقاط قرمز بيشترين خيز را نشان مي دهند .محيط مي باش

تغييرات فركانس طبيعي اول و دوم و سوم  بر حسب ضخامت با نسبت ثابت شعاع به  5-4شكل 

𝑎)ضخامت  ℎ⁄ =  نشان مي دهد. محور عمودي اين نمودار به صورت لگاريتمي مي باشد . (50

 

 

 

 

 

 

 

 

تغييرات فركانس طبيعي اول و دوم و سوم  بر حسب ضخامت با نسبت ثابت شعاع به ضخامت   5-4شكل    

(𝑎 ℎ⁄ = 50)  

فركانس طبيعي سيستم با  افزايش ضخامت ، كاهش مي  5-4همانطور كه مشاهده مي شود در شكل 

ريبا از يابد. نرخ كاهش فركانس طبيعي اول در ضخامت هاي پايين ، قابل ملاحظه مي باشد وتق

 به بعد ثابت مي شود.  100µmضخامت 

معكوس ضريب كيفيت  بر حسب ضخامت با نسبت ثابت شعاع به ضخامت   6-4در شكل 

(𝑎 ℎ⁄ =  براي مد هاي اول تا سوم آمده است. (50
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𝑎): معكوس ضريب كيفيت  بر حسب ضخامت با نسبت ثابت شعاع به ضخامت 6-4شكل  ℎ⁄ = براي مد هاي اول  (50

 سومتا 

مي توان مشاهده كرد كه روند تغييرات ميرايي منظم بوده و با افزايش ابعاد ورق ميرايي افزايش مي 

يابد  تا در ضخامت مشخصي كه با فركانس نوسانات رابطه داشته، به مقدار بيشينه خود مي رسد و 

سان مي باشد و سپس يك روند نزولي را طي مي كند. در مد هاي اول ، دوم و سوم بيشينه ميرايي يك

 جالب توجه است كه مقدار بيشينه براي مد هاي اول تا سوم در محدوده ابعادي ميكرو  اتفاق مي افتد.

تغييرات فركانس طبيعي اول، دوم و سوم  بر حسب سرعت دوراني براي ديسك با شعاع  7-4شكل 

اين نمودار به  را نشان مي دهد. محور عمودي 1µmو ضخامت  50µmو شعاع بيروني  10µmداخلي 

 صورت لگاريتمي مي باشد .
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 1µmتغييرات فركانس اول ، دوم و سوم  بر حسب سرعت دوراني براي ديسك با ضخامت    7-4شكل 

مشاهده مي شود فركانس طبيعي با افزايش سرعت ، افزايش مي يابد. اين  7-4همانطور كه در شكل 

 س اول  محسوس مي باشد. روند بر خلاف فركانس هاي دوم و سوم ، در فركان
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 : معكوس ضريب كيفيت  بر حسب ضخامت براي سرعت هاي زاويه اي متفاوت  )مد اول(2-4شكل 

نشان داده  2-4تغييرات ميرايي نسبت به ضخامت براي مد اول با سرعت دوراني هاي مختلف در شكل 

دوراني ميرايي با روند منظمي كاهش مي شده است. همانطور كه مشاهده مي شود با افزايش سرعت 

يابد به طوري كه ضخامت بحراني نيز به نسبت بيشينه ميرايي كاهش مي يابد. همچنين مشاهده مي 

شود نرخ افزايش ميرايي قبل از ضخامت بحراني در سرعت دوراني هاي مختلف يكسان است. همچنين 

ه قابل توجه اي از ضخامت، ميرايي با مشاهده مي شود بين دو سرعت دوراني متفاوت  در محدود

 تغيير سرعت دوراني ثابت مي ماند.
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 : معكوس ضريب كيفيت  بر حسب سرعت دوراني براي مدهاي اول ، دوم و سوم0-4شكل 

مي باشد و بگونه اي ديگر روند تغييرات ميرايي ترموالاستيك  2-4نوعي تصديق براي شكل  0-4شكل 

وراني را نشان مي دهد. مي توان مشاهده كرد براي مد اول در سرعت هاي بين نسبت به سرعت د

5e5/9   5تاe9/2  ميرايي روند نزولي بيشتري دارد. به عبارت ديگر براي مد اول در سرعت هاي

دوراني پايين و همچنين در سرعت دوراني خيلي بالا تغييرات ميرايي ترموالاستيك نسبت به سرعت 

اشد. البته توجه شود همانطور كه در شكل مشخص مي باشد با افزايش مد اين بازه قابل اغماض مي ب

روند نزول 5e3/9 تا 9/9و براي مد سوم  5e7/9تا   9/9تغيير مي كند. يعني براي مد دوم در بازه 

 ميرايي محسوس مي باشد.
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 مختلف براي مد اول:  معكوس ضريب كيفيت  بر حسب سرعت دوراني در دماهاي 19-4شكل 

تغييرات ميرايي ترموالاستيك را نسبت به سرعت دوراني در دماهاي مختلف نشان مي  19-4 شكل

مي توان مشاهده كرد كه با كاهش دما اثر سرعت بر ميرايي كاهش يافته به عبارت ديگر در . دهد

داشته و در دماهاي پايين دماهاي بالا با تغيير سرعت دوراني ميرايي ترموالاستيك تغييرات بيشتري 

 اثر سرعت قابل اغماض مي باشد .
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 پیشنهادات براي مطالعات آينده نتیجه گیري و 
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 بحث و نتیجه گیري 5-1

در اين پايان نامه معادله ديفرانسيلي براي ارتعاشات متقارن محوري با ميرايي ترموالاستيك براي ورق 

  ANSYSدايروي دوّار بدست آمد سپس با استفاده از روش اجزائ محدود و به كمك نرم افزار ميكرو

ضريب كيفيت محاسبه شد. براي صحه گذاري بر روش حل  نتايج بدست آمده براي ورق بدون دوران 

مقايسه گرديد. بنابراين ميرايي ترموالاستيك بر حسب ضخامت در مد هاي ] 32[با نتايج تحليلي سان

اول تا سوم و همچنين ميرايي ترمو الاستيك بر حسب ضخامت در دما هاي مختلف بدست آمد و بعد 

 از مقايسه مشاهده شد با اختلاف ناچيزي نمودار هاي بدست آمده با نتايج سان مطابقت دارد.

هر قطعه اي با هر هندسه اي در ابعادي خاص داراي بيشترين ميرايي ترموالاستيك مي باشد كه 

وه بر دما، چرخش نيز  بر اين ابعاد تاثير گذار مي باشد. جالب توجه است كه مقدار ميرايي در علا

ضخامت بحراني و روند تغييرات ميرايي براي مد هاي مختلف يكسان است. به عبارت ديگر با تغيير 

ش مد، فركانس ارتعاشي سيستم بيشينه ميرايي ثابت مي ماند و فقط ضخامت بحراني است كه با افزاي

كاهش مي يابد. اين روند را مي توان به عنوان يك قانون براي كليه قطعات با هر هندسه اي در ابعاد 

 مختلف بيان كرد.

جالب توجه است كه  .با اضافه شدن چرخش به سيستم ، ميرايي رفتار متفاوتي از خود نشان مي دهد

. پس سرعت يكي از كاهش مي يابد با افزايش سرعت دوراني ورق، ميرايي و همچنين ضخامت بحراني

عواملي است كه مي تواند ميرايي ترموالاستيك را كاهش داده و يا حتي حذف كند. البته بايد توجه 

داشت كه دما مي تواند اثر چرخش را حذف كند بطوريكه كه با پايين آوردن دما اثر چرخش كم مي 

  .شود
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 مطالعات آينده 5-2

بر روي رفتار ارتعاشاتي ورق ميكرو دايروي دوار با كوپلينگ ترموالاستيك  تمركز عمده اين پايان نامه

بود. با تغيير فرضيات مسئله، شرايط مرزي، شرايط بارگذاري و يا تغيير ماده تشكيل دهنده ورق، 

تحليل انجام گرفته معتبر نبوده ويا به طور نسبي معتبر مي باشد. بنابراين تحليل مي تواند كلي تر 

اين پارامترها را در بر داشته باشد. در ادامه برخي پيشنهادات براي كارهاي آينده بيان شده  باشد تا

 است :

به روش هاي  3حل معادله غير خطي ارتعاشاتي با كوپلينگ ترموالاستيك بدست آمده در فصل -1

 تحليلي و نيمه تحليلي و مقايسه با نتايج عددي بدست آمده در اين پايان نامه.

 ميرايي ترموالاستيك براي مد هاي غيرمتقارن محوري  بررسي-2

 بررسي اثر شرايط مرزي مختلف بر روي ميرايي ترموالاستيك -3

 بررسي ميرايي مختلف به صورت همزمان ازجمله ميرايي ناشي از هوا و ميرايي ترموالاستيك-4

 بررسي ميرايي ترموالاستيك در بازه فركانسي بالا-5
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