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ඟࢁพ়ϩ�ୌΨϖৎ  
�ਮϪ৔�଒�ϞΫ΋චࢂα̢߮ণ�ϛ߮ϊࣞਵ�Ψ৯ϩ΋Ψ೯�έ΋�࣪�ই�ϔΧϪड़඼່�߮ ς �ࠝϢૼ�ଘ�΋Ϋ�δি΋Χ�ϩ�ϟ࢙ω�Ύࡣ ΋�ϟৣ΋Ϫࣥದ�ห�ଌ�Ϧ૤Ρජ໑�Ϣ�ϟ࢙ω�έ΋ࡺ�नϪड़�߮Ώ�΋Ϋت ࢹ� �ଘ

�ϟৣ߮αୀ�ϡ߮.ସ�ϥΧ΋Ϫৗ߮Υیپا � έ΋Δ࡛ࢴख़� � ජໍ߮Υ� ଘ�Ϟ୍ ୓ی �ਟی భ�৒�ਓ߰Ψ৯Ϋ΋Χ� ϩ� Ϧ૛ত΋Χ�Ϣૼ�ଘඁࢌ�ඌি�଒�̶ ෼�ඟࢁพ়�ϛ�ί̢߮ণ� ϩ ÇÑ
ãÑÇÏ. سÇ ÒÇΫ΋� � Ψϰ঺߮�॒ϞΨϤേ¡ ༚Ϳ�΍߮Ϥপی � Ψଶ೺ख़� άන඿Χϩ� ̶ਟජࡂग़� Χ΋Ϫओ � άන඿Χ�̵༚Ϳ�΍߮Ϥপ�Ϣ૮ࡏख़� Ψଶ೺ख़åشا �ϡ΋Χජ໑�ජໍ߮Υ� ଘ
߮ଶ࣒ঘ΋Ϋ̶ਪ ୓ϡ߮εΨϤേॷέΫ΋�̵ �ൎ̯�భ�૟̡߮�Ϟ߮Ξ৅΋�ສउ΋ජ໑� Ϧäیا ଓฬ Ψϖৎ�ϟ৤߮ଶ৶�̶ਗ�ඟࢁพ়�ϩ�ୌ . �ൾ൒ࢠঙ�಻༚Ϳ�΍߮Ϥপ��έ΋�Ϣی �άන඿Χ�ΧϪࢤषख़
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Ϋ΋චࢂα̢߮ণ ی ϩέΫͿ�ϡ߮Ϥঃ�Ψ৯ϩ΋Ψ೯�έ΋�ϩ�ϥΧϪࢤ৶ی �ਮϪ৔�ϩ�Δक़ϸα�࣪�΋ୀ�ϡϩල່΋έϩΫ�ϔ�ীãÑÇÏ äشا.  
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�d�Y�Ã|��dËZ���Ê¿Z�¿Y�©ÔyY�µÂ�Y�Á��]YÂ��,�É�Y{�Y��¶�Y�d�Y.   
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Z�Ë¿Z°»��¿Y{��Z£M���½YÂf]�|Ì��®ÌÂ¿�cÓZËYÁY�Ä]� Y��¾Ë{Y{�d^�¿�ºÅ|¨Å�½�«�¶ .�Ze�½M��{Ë�,x

¿Z°»�|·Âe�Z]�½Z»�¼ÅÌ¿�®ÌÀeÂÊ�{�[Z�u�ÁË�¿Y�¨Ì¿�,µY�´f¿Y�Á�¶Ì·|»�¾eÂÊ�Y�]É�Za�½Â¿Z«Ë�º¯Zu�Ä

���Zf§���]ÌfÀÌ°Ê��Ìa�cÓZÌ��Á�{Â¼¿�{ZÆÀ�ÌeÓZÊ�Y��Y�Ä¯Ë ^e�½Â¿Z«�¾Ì�d Ê»    ��Ä]�|¿{�¯Ì�cÓZ

¿ÌÀeÂÊ�|¿|��¥Á� » .�Ì¿�µZÌÀeÂÊÃ{Z»�, ÉY���]��Àe�½M��{�Ä¯�d�YÊ�¸�e��Àe�{ÂmÁ�½Á|]Ì�º

)��]��Àe�½{Â]��¨�Ê��¨����]�w�¿��{(� ]Ze�ZÆÀeÊ��yÊ�Y��{�Á�Ã{Â]���]�w�¿��YË�d^�¿�Ã{Z»�¾

��]��ÀeÊ�Á�,��]�w�¿�Ä]Ë�Â°�Ë»Z¿�ÄfÌ�Ã| Ê»    {Â� .�½�«��yYÁY��{¿Z°»��¿Y{�,ºÅ{�Â¿Ì��®Ì�cÓZ

{Â¼¿�cÁZ¨f»�dÆm�Á{��{�Ä �Âe�Ä]��Á�� .�{�Ë�®dÆm��ÂXeÉ�ÅÌ{Á�|Ë»ZÀÌ�Z]�Ä¯�d�Y{��Y�«�®

{��Y� Ã{Z¨f�YËÁY� ÃZ³|Ë�¸É� �Ê��m��]YÁ��ÄWY�Y��]ËY�]�½ZË�É��®Ì£�µZÌÁ��Ëd�Y{� �Â°� .Y� �YË�¾

�ÂXeÉ�¸ve��]YÁ�Ì¸Ê��ÂÀf»Ê�Y�]É��mË�� ½ZÌ£� cÓZY� ½Á|]� Ã|À^�q�ÌÄ�|ÀÅ� �{�­Z°�� ZÅÉ�

{�³� ÄWY�Y�¦¸fz»Ë| .Y� �Y� Ã|»M�d�|]��]YÁ�Ë�ÂXe�¾É�]�ne�cY|ÅZ�»� Z]� �Z°�M���Z e� �{Ê���Y�«

Y�Y~·�Á�d�Y{Ë�ÂXe�¾É�¿Y|Àq�Ã{Z¨f�Y�{�Â»�¶¼���{Ê�d§�´¿��Y�« .fÆm��{Ê�{Ë�Ä]�,�´�|���d¸�

��Ë�Â·ÂÀ°e��É�|ÀÆ»�,Ì¿�¾Ì¼Æ»�¶WZ�»�¶u�|À»�ZÊ�|¿{Â].��Ã{Z¨f�Y�Z]�Y~·]�ne��Á���YÊ��¶u�Ä]

YË�¿Y{�Á�|¿{Â¼¿�¹Y|«Y�¶WZ�»�¾Ê�ZÀ^»��]�Ä¯É�YË]�ne�cY|ÅZ�»�¾Ê�Ä �Âe�ËÅ�Ä]�d§ZÌ·Á�|Ì�®

|��¥Á� » .]� ½�«� �Z£M� �{Ì� Ä¿Â´q�Ä¯� {Y{�½Z�¿�¶f¿Y�a� ,ºf� Ê»    Y� ½YÂeË¿Z°»� �Y� ÄyZ�� Á{�¾Ì�®

�ÌÄ]� Y�� cÓZ�Ë|°Ëa� �´Ì{Y{� |¿Â .� µZ�� �{�����ÁÉ���¿ËÓ� ÄË��»� ÄÉ�� Y��� Á� {Â¼¿� s��»Ê�

Z»�MË�]�cZ�Ã{Z���ZÌ YÉ��m��{�Ä¯�{Y{�½Z�¿ËµÂu�½Z�ËÁ��iY�,º�m�®Ë�Â°�Ë��­Z°��Y�Á�ÄfÌ�µZ

�{�ËÓ�®Ë�]�ÄÌ{�¿�­�Z¿��ZËd�Y�Ä�uÔ»�¶]Z«�sÂ���®,�uZ¿��{�Z»YÌ�º�m��Y��Á{�Ä Ê»    ��iY��Y�½YÂe

ÁË�Â°�Ë{Â¼¿���À§���Äf .YË��¿�¾ËÄ,�ZaË¸�Y�ÄÊ�¿Z°»Ì��®Ìv»�k�·�cÓZ�[Â� Ê»    �½M��Y�Ä¯�{Â�

�]��Â�Â»�½ÂÀ¯Ze�½Z»�Ì�ZÉ�]�ne�cZ ·Z�»��YÊZ»�M�,ËÅZ´�Ê�¸ve�ÁÌ¸Ê �d�Y�Ã{Â]]�[. 
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ZÀ��|���Z]Ë��Z]�½Y|À¼�¿Y{�Á�½Z�|ÀÆ»�,¦¸fz»��ÌeÓZÊ���]��Zf§��Ä¯�|¿|��Á�]Á�Ê��Z]�ZÆ¿M

��µ|»��Y�Ã{Z¨f�YÌ¿�µZÌÀeÂÊ��Âe�¶]Z«Ì{Â^¿�¦ .��cZ§Y�v¿Y�,Ä�Ôy��Â��Ä]ÌµZ�¿��Zf§���YÌÀeÂÊ��Ä]

��¶°�Ë]�¶]Z«��Ì|Àf�Å�½Z:  

 ¸�e��Àe�{ÂmÁÌÃ{Z»��{�º  

 ´f�]YÁÊ�ÁË�Â°�ËÁ���]�w�¿�Ä]�Äf�Ë½Z»��Z 

 �Zy�{ÂmÁÌf�ÓY�dÌ���{�®ÌµZ  

YËa� Z]��Â�y�Ä]�¶°�»�¾ÌY|Ë¸a�º¸���Ì�e�Z°�M�{Â¼¿��¼É�aÌ{�¯� Y| .�{�½Y|À¼�¿Y{Ë�|Àf§Z

¿�µ|»�Ä¯ÌÀeÂÊ�Y�]É�Z»� Á� ZÅ�Z³ËY�Y{�cZ É��Á·Â°·Â»�½Ê���Y� �f¼¯������]�d«{� Z]Ì^�ZÀ»� �Z�Ê

�Z¯�Ä]�¶]Z«³Ì�É�d�Y,�Y�Z»YËY�]�µ|»�¾É�«{�½Y|Àq�µÂ°·Â»�d��{�{YÂ»Ì¿�ªÌ�m�Á�d�Ëy�]�½Z�Ê

µÂ¸v» [Y~»�Á�ZÅ  ZÅ  É�¸aÌ�¼É�ZÅ�Zf§�É�{Z�f»�0Z� ]�Á�cÁZ¨f»É���Ä]�d^�¿�Y�Ì¿�cÓZÌÀeÂÊ��½Z�¿

 Ê»    ÀÅ{| ]�[ .¿Ì�m�Ä ·Z�»� Ä]� �ZË�½ZYË��¾Ìa�Ä]� �nÀ»�cÓZÌY|Ë|m�ÄyZ���Ë|É��¹Z¿� Ä]�º¸�� �Y

�Â·ÂW�É١�{�³Ë| .�Â·ÂW��d¤·É����YËÄ¼¸¯�Ä��Ë¿Z¿ÂÊ��ÂW�٢�À »�Ä]Ê��mË�½Z Ê»    �Â·ÂW��º¸��Á�|�Z]É�

Á�É�´¿Â´qÊ��mË½Z�Ë��¾f§ZÌ½M��À¯YÁ�Á�cÓZ ZÅ    �¿��]Y�]��{ÌÁ�   ZÅ      É�¿Z°»Ì°Ê��hv] Ê»    |À¯ .��¿Y{

�Â·ÂW�É µZ���{ ZÅ    É�]Ì¿ZÆm�²Àm�Á{�¾Ê�Ä �Âe�Ë´¿Y�Á�d§ZÌ¸�Y�Ã�Ê�YË�0Ze|¼��¶WZ�»�cZ ·Z�»�¾

¸¼�Ê���¿�Ä¿�ÁÉ�|¿{Â]. ���{Ê�¿ZÆm�²ÀmÊ�Ä¸ ��{YÂ»��Y�Ã{Z¨f�Y�¹Á{ ��Â�y��{�Ä ·Z�»�Ä]�¾°§Y

Á� {YÂ»�dmËf�ÓYÂ°�Ì|�� �nÀ»�® .Ä¸ ��sÔ� Z»�cZe�a� �Â�À»� Ä]�¾°§YË�eM�cZ  �d¼�� Ä]� Y�

�Â»� ¥|Å»� �Y�«� Ã{Z¨f�Y� {Ê ³d§� .¸�Y� ¶°�»Ê�Y� �{ËÃY�� ¾,�Y�³YÁÊË�Y� dmË�¶�YÂ§� �{� {YÂ»� ¾

{�¿ËY� �Y� �iÂ»� Ã{Z¨f�Y� ¹|��\^�� Ä¯� {Â]�®Ë� sÔ��¾ Ê»    |� .�{YÂ»� ½{Â¼¿� Ä§Z�Y� Z]� ½Y|À¼�¿Y{

¸aÌ�¼ÉZ»� ,Ë�eM�� �� Ä]� Y�� Y�Ì·ZÊ�ÁËf�ÓYÂ°�Ì|^e�®Ë�¶ Ê»    Y�dm�Ä¯� |¿{�¯Ë��¾Ì�Ä¸�Z§� Ze� µZ

^�ZÀ»Ê�«Z]� Y�´¼ÅÊ  Ê»    |¿Z» .³��{Ì�|ÀÆ»�,²Àm��Y{Á�Ì¿Z¼·M�¾Ê�Ä]�Ë°Ê��f¼Æ»��YËZÅ{�]�Z¯�¾É�

                                                             
1 Rheology 
2 Rheos 
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�Â·ÂW���¿Y{É�d�{�Ë|Àf§Z .½M ZÅ    �¿Â]Z��{YÂ»�½{Â¼¿�Ä§Z�Y�Z]�|Àf�¿YÂeÊ��Á���� Ze�� ppm��{YÂ»

¸aÌ�¼É��À]�Ä]ËY�µZ¬f¿Y��Z�§�d§Y�,¾Ë��¾Ì�Ze�Y��µZ�� %|ÀÅ{��ÅZ¯ !Y�Ä]Ëe�e�¾ÌZ¨f�Y�\Y��Y�Ã{Ë�¾

¿��ÅZ¯�dÆm�{YÂ»ÌÁ�É��Ä¸¼m�½M��Y�Ä¯�d§�³��Y�«�ÄmÂe�{�Â»�Z�a Ê»    ��e�Ä]�½YÂeË¸a�{YÂ»�ªÌ�¼É�

Y�Á�ZÅ�{�Y�Ä¿|]��{Ë��Âa�{Zn  ZÅ  É�¸aÌ�¼É�Á���]É�YË²Àm�¾ {Â¼¿�Ã�Z�Y��Y�§Y .�Z]�Ä¯�|��d]Zi�ZÅ| ]

¸a� {YÂ»�½{Â¼¿� Ä§Z�YÌ�¼É���Ä]Ì¿� µZÌÀeÂÊ�|^e� ÁËÄ]� ½M�¶�ËÂ¸v»�®Á�µËf�ÓYÂ°�Ì¿� ,®ÌÁ�É�

Z�aÉ��mË»��ÅZ¯� c|�� Ä]��Â�¤»� ½ZÊ Ë|]Z .Y� �Y� Ã{Z¨f�YË�Zy� ¾ÌÄ^Àm� �{� d  ZÅ  É��¦¸fz»

{�]�Z¯É,�¬¬v»� ÄmÂe� {�Â»Ìd�Y� Äf§�³� �Y�«�¾ ]�.[ Á�»� Ä]� ��Â·ÂW���¿Y{�½Z»�É�Ä^Àm� �{  ZÅ  É�

��f�³�¦¸fz»�Ë¸a�d À���]�ÃÁÔ��Á�Äf§ZÌZ��Ä]��¼ËZÀ���Ë�¿��Ìd¨¿�d À�����Á�fa�ÁÌ¼Ê�{YÂ»�,

Y~£ÊË»Z�¿� ,ÊZÀ��,Ë���Ì¼ÌZÊË�´À��Á�®^�Ì·Âe� ,¾Ìf�Ó��YÂ¿Y�|Ì���,²¿��,®Ë���Âa�{YÂ»�Á�¾

� Ã|ÀÅ{)�¿Ì�¯ÂaY� �Ê�� Á...(·Âe� ,ÌY�M� {YÂ»� |Ë�Ê�f�Y|Æ]� ÁÊÂ�� ,ËÃ|À  ZÅ  �½Â]Z�� Á �|ÀÆ»� ,ZÅÊ�

]Ì�Â·ÂÉ·Âe�,Ì�Á�Y{�|)�¿Zb�Â���YÂ¿YÌ½Â ZÅ    ��Â·Â»Y�ÁÌ½Â ZÅ    (��,·Âe�,_Zq�d ÀÌ·Âe�,~£Z¯�|Ì��|Ì�,½Z¼

ZÀ�ËÄf�Å�� ÉYM�§�,Ë|À   ZÅ      É�¼zeÌ�É·Âe�,Ì��|Ì·Âe�,½Z¼Ì�Z¨u��Z°¿YÁ��{YÂ»�|É��Á ...��f�³�Ë�Äf§Z

d�Y. ZÀ��d �Á�Ä]�ÄmÂe�Z]Ë Ê���Z]�Ä¯Ì£�cÓZÌ¿�ÌÀeÂÊ��dyZÀ��Ä¯�d�Y��z�»�,|Àf�Å�Á�]Á�

�Â·ÂW�� º¸�É�e�Á��� �YÊ�~aZ¿�[ZÀfmYË{�Ây�]� �d�Y� �Y .� Ä¯�d�Y� �¯}� Ä]� ¹�Ó�¾ÌÀr¼Å·{� Ä]Ì�¶

a�{ÂmÁÌrÌ³|Ê�Ã{YÂ¿Zy��ÂÀe�Á   ZÅ      É��Ì£�cÓZ�Ì¿ÌÀeÂÊY�,Ë¿Y|Àq�|����ÂÀÅ�º¸���Y�ÄyZ��¾Ê�¿Ì�Äf§Z

»��ÁÌÄÀ   ZÅ      É�¿YÁY�§Ê��Á�Ä ·Z�»�dÆm{�Y{�{ÂmÁ�É�Â·ÂW��º¸�� �{�ªÌ¬ve .� ,Á��¾ËY� �YYÁY� �YË�½�«�¶

]Ì½ÂÀ¯Ze� ºf�,�»� �¿Y{¿Z°Ì�� ®Ì£� cÓZÌ¿� �ÌÀeÂÊ�]� �Â�Â»� ,Ì�ZÉ�¬ve� �YÌ�ÂXe� cZ¬É��Á

Z»�MËÅZ´�Ê�d�Y�Ã{Â] .Y��{Ë»�¾Ì½Z,���Ä ·Z�»ÌÁ�cÓZËf�ÓYÂ°�Ìa�\^��Ä]�®ÌrÌ³|Ê   ZÅ      É��º¯Zu

§� �Zf§�� �]Ì�Ë°Ê�¿� ÁÌ{�]�Z¯� � ZÅ    É�f À�� Ã{�f�³Ê»Z�¿� ,Ê�°��a� ÁÊ�¼ÅY� �YÌ�Zy�dÊ���Y{�Ây�]

d�Y .  
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�{�YË¬ve�¾Ìª�f�Ì]� , � Ä]���]Ê �Ê¿Z�Â¿�½ZË�m��ZfyZ�� Á�Â´·Y�ÌZµ�ÁËf�ÓYÂ°�Ì��{�®��Y� �Â^�

Á�É �ÄfyY{�a� Zf�ËY� �|À¸Ì� Ê»    {Â� .cZ�Â�Â»��Y� ,�|À¸Ì��ÉÁ���]�½ZË�m�Ä ·Z�»��Á� ÄmÂe�\·Zm

{�]�Z¯É�{��{Ë»ZÀÌ��®Ì�d�Y�cÓZ���¾ËY��{�¾]{ZÌÀ]�¶ËZ�»�Ä¸¼m��Y�Á�[Â�v»�Ä� Ê»    {Â� .�¾ËY

{�Y|¿�Ã|��µZ¼�Y�É��»��ËY���Á�Ä�|ÀÅ��{�ÊfË{Á|v»�Ä¿Â´rÌÅ�Ä·Z�» .�ÉÂ´·Y�Á��ZfyZ��¾ÌÀr¼Å

ºË����{�½M�cY�ÌÌ¤e��ÂÀe�Á�Ã{Â]��|·ÂÀË��{|���ÌiZe�dve�c|��Ä]�,½ZË�m   ZÅ      �{ZË��½ZË�m�¦¸fz»�É

 Ê»    |�Z] .ÊÀeÂÌ¿�µZÌ��Ê��y�½ZË�m��{�Ä°Ë�Â��Ä])Re < 4(�ÉÁ���]���¤·�¹|������¶Ì·{�Ä]�,

Ä]Y{�³�,�|À¸Ì�  ZÅ    �{ÂmÂ]�ÊË Ê»    Ä]Y{�³�¾ËY�,�¯Âf�Y���§�Ä]�ÄmÂe�Z]�Ä¯�|ÀËM   ZÅ      ���za�½ZË�m��{

|¿�Y|¿�Y��½ZË�m��{�d¯�u�Á�}Â¨¿�c�|«�Á�Ã|� .�{Y|�Y��{�¾Ì]��|·ÂÀË�4��Ze40Ä]Y{�³�Á{�,��½�Z¬f»

Ì��d�a��{�Zf�ËY¸�{ÂmÂ]��|À Ê»    ½M�Ã�Y|¿Y� ,�|·ÂÀË��{|���ËY�§Y�Z]�Ä¯�|ËM ZÅ    �Ê»��f³��]��Ì¿ {{�³ .

�¹Y�M�Ô»Z¯�,�|·ÂÀË��{Y|�Y��Y�Ã{Á|v»�¾ËY��{�½ZË�m�ºË�� Ê»    �|�Z])�Ä] �¶°��-�{Â���Âm� .(�{ZË�Y�Z]

�|·ÂÀË��{|� )Re > 40(Ä]Y{�³�,   ZÅ      ���Á���,Ã|���Y|ËZaZ¿�½Z�Â¿�Ä] Ê»    |ÀÀ¯ .�,½ZË�m��Y�ºË���¾ËY��{

�ÄÌuZ¿�mËf�³�]�½ZÊ١�Ä]Y{�³��Y�¦Ë{��Á{�¶»Z��,�|À¸Ì��d�a   ZÅ        Ê»    �,[ÁZÀf»�c�Â��Ä]�Ä¯�|�Z]

�{ÂmÂ]��|À¸Ì��¾ÌËZa��{�É�´Ë{�Á�ÓZ]��{�Ê°Ë Ê»    |ÀËM .��{ �¶°��-� |Ë|a�¾ËY��Y�Ê°ÌeZ¼��Ä]�,Ã

d�Y�Ã|��Ã{�ÁM��Á|»�É�|À¸Ì���Y�½ZË�m��Â^��¹Z´ÀÅ. �Ä]Y{�³��Y�¦Ë{��Á{��ËY|Ìa�ÉÂ´·Y�Ä]   ZÅ      ���{

½Â§�Ã|Ë|a�,�|À¸Ì��d�a�ÄÌuZ¿ ¾»�Z¯ ٢�©Ô�Y Ê»    {{�³ )³|¿�Ê ½Â§�Ä»Z¿ a��{�¾»�Z¯Ì�Ã{�ÁM�Ã�d�Â

d�Y�Ã|�( .  

                                                             
1 Wake 
2 Von Kármán 
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¶°� � -� {|���Y��f¼¯��|·ÂÀË���{��|À¸Ì��ÉÁ���Y�É�Â^��½ZË�m ���¾Ì]��|·ÂÀË��Á��Ze ��  ]�[. 

 

  
¶°� � -� �¾Ì]��|·ÂÀË��{|���{��|À¸Ì��ÉÁ���Y�É�Â^��½ZË�m����Ze��� ]�[.  

  

 �Á{ÂXe���Âe��Z]�¾Ì·ÁY�Ã|Ë|a�¾ËY ½Â§ �Zn»�|À¼�¿Y{�¾»�Z¯É�¶�ÓY��µZ���{�Á������¦�¯

|� .Ä]� �Â�À»� Ä]� Á� ÁY� �Zzf§Y� Ä]� Ä¯��]�¾Ì¼Å� �Â�Â»�¾ËY�dÌ¼ÅY�½ZÌ]� �{  ´¿� �Z³{ZËÃZ�{�¾f�Y

�^¼e�ÉÁ���]�,�»Z¿ ZÅ    Ä]Y{�³��Â�y�Ä¯�|��Ã{Y{��Y�«�ÁY��Y�É�ËÂ�e�,�Â�¯�½M�Êf�a�É �½ZË�m�ÉY

�ÁY��Z¯�dÌ¼ÅY�Ã|ÀÅ{�½Z�¿�,�°��½M�ÄÀÌ»���{ Ê»    |�Z] .��{ �¶°��-� Ä¿Â¼¿ �Ã{�ÁM��^¼e�¾ËY��Y�ÉY

d�Y�Ã|�.  

  
  

¶°� � -� �Êf�a��^¼e��Â�¯,½Zf��Zn» ZË½Â§��Á{ÂXe�É�Zn»�|À¼�¿Y{�{Â]{ Ä]Y{�³��Â�y�,¾»�Z¯ �ÄÀÌ»���{�ÉY
��°�]�[.  
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½Â§ Ä]Y{�³� Ä¯� d§ZË�{� Ã|Ë|a� ¾ËY� Ê���]� Z]� ¾»�Z¯   ZÅ      �¶Ì°�e� ¦Ë{�� Á{� {Y|f»Y� �{� Ä¯� ÊË

 Ê»    ZÆÀe� ,|¿Â�    �Ä]Y{�³��y�q�dÆm�ÓÁY� Ä¯�|¿�Y|ËZa�Êe�Â�� �{  ZÅ  �dÆm�¥Ôy��{�¦Ë{��®Ë�É

{�³��y�qÄ]Y  ZÅ  Ä]Y{�³�É{Â¼��Ä¸�Z§�,ZÌ¿Zi�Á�|�Z]��´Ë{�¦Ë{��É  ZÅ  �½M�¾Ì]�Ê¬§Y�Ä¸�Z§�Ä]  ZÅ   ��]Y�]�,

�������|�Z])�Ä] �¶°�� -�{Â���Âm�(]�[.���¯}�Ä]�¹�Ó d�Y�Ä]Y{�³�Ä¯  ZÅ  �Êf����Z]�Ã|��{ZnËY�É

½ZË�m�®ËÁ�ÄÌuZ¿��{�{Y�M�½ZË�m�d�����Y��f¼¯��d¯�u Ê»    |ÀÀ¯.  

Aܪ  = 0.283 

¶°� � -� Ä]Y{�³��Â�y �½Â§�ÉY�¾»�Z¯]�[.  

�Ê�z�»�|u��Y�ÊÀeÂÌ¿�½ZË�m��|·ÂÀË��{|��Ä¯�Ê»Z´ÀÅ�,�«YÁ��{)40 < ܴ݁(���{�,{Á���eY�§

É�Y|ËZaZ¿��ËY���¾Ë�f°qÂ¯��iY١�,Y|m�Ä�¬¿Ë�m��Ë�º�m�µÂu�½Z�¾Ì¼Å�Á�Ã|���ÌÌ¤e��Âzf�{

� �»Y�\^� Ê»    Ä]Y{�³� Ze� {Â� ZÅ Ä·Z^¿{�¶°�� Ä]� Ä¯�½�Z¬f»�É �Ã|»M� {ÂmÂ]� �|À¸Ì��d�a� �{ ��{� ,|¿Y

�|¿�Ì³��Y�«�½Z�Â¿�Ä¿Zf�M)Ê¿Y�v]��|·ÂÀË�٢( .�ÄnÌf¿��{ �½ZË�m�ÄÌuZ¿�½�Z¬f»�ÉÂ´·Y�,É�Y|ËZaZ¿�¾ËY

� ¾Ì]� �Y� Êf�³�] Ê»    {Á� .�\^�� Á� Ã|�� �ÌÌ¤e��Âzf�{� º�m� µÂu� �Z�§� �Ë�Âe� ¹Z´ÀÅ� ¾ËY� �{

Ê» Ä]Y{�³�Ä¯�{Â� ]�,ZÅ�{ÂmÂ]�º�m�½�Z¬e��Âv»�¾ÌËZa��{�É�´Ë{�Á�ÓZ]��{�Ê°Ë�,[ÁZÀf»�c�Â��Ä

|ÀËM .Á�Ì¿�,Ã|Ë|a�¾ËY ZÅ Ê»�µZ¼�Y�º�m��]�Y��É{Â¼��[ÁZÀf»�É �º�m�½|��� e�»�\^��Ä¯�|À¯

Ê»�Ê�Zy��¿Z¯�§�dve {Â� .�|Ë|�e�,{{�³��]Y�]�º�m�Ê Ì^���¿Z¯�§�Z]�½Z�Â¿��¿Z¯�§��³Y�µZu  

                                                             
1 Instability 
2 Critical Reynolds 
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�¿Z¿Á��� ZË١�ÂmÂ]�º�m��{�{ Ê»    |ËM .�Y�µZj» ZÅ Ê»�ÄÀÌ»��¾ËY��{�¥Á� »�É �Á��Ä]�½YÂe �ÉZÅ

k�]� �Y� d�§Zv»  ZÅ   ®Ày� É ÃZ³Á�Ì¿� ¾¯ {Z]� ½ZË�m� �]Y�]� �{� ZÅ �{Â¼¿� Ã�Z�Y .Ã�Z�� ¾ËY� �{ �ÉY�]� ZÅ

Ä]Y{�³�¶Ì°�e��Y�É�Ì³Â¸m  ZÅ  Ã�a�,�¿Z¿Á���Ã|Ë|a��Â«Á��Y�É�Ì´�Ìa�Á�Ê]ÁZÀe�É ZÅ �c�Â��Ä]�Y��ÊË

�pÌa�Z»½M�µÂu  ZÅ   �Ê»��Y�« |ÀÅ{ )�Ä] �¶°�� -�{Â���Âm�( .Ê»�,Ã|Ë|a�¾ËY��Â«Á�{�YÂ»��´Ë{��Y �½YÂe

¶]Z¯��Z e�Y�Ä] ZÅ k�]�,c�|«�µZ¬f¿Y�É ZÅ ¶a�ÄËZa�,|À¸]��Z¨e�Y�Z]�ÊË ��{�½ZË�m�Á�[M��{�©�¤f�»�ÉZÅ

µ|^» {Â¼¿�Ã�Z�Y�Êe�Y�u�ÉZÅ ]�[.  

  
¶°� � -� �Y�Ã{Z¨f�Y�Ã�a  ZÅ  É�a�Z»ÌrÊ �Â�À»�Ä]�³Â¸mÌ�É�Y��YËÄ]Y{�³��{�½Z�Â¿�{Zn  ZÅ  ��m��Â^���iY��{Ë��Y�YÂÅ�½Z

Á�É�»ÌÄ¿YÂf�Y�Ä¸ �ÉY]�[. 

  

Ä]Y{�³� �Â^�� �Ì�»  ZÅ  �\^�� ,º�m�d�a��{�º�À»�É Ê»    Ã�Y|¿Y� Ze� {Â� �ÄÌuZ¿� �{�d����É�Ì³

|�Z]�Ê¿Z�Â¿�,\·Z£��Â��Ä]�½ZË�m�®ËÁ .¿Z¯�§�¾ÌÌ e�ÉY�]�½ZË�m��௦݂�Y�, Ê]��f»Y�Za�®Ë �dve�| ]

µZÅÁ�f�Y�{|��½YÂÀ�٢��Ã{Z¨f�Y Ê»    �½ZÌ]��Ë��Ä�]Y��c�Â��Ä]�Ä¯�{Â� Ê»    {Â�.  

ݐ ܵ)١-١( = ௙ೞௗ௎ಮ                                                                                                       

��¾ËY��{�Ä¯�,Ä�]Yd��Á��|À¸Ì����«ܷஶ��{Y�M�½ZË�m�d��� Ê»    |�Z] ]�[ .�Ä¯�d�Y��¯}�½ZËZ�

� �|·ÂÀË�� {|�� Ze���Ä]Y{�³� ,  ZÅ  ¾ÌËZa� ÄÌuZ¿� �{� Ã|��{ZnËY�É �º�À»�É�Zf§�� ,½ZË�m�d�{ �{Ây� �Y

Ê»�½Z�¿ �d¯�u�{Y�M�½ZË�m�d�����Y��f¼¯�Êf����Z]�,¦Ë{��Á{�{Y|f»Y��{�Á�|ÀÅ{ Ê»    |ÀÀ¯ .��Y�{|�

                                                             
1 Resonance 
2 Strouhal 
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Ê^Ë�¬e��|·ÂÀË� �����{Á|u�Ze����É�Y|ËZaZ¿�,  ZÅ  Ä]Y{�³�É |��|ÅYÂy�Ã|ÅZ�»�É| ]�Ä��ÉY  .�¾ËY

�®ËÁ�ÄÌuZ¿� Y�~³�½ZË�m�ºË���Ä¯�½ZË�m��Y�ºË��)regime wake-transition(���Ì¿»Z¿Ì�Ã|»Ê {Â��,

�µZÅÁ�f�Y�{|��Ä]�d^�¿��|·ÂÀË���Y{Â¼¿��{�Äf�ÂÌaZ¿�ÄÌuZ¿�Á{�¶»Z� Ê»    |�Z] .��{ �¶°�� -����Y{Â¼¿

� �Y� Ã|¿�~³�½ZË�m�ÉY�]� �|·ÂÀË�� {|��Ä]�d^�¿�µZÅÁ�f�Y�{|��Ê]�neÁ�É � �|À¸Ì�Y{ËÁ�É��Ã{�ÁM

d�Y�Ã|� .�Ê¿Z�Â¿�½ZË�m�ºË����Y�Ê�Zy��Â¿�®Ë�Ã|ÀÅ{�½Z�¿�{Z¼¿��Å�,�Y{Â¼¿�¾ËY��{ Ê»    �Ä¯�|�Z]

d»Ô��Z]  ZÅ  �ÉI�,II��ÁIII��½Z�¿d�Y�Ã|��Ã{Y{ ]�[.  

  
¶°� � -� ��|·ÂÀË��Ä]�µZÅÁ�f�Y��Y{Â¼¿]�[.  

�ª]Z�» �¶°��-��Ä]Y{�³�½Z�Â¿�½M��{�Ä¯�Ê´f�ÂÌaZ¿�¾Ì·ÁY  ZÅ  �Ä]�ÊmÂ»�µÂ��Z]�Ã|��¶Ì°�e�É

�{ZnËY� �|À¸Ì�� ��«� �]Y�]� �ZÆq� Ze� Ä�� Ã�Y|¿Y Ê»    � �|·ÂÀË�� {|�� �{�Ê^Ë�¬e�c�Â��Ä]� ,{Â������w�

 Ê»    |Å{ .�{Â»�,µÁY�Ê´f�ÂÌaZ¿�Ä]A��©Ô�Y��Ì¿�É�Y|ËZaZ¿ Ê»    {Â� .��|·ÂÀË���{��Ì¿�Ê´f�ÂÌaZ¿�¾Ì»Á{

�¾Ì]��� � Ze�����©Z¨eY Ê»    ¦Ì ��Ê�ZÌ¬»��{�Ä¯�|f§Y �{ZnËY�µÁY�d·Zu��Y� �eÓZ]�Ê�¿Z¯�§� Z]� Á��e

 Ê»    {Â� ]�[ .� �{� ,�Â�Â»� �f�Ì]�­�{�ÉY�] �¶°��-�� �Y�É�Â^��Êf¨¿� {YÂ»�½ZË�mÁ�É ��|À¸Ì�

d�Y�Ã|��Ã{�ÁM�¦¸fz»��|·ÂÀË��{Y|�Y��{�Zf�ËY ]�[ . 
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١٠ 

 

¶°� � -� ��Y�É�Â^��Êf¨¿�{YÂ»�½ZË�mÁ�É �|·ÂÀË��{Y|�Y��{��Á|»��|À¸Ì�  ZÅ  �¦¸fz»�É]�[.  

�ºË��III���{� Ã|��Ã{Y{�½Z�¿ �¶°��-�� Y�~³�½ZË�m�ºË�� Ê»    �¾ËY�ÉZÆf¿Y� Á� Y|f]Y� �{�Ä¯�|�Z]

� Ã|ÅZ�»� �Y{Â¼¿� �{� Ê´f�ÂÌaZ¿� ,ºË�� Ê»    {Â� .u� ºË��� ¾ËY� �{Ä]Y{�³� d¯�  ZÅ  ��m� ÄÌuZ¿� �{Ë�½Z

f�³�]Ê �É| ]�Ä��c�Â��Ä]{Â]�|ÅYÂy .  

Ê]� {|��®Ë� Ä¯�µZÅÁ�f�Y� {|��Ê´f�]YÁ� ,Ê]�ne� �Â�� Ä] �cZ¿Z�Â¿��¿Z¯�§�¦Ë� e�ÉY�]� | ]

�½ZË�m Ê»    �Z]� ¹Y�M� ½ZË�m�ÄÌuZ¿� �{� �|·ÂÀË�� {|�� Ä]� ,|)ܴ݁ < 190(�� {Z¼¿� Z]� Ä¯I�� �{ �¶°�� -

��c�Â��Ä]�,d�Y�Ã|��Ã{Y{�½Z�¿�Ä�]Y� )�-�(  Ê»    |�Z].  

ݐܵ)٢-١( = 0.2175 − ହ.ଵ଴଺ସோ௘                                                                                             

|·ÂÀË��{|���eÓZ]��Ë{Z¬»�ÉY�]�Á��|·ÂÀË��Ôj»������,�eÓZ]�ZË�Á��c�Â��Ä]�Ä�]Y��¾ËY�Ä�]Y�)� -� (

� eË�¦»Ê {Â� ]�[.   
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2.7
0.212

Re
St   )٣-١( 

Ã{Y{��Y��Y{Â¼¿���Y�]�Z]  ZÅ  ZÌ��½ZË�m�ÉY�]�µZÅÁ�f�Y�{|���Y|¬»�,Ê]�ne�É�{Y|�Y��{�ÊÀeÂÌ¿�µ

��]Y�]� ,ÓZ]��|·ÂÀË������ �¶�Zu Ê»    {Â� .��]Y�]�{Y�M�½ZË�m�d�����³Y�µZj»�ÉY�]ܷஶ=10 m/s��Á

� �|À¸Ì�� ��«��� µZÅÁ�f�Y� {|�� Z]�\�ZÀf»��¿Z¯�§� ,{Â�� Äf§�³� ��¿� �{� �f¼Ì¸Ì»St=0.21 ��]Y�]

௦݂ = 1050�� ÄÌ¿Zi� �{� ¶°Ì� d�Y .� �{{|���Ë�|·ÂÀ �Ë� ����{�³� ,Ä]Y  ZÅ  É�YËuZ¿� �{� Ã|�� {ZnÌ�Ä

Êf�³�]�½ZË�m�¹Y�M� , Ê»    �]�Ä¸�Z§�Ze�Á�|À�Z]Ì���ZË{ZÉ�uZ¿��{ÌZa�ÄÌË�m�d�{�¾Ëa�{Y|f»Y�½ZÌ�Y|

{�¯�|ÀÅYÂy .� �{�{|��Ë� �Y� �eÓZ]� �|·ÂÀ����d¯�u� ,Ä]Y{�³  ZÅ  �ZaZ¿Ë�Â��Ä]� ,Ã|���Y|É��Ä¯��Â�y

�mË�°e�Á�{Ây�¶yY{��{�½Z  ZÅ   ��Ì¿�º�À»Z¿ Ê»    {Â� .�\·Z£��¿Z¯�§�Äq��³Y��Y�ºË���¾ËY��{�mË½Z,�

��]Y�]�½ZÀr¼Å����  Ê»    |�Z] .��{�{Y|�Y�Ë�|·ÂÀ  ZÅ  É�ÓZ]�e��Ôj»�,Ë��|·ÂÀ�����,cZ�Z�f£Y��m��{Ë�½Z

£Ì{Â]�|ÅYÂy�Ã|ÅZ�»�¶]Z«��.�ÁÊ·  Ê»    �Ä¯�d¨³�½YÂe�mËuZ¿��{��Â�¤»�Ô»Z¯�½ZÌ�ÄÁË�m�®Ë�½Z

��Y�«�]d�Y .�{|���{�Ë��Y��f¼¯��|·ÂÀ,3 ⤬ 105�ÓË��»�ÄÉ�uZ¿�Äq�³Y�,d�Y�¹Y�M�½ZÀr¼ÅÌ�Ä�½ZË�m

Êf�³�]���Â�¤»�½ZÀr¼Å Ê»    |�Z] .��{�Ä¯��Â�¿Z¼Å �¶°��-�»�Ã|ÅZ�»Ê��{Â�ÓË��»�ÄÉ�Y��{Ë�¾

��Ë�m��Y�ºËÁY���{�½ZË�¬e�ÄË^Ê ����½Â°��Ä�¬¿�Ä]�d^�¿�Äm�{�Y|m�t����Y Ê»    {Â� .�Ä]�ÄmÂe�Z]

 �¶°��-�{Ë»� Ã|Ê��Âe�Ä¯�{Â�ËY� �{� �Z�§��Ë���¾Ë�m��Y�ºË�½Z��{d¼�«�Y|m�Ä�¬¿� �Y�| ]Ë��

�¬eË�d]Zi�Z^ Ê»    uZ¿��{��Z�§��Y��f¼¯�Á�|�Z]Ì�m�d�{ÓZ]�ÄË�½Zd�Y. Zn¿M��YÊË��Ä¯¿ÌÁ�É���{�±�{

YË���¾Ëº,��Z¿Ê�£��YÌ½{Â]�½�Z¬f»����ÂeËY��Z�§��Ë]�Ã|��{ZnÄ ·{ÌY|m�¶Ë��d�YZn¿M��Y�Á�,ÊË��Ä¯

Y|m�Ä�¬¿ËY� �{��Ë���¾Ë�¬e�ºË�d]Zi� Z^ Ê»    ��� ,|�Z]Ë¿�±�{�\Ì�¬e� �Ë�{|�� �{� Z^����«Z]�d]ZiÊ 

 Ê»    |¿Z» )�Ä] �¶°�� -��{Â���Âm� .(   

� �{� {|��ËÂÀ�|·ܴ݁௖௥ ≈ 3 ⤬ 10ହ � Ä¯� Ä]{|��� �]� ½ZË�m� �{� Ê¿Y�v]� �|·ÂÀË�Á�É ��|À¸Ì�

� Zf�ËY�ÉÁ�ËY{d�Y�¥Á� »� ,ÓË��»�ÄÉ�¹Y�M,�ZaZ¿Ë� �Y|�Ä¯�É�Â��Ä]� Ã|��Ã{Á|v»��{�{|��Ë��|·ÂÀ 3 ⤬ 10ହ < ܴ݁ < 3 ⤬ 10଺� ,� É��»� ÄËÓ� Ä]� ¹Y�M� É��»� ÄËÓ|ÅYÂy� µZ¬f¿Y� �Â�¤»�Ëd§Z .
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dÌÅZ»  ZÅ  Ê¼Æ»��ÌiZe� ,�Â�¤»� Á�¹Y�M�É��»�ÄËÓ�É    ��]�Ê»�µZ¼�Y��ËY|m�Ä�¬¿�dÌ «Â» |À¯ .��{

±��]�d¯�u�Ã�Y|¿Y�µZ¬f¿Y�Ä¯��Â�¤»�É��»�ÄËÓ ��Z�§�½ZË{Y�³��Y|¬»�,�ËY|m�{ZnËY�ÉY�]�,d�Y��e

�¹�Ó�¹Y�M�É��»�ÄËÓ�Ä]�d^�¿�É�f�Ì]��Â° »»Ê |�Z] .Y~·�ÓË��»�ÄÉ�{Y�³��]��Â�¤»��Z�§�½ZË

�Â° »�{�¯�|ÅYÂy�Ä^¸£ .� ,Á��¾ËY� �Y�m�{�Â»� �{Ë½Z � �]�µZÌ�Á�É��ÌZ]� �|À¸Ë�Ä�¬¿� Ä¯�d¨³�|

Y|mËÓ��Ë��»�ÄÉ�ÁY���{��Â�¤»Ë�Ä�����½Â°��Ä�¬¿�Ä]�d^�¿�Äm�{ Ê»    f¿��{�Ä¯�|�Z]Ì�½M�Än

uZ¿Ì�ÄÊf�³�]�½ZË�m��Z]Ë® �Âe�Á�Ã|���eË�]��Z�§���|ÅYÂy�¶Ì�¿Zfa�½ZË�m�Ä]�ÄÌ^���ZÌ{Â].  �¶°�

� -��ÂeËÂu��Z�§����µÌY�]�Y���|À¸É����Y|¬»�Á{Ë�|·ÂÀË�,°Ê�Ó��{Ë��»�ÄÉ�{�Á�¹Y�MË�´É�Ó��{Ë�Ä

��»É�Z¬»� {�Â»��Â�¤»Ë� �Y�«� Ä� Ê»    |Å{ .f¿ÌuZ¿� �Y� µZ¬f¿Y� ÄnÌÓ� ÄË��»� ÄÉ��,�Â�¤»� Ä]� ¹Y�M

¿ZÆ³Z¿��ÅZ¯Ê���Ë� �Y�±�{�\����� Ä]����  Ê»    |�Z] .Y�]É�{Z¬»Ë�� �Ë� �Y� �f³��]� �|·ÂÀ3 ⤬ 10଺�

|m�Ä�¬¿YË»Y�M�Ä]��Ê��d¯�u�ÓZ]�d¼��Ä] Ê»    f¿�Ä¯�|À¯ÌY�§Y�½M�ÄnË����Ë{Â]�|ÅYÂy�±�{�\ .

YË��{��Â�Â»�¾ �¶°��-��Z¼¿Ë»�½ZÊ�|�Z] .��¯}�½ZËZ� d�Y �Ä¯��{|�Ë¿Y�v]��|·ÂÀÊ�½M��{�Ä¯,�

ÓË��»�ÄÉ���Y�d·Zu»�µZ¬f¿Y��Â�¤»�Ä]�¹Y�MÊ Ë§�Á{�Ä]�Äf�]YÁ�,|]Z��Âf¯Z -d�Y�Ë°Ê��c|��Z�f£Y�

�m��{�{ÂmÂ»Ë{�Á�½ZË�´É��]�É�Y�§Y� Ä¯�t��Ë�Å�� Ë���ÅZ¯�\^��®Ë¿Y�v]� �|·ÂÀÊ��|ÅYÂy

|� .Àr¼ÅÌ� �¯}� Ä]� ¹�Ó� ¾»Ê |�Z]�� Ä¯�� �Y|¬»Ë� �|·ÂÀ� Ê¿Y�v],3 ⤬ 106�Y�]É��mËÁ�� �]� ½ZÉ�

�Ì�|À¸, Y�]É�v��Ê��f¼¯�Z]�Á�¥Z��Ô»Z¯Ë��Y|¬»�¾�Z�f£Y��m��{Ë]�\·Z£�½Zd�Y�Ã|»M�d�| 

]�[.  

  
¶°� � -� É��»�ÄËÓ����|·ÂÀË��{Y|�Y��{��Â�¤»�Á�¹Y�MÊ¿Y�v]�ÉÓZ]�Á�Ê¿Y�v]��Ë ]�[.  



��µÁY�¶�§  �������������������Ä»|¬»  

ÎÐ 

  
 

  
  

¶°��� -� ��Y��Á���ÄËÁY��,Ê¿Y�v]��|·ÂÀË��ÉÓZ]�Á�Ê¿Y�v]��Ë���|·ÂÀË��{|��ÉY�]�Zf�ËY��|À¸Ì��ÉÁ���Z�§��Ë�Âe
½Â°��Ä�¬¿�]�[��  

  
  

  
¶°��� -�� �ËY{��|À¸Ì��µÂu�½ZË�m��{�±�{�\Ë���É�Ì³�Ã�Y|¿YÉÁ���É��»�ÄËÓ�µZ¬f¿Y��Y�Ê�Z¿�Ê¿ZÆ³Z¿��Â¬�

ÓZ]�d¼��Ä]���ËY|m�Ä�¬¿�d¯�u�ÄnÌf¿��{��Â�¤»�Ä]�¹Y�M�]�[� 

  

 ߠ
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١٤ 

۱-۲-۲- ½Â§�Ã|Ë|a��Y�Ã{Z¨f�Y�Á��Â«Á�{�YÂ» d À���{�¾»�Z¯  

Ä]Y{�³��Â�y �Y��½ZË�m��ËY|m�ÄÌuZ¿��{�Ã|��{ZnËY�ÉY Ê»    �{ZnËY�ÊÅZ´�ËZ»�M�c�Â��Ä]�ºÅ�½YÂe

{� sÂ�Á� Ä]� ºÅ� Á� {Â¼¿{�¯� Ã|ÅZ�»�d Ì^�� � .� �{ �¶°��-��Ä]Y{�³��Â�y ÉY���{�¾»�Z¯� ½Â§

uZ¿ÌZa� Ä¾ÌË �m�d�{Ë� �{�½Z��Re= �Y� ½M� �{� Ä¯� Ã|�� Ã{Y{�½Z�¿�ÊÅZ´�ËZ»�M�c�Â�� Ä]��Ì��

Ã|Ì·Z´q��Ã|�Ä]Y{�³��ËZ¼¿�ÉY�]  ZÅ  d�Y�Ã|��Ã{Z¨f�Y�Ã|��{ZnËY�É.  

  
¶°� � -�� Ä]Y{�³��Â�y ½Â§�ÉY Z¯uZ¿��{�¾»�ÌZa�ÄÌË�m�d�{�¾Ë�½Z��{��Re=Z¼¿�,Ë�m��Ë��Z]�½ZÌ��Ã|Ì·Z´q�

Ã|� ]�[.   
  

Ã|Ë|a�¾ÌÀq��Â«Á�½Z°»Y {�Y{�{ÂmÁ��Ì¿�¾Ì»��Âm��{�Êfu�ÉY .��{ �¶°��-��Ã�YÂÅZ»��°� �ÉY

Ä]Y{�³��Â�y��Y Z]�d����Z]�YÂÅ�½ZË�m��Â^���iY��{�Äf§ZË�Ä �Âe�Ô»Z¯�ÉY�½Z�¿�Ã�Ë�m�®Ë��Y�§��]�Ó

d�Y�Ã|��Ã{Y{ .  

 

¶°� � -�� Ä]Y{�³��Â�y Ä �Âe�Ô»Z¯�ÉY �Y�§��]�ÓZ]�d����Z]�YÂÅ�½ZË�m��Â^���iY��{��Äf§ZË Ã�Ë�m�®Ë -��°�
�Z�Z¿�Ã�YÂÅZ»)NASA(���{����¶Ë�ÁM���� ]�[.   
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١٥ 

µZj»��´Ë{��Y  ZÅ  ½Â§�Ã|Ë|a��Â«Á�Z]�Ä�]Y���{�Äf�m�]�É �¾»�Z¯ Ê»    m��Â^��Ä]�½YÂeÄ¸«��Y�YÂÅ�½ZË�  �

ÃÂ¯  ZÅ  {Â¼¿�Ã�Z�Y�|À¸]�É .��{ �¶°�� -��Ã�YÂÅZ»��°� ��Y�Ä¸«�¾Ë|Àq��{�Êf�³�]�½ZË�m�ÄÌuZ¿�ÉY

�[ÂÀm�d¼��Ä]�{Z]���Á�½M��{�Ä¯�d�Y�Ã|��Ã{�ÁM�ÃÂ¯�Äf���®Ë Ê»    |�Z] .�ªË����Y�½ZË�m�ÉÂ´·Y

ÃÂ¯�Ä¸«��Y�§��]�ZÅ�]Y�d¯�u «� ZÅd�Y�Ã|ÅZ�»�¶]Z .�,Ä¸«�Á{�ÉY�]�¶«Y|u�Ä¯�d�Y�Ã|��Ã{Y{�½Z�¿

½Â§�ÉÂ´·Y��Y�Êf�³�]�½ZË�m�cZ�z�» �ÉÁ�Ìa�¾»�Z¯ Ê»    |À¯ .  

  
¶°� � -�� ½Â§�Ã|Ë|a��Â«Á ��]�É�Â^��ÉYÂÅ�½ZË�m�d�{�¾ÌËZa��{�¾»�Z¯ÃÂ¯�Ä¸«��Y�§ �ZÅ]�[.  

  

{�Ã|Ë|a�¾ËY��Y�Ã{Z¨f�Y�{�YÂ»��Y��´Ë{�Ê°ËÂ�y��{�½ZË�m�Ê]{�¾ÌÌ e���Á�d¨¿����Z³ d�Y��Ä¯

�½M�d¼��Ä]�d À��Ê¿ÂÀ¯�{�°ËÁ��,��Zu�µZu��{ Ê»    |�Z] .�Ê¸°��ÊaÂe�º�m�,Ã|Ë|a�¾ËY�ÉZÀ^»��]

)Bluff body(�Ä]Y{�³� �¿Z¯�§� Á� Ã{Y{� �Y�«� ½ZË�m� �Ì�»� �{� Y�  ZÅ  �ªË��� �Y� Y�� Ã|�� {ZnËY� É

lÀ��Z�§  ZÅ  e�º�m�d�a��{�Êf�³�]�½ZË�m�ÄÌuZ¿��{�Ä¯�Ê�Z�u��ZÌ�]�É�É�Ì³�Ã�Y|¿Y�,Ã|��ÄÌ^ 

 Ê»    |ÀÀ¯. YË�Zne�¹Z¿�Z]�ÃZ´f�{�¾É��f»Â¸§��°e�Á١���ÂÆ�»»Ê |�Z]. ��{ �¶°�� -���°�Ê�Y��YË�¾

�ÃY�¼Å�Ä]�ÃZ´f�{��Y�Ê°ÌeZ¼��½M�{�°¸¼��ÃÂv¿d�Y�Ã|��Ã{�ÁM ]�[.  
 

 

 
                                                             

1 Vortex Flowmeter 
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١٦ 

 

   
 

¶°� � -�� �m�Ê]{�É�Ì³�Ã�Y|¿Y��Â�À»�Ä]��f»��°e�Á�ÃZ´f�{½ZË] �[. 

½M��Y Ä]Y{�³�¶Ì°�e��¿Z¯�§�Z]�\�ZÀf»�½ZË�m�d����Ä¯�ÊËZm  ZÅ  �� Y~·� ,d�Y Ê»    �Ä¸Ì�Â]�½YÂe

{Â¼¿�Ä^�Zv»�Y��Ã|¿�~³�Ê]{��Y|¬»�,Ã|»M�d�|]�½ZË�m�d�����{�ÃZ´f�{���¬»�t���[�� .��Y

��°e�Á�ÃZ´f�{��Y�Ã{Z¨f�Y�ÉZËY�»�Ä¸¼mÂ¸§��f» Ê»    �Á�­�vf»�º�m�¾f�Y|¿�Ä]�½YÂe�\�¿�ÄÀË�Å

{Â¼¿� Ã�Z�Y�½M�¾ÌËZa .lÀ��½ZË�m�¾ËY  ZÅ  �pÌÅ �ÊaÂe�º�m�®Ë� ZÆÀe� Á�|¿�Y|¿�Ê¯�vf»�Ä �«�Ä¿Â³

� �Y�«� ½ZË�m� �Ì�»� �{�d]Zi� c�Â�� Ä]� Á� ÃZ´f�{�ÉÂ¸m�d¼�«� �{� ¶°� Ê»    {�Ì³ .��Y� �´Ë{� Ê°Ë

�É�e�]��´Ë{��YÂ¿Y�Ä]�Y��ÃZ´f�{�¾ËY��Y�Ã{Z¨f�Y�Ä¯�É{�YÂ» Ê»    �Y�dÌ¸]Z«�|Å{�¥ÔfyY��{�½M��Y�Ã{Z¨f

�Z�§  ZÅ  �d^�¿�Z]�ÓZ]�É����  Ê»    �Ì¨Ë�ÁY�ÊËY�Z¯�Ã�Z]�Ä¯�Ê·Zu��{�,|�Z] �f»  ZÅ  ��¾Ì]�����  Ê»    |�Z] .

�°e�Á�lÀ��½ZË�m�d«{�Ä¯�d�Y��¯}�Ä]�¹�Ó ��f»Â¸§�%  Ê»    �½Z³|¿�Z��,{�YÂ»��Y�Êy�]��{�Á�|�Z]

�ZÆÀe� Y�� Z�y�½Y�Ì»�½M���%�Ã{Â¼¿���Y�³ {�Y{�Ê¿YÁY�§�dÌ¼ÅY� ,É�Ì³�Ã�Y|¿Y�| ]��Y�Ä¯�|¿Y .�µÂ�

�Ä]�,½ZË�m�Ê]{�É�Ì³�Ã�Y|¿Y��{�¹�Ó�d«{�Ä]�Ê]ZÌf�{�ÉY�]�ÃZ´f�{��Y�| ]�Á�¶^«��ZÌ¿�{�Â»�ºÌ¬f�»

�\Ìe�e����Á��]Y�]���ÊaÂe�º�m���«��]Y�] Ê»    |�Z] .�d^�¿�ÃZ´f�{�dÌ�Z�u�Ä¯�d�Y��¯}�½ZËZ�

�º¯�¾ÌËZa�d����Ä] Ê»    Z]|�.��f»Â¸§��°e�Á�dÌ�Z�u�¶Ì·|]�Ä°¿M�ÃÁÔ��Ä]  ZÅ  ��,½ZË�m�¶Ì§Á�a�Ä]

�ÓZ]�Y��É�Ì³�Ã�Y|¿Y�ÉZ�y�,½ZË�m��{��rÌa�ZË�Á��y�q�Ä¿Â³�Å�{ZnËY Ê»    {�] ]�[ .  
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١٧ 

¾ËY�Ä¯�d�Y��¯}�½ZËZ���]��{��Â�Â»Ì�ZÉ�Y�§��YË|À ZÅÉ�·ÂeÌY~£�{YÂ»�|ÊËf�Y|Æ]�,Ê�ZÀ��ÁË��

Á�Y{ÊË��� ÁÌ¼ÌZÊË�{�]�Z¯É�{�Y{� Ã{�f�³ .Zn¿M� �YÊË�·ÁY� Ã{Z»� Ä¯ÌY� �{� ÄËZÀ�� ¾Ë�� ,�Ì�cÓZ

£Ì¿�ÌÀeÂÊ  Ê»    � �Â�À»� Ä]� Y~·� ,|�Z]­�{  �´¿Â´q� �Y� �fÆ]Ê�iZeÌ�Â·ÂW���YÂy� �Ë°�ÊÁ�� �]É�Â´·YÉ�

aÌY|ËÄ]Y{�³�� ZÅÉ�½Â§ �Z�·|»�,¾»�Z¯É�YË�m��Y��Â¿�¾Ë½Z��Ì¿��Á���Á�¹�ÓÉ�»���¿�Ä]Ê  |��.   

  

 

  



   

 

 

 

 

 

 

 

 

ƪƈƟ ۲ :  

ŹƹźƯƽ��źŝěǀƄǀƤŰţ�ƶƴǀƢ 

 



  �¶�§��������������������������������������¹Á{�������������������������������������������������������������������������������ªÌ¬ve�ÄÀÌ�Ìa��]�É�Á�»  

١٩ 

 

۲-۱- Ä»|¬»  

YÁY��YË]�½�«�¶Ì¿Z°»��¿Y{�½ÂÀ¯Ze�ºf�Ì��®Ì£�cÓZÌ¿��ÌÀeÂÊ�]��Â�Â»�,Ì�ZÉ�¬ve��YÌ�ÂXe�cZ¬É�

Z»�M� ÁËÅZ´�Ê�d�Y� Ã{Â] .Y� �{Ë»� ¾Ì�� Ä ·Z�»� ½ZÌÁ�cÓZËf�ÓYÂ°�Ìa�\^�� Ä]�®ÌrÌ³|Ê  ZÅ  É�

§� �Zf§�� �]� º¯ZuÌ�Ë°Ê�¿� ÁÌZÅ{�]�Z¯� �É�f À�� Ã{�f�³Ê»Z�¿� ,Ê�a� Á°��Ê�¼ÅY� �YÌ�Zy� dÊ�

d�Y��Y{�Ây�] .Y��Y�¥|ÅË¬ve�¾Ìª,����]½ZË�m�Ê��ÌÁ�µZËf�ÓYÂ°�Ì�®�ÉÁ�ËY{��|À¸Ì��ÉÁ���]

�Zf�ËY Ê»    |�Z].�Y��{Ë�Á�»�¶�§�¾É�¬ve��]Ì��Â�y��{�Äf�~³�cZ¬�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ��½ZË�m

� �|À¸Ì�� µÂu� c�Â� Ê»    ³Ì{� .Y� Ä]Ëe�e� ¾Ì]� ¾¼�� \Ì�Ze� ½ZËe� Ä]� �Â]�»� Ärz¬vÌa� cZ¬Ì�Ì�¾

»Ê »�Ä]�½YÂeÌ¼ÅY�½Y�Ì¬ve�dÌY��{�ªË»��¾Ì¿�Á�ÄÀÌ»���ÄÀÌ ZÅÉ�Á�Y�§É�Y�]�½Y�´�ÅÁ�aÉ�Y�Ä»Y{YË�¾

{�]� Êa� cZ¬Ì¬ve .Ä^Àm� ,�ÌyY� ªÌ¬ve� Z]� cZ ·Z�»� ¾ËY� �Y� ¶�Zu� lËZf¿� Ä�ËZ¬»� Z]� ¾ÌÀr¼Å  ZÅ  �É

Ê»��e�Z°�M���Zu�ªÌ¬ve�Ä ·Z�»�c�Á���Á�É�ÁMÂ¿ {Â� .�,¶�§�¾ËY�½ZËZa��{�Ê§� »���Zu�ªÌ¬ve

��Y�«�hv]�{�Â»�½M�É�ÁMÂ¿�{�YÂ»�Á�ZÅ{�]�Z¯�,¥Y|ÅY�,Ê¸¯�cZ�z�»�Á�Ã|� Ê»    {�Ì³ .��{�¾ÌÀr¼Å

�c�Â����Zu�ªÌ¬ve�Ê¸¯��ZfyZ���]�Ê·Z¼mY�É�Á�»�ZÆf¿Y Ê»    {�Ì³.  

۲-۲- ÄrzË�Ze  

�mËÁ���]�½ZÉ��Ì��|À¸Ë°Ê��m��YË½Z  ZÅ   É�ZaË¿Z°»�hv^»��{�ºÆ»�Á�ÄÌ��®Ì�[Â�v»�cÓZ Ê»    {Â� .

¬ve�½ÂÀ¯ZeÌ�]�cZ¬Ì���ZË{ZÉ�{|��c�Â�]É�Z»�M�ÁËÅZ´�Ê�Y��Â�y��{Ë�¾��Y��Â¿�mË�¹Zn¿Y�½Z

� Ã|�Ä¯�Y� Ã|¼�Ë¬ve�¾Ì�m� Ä]� {Á|v»�cZ¬Ë��½ZÌ¿�cÓZÌÀeÂÊ�Ã{Â]  d�Y�¯|¿Y� ºÆ�� ÁÊ�Y� �YË�¾

¬veÌ��ÄmÂf»�cZ¬Ì£�cÓZ�Ì¿ÌÀeÂÊ�Á�Ä]�ÁË��Ã�ÌÁ�cÓZËf�ÓYÂ°�Ì�®Ê» |�Z] )a��{ÌY�d�Â�Ä]�¦·

§� »Ê��ÌÁ�cÓZËf�ÓYÂ°�Ìd�Y�Ã|��ÄfyY{�a�®( .  



  �¶�§��������������������������������������¹Á{�������������������������������������������������������������������������������ªÌ¬ve�ÄÀÌ�Ìa��]�É�Á�»  

٢٠ 

 

¶ËÓ{�,Ê¸¯��Â�]�¸�YÊ���Ä]��Â]�»�cZ ·Z�»�­|¿Y�{Y| e�Ä]��Â]�»Ì£�cÓZÌ¿�ÌÀeÂÊ��¶]Z¬»��{

�Ì¿�cÓZÌÀeÂÊ��Y�|Àe�Z^�:  

 Ë°Ê�Ó{��YË�/��Ä]��Â]�»�cZ ·Z�»��Y�Ã{�f�³�µZ^¬f�Y�¶Ì¿�cÓZ�/ÌÀeÂ,Ê������Z/f§��Ä/]��Â/]�»

¿ÌÀeÂÊ��ÌeÓZÊ��¿Ìd�Y�YÂÅ�Á�[M�� .¿Z°»��¿Y{�Ä �ÂeÌ��®Ì¿�cÓZÌÀeÂÊ���½Â/Å�»�0Ze|¼�

Y�{�]�Z¯Ë��Á{�¾Ì{�Â¿YÂÅ�d À���{�µZÉ�f�¯�ÁÊ��Z�É�d�Y .Àr¼ÅÌY�¾Ë�/��Á{�¾Ì��{�µZ

Z�ËZÀ���ËÄ^Àm�Á��  ZÅ  É�³|¿�Ê�¿���]ÌY�Y{��É�ZÅ{�]�Z¯É�{| f»É�|Àf�Å .¼Å�Ä]Ì·{�¾Ì�¶

¿Z°»��¿Y{Ì��®Ì���Z�Y��]�cÓZÌ¿�cÓZÌÂÀeÊ�aÊ �Ë�É���/��Ã�YÁ��Y��Â/�À»�Á�Ã|�Ì��{�µZ

¿Z°»�Z]��^e�»�¹Â¸�Ì��®Ì�cÓZ)�¿ÌÅ��Ì·Á�|Ì��Â/·Â§�Â»�,®É���Á�©Y�/fuY�,�¿ÓÂ/]�Âe�,...(�,

�Ì¿�µZÌÀeÂÊ�d�Y. 

 Ã{YÂ¿Zy�½{Â]�{| f»  ZÅ  É��Ì£�cÓZÌ¿�ÌÀeÂÊ�a�ÁÌrÌ³|Ê��Zf§�É )�Ä·{Z »�½Y|¬§�ZfyZ�É١�

a��ZfyZ��Á�\�ZÀ»ÌrÌ��Ä/^e�»�,�ÂÀe�,Ã|£Ì�/�y�Ê�uY�ÁÌ���/�¯�0Z/¿ZÉ���cÓ{Z/ »��ZfyZ/�É�

{ÂmÂ»(�YÂ�{��Á�]�\^��,É�Y�Ä]��Â]�»�cZ ·Z�»��{Ë��¾Ìd�Y�Ã|��cÓZ ]�[ .  

�]� ÊÀeÂÌ¿�Ì£� cÓZÌ�� ½ZË�m�Á�É��ÌZÅ{�]�Z¯� �|À¸É��ÂÀf»�{� Ê��µZ¬f¿Y� Á� d¨¿� kY�zf�Y

f¨¿�cÓÂ�v»�Á�cZ¬f�»Ê��e�,Ë¸a�{YÂ»�ªÌ�¼É�m�,Ë��½ZË��d�ÌÂ»�µZ¬f¿Y�Á�cÓZZÀ���{�{YË Ê�

�¿ÌZÀ���ËY~£��ÊË��,Ì¼ÌZÊË )·Âe�|À¿Z»ÌÂ��{YÂ»��YÂ¿Y�|ËY�M�,Ã|ÀË�Êf�Y|Æ]�,Ê���,²¿��,Ë�Á�¾...(�,

ZÀ�Ë»Z�¿��Ê��Á ...{�Y{ .�{Á|u��Y��|À¸Ì��ÉÁ���]�ÊÀeÂÌ¿�µZÌ��½ZË�m��Â�y��{�cZ ·Z�»��� 

�cZ¬Ì¬ve�¾ËY�¾Ë�e�¥Á� »�Ä¸¼m��Y�Ä¯�|���Z£M��Ìa�µZ� Ê»    ¯�Ä]�½YÂeµZÅÁ�f�Y�ÉZÅ�Z ]��[, 

  ZÅ  �À¼Ë٢ ]��[�½Â§� Á ¾»�Z¯ ]��[�{Â¼¿� Ã�Z�Y.�{�]�Z¯� ,|�� Ã�Z�Y� Ä¯� �Â�¿Z¼Å  ZÅ  �µZÌ�� ½ZË�m� É

��Â¿�¾ËY��Â�y��{�Ã{�f�³�ÊeZ ·Z�»�Ä¯�Ã|��\^��½Â³Z¿Â³��ËZÀ��Á�É{�Â¿YÂÅ�¹Â¸���{�ÊÀeÂÌ¿

{�Ì³�c�Â��½ZË�m��Y.    

                                                             
1 Constitutive Equation 
2 Hiemenz 



  �¶�§��������������������������������������¹Á{�������������������������������������������������������������������������������ªÌ¬ve�ÄÀÌ�Ìa��]�É�Á�»  

٢١ 

 

»� ©Y�£Y� ½Á|]Ê �d¨³�½YÂe� Ä¯� ºÆ��cZ¬Ì¬ve� �Y�É�Â^�� ½ZË�m�ÉÁ�� �]� Äf§�³�c�Â�Á�É 

�½ZË�m�ÉY�]��|À¸Ì��Ì£�cÓZÌ¿�ÌÀeÂÊ���Ä¸¼m��YÌÁ�cÓZËf�ÓYÂ°�Ì�®�ÊÀeÂÌ¿�µZÌ��Z]�Ä�ËZ¬»��{

�]Ì»� �Z¼��d�´¿Y�Á�º¯��ZÊ |�Z] .Ä¯�d�Y��¯}�Ä]�¹�Ó ·{�Ä]Ì�Zy�{ÂmÁ�¶Ìf�ÓY�dÌ£�Á�®Ì��

�yÊ�Á�½{Â]Ë�Â°�ËÄ]�d^�¿�Äf��w�¿�ËÁ�cÓZÌ���{���]µ|»� ,®Ìf�ÓYÂ° �Z�É��mË��½ZÌ�µZ

ÁËf�ÓYÂ°�Ì��µÂu�®Ì�|À¸,����{�Z�Â�yË���Y��eÓZ]��|·ÂÀË¿Y�v]��|·ÂÀÊ��]Ìa��ZÌrd�Y�Ã|Ì. ��Y

��f�Ì]�,�|À¸Ì��µÂu�ÊÀeÂÌ¿�Ì£�µZÌ��½ZË�m��Â�y��{�Ã|��¹Zn¿Y�cZ ·Z�»��j¯Y�½ÂÀ¯Ze�,Á��¾ËY

d�Y�Ã{Â]�ÊÅZ´�ËZ»�M�cY|ÅZ�»�ÄËZa��] .cY|ÅZ�»�Êy�]��{��Ä]� ZÆÀe� ,Äf§�³�c�Â��ÊÅZ´�ËZ»�M

Ä�z�»�Ê���]  ZÅ  �µZ¬f¿Y�Éc�Y�u ]��,��[cY�iY�,�±�{�\Ë���ÉÁ���]�Ê°Ìf�ÓYÂ°�ËÁ ]��-��[ 

½ZË�m��Â�y��{�cY�ÌÌ¤e�¾ÌÀr¼Å�Á �d����¶Ì§Á�a�Á]��-�� [d�Y�Ã|��ÄfyY{�a .��{�ÊËZn¿M��Y

Ä]Y{�³�½Z�Â¿�Ã|Ë|a�ÉÁ���]��f�Ì]��¯�¼e�,��Zu�ªÌ¬ve  ZÅ   �Êf�³�]�½ZË�m�ÄÌuZ¿��{ Ê»    �Y~·�,|�Z]

ÄrzË�Ze�½ZÌ]� Ä]� �f�Ì]� Ze�d�Y� Ã|��Ê ��d¼�«�¾ËY� �{ �Z¯� �Y�ÉY  ZÅ  ��Â�y��{� Ã|��¹Zn¿Y�É

{Â��ÄfyY{�a��|À¸Ì��µÂu�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ��Êf�³�]�½ZË�m  .  

{Z³١ ]��[ � µZ�� �{��������]� Ä]Ê�¤eÌÌµZÅÁ�f�Y� {|��cY� ¸a� Ã{Z»� ½{Á�§Y� Z]Ì�¼É�¸aÊ�

YËeÂ]Á�ÌdyY{�a�[M��{�¾¸ .�{|��Ë�m��|·ÂÀËZ»�M��{�½ZË��ÉÁ ����¸a�Ã{Z»�d�¸£�ÁÌ�¼É �½M]Ì�¾

��Ze�� ppm�{Â]� Ã|����Y�³ .ÁY��m��¿Z¯�§� Ä¯� {�¯� Ã|ÅZ�»ËY� ½{Á�§Y� ¹Z´ÀÅ� Ä]� ½ZË�Ã{Z»�¾

¸aÌ�¼É�¿�µÔu�Ä]ÌÀeÂÊ���ÅZ¯Ê»  Ë|]Z .{��YË�cY|ÅZ�»��´ÉÁ�YËY�§Y�Z]�Ä¯�{Â]�¾Ë�Ã{Z»�d�¸£��

¸aÌ�¼É��m��¿Z¯�§��Y|¬»�,[M��{Ë]��ÅZ¯�Z]�½ZÌ�f�É��|ÅYÂy�ÄmYÂ»|� .�,Ä]Z�»�Ê�ËZ»�M���Âe

À�ÓZ¯Â°Ì٢��Á¾Ë{Â¯٣ ]��[��{���|·ÂÀË���� �d�¸£�Á���ppm�|��¹Zn¿Y.�½M ZÅ�¿Ì�Ä¯�|¿{Y{�½Z�¿��

�m��¿Z¯�§Ë¸a� Ã{Z»� �Â�u��{�½ZÌ�¼É���ÅZ¯�c|��Ä]Ê»  Ë|]Z. Z»�M� �{Ë��Ê�ÂË��½Y�Z°¼Å� Á 

                                                             
1 Gadd 
2 Kalashnikov 
3 Kudin 
4 Usui 
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]��[ uZ¿�¶°�ÌÁ� ÄË�m�®ËY�]� ½ZÉ�¸a�µÔuÌ�¼É�d�¸£� Z] ÉZÅ ����� Á��� � Á��� ppm ��{

�Ë��Y��f¼¯��|·ÂÀ�������]�{�Â»Ê�d§�³��Y�« .Ze�¾¼�ÌËZf¿�|ËÂÀ�ÓZ¯�lË{Â¯�Á�®Ë¾] ��[,�½M ZÅ 

��Ì¿Y�§Y�Z]�Ä¯�|¿{Y{�½Z�¿Ë¸a�Ã{Z»�d�¸£��Ì�¼É Ë����«��ÅZ¯�ZÌ�|À¸,��Ä]�µZÅÁ�f�Y�{|���Y|¬»

ÅZ¯�c|���Ê»  |]ZË.���Y{ËZ»�M�cZ ·Z�»��´ËÅZ´�Ê�Y��{Ë��Â�y�¾Ê»  �Ä]�½YÂecZ¬Ì¬ve �cY{Â¯��Á

½Y�Z°¼Å١ ]��-�� [{Â¼¿�Ã�Z�Y .ÉÁ���Âe�Ã|��ÄWY�Y�ªÌ¬ve�Á{��{¸a�µÔu�,Ì�¼É PEO�����YË�ª

Ã�¨u ÉY��m�d�{ÓZ]��{�Ä¯Ë��½ZÌ�µZ,{Â]�Äf§�³��Y�«�Y|Å�½M�¶yY{�Ä]Ë�dÊ»  |� .�{��ªÌ¬ve�µÁY

]��[, �ÁY���]�Ä]Ê��mË| ]�Á{�½ZÉ����{Ë��|·ÂÀ��� �Á�dyY{�a¸a�µÔu�½{�¯�{�YÁ�Z]Ì�¼É��Á{�Z]

·Â°·Â»�½�ÁÊ�¨f»ÁZc, Ä�z�»��]� Y��½M�cY�iY {Â¼¿�kY�zf�Y�½ZË�m�ÉZÅ .�ÉÁ¯�Ã|ÅZ�»{���Z]�Ä¯

Y�§YË¸a�Ã{Z»�{Á�Á�w�¿��Ì�¼É�µÂ°·Â»�Z] ZÅÊË�·Â°·Â»�½�Á�Z]Ê�uZ¿�µÂ��,�eÓZ]ÌÁ�ÄËY�®ËÃ|��{Zn�

��d�a��{ÌY�§Y� �|À¸Ë���Äf§ZËY�d»Zz��ÁËuZ¿�¾Ì��ÅZ¯�ÄÊ» |]ZË .Àr¼ÅÌ�Ã{Z»�½{�¯�{�YÁ� Z]�¾

¸aÌ�¼É�·Â°·Â»�½�Á�Z]Ê��f¼¯,�fuÊ��Z]{ZË{�Y���Ä]�½M�{Á�Á�w�¿ÌiZe�,µZÌ�Â�v»��Ê���{�cZ�z�»

|�¿�Ã|ÅZ�»�½ZË�m.���{�É| ]�ªÌ¬ve]��[�ÄËY�Y�ÉÁ���Âe�Ã|�iZe�,Ì�Zy�cY�ÌÁ�dËf�ÓYÂ°�Ì°Ê�

�ÌyZe� �{� µZÌZaZ¿� �Ë�Y|É�Y�§Y� c�Â�� Ä]ËuZ¿� µÂ���Ì� ÄÊf�³�]� ½ZË�m �d�a� �{� Ã|�� {ZnËY

��|À¸Ì�d§�³��Y�«�Ä ·Z�»�{�Â».   

Z»�M��{Ë¾¼��¯���Âe�Ã|��¹Zn¿Y��٢��Á�½Y�Z°¼Å]��[�ÉY�]��mËÁ{�½Z | ]É���{{|� ��|·ÂÀË�

����,¬u��{�Ä¯�|���Z°�MÌ¿{Á�§Y�d¬Ê ÉZÅ�¸aÌ�¼É�·Â°·Â»�½�Á�Z]Ê��,ÓZ]�m��¿Z¯�§�c|��Ä]Ë�½Z

iZe�dve�Y�Ì��Y�«��Ê»  |Å{ .§����YÊ�Y�]É�¸a�Ã{Z»Ì�¼É�·Â°·Â»�½�Á�Z]Ê�ZaÌËfu�¾Ê�d�¸£�Z]��,ÓZ]

Ä�uÔ»�¶]Z«�cY�iY ��{�ÉY�mË|�¿�Ã|ÅZ�»�½Z .Àr¼ÅÌ½M�¾ ZÅ��m��¿Z¯�§��ÅZ¯�d¸�Ë�º¯�Á�½Z

�ÄÀ»Y{�½|��½Z�Â¿¸a�Ã{Z»��Â�u��{Ì�¼É�·Â°·Â»�½�Á�Z]Ê�y�Ä]�Y��ÓZ]�Zy���ZÌf�ÓY�dÌ�Ã{Z»�®

¸aÌ�¼É�|Àf�¿Y{�Ã|��Ä§Z�Y.   

                                                             
1 Codat et al 
2 Cressman 
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yYÌ,Y��ÂÆ·Â¯١�ÂÆÀÌa�Á٢ ]��[ �Z¯�Ä]� Z]³Ì�É�¸a�{YÂ»Ì�¼É��Zy�Z]Ìf�ÓY�dÌ��Á�º¯�®Ë�Ä]� ,{Z

���]Ê�ZaZ¿Ë�Y|É  ZÅ  É�YËuZ¿��{�Ã|��{ZnÌ�m�ÄËf�³�]�½ZÊ�|ÀfyY{�a. �Ã{Á|v»�{|��Ë���¿��{��|·ÂÀ

½M��Z¯��{�Ã|��Äf§�³  ZÅ   �]Ì¾ ����Ze���� d�Y�Ã{Â].�Ã�Y|¿Y É�Ì³  ZÅ  ��Ê°ÌeZ¼��Ä¯�[M�¶¿Âe�®Ë��{

��{�½M��Y �¶°�� -�|��¹Zn¿Y�d�Y�Ã|��Ã{�ÁM .��«�Ä]��|À¸Ì��Á{��Y��ËZ»�M�¾ËY��{ZÅÉ ���� �Á

���|��Ã{Z¨f�Y��f¼Ì¸Ì» .�|À¸Ì��É�Ì³�Y�«�¶v»  ZÅ  ��Ä¸�Z§��{�\Ìe�e�Ä]�����Á���]��|À¸Ì����«��]Y�

|��Äf§�³���¿��{�½ZË�m�d�{�¾ÌËZa��{. 

  
¶°� � -� ÂÆÀÌa���Âe�Ã|��¹Zn¿Y��ËZ»�M��Y�[M�¶¿Âe�®ÌeZ¼� ]��[  

��]Y�]�É�Z¯�cÓZÌ��Ê»Z¼e�ÉY�]�º¼Ë�¯Z»���Âf»�d������w�¿�Ä¯�|��[Zzf¿Y�ÄÌ¿Zi��]��f»

�Ê»�m�Ê]{݉ଷ/h ����¾Ì»Ze�Y� Ê»    {�¯ .^»�®Ë��Y�¾ÌÀr¼Å��ËZ»�M�¾ËY��{�d]Zi�ÉY�]�Êe�Y�u�µ|

�{Á|u��{�É�Z¯�µZÌ��ÉZ»{�¾f�Y{�Ä´¿���|��Ã{Z¨f�Y�{Y�´Ìf¿Z��Äm�{ .Ê¿{Á�§Y��Y  ZÅ  �É�¼Ì¸a�É

�|��Ã{Z¨f�Y�¦Ì ��Á�ÉÂ«�®Ìf�YY�dÌ�Zy�Z]�ÊeÓZÌ��{ZnËY��Â�À»�Ä]�¾ÌËZa�Á�ÓZ]�Ê·Â°·Â»�½�Á�Z]

½M�lËZf¿�ZÆf¿Y��{�Á  ZÅ   �d§�³��Y�«�Ä�ËZ¬»�{�Â»�ºÅ�Z] .ZÌ��Ã{�]�Z¯�Ä]�¦Ì ��®Ìf�ÓY�dÌ�Zy�Z]�cÓ

�d�¸£�Z]��Â¸Ìe�É�Zne�¹Z¿�Z]��·Â¸��¶Ì�¯Á�|ÌÅ�¶Ìf»�¹Z¿�Ä]�ÉÁ��Z¯��{�Ã|�����,����,����Á����

{Â]�|��{ .Ê�¯Â]�¯� �Y� �Ì¿�ÓZ]�®Ìf�ÓY�dÌ�Zy� Z]�Ê]M�µÂ¸v»�{ZnËY�ÉY�]�¾ÌÀr¼Å ¶Ìf» ��·Â¸�
                                                             

1 Coelho 
2  Pinho 



  �¶�§��������������������������������������¹Á{�������������������������������������������������������������������������������ªÌ¬ve�ÄÀÌ�Ìa��]�É�Á�»  

٢٤ 

 

�ºË|��®¼¿)CMC(��Ê·Â°·Â»�½�Á�Z]݇݃/݈݇݉݋ ��������d�¸£�Z]�Á���,����,�����Á�����|��{

|��Äf§�³��Z¯�Ä]�Ê»�m�½�Á .��Zf§��,�ËZ»�M�¾ËY��{�Ã{Z¨f�Y�{�Â»�cÓZÌ��Ä¼Å�Ä¯�d�Y��¯}�½ZËZ�

�½Z�¿�{Ây��Y���]�w�¿�Ä]�d^�¿�Ã|¿Â��®Ë�Z] Ê»    |ÀÅ{ .Ã{Y{�,ÉÁ��ËZ»�M��{  ZÅ  �Z]�ÊÅZ´�ËZ»�M�É

µ|»  ZÅ  ÂË�Z¯�É-Y{Â�ZË  )�Ä·{Z » )�-�((��Ê¿YÂe�µ|»�Á) )�-�((�d�Y{�d¬]Z�»�Ô»Z¯ .d]Zi  ZÅ  �µ|»�É

ÂË�Z¯-Y{Â�ZË١�µÂ¸v»�ÉY�]  ZÅ  ��{��ËZ»�M�¾ËY��{�Ã{Z¨f�Y�{�Â»�É �µÁ|m)�-� (ZÅ�d]Zi�ÁÉ��µ|»

¿YÂeÊ٢���{ �µÁ|m)�-� (d�Y�Ã|��Ã{�ÁM. 

)١-٢(µ = µஶ + ሺµ଴ + µஶሻ[1 + ሺߛߣሶሻ௔]௡ିଵ ௔ൗ                                                                        

)٢-٢(µ = ሶߛܭ ݊−1                                                                                                                                       

ƩƹŶū )۲-۱ ( d]Zi  ZÅ  ÂË�Z¯�µ|»�É-µÂ¸v»�ÉY�]�Y{Â�ZË  ZÅ  �Á��Â¸Ìe�ÉCMC  

 

ƩƹŶū )۲-۲ ( �d]Zi  ZÅ  �ÉY�]�Ê¿YÂe�µ|»�ÉµÂ¸v» ZÅÉ �Á��Â¸ÌeCMC

  
|��¾ÌÌ e���y�d�e�Á�½Z�Â¿�d�e�ªË����Y�cÓZÌ��Ê°Ìf�ÓY�dÌ�Zy .�d�e��Y�Ã{Z¨f�Y�Z]

,��y�µÂ¸v»� �Y�Êy�]�ÉY�]��Àe� �Y�Ê³{Â�M�½Z»�  ZÅ  �� �{� Ä¯� |»M�d�|] � µÁ|m)� -� (��Ë{Z¬»

d�Y�Ã|��Ã{�ÁM�¶�Zu .  

                                                             
1 Carreau-Yasuda 
2 Power-law 
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ƩƹŶū )۲-۳ ( ��{���y�d�e��Y�Ã|»M�d�|]��Àe��Y�Ê³{Â�M�½Z»���{Y�´Ìf¿Z��Äm�{  

 

Ã�Y|¿Y�lËZf¿ �]�Y|f]Y�,Êf�³�]�½ZË�m�ÄÌuZ¿�µÂ��Á�µZÅÁ�f�Y�{|��É�Ì³�ÊÀeÂÌ¿�µZÌ��½ZË�m�ÉY

d§�³��Y�«�Ä�ËZ¬»�{�Â»�¾Ì�Ìa�cZ¬Ì¬ve�lËZf¿� Z]�Á�|��¹Zn¿Y .��Y{Â¼¿��{ �¶°��-���{|���Ë{Z¬»

��|À¸Ì����«�Á{�ÉY�]��|·ÂÀË��{|���Y�Ê ]Ze�c�Â��Ä]�µZÅÁ�f�Y����Á���d�Y�Ã|��Ã{�ÁM��f¼Ì¸Ì» .  

  
¶°� � -� |��Z]�µZÅÁ�f�Y�{|��cY�ÌÌ¤e[M��{�¾Ì¸Ì�Ë�³�µÂ¸v»�Á������������ÊÀeÂÌ¿�½ZË�m�ÉY�]��|·ÂÀË��{          �,

�aÂe�Ä¿Z�¿ :���«�Z]��|À¸Ì�����f¼Ì¸Ì» Ê·ZyÂe�Ä¿Z�¿�, :���«�Ä]��|À¸Ì�����,�f¼Ì¸Ì»)__(�µÂ¯Y��Á�µZ¿ÂË [29]�,) --(�
�±�]�Â¿[37] 

�v]� �|·ÂÀË���ÅZ¯�\^��µZÌ��®Ìf�ÓY�dÌ�Zy��ËY�§Y� Ä¯�|�� Ã{Y{�½Z�¿�½ZË�m� �{�Ê¿Y

�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ� Ê»    {Â�  .É�Â��Ä] ��Â¸Ìe�µÂ¸v»�ÉY�]�Ä¯���%��Â�v»��ZÌ�]��ÅZ¯�¾ËY�,

d�Y� Ã|����Y�³ .��Ì£�c�Â�� Ä]�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ� µZÌ��®Ìf�Ôa{Â��dÌ�Zy� ,ªÌ¬ve� ¾ËY� �{

d�Y�Ã|����Y�³�Ê¿Y�v]��|·ÂÀË���ÅZ¯�ÉY�]�Ê¸»Z��½YÂÀ��Ä]�ºÌ¬f�» .  

,|�� �¯}� Ä¯� �Â�¿Z¼Å�·{� Ä]Ìa� ¶ÌrÌ³|Ê ÉZÅ � {ÂmÂ»� Z]� Ä�]Y�� �{ µ|» �µZÌ�� ½ZË�m� É�Z�

� ,®Ìf�ÓYÂ°�ËÁÁ�� �]� Ã|��¹Zn¿Y�cZ ·Z�»� �j¯YÉ��mË��½ZÌÁ�µZËf�ÓYÂ°�Ì��µÂu�®Ì�Ä]� �|À¸

Z»�M�c�Â�ËÅZ´�Ê�Á�Ã{Â]�Ê���]  ZÅ  ��Z¼��d�´¿Y�Á�º¯��ZÌ�]��Â�y�¾ËY��{�É{|��É Ê»    |�Z] .  
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� Ä¸¼m� �YcZ¬Ì¬ve ]� Ä¯�É{|���Y� �Â^�� �{�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ��½ZË�m�cZ�z�»�Ê���]� Ä

� Zf�ËY�É�|À¸Ì� Ê»    {�Y{�a,  Ê»    � ½YÂeY�ËÂ·Y� �Z¯� Ä]١ ]��[�� µZ�� �{�����É{ÔÌ»�{Â¼¿� Ã�Z�Y .�ÉÁ

{Á|v»�ºnu��Á�٢ )FVM(��ÉY�]�Y� µ|» ��Z°]�½Z»��Ä]�Äf�]YÁ�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ��½ZË�m�É�Z�

�d«{�½{�]ÓZ]��Â�À»�Ä]�Á�{�]�Ã{Z¨f�Y�½Z»��Á�½Z°»��{�¹Á{�Ä^e�»�É�Z��Äf��³��Y�,cZ^�Zv»��{

{Â¼¿ .µ|»�Ê°Ë�Â·ÂW� � µ|»� ,ÁY� �Z¯� �{� Ã{Z¨f�Y� {�Â»FENE-CR d�Y� Ã{Â] .� �{ � µÁ|m)�-� (�

®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�½ZË�m� Á�ÊÀeÂÌ¿�½ZË�m�ÉY�]� Ä³���Â�y�d�Y� Ã|��Ã{�ÁM .� Ã|ÅZ�» Ê»    �Ä¯�{Â�

Z¿� ÊÀeÂÌ¿�d·Zu� �Y� �f³��]�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ� µZÌ��Êf�³�]� ½ZË�m� ÄÌu Ê»    |�Z] .ÁÉ ¾ÌÀr¼Å���{

�µZÌ�� ½ZË�m� cZ�z�»� �]� �|·ÂÀË�� {|�� cY�iY� Ê���]� Ä]� ,{Ây� lËZf¿� �Y� É�´Ë{� d¼�«

dyY{�a�ÊÀeÂÌ¿�Á�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ. �º¯��|·ÂÀË��{Y|�Y�Z]�½ZË�m��{)�Á�ÊÀeÂÌ¿�µZÌ��½ZË�m�ÉY�]�ºÅ

d·Zu�ÉY�]�ºÅ�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ(��|·ÂÀË��{Y|�Y�Z]�½ZË�m��Y��f�Ì]�Ã|��Ä^�Zv»�±�{�\Ë����Ë{Z¬»�,

d�Y�Ã|����Y�³�ÓZ] .�Ê�ËY�§Y�É|¿Á��,½ZË�m�Á{��Å�ÉY�]�cZ¿Z�Â¿��¿Z¯�§�Ä¯�d�Y�Ê·Zu��{�¾ËY

{Ây��Y��|·ÂÀË��{|��Ä]�d^�¿ �½Z�¿ Ê»    |Å{ .  

                                                             
˺ Oliveira 
2 Finite Volume 
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¶°� � -� �Ä³���Â�y)a(��ÊÀeÂÌ¿�½ZË�m)b( ®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ  

Àr¼ÅÌ�¾Ê³|Ì�¯��f»Y�Za�cY�iY� ,ªÌ¬ve�¾ËY��Y�É�´Ë{��z]��{١��cZ�z�»��]�mË�{�Â»�½Z

���]Ê�d§�³��Y�«.��Ã�Z]��{�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ��Ê¿Z��¯��f»Y�Za�cY�ÌÌ¤e��Y�¶�Zu�lËZf¿���=L2�

�Á����=L2���{��� Re=�ÁDe=1���{ �µÁ|m)�-� (d�Y�Ã|����Y�³ .m�¾ËY�ª]Z�»�Ã�Á{�,µÁ|

��ËY�§Y� º¯�Ê¸Ìy� �Y|¬»� Ä]� ½ZË�m�cZ¿Z�Â¿�[ÁZÀe Ëd�Y� Äf§Z��Y|¬»� Ä]� �Ì¿� ½ZË�m��¿Z¯�§� Y~·� ,

��ÅZ¯� ,É�ÌqZ¿ Ê»    |]ZË .�¾ËY��ËY�§Y� Z]� �Ì¿�d¨Ì·�\Ë���ÄÀ»Y{� Ä¯�d�Y� Ã|�� Ã|ÅZ�»�¾ÌÀr¼Å

��ÅZ¯��f»Y�Za Ëd�Y�Äf§Z .·Zu��{�¾ËYÊ�±�{�\Ë���,�f»Y�Za�¾ËY��ËY�§Y� Z]�Ä¯�d�Y���ËY�§Y��Ì¿

»Ê Ë|]Z.   
 

                                                             
1 Extensibility  



  �¶�§��������������������������������������¹Á{�������������������������������������������������������������������������������ªÌ¬ve�ÄÀÌ�Ìa��]�É�Á�»  

٢٨ 

 

ƩƹŶū )۲-۴ ( ]�¶�Zu�lËZf¿��{�Ê¿Z��¯��f»Y�Za�cY�ÌÌ¤e�Z���Re=�Y�Â]{�Á١���]Y�]�  

  
��{ �¶°��-��{�{ZË��Á�º¯�Ê¿Z��¯��f»Y�Za�d·Zu�Á{�ÉY�]�½ZË�m��Â�y��� Re=Á �De=�

� ½Z�¿� sÂ�Á� Ä]� Ä¯� d�Y� Ã|�� Ã{�ÁM Ê»    �Âe� ,�f»Y�Za� ¾ËY� �Â�q� |Å{�Y�� �|À¸Ì�� µÂu� �Z�§� �Ë

��ÌÌ¤e��Âzf�{ Ê»    |À¯  .�¶°��¾ËY�¾ÌÀr¼Å Ê»    ��{�Ä¯�±�{�\Ë����ËY�§Y�Ã|ÀÀ¯�ÄÌmÂe�|¿YÂe

|�Z]��Ì¿�,d�Y��|À¸Ì��d�a��Z�§�½Y|Ì»��{�¥Y�v¿Y�ÄnÌf¿ .  

  
¶°� � -� ��]Y�]�Y�Â]{�{|���{��|À¸Ì��µÂu�½ZË�m��Â�y��ÀË��ÁÂ��]Y�]��|·��� )a(���=L2 )b(, ����=L2 

 

                                                             
1 Deborah Number 



  �¶�§��������������������������������������¹Á{�������������������������������������������������������������������������������ªÌ¬ve�ÄÀÌ�Ìa��]�É�Á�»  

٢٩ 

 

r¿Md�Y� ÄmÂe� {�Â»� �f�Ì]� Ä¯� Ä,��cZ�z�»� ÉÁ�� �]� µZÌ�� Ê°Ìf�ÓY�dÌ�Zy��ËY�§Y� �iY

� ®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ� µZÌ�� ÉÓZ]� Ê¿Z��¯� �f»Y�Za� �{� ½ZË�m Ê»    |�Z] .� �{ � µÁ|m)�-� ({Y|�Y� ÉY�]        

��Á�,� De=Ä�Ôy �Ê¿Z��¯�{|���{�Ã|»M�d�|]�lËZf¿��Y�ÉY����=L2��³d�Y�Ã|����Y . 
 

ƩƹŶū )۲-۵ ( ��{�Y�Â]{�cY�ÌÌ¤e�Z]�Ã|»M�d�|]�lËZf¿ܮଶ = 1200  

  
�{|���Y� Y�Â]{�Ä¯�Ê»Z´ÀÅ���Ze����ËY�§Y Ê»    ��ÅZ¯�c|��Ä]�d¨Ì·�\Ë���|]ZË Ê»    |]ZË .�Ã�Á{

��ÅZ¯�½ZË�m��¿Z¯�§�Á�Äf§ZË��ËY�§Y�[ÁZÀe Ê»    |]ZË .�Ã|ÅZ�»�¾ÌÀr¼Å Ê»    �Z]�±�{�\Ë���Ä¯�{Â�

´¼�q�Ê�ÅZ¯d�Y� Ã|��ÄmYÂ»� �Ì .� �{ �¶°��-��½Z»�� Ä]�d^�¿�d¨Ì·� Á�±�{�\Ë���cY�ÌÌ¤e

d�Y�Ã|��Ã{�ÁM�Ê]Zzf¿Y�ÉY�Â]{�{|��Ä��ÉY�] .�ÉY�Â]{�{|��ÉY�]�Ä°Ì·Zu��{��\ËY���cY�ÌÌ¤e� ,

�½Z�¿�{Ây��Y�Ê�ÂÀÌ���Zf§��Ô»Z¯�±�{�Á�d¨Ì· Ê»    Ì¤e�,{|��¾ËY��ËY�§Y�Z]�,|Å{��{�Ê¼�À»Z¿�cY�Ì

�Ã|ÅZ�»�\ËY���¾ËY Ê»    {Â� .��]Y�]�Y�Â]{�{|��ÉY�]�Ä¯�É�Â��Ä]��d]Zi�[ÁZÀe�Ã�Á{�Äq��³Y�, Ê»    �|¿Z»

Ê¼¿�dÌ ^e�Ê�ÂÀÌ���Zf§�� �Y�cY�ÌÌ¤e�¾ËY��´Ë{� Z»Y |À¯ .�Ã|ÅZ�»�¾ÌÀr¼Å Ê»    �¾ËY�ÉY�]�Ä¯�{Â�

�,{|�]Ì�ÌÄÀ�����Ë{Z¬»YÅ��{�Á�d�Ì¿�d]Zi�±�{�Á�d¨Ì·�\Ë��ÌÌ¤e�[ÁZÀe�Ã�Á{�� Ê»    |À¯ .��Â�y

�,{|��Ä��¾ËY�ÉY�]�Ä³� �¶°�� -�d�Y�Ã|��Ã{�ÁM .�ÉY�]�½Z»��|uYÁ��{�cY�}�{Y| e�,¶°��¾ËY��{

�½Z�°Ë�Ä���Å Ê»    |�Z] .  

  



  �¶�§��������������������������������������¹Á{�������������������������������������������������������������������������������ªÌ¬ve�ÄÀÌ�Ìa��]�É�Á�»  

٣٠ 

 

 

 

¶°� � -� �®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ��ÉÓZ]�Ê¿Z��¯��f»Y�Za��{�½ZË�m�cZ�z�»��]�ÊfÌ�Ìf�ÓY��ÌiZe             
)���� ; L2=���Re=(�ÉÁ���])a(�±�{�\Ë��, (b) ²¿��a��y��,d¨Ì·�\Ë���De=�®qÂ¯�Ã�Ìe��y�,�De=��y�,

±��]�Ã�Ìe �De=.  



  �¶�§��������������������������������������¹Á{�������������������������������������������������������������������������������ªÌ¬ve�ÄÀÌ�Ìa��]�É�Á�»  

٣١ 

 

  
¶°� � -� �ÓZ]�Ê¿Z��¯��f»Y�Za��{�ÊfÌ�Ìf�ÓY��ËY�§Y�Z]�Ä³���Â�y��ËZ¼¿����=L2�Á ��� Re=)a(�De=, )b( 

�De= ��Á)c( � De=.  

�cY�ÌÌ¤e{�°e�Á�¶°���  ZÅ   ��|À¸Ì��d�a��{�Êf�³�]�½ZË�m�ÄÌuZ¿�µÂ���ËY�§Y�Á�{Y|�Y��{

Y�Â]{É��¦¸fz»�Ã|ÅZ�»�sÂ�Â]�¶°��¾ËY��{ Ê»    {Â� .  

� �YcZ¬Ì¬ve� �´Ë{ ��Y� �Â^�� �{�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ��½ZË�m�cZ�z�»�Ê���]� Ä]� Ä¯�É{|�

�Zf�ËY�É�|À¸Ì� Ê»    �,{�Y{�a Ê»    ¾ÌÅZ���Z¯�Ä]�½YÂe١�½Y�Z°¼Å�Á ]��[ µZ���{ �����É{ÔÌ»��Ã�Z�Y

{Â¼¿ .�É�Y|ËZa�ÉÁ���]�Ê°Ìf�ÓY�ÉZÅÁ�Ì¿��ÌiZe�Ê���]��Â�À»�Ä]�Ê�y�É�Y|ËZa�¶Ì¸ve��Y�,ÁY��Z¯��{

�µZÌ��½ZË�m�Ê��ÀËYMCR�Ã�ËY{��|À¸Ì��µÂu |��Ã{Z¨f�Y�Zf�ËY�ÉY. �ÉÁ��{Y|�Y��{ËZa��|·ÂÀÌË¾,�

                                                             
1 Sahin 
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٣٢ 

 

�m�cZ�z�»Ë��½ZÌ��µÂu�µZÌ|¿{Â¼¿�kY�zf�Y�Y���|À¸ .�¯}�Ä]�¹�Ó  Ê»    ��Y�{Ây��Z¯��{�ÁY�Ä¯�|�Z]

{�¯� Ã{Z¨f�Y�ÊÀÌËZa� Á�ÊËÓZ]�ÉZÅ��»�ÉY�]���¤·� ¹|����� .iZeÌ¿{Á�§Y� �Ê  ZÅ  É�¸aÌ�¼É�Á���]É�

ZaË�Y|É��yÊ��mË| ]�Á{�½ZÉ���{�Â^����YË��®Ì�|À¸, �ºÅ��Á���Y�Ã{Z¨f�Y�Z] µ|» �É�Z�¬f�»Ì�º

{|�É )DNS( �Á�ºÅZ�»ËÁ��Y|¬»�¶Ë¼ e�Ã�Ì�º�Äf§ZË��Y�ÂXeÉ��cZ�Z�f£Yd§�³��Y�«�Ê���]�{�Â» .

�Ê°Ë�Â·ÂW��µ|»FENE��®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ��É�ZfyZ��Ä·{Z »�½YÂÀ��Ä]�d]Zi�ÄfË�Â°�ËÁ���§�Z]

d§�³��Y�«�Ã{Z¨f�Y�{�Â»�ÁY��Z¯��{ .Ê¿{Á�§Y�Ä¯�Ã|��Ã{Y{�½Z�¿  ZÅ  �½ZË�m�É�Y|ËZa�h�Z]�É�¼Ì¸a�É

��|À¸Ì��d�a��{�µZÌ� Ê»    {Â� .�Â��Ä]�¾ÌÀr¼Å���Z°�M�lËZf¿�,�Zy Ê»    ��f»Y�Za��ËY�§Y�Z]�Ä¯�{�Z�

��ËY�§Y�Ê¿Y�v]��|·ÂÀË��{|���Y|¬»�,®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ��½Z��¯ Ê»    |]ZË .�ÉÁ��Z¯��{�¶�Zu�lËZf¿

Ã{Y{� �Y� Ã|»M�d�|]� lËZf¿� Z]  ZÅ  |�� Ã{Y{�d¬]Z�»�ÊÅZ´�ËZ»�M�É .�½Z��¯�dÌ�Zy� ,Ê¸¯� �Â�� Ä]

µÂ°·Â»�ÉY�]�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ� µZÌ�  ZÅ  �½ZË�m� Ê�^Àm�É��¿Y��ÅZ¯� �{� ,ÓZ]� Ê·Â°·Â»� ½�Á� Z]� ÊË

{�Y{��¬¿��|À¸Ì��d�a��{�Ã|��{ZnËY�Ê¿Z�Â¿ .�¾ÌÀr¼ÅiZeÌf�ÓY��Ì�ÌÁ���]�ÄfÉ��,µZÅÁ�f�Y�{|�

uZ¿�µÂ�ÌÁ�ÄË��d�a�®ÌY���,�|À¸Ë·�\Ì�d¨d§�³��Y�«�Ê���]�{�Â»�ªÌ¬ve�¾ËY��{��Ì¿�±�{�Á .

�{�ÉÁ��Z¯��Y�ºÆ»�lËZf¿��Y�É{Y| e�d�Y�Ã|��Ã{�ÁM�Ä»Y{Y .  

d]Zi��|·ÂÀË��{|���{�ÄfÌ�Ìe�Á��Ë�Âe ����   Re =±�^¿�ËYÁ�Á١  ZÅ  � Ze��¨���Y�cÁZ¨f»�É� ��{

 �¶°��-�d�Y�Ã|��Ã{�ÁM .�{|���{We = 0�ÌqZ¿��ZÌ�]�cZ�Z�f£Y�¶Ì·{�Ä]�,,�Ä]Y{�³  ZÅ  �½�Z¬f»�É

Êf�³�]� ½ZË�m� ÄÌuZ¿� �{� Ã|�� {ZnËY��]Y�]� d·Zu� ¾ËY� �{� µZÅÁ�f�Y� {|�� �Y|¬»� Á� Ã|�� �Y|ËZaZ¿� , St = 0.261�d�Y�Ã|��Ä^�Zv» .Ä]Y{�³�½Z�Â¿�c�|«� ,±�^¿�ËYÁ�{|���ËY�§Y� Z]  ZÅ  ��d§Y�c|��Ä]

 Ê»    �{�Ä°Ë�Â��Ä]�,|À¯ � We =�Ä]Y{�³�½Z�Â¿  ZÅ  ��¦«Âf»�Ô»Z¯ Ê»    {Â� .  

                                                             
1 Weissenberg Number 



  �¶�§��������������������������������������¹Á{�������������������������������������������������������������������������������ªÌ¬ve�ÄÀÌ�Ìa��]�É�Á�»  

٣٣ 

 

  

¶°� � -� �µZÌ��ÉY�]�|uYÁ�Ê¿Z»���{�ÄfÌ�Ìe�Á��Ë�ÂeMCR��{����Re= ��ÁWe=0, 0.4, 1.2, 1.2, 2. 

��{ �¶°�� -��Ã|ÅZ�» Ê»    ��ÅZ¯�±�{�Á�¦Ì·�\ËY���ÄÀ»Y{�,±�^¿�ËYÁ�{|���ËY�§Y�Z]�Ä¯�{Â�

��ËY�§Y�½ZË�m�½Z�Â¿�[ÁZÀe�Á�Äf§ZË Ê»    |]ZË .��Z°�M�,Ã|Ë|a�¾ËY Ê»    �\^��ÄfÌ�Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�Ä¯�{�Z�

��ËY�§Y� ½ZË�m� É�Y|ËZa � Ã|��ÄÌuZ¿� ½|�� ±��]� Z]� ®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ� µZÌ�� Ê°Ìf�ÓY� dÌ�Zy� Á

�\^���|À¸Ì��d�a�Êf�³�]�½ZË�m Ê»    Ä]Y{�³�Ze�{Â�  ZÅ  ��{�YÁ�½ZË�m��{�É�f¼¯�c�|«�Á�d����Z]

|¿Â� .  

��{ �¶°�� -�|���Y�Ê ]Ze�c�Â��Ä]�µZÅÁ�f�Y�{|��cY�ÌÌ¤e��Y{Â¼¿�d�Y�Ã|��Ã{�ÁM�±�^¿�ËYÁ�{

�½Z�¿�sÂ�Á�Ä]�Ä¯ Ê»    ��ÅZ¯�±�^¿�ËYÁ�{|���ËY�§Y�Z]�½ZË�m��¿Z¯�§��Â�q�|Å{ Ê»    |]ZË . 



  �¶�§��������������������������������������¹Á{�������������������������������������������������������������������������������ªÌ¬ve�ÄÀÌ�Ìa��]�É�Á�»  

٣٤ 

 

  

¶°� � -� �\ËY���Ê¿Z»��cY�ÌÌ¤e (a) �d¨Ì·)b(��µZÌ��ÉY�]�±�{MCR�,We=0, 0.4, 1.2, 2��ÁRe=66.6 b=100, 

  
¶°� � -� �µZÌ��ÉY�]�±�^¿�ËYÁ�Ä]�d^�¿�µZÅÁ�f�Y�{|��cY�ÌÌ¤eMCR ���{Re=66.6��Áb=100.  



  �¶�§��������������������������������������¹Á{�������������������������������������������������������������������������������ªÌ¬ve�ÄÀÌ�Ìa��]�É�Á�»  

٣٥ 

 

�Ã|ÅZ�»�Ä¯��Â�¿Z¼Å Ê»    �,{Â�Á{��Å��{É�YË��ÅZ¯�,µZÅÁ�f�Y�{|���ÅZ¯�,cZ ·Z�»�¾Z�a��Á

Y�§YËuZ¿� µÂ���ÌY��°e�Á� ÄË��d�a� �{� Ã|�� {ZnÌZ¬»� �{� �|À¸ËY�§Y� Z]� Ä�Ë� {|���±�^¿�ËYÁ��Á

¸]Z«Ì¿Z��¯�dÊ��Ì|��Ã|ÅZ�»�µZ�d�Y�Ã�Z]�Ä¯cZ¬Ì¬ve�Z»�MËÅZ´�Ê ¾Ì�Ìa�Z³�Z��� Ê»    |�Z].  

�frË��,Y�ÌyY١��½Y�Z°¼Å�Á]��[ �µZ���{���� ���]�Ä]Ê��mË��½ZÌÁ�µZËf�ÓYÂ°�Ì�Á{��{�®

��{|�Ë��|·ÂÀ�����Á����|ÀfyY{�a .½M��Z¯��{�Ã{Z¨f�Y�{�Â»�µ|»  ZÅ   �¿Ì�µ|»��FENE-P�d�Y�Ã{Â] .

Zf¿Ë�lÃ|»M�d�|] ��|·ÂÀË���{�����Y�ËÂ·Y�lËZf¿�Z]]��[�Ê]ZË��Y�{�Â»���Y�«d§�³ .�ºÆ»�lËZf¿�Ä¸¼m��Y

�ªÌ¬ve�¾ËY��{�{ÂmÂ» Ê»    {Â¼¿�Ã�Z�Y��Ë��{�YÂ»�Ä]�½YÂe .  

Ê]��Z�§��Ë�Âe ��{�®Ìf/�ÓYÂ°�ËÁ�Á�ÊÀeÂÌ¿�µZÌ��½ZË�m�ÉY�]��|À¸Ì��ÉÁ���]�| ] ��� Re=�Á

�±�Ì¿�ËYÁ�{Y|�Y�ÉY�]����Á�����{ �¶°��-��d�Y�Ã|��Ã{�ÁM .¯��Â�¿Z¼Å��Ã|ÅZ/�»�Ä �Ê/»    ���Z/]�{Â/�

�Äf§ZË��ËY�§Y��Ì¿��|À¸Ì��d�a��{��Z�§��Ë�Âe�,®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�½ZË�m��{�®Ìf�ÓY�dÌ�Zy��ËY�§Y

d�Y .YË·{�Ä]�Ä¯��Â�Â»�¾Ì��]��Àe��ÅZ¯�¶Ê��m��{Ë�½Z Ê»    ���\^/��,|/�Z] �Ê/»    ����µÂ/��Ä/¯�{Â/�

Ä]Y{�³  ZÅ  É�uZ¿Ì�m�ÄËf�³�]�½ZÊ�Y�§YË��Ë|]Z .�/¯�d�Y��¯}�Ä]�¹�ÓY�Ä�/Ë¾��,�Â/�Â»����{Â/mÂ]�\^/�

|a�½|»MË�m��{�±�{��ÅZ¯�Ã|ËY�½ZË���Y�Ä¿Â³�¾Ì�cÓZ Ê»    {Â�.    

��Y�´Ë{���µÂ/u��Z�§��Ë�Âe�Á�±�{�\Ë���cY�ÌÌ¤e�Ê���]�,ªÌ¬ve�¾ËY��{�Äf§�³�c�Â��ÉZÅ�Z¯

�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ��Ê¿Z��¯��f»Y�Za�{ZË{�Y��iY��{��|À¸Ì� Ê»    |�Z] .�±�{�\Ë���Ä¯�|��Ã|ÅZ�»

Ä]��d]Zi�{|���{�Ä¯�ÉÂv¿�Ä]�,d�Y�Ê¿Z��¯��f»Y�Za��ÌiZe�dve�c|���We=�ÉY�/]�,�����= L2�

�]Y�]���Âf»�±�{�\Ë����Y|¬» ���= ܥҧୈ�ÉY�]�,���=L2���]Y�]��ܥ��ҧୈ =����ÊÀeÂ/Ì¿�½Z/Ë�m�ÉY�]�Á

��]Y�]��Y|¬»�¾ËY����  Ê»    |�Z] .��{�,�Â�Â»�¾ËY�tÌ�Âe�ÉY�] �¶°��-������µÂ/u��Z/�§��/Ë�Âe��Y{Â¼¿

��d/�Y�Ã|/��Ã{�ÁM�ÊÀeÂÌ¿�d·Zu�Z]�Ä�ËZ¬»��{�,Ê¿Z��¯��f»Y�Za�{ZË��Á�º¯��Ë{Z¬»�ÉY�]��|À¸Ì� .��Ä/]

�Ã|ÅZ�»�sÂ�Á Ê»    �ÉÁ���Z�§��Ë�Âe��{�Ä¯�d�Y�ÊeY�ÌÌ¤e�¶Ì·{�Ä]�,±�{�\Ë����{��ËY�§Y�Ä¯�{Â�

                                                             
1 Richter 
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٣٦ 

 

�w���|À¸Ì��t�� Ê»    |Å{ .  
 

 

¶°� � -�� �ÂeË��]��Z�§��Á�É���t��ÌY�]��|À¸É��mË��½ZÌÁ�µZËf�ÓYÂ°�Ì® ¿�ÁÌÀeÂÊ )�Ä�¬¿��Y�,�Á���ÄËÁY�
�{�´f�Z�{Za�c�Â��Ä]�Á�Ã|���Á���½Â°��¶]Z¬» Ê»    |�Z](��]�»�{Z¼¿�,ÊÀeÂÌ¿�µZÌ��Ã�ËY{�{Z¼¿ ��We=�,         

É�Â·�{Z¼¿��We=  

 
¶°� � -�� �ÂeË��Z�§��Ê] �| ]Á���]É���t��Ì��|À¸�{��mË��½ZÌÁ�µZËf�ÓYÂ°�Ì® )�¶]Z¬»�Ä�¬¿��Y�,�Á���ÄËÁY�

�{�´f�Z��c�Â��Ä]�Á�Ã|���Á���,½Â°��Ä�¬¿ Ê»    |�Z](��Ã�ËY{�{Z¼¿���=L2��]�»�{Z¼¿�, �����=L2�{Z¼¿�,
É�Â·����� =L2.  



  �¶�§��������������������������������������¹Á{�������������������������������������������������������������������������������ªÌ¬ve�ÄÀÌ�Ìa��]�É�Á�»  

٣٧ 

 

��¯}�Ä]�¹�Ó�¾ÌÀr¼Å Ê»    |�Z]��´Ë{��z]�Ä¯É�½M��Z¯��{�¶�Zu�lËZf¿��Y  ZÅ   �ÉÂ´·Y�Ê���]�Ä]�,

YÂ°�ËÁ�µZÌ��½ZË�m�É| ]�Ä��{�®Ìf�Ó���Re = ��]� Ä¯�d�Y� Ã|��ÄfyY{�a��¾ËY� �{�½M�Ê�

Ê¼¿�ªÌ¬ve |nÀ³ .  
 

۲-۳- ��Zu�ªÌ¬ve  

��Y�«�Ê���]�{�Â»�Zf�ËY�É�|À¸Ì���Y��Â^���{�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ��½ZË�m�,ªÌ¬ve�¾ËY��{ Ê»    {�Ì³ .

�Äf§ZË�Ä �Âe�Á�¹Y�M�¶°��Ä]�½ZË�m�½Y|Ì»�,ZnÀËY��{ Ê»    ¿Y�Ä¿Â³��Å�|«Z§�½ZË�m�Á�|�Z]�Êe�Y�u�µZ¬f

d�Y .�É| ]�Á{�c�Â��Ä]�Ä·Z�»�Á�Ã|��Äf§�³���¿��{��Ë~aZ¿�º¯Y�e�c�Â��Ä]�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ�

 Ê»    |�Z] .� Ä ·Z�»� ¾ËY� �{Y�]É�f�z¿Ì� µ|»� �Y� ,�Z]� ¾�°Ë�³� Äf]Zi� Ä�١ ]��[��Ä·{Z »� ½YÂÀ�� Ä]

d�Y�Ã|��Äf§�³�Ã�Æ]�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ��É�ZfyZ� .YËZÀ^»��]�µ|»�¾É�{Ë»�ÃZ³|·Â°·ÂÊ���YÂf�Y

d�Y .f»YÌ¸�Y� �ZÊ�YË� �Zf§�� ÄWY�Y� Ä]� �{Z«� Ä¯�d�Y� ½M� µ|»�¾¿YÂeÊ�Y�]É�ÁË�Â°�Ëd]Zi� Á� Äf ÉZÅ�

�Àe�¥ÔfyY�ZÅÉ�µZ»�¿٢ Ê»  |�Z] .Ê»�¾ËY�]ZÀ]  �µZ»�¿��Àe�¥ÔfyY�cY�iY� ,½M� �Y� Ã{Z¨f�Y� Z]�½YÂe

{Â¼¿�Ã|ÅZ�»��Ì¿� Y��½ZË�m��]�¹Á{�Á�µÁY. Ó{Z »��{�Ä¯�d�Y��¯}�½ZËZ��Äf§�³��Z°]�É�ZfyZ��c

d�Y�Ã|��Äf§�³���¿��{�d]Zi���]�w�¿�Ä]�d^�¿�ÄfË�Â°�ËÁ�,Äf�~³�cZ¬Ì¬ve��{�Ã|� .�¾ÌÀr¼Å

µ|»��{ µZ»�¿��Àe�¥ÔfyY��iY�Ê���]�½Z°»Y�,Ã|��Äf§�³��Z°]�ÉZÅ Á{�Á�µÁY¹�{�Y|¿�{ÂmÁ .�¾ËY�]ZÀ]

µ|»�®Ë�f»Â°�ËÁ��]YÂe �cZ¬Ì¬ve��{�Ã|��Äf§�³��Z°]�Ê°Ë�Â·ÂW��ÉZÅ��Zf§��|Àf�Ì¿��{Z«� ,¾Ì�Ìa

�ÊËÓZ]�d«{�Z]� Y��®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ� µ|» É�Z� |ÀËZ¼¿ )a��{Ì�ZfyZ��cÓ{Z »��YÂ¿Y�[�d�ÂÉ�

�yÊ�£�ÁÌ�y��Ê�d�Y�Ã|��Ã{�ÁM(.   

�{  �¶°�� -��d�Y�Ã|��Ã{Y{�½Z�¿�½M�{Z ]Y�ÃY�¼Å�Ä]�Ä·Z�»�Ä�|ÀÅ��Y�®ÌeZ¼��ÉZ¼¿ .�¾ËY��{

�a�¶»Z¯�c�Â��Ä]�Ä·Z�»�Ä�|ÀÅ�,½ZË�m�½{Â]�½�Z¬f»��Ì£�Á�É�Y|ËZaZ¿��ËY���{ÂmÁ�¶Ì·{�Ä]�,�ÅÁ
                                                             

1 Giesekus 
2 Stress differences 



  �¶�§��������������������������������������¹Á{�������������������������������������������������������������������������������ªÌ¬ve�ÄÀÌ�Ìa��]�É�Á�»  

٣٨ 

 

d�Y�Ã|��Äf§�³���¿��{ .�{�Ä¯��Â�¿Z¼Å  �¶°��-���Ã|ÅZ�» Ê»    ��ÌiZe��Y�É�Ì³Â¸m��Â�À»�Ä]�,{Â�

�»�Ä¸�Z§�,¾°¼»�|u�Ze�,½ZË�m��]�ÊÀÌËZa�Á�ÊËÓZ]�ÉZÅ��»d�Y�Ã|��[Zzf¿Y�{ZË���|À¸Ì��Ze�ZÅ� .�Ä]

�Ä¯� Ã|Ë{�³�[Zzf¿Y� É�Â�� �|À¸Ì�� Ä]� d^�¿� É��»� cZv¨�� É�Ì³� �Y�«� dÌ «Â»� ,�´Ë{� Êe�Z^�

��»�Z]�Ê¿ZË�m�,Äf�Y|¿�½ZË�m��]�É�iY�Ä¿Â´rÌÅ |ËZ¼¿�µ|»��|À¸Ì��µÂu�Y��{Á|v»Z¿�ÉZÅ.  

� �Â�À»� Ä]� ZnÀËY� �{ µ|» Y� ,®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ� µZÌ�� ½ZË�m� É{|�� É�Z�� �� �Y�§Y� ¹�¿Z]� �^À» 

OpenFOAM١, �Ä¯Ë® {��Y�]Y�Ä^ mË»ZÀÌ��®ÌeZ^�Zv»�cÓZÊ )CFD٢( d�Y�Ã|��Ã{Z¨f�Y�,d�Y 

)§� »Ê�¹�¿ � �Y�§YOpenFOAM�a� �{Ìd�Y� Ã|��Ã{�ÁM�_�d�Â( .� �Y�§Y� ¹�¿OpenFOAM ���Âe

"OpenCFD Ltd"�»Â¼���Ân»�dveÊ  ÂÀ³��xË�Ze��{�Á�����^»Z�{���� YËÃ|��{Zn��Á]�c�Â��Ä

� {ÂmÂ»� {Y�M� Á� �Z]��^À»»Ê |�Z]. � {Y�M�d¸�� Ä]Ë���]� ½Z°»Y� �Â¯~»�|¯��^À»�½{Â]� �Z]� ZÊ�»Z¼eÊ 

 Ä^Àm ZÅÉ�Â¿�|¯Ë�Ê Ä¸¼m��Y�¤eÌÌY�]�½M�Ä �Âe�Á��É��ºÅY�§��]�Z¯ Ê»    |�Z] .Äf�Å ~a�¥Z� ¿YË�Á��

|»M�Z¯OpenFOAM Ä�Â¼n»��Y� , YÉ���Y|¯ZÅÉ����Âe�Ã|��Äf�Â¿C++ Y� Ã|��{ZnËYd����{�Ä¯

�\·Z«¶u �³٣ZÅ  ÊË��ÊËZ¿YÂe^�Ì�Z��ÄÉ cZ¿ZË�m��YÂ¿Y �Y�Y{�Y��µZÌ� Ê»    |�Z] .�Ä¯�d�Y�tÌ�Âe�Ä]�¹�Ó

{|���Á�É�Ã|��Äf§�³���¿��{��Y�§Y�¹�¿�¾ËY��{�Á��,�d�Y�{Á|v»�ºnu .�Äf��³�,ªÌ¬ve�¾ËY��{

¹�e�É�Z� �Á{�Ä^e�»��Y�Ê¿Z»��Á�Ê¿Z°»�ÉZÅ»Ê �¶u��{�É�f�Ì]�d«{�Ze�|�Z]�¶�Zu�º¯Zu�cÓ{Z »

{Â� .��Y�°e�ºfË�Â´·Y��Y��Z�§�Á�d����½Y|Ì»�²ÀÌ¸aÂ¯��Â�À»�Ä]�¾ÌÀr¼ÅSIMPLE٤��Ã|��Ã{Z¨f�Y

d�Y .  

��Zu�ªÌ¬ve��{�ÄmÂe�\·Zm�{�YÂ»��Y���]�,Ê��µZ»�¿��Àe�¥ÔfyY�cY�iYÁYuZ¿��{�¹Á{�Á�µÌ�Ä

� Êf�³�]� ½ZË�m Ê»    |�Z] .Ê]� {|�� \·Z«� �{� ½ZË�m��¿Z¯�§ ZÅÁ�f�Y� | ]µ Y�]É �±�^¿�ËYÁ� {Y|�Y

                                                             
1 Open Filed Operation and Manipulation 
2 Computational Fluid Dynamics 
3 Solvers 
4 Semi Implicit Method for Pressure Linked Equations 



���¶�§��������������������������������������¹Á{�������������������������������������������������������������������������������ªÌ¬ve�ÄÀÌ�Ìa��]�É�Á�»  

ÐÖ 

 

�¦¸fz»kY�zf�Y�d�Y�Ã|����¾ÌÀr¼Å�Zy�cY�iYÌf�ÓY�dÌ��®ÌuZ¿�µÂ���]�µZÌ�Ä,�ËY|m��¶^«

d�Y�Ã|��Äf§�³��Y�«�Ê���]�{�Â»�Ê¿Y�v]��|·ÂÀË��Ä]�½|Ì����Y�  
 

 

 

 

  

 

   

¶°��� -�� �ÅÁ�a�¾ËY��{�½M�{Z ]Y�ÃY�¼Å�Ä]�Ä·Z�»�Ä�|ÀÅ�Ã�YÂu��  

ç-é- Ä^Àm��ZÅ��É��ÁMÂ¿É 

�Ä�Ôy��Â��Ä]Ä^Àm��ZÅ��É��ÁMÂ¿É�¬ve��Y�¶�ZuÌ�Y�|Àe�Z^����Zu�ª�  

 ¬ve�|Àq�ÅÌ�Z¼��d�´¿Y�cZ¬É��m��Â�y��{Ë�½Z���|À¸Ì/��µÂu�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ�

�,Äf§�³�c�Â�f�z¿���Zu��ÅÁ�a�Z»YÌ¬ve�¾Ì¬Ê��[Â�v»��Ê/»�������½M��{�Ä/¯�{Â/���µ|/»��Y

�Ã|��Äf§�³�Ã�Æ]�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ��É�ZfyZ��Ä·{Z »�½YÂÀ��Ä]��°Ë�³d�Y�� 

 Y��{Ë¬ve�¾Ì�m�ªËY�½ZË��ÀÊ��ÌÁ�µZËf�ÓYÂ°�Ì�®��|À¸Ì��µÂu�/�Á�Ã{Á|v»��{Ì Ê���Y

�{|��±�^¿�ËYÁd�Y�Äf§�³��Y�«�Ä ·Z�»�{�Â»������dÌ/�Zy��Â/�q�Ä/¯�|��|ÅYÂy�Ã{Y{�½Z�¿

����Y�/«��ÌiZ/e�dve�Y��cZ¿Z�Â¿�ÄÀ»Y{�Á��¿Z¯�§�,®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ��Ê°Ìf�ÓY��Ê/»�����|/Å{��

�dÌ�Zy�¾ËY��iY�¾ÌÀr¼Å��Ä/]�½|Ì����Y�¶^«�Êf�³�]�½ZË�m�ÄÌuZ¿�µÂ��ÉÁ���]�,µZÌ���Y

��Y�«�Ê���]�{�Â»�Ê¿Y�v]��|·ÂÀË��Ê»����{�Ì³�� 

௜ܷ௡ 

30 
D 

25 D 

D 

10D 

upper 

outleinle

lower 



  �¶�§��������������������������������������¹Á{�������������������������������������������������������������������������������ªÌ¬ve�ÄÀÌ�Ìa��]�É�Á�»  

٤٠ 

 

 ���]Ê���{|���iYË�m�cZ�z�»��]��|·ÂÀË^«��Y�½Z�/Ì���/��Á�µZÅÁ�f/�Y�{|/��¶Y�Ë·�\Ì��Á�d/¨

�±�{�mË��½ZÌÁ�µZËf�ÓYÂ°�Ì�®�Â·ÂW��µ|»��Y�Ã{Z¨f�Y�Z]Ë°Ê��³Ë��°Z¬»�ÁË��Z/]�½M�Ä�

�mË½Z��Ì¿�µZÌÀeÂÊ {��YË�ÁMÂ¿��´É�ZÅÉ�YË¬ve�¾Ì�[Â�v»�ª»Ê {Â�. �|ÅYÂy�Ã{Y{�½Z�¿

�m��¿Z¯�§�ZÆÀe�Ä¿�Ä¯�|�ËiZe�dve�½ZÌ�Zy��Ìf�ÓY�dÌ�m�®Ë»��ÅZ¯�½ZÊ Ë��Ä/°¸]�,|]Z

Y���ÄÀ»Y{Ë·�\Ì¿�±�{�Á�d¨ÌiZe�dve�c|��Ä]��ÌY��Ë�/���Y��f»Y�Za�¾ÌÁ�µZË�f/�ÓYÂ°�Ì�®

��Y�«»Ê ³Ì{�.  

 Ë°Ê�{ËÄ^Àm��Y��´  ZÅ  É��ÁMÂ¿É�¬veÌ����À/e�¥Ôf/yY��/iY�Ä ·Z�»���Zu�ª  �Z/Å  É���µZ/»�¿���/]

�Ê¿Z�Â¿�½ZË�m��¿Z¯�§ Ê»    |�Z].�Y��{Ë¬ve�¾Ì�Ã{Y{�½Z�¿�ª Ê»    ��Ä/¯�{Â����ËY�/§Y��¥Ôf/yY

�Àe  ZÅ  �½ZË�m�É�Y|ËZa��]�Á�Ã{Y{��ÅZ¯�Y��½Z�Â¿��¿Z¯�§�,¹Á{�Á�µÁY�µZ»�¿�É Ê»    �|/ËY�§Y .

�Ä°¿M�µZuY�®Ë�pÌÅ��{��¬veÌa�cZ¬Ì�Ì�¾d�Y�Ã|�¿�ÄfyY{�a��Â�Â»�¾ËY�Ä].  

۲-۵- Ê¸¯��ZfyZ�  

��Ë���Y�«�Ä]���Zu�ªÌ¬ve�Ê¸¯��ZfyZ��Ä�Ôy��Â��Ä] Ê»    �|�Z] :  

 �¶�§� �{¹Â�§��]YÁ�� ,Ì�Ë°Ê��m� �]�º¯ZuË��½ZÌÁ�µZËf�ÓYÂ°�Ì�� �Y� �Â^�� �{�®Ì�|À¸�

ÉÁ�ËY{ �ZÌ¿�{�Â»��]YÁ��Êy�]�Á��ÄWY�Y Ê»    {Â� . 

 �¶�§� �{�ZÆq,¹�{|���Á�É�¬ve� �{� Ã|��Äf§�³� �Z¯� Ä]Ì§� »� ��Zu�ªÊ�� Á� Ã|�ÃÂv¿ 

¹�¿� �Y� Ã{Z¨f�Y� Z]� É��»� �ËY��� µZ¼�Y� ¾ÌÀr¼Å� Á� º¯Zu� cÓ{Z »� É�Z�� Äf��³ ��Y�§Y

OpenFOAM�d�Y�Ã|��Ã{�ÁM.  

 Zf¿�ºnÀa�¶�§��{Ë{|��¶u��Y�¶�Zu�lÉ�d�Y�Ã|��ÄWY�Y .Y��{Ë¶�§�¾,�Zf¿�dv��Y|f]YË�l

{|��¶u��Y�¶�ZuÉ���YË]ZÊ�x�Za�µÔ¬f�Y�Á�Ã|�  ZÅ  É�{|�É�¬ve�Ä°^���YÌ�ª Ê»    {Â� .��{



  �¶�§��������������������������������������¹Á{�������������������������������������������������������������������������������ªÌ¬ve�ÄÀÌ�Ìa��]�É�Á�»  

٤١ 

 

Ä»Y{Y,�ZÅ�f»�Za��iYÊË��¿Ì��{|���ËYÁ�{|��,�|·ÂÀË±�^¿���Á��Ë�³�µ|»�­�ve�\Ë�°���]

Ä�z�» ZÅÉ �½ZË�m���]�{�Â»Ê���Y�« Ê»    ³Ì{� . 

 f¿�º���¶�§��{ÌÄn ³Ì�É�¬ve� �YÌyY�ªÌa�Á��Ì¬ve�Ä»Y{Y�dÆm�cY{ZÆÀ�Ì��Zu�ª��ÄWY�Y

Ê» {{�³. 

 ¼���z]��{ÌY�Ä¼Ë¬ve�¾Ìª a��{�ÁÌ�,¦·Y�d�Â���]�Ä]Ê Á��Zf§��LZ�À»Ëf�ÓYÂ°�Ì��{�®

µÂ¸v»  ZÅ  �[Y~»� Á ZÅÉ�¸aÌ�¼É�� Ã|�� ÄfyY{�aÁ��ZfyZ�� cÓ{Z »� �b�É��Ì�cÓZ

ÁËf�ÓYÂ°�Ì�®a� �{Ì�[�d�Â§� »Ê�{�³Ëd�Y� Ã|. a� �{Ì�d�Â_,�§� »� Ä]Ê���Y�§Y� ¹�¿

OpenFOAM�Ã|��ÄfyY{�a��ÃÂv¿� ,Ä»Y{Y� �{�Á�d�YaÌ�Z��Ã{ZÉ��Â´·YË�ºfSIMPLE���{

YË�Y�§Y� ¹�¿�¾�d�Y� Ã|�� Ã{�ÁM.�a� �{Ìk�d�Â,��³Ë�É�§� »� Ä]Ê�Y��� �YÂ¿YË��»��É���{

»�¿� �Y�§ZOpenFOAM�� Ã|�� Ã{�¸¼�� ¹Zn¿Y� ÃÂv¿� ½M� �Y��a� ÁÌ�cZ�Ë�ZÊ�ZÅ�´¸¼�� ÁÉ�

�Â�¿ZeÉ�Y��{Ë�Y�§Y�¹�¿�¾�a��{Ìo�d�Â�d�Y�Ã|��Ã{�ÁM. 

  



   

 
 

 

 

 

 

 

 

 

ƪƈƟ ۳ :  

ƮĩŚů�šǇŵŚƘƯ  
  



    �¶�§������������������������������������������������¹Â���������������������������������������������������������������������������������º¯Zu�cÓ{Z »  

  

٤٣ 

 

۳-۱- Ä»|¬»  

Y��{Ë�m��]�º¯Zu�cÓ{Z »�¶�§�¾Ë��½ZÌÁ�µZËf�ÓYÂ°�ÌÃZ´f�{��{�®  ZÅ  É��e�Z¯�cZ�fz»Ë�ÄWY�Y�¾

 Ê»    {{�³ .§��]YÁ�� Á�cÓ{Z »Ì�Ë°Ê�Y� �{� Ã|�� ÄWY�YËY�]� ¶�§�¾É�{|�� Ä ·Z�»É��mË� ½Z�ÉÁ�� �]

�|À¸Ì��Ã|��Äf§�³��Z¯�Ä] |¿Y�Zf¿�Ä¯Ë��Y�¶�Zu�l½M ��{�ZÅºnÀa�¶�§�d�Y�Ã|»M.  

۳-۲- ½ZË�m��]�º¯Zu�cÓ{Z »  

®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ� µZÌ�� �Ë~aZ¿� º¯Y�e� ¹Y�M� ½ZË�m� ÉY�]� º¯Zu� cÓ{Z » �Á� Ê´f�ÂÌa� Ä·{Z »� ¶»Z�

Ê»�¹ÂfÀ»Â»�ÉZ¬]�Ä·{Z »  d�Y�Ã|��Ã{�ÁM��Ë���{�\Ìe�e�Ä]�Ä¯�|�Z].  

ݑ.ߘ  )١-٣( = 0                                                                                                               

)٢-٣(డ௨డ௧ + ሻݑሺߘ.ݑ = ݌ߘ− + .ߘ ߬                                                                                            

� ©Â§�cÓ{Z »� �ݑ }� ,d���� �Y{�]p�� Á� Ê·Z´q� |uYÁ� �]� �Z�§�¥� » ߬��Àe� �Â¼n»��µÔu

ÀeÂÌ¿Ê»�Ê·Z´q�|uYÁ��]�É�¼Ì¸a�Ã{Z»�Á�Ê  |�Z] .�ÊÀeÂÌ¿�µÔu��Y�Ê�Z¿��Àe�ºÆ�ô௦��Ê�Z¿��Àe�Á

��Y�É�¼Ì¸a�Ã{Z»�®Ìf�ÓY�dÌ�Zy ߬௣�Ê»�Y� �Ä·{Z »�c�Â��Ä]�½YÂe )�-�( �®Ì°¨e�ºÅ��Y�{Â¼¿]��[:      

)٣-٣(ô = ôݏ + ôp                                                                                                                         

�Ä�]Y��c�Â��Ä]�ÊÀeÂÌ¿�µÔu��{���]�w�¿�Á��Àe�¾Ì]�Ä�]Y��¦Ì�Âe�ÉY�]�É�ZfyZ��Ä·{Z » )�-�(�

Ê»  �|�Z]:  

)٤-٣( ߬௦ = ሶߛ௦ߟ                                                                                                             



    �¶�§������������������������������������������������¹Â���������������������������������������������������������������������������������º¯Zu�cÓ{Z »  

  

٤٤ 

 

�½M��{�Ä¯ ߟ௦ �Á�ÊÀeÂÌ¿�µÔu�ÄfË�Â°�ËÁ ߛሶ  ��Ä�]Y��c�Â��Ä]�Á�d�Y���]�w�¿��Â�¿Ze )� -�(��½ZÌ]

Ê»  {Â�.  

ሶߛ                                                                                                     )٥-٣( = ݑߘ +   ்|ݑߘ|

�Àe�ºÆ��ªÌ¬ve�¾ËY��{ �Ä·{Z »�¶u��Y�Ã{Z¨f�Y�Z]�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ��®Ìf�ÓY�dÌ�Zy��Y�Ê�Z¿

�°Ë�³�É�ZfyZ� �Ä�]Y� )� -�( d�Y�Ã|��Äf§�³���¿��{. 

)٦-٣(߬௣ + ଵ߬௣(ଵ)ߣ + ܽ ఒభఎ೛ ൫߬௣. ߬௣൯ = ሶ ߛ௣ߟ                                                                               

,©Â§� Ä·{Z »� �{   ߬௣(ଵ)�Â�¿Ze� Êf§�¼Å� ©Â§� ªf�»١ ô௣� �ଵÊ³{Â�Mߣ , ½Z»�٢�� Á� �Àe� �Yߟ௣��

Z»�ÄfË�Â°�ËÁd�Y��¨����]�w�¿��{�É�¼Ì¸a�Ã{ .�¾ÌÀr¼Åܽ�ÊËZËÂa�\Ë��٣ �µZÌ���{�­�ve�ZË

�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ»Ê �Ã{Z»�Ê·Â°·Â»�®Ì»ZÀË{Á�|ÌÅ��{�Ê¿Á�]�®ÌaÁ�eÁ�ËY� �Ì£� �Zf§���´¿ZÌ]�Ä¯�|�Z]

d�Y�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ .�Ä�]Y��c�Â��Ä]�É�¼Ì¸a��Àe��Â�¿Ze�ÉY�]�Êf§�¼Å�©Â§�ªf�» )� -�(��½ZÌ]

Ê»  {Â� . 

)٧-٣(߬௣(ଵ) = ஽஽௧ ߬௣ − ்ݑߘൣ . ߬௣൧− [߬௣.ݑߘ]                                                                              
  

�½M� �{� Ä¯(ܦ Τ(ݐܦ ߬௣�É{Z»�ªf�»٤�� Ä�]Y��c�Â��Ä]� Ä¯�d�Y�É�¼Ì¸a��Àe�ÉY�] )�-�(��½ZÌ]

Ê» {Â�. 

)٨-٣(஽஽௧ ߬௣ = డడ௧ ߬௣ + ௣߬ߘ.ݑ
                                                                                

 

�Z]�Y�«�½{Y{ ߬௣ = ߬ − ߬௦ = ߬ + �[ሶ ��{��Ä·{Z » )� -�(Ê»�,  �Ä·{Z »�¹�§�Äߛ௦ߟ Y��Ä·{Z »�¾ËY�½YÂe

 )� -�(�{Â¼¿�Ê�ËÂ¿�Z].  

)٩-٣(ô+ ëଵôሺଵሻ + á ஛భ஗బ ሼô. ôሽ− áëଶ൛ãሺଵሻ. ô + ô. ãሺଵሻൟ = ç଴[ãሺଵሻ + ëሺଶሻãሺଶሻ − á ஛మమ஛భ ൛ãሺଵሻ. ãሺଵሻൟ]  

                                                             
1 Upper convected derivative 
2 Relaxation Time 
3 Mobility factor 
4 Material derivative 
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٤٥ 

 

�cÔ¼m�,©Â§�Ä�]Y���{ãሺଵሻ��Áãሺଶሻ �¥� »f§�¼Å�¹Á{�Á�µÁY�Ä^e�»�cZ¬f�»Ê���Äf/�^¼Å�{Za���Â/�¿Ze

��]�w�¿١���]YÁ��c�Â�]�\Ìe�e�Ä]�Ä¯�|Àf�Å )�-��(��Á )�-��(��½ZÌ]»Ê |¿Â�. 

(ଵ)ߛ)١٠-٣( = ݑߘ +                                                                                                         ்ݑߘ

(ଶ)ߛ)١١-٣( = ஽ఊ(భ)஽௧ − {ሺݑߘሻ் . ሺଵሻߛ +                                                                 {ሻݑߘሺଵሻሺߛ

Ê»�¾ËY�]ZÀ]  ��¨����]�w�¿��{�ÄfË�Â°�ËÁ�½YÂeߟ଴ÊËZÅ��½Z»�� ,٢ ��Àe��Y ߣଶ�a�Á��{�ÊËZËÂa��f»Y�Z

�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ�ܽ��\�u��]�Yߙ�, ,ݏߟ   .[YÁ��c�Â��Ä] )�-��(�{Â¼¿�½ZÌ[���݌ߟ

଴ߟ)١٢-٣( = ௦ߟ + ;௣ߟ ଶߣ      = ଵߣ ఎೞఎ೛ ;     ܽ =                                                           ଵି(ഊమഊభ)ߙ
  

�dÆm��ÅÁ�a�¾ËY��{ eÌÌ¿�d^�¿�¾ÌÁ�É��Z¿Ê��Zy��YÌf�ÓY�dÌ¿�Ä]�®ÌÁ�É�Á�{|���Y��Â°�Ë

±�^¿�ËYÁ�| ]�Ê] �Â�À»�Ä]�Á� eÌÌ¿�d^�¿�¾ÌÁ�É�YË��ÀÊ�¿�Ä]ÌÁ�É�ÁË�Â°�,�]�{|���YÊ ��| ]Ë��|·ÂÀ

d�Y�Ã|��Äf§�³�Ã�Æ] .�½ZË�m��¿Z¯�§�¾ÌÀr¼Å ௦݂�{|��\·Z«��{��Ì¿��Ã|��¦Ë� e�µZÅÁ�f�Y�| ]�Ê]

d�Y .YË�c�Â��Ä]�{Y|�Y�¾��]YÁ� )�-��(�½ZÌ]�Ã|� |¿Y.  

)١٣-٣(ܹ݁ = ଵߣ ௎೔೙஽ ,    ܴ݁ = ఘ௎೔೙஽ఎబ                                                             St= ௙ೞ஽௎೔೙  

۳-۳- cZÌ��§�Ä·Z�»  

Ã{Z�� �Â�À»� Ä]� cZÌ��§� É{Y| e� �|À¸Ì�� µÂu� µZÌ�� ½ZË�m� ¶u� �Â�À»� Ä] �É�Á��� ¶u� É�Z�

 Ê»    |�Z] .�cZ^�Zv»��{�ºÅ�Á�Ê�ZË��cZÌ¸¼���{�½YÂf]�ºÅ�Ze�d�Y�É| ]�Á{�c�Â��Ä]�¶u�ZnÀËY��{

Ã{Z��,É{|� É�Z�  ZÅ  {Â¼¿�µZ¼�Y�Y��ÊË .¿�{ÂmÁ�Êe�Y�u��^À»�pÌÅ�Á�d�Y�Ã|����§�d]Zi�Z»{{�Y| .

d]Zi�Z»{�Ä]�d^�¿�ÄfË�Â°�ËÁ�Á�Ã|����§��ÌqZ¿�Êe�Y�u��Z^¬¿Y�ZË�Á��Z�^¿Y�,��§�¾ËY�ÄnÌf¿��{�
                                                             

1 The first and second contravariant convected derivative of the shear rate tensor 
2 Retardation Time 
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٤٦ 

 

»Ê�|�Z].  ���¨���]Y�]�½M��{�É�Ë~a�º¯Y�e�\Ë���Á�Ã|����§��Ë~aZ¿�º¯Y�e�µZÌ��¾ÌÀr¼Å Ê»    |�Z] .

¿�µ|»� Y��Ê¿Z�Â¿�¹Y�M�½ZË�m�Ä¯�d�Y�ÉÂv¿�Ä]�½ZË�m�ÉY�]�Ê]Zzf¿Y�ÉZÅ�|·ÂÀË�|ËZ¼ .�Ä]�¾ËY�]ZÀ]

�Ä�Ôy��Â� Ê»    {Â¼¿�½ZÌ]��Ë��s���Ä]�Y���ÅÁ�a�¾ËY��{�Ã|��Äf§�³���¿��{�Ê¸�Y�cZÌ��§�½YÂe .  

� - �¹Y�M�Á�É| ]�Á{�½ZË�m Ê»    |�Z] . 

� - ��Ë~aZ¿�º¯Y�e�Á�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ� Ê»    |�Z]. 

� - Ê¼¿�Äf�]YÁ�Z»{�Ä]�½ZË�m�Ä°Ë�Â��Ä]�,d�Y�Ã|��Äf§�³���¿��{�d]Zi�Z»{    |�Z]. 

� - �ËÃ{Á|v»��{�Ã|��Äf§�³���¿��{��|·ÂÀ ÉY  Ê»    �m�Ä¯�|�Z]Ë¿Z�Â¿�¹Y�M�½ZÊ�Z¼¿�µ|»�Y�Ë| . 

� - �cY�iY��Y�Ä]}Zm�[Zf�Á�Ì¿�Á  ZÅ  d�Y�Ã|����¿�Ä§���Ê¼nu�É. 

��{��|À¸Ì���Z ���Y�Ê ]Ze�c�Â��Ä]�Ä·Z�»�Ä�|ÀÅ�{Z ]Y �¶°��-��d�Y�Ã|��Ã{�ÁM .��{�¾ËY

�|�Z]�É�Â���|À¸Ì��Ä]�d^�¿�É��»�cZv¨��Ä¸�Z§�Á�É�Ì³�Y�«�dÌ «Â»�Ä¯�Ã|Ë{�³�Ê ��ªÌ¬ve

|À�Z]�Äf�Y|¿�½ZË�m��]�É�iY�Ä¿Â´rÌÅ�Ä¯ .��{�\Ìe�e�Ä]�ÊmÁ�y�Á�É{Á�Á�ÉZÅ��»��Â�À»�¾ËY�ÉY�]

Ä¸�Z§  ZÅ  É  20R �Á 50RÊÀÌËZa�Á�ÊËÓZ]�ÉZÅ��»�Ä¸�Z§�Á�Äf§�³��Y�«��|À¸Ì���¯�»�Ä]�d^�¿��d^�¿

,�|À¸Ì���¯�»�Ä] ���d�Y�Ã|��Äf§�³���¿��{��|À¸Ì���Z ���]Y�].  

۳-۴- ÄÌ·ÁY��ËY���Á�É��»��ËY��  

�½M�ÉÁ���]��Àe�Á��Z�§�½ZË{Y�³�Á�d�Y�Ã|��Ã{Z¨f�Y���¤·�¹|�������Y��|À¸Ì��t���ÉÁ���]

��¨� Ê»    |�Z] .  

݂݁ܿܽݎݑݏ ݎ݈݁݀݊݅ݕܥ @)١٤-٣( ∶       డ௣డ௡ = 0,   డఛడ௡ = 0,ܷ௫ = 0,  ܷ௬ = 0, ௭ܷ = 0 
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٤٧ 

 

�É��»�����µZ¼�Y��Ì¿�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�cÓZÌ���{�,ÊÀeÂÌ¿�µZÌ��|À¿Z»�Ä]�Ä¯�d�Y��¯}�½ZËZ�

d�Y� lËY�� |»Zm� �YÂË{� ÉÁ�� �]� ��¤·� ¹|� .�cY|»Zm� ÉY�]� ���� ¾ËY� µZ¼�Y� Ê¸¯� �Â�� Ä]

Ê¼¿� ��¿� Ä]� tÌv�� ½Y|Àq� ®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ    ËÁ� cÓZÌ�� ÉY�]� Z»Y� ,|���Ã{Á|v»� �{� ®Ìf�ÓYÂ°�

d�Y�©{Z��Ê·Â^«�¶]Z«�d«{�Z]�����¾ËY�Y�Â]{�{|���Y�Ê Ì�Á .�Ä]��°Ë�³�µ|»��Y�ªÌ¬ve�¾ËY��{

d�Y�Ã|��Ã{Z¨f�Y�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ��É�ZfyZ��Ä·{Z »�½YÂÀ� .�®Ë�f»Â°�ËÁ�ÄÌuZ¿��{�µ|»�¾ËY

�¾Ì°bÌa�¹Y�³ZË{)®qÂ¯�ÉY�Â]{�{Y|�Y��{(�Ê¬Ì«{�[YÂm�ÉY�Y{�Á�Ã{Â]��©{Z��d�Y�ÄÌuZ¿�¾ËY��{.�

Ä¨·Â»�ÉY�]���¤·�¹|��É��»�����µZ¼�Y�,µZÌ��¾ËY�½ZË�m��{�Y~·  ZÅ  ���¿�Ä]�tÌv��0Ô»Z¯�d����É

 Ê»    |�� .�Á��Àe�½Y|Ì»�,Ã|��{�YÁ�dyYÂÀ°Ë�d����Z]�Ê¿ZË�m�Ä¯�d�Y�¾ËY��]���§�,É{Á�Á���»��{

��¨��½M��{��Z�§�½ZËY{�³ Ê»    |�Z] .  

డ௣డ௡     :ݕݎܽ݀݊ݑ݋ܾ ݐ݈݁݊ܫ @)١٥-٣( = 0,     ߬ = ൥0 0 00 0 00 0 0൩  , ܷ =            ݁ݐܿ

��¨���]Y�]��Àe�Á�d����½ZË{Y�³�,½ZË�m�ÊmÁ�y���»��{ Ê»    �É�¨�¼eY��Z�§��]Y�]��Z�§�Á�|�Z]

d�Y�Ã|��Äf§�³���¿��{.  

డ௎డ௡     :ݕݎܽ݀݊ݑ݋ܾ ݐ݈݁ݐݑܱ @)١٦-٣( = 0,   డఛడ௡ = ݌   ,0 = ௔௧௠݌ =            ݁ݐܿ

�,½Z°»ÓY� Êfu� Ze� d�Y� Ã|�� Ã{Z¨f�Y� ÊÀÌËZa� Á� ÊËÓZ]� É��»� cZv¨�� ÉY�]���¤·� ���� �Y

{Â¼¿�µ|»�½YÂf]��|À¸Ì��µÂu�Y��{Á|v»Z¿�ÉZÅ��»�Z]�Ê¿ZË�m .  

డ௎డ௡     :ݕݎܽ݀݊ݑ݋ܾ ݎ݁ݓ݋ܮ & ݎ݁݌݌ܷ @)١٧-٣( = 0,   డఛడ௡ = 0, డ௣డ௡ = 0            

Ã�YÂË{� Á� µZÌ�� ¾Ì]� Ê°Ì¿Z°»� cZ¨¸e� �Y� ,É��»� ���� ¾ËY� �Y� Ã{Z¨f�Y� Z]� �´Ë{� Êe�Z^�� Ä]  ZÅ  �

¥�� Ã|ËY� ,��»� Á{�¾ËY�ÉZf�Y�� �{�µZÌ�� Á� Ã|�� ��¿ d�Y� Ã|����§�µM .µ|» �Ä^�Zv»� Z]� ,É�Z�
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٤٨ 

 

��Â^��Zf�ËY��|À¸Ì��®Ë�ÉÁ���Y�dyYÂÀ°Ë�d����Z]�Ä¯�Ê¼WY{�½ZË�m Ê»    £M�,|À¯��Z Ê»    {{�³ .�½ZËZ�

�µZu��{�µZÌ��Ä¯�ÉÂv¿�Ä]�-d�Y�Ã|��Äf§�³���¿��{�½�Z¬f»�Ô»Z¯�Ä·Z�»�ÄÌ·ÁY��ËY���Ä¯�d�Y��¯}

�w��Ê Ì^�� �Â��Ä]�½ZË�m� �{�½Z�Â¿� Á�d�Y�½Â°� Ê»    |Å{ .Ä]Y{�³� ,É�Z��µ|»�ÉY|f]Y� �{  ZÅ  �É

M�d�a�ÄÌuZ¿��{��|À¸Ì��ÉÁ���]���¤·�¹|�������iY� �{�Ã|»M�{ÂmÂ]�Z]� Á� Ã{Â]�½�Z¬f»�Ô»Z¯� ,½

±��]�Ê¿Z»��¹Z³��ËY�§Y ��e Ê»    |¿Â� .�Ã|ÅZ�»� ,ÄÌ·ÁY�Ê¿Z»��¹Z³�É{Y| e�d�~³��Y�| ] Ê»    �Ä¯�{Â�

Ä]Y{�³  ZÅ  [ÁZÀf»�c�Â�� Ä]� ,½�Z¬f»�É �Ä]� �Á��� �|À¸Ì��t���¾ÌËZa� �{�É�´Ë{� Á� ÓZ]� �{�Ê°Ë� ,

�½Z�Â¿ Ê»    |ÀÀ¯ .Ä]Y{�³��Y�¦Ë{��Á{�Ä¯�ÉÂv¿�Ä]  ZÅ  ��{ÂmÁ�Ä]��|À¸Ì��d�a��{ Ê»    |ÀËM .�º�À»�d¯�u

Ä]Y{�³  ZÅ  ��c�Â��Ä]�Ä¯�{�ÁM�|ÅYÂy�{ÂmÂ]�½ZË�m�d�{�¾ÌËZa�ÄÌuZ¿��{� Y��Ê¿Z�Â¿�Ê^�¿�d���

�Ê�ÂÀÌ��Ô»Z¯ Ê»    |�Z] .Ä]Y{�³�Ê�ÂÀÌ���Zf§�  ZÅ  �Ä]Y{�³��y�q�¶Ì·|]  ZÅ  ��Á{��{�½Z�Â¿�¾Ìu��{

�¦·Zz»�dÆm Ê»    ]�,|�Z]Ä]Y{�³��Y�¦Ë{��®Ë��{�Ä¯�ÉÂv¿�Ä  ZÅ  ��{�Á�ÊeZj¸j»�dÆm��{��y�q�¾ËY�,

�ÊeZj¸j»��°��dÆm��{��´Ë{�¦Ë{� Ê»    |�Z]. 
 

۳-۵- Á��]YÂeË�f»Â°�Ë®  

�Ä¯��Â�¿Z¼Å Ê»    �Á��Â°�ËÁ��YÂy�½Z»YÂe��Â��Ä]�Ä¯�|Àf�Å�É{YÂ»�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�cÓZÌ��ºÌ¿Y{

� Y�Y{� Y��®Ìf�ÓY Ê»    |À�Z] .{�Ä¯�Zn¿M��Y��Y�Ê ]Ze�cY|»Zm��{�Á���]�w�¿��Y�Ê ]Ze��Àe� ,cÓZÌ���

|Àf�Å� µZÌ�� Á� |»Zm� ½Z»�¼Å��YÂy� ÉY�Y{� {YÂ»� ¾ËY� Y~·� ,d�Y� ��]� {Ây .�¾Ë�f¼Æ»� �Y� Ê°Ë

cÁZ¨e �Àe�¥ÔfyY�{ÂmÁ�,cÓZÌ���ËZ��Z]�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�cÓZÌ��ÉZÅ ��{�¹Á{�Á�µÁY�µZ»�¿�ÉZÅ

d�Y�{YÂ»�¾ËY .»�¾ËY�Ê��]�½ZË�m�Ê¸¯��Â��Ä]µÂ°·Â»�dÌ «Â»�Á��ËY�M�{YÂ  ZÅ  ���Y�«��ÌiZe�dve�Y�

 Ê»    µÂ°·Â»�½|��Zf�Y�¼Å�Á�Ê³|Ì�¯�Á�|Å{  ZÅ  ��{� Y��½ZË�m��Â�y�ÉZf�Y���{�É�¼Ì¸a�¶ËÂ��É

� µZÌ�� �{�®ÌaÁ�eÁ�ËY�Ì£��YÂy� �Á�]�\^�� �»Y� ¾ËY� Ä¯� {�Y{� Êa Ê»    {Â� .�¾ËY� �¨u�dÆm� Y~·

�Y�«��ÌiZe�dve��Ì¿��Àe�½Y|Ì»� ,¥Y�v¿Y��Àe�¥ÔfyY�Á�Äf§�³  ZÅ  �|Ë|a�µZ»�¿�É Ê»    |ÀËM .�Är¿ZÀq
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٤٩ 

 

�dÆm��]�{Â¼��dÆm�®Ë��{��¬§�d����cY�ÌÌ¤e�Á�|�Z]�Äf�Y{�½ZË�m�dÆm�®Ë��{�ZÆÀe�,µZÌ�

�|ËZÌ]�{ÂmÂ]�d¯�u)dWÂ¯�½ZË�m�|À¿Z»(�dÆm�,¦Ë� e�ª^��c�Â�ÀËY��{�,���½ZË�m�dÆm�¥� »

�dÆm�,Ê¸�Y��dÆm�Á�d����cY�ÌÌ¤e�dÆm�¥� » ���cZÆm��]�{Â¼��{�´f�Y��dÆm�¥� »��Ì¿��

�Á��d�Y .�Àe�¥ÔfyY�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ��®Ë��{ �¦Ë� e��Ë��¶°��Ä]�¹Á{�Á�µÁY�µZ»�¿�ÉZÅ

 Ê»    �{Â�]�[:  

)١٨-٣(  

)١٩-٣(  

d]Zi��Z�Y�¾ËY��] �Àe�ÉZÅ  ZÅ  ��]YÁ��¶°��Ä]�µZ»�¿�É )�-��( �Á)�-��( �½ZÌ]�¶]Z«�|Àf�Å]�[:  

2
1

1


N


 
)٢٠-٣(   

2
2

2


N


 
)٢١-٣( 

�,��]YÁ���{�Ä¯1��Á2�d]Zi  ZÅ  �É�Á�¹Á{�Á�µÁY�µZ»�¿��Àe�d�Y���]�w�¿ .�Àe�¥ÔfyY �ÉZÅ

d]Zi� Á� µZ»�¿ |Àf�Å���]� w�¿� �Y� kÁ�� Ê ]YÂe�Ê´¼Å�µZ»�¿��Àe�ÉZÅ .�,�Y|ËZa� ½ZË�m�d·Zu� �{

�Ä�]Y��¶°��Ä]�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ��®Ë�ÉY�]�ÄfË�Â°�ËÁ )� -��(��¶]Z«d�Y�¦Ë� e ]�[:  

  )٢٢-٣(                                                                                                    12





  

d]Zi� ,ÄfË�Â°�ËÁ� �]� ÃÁÔ�  ZÅ  �Àe� ¥ÔfyY� É  ZÅ  ��YÂy� Ä¸¼m� �Y� �Ì¿� ¹Á{� Á� µÁY� µZ»�¿� É

�[Â�v»�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ� µZÌ��Ê°Ë�Â·ÂW� Ê»    |¿Â� .�{YÂ»� Ê»Z¼e� �{� 0Z^Ë�¬e� Ä¯�d�Y� �¯}� ½ZËZ�

d]Zi� Á� ÄfË�Â°�ËÁ� �Zf§�� É�¼Ì¸a  ZÅ  �Àe� ¥ÔfyY� É  ZÅ  Ã|¿Â�� ­�Z¿� c�Â�]� µZ»�¿� É� )�Ä^�

®Ìf�Ôa(�d�Y .� Ã|¿Â�� ®Ë�Z]� c�Â�]� ®Ë�f»Â°�ËÁ� �]YÂe� �Y� É�ZÌ�]� 0ÓÂ�Y� Y~·)�½|�� �f¼¯

                                                             
1 Shear thinning 
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��]� w�¿� {ZË{�Y� Z]� ÄfË�Â°�ËÁ(�Ã|�� µ|» |¿Y .�{�ÂË�Z¯� ,Ê°Ë�Â·ÂW�� µ|»� �Y� ªÌ¬ve� ¾ËY-�Y{Â�ZË

d�Y� Ã|�� Ã{Z¨f�Y .�¥ÔfyY� \ËY��� Á� ÄfË�Â°�ËÁ� Ä]� �Â]�»� ®Ë�f»Â°�ËÁ� �]YÂe� ,µ|»� ¾ËY� �{

�Àe  ZÅ  ��]YÁ��¶°��Ä]�¹Á{�Á�µÁY�µZ»�¿�É )�-��(��¦Ë� e Ê»    �|¿Â�]�[:  
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)٢٣-٣(                                       ( 1)/

1 1 0( ) 2 ( ) 1 ( )
n a

a    



     

 
     

  2 1( ) ( )      
  

��{��]YÁ� )� -��(, 0�ÁË�Â°�Ë�,�¨����]�w�¿��{�Äf
�ÁË�Â°�Ë]���]�w�¿��{�ÄfÊ�ZÆ¿Ë�,d

�¿Z»��d]ZiÊ��,µ|»1�¿Z»��d]ZiÊ�yZeÌ���Ì�,µZ�Á�d^�¿Ë�Â°�ËÄf, n��Á�Â·�ÁZa�½YÂea��d]Zi

]Ê�| ]É�uZ¿� ¥� »� Ä¯�d�YÌ]� µZ¬f¿Y� ÄÌ� Á� �¨����]� w�¿� ¾uZ¿Ìd�Y� Â·�ÁZa� Ä.��Y|¬»a��ÉY�]

µÂ¸v»��Y�É�ZÌ�]  ZÅ  ��]Y�]�É�¼Ì¸a�É��d�Y�Ã|����Y�³ .µÂ¸v»�Ã|¼���{�¾ÌÀr¼Å  ZÅ  �[Y~»�Á  ZÅ  �É

��Y|¬»�É�¼Ì¸a
��{Á|u110��Ze410�Y��Z]��0��Ê�|ÀÆ»�ÉZÅ{�]�Z¯��Y�Êy�]��{�Y~·�,d�Y��f°qÂ¯

��Y|¬»
��Äf§�³���¿��{��¨���]Y�] Ê»    {Â� .

��Ä¯�d�Y�Ã{Z»��Zf§��ÊÀeÂÌ¿��z]�¥� »��«YÁ��{

µÂ¸v»��{�0ÓÂ¼ »  ZÅ  ¨���Ì£�½M��Y|¬»�É�¼Ì¸a�Éd�Y�®qÂ¯�Á�� .�µÂ¸v»�®Ë�ÉY�]�µZj»�½YÂÀ��Ä]

��Y|¬»�,Ã|��{ZnËY�ÊÀeÂÌ¿�µÔu��{�É�¼Ì¸a�Ã|¿Â��¶u�Ã{Z»�®Ë��ÔfyY�Ä¸Ì�Â]�Ä¯�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ


�d�Y� µÔu� ÄfË�Â°�ËÁ� ¥� »� �f�Ì] .�Z¯� µ|»ËÂ -ËY{Â�Z�Ë®���Y� Ä¯� d�Y� Äf]Zi� lÀa� µ|»

¥Z� ¿Y ~aË�É�§Z¯Ê�Y�]É�Y�]Á�� �]� \�ZÀ»� ��É�� �]YÂe®Ë�f»Â°�ËÁ��]Ì�ZÉ��{YÂ»� �Y

ÁËf�ÓYÂ°�Ì�]�®d�Y��Y{�Ây .Ã{Y{�É�ÁM��¼m��Y��a�Ê¸¯��Â��Ä]  ZÅ  ��Zf§���Y�ÊÅZ´�ËZ»�M�Ê§Z¯�É

�,Ã{Z»�Ê°Ë�Â·ÂW� Ê»    Ã{Y{�ÉÁ���]� Y��µ|»�¾ËY�½YÂe  ZÅ  �{Â¼¿�¾ÌÌ e� Y��Ä�Â]�»�\ËY���Á�{Y{���Y�] .

ÂË�Z¯� µ|»-Á� �{� Y{Â�ZË�Y�¯� ¥Á� »� µ|»� Äf§ZË� ºÌ¼ e� �«Y١�d�Y .��Â]�»�®Ë�f»Â°�ËÁ� �]YÂe

                                                             
1 Cross 
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d]Zi�Á�ÄfË�Â°�ËÁ ��]YÁ��c�Â��Ä]�µ|»�¾ËY�µZ»�¿��Àe�¥ÔfyY�ÉZÅ )�-��( )�-��(��Ã|��Ã{�ÁM

�Y�d]��[:  

 )٢٤-٣(                                         (1 )
0( ) / 1 n      

 
     

 
       

 
)٢٥-٣(                                       (1 )

1 1 0( ) 2 ( ) / 1 n     


     

 
     

Á� ,�Y�¯�µ|»� �{Ë�Â°�Ë��]Y�]� �¨����]�w�¿� �{�Äf0�]���]�w�¿� �{� ÁÊ�ZÆ¿Ë� �]Y�]�d
�

�Ä^�Zv» Ê»    ]� Á�{Â�ÌY�¾Ë� �Y|¬»�Á{�¾|uÊ¿YÂe�µ|»�Ä]��Y�¯�µ|»� ,É�{�¿Ë�® Ê»    {Â�.��Ä¸¼m��Y

ÂË�Z¯�µ|»�ÉZËY�»-�Ê�y�Ì£�Ê°Ë�Â·ÂW���Zf§��µ|»�¾ËY��{�Ä¯�d�Y�½M��Y�¯�µ|»�Ä]�d^�¿�Y{Â�ZË

ªÌ«{�¶°��Ä] �Ä^�Zv»�É�e Ê»   {{�³ .�Ä^�Zv»�½Z°»Y�,Ê¿YÂe�µ|»�Ä]�d^�¿�µ|»�Á{��Å��´Ë{�dË�»


�Y��{µ|»�¾Ë  ZÅ  ��d�Y)��Y|¬»�Ê¿YÂe�µ|»��{

��Ä^�Zv»��¨���]Y�]�Ã�YÂ¼Å Ê»    {Â�(.  

۳-۶- ½ZË�m��¿Z¯�§�¶Ì¸ve  

�½Z�¿� {Ây��Y�Ê]ÁZÀe� �Zf§�� ,ªÌ¬ve�¾ËY� �{�Ä ·Z�»�{�Â»� �|·ÂÀË��{Y|�Y�ÉY�]� �|À¸Ì��µÂu�½ZË�m

 Ê»    |Å{ .�ÄÌuZ¿��{�½ZË�m�Ê]ÁZÀe��Zf§��ZnÀËY��{¾ÌËZa ½Z�Â¿��¿Z¯�§�Ä^�Zv»�ªË����Y�,½M�d�{ �,ZÅ

ୱ݂��Ä�]Y��ª]Z�»�µZÅÁ�f�Y�| ]�Ê]�{|��\·Z«��{�Á )�-��(���Y�«�Ê���]�{�Â» Ê»    {�Ì³ .  

ݐܵ)٢٦-٣( = ௙ೞ஽௨ಮ                                                                                                                  

�,©Â§�Ä�]Y���{D��Á��|À¸Ì����«�¥� »ݑ∞��{Y�M�½ZË�m�d���»Ê |�Z] .  
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è-ì- �|À¸Ì��ÉÁ���]�Ã{�YÁ�ÉZÅÁ�Ì¿  

�±�{�Á�d¨Ì·�ÉZÅÁ�Ì¿�Ä^�Zv»�ÉY�]�Ã{Z¨f�Y�{�Â»�Ê�ZË���]YÁ��kY�zf�Y�,�z]�¾ËY�ÄWY�Y��Y�¥|Å

�§�ÉZÅÁ�Ì¿��iY��{�Ä¯��|À¸Ì��ÉÁ���]�w��ÄÀÌ»��µZÌ���Â°�ËÁ�Á�É�Z�Ê»����� ,|Å{�Ê»����|�Z]� ��¾ËY�ÉY�]

�ÄËÁY��Z]��|À¸Ì��ÉÁ���]�Ê¿Z°»��Z¯Į��Äf§�³���¿��{�ª§Y��Âv»�Ä]�d^�¿�{�³{Za�Ê»����{Â���  

è-ì-æ- É�Z�§�ÉZÅÁ�Ì¿��ËZ¼¿  

��{�µÂ¸��®Ë�ÉÁ���]�{�YÁ�É�Z�§�ÉZÅÁ�Ì¿��¶°�� -��Y�Ã|��Ã{Y{�½Z�¿�d��Ã|��Ã{��ÄËZ��ÄÌuZ¿

���¿�{�Â»�µÂ¸��¶°���{�Ê»����|�Z]����Z]�Á�½Á�Ì]�d¼��Ä]��|À¸Ì��t����]�{Â¼���Y{�]n��Ã{Y{�½Z�¿

d�Y�Ã|����]Y�]�µÂ¸��d»Zz�z ��]Y�]�µÂ¸������Áܽୡ �d�Y�Ã|��Äf§�³���¿��{��  

  
 

¶°��� -� �|À¸Ì���]�{�YÁ�É�Z�§�ÉÁ�Ì¿  

�Ð-ÏÔ�ܨത୮౮ ൌ െܽୡ������Ƚ��������������������������������������������������������������������������������������  

�Ð-ÏÕ�ܨത୮౯ ൌ െܽୡ������Ƚ�������������������������������������������������������������������������������������� 

�Ð-ÏÖ�ܨത୮ ൌ െܽୡ�����ത��������������������������������������������������������������������������������������������  
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۳-۷-۲- ��Y�Ê�Z¿�ÉZÅÁ�Ì¿�dÌ�Zy�Â°�ËÁ  

Ä¨·Â»�ÉY�]�,��§��Ìa�c�Â��Ä] �Ê�Z¼»�Á�É{Â¼��d����ÉZÅu��Áv, �d����ºÆ� �Ê�Z¼»�ÉZÅ

��{�Ã|��Ã{Y{�½Z�¿�µÂ¸��ÉÁ���]�®Ë��Å �¶°��-��\Ìe�e�Ä]−ݑ୲୥ ��Áݒ௧௚   Ê»    |�Z] .��{ �¶°�� -

�d����ÉZÅ�Y{�] �d�Y�Ã|��Ã{�ÁM�®Ë��Å�Ä]��Â]�» .�Ã|���¯}�Ä»Y{Y� �{�{ÂmÂ»��]YÁ��¾ÌÀr¼Å

d�Y.  

 

¶°� � -� Ä¨·Â»��ËZ¼¿  ZÅ  d����ºÆ��Á�d����É  ZÅ  ®Ë��Å�Ê�Z¼»�É  

tgݑ)٣٠-٣( = u siná                                                                                                  

݃ݐݒ)٣١-٣( =                                                                                                 હݏ݋ܿ ݒ

݃ݐ݈݁ݒ)٣٢-٣( = ݃ݐݑ− + ݃ݐݒ = −u siná+                                               હݏ݋ܿ ݒ

�Ä·{Z »��{ )�-��(���Â^���|À¸Ì��ÉÁ���Y�{�´f�Z�{Za�c�Â��Ä]�½ZË�m�Ä¯�d�Y�¾ËY��]���§

Ê» |À¯ .��{ �¶°�� -�Ä¨·Â»�ÃY�¼Å�Ä]��|À¸Ì��ÉÁ���]�Ê�Z¼»�d�����Y{�]  ZÅ  d�Y�Ã|��Ã{�ÁM�½M�É .

fz»�ÃZ´f�{��{�|Ì·Âe�Y��É{�´f�Z�{Za��y�q�Ä¯�Ê�Z¼»�d�����Y{�]�,¾Ë�e�Z¯�cZ� Ê»    �Ä]�,|À¯

�¶�Zu��Ë���]YÁ��c�Â� Ê»    {Â�.   

തݑ)٣٣-٣( =                                                                                      ߙ݊݅ݏ௧௚݈݁ݒ−
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ҧݒ)٣٤-٣( =                                                                                         ߙݏ݋௧௚݈ܿ݁ݒ

  

¶°� � -� Ä¨·Â»�Á��Â°�ËÁ�ÉÁ�Ì¿  ZÅ  {�´f�Z�{Za�dÆm��{�Ê�Z¼»�d����|ÀËY�]�É 

�Ä�]Y��c�Â��Ä]�Á�t����{��Àe�[���¶�Zu��Y� ,µZÌ��ÄfË�Â°�ËÁ��Y�Ê�Z¿�ÉÁ�Ì¿ )� -��(�

�¶�Zu »Ê    {Â� .  

ݎ݂ܨ)٣٥-٣( = FഥV = ߬ ⤬ ܣ = ݕ∆݈݁ݒ∆ ߟ ܣ  = ܾ݈݁ݒ∆ ߟ 2ൗ                                                             ݖܿܽ

Y� �{Ë,Ä·{Z »�¾ܨ௙௥  Ë� ZFത୚�¿�¥� »ÌÁ�É�¯Z°��YÊ ËÁ� ZË� ,�Â°�ô � ,�Àeܣ�,µÂ¸��t�� ∆ݕ�

��t���Ze�µÂ¸���¯�»�Ä¸�Z§ÌY��{�Ä¯��|À¸Ë��]Y�]�ZnÀܾ 2ൗ  Ê»    ,|�Z]∆݈݁ݒ �^�¿�d���Ê�,z��d»Zz�

�Á�µÂ¸ߟ��Á�¥� »Ë�Â°�Ë{�ÄfË»ZÀÌ�® Ê»    |�Z] .Ä¨·Â»  ZÅ  É�{Â¼�É�¬§Y�ÁÊ�YË¿�¾Ì��]YÁ��c�Â��Ä]�Á�

 )� -��( �Á )�-��( ]Ì�½Z Ê»    Â�|¿.  

ݔݎ݂ܨ)٣٦-٣( = ܾ݈݁ݒ∆ ߟ 2ൗ ܽ ݊݅ݏ ݖܿܽ = FഥV sinܽ                                                  

ݕݎ݂ܨ)٣٧-٣( = ܾ݈݁ݒ∆ ߟ 2ൗ ܽ ݏ݋ܿ ݖܿܽ = FഥV cosߙ                                                

۳-۷-۳- ¶¯�ÉÁ�Ì¿�Ä^�Zv»  
Ì¿�¶�Zu��|À¸Ì��µÂu�É�Z�§�ÉZÅÁ�Ì¿�¶¯��¼m�Z]�¶¯�É�Z�§�ÉZÅÁ� Ê»    {Â� .��]YÁ���{ )�-��(�

d�Y�Ã|��Ã{�ÁM�É�Z�§�d¨Ì·�Á�±�{�ÉZÅÁ�Ì¿.  
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Fതܲ ݈ܽݐ݋ݐ = σ Fതpk୩  

)٣٨-٣(Fത୔ ୢ୰ୟ୥ = σ Fത୮౮ౡ୩                                                                          

FതP lift = ෍ Fതpyk୩  

�d�|]� �|À¸Ì�� µÂu� Ê¯Z°��Y� ÉZÅÁ�Ì¿� ¶¯� �¼m� �Y� �Ì¿� Ê¯Z°��Y� ÉZÅÁ�Ì¿� \Ìe�e� ¾Ì¼Å� Ä]

 Ê»    |ËM .��]YÁ���{ )� -��(�Ã|��Ã{�ÁM�Ê¯Z°��Y�±�{�Á�d¨Ì·�ÉZÅÁ�Ì¿ �d�Y .  

FതV total = ෍ FതVk୩  

)٣٩-٣(Fത୚౪౥౪౗ౢ ౚ౨౗ౝ = σ Fത୚౮ౡ୩                                                                 

FതVlift = ෍ FതVyk୩  

¶�Zu {Y{�|ÅYÂy�Y��µZÌ��¥����Y��|À¸Ì��ÉÁ���]�{�YÁ�¶¯�ÉÁ�Ì¿�,lËZf¿�¾ËY�ÉÁ{��Å��¼m .]YÁ���

�cÓ{Z »��{�¶¯�ÉÁ�Ì¿�Ä^�Zv»�Ä]��Â]�» )�-��(�d�Y�Ã|��Ã{�ÁM.  Fത௧௢௧௔௟ = Fത୮౪౥౪౗ౢ + Fത୚౪౥౪౗ౢ  

)٤٠-٣(Fത୲୭୲ୟ୪ ୢ୰ୟ୥ = Fത୔౪౥౪౗ౢ ౚ౨౗ౝ + Fത୚౪౥౪౗ౢ ౚ౨౗ౝ                                    

Fതtotal lift = FതPtotal lift + FതVtotal lift 
��]YÁ�� �Y�\Ìe�e�Ä]�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ��±�{�\Ë���Á�±�{�ÉÁ�Ì¿�Ä^�Zv»�ÉY�] )� -��( 

 )� -��(�d�Y�Ã|��Ã{Z¨f�Y ]��[.  

)٤١-٣(Fx = ׬ [൫−p + ôxx + 2çNDxx൯ cosè+ ൫ôxy + 2çNDxy൯ sinè]r=RRdè20ߨ  

݀ܥ)٤٢-٣( =                                                                                        0ܷߟߨ4ݔܨ



  

 

  
 

 

 

 

 

 

ƪƈƟ ۴ :  

�ƁƹŹŵŶƗ�ƪůƽ ��ŹřżƟř�ƭźƳ�Żř�ƵŵŚƠŤſř�Śŝ

OpenFOAM  

  
  



 ¹�ZÆq�¶�§                     ��Y�§Y�¹�¿��Y�Ã{Z¨f�Y�Z]�É{|��¶u��Á� OpenFOAM 
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۴-۱- Ä»|¬» 

�Y�§Y� ¹�¿� �Y� ªÌ¬ve� ¾ËY� �{ � �^À» �Z] OpenFOAM�Ä]�� �Â�À» µ|» �µZÌ�� ½ZË�m� É�Z�

d�Y�Ã|��Ã{Z¨f�Y��|À¸Ì��µÂu�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ.���Y�§Y�¹�¿�¾ËY���YÌ{|��ÃÂÉ�Y�]�{Á|v»�ºnuÉ�

�ÃZ´f�{�¶u�ÊË�m�cZ¬f�»�Z]�¶Ì�¿Y�¨Ë{�cÓ{Z »Ê»�Ã{Z¨f�Y |À¯ .�Zm�¾ËY��{�Ä¯�d�Y��¯}�½ZËZ�

Äf��³��Y �Ìa�\Ë�¬e�Á�Ê¿Z°»�cZ¬f�»�ÉY�]�¹Á{�Ä^e�»�É�¯�»�É�Z��¹Á{�Ä^e�»�ÉÁ�Á��a��ÉY�]

d�Y�Ã|��Ã{Z¨f�Y�Ê¿Z»��ªf�».   

¶�§�¾ËY��{, �Y|f]Y{|���Á�É��Â´·Y�Á�Ã|��Äf§�³�Z°]Ë¶u�ºf��½ZÌ] Ê»    {Â� .�b���Âe�Ä]Ì�¦

·Z¼mYÊ���Y�§Y�¹�¿��Â�y��{OpenFOAM��ÄfyY{�a Ê»    {Â� .¸¯��ZfyZ��dyZÀ�Ê��{�°¸¼��ÃÂv¿�Á

YËY�¥Y|ÅY��Y��Y�§Y�¹�¿�¾Ë�¶�§�¾ »Ê    |�Z]. �¹�Ó��¾ËY�Z]��Z^e�Y��{�¶»Z¯�cZvÌ�Âe�Ä¯�d�Y��¯}�Ä]

��Âe�Ã|����fÀ»�ÉZÅZ¼ÀÅY���{�,½M��{�{ÂmÂ»�ÉZÅ�Y�]Y�Á��Y�§Y�¹�¿  OpenCFD Limited mÂ»{Â 

 Ê»    |�Z] ]��,��[ .Àr¼ÅÌZÀ�M��Â�À»�Ä]�¾ÊË�]ÌY�Z]��f�Ë��Y�§�¹�¿�¾ Ê»    [Zf¯�Ä]�½YÂe "µ|» �É�Z�

Á�cÓZÌ��½ZË�m���Y�§Y�¹�¿��Y�Ã{Z¨f�Y�Z]�c�Y�u�µZ¬f¿YOpenFOAM" ]��[ ¿Ì{Â¼¿��Âm���.  

۴-۲- É{|��¶u��Á�  

º¯Y�e�µZÌ��½ZË�m��]�º¯Zu�cÓ{Z » ���¹Â/fÀ»Â»�Ä/·{Z »�Á�Ê´f�ÂÌa�Ä·{Z »��Y�|Àe�Z^��Z»|¼Å��Ë~aZ¿

��]YÁ��c�Â��Ä]�É�Â�¿Ze�cÓ{Z »�¾ËY�Ê¸¯�¶°��Ä¯ )�-�(��Á )�-�(  Ê»    |�Z] .  

)١-٤(ப௨౟ப୶౟ = 0                                                                                        

)٢-٤(డ௨೔డ௧ + డడ௫೔ ൫ݑ௝ݑ௜൯ = డడ௫೔ ߬௜௝ − డ௉డ௫೔                                              



¹�ZÆq�¶�§                     ��Y�§Y�¹�¿��Y�Ã{Z¨f�Y�Z]�É{|��¶u��Á� OpenFOAM 

  

٥٨ 

� Ä·{Z » )� -�(�a� Ä·{Z »Ì´f�ÂÊ�Ä·{Z »� Á  )� -�(Y�]� ¹ÂfÀ»Â»� Ä·{Z »� ,É�� dÆm�d���i��¹Y

 Ê»    |�Z] .Àr¼ÅÌ�¾பப௧�¿Z»��ªf�»Ê�� Áபப௫ౠ �¿Z°»�ªf�»Ê��Ä¨·Â»� Ä]�d^�¿j�Z´f�{� ¹Y�cZ�fz»� Ã

�e�Z¯Ë�,¾ô௜௝�¿�µÔu��Â�¿Ze��Â¼n»ÌÀeÂÊ�¿{Á�§Y�ÁÊ�¸aÌ�¼É �Á�Ê·Z´q�|uYÁ��]p��|uYÁ��]��Z�§��Ì¿

d�Y�Ê·Z´q.   

�cÓ{Z »�Ä�Â¼n»��Y�Ä¿Â´¿Z¼Å )�-�(��Á )�-�( aÌa�Ä·{Z »� ,d�Y|Ì´f�ÂÊ�ZÆÀeË«�®Ì��|Ë�ZÊ�

Y�]É��m�¶uË�[Â�v»�½Z Ê»    ]�Á�{Â�Ì�½Z Ê»    »��Y��³Y�Ä¯�{�Y{Ì^�ZÀ»��Z�§�½Y|Ê�{���cÓ{Z »�¶u

»� ,{Â�� Ã{Z¨f�Y� ¹ÂfÀ»Â»Ì{�|«Z§� Ã|»M�d�|]�d����½Y|Ë{Â]� |ÅYÂy��¿Y��Â .Y�]ZÀ]ËY�]�¾É��¶u

�cÓ{Z »� ÃZ´f�{¶�Zu¿� ,ÌÄ·{Z »�Ä]� �Z YÉ�Y�]É�{�Y{�{ÂmÁ��Z�§�¶»Z°e .�Á� ZÅÉ�¨¸fz»Ê�Y�]É�

Y��]�Ä^¸£Ë�Á��Ä¯�d�Y�Ã|»M�{ÂmÁ�Ä]�¶°�»�¾  ZÅ  É �¾�°mÁ�a)projection(��Á��L�m  ZÅ  É��]��ZÌ

�½ZÌ»�¾ËY�µÁY|f»�Á�{�]�Z¯�a Ê»    |�Z] .  
 

۴-۲-۲- �Z�§�¶»Z°e�Ä·{Z »  

����cÓ{Z/ »�Ä/�Â¼n»�Ä¸Ì/�Á�Ä]�µZÌ��½ZË�m�¶u��{�|��Ã�Z�Y�Ä¯��Â�¿Z¼Å )�-�(��Á )�-�(���/¬¿�,

�cÓ{Z »�Ä�Â¼n» )�-�(�d�Y�½Z»���{�d����¶»Z°e�,¹ÂfÀ»Â»�Ä·{Z »�ÊÀ Ë .���Z/Ì¿��Z¯�¾ËY�ÉY�]�Z»Y

d�Y��Z�§�½Y|Ì»�Ä] .������Ê/�ZË��|/Ì«�®/Ë�Z/ÆÀe��Ë~/aZ¿�º¯Y�e�½ZË�m��{�Ê´f�ÂÌa�Ä·{Z »�µZu�¾ËY�Z]

�[Â�v» Ê»    d�Ì¿��Z�§�c�Z^��¶»Z��tË���c�Â��Ä]�Á�{Â� .�����Y�Ê/°Ë�,¶°/�»�¾/ËY��]�Ä^¸£�ÉY�]

[Zzf¿Y d�Y�Ê´f�ÂÌa�Á�¹ÂfÀ»Â»�cÓ{Z »�\Ì¯�e�,ZÅ .����Ê´f/�ÂÌa�Ä/·{Z »�¶°/�)����/]Y�]��¿Y��Â/Ë{

�¨�(�¾�Á���Y�Ê°Ë ÃY��¾Ë�e  ZÅ  �Ê»�{ZÆÀ�Ìa�Y��cÓ{Z »�¾ËY�\Ì¯�e�ÉY�] �¾f§�³��¿Y��ÂË{�½M�Á�|À¯

·{Z »��Y�Ä�]Y��ª]Z�»�¹ÂfÀ»Â»�Ä )�-�(  Ê»    |�Z] ]��[ .  

)٣-٤(డడ௫೔ [డ௨೔డ௧ + డడ௫೔ ൫ݑ௝ݑ௜൯ = డడ௫೔ ߬௜௝ − డ௉డ௫೔]                                    
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)٤-٤(డడ௧ ቀడ௨೔డ௫೔ቁ+ డడ௫೔ ൤ డడ௫ೕ ൫ݑ௝ݑ௝൯൨ = − డమ௉డ௫೔డ௫೔ + డడ௫೔ డఛ೔ೕడ௫ೕ               

�ºË�Y{�Ê´f�ÂÌa�Ä·{Z »��Y�Ä°ÀËY�Ä]�ÄmÂe�Z]�=డ௨೔డ௫೔���Ä·{Z »�¾ËY�]ZÀ]�, )�-�(��Ä�]Y��c�Â��Ä] )�-�( 

�Ê�ËÂ¿�Z] Ê»    {Â�.  

)٥-٤(డమ௉డ௫೔డ௫೔ = −  డడ௫೔ ൤ డడ௫ೕ ൫ݑ௝ݑ௝൯൨ + డడ௫೔ డఛ೔ೕడ௫ೕ                                

� Ä·{Z » )�-�(�a� Ä·{Z »� Ä]��Á��®Ë� �Y�d�Y� ¹�Ó�½M�¶u�ÉY�]� Á�d�Y�¥Á� »� �Z�§� ½Â�YÂ

{Â�� Ã{Z¨f�Y� \�ZÀ»� É{|� .� ¶¼�� �Z�§� �]� Ä¯� ¾Ì�ÔaÓ� �ÂeY�aY� Ä¯� d�Y{� ÄmÂe� |ËZ] Ê»    �|À¯

¶�Zu ��ÂeY�aY� Á� ¹ÂfÀ»Â»�Ä·{Z »� �Y�½ZË{Y�³� �ÂeY�aY�Ä¯�d�Y�½ZË{Y�³� Á��¿Y��ÂË{� �ÂeY�aY� Á{�[��

�Ê´f�ÂÌa�Ä·{Z »��Y��¿Y��ÂË{ Ê»    |�Z] .�É�Z³�Z��|ËZ]�¾Ì�ÔaÓ��ÂeY�aY�É{|��¾Ì¼ze��{�¾ËY�]ZÀ]

Äf��³� �{� �ÂeY�aY� Á{� ¾Ì] É�Z� {Â�� �¨u� ZÅ .�Ä·{Z »� ½|�¿� Z��Y� \mÂ»� ,c�Â�� ¾ËY� �Ì£� �{

|��|ÅYÂy� Ã|»M�d�|]�d����½Y|Ì»���Âe�Ê´f�ÂÌa .�Ä¯�d�Y� �fÆ]�É�Z³�Z��¾ËY��¨u�ÉY�]

�|]�d����½Y|Ì»���Âe�Ê´f�ÂÌa�Ä·{Z »{Â��Äf��³��ÔaÓ��ÂeY�aY�{Ây�Ä°ÀËY�Ze�|ËM�d .  

۴-۲-۳- �ºfË�Â´·Y١SIMPLE��Ë~aZ¿�º¯Y�e�½ZË�m�¶u�ÉY�]  

�Ä·{Z »��³Y )�-�(�Ä°^���{�Ã�³��Å�ÉY�]�,{Â��Äf��³�\�ZÀ»�Á�ÃYÂz·{�É{|���Á��®Ë�Ä¸Ì�Á�Ä]

e� ,�Â¼n»� �{� Ä¯� |Ì���ºÌÅYÂy�É�^m�Ä·{Z »�®Ë� Ä]�ÊeZ^�Zv»�Y��cÓ{Z »� ÃZ´f�{�®Ë�¶Ì°�

�½M�¶u�Z]�Á�{Y{�|ÀÅYÂy Ê»    d����ÊÀ Ë�cÓÂÆn»�½YÂe  ZÅ  �{�ÁM�d�|]� Y� . Ê»    �É�^m�Ä·{Z »�½YÂe

� Y��¶�ZuY�]É�� ÃYÂz·{� Ä�¬¿� �ÅP�� �{� Ã|�� Ã{Y{�½Z�¿ �¶°��-�Á �¶°��-�c�Â�� Ä]�¸¯Ê �Ë��

Z¼¿Ë{Y{�� :  
                                                             
١
 Semi Implicit for Pressure Link Equation  
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1+݊݌,݅ݑ݅ݑ݌ܣ)٦-٤( + σ݅ݑܮܣ 1+݊ܮ,݅ݑ = 1+݊݅ݑܵ − ݅ݔߜ1+݊݌ߜ)                           ݌(

�½M��{�Ä¯i��Ä�¬¿��{���¿�{�Â»�dÆm�Ã|ÀÅ{�½Z�¿P��µZj»�ÉY�]� -d�Y i=2��{�d����ÊÀ Ë

�dÆmy��Ä�¬¿��{P� ,S��½Z�¿�Y��Ä¼�q�Ä¸¼m�dËZÆ¿��{�Ä¯�Ê¿Z»��¹Z³��{�cÔ¼m��Â¼n»�Ã|ÀÅ{

 Ê»    �Á�|¿�Z�L��ÄËZ�¼Å��Z¬¿�Ã|ÀÅ{�½Z�¿P  Ê»    |�Z] .�Ä�]Y���{�Ä¯�{Â��d«{ )� -�(��Äf��³�¶°�

�ÃÂv¿��Y�¶u�½{Â]�¶¬f�»��]�|Ì¯Ze�ÉY�]�Ä¯�d�Y�Ã|��{�YÁ�¾Ë{Z¼¿�¶°��Ä]��Z�§�½ZË{Y�³�Äf��³

Ê»�Ê¿Z°»�É�Z� |�Z].  

Ä�]Y���{�º¯Zu�cÓ{Z »�µZ�eY�½{Â]�Ê�y��Ì£�¶Ì·{�Ä]  )� -�(Ê¼¿�Y��Ä·{Z »�¾ËY�,    �Ô¬f�»�½YÂe

{Â¼¿�¶u .�\Ë��� Y�Ë�A�� �Ì¤f»�¶»Z�� ,Ä¼�q�Ä¸¼m� Z¿ZÌuY� Áݑ୧୬ାଵ  Ê»    |�Z] .�Á��¾ËY�]ZÀ]  ZÅ  �É

�¶u�ÉY�]��Y�°e�Ê^�ZÀ»�ÄÀË�³�,¶�Zu�ÃZ´f�{ Ê»    |�Z] .�,d�Y�ZËZaZ¿�,��Zu�Ä·Z�»�Ä°ÀËY�Ä]�ÄmÂe�Z]

�Ê¿Z»��¹Z³�Ä]��b��Á�{Â��Z��Y�Ô»Z¯�ÃZ´f�{�Ä¯�{{�³�¹Zn¿Y��|¬¿M�Ê¿Z»��¹Z³��Å��{�|ËZ]�ZÅ�Y�°e

{Â��¶¬fÀ»�| ] .  

 

 

 

 

 

 

 

 

¶°� � -� �Y~³�¹Z¿É�Y�]�¹Â��»É�eZ^�Zv»�µÂ°·Â»Ê�| ]�Ä��Á�Á{�,®Ë��{.  
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ÓÎ 

 
¶°��� -� ¹Z¿��Y~³É�Y�]�¹Â��»É�eZ^�Zv»�µÂ°·Â»�{Z ]Y�Á�¶�YÂ§�,sÂ��Ê�| ]�Á{��{  

�¹Zn¿Y�ÊËZÅ�Y�°e�,Ê¿Z»��¹Z³��Å��{�¾ËY�]ZÀ]�Ê»����½M��Y�¹Y|¯��Å��{�Ä¯�{Â���Y|f]Y�ZÅ�Á�ÃZ´f�{�\ËY��

�Ä^�Zv»�Ä¼�q�Ä¸¼m�Ê»�����d�|]�d]Zi�\ËY��� Z]� ÃZ´f�{�®Ë�Á�{Â��Ê»������Á��®Ë� Z]��b��Á�|ËM

]� É�Y�°e� ¶¬fÀ»� | ]� �Y�°e� Ä]� Á� Ã{Â¼¿� ¶u� Y�¿M� ,ÃZ´f�{� ¶u�ÉY��Ê»������Y��a�dËZÆ¿� �{� Ze� {Â�

{Â��{�YÁ�| ]�Ê¿Z»��¹Z³�Ä]�¶u� ,ÊËY�´¼Å� ��Ä¼�q�Ä¸¼m�Á� ÃZ´f�{�\ËY���½M� �{�Ä¯� Y��É�Y�°e

� Ä^�Zv»�Ê»�����Y�°e� Á�Êm�Zy��Y�°e� {Â���ZÅ���¹Zn¿Y� Ã|»M�d�|]� ÃZ´f�{�¶u�ÉY�]� Ä¯� Y��ÊË�Ê»����,{Â��

�Ê¸yY{��Y�°e�Ê»����|À»Z¿���Z]�Y��Ê¿Z»��¹Z³��³Yn, ��Z]�Y��Êm�Zy��Y�°em��Z]�Y��Ê¸yY{�ÉZÅ�Y�°e�Á݉௜௡௡௘௥�

{Â]�|ÅYÂy��Ë��c�Â��Ä]�¶u�|ÀËY�§�,{Â��Ã{Y{�½Z�¿��  
  

  

  

  

  

¶°��� -� ¶u�Ê¿Z»��¹Z³��Å��{�Êm�Zy�Á�Ê¸yY{�ÉZÅ�Y�°e  

Ë�¹Z³� ®

n

��Y�°e

Ä^�Zv»�Y��Ë�\

A��Á �Ä¸¼mS°�e�,Ì�¶

�Ä·{Z »�ÃZ´f�{�¶u�Á݉௜௡௡௘௥
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��ËÂ¿ÓZ]� ÊÀË�´ËZm� Z]n+1�� ÉZm� Ä]m�°e� Ã|ÀÅ{� ½Z�¿� Ä¯�Êm�Zy� �Y� Ê»    �Y�� Ä·{Z »� ,|�Z]

Ê»�Ê�ËÂ¿�Z] ºÌÀ¯ .� Ä¯� {Â�� ÄmÂeݑ୧୫ ��ÉY�]� ÊÀÌ¼zeݑ୧௡ାଵ��Êm�Zy� �Y�°e� Ä¬¸u� �Å�ÉZÆf¿Y� �{

Ê» |�Z] .  

∗௜,௣௠ݑ௣௨೔ܣ)٧-٤( + σܣ௅௨೔ ∗௜,௅௠ݑ = ܵ௨೔୫ିଵ − (ఋ௣೘షభఋ௫೔ )௣                            

� Ä·{Z »�d�Y��d¼��c�Z^� )� -�(�ÊÀ Ë�¶^«�Êm�Zy� �Y�°e� �{�Ê¿Y|Ì»�ÉZÅ�Ì¤f»� �Ë{Z¬»� �Ym-1�

Ê»�Ä^�Zv» {Â� .Ê»��¯}�Ä]�¹�Ó �¶u�ºÅ����d�a�c�Â��Ä]� Z»Â¼��¹ÂfÀ»Â»�cÓ{Z »�Ä¯�|�Z]

 Ê»    |¿Â� .�¹ÂfÀ»Â»�Ä·{Z »�Y|f]Y�ÊÀ Ë�dÆm��{x��Äf��³ Ê»    �Ä·{Z »�ÄÌ^��ÊeÓ{Z »�ÃZ´f�{�Á�{Â�

 )� -�( Ê»�¶Ì°�e�Y� |Å{.��dÆm��{�Ä·{Z »��b�y�Ê»�¶u �ÉZf�Y���{�ZfËZÆ¿�Á�{Â�z .  

ªÌ«{�ÊÅZ´¿�Z] �Ä·{Z »�Ä]��e )� -�(�Ê»��{ e��Å��{�Ä¯�Zm�½M��Y�ºÌ]ZË��Y�°m�Ä^�Zv»�ÉY�]�¹Yݑ୧୫ �

� ¶^«� �Y�°e� �{� �Z�§� ½Y|Ì»� �Y)m-1(�� Ã{Z¨f�Y Ê»    �Ä·{Z »� �{� Ã|»M� d�|]� d���� ½Y|Ì»� ,{Â�

{�¯�|ÅYÂz¿�©|��Ê´f�ÂÌa .�d»Ô���Y�¶Ì·{�¾Ì¼Å�Ä]*��Ã|��Ã{Z¨f�Y�Ã|��Ä^�Zv»�d����ÉY�]

d�Y .Ê¼¿� Z��Y� Y��Ê´f�ÂÌa�Ä·{Z »� ,d����¾ËY� Y�Ë� ®Ë�ZÆÀe�Á�|À¯��Ìa �[Â�v»�ÊÀÌ] Ê»    {Â� .

Ê» �Ä�]Y���Y�½YÂe )� -�(��c�Z^� ݉݅ݑ ∗�Ä�]Y��ª]Z�»�Y� )�-�(�{Â¼¿�kY�zf�Y .  

∗௜,௣௠ݑ)٨-٤( = ௌೠ೔ౣషభିσ஺ಽೠ೔௨೔,ಽ೘∗஺೛ೠ೔ − ଵ஺೛ೠ೔ (ఋ௣೘షభఋ௫೔ )௣                           

a�d����d�Y�¹�Ó�µZuÌ� ]ÌÀÊ�Ã|� ݉݅ݑ ∗  �,v�e�Y�Ì{Â¼¿�t .��Â�À»�Ä]Ã{Z� É�Z���Ä·{Z »�,�Z¯��{ 

 )� -�(��Y� Ê»    �Ä�]Y��¶°��Ä]�½YÂe )�-�(�{Y{��ËZ¼¿ .  

∗௜,௣௠ݑ)٩-٤( = ∗෤୧,୮୫ݑ − ଵ஺೛ೠ೔ (ఋ௣೘షభఋ௫೔ )௣                                            

��Y�°e��{��Z�§�½Y|Ì»��³Ym�Ä·{Z »�Ô¼��,{Â]��ZÌfyY��{�¹Y )�-�(�c�Â��Ä]��Ä·{Z » )�-��(���{

|»M�|ÅYÂy .  
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௜,௣௠ݑ)١٠-٤( = ∗෤୧,௣୫ݑ − ଵ஺೛ೠ೔ (ఋ௣೘ఋ௫೔ )௣                                            

�µZu Ê»    �d¨³�½YÂeݑ௜,௣௠�d���  ZÅ  É�v�ÌvÊ�a�Ä·{Z »��{�Ä¯�|Àf�ÅÌÂ´f�Ê��|ÀÅYÂy�©|�

{�¯.��d�Y{�ºÌÅYÂy�ÊÀ Ë :ஔ(௨೔೘)ஔ୶౟ = 0.  �Ä·{Z »��Y�¾f§�³��¿Y��ÂË{�Z] )�-��(�Ä�]Y��, )� -��( 

|»M�|ÅYÂy�d�|].  

)١١-٤(ஔ஡௨೔,೛೘ஔ௫౟ = ஔஔ୶౟ ൫ñݑ෤୧,௣୫∗൯− ஔஔ୶౟ [ ஡஺೛ೠ೔ ቀఋ௣೘షభఋ௫೔ ቁ௣]               

½M��Y ¥|Å�Ä¯�Zm,�d����Ä¯�d�Y�½M  ZÅ  É ñݑ෤ ୧,௣୫∗�a�Ä·{Z »��{Ì´f�ÂÊ��`q�¥���,|ÀÀ¯�©|�

�Ä·{Z »)� -��(���¨� Ê»    �c�Â��Ä]��Z�§�½Â�YÂa�Ä·{Z »�,{Â� )�-��( ]�d�| Ê»    MË| .  

)١٢-٤(ஔஔ୶౟ ൫ñݑ෤ ୧,௣୫∗൯ = ஔஔ୶౟ [ ஡஺೛ೠ೔ ቀఋ௣೘షభఋ௫೔ ቁ௣]                              

¶¼��ÉZÅ�ÂeY�aY�É�Z�� Äf��³� �{� |�� Ã�Z�Y� Ä¯� �Â�¿Z¼Å �Z]� Ze� {Â��d«{� |ËZ]� �Z�§�ÉÁ�� �³

|À�Z]� �Z³�Z�� �´Ë|°Ë .� �ÂeY�aY� Ê°Ë� Y�Ë���ÂeY�aY� É�´Ë{� Á� ¹ÂfÀ»Â»� Ä·{Z »� �{� ½ZË{Y�³� Äf��³

½M�\Ì¯�e�Ä¯�d�Y�Ê´f�ÂÌa�Ä·{Z »��Y��¿Y��ÂË{ �Y��¾Ì�ÔaÓ�ZÅ Ê»    {�Z� .�É�ÁM{ZË�Ä]�¹�Ó Ê»    �|�Z]

�Á�� Ä¯  ZÅ  � Ä^�Zv»� d���� ½Y|Ì»� Y|f]Y� �{� Ä¯� d�{� ¾ËY� �Y� ÊË Ê»    � {Â�)�d���� ½Y|Ì»� Äf^·Y

Y�� Ê´f�ÂÌa� Ä·{Z »� ÊÀÌ¼ze�Ê¼¿� Z��Y    |À¯(�� ½M� tÌv�e� Ä]� �b�� Á Ê»    �Á�� Ä]� |¿�Y{�a  ZÅ  �É

�¾�°mÁ�a�¥Á� » Ê»    |À�Z] .�Á��¾ËY�¾Ë�e{�]�Z¯�a��Y�Ê°Ë  ZÅ  ��Á��,SIMPLE  Ê»    |�Z] .�¾ËY��{

½M�ÉZm�Ä]��Á� � Ã{Z¨f�Y� �Z�§�tÌv�e� �Y� {Â�� Ã{Z¨f�Y�cZ^�Zv»� �{� �Z�§� {Ây��Y� Ä¯ Ê»    {{�³ .

{��»Y�¾Ì¼Åd����{�Â»�� d�Y��Y�«�]��Ì¿�ZÅ .d����ÊÀ Ë ��Y�¶�Zu�Ê�y�ÃZ´f�{�¶u��Y�Ä¯�ÊËZÅ

� ¹Z³� �{� �Z�§�®¼¯� Z]� Á� ¹ÂfÀ»Â»� Ä·{Z »m-1�Ã|»M� d�|] ���§� ÊËZÀ^»� �Ë{Z¬»� ½YÂÀ�� Ä]� ,|¿Y

 Ê»    ½M�Ä]�|ËZ]�ÊvÌv�e�Ä¯�|¿Â�  ZÅ  �{Â��Ä§Z�Y.  
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୧୫ݑ)١٣-٤( = u୧୫∗ + uʹ̋                                                                            

݉݌)١٤-٤( = 1−݉݌ +                                                                                 ̋݌

� �Ë{Z¬»̋)(���]YÁ�� �{ )�-��(�� Á )� -��(�u� �{�cZvÌv�e�½Z¼Å�d¬Ì¬ Ê»    ��Ë{Z¬»� Ä]� Ä¯�|À�Z]

� Ä§Z�Y� ÄÌ·ÁY�d���� Á� �Z�§ Ê»    {Â� .�cÓ{Z »�É�Y~´ËZm� Z]� µZu)�-��(�� Á  )� -��( �Ä·{Z »� �{

�¹ÂfÀ»Â» )�-�(�¶�Zu��Z�§�tÌv�e�½Â�YÂa�Ä·{Z »��Ë��|ÀËY�§�Ê��, Ê»    {Â�.  

∗u୧୫)݅ݑ݌ܣ)١٥-٤( + u୧̋ ݌,( + σ݅ݑܮܣ (u୧୫∗ + u୧̋ ܮ,( = 1−݉݅ݑܵ − [ ääxi (pim∗ + ݌ ̋)] p  

∗݉݌,݅ݑ݅ݑ݌ܣ))١٦-٤( +σALui ui,Lm∗) + ൫Apuiui,p̋ + σALui uL̋ ൯ = ൤Suim−1 − äpm−1äxi ൨−   [݅ݔߜ̋ܲߜ]

  

½M��Ë��Ä¯�ÊeY�Z^�  ZÅ  ��Ä·{Z »���Âe�Ã|��Ã|Ì�¯��y )�-�(��¥~u�ºÅ�Z] Ê»    |¿Â� .��]YÁ�� Y~·

 )� -��(��Á )�-��(�|��|ÅYÂy�¶�Zu .  

)١٧-٤(A୮୳౟u୧,୮̋ + σA୐୳౟ u୐̋ = − ఋ௉ ̋ఋ௫೔                                        

)١٨-٤(u୧̋ = ෤ݑ ௜̋ − ଵ஺೛ೠ೔ ఋ௣ ̋ఋ௫೔                                                        

�½M��{�Ä¯ݑ෤ ௜̋ = − σ୅ై୳ై̋୅౦౫౟  �Ê» |�Z] .�ºË�Y{�Ê´f�ÂÌa�Ä·{Z »��Y�¾ÌÀr¼Å: 

)١٩-٤(ఋఋ௫೔ ௜௠ݑߩ = ఋఋ௫೔ ∗௜௠ݑߩൣ + ௜̋൧ݑߩ = 0                                               

)٢٠-٤(ஔஔ௫౟ ൫ñu୧̋ ൯ = − ஔஔ୶౟ [ñu୧୫∗]                                                               

�Ä·{Z »� �³Y�µZu )�-��(�� ��ߩ}� Ä�]Y�� ,{Â��Äf§�³��¿Y��ÂË{�½M� �Y� Á�[�� )�-��(��¶�Zu

 Ê»    {Â�.  

)٢١-٤(ஔ(ఘ௨ഢǕ )ஔ୶౟ − ஔ(஡౟୳౟,౦̋ )ஔ୶౟ = − ஔஔ୶౟ [ ஡୅౦౫౟ ஔ୮Ǖஔ୶౟]                                                
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�Ä�]Y���Y�Ã{Z¨f�Y�Z]�Ä¯ )�-��(|»M�|ÅYÂy�d�|]��Ë��Ä·{Z »�, .  

)٢٢-٤(ஔஔ୶౟ ቈ ஡୅౦౫౟ ஔ୮Ǖஔ୶౟቉ = ஔஔ௫౟ ൣñu୧୫∗൧+ ஔஔ୶౟ (ñuన෥ ̋)                                        

�Ä·{Z » )�-��(���Z�§�tÌv�e�½Â�YÂa�Ä·{Z » Ê»    |�Z] .�¶»Z��Ä·{Z »�¾ËY�Ä¯�¾ËY�Ä]�ÄmÂe�Z]�Z»Y

�c�Z^� )�-��(  Ê»    ,|�Z]  

)٢٣-٤(                                      ஔஔ୶౟ ሺñui෥ ̋ሻ = ஔஔ୶౟ [− ஡σ୅౫ై౟୳ై ̋୅౦౫౟ ]  

�Ä¸u�»�¾ËY��{�Ä¯�Zn¿M��Y�Áݑ୧,୐̋���½{�/¯���¿�Ä§���,¶°�»�¾ËY��]�Ä^¸£�ÃY��¾Ì·ÁY�,d�Ì¿�¹Â¸ »��ÂÀÅ

�Ä·{Z »��{�©Â§�c�Z^���Y )�-��(  Ê»    |�Z] .{Z »�¾ËY�]ZÀ]��¶°/��Ä]��Z�§�cZvÌv�e�ÉY�]�½Â�YÂa�Ä·

��{��Ë��ÊËZÆ¿ |»M�|ÅYÂy .  

)٢٤-٤(ஔஔ୶౟ ቈ ஡୅౦౫౟ ஔ୮Ǖஔ୶౟቉ = ஔஔ௫౟ ൣñu୧୫∗൧                                                          

�Ä·{Z »��Y�Ã{Z¨f�Y�ÊÀ Ë�ºfË�Â´·Y�¾ËY )�-��(��ºfË�Â´·Y�Ä]�,�Z�§�tÌv�e�½Y|Ì»�Ä^�Zv»�ÉY�]

SIMPLE�Ê»�¥Á� » |�Z] .Ä¸¼m� �Y� Ê°Ë�¥~u�¶Ì·|]  ZÅ   )Ä·{Z »  )�-��((�� Ä·{Z »� �Y )�-��((�,

�ºfË�Â´·YSIMPLE��Y�´¼Å�d����Ä] Ê¼¿    {Â� .��Y�¶°�»�¾ËY��]�Ä^¸£�ÉY�]�¾ËY��{�¦Ì¨ze�\ËY��

�Ã{Z¨f�Y�ºfË�Â´·Y Ê»    {Â� .�Ä§Z�Y��Ì¤f»�Ä]�Ã|��Ä^�Zv»�tÌv�e��Y�Êf¼�«�ZÆÀe�Ä¯�¹ÂÆ¨»�¾ËY�Ä]

 Ê»   {{�³ .  

୧୫ݑ)٢٥-٤( = u୧୫∗ + á୳uనǕ                         0 ≤ á୳ ≤ 1     

୧୫݌)٢٦-٤( = p୧୫ିଵ + á୮݌Ǖ                    0 ≤ á୮ ≤ 1    

��Ä�]Yá୳ = 1 − á୮ ���Y�«�]��Z�§�Á�d����¦Ì¨ze��Ë��\ËY���¾Ì]�Á�ÄÀÌÆ]��Ë{Z¬»�d·Zu��{

d�Y .�d�|]��Ë��Ä�]Y���Y�tÌv�e��Ë{Z¬»�dËZÆ¿��{ Ê»    |ËM.  
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న,୮Ǖݑ)٢٧-٤( = − ଵ୅౦౫౟ [ఋ௣ ̋ఋ௫೔]୮                                              

�Ä�Ôy��Â��Ä] Ê»    �{Â¼¿�½ZÌ]��Ë��c�Â��Ä]�Y��¶u�ºfË�Â´·Y�½YÂe:  

� - �ÉY�]��|u�¾Ì·ÁY�½YÂÀ��Ä]�Á��Ë{Z¬»�®¼¯�Z]ݑ୧୬ାଵ ��Á݌୧୬ାଵ���Z£M�¶u Ê»    {Â� . 

� - �Ä^�Zv»�Ä]��nÀ»�Ä¯�Ê�y�¹ÂfÀ»Â»�ÃZ´f�{�¶u�Á�¶Ì°�eݑ୧௠∗  Ê»    {Â�. 

� - �®¼¯�Ä]ݑ୧௠∗�¶Ì°�e��Z�§�tÌv�e�½Â�YÂa�Ä·{Z »��¶u�Á Ê»    {Â� . 

� - d����tÌv�e��Ë{Z¬»  ZÅ  ��Ä^�Zv» Ê»    {Â� . 

� - �Ä^�Zv»�|Ë|m�ÉZÅ�Z�§ Ê»    {Â�. 

� - Ê»�Ä^�Zv»�¶u�Ã|��Äf§�³��¿�{�É�ZfyZ��Ä·{Z »��Y�Ã{Z¨f�Y�Z]��Àe��Ë{Z¬» {Â�. 

� - �¹Z³�Ä]�d�³�Z]��|¿Â���ÌqZ¿�cZvÌv�e�½Y�Ì»�Ä¯�Ê¿Z»��Ze. 

� - u�»�Ä]�d�³�Z]�| ]�Ê¿Z»��¹Z³�ÉY|f]Y�Ä¸�. 

��Y�§Y�¹�¿��{�Ã|��½ZÌ]�ºfË�Â´·Y�É�Z��Ã{ZÌa�ÃÂv¿�Ä¯�d�Y�¯}�½ZËZ�OpenFOAM��d�ÂÌa��{c�

d�Y�Ã|��Ã{�ÁM .  

�Y�§Y�¹�¿�Ê§� »�Ä]�Y|f]Y�,Ä»Y{Y��{ OpenFOAM �|��|ÅYÂy�ÄfyY{�a .�Ä·Z�»�¶u�|ÀËY�§��b�

¹�¿�¾ËY� �{ Ê»�½ZÌ]� �Z�fyY�Ä]� �Y�§Y {{�³ .� ,½M� �Y��a¶u �³�{Z¨f�Y� {�Â»�Ê§� »� Ä·Z�»�¾ËY� �{� Ã

 Ê»    d§�³�|ÅYÂy��Y�«�Ê���]�{�Â»��ÅÁ�a�¾ËY�{�Ã|��Äf§�³��Z¯�Ä]�ÊeZ ·Z�»�Ä¿Â¼¿�Á�{Â� .  

۴-۳- ��Z]��^À»��Y�§Y�¹�¿�Ê§� »OpenFOAM 

{Ë»ZÀÌ�� ®ÌeZ^�Zv»� cÓZÊ�½YÂÀ�� Ä]�Ë°Ê�d¼�«� �Y ZÅÉ��Á��� Á� ºÆ»É�»�� �{ÌZÅ�Y�]Y� ÄÀÉ�

�|ÀÆ»Ê���Â�À»�Ä] µ|» �É�Z�Y�§Ë|À  ZÅ  É�¿Z���cZ^iY�Ä]�Y��{Ây�,¦¸fz»ÌY�]�,��Zu�µZu��{�Á�Ã|É�

¿Â³Z¿Â³� ¥Y|ÅYÊ�v»� �{� ºÅ� Á� d À�� �{� ºÅÌ�  ZÅ  É�»{Z¯MÌ� �Y�«� Ã{Z¨f�Y� {�Â»� ® Ê»    ³Ì{� .
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٦٧ 

 µ|» �É�Z�|aËÃ|  ZÅ  É��mË��½ZÌ·Z¿M�Á�½Z�|ÀÆ»�Ä]�cÓZÌY�ZÅ�Á�Ë�Y��Ã�ZmY�¾ Ê»    Y�§�Ä¯�|Å{Ë|À  ZÅ  É�

¿Â³Z¿Â³Ê��Â»�Y��ne�{Ë¸ve�Á�ÄÌ·Z¼fuY��«YÂ¿��§��{|���{�Á�Ã{Y{��Y�«�¶Ê�M�]�½MË|À .Z�Ë��¯}�½Z

�¬e�Ä¯�d�YËZÅ�Y�§Y�¹�¿��j¯Y�Z^É�»���{�{ÂmÂ»Ì{�ÄÀË»ZÀÌ��®ÌeZ^�Zv»�cÓZÊ��d¯����Ân»�dve

�ZyÊ��]�Á�Ã{Â]Ì«�½Y�³��ZÌ¿�d¼Ì�� Ê»    |�Z] .f�{�,½M��]�ÃÁÔ�Ì]ZÊ�{|��|¯�Ä]�¶»Z¯É�YË��Y�Ä¿Â³�¾

¹�¿��Y�§Y  ZÅ  �¤e�µZ¼�Y�ÁÌÌÁ�Á��ËY�Ë�Z¯���Âe�½M��]�¬e��Ë£�Z^Ì�¾°¼»�� Ê»    |�Z] .Y��YË�fÆ]�,Á��¾Ë�¾

{Á|v»�½{�¯��¨e�»��Â�À»�Ä]�¶u�ÃY�Ëd  ZÅ  É�aÌ�Y�§Y�¹�¿��Y�Ã{Z¨f�Y�,Á��  ZÅ  É��Z]�Ä�]Y���{��Z]��^À»

{Ë»ZÀÌ��®ÌeZ^�Zv»�cÓZÊ  Ê»    |�Z] .�Y�§Y�¹�¿  ZÅ  É�,�Z]�|¯�YË�]�Z¯�Ä]�Y��Ã�ZmY�¾½Y  Ê»    �Ä]�Ä¯�|ÀÅ{

{|��|¯É���f�{�{Ây�µ|»Ê�Å�dyY{�a�½Á|]�Á�Äf�Y{�¶»Z¯Ì�Å�Ä¿Â³�pËY�ÄÀÉ»���{�Y��½M�,Ì�ÄÀ

�Z¯É ��¿�{�Â»�{Ây�¹Z¿� Z]�Á�Ã{Y{� Z¬e�Y,�fyY��{� Y��½MÌ|ÀÅ{��Y�«�¹Â¼���Z .�Y�§Y�¹�¿� ,�«YÁ��{  ZÅ  É�

�Z]|¯Ë�,��Y�]Y�Ä^ m�® Ê»    �Z]|À �Z°f�{�Ã�ZmY��]�Z¯�Ä]�Ä¯É�¤e�µZ¼�Y�ÁÌÌ�½M��{���Ã{Y{ Ê»    {Â� .��{

� ,½ZÌ»�¾ËY��Y�§Y�¹�¿��Z]��^À» OpenFOAMË® {��Y�]Y�Ä^ mË»ZÀÌ��®ÌeZ^�Zv»�cÓZÊ )CFD(�

�Ä¯�d�Y�Ä]��{Z« µ|» �É�Z��Ä·Z�»��Â¿��ÅÓ{Z »�¶»Z�{�cË�¿Y�¨Ì�m�¶ÊË,��É{|��¶u�Ä¸¼m��Y

ZÌ��½ZË�mµ�Z�»��YË�]�Ze�Ã{Z��¶Ìa��ZÌrÌÃ|�»Ê |�Z]. ��Y�Ä¿Â¼¿{�YÂ»��¶]Z« µ|» É�Z� Y���ÂeË�¾

��Y�§Y�¹�¿»Ê �½YÂeÄ·Z�» ZÅÉ��m�Ä]��Â]�»Ë½Z ZÅÉ �,c�Y�u�µZ¬f¿Y� ,�Z§|Àq�Á��Z§�®e�,Äf¨�M�Á�¹Y�M

���À¯YÁÌ¼ÌZÊË�ZÀ¤»Á�f°·Y�,Ì¿Z°»�Á��Ì»Zm�®Àr¼Å�Á�cY|ÌÄ·Z�»�Ä]�¾ ZÅÉ��Ä]��Â]�»�cÓ{Z »

{Z�f«YÉ��¿Ì«� �Ì�Y~³� d¼É � Á·Z»Ê�Y�{Â¼¿� Ã�Z.��¶»Z�� ,�Y�§Y� ¹�¿� ¾ËY� Ä¯� d�Y� �¯}� ½ZËZ�

Ä¿Zz]Zf¯  ZÅ  Ã�YÁ�|Ì¸¯�Z]�Ã|��¾ÌÌ e��Ìa��Y�ÊË  ZÅ  É�»�Z]ZÀ �dÆm���Y�®Ë�Å�Ê¿YÂyY�§Y�§Ë|ÀÉZÅ��¶u

 Ê»    |�Z] .��]��Y�§Y�¹�¿�¾ËY��ZfyZ�Ä^e�»�Z]��Â�¿Ze��Y�Á�Ã|��Ã{ZÆ¿�ZÀ]�É| ]�Ä��¶WZ�»�¶u�ÄËZa  ZÅ  �É

� Ã{Z¨f�Y� Ä·Z�»�Ê°Ë�Ì§�cZ�z�»�¦Ì�Âe�ÉY�]�¦¸fz» Ê»    |À¯ .� �Y�§Y� ¹�¿� ÃZ³|Ë{OpenFOAM�

��Y�Ã{Z¨f�Y�Z]�½M�¶u�Á�ÊeZ ·Z�»�Ä¿Â¼¿�®Ë�{ZnËY¶u �³�Z]�\�ZÀf»�Ä¯�d�Y�Ã|��¾ÌÌ e��Ìa��Y�É

Á��]�Z¯��ZÌ¿���z����ÂeÊ»��Ì¤e�,É�]�Z¯ |]ZË.  
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Äf�Å ~a�¥Z� ¿YË|»M�Z¯�Á��OpenFOAM Ä�Â¼n»��Y�, YÉ���Y|¯ZÅÉ����Âe�Ã|��Äf�Â¿C++ 

YËd�Y�Ã|��{Zn .YËÄ�Â¼n»�¾ Y��{�ZÅË�{Zn¶u �³  ZÅ  ÊË�Y�]É�^�Ì�Z��ÄÉ�Z�»Ë�|ÀÆ»��{�s��»�¶Ê�

¿Z°»ÌÁ�® ËY� ZËY�]� ZÅ{�]�Z¯�{ZnÉ�a�µZ¼�YÌÀr¼Å�,��Y{�a��a�Á���Y{�a��Ì�¾�½{�ÁM�{ÂmÁ�Ä]

Ä¿Zz]Zf¯ ZÅÊË�Y� �Â�À»�Ä]ËZÅ�Y�]Y�Ä^ m�{ZnÊË���{�Ä¯¶u �³ZÅ/��f�{�¶]Z«� ZÅ{�]�Z¯Ê�Á�|À�Z]�Ë�Z

Y�]É�µ|» ZÅÉ�§Ì�Ë°ÊÄf§�³��Y�«�Ã{Z¨f�Y�{�Â»�, |¿Y.�YË�Y�§Y�¹�¿�¾�{Y| e�Z]É ¶u �³�a��YÌ�,ÄfyZ���

µZj» ZÅÉ {�]�Z¯É�Ä¿Zz]Zf¯�Á ZÅ,�Y�YË�ÄÃ|Ë{�³�»�Ä¯Ê ]�|¿YÂe½YÂÀ��Ä Ë^��Äf�]�®Ì�Z��ÄÉ�·Â¼ »Ê�

³� �Y�«� Ã{Z¨f�Y� {�Â»Ì{� .·Zu� �{Ê�¸]Z«� ,½M��^À»� |¯�½{Â]� {Y�M� Á� �Z]� �]� ÃÁÔ�� Ä¯Ì��{� Ä �Âe�d

�\eY�»� Ä¸�¸�� Á� �ZfyZ�¶u �³� ,ZÅµZj» ZÅÉ�{�]�Z¯É�Ä¿Zz]Zf¯� Á ¿� Y�� ZÅÌ� Y�Y{� �»Ê |�Z] .��Y�§Y� ¹�¿

OpenFOAM��� �YÌ{|�� ÃÂÉ�� {Á|v»� ºnu)FVM(�Y�]É�{� cÓ{Z »� ÃZ´f�{�¶uË�¿Y�¨Ì�Z]� ¶

�m�cZ¬f�»ÊË »�Ã{Z¨f�YÊ �|À¯Ä]�Ä¯  |À]�Ä°^���ÅÉ�£Ì�ZfyZ���ËÄ��Äf§Z�| ]É,�µÂ¸� ZÅÉ��|Àq

ÆmÁÊ�� Ã{Y{� d^�¿»Ê {Â�. Y� �{Ë� ,�Y�§Y� ¹�¿� ¾¶u �³ZÅÉ��mË�� ½ZÌ�{� µZËY�°e� [Âq�Zq�®�,�

d���- À¼�� ,�Z�§Ê�Ä �Âe Ëd�Y� Äf§Z .�YÂ»É��Z�É,�½{�¯Y|m Ë|À]��z]� ZÉ���Y� ¶u� ÄÀ»Y{

¿Z^»ÊOpenFOAM �»Ê |�Z].��]ZÀ]YË¸¯��Â��Ä]�¾Ê, ¶u �³¿�½Á|]�ZÅÌÂ¿|¯�Ä]��ZË�Ê�ÁË�Ã���Â�À»�Ä]

�YÂ»�¶uÉ�»�Ä �Âe�¶]Z«Ê |À�Z]. � e�Z]�,½M��]�ÃÁÔ�ËµÁ�Z»�¦  ZÅ  É�»Â¼�Ê���{�¾ËY�Y�§Y�¹�¿��,�Z]|¯

� e�½Z°»YË�|ÀÆ»�ºÆ§�¶]Z«�½Z]��Ä]�¦¸fz»��]YÂe�¦Ê d�Y�Ã|����Ì» .Y�]É��¹ÂfÀ»Â»�Ä·{Z »�,µZj»

Y�]É��mË~a�º¯Y�e�½ZË��Ä�]Y��c�Â��Ä]��Ë�� Ê»    |�Z]:  

)٢٨-٤(డ(ఘ௎)డ௧ + .ߘ ܷܷߩ − .ߘ µܷߘ =                                             ݌ߘ−

  

� e�ÁË¹�¿��{��{�½M�¦���Z]��^À»��Y�§YOpenFOAM���c�Â��Ä]Ë�c�Â��� Ê»    ³Ì�{�:  
  solve 

( 
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   fvm::ddt(rho, U)        

+fvm::div(phi, U) 

-fvm::laplacian(mu, U) 

== 

-fvc::grad(p) 

); 

Â�¿Z¼Å� Ã|ÅZ�»� Ä¯� � Ê»    �´¸¼�� ¦Ë� e� ,{Â�ZÅÉ��¿� ¦¸fz»Ì¿Z»�� ªf�»� �ÊY{� ,Ë�,�¿Y��Â

�ÔaÓÌ{Y�³� Á�¾Ë½Z,�]Z�»�Äq�½M�ª�Ä¯d�Y� Ã|��Ã{�ÁM�|¯� �{� ,d�Å )¸¼��¹Zn¿YÌ��cZË�ZÊ��Á

� e�ÃÂv¿ËZÅ�´¸¼��¦É�{Ë�¿Y�¨Ì¸Ê���{OpenFOAM�a��{Ìd�Y�Ã|��Ã{�ÁM�o�d�Â( .  

�ºf�Ì���Y�d�Y�¹�Ó�½M��Y�Ã{Z¨f�Y�ÉY�]�Á�d�Ì¿��Z³�Z���Á|ÀËÁ�¶»Z��ºf�Ì��Z]��Y�§Y�¹�¿�¾ËY

¶»Z� ��¯ÂÀÌ·�ÄËZa�ÉZÅ)Linux-based(�{Z¨f�Y{Â¼¿�Ã .��Á|ÀËÁ��Ìv»��Y�½Z»�¼Å�Ã{Z¨f�Y��Â�À»�Ä]

Ê» �Y�§Y�¹�¿��Y�½YÂe ���Ì»�Y��¶»Z��ºf�Ì��¾Ë|Àq��Y�Ã{Z¨f�Y�½Z°»Y�Ä¯�É�Zn»�ÉZÅ Ê»    �Ã�Æ]�,|ÀÀ¯

d�m .��Y�§Y�¹�¿�,½ZÌ»�¾ËY��{VMware®Workstation �[Â^v»�½YÂÀ��Ä] ��Â�À»�Ä]��Y�§Y�¹�¿�¾Ë�e

�¶»Z��ºf�Ì�� Á{� ½Z»�¼Å�ÉY�«�]d�Y� Ã|�� ÄfyZÀ� .Y� �{Ë�Âe� �Y��ÅÁ�a�¾Ë·� �Ì�¯ÂÀ��ÂfÀ]Â¯

)kubuntu(��Äz�¿�Ä¯"OpenFOAM-1.5-dev"���Y�§Y�¹�¿OpenFOAM�a�c�Â��Ä]Ì��]���§��

Á�É�d�Y�Ã|��Ã{Z¨f�Y�,Ã|��\�¿�½M .YË�\¸�»�¾½Y|]�v»�Ä]�{Á�Á��Y��a�Ä¯�d�ZÀ »Ì�Z¯��É�

·Ì¿� ,�¯ÂÀÌ�ZÉ�� Ä»Z¿�]� \�¿� Ä]OpenFOAM�{�Y|¿� {ÂmÁ.�Y�]É�f�{Ì]ZÊ����¿� {�Â»� Äz�¿� Ä]

·Ì»�,�¯ÂÀÊ ¿Z�¿�Ä]�Ä mY�»�Z]�½YÂeÊ  

http://www.sourceforge.net/projects/openfoam-extend/files  
�{�Ä]�d^�¿ËÄz�¿�d§Z YÉ��¬e�ºnu�Z]�½M��YË^Ê ����³ÌZ]�Z´Ë]�,dY��c�Â��ÄË{Â¼¿�¹Y|«Y�½Z´ ]��[ .

Àr¼ÅÌ�¾�,ªÌ¬ve�¾ËY��{��Y�§Y�¹�¿��YVMware�»��]Y���Â�À»�Ä]Ì��Á{�½ZÌ·�¶»Z��ºf�Ì�Á��¯ÂÀ

ÁË|��Ã{Z¨f�Y� �Á|À.  �Êf¿�fÀËY�Ê¿Z�¿��Y� Ã{Z¨f�Y� Z]http://www.vmware.com/products/player�

Ê» Äz�¿�½YÂe �Ê^Ë�¬e�ºnu�Z]� Y��Ä»Z¿�]�¾ËY��Y�ÉY����¿�d§ZË�{�,dËZ]Z´»�{Â¼]��[.��Ä¯��Â�¿Z¼Å

http://www.sourceforge.net/projects/openfoam-extend/files
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��Y{�a��a  

��Y{�a�Ë{|��¶u�ZÉ�Ä·Z�»             

·ÂeÌY���µZ¼�Y�,Ä�|ÀÅ�|Ë��»��É�|À]�Ä°^��ÁÉ  

Ê»�Ä»Z¿�]�¾ËY�®¼¯�Ä]� ,|��Ã�Z�Y ��]�É�Zn»�c�Â��Ä]� Y����¿�{�Â»��¯ÂÀÌ·�¶»Z��ºf�Ì��½YÂe

{Â¼¿�\�¿��Á|ÀËÁ�ÉÁ� .  

۴-۴- ��Y�§Y�¹�¿��{�¶u�|ÀËY�§OpenFOAM 

Y�§Ëa�Ä¸u�»�Ä���{�Ä·Z�»��Å�¶u�|ÀÌ���Y{�a��)pre-processing(Y�mY�, )run(������Y{�/a��/a�Á

)post-processing(��c�Â�Ê» ³Ì{�. s�� ¹Z³�Ã�YÁ ÉZÅ�¸¯Ê�¸ve·Z�»�®Ë�¶Ì��{�Ä �¶°��-���Ã{�ÁM

d�Y�Ã|� .�ÄfyY{�a�¶uY�»�¾ËY��Y�®Ë�Å�tÌ�Âe�Ä]�,�Z�fyY�Ä]�Ä»Y{Y��{ Ê»    {Â�.  
 

 

 

 

 

  
 

 

¶°� � -� ¹Z³ ÅÉZ�¸�YÊ�^���{Ì�Z��ÄÉ�{|�É�Ä·Z�»  

۴-۴-۲- ���Y{�a��Ìa(pre-processing)   

YË¸¼��Ä]�¶u��Y�Ä¸u�»�¾ÌeZ»|¬»�cZÊ�aÌ{�Y{�d·Ó{�¶u��Y�� .� eËeZ^�Zv»�Ä°^��¦ÊY���,Ë��

��»É�·ÁY�ÁÌ§��YÂy�,ÄÌ�Ë°Ê�¤f»�ÁÌÌZÅ�É�eZ^�Zv»,Ê�Y��{Ë�¹Zn¿Y�¶u��Y�Ä¸u�»�¾ Ê»    {Â� .��Â��Ä]

Ä�ÔyË, ·Z�»� Ä¿Â¼¿� ®eZÊ�� �Y�§Y� ¹�¿� �{OpenFOAM�¹Z¿� Ä]� Ä�Âa� Ä�� ¶»Z�  ZÅ  É �0��,

�constant���Á�system�   Ê»    |�Z] .�Ä�Âa��{�0��{Z¬»Ë·ÁY��Ì»�ÄÌ½Y|  ZÅ  É�¤f»ÌÌÀr¼Å�Á�¶u��Ì�¾
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{Z¬»Ë��»� �É�Y�]É��ÅË��»�cZv¨�� �Y�®É�� Ã{�ÁM Ê»    {Â� .� Ä�Âa� �{�constant���ÀeÌeZ¼Ê���{

§��YÂy��Â�yÌ�Ë°Ê��ÌZv»�Á�µÌ��)Y�]É�Ä]}Zm�[Zf��µZj»(��¹Zn¿Y Ê»    {Â� .�d�Y��¯}�Ä]�¹�Ó

� e�Ä¯Ë��»�cZv¨��Á�Ä°^��,Ä·Z�»�Ä�|ÀÅ�¦É� e�ÁÌÌ��»������Â¿�¾É����{ËÄ�Âa� ÉY��¹Z¿�Ä] 

�polyMesh��Y��{�Ä¯Ë�¹Zn¿Y�{�Y{��Y�«�Ä�Âa�¾ Ê»    ³Ì{� .�Ä�Âa��{�system� �¿�{�Â»�cZ�Ô�YÌ��Z

¶u �³�ËÀ Ê���¹Z³¿Z»Ê�ZÆ¿�½Z»��Á��Á���½Z»��,¶uÊË��Á�ÃZ´f�{�¶u��Á��[Zzf¿Y� ,�¿Y�¸e�,¶u

Àr¼ÅÌ e�¾Äf��³�ÃÂv¿�¾ÌÌ �Z�É��ÅË¶¼���Y�® �³  ZÅ  É�{Ë�¿Y�¨Ì¸Ê��µZ¼�Y Ê»    {{�³ .  
 

۴-۴-۳- ���Y{�a)solving( 

½Y|Ì»� ÉY�]� ¶u� Ê¿Z»�� ¹Z³� �Å� �{� �Y�°e� cZ^�Zv»� ,Ä¸u�»� ¾ËY� �{  ZÅ  � ¹Zn¿Y� �ÌÌ¤f»� É Ê»    {Â�. 

¶u �³  ZÅ  ½ZË�m�ÉY�]�ÊeÁZ¨f»�É  ZÅ  �Ìa�c�Â��Ä]�¦¸fz»�É �{ÂmÁ��Y�§Y�¹�¿��{�{�Y|¿Zf�Y�Á���§

ÄÀÌ»�� �{� Ä �Âe� dÌ¸]Z«� �Y� Ä¯� {�Y{  ZÅ  � �Y{�Ây�]� ¦¸fz»� É Ê»    |À�Z] .� �Y� ªÌ¬ve� ¾ËY� �{¶u �³ 

viscoelasticFluidFoam�µ|»��Â�À»�Ä] |À¸Ì��µÂu�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ��½ZË�m�É�Z��Ã{Z¨f�Y��

d�Y�Ã|� .  
 

۴-۴-۴- Y{�a��a�� )post-processing( 

�������c�Â/��Ä/]�cZ/�Ô�Y��ËZ/¼¿�ÊËZ/¿YÂe�Ä/¯�ÊËZÅ�Y�§Y�¹�¿�Ä]�¶u��Y�¶�Zu�cZ�Ô�Y�,Ä¸u�»�¾ËY��{

Ê»�Y�Y{�Y��Ê°Ì§Y�³ Ê»�Ã{Y{�µZ¬f¿Y�,|À�Z] {Â� .��Y�§Y�¹�¿��{��Z¯�¾ËYOpenFOAM��¶]Z«�ªË���Á{��Y

Ê»�¹Zn¿Y |�Z] .e�¹Â��»�Ä¯��Á��®Ë�����Y�¶/�Zu�cZ/�Ô�Y��ËZ/¼¿�ÉY�]��Á��¾Ë�e{�]�Z¯�a�Á�¾Ë�

�[Â�v»��Ì¿�¶u Ê»    ��Y�§Y�¹�¿��Y�Ã{Z¨f�Y�,{Â�paraview��Äf§�³��Z¯�Ä]��¯ÂÀÌ·�Äz�¿��{�Ä¯�d�Y

�\�¿���§��Ìa�c�Â��Ä]��ÅÁ�a�¾ËY��{�Ã|� Ê»    |�Z].�����Ê»Z/¼e�Ê¿YÂ/yY�§�d/Ì¸]Z«��Y�§Y�¹�¿�¾ËY

Ã{Y{ �§Y�¹�¿��{�¶u��Y�¶�Zu�ÉZÅ��YOpenFOAM�{�Y{�Y� .���Y�/]Y��Y�Ã{Z¨f�Y�,�´Ë{��Á��sample� 
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 Ê»    �½M��Y�Ã{Z¨f�Y�Z]�Ä¯�|�Z] Ê»    �{Â/¼¿�¶¬fÀ»��´Ë{�ÉZÅ�Y�§Y�¹�¿�Ä]�Y��¶u��Y�¶�Zu�cZ�Ô�Y�½YÂe .

��lËZ/f¿�Ê°Ì§Y�³��ËZ¼¿�ÉY�]�,�ZÌ¿��Â¿�Ä]�Äf�]��Á��Á{��Å��Y�,�ÅÁ�a�¾ËY��{�Ä¯�d�Y��¯}�½ZËZ�

|��Ã{Z¨f�Y�¶ud�Y�Ã .  

۴-۵- �Ê§� »¶u �³��ÅÁ�a�¾ËY��{�Ã{Z¨f�Y�{�Â»  

��������µ|/»��Â/�À»�Ä/]�ª/Ì¬ve�¾/ËY��{�,|/��Ã�Z/�Y�¶/^«�d¼�«��{�Ä¯��Â�¿Z¼Å ����µZÌ/��½Z/Ë�m�É�Z/�

��Y�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ¶u �³ viscoelasticFluidFoam�d�Y�Ã|��Ã{Z¨f�Y .¶u �³����®/Ë�¶»Z/���Â¯~»

Ê¸�Y�¶ËZ§١��¹Z¿�Ä]viscoelasticFluidFoam.C��§�¶ËZ§�®Ë�ÁÊ�٢��¹Z¿�Ä]createField.H  Ê»    �|�Z]

�Ã|¿YÂyY�§�Ê¸�Y�|¯��{�Ä¯ �Ê/»    �{Â/� .���½Y|/Ì»�,¶/ËZ§�¾/ËY��{  ������µZÌ/��Ê°Ë�Â/·ÂW��µ|/»�Á�¶/u�ÉZ/Å

Ê»�Ã|¿YÂy�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ {Â� .��ZfyZ�¶u �³���{��Â¯~» �¶°��-�d�Y�Ã|��Ã{�ÁM . 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

¶°� � -� Z���Zfy¶u �³ viscoelasticFluidFoam 

                                                             
1 Main source file  
2  Header file  

viscoelasticFluidFoam 
 

viscoelasticFluidFoam.C 

createField.H 

 Make (compilation directory) 

files (Compilation file) 

options (Compilation file) 
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¶u �³ viscoelasticFluidFoam�� ¹Y�M� ½ZË�m� ¶u� �Â�À»� Ä])Laminar(��µZÌ�� ®Ë� ZËZaZ¿

¹�¿��{�Á�{�Y{�{�]�Z¯�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ d�Y�Äf§�³��Y�«��Ë����{M��{��Y�§Y.  
$FOAM_APP/solvers/viscoelastic/viscoelasticFluidFoam 

  

¯~»�Ä·Z�»��{�º¯Zu�cÓ{Z »½Â¿Z«��Y�|Àe�Z^���Â�Ã�Y|¿Y�Ä�]Y��,Ê´f�ÂÌa �d¯�u)ºfÀ»Â»�ZË(��Á

É�ZfyZ��Ä·{Z » .a�½Â¿Z«Ì´f�ÂÊ�Y�]É��mË�º¯Y�e�½Z�Y�d�Y�c�Z^��ZËZaZ¿��Ë~aZ¿:  

ܷ.ߘ)٢٩-٤( = 0                                                                                           

�½M� �{�Ä¯ܷ  �d����¥� » Ê»    |�Z] .� eËa�Ä·{Z »�¦Ì´f�ÂÊ��{�¹�¿ ��Y�§YOpenFOAM��Ä]

Ê»��Ë��c�Â� |�Z].  
fvc::div(phi) 

  

YËZ§��{�|¯�¾Ë¶ "continuityErrs.H "Ê»�Ã|¿YÂyY�§�Ê¸�Y�|¯��{�¶ËZ§�¾ËY�Á�{�Y{��Y�« {Â� .

d�Y�Ã|��Ã{�ÁM��Ë���{�¶ËZ§�¾ËY�Ä]�Ê]ZÌf�{���{M.  
$FOAM_SRC/finiteVolume/cfdTools/incompressible 

  

�Ä·{Z »�¦Ë� ed¯�u�Ã�Y|¿Y��Ä�]Y��c�Â��Ä]�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ��½ZË�m�ÉY�] Ê»    �|�Z]  :  

)٣٠-٤(ப(ఘ௎)ப୲ + ∇. ሺñUUሻ = −∇p + ∇. ôୱ + ∇. ô୮                            

�,|��½ZÌ]�¶^«�¶�§��{�Ä¯��Â�¿Z¼Åߩ �,µZÌ��Ê·Z´q  ݑ�,d�����Y{�]p ��,�Z�§�¥� »߬௦��ºÆ�

e� Á� ÊÀeÂÌ¿� µÔu��À ߬௣Ê»� É�¼Ì¸a� Ã{Z»� �Y� Ê�Z¿� �Àe |�Z] .Ã�Y|¿Y� Ä·{Z »� ¦Ë� e ��{� d¯�u

¹�¿ ��Y�§YOpenFOAM�Ê»��Ë��c�Â��Ä] |�Z] .  
Tmp<fvVectorMatrix> Ueqn 

(                                  
    fvm::ddt(U( 
   + fvm::div(phi, U( 
- Visco.divTau(U) 

);  
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Ueqn().relax(); 
 
    solve(UEqn == -fvc::grad(p)); 

 
�¶ËZ§��{�|¯�¾ËY"viscoelasticFluidFoam.C"�Ê» �d�Y�Äf§�³��Y�«��Ë����{M��{�Á�|�Z] )

�¦Ë� e�ÃÂv¿¸¼�Ì��cZË�ZÊ ¶¼��¾ÌÀr¼Å�Á �³ZÅÉ ��{�\Ìe�e�Ä]�Ê¸Ì�¿Y�¨Ë{ �d�ÂÌa�o�Ã{�ÁM

d�Y�Ã|�(.  
$FOAM_APP/solvers/viscoelastic/viscoelasticFluidFoam 
 

�Ä·{Z »É�ZfyZ���Ã|��Äf§�³���¿��{�{�YËÄ·Z�»�¾ Ê»��°Ë�³�Ê°Ë�Â·ÂW��µ|» |�Z]. �¹�Ó�Y|f]Y

{{�³�kY�zf�Y�½M�½Á�{��Y�É{Z»�ªf�»�Ze�d�Y.  

)٣١-٤(ô݌ + ô୮(ଵ)݇ߣ + ák ëkçpk ൫ôp(1). ôp(1)൯ = 2çpD                                           

)٣٢-٤(ô୮(ଵ) = (2çpD− ô݌ − ák ஛çp ൫ôp. ôp൯)/ߣ                                              

                        

Ê»�½ZÌ]��Ë��c�Â��Ä]�É�¼Ì¸a��Àe��Â�¿Ze�ÉY�]�Êf§�¼Å�©Â§�ªf�»  {Â� . 

)٣٣-٤(߬௣(ଵ) = ஽஽௧ ߬௣ − ்ݑߘൣ . ߬௣൧− [߬௣.ݑߘ]                                                     
  

�½M��{�Ä¯(ܦ Τ(ݐܦ ߬௣���Ë��c�Â��Ä]�½M�Ä�]Y��Á�d�Y�É�¼Ì¸a��Àe�ÉY�]�É{Z»�ªf�» Ê»    |�Z].  

)٣٤-٤(
஽஽௧ ߬௣ = డడ௧ ߬௣ + ௣߬ߘ.ݑ

                                                                   
ËZm�Z]��]YÁ��É�Y�´ )�-��(�Á )�-��(��Ä·{Z »��{ )�-��(�|��|ÅYÂy�ÄnÌf¿��Ë��Ä�]Y� .  

ݐ߲߲)٣٥-٤( ݌߬ ݌߬ߘ.ܷ+ − ቂܷ߬ߘ.݌+ ൫ܷ߬ߘ.݌൯ܶቃ = ôp∇ = 2çpD−ô݌−ák ಓçp൫ôp.ôp൯݇ߣ 

ݐ߲߲)٣٦-٤( ݌߬ ݌߬∇.ܷ+ = 2çpD−ô݌−ák ಓçp൫ôp.ôp൯஛ + ቂܷ߬ߘ.݌+ ൫ܷ߬ߘ.݌൯ܶቃ            
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�Ä�]Y��¦Ë� e��Â�À»�Ä] )�-��(���{OpenFOAM��Ä]�Ä¯�d�Y�Ã|��Ã{Z¨f�Y�ÊeZÌ��§��Y��Ë���Y�«

 Ê»    |�Z].  

 � eË{Y�³��Â�¿Ze�¦Ëd����½Z �c�Z^��Z]L  
volTensorField L = fvc::grad(U()); 

 

 �c�Z^��Z]�d����½ZË{Y�³��{��Àe�[��¸�ZuC  
volTensorField C = tau_ & L; 

 
 ¤e�w�¿��Â�¿Ze��]Y�]�Á{ÌÌ¶°�����c�Z^��Z] twoD    

volSymmTensorField twoD = twoSymm(L); 
  

mÂe� Z]Ã{Z�� Ä]� Ä É�Z�  ZÅ  ��{� �Ë�� c�Â�� Ä]��°Ë�³� É�ZfyZ�� Ä·{Z »� ,ÓZ]� �{� Ã|�� ½ZÌ]� É

¹�¿ �Y�§Y OpenFOAM �{Â��½ZÌ]. 

// Stress transport equation 
    tmp<fvSymmTensorMatrix> tauEqn  
    ( 
        fvm::ddt(tau_( 
        + fvm::div(phi(), tau_( 

        == 
        etaP_ / lambda_ * twoD  
        + twoSymm( C ( 
        - (alpha_ / etaP_) * ( tau_ & tau_( 
        - fvm::Sp(1/lambda_, tau_ ( 

    ); 
tauEqn().relax(); 
solve(tauEqn); 

 
�¶ËZ§��{�|¯�¾ËYGiesekus.C  Ê»    ��{�Ä¯�{�Y{��Y�«��Y�§Y�¹�¿��{��Ë����{M��{�¶ËZ§�¾ËY�Á�|�Z]

�|¯�Ã|¿YÂyY�§�Ê¸�Y Ê»    {Â� .  
$FOAM_SRC/transportModels/viscoelastic/viscoelasticLaws/Giesekus 
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۴-۶- �ÅÁ�a�¾ËY��{�ÊeZ ·Z�»�Ä¿Â¼¿��ZfyZ�  

� Ä¿Â¼¿eZ ·Z�»Ê١ µ|»� Ä]� ½M� ÄËZa� �]� Ä¯� Ä·Z�»� ¾ËY� �{� Ã|�� Äf§�³� �Z°] �µZÌ�� ½ZË�m� É�Z�

� Ä¿Â¼¿� ,d�Y� Ã|�� ÄfyY{�a� ®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ"Giesekus" Ê» |�Z] .¹�¿� �{� Ä¿Â¼¿� ¾ËY ��Y�§Y

OpenFOAM�d�Y�Äf§�³��Y�«��Ë����{M��{.  
$FOAM_TUTORIALS/viscoelasticFluidFoam/Giesekus 

Ä�Âa�¶yY{��{ "Giesekus" ��Ä�Ë¹Z¿�Ä]�Ä�Âa� ÉZÅ "0 ","constant"��Á"system" �{�Y{�{ÂmÁ

��Y�| ]�Ä¯µ|»�¹Zn¿Y ºÌ�Àe�ª]Z�»�,É�Z� �Ä·Z�»�ÉY�]�Ä¯�ÊËZÅÊ»�Äf§�³���¿��{ ,{Â� �ËÄ�Âa� ÊËZÅ 

¹Z¿� Z] {ZnËY�¶u�Ê¿Z»��ÉZÅ�|ÅYÂy�|�.�� �Y� ¹Y|¯� �Å�ËÄ�Âa� ÊËZÅ�� {Y|�Y� Z]� Ä¯¹Z¿ É�Y~³�Ã|� |¿Y 

½ZËZ¼¿ �³�{Z¬»Ë����Y�¶�Zu�ÉZÅ�f»Y�Za�¶u�É{|��½Z»��½M��{Ê» |�Z] .�{ Êfy�{��Y{Â¼¿  ¶°� �-

�Ä�Âa "Giesekus" d�Y� Ã|�� Ã{�ÁM. ¶u �³ "viscoelasticFluidFoam" Z§Ë¶ ÉZÅ���{� {ÂmÂ»

� Ä�Âa"Giesekus"�� Y�Ã|¿YÂy�� Á� Y�� ¶u�ª]Z�»ºÌ�Àe ÊËZÅ�� ½M� �{� Ä¯� ,d�Y� Äf§�³�c�Â��Y�mY

Ê» |À¯. ��{�Ä]��Z�fyY�Ä]�,Ä»Y{Y���]Ê��ÅËY��Y�®ËÄ�Âa�¾ ZÅ�Z§�ÁË¶ ÉZÅ���{�{ÂmÂ»½M �ÄfyY{�a�ZÅ

 Ê»    {Â� .  
 

۴-۶-۱- �Ä�Âa"0"�ˬ�Ä·Z�»�É��»�Á�ÄÌ·ÁY��ËY���µZ¼�Y  

����Ê/»�É��/»�cZv¨/��Ê»Z/¼e�ÉY�]�É��»��ËY���¾ÌÌ e�Ä]��ZÌ¿�Ä·Z�»�¶u�ÉY�] �|/�Z] .��¾Ì/Ì e

�º�«�Á{�Ä]�ZÅ��»��Y�®Ë�Å�ÉY�]�É��»��ËY�� Ê»    |�Z] .��Ä/¸°Ë�{��Â¿��Y�É��»������Y�Ã{Z¨f�Y�Ê°Ë

½Y|Ì»�ÉY�]�É�Ë{Z¬»�,{�Â»�¾ËY��{�Ä¯�d�Y ��]�Äf�]YÁ�ÉZÅ�¾ÌÌ e���»�ÉÁ� Ê»    �{{�/³ .����Â/¿�É�/´Ë{

�����¾»ÂÌ¿�É��» Ê»    Ê»�¦Ì�Âe���»��]�{Â¼��,ZÅ�Ì¤f»�½ZË{Y�³�Ä¯�|�Z] {Â� )§� »Ê�Y����YÂ¿YË��

��»É���Y�§Y�¹�¿��{OpenFOAM�a��{Ìk�d�Â d�Y�Ã|��Ã{�ÁM( .���Ê/fy�{��Y{Â/¼¿��{�Ä¯��Â�¿Z¼Å
                                                             

1 Case study 
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 �¶°��-��Y�,d�Y|Ìa��Y�§Y�¹�¿��{�É��»��ËY���µZ¼OpenFOAM��Ä�Âa��{"0"��¹Zn¿Y Ê»    �{Â/�. 

�¶»Z��Ä�Âa�¾ËY���������¾Ì/Ì e�Z/Å��»��Y�®/Ë�Å��{�É��/»�Á�Ä/Ì·ÁY��Ë{Z/¬»�,¶ËZ§��Å��{�Ä¯�d�Y�¶ËZ§

 Ê»    {Â� .¶ËZ§�¾ËY  ZÅ  ���Y�|Àe�Z^� :p��,�Z�§U��,d���tau��,�Àetaufirst�µÁY�{Â»��{��Àe. 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

¶°� � -� �ZfyZ���Ä�ÂaGiesekus ¶ËZ§�Á Ä�Âa��Y�®Ë�Å��{�{ÂmÂ»�ÉZÅ ZÅ  

  

Y��Ë·ÁY��ÌÄ�É��»�Á  

Ä¿Â¼¿ eZ ·Z�»Ê 
 

 0 

�Á�Ä°^��¦Ë� e{Z¬»Ëd]Zi��  constant  

Z§Ë§� »��Á�Ä°^��¶Ê  
��»�cZv¨�É  

 polyMesh 

viscoelasticProperties ���YÂyÌÁ�µZËf�ÓYÂ°�Ì®  
 

 

p 

U 

tau 

taufirst 

controlDict 

fvScheme 

fvSolution 

system �ÀeÌº ZÅÉ�¶u  

�Z�§�É��»��ËY���ºÌ�Àe 
d����É��»��ËY���ºÌ�Àe 

�Àe�É��»��ËY���ºÌ�Àe 

��{��Àe�É��»��ËY���ºÌ�ÀeµÁY�{Â»  

¶u�|¿Á��ºÌ�Àe 

�É�Z��Äf��³�ºÌ�Àe
�ÂeY�aY  ZÅ  Ê¸Ì�¿Y�¨Ë{�É  

�ÃZ´f�{�¶u�ÃÂv¿�ºÌ�Àe
Ê�y�cÓ{Z » 
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 �ƪƿŚƟpŹŚƄƟ�ƽŻźƯ�ƹ�ƶǀƫƹř�Ǝƿřźƃ�ƮǀƔƴţ��  
�¶ËZ§��{p��¾ÌÌ e�ZÅ��»��Y�®Ë�Å�ÉY�]��Z�§�É��»�Á�ÄÌ·ÁY��Ë{Z¬» Ê»    {Â� .�����,Ä·Z�»�¾ËY��{

§�ÄÌ·ÁYd�Y�Ã|��¾ÌÌ e��¨�¼eY��Z�§��]Y�]��Z� .����/�¿��{��¨/���Z�§�½ZË{Y�³�,�|À¸Ì��t���ÉÁ���]

d�Y�Ã|��Äf§�³ .�d/�Y�Ã|��Ã{Z¨f�Y�½�Z¬e�ZË���¤·������Y�ÊÀÌËZa�Á�ÊËÓZ]�É��»�cZv¨��ÉY�] .

�É��»������Y��Z¯�¾ËY�ÉY�]"symmetryPlane"���{OpenFOAM�d�Y�Ã|��Ã{Z¨f�Y .��[Z/zf¿Y�Z]

��Y��Â¿�¾ËY½Y|Ì»�Ê»Z¼e�t����]�{Â¼��½ZË{Y�³�,É��»����  ZÅ  ��Â�À»��¨���]Y�]��Ì¤f»�É Ê»    �{Â/� .

�Y~· Ê»    �����/]�Y��ÊÀÌËZ/a�Á�ÊËÓZ/]�ÉZÅ��»�cY�iY�½Z°»Y�|u�Ze�É��»������Y��Â¿�¾ËY��Y�Ã{Z¨f�Y�Z]�½YÂe

{Â¼¿�º¯�½ZË�m .�Z�§�ÊmÁ�y��»��{�Á��¨���]Y�]�É{Á�Á���»��{��Z�§�½ZË{Y�³�¾ÌÀr¼Å���Z�§��]Y�]

��¨�¼eY Ê»    |�Z] .ºÌ�Àe�Ä]��Â]�»�|¯��Ë���{ d�Y�Ã|��Ã{�ÁM��Z�§�ÉZÅ .  

dimensions      [0 2 -2 0 0 0 0]; 
 
internalField   uniform 0; 
 
boundaryField 
{ 
    CYLINDER 
    { 
        type            zeroGradient; 
    } 
    DOWN 
    { 
        type            symmetryPlane; 
    } 
    OUTLET 
    { 
        type            fixedValue; 
        value           uniform 0; 
    } 
    UP 
    { 
        type            symmetryPlane; 
    } 
     
    INLET 
    {  
      type            zeroGradient;    
    } 
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 �ƪƿŚƟUŢƗźſ�ƽŻźƯ�ƹ�ƶǀƫƹř�Ǝƿřźƃ�ƮǀƔƴţ�� 

�¶ËZ§��{U��¾ÌÌ e� ZÅ��»��Y�®Ë�Å�ÉY�]�d����É��»�Á�ÄÌ·ÁY��Ë{Z¬» Ê»    {Â� .�Ä·Z�»�ÄÌ·ÁY��ËY��

�½Â°��µZu��{�µZÌ��Ä¯�d�Y�¾ËY��]���§�Ä¯�ÉÂv¿�Ä]� ,d�Y�Ã|��Äf§�³���¿��{�½�Z¬f»�Ô»Z¯

�w��Ê Ì^��c�Â��Ä]�½ZË�m��{�½Z�Â¿�Á�d�Y Ê»    |Å{ .ZÀ]��¨���]Y�]�ÄÌ·ÁY�d����¾ËY�] Ê»    |�Z] .]��

Ê»�º¯Zu���¤·�¹|�������|À¸Ì��ÉÁ�  |�Z] .�½�Z¬e������Y�ÊÀËZa�Á�ÊËÓZ]�É��»�cZv¨��ÉY�]

{Â¼¿�µ|»�Y��{Á|v»Z¿�ÉZÅ��»�Z]�½ZË�m�½YÂf]�Ä¯�ÉÂv¿�Ä]�d�Y�Ã|��Ã{Z¨f�Y .��Y�É{Á�Á���»��{

�Äf§�³���¿��{�Êf]Zi�Á�dyYÂÀ°Ë�d����É��»���� Ê»    {Â� .�d����½ZË{Y�³��Ì¿�ÊmÁ�y���»��{

d�Y�Ã|��Äf§�³���¿��{��¨���]Y�] .ºÌ�Àe�Ä]��Â]�»�|¯��Ë���{ d�Y�Ã|��Ã{�ÁM�d����ÉZÅ.  
dimensions      [0 1 -1 0 0 0 0]; 
 
internalField   uniform (0 0 0); 
 
boundaryField 
{ 
    CYLINDER 
    { 
        type            fixedValue; 
 value           uniform (0 0 0); 
    } 
   DOWN 
    { 
        type            symmetryPlane; 
    } 
    OUTLET 
    { 
        type            zeroGradient; 
    } 
    UP 
    { 
        type            symmetryPlane; 
    } 
     
    INLET 
    {  
      type            fixedValue; 
      value           uniform (0.017 0 0); 
         
    } 

 �ƪƿŚƟtau��ƹtaufirstƂƴţ�ƽŻźƯ�ƹ�ƶǀƫƹř�Ǝƿřźƃ�ƮǀƔƴţ��  
�������Z/Å��»��Y�®/Ë�Å�ÉY�/]��À/e�µÁY�{Â/»�¾Ì/Àr¼Å�Á��Àe�É��»�Á�ÄÌ·ÁY��Ë{Z¬»�,�Â¯~»�¶ËZ§�Á{��{
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Ê»�¾ÌÌ e {{�³ .�Ã|ÅZ�»��Ë���{�Ã|��ÄËY�Y�|¯��{�Ä¯��Â�¿Z¼Å Ê»    �ÄÌ·ÁY��Àe�½Y|Ì»�{Â����¨/���]Y�]

d�Y�Ã|��Äf§�³���¿��{ .�d/�Y��¨���|À¸Ì��ÉÁ���]��Àe�½ZË{Y�³�¾ÌÀr¼Å .��½Y|/Ì»�|/À¿Z¼Å ��ÉZ/Å

���d/�Y�Ã|/��Ã{Z¨f/�Y�½�Z¬e������Y�ÊÀÌËZa�Á�ÊËÓZ]�ÉZÅ��»�ÉY�]�,�Z�§�Á�d��� .��,É{Á�Á���/»��{

Ã|���Â�À»��¨���]Y�]��Àe�½ZË{Y�³�,ÊmÁ�y���»��{�Á�Ã|Ë{�³��Zv·��¨���]Y�]��Àe��Â�¿Ze�d�Y .

d�Y�Ã|��ÄWY�Y��Ë���{��Àe�É��»�����µZ¼�Y�Ä]��Â]�»�|¯ .��¯}�Ä]�¹�Ó Ê»    �����|/¯�Z/ÆÀe�Ä/¯�|/�Z]

��Àetau��|¯�½{�ÁM��Y�Á�d�Y�Ã|��Ã{�ÁM��Ë���{taufirst�������Ã|/��É�Y{{Â/y�½{Â/]�Ä]Z/�»�¶/Ì·{�Ä]

d�Y .  
  

internalField   uniform (0 0 0 0 0 0); 
 
boundaryField 
{ 
    CYLINDER 
    { 
        type            zeroGradient; 
    } 
    DOWN 
    { 
        type            symmetryPlane; 
    } 
    OUTLET 
    { 
        type            zeroGradient; 
    } 
    UP 
    { 
        type            symmetryPlane; 
    } 
     
    INLET 
    {  
      type            fixedValue; 
      value           uniform (0 0 0 0 0 0); 
           
   } 
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۴-۶-۲- �Ä�Âa"constant"�ˬ�Á�Ä°^��¦Ë� e{Z¬»Ëd]Zi���Ä·Z�»  

YËfy�{� �Y{Â¼¿� �{� Ä¯� �Â�¿Z¼Å� Ä�Âa� ¾Ê  � ¶°��-�� �Ì¿� Ã|ÅZ�» Ê»    {Â�,��Y�Ë�¹Z¿� Ä]� Ä�Âa�®

"polyMesh"�Á�ËZ§� ®Ë� ¹Z¿� Ä]� ¶"viscoelasticProperties"�°�eÌd�Y� Ã|�� ¶.��¶ËZ§� �{

"viscoelasticProperties"��®Ì»ZÀË{� ÄfË�Â°�ËÁ�¶»Z��®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ��Ê°Ë�Â·ÂW���YÂy

�µ|»�­�ve�\Ë���¾ÌÀr¼Å�Á��Àe� �Y�Ê³{Â�M�½Z»�� ,Ê·Z´q� ,É�¼Ì¸a�Ê¿{Á�§Y�Á�ÊÀeÂÌ¿�µÔu

Ê»�¾ÌÌ e��°Ë�³ {Â� .Z¬»�¾ËY� Z]�\Ìe�e�Ä]��Ë��|¯��{��Ë{etaS�� ,etaP� ,lamda��Áalpha��½Z�¿

d�Y�Ã|��Ã{Y{.  

rheology 
{ 
 
        type multiMode; 
 
        models 
        ( 
            first 
            { 
            type Giesekus; 
            rho              rho [1 -3 0 0 0 0 0] 803.87097; 
            etaS             etaS [1 -1 -1 0 0 0 0] 0.002; 
            etaP             etaP [1 -1 -1 0 0 0 0] 0.00487; 
            lambda           lambda [0 0 1 0 0 0 0] 235.3; 
            alpha            alpha [0 0 0 0 0 0 0] 0.5; 
            } 
 
        ); 
 
} 
 

� Ã|ÅZ�»�Ä¯��Â�¿Z¼Å Ê»    ��Y|¬»� ,Ã|��Äf§�³���¿� �{�ÄËZa�ÊeZ ·Z�»�Ä¿Â¼¿�®Ë�½YÂÀ��Ä]� ,{Â�

� �]Y�]�Ê·Z´q݇݃ mଷΤ �������\Ìe�e� Ä]�É�¼Ì¸a�Ê¿{Á�§Y� Á�ÊÀeÂÌ¿�µÔu�®Ì»ZÀË{� ÄfË�Â°�ËÁ� ,

�]Y�] ����� �Á������� ݇݃ msΤ�,�Àe��Y�Ê³{Â�M�½Z»��,����� ÄÌ¿Zi ve�\Ë���Á��]Y�]�­���� 

 Ê»    |�Z] .�¶ËZ§��{��Ë{Z¬»�¾ËYcreateFields.H��Ã|¿YÂyY�§�|¯��{�¶ËZ§�¾ËY�,½M��Y��a�Á�Ã|��{�YÁ

 Ê»    {Â�. �Ä�Âa��{"polyMesh" ���»������Â¿�Á�Ã|��{�YÁ�Ä°^��cZ�Ô�YÉ�Y�]É��ÅË�ZÅ��»��Y�®

 eÌÌ»�¾Ê {{�³ .Y� �{�Ä¯�d�Y� �¯}�Ä]� ¹�ÓË� �Y�§Y� ¹�¿� �Y��ÅÁ�a�¾"Gambit" Y�]É�YË�Ä°^��{Zn
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��µÂuÌd�Y�Ã|��Ã{Z¨f�Y��|À¸ . eÌÌ��»������Â¿�¾É�Àr¼Å�ÁÌ¹Z¿�¾ �Y~³É���»�cZv¨�É���{

Z§Ë�¶" boundary", ¿YÂyY�§��Y�| ]�Ä¯Ê��Ä°^�Ê»�{ZnËY�Ä�Âa�¾ËY��{ ,{{�³��¹Zn¿Y Ê»    {Â� .�¾ËY�|¯

d�Y�Ã|��Ã{�ÁM��Ë���{�¶ËZ§ .  
( 
    CYLINDER 
    { 
        type            wall; 
        nFaces          196; 
        startFace       52269; 
    } 
    DOWN 
    { 
        type            symmetryPlane; 
        nFaces          195; 
        startFace       52465; 
    } 
    UP 
    { 
        type            symmetryPlane; 
        nFaces          195; 
        startFace       52660; 
    } 
    OUTLET 
    { 
        type            patch; 
        nFaces          124; 
        startFace       52855; 
    } 
    INLET 
    { 
        type            patch; 
        nFaces          96; 
        startFace       52979; 
    } 
    frontAndBackPlanes 
    { 
        type            empty; 
        nFaces          52672; 
        startFace       53075; 
    } 
) 

��Â¿��Y�É��»������|À¸Ì��t���ÉY�]wall�d�Y�Ã|��Ã{Z¨f�Y .�É��»������Y��Â¿�¾ËY�[Zzf¿Y

��{OpenFOAM�Ê¼¿�k�Zy�½M��Y�ZË�Á�{�YÁ�Ê¿ZË�m�pÌÅ�t���½M��Y�Ä¯�d�ZÀ »�½Y|] {Â� .�ÉY�]

� �Â¿� �Y�É��»����� ,ÊÀÌËZa� Á�ÊËÓZ]�É��»�cZv¨�symmetryPlane���Â¿� Á�d�Y� Ã|��[Zzf¿Y
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� ,½ZË�m�ÊmÁ�y�Á�É{Á�Á�É��»�cZv¨��ÉY�]�É��»����patch  Ê»    |�Z] .��Y��Â¿�¾ËY�[Zzf¿Y� Z]

YÁ��{�,É��»�����ÉY�]�É��»�cZv¨��½YÂÀ��Ä]�cZv¨��¾ËY��«OpenFOAM��ÄfyZÀ� Ê»    |¿Â�    .  

۴-۶-۳- �Ä�ÂasystemºÌ�Àe�,  ZÅ  ¶u�É  

YË�¾Ä�Âa�Z§�Ä��¶»Z�Ë¹Z¿�Ä]�¶ ÉZÅ"controlDict" ,"fvSchemes"��Á"fvSolution"�Ê» �Ä¯�|�Z]

Y�]É ºÌ�Àe ÉZÅ�Y�§Ë�Äf§�³��Z¯�Ä]�¶u�|ÀÊ» |¿Â�. ��{½ZÌ]�Ä]�,Ä»Y{Y��ÅËY�®Z§��Ë¶ ÉZÅ�»��{�{ÂmÂ

�ÄfyY{�a�Ä�Âa�¾ËY Ê»    {Â�.  

 �ƪƿŚƟcontrolDictƪů�ŶƳƹŹ�ƮǀƔƴţ�� 

 

Y��{ËZ§�¾Ë�¶ºÌ�Àe ÉZÅ ��ZÌ¿�{�Â»�Y�]É��¹Zn¿Y���¿�{�Â»�Ä¿Â¼¿�¶uÊ» ³Ì{�. Y�]É���Á���½Z»��,µZj»

Za�ÁË¿Z»��Ä¸�Z§�,½ZÊ�Y�]É�mÁ�yÊ Á�¶u �¹Z³Ê¿Z»� �ºÌ�Àe�¶ËZ§�¾ËY��{ Ê»    {Â�.�Ë���{��Y�Êf¼�«��

d�Y�Ã|��Ã{�ÁM�¶ËZ§�¾ËY��{�{ÂmÂ»�|¯ .� ,|¯�¾ËY��{��y�¾Ì·ÁY�¹Z¿ ¶u �³�Ã{Z¨f�Y�{�Â»�½Z�¿� Y�

Ê» |Å{ .c�Z^� ZÅÊË��{�Ä¯��ZÆq �y�| ]É��Ã|��Ã{�ÁM�|¯�\Ìe�e�Ä]�,d�Y�½Z»��Ã|ÀÀ¯��z�»

�Á���,Za�½Z»�Ë¿Z»��¹Z³�Á�½ZÊ��¶uÊ» |�Z].  
 

application     viscoelasticFluidFoam; 
 
startFrom       latestTime; 
 
startTime       0.0; 
 
stopAt          endTime; 
 
endTime         1500; 
 
deltaT          0.028; 
 
writeControl    runTime; 
 
writeInterval   2; 
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�Ã|ÅZ�»�Ä¯��Â�¿Z¼Å Ê»    ��{�½ZËZa�½Z»��,�¨���Y�,�Á���½Z»��,Ä·Z�»�¾ËY��{�{Â������i�Á�ÄÌ¿Z

��]Y�]�Ê¿Z»��¹Z³������d�Y�Ã|��¾ÌÌ e�ÄÌ¿Zi .��Å�¾ÌÀr¼Å���½Z»��½M��{�¶u�lËZf¿�,�Z]�®Ë�ÄÌ¿Zi

�_Zq Ê»    {Â� .  

 �ƪƿŚƟfvSchemeƶŤƀƀĭ�ƮǀƔƴţ�� ƾƬǀƀƳřźƠƿŵ�ƽŚƷŹƺţřźěř�ƽŻŚſ 

Y��{ËZ§�¾Ë�¶Ê» �½YÂe�Á� ÉZÅ É�Z��Äf��³��Å Ë��Y�®¶¼� �³ ¶Ì^«��Y�Ê¸Ì�¿Y�¨Ë{�ÉZÅ�{Y�³Ë�,½Z

{Ë�ÔaÓ�,�¿Y��ÂÌ�Y��µ�¯�Á�¾{Â¼¿�¾ÌÌ e. ��{ �µÁ|m)�-� ( Ê» ·�½YÂeÌ�d�¸¯ÌÃ�YÁ�| ÉZÅ��{ÂmÂ»

��{OpenFOAM Y�]É�� eË�Å�¦ Ë��Y�®¶¼� �³ Ê¸Ì�¿Y�¨Ë{�ÉZÅ�Ã|ÅZ�»�Y��{Â¼¿.  
ƩƹŶū )۴-۱ ( ¶¼��¦Ë� e �³ ¹�¿��{�Ê¸Ì�¿Y�¨Ë{�ÉZÅ ��Y�§YOpenFOAM 

¶¼� �³ Ê�ZË��ÉZÅ  Ì¸¯Ã�YÁ�|  

interpolationShemes Ä�¬¿�Ä]�Ä�¬¿�Ê]ZÌ¿Á�{��Ë{Z¬» 

snGradSchemes µÂ¸���Å�t����]�{Â¼��½ZË{Y�³�Ä¨·Â» 

gradSchemes ½ZË{Y�³ 

divSchemes �¿Y��ÂË{ 

laplacianShemes ¾Ì�ÔaÓ 

timeSchemes ¹Á{�Á�µÁY�Ä^e�»�Ê¿Z»��ªf�» 

fluxRequired m�|Ì·Âe�ÉY�]��ZÌ¿�{�Â»�½Y|Ì»½ZË�  

  

��{Ä»Y{Y��Z��Äf��³�ÃÂv¿É��Å�ËY��Y�®Ë�¾¶¼� �³ ZÅ��|¯�ÃY�¼Å�Ä]Ä�Â]�»�d�Y�Ã|��Ã{�ÁM. Y�]É 

� Ä¸¼m�É�Z��Äf��³¿Z»��ªf�»Ê���Á�� �Y½Â�¸°Ì¿�®¿Y�¯ )Crank Nicholson( �Ã|�� Ã{Z¨f�Y

d�Y .  
ddtSchemes 
{ 
    default         CrankNicholson 1; 
}  
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�¶»Z��cÔ¼m�É�Z��Äf��³��{�Ê�y��Â³��Á���Y��Z�§�Á�d����½ZË{Y�³)�¸ËÁY(��Ã{Z¨f�Y

d�Y�Ã|� .  
gradSchemes 
{ 
    default         Gauss linear; 
    grad(p)         Gauss linear; 
    grad(U)         Gauss linear; 
 
}  

¶¼��¶»Z��cÔ¼m ��Á���Y�Ã{Z¨f�Y�Z]��¿Y��ÂË{��³Gauss upwind�Ã|��Äf��³ |¿Y.  
divSchemes 
{ 
    default                  none; 
    div(phi,U)               Gauss upwind;  
    div(phi,taufirst)        Gauss upwind;  
    div(tau)                 Gauss linear; 
} 

¶¼�� ¶»Z�� cÔ¼m� É�Z�� Äf��³� �{� Á � �Á�� �Y� ¾Ì�ÔaÓ� �³Gauss linear corrected�

Z¨f�Yd�Y�Ã|��Ã{.  
laplacianSchemes 
{ 
    default                      none; 
    laplacian(etaPEff,U)         Gauss linear corrected; 
    laplacian(etaPEff+etaS,U)    Gauss linear corrected; 
    laplacian((1|A(U)),p)        Gauss linear corrected; 
} 

 �ƪƿŚƟfvSolutionƾƐų�šǇŵŚƘƯ�ƵŚĮŤſŵ�ƪů�ƮǀƔƴţ�� 

�Ä¼ÅºÌ�Àe ÉZÅ��Ä]��Â]�» ¶u �³ �Z�y�½Y�Ì»�ÃÁÔ��Ä]�ÁÊ^�¿�ÉZ�y��Y|¬» �¶u�ÃÂv¿�¾ÌÀr¼Å�Á

½Y|Ì»��Y�®Ë�Å�ÉY�]�Ê�y�cÓ{Z »�ÃZ´f�{ �,¶u�ÉZÅZ§��{Ë�¶"fvSolution" Ê»�¹Zn¿Y Â�{. ��{

� �Z]��^À»� �Y�§Y� ¹�¿OpenFOAM¶�Zu�cÓ{Z »� ÃZ´f�{�¶u�ÉY�]� ,��ÉZÆ�Á�� ,É�Z��Äf��³� �Y

Ê»�,½ZÌ»�½M��Y�Ä¯�{�Y{�{ÂmÁ�Ê¨¸fz» �ÄË�ne� ,�Â³�Ê§~u��Á��Ä]�½YÂeLU�Á ...{�¯�Ã�Z�Y .��{

 � µÁ|m)�-� (¸¯Ì�Á�� �YÂ¿Y� Ã�YÁ| ZÅÉ��y� cÓ{Z »� ÃZ´f�{� ¶uÊ���{� Ã|¼�� �Â�� Ä]� Ä¯

OpenFOAM�»��Y�«�Ã{Z¨f�Y�{�Â»Ê ³ÌÃ|��Ã{�ÁM�{��d�Y.���¯}�½ZËZ� Ê»    �¶u��Â�À»�Ä]�Ä¯�|�Z]

�Ã{Z¨f�Y�kÁ{�»�½ZË{Y�³��Á���Y�Ê�y�cÓ{Z »�ÃZ´f�{�É�Y�°e Ê»    {Â� .  
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٨٦ 

ƩƹŶū )۴-۲ ( �Á���YÂ¿Y Ê�y�cÓ{Z »�ÃZ´f�{�¶u�ÉZÅ  

Ã�YÁ�|Ì¸¯ cZvÌ�Âe 

PBiCG 
Preconditioned Bi-Conjugate Gradient solver for asymmetric lduMatrices 
using a run-time selectable preconditiioner. 

BICCG 

Diagonal incomplete LU preconditioned BiCG solver derived from the general 
preconditioned BiCG solver PBiCG but with the choice of preconditioner pre-
selected. This solver is present for backward-compatibility and the PBiCG 
solver should be used for preference. 

ICCG 

Incomplete Cholesky preconditioned CG solver derived from the general 
preconditioned CG solver PCG but with the choice of preconditioner pre-
selected. This solver is present for backward-compatibility and the PCG solver 
should be used for preference. 

PCG 
Preconditioned Conjugate Gradient solver for symmetric lduMatrices using a 
run-time selectable preconditiioner 

GAMG Geometric Agglomerated algebraic MultiGrid solver 
  

]�»�cÓ{Z »�ÃZ´f�{�¶u�ÃÂv¿�,Ä»Y{Y��{½Y|Ì»��Y�®Ë�Å�Ä]��Â  ZÅ  �Ã{�ÁM�Ä�Â]�»�|¯�ÃY�¼Å�Ä]�¶u�É

d�Y�Ã|� .  

�kÁ{�»�½ZË{Y�³��Á�� �Y� Ã{Z¨f�Y� Z]��ÅÁ�a�¾ËY� �{� �Z�§�½Y|Ì»�ÉY�]�cÓ{Z »� ÃZ´f�{�¶u

�Ìa ����PCG�Z¼e�Á�d�Y�Ã|��¹Zn¿Y �Ê»    ºÌ�Àe d�Y�Ã|��Ã{�ÁM��Ë���{��Á��¾ËY�Z]��^e�»�ÉZÅ.  
p CG 
    { 
        preconditioner 
        { 
            type            AMG; 
            cycle           W-cycle; 
            policy          AAMG; 
            nPreSweeps      0; 
            nPostSweeps     2; 
            groupSize       4; 
            minCoarseEqns   20; 
            nMaxLevels      100; 
            scale           off; 
            smoother        ILU; 
        } 
        tolerance        1e-07; 
        relTol           0.0; 
        minIter          0; 
        maxIter          800; 
    }; 
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٨٧ 

cÓ{Z »�ÃZ´f�{�¶u��Â�À»�Ä]��Á���Y�d����½Y|Ì»�ÉY�]�¶�Zu BiCG �d�Y�Ã|��Ã{Z¨f�Y. 

U BiCGStab 
    { 
        preconditioner 
        { 
            type          Cholesky; 
        } 
        minIter           0; 
        maxIter           1000; 
        tolerance         1e-6; 
        relTol            0.0; 
    }; 

½Y|Ì»�ÉY�]�cÓ{Z »�ÃZ´f�{�¶u�¾ÌÀr¼Å  ZÅ  ��Á���Y�Ã{Z¨f�Y�Z]��Ì¿��Àe�ÉBiCGStab��¹Zn¿Y

d�Y�Ã|� .d�Y�Ã|��Ã{�ÁM�µÁY�{Â»��Àe�½Y|Ì»�ÃZ´f�{�¶u��Á��ZÆÀe�,�Ë���{ .�d�Y��¯}�½ZËZ�

��Ã{Z¨f�Y�cÓ{Z »�ÃZ´f�{�¶u�ÉY�]��Á��¾Ì¼Å��Y��Ì¿��Àe�½Y|Ì»�ÉY�]�Ä¯d�Y�Ã| .  
taufirst BiCGStab 
    { 
        preconditioner 
        { 
            type          Cholesky; 
        } 
        minIter           0; 
        maxIter           1000; 
        tolerance         1e-6; 
        relTol            0.0; 
    }; 

�Â]�»�cZ¼Ì�Àe���Y�°e�ºfË�Â´·Y�Ä]PISO�d�Y�Ã|��Ã{�ÁM��Ë���{ .�¦Ì¨ze�\ËY���¾ÌÀr¼Å

½Y|Ì»��Y�®Ë��Å�ÉY�]  ZÅ  d�Y�Ã|��Ã{�ÁM�|¯�¾ËY�Ä»Y{Y��{�¶u�É .  
PISO 
{ 
    momentumPredictor yes; 
    nCorrectors    2; 
    nNonOrthogonalCorrectors 1; 
    pRefCell        0; 
    pRefValue       0; 
} 
relaxationFactors 
{ 
    p               0.3; 
    U               0.5; 
    taufirst        0.3; 
} 

  

� Ã|ÅZ�»� Ä¯� �Â�¿Z¼Å Ê»    ½Y|Ì»�ÉY�]� {Â�  ZÅ  �¦Ì¨ze�\Ë��� �Y��Àe� Á� �Z�§� É0.3��ÉY�]� Á

�¦Ì¨ze�\Ë����Y�d����½Y|Ì»0.5�d�Y�Ã|��Ã{Z¨f�Y .  
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٨٩ 

 

۵-۱- ¬»Ä»|  

Y��{ËZf¿�,¶�§�¾Ë{|��¶u��Y�¶�Zu�lÉ�Y�]É�^�Ì�Z��ÄÉ��mË��½ZÌÁ�µZËf�ÓYÂ°�Ì�Â^��®É���Y

Á�É �ÌY��|À¸Ë�ÄWY�Y�Zf�»Ê {Â� .��]ÄËZa�Zf¿Ë{|��¶u��Y�¶�Zu�lÉ§�,Ì�Ë�m�®Ë�½ZÊ»�tË��e �{{�³

�Á�,Ä»Y{Y��{��b�ZÅ�f»Y�Za��iY�¶¸��Á�Z�À»É�¦¸fz» Á���]É��mË�½Z�Ì�µZÊ���] »Ê {Â� .  

{�lËZf¿�dv�� Á� Ã|��Ê���]� ÊeZ^�Zv»� Ä°^�� �Y� É{|�� ¶u�µÔ¬f�Y� ,¶�§�¾ËY� ÉY|f]Y� �

�Ê]ZË��Y�É{|��¶u��Y�¶�Zu»Ê {{�³ .�lËZf¿�Êy�]�Z]�É{|��lËZf¿�¾ËY�,lËZf¿�dv��Ê]ZË��Y�dÆm

d�Y� Ã|�� Ä�ËZ¬»� {ÂmÂ»� É{|�� Á� ÊÅZ´�ËZ»�M .�{�Ä»Y{Y,�ZÅ�f»Y�Za� �iYÉ�¨¸fz»Ê��¿Ì�{|�� �

�ËYÁ�{|��,�|·ÂÀË��,±�^¿��Ë�³�µ|»��{�­�ve�\Ë�°�ZÅ��Àe�¥ÔfyY�ÁÉ���]�¹Á{�Á�µÁY�µZ»�¿

»Ìd����½Y|Ê���]�{�Â»�,��Y�«�Ê» ³Ì¿Z°»�{�Â»��{�Á�{�Ì��Å��iY�¹�ËY��Y�®Ë�m��]�ZÅ�f»Y�Za�¾Ë�½Z

�hv]Ê» {Â� .  

۵-۲- Ä ·Z�»�{|��¶u�µÔ¬f�YÉ�Ä°^���Y�lËZf¿�dv��Á  

�µÔ¬f�Y�Ä]�¶u�Ê´f�]YÁ�¹|��Á�Ä°^�dÆm�ÊeZ^�Zv»��Ä ·Z�»Ë�m½Z �µÂu�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ�

�|À¸Ì�, Y� �{Ë�d¼�«�¾��Y�«�Ê���]�{�Â»Ê» {�Ì³ .Ì»�¾ÌÌ e��Â�À»�Ä]dÌ�Z�u�½Y���¾ÌÀr¼Å�Á

��Y�¶�Zu�lËZf¿�Á�Ã|��Äf§�³��Z¯�Ä]�ÊeZ^�Zv»�Ä°^���ZÆq�,¶u�ÉY�]�[Â¸�»�ÉY�Ä°^��Ä]�Ê]ZÌf�{

½M��Y�®Ë��Å�¶u d�Y�Ã|��Ä�ËZ¬»��´Ë|°Ë�Z]�ZÅ .»�ÃZ´f�{��Âv»�Á��|À¸Ì���¯�»��{��m�»�cZ�fz

x�Ê¸�Y�½ZË�m�ÉZf�Y���{١ »Ê |�Z] .Z�Ë¯}�½Z��]�Ä¯�d�YÄ Ì·{¥���¶ �Á���Y{�a�½Z»���{�ÊËÂm

�Ä�ËZ¬»�½Z°»Y�¾ÌÀr¼Å�¶u�lËZf¿{ÂmÂ»�É{|��Á�ÊÅZ´�ËZ»�M�lËZf¿�Z]�,�ÊÀeÂÌ¿�µZÌ��cZ�z�»��Y

                                                             
1 Main Flow 
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ÖÍ 

 

�¶u��]�Ä°^��{Â^Æ]�¾ÌÌ e�dÆmd�Y�Ã|��Ã{Z¨f�Y��»�¾ËY�ÉY�]��]Y�]�½ZË�m��|·ÂÀË��,�Â�À�����Á

d�Y�Ã|���Zv·��¨���]Y�]�±�^¿�ËYÁ�{|�����{��|À¸Ì���Z ���Y�Ê ]Ze�c�Â��Ä]�Ä·Z�»�Ä�|ÀÅ�{Z ]Y

��¶°��-�d�Y�Ã|��Ã{�ÁM� ��cZv¨��Ä¸�Z§�Á�É�Ì³�Y�«�dÌ «Â»�Ä¯�Ã|Ë{�³�Ê ��ªÌ¬ve�¾ËY� �{

f¿Y�É�Â���|À¸Ì��Ä]�d^�¿�É��»�Ä°Ë�Â��Ä]�-|À�Z]�Äf�Y|¿�½ZË�m��]�É�iY�Ä¿Â´rÌÅ�Ä¯�{{�³�[Zz

{Â¼¿�µ|»� �|À¸Ì��µÂu� Y��{Á|v»Z¿�ÉZÅ��»� Z]�Ê¿ZË�m�½YÂf]� ��Á�É{Á�Á�ÉZÅ��»� �Â�À»�¾ËY�ÉY�]

Ä¸�Z§��{�\Ìe�e�Ä]�ÊmÁ�y�ZÅ�É 20R Á50R ��¿�Ä¸�Z§�Á�d�Y�Ã|��[Zzf¿Y� �|À¸Ì���¯�»�Ä]�d^

�d^�¿�ÊÀÌËZa�Á�ÊËÓZ]�ÉZÅ��»�Ä],�|À¸Ì���¯�»30 ��]Y�]�d�Y�Ã|��Äf§�³���¿��{��|À¸Ì���Z ���

�\ËY��� �Y|¬»� ,|�Z]� º¯� �|À¸Ì�� Ze�ÊÀÌËZa� Á�ÊËÓZ]�ÉZÅ��»�¾Ì]� Ä¸�Z§� �³Y� Ä¯�d�Y� �¯}�½ZËZ�

�±�{�Á�d¨Ì·Ã|»M�d�|]�{Â]�|ÅYÂy��f�Ì]�{Á|v»Z¿�ÉZÅ��»�Z]�½ZË�m�Z]�Ä�ËZ¬»��{��  
 

 

 

  

¶°��� -� s���|v»��Y�ÉY�Ã�YÁÃ|��Äf§�³�Z¯�Ä]�{Z ]Y�ÃY�¼Å�Ä]�½ZË�m�Ã{Á  

  

Ä°^��Ê»�½Z»�Z��Ê]�c�Â��Ä]�ZÅ��µÂ¸��Ã�Y|¿Y�ZÆ¿M��Y�®Ë��Å��{�Á�|�Z]��d^�¿��|À¸Ì��µÂu�ZÅ

d�Y�Ã|��[Zzf¿Y��e�Ë��ZÅ��»��ËZ��Ä]��Ä°^��¾ËY�cZ�z�»���{�ZÅ��µÁ|m�� -���d�Y�Ã|��Ã{�ÁM���

INLET uZ¿Ì�Ä�   

DOWN 

CYLINDER 

UP 

OUTLET 

uZ¿Ì�Ä�  

20D 15D 

30D 

D=0.05m 

10D 
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٩١ 

 

]�Ê]ZË��Y�ÉY�]��Y�[Â¸�»�ÉY�Ä°^��Ä]�½|Ì���Ze��|À¸Ì��µÂu�ZÅ�µÂ¸��{Y| e�,¶u��]�Ä°^��{Â^Æ

����Ze�{|�����d�Y�Ã|��Ã{Y{��ËY�§Y�\Ìe�e�Ä]�{|�.  
  

ƩƹŶū )۵-۱ ( Ä°^��cZ�z�» �ÊeZ^�Zv»�ÉZÅ  

Ä°^� 
�µÂu�µÂ¸��{Y| e

�|À¸Ì�  

��{�µÂ¸��{Y| e

�ÄÌuZ¿�  

��{�µÂ¸��{Y| e

�ÄÌuZ¿�  

�¶¯�{Y| e

µÂ¸�  

M-1 ��  108364  16906  125270  

M-2 ��  133602  16906  150508  

M-3  ��  208368  16906  225274  

M-4 ���  294110  16906  311016  

  

��{ �¶°��-�Ä°^���Y�Ê¸¯�ÊËZ¼¿ ZÅ Ä°^��Ä]�Ê]ZÌf�{�dÆm�Ã|��Äf§�³�Z¯�Ä]�ÊeZ^�Zv»�É �ÉY

d�Y�Ã|��Ã{�ÁM�[Â¸�» .Àr¼ÅÌ��{�¾ �¶°�� -�¿ÌZ¼¿��ÊË�ZÅ�µÂ¸���YÉ���¥Y��YÌ��Å��{��|À¸Ë�®

°^���YÄ ZÅ É�eZ^�Zv»Ê�d�Y�Ã|��Ã{�ÁM .�Ã|ÅZ�»�Ä¯��Â�¿Z¼ÅÊ» �{Â��Á�Ê]ZË��Y�½YÂf]�Ä°¿M�ÉY�]

� ,d�Y{� �|À¸Ì�� �]� Ã|�� µZ¼�Y� ÉZÅÁ�Ì¿� Á��Àe� ½ZË{Y�³� �Y� Ê^�ZÀ»�­�{�µÂu� ZÅ� µÂ¸�� {Y| e

�Ì��|À¸�Ä°^���Y�\Ìe�e�Ä]M-1 Ze M-4�d�Y�Ã|��Ã{Y{��ËY�§Y .  

¥���dÆm�d¼�«�¾ËY� �{�Ä¯�d�Y� �¯}�Ä]�¹�Ó �É�Z��Äf��³��Y� ,Ä^�Zv»�½Z»�� �{�ÊËÂm

d�Y�Ã|��Ã{Z¨f�Y�Ê¿Z»��ªf�»�Ä¸¼m�ÉY�]��¸ËÁY�µÁY�Ä^e�» .d¿Y�Â¯�{|���Y|¬»١���]Y�]��� �¹Z³�Á

Ê¿Z»�٢�Ä°^��Ê»Z¼e�ÉY�]�¶u ZÅ � �]Y�]�d¼�«�¾ËY� �{� Ã|��Äf§�³� �Z¯� Ä]�É�.���Ê»� ÄÌ¿Zi |�Z] .

��]���§�,¶u�ÉY|f]Y��{�Ä¯�ÉÂv¿�Ä]�-d�Y�Ã|��Äf§�³���¿��{�½�Z¬f»�Ô»Z¯�Ä·Z�»�ÄÌ·ÁY��ËY��

                                                             
1 Courant Number   
2 Time Step   
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ÖÏ 

 

Ê»�½Â°��µZu��{�µZÌ��Ä¯�d�Y�¾ËY�½Z�Â¿�,½Z»��d�~³�Z]�Á�|�Z]��Ê Ì^��c�Â��Ä]�½ZË�m��{�ZÅ

Ê»�w��|Å{�  

  

  

  

  

¶°��� -� Ä°^��¶»Z¯��ËZ¼¿�ZÅ��ÊeZ^�Zv»�ÉM-1��ZeM-4  

M-1 

M-2 

M-3 

M-4 
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ÖÐ 

 

 

  

  

 
  

¶°��� -� ±��]�Ä°^��ÊËZ¼¿�ZÅ��|À¸Ì��¥Y��Y��{�ÊeZ^�Zv»�É  

M-1 

M-2 

M-3 

M-4 
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٩٤ 

 

�{  �¶°�� -�Ä¿Â¼¿ zË�Ze� �Y�ÉY�Ä°^��ÉY�]� �ÌÌ¤f»�ÉZÅ�½Y|Ì»� �Y�®Ë��Å�ÊËY�´¼Å�ÄrM-4 

d�Y�Ã|��Ã{�ÁM  .  

 

¶°� � -� Y�Ä¿Â¼¿É��Ze��YËY�´¼Å�ÄrzÊË�Y�]É��Ä°^�M-4�Y�]É���ÅË�Y�®�»ZÅ�Ä¨·ÂÉ�d���  

µ|»�ÉY|f]Y� �{ Ä]Y{�³� ,É�Z� ZÅ ��{� �|À¸Ì��ÉÁ�� �]���¤·� ¹|������ �iY� �{� Ã|»M� {ÂmÂ]� É

±��]�Ê¿Z»��¹Z³��ËY�§Y�Z]�Á�Ã{Â]�½�Z¬f»�Ô»Z¯�½M�d�a��{�Ã|��¶Ì°�e�Êf�³�]�½ZË�m�ÄÌuZ¿ ��e

Ê» |¿Â� .Ê»�Ã|ÅZ�»�,ÄÌ·ÁY�Ê¿Z»��¹Z³�É{Y| e�d�~³��Y�| ] Ä]Y{�³�Ä¯�{Â� f»�ÉZÅ�c�Â��Ä]�,½�Z¬

Ê»�½Z�Â¿�Ä]��Á����|À¸Ì��t���¾ÌËZa��{�É�´Ë{�Á�ÓZ]� �{�Ê°Ë�[ÁZÀf» �Á{�Ä¯�ÉÂv¿�Ä]� ,|ÀÀ¯

Ä]Y{�³��Y�¦Ë{� Ê»�{ÂmÁ�Ä]��|À¸Ì��d�a��{� ZÅ |ÀËM .Ä]Y{�³�º�À»�d¯�u ��{� Y��Ê^�¿�d���� ZÅ

¾ÌËZa�ÄÌuZ¿ Ê»�Ê¿Z�Â¿�c�Â��Ä]�Ä¯�{�ÁM�|ÅYÂy�{ÂmÂ]�½ZË�m�d�{ |�Z] .�Â�¿Z¼Å��µZ°�Y��{�Ä¯

�Ã|ÅZ�»��Ë�»Ê �,Ê]ÁZÀe�½ZË�m��Y�Äf§ZË�Ä �Âe�Ô»Z¯�ºË���Ä]�½|Ì���Z]�,{Â� ��{�Ã|��{ZnËY�cZ¿Z�Â¿

�{Ây��Y�Ê�ÂÀÌ���Zf§��Ô»Z¯�±�{�Á�d¨Ì·�\ËY��Ê»�½Z�¿ |ÀÅ{.  
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ÖÒ 

 

  
¶°��� -� �Ä°^���ZÆq�ÉY�]�±�{�\Ë���cY�ÌÌ¤eM-1��ZeM-4  

 

 
¶°��� -� ±��]��Ã{Á|v»��{�±�{�\Ë���cY�ÌÌ¤e�ÊËZ¼¿�Ä°^���ZÆq�ÉY�]�Ê¿Z�Â¿M-1��ZeM-4  
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ÖÓ 

 

 
¶°��� -� �\Ë���cY�ÌÌ¤e·Ìd¨��Ä°^���ZÆq�ÉY�]M-1��ZeM-4 

  
  

¶°��� -� ±��]��\Ë���cY�ÌÌ¤e�ÊËZ¼¿·Ì�d¨�Ä°^���ZÆq�ÉY�]�Ê¿Z�Â¿�Ã{Á|v»��{M-1��ZeM-4  

C
l

0 20 40 60 80 100
-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

M-1
M-2
M-3
M-4

Dimensionless time

C
l

85 90 95 100
-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6
M-1
M-2
M-3
M-4

௟ܥ  

௟ܥ  

Dimensionless time 

Dimensionless time 



  �¶�§�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ºnÀa�������������É{|��lËZf¿  

  

٩٧ 

 

Ä]Y{�³�Ê�ÂÀÌ���Zf§� ZÅ �Ê»�c�Â��¾ËY�Ä]�Y� Ä]Y{�³��y�q�Ä¯�{Â¼¿�ÄÌmÂe�½YÂe ZÅ ��¾Ìu��{

��{�½Z�Â¿Ê»�¦·Zz»�dÆm�Á{ Ä]Y{�³��Y�¦Ë{��®Ë��{�Ä¯�ÉÂv¿�Ä]�,|�Z] ZÅ �dÆm��{��y�q�¾ËY�,

Ê»�ÊeZj¸j»��°��dÆm��{��´Ë{�¦Ë{���{�Á�ÊeZj¸j» |�Z]. �Ã|ÅZ�»�Ä¯��Â�¿Z¼Å»Ê �Ã{Á|v»�{Â�

�Ä°^���ZÆq�ÉY�]�d¨Ì·�Á�±�{�\ËY���cY�ÌÌ¤e�¾Ì]�\Ìe�e�Ä]�,Ê���]�{�Â»������Ze������Á��� -�

�Ze����Ê» �Z]|.��½Z�Â¿��Á����Y��a�Ä¯�d�Y��¨��,d¨Ì·�\Ë���,Ê¿Y�v]��|·ÂÀË��Ä]�½|Ì����Y�¶^«

Ê»��ÌÌ¤e�Ê¨À»�Á�d^j»��Y|¬»�®Ë�¾Ì]��Ì¿�\Ë���¾ËY� ,½ZË�m��{ |À¯. ��{ �¶°�� -��cY�ÌÌ¤e��Ì¿

d�Y�Ã|��Ã{�ÁM�d¨Ì·�\Ë���\�u��]�±�{�\Ë�� .�Ä°^��,�Y{Â¼¿�¾ËY��{M-4��Z]�Á�²¿��a��y

Ä°^� ZÅ Ã|���z�»�Ä¸�Z§�Ä�¬¿��y�Á�Ä¸�Z§��y��,¾Ìq�Ä�¬¿�Z]��´Ë{�É |¿Y.  

 

¶°� � -� ����Y{Â¼¿Ë\�d¨Ì·�\Ë���\�u��]�±�{  

��{�ÊeZ^�Zv»�Ä°^���ZÆq�¶u��Y�Ã|»M�d�|]�lËZf¿ �µÁ|m)�-� (d�Y�Ã|��d�Ì· .�¾ËY��{

¶»Z¯�½Z�Â¿�®Ë�{ZnËY�½Z»��,µÁ|m( )T s±�{�Á�d¨Ì·�\ËY�����Âf»�, �ÉY�]�µZÅÁ�f�Y�{|���Ì¿�Á
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٩٨ 

 

�ÊÀeÂÌ¿�µZÌ��½ZË�m)We=0(���|·ÂÀË���{�Á�����±�{�\Ë���ÉZ�y���Âf»�Á�Ã|Ë{�³�Ä^�Zv»

Ã�Y|¿Y �Ã|��É�Ì³ �Y�ËÂ·Y��Z¯�Z]]��[�Ä�ËZ¬»�{�Â»�d�Y�Äf§�³��Y�«.   

ƩƹŶū )۵-۲ ( Zf¿ËÄ°^���Y�Ã|»M�d�|]�l ZÅÉ�¦¸fz»  

Ä°^�  T(s) St  LC  dC  Oliveira 
[28] % 

M-1  �����  �����  ������  ������  ����% 

M-2  �����  ������  ������  ������  ����%  

M-3  �����  ������  ������  �����  ����%  

M-4  �����  �����  ������  �����  ����%  
  
� � c�Â�� Ä]� ±�{� \Ë��� ,©Â§� µÁ|m� ୢܥ}� = ୊౮଴.ହ஡୙మୢ��c�Â�� Ä]� d¨Ì·� \Ë��� Á ୪ܥ = ୊౯଴.ହ஡୙మୢ� �Ê»� ¦Ë� e  � ½M� �{� Ä¯� {{�³F୶�� ÁF୷�Ä¨·Â» Ê»� �|À¸Ì�� ÉÁ�� �]� Á�Ì¿� ÉZÅ  |�Z] .

�c�Â��Ä]�d¨Ì·�\Ë�����Âf»�¾ÌÀr¼ÅÄܥl = 12 ݔܽ݉ ݈ܥ) − Cl min)��Ä]�±�{�\Ë�����Âf»�Á

�c�Âܥ�ҧୢ = ଵଶ (Cୢ ୫ୟ୶ + Cୢ ୫୧୬)�d�Y�Ã|��Ä^�Zv» .��{ ��Ä°^��ÉY�]�½Z�Â¿�®Ë�[ÁZÀe�Ã�Á{

M-1�d�Y�Ã|��Ã{�ÁM .���Âf»�¾ÌÀr¼Å�Á�½ZË�m��¿Z¯�§�,¶»Z¯�½Z�Â¿�®Ë�½Z»��Ä^�Zv»�ÃÂv¿

�Ä°^��ÉY�]�d¨Ì·�\Ë��M-1�d�Y�Ã|��Ã{�ÁM�Ä»Y{Y��{ .  



���¶�§�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ºnÀa�������������É{|��lËZf¿  

  

ÖÖ 

 

 
 

¶°��� -�� �§�Á�[ÁZÀe�Ã�Á{�½Z»��Ä^�Zv»½ZË�m��¿Z¯  

  

ܶ ൌ ଶܶ െ ଵܶ݊ ൌ ͻ͸Ǥʹʹͷ͵ െ ͻͲǤͳͺ͵ʹͻ͸ͳ ൌ ͸ǤͲͶʹ 
ݎ݂  ൌ ݐܵ ൌ ͳܶ ൌ ͳ͸ǤͲͶʹ ൌ ͲǤͳ͸ͷ 

 

ǻܥ୪ ൌ ௟�௠௔௫ܥ െ ʹ௟�௠௜௡ܥ ൌ ͲǤ͵͸ʹʹͷͷ െ ሺെͲǤ͵͵ʹʹͻ͸ሻʹ ൌ ͲǤ͵Ͷ͹ʹ 

 

���Âf»�±�{�\Ë���Ä^�Zv»�ÃÂv¿�\Ë���¾ÌÀr¼Åܥҧୢ�d�Y�Ã|��Ã{�ÁM��Ë���{�  
 

 ୪ܥ

Dimensionless time 
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١٠٠ 

 

  
¶°� � -�� f»�Ä^�Zv»±�{�\Ì����Â  

ҧୢܥ = ୫ୟ୶ ୢܥ − Cୢ ୫୧୬2 = 1.4784− 1.452092 = 1.4652 
  

ZÅ�Y{Â¼¿� Ä]� ÄmÂe� Z]É�Y��Ë·�\ÌY�Y�±�{� Á� d¨ËÊ»� ÓZ]� �{� Ã|�� Ä ��Ë{Z¬»� Ä¯�d§ZË�{� ½YÂe

Ä°^���Y�¶�Zu ZÅ �ÉM-1� ,M-2�� ÁM-3�Ä°^��d¼��Ä]� ,M-4�Ê»�¶Ì» |À¯ .�Ä�ËZ¬»� Z]�¾ÌÀr¼Å

ËZf¿� Z]�±�{�\Ë��� �Ë{Z¬»Y�ËÂ·Y� �Z¯� �Y�¶�Zu�l ]��[�Y�]É��mË��½ZÌ¿� µZÌÀeÂÊ��{ ���Re=�,

� Ã|ÅZ�»»Ê ��Y� �f¼¯� Z�y��Y|¬»�¹Â��Ä°^���{�Ä¯�{Â����� %»Ê |�Z] .Ê»�¾ËY�]ZÀ]  Y�½YÂeË�Ä¿Â´À

d�Y� Ä°^�� �Y� ¶¬f�»� Z^Ë�¬e�É{|�� ¶u� ,Ã�³� {Y| e�¾ËY� �{� Ä¯� {Â¼¿� Z�{Y .�Z]� Ä¯�d�Y� t�YÁ�a

µÂ¸��{Y| e��ËY�§Y �Z�y�,ZÅÊ»��ÅZ¯�É{|��¶u��{  �,|]ZËÄ] Ä°Ë�Â���Ä°^���{�Ä¯M-4�Y�§Y�Z]Ë��

µÂ¸��{Y| e � �Y� ZÅ����Ä]����Y� ,{|�Ë�Ä]� Z�y��Y|¬»�¾����% ���ÅZ¯Ëd�Y�Äf§Z .�ÄmÂe�|ËZ]� Z»Y

Ê»��nÀ»�cZ^�Zv»�ºnu�Á�½Z»��|Ë|���ËY�§Y�Ä]��»Y�¾ËY�Ä¯�d�Y{  {Â� .Y��{�Y~·Ë�dÆm��ÅÁ�a�¾

´f�]YÁ�Ä¿Â³��Å��Y�[ZÀfmYÊ»Z¼e�,�,Ä°^��Ä]�¶Ì¸ve�Ê  ��Ä°^��ÉZÀ^»��]�cZ^�Zv»M-3��Ã|��¹Zn¿Y

d�Y .  
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۵-۳- iZeÌ�Z��Äf��³��É�¿Z»��ªf�»�Ä¸¼mÊ�¿Z»��¹Z³�ÁÊ�¶u��]  

��]Y�]�¶u�Ê¿Z»��¹Z³�,\�ZÀ»�ÉY�Ä°^��Ä]�Ê]ZÌf�{�ÉY�]�¶^«�d¼�«��{��������Á�|/��[Z/zf¿Y�ÄÌ¿Zi

¥���Á�¶u�|¿Á���{��Ë��e��Â�À»�Ä] ÂmÊË�½Z»���{�³��Y�,��Ä/¸¼m�ÉY�]��¸ËÁY�µÁY�Ä^e�»�É�Z��Äf�

|Ë{�³�Ã{Z¨f�Y�Ê¿Z»��ªf�» .�Ä°^��dËZÆ¿��{M-3����cZ^/�Zv»�Ê»Z/¼e�ÉY�]��m�»�Ä°^��½YÂÀ��Ä]

�Ìa |Ë{�³�[Zzf¿Y�Á� .������/]�Ê¿Z/»��ªf/�»�Ä/¸¼m�É�Z��Äf��³�¦¸fz»�ÉZÅ��Á��,d¼�«�¾ËY��{

�Ä°^��ÉÁ�M-3�Ê»�Äf§�³��Z°] �lËZf¿�ÉÁ���]�½M��ÌiZe�½Y�Ì»�Á�{Â�Ê»�kY�zf�Y�¶u �{{�/³ .��ÉY�/]

Äf��³��Á��,�Â�À»�¾ËY �����®/¿Y�¯�¹Á{�Ä/^e�»�É�Z/��Äf/��³�ÉZ/Å��Á��Z]��¸ËÁY�µÁY�Ä^e�»�É�Z� �

½Â�¸°Ì¿١��a�Á Á�٢�d�Y�Ã|��Ä�ËZ¬» .���Å��{�¶u�|¿Á���]�\�ZÀ»�Ê¿Z»��¹Z³�[Zzf¿Y��ÌiZe�¾ÌÀr¼Å

��Y�«�Ê���]�{�Â»�ZÅ��Á��¾ËY��Y�®Ë»Ê {�Ì³ .  

��{ �¶°��-���Á��[Zzf¿Y�Z]�d¨Ì·�\Ë���cY�ÌÌ¤e �É�Z��Äf��³�¦¸fz»�ÉZÅ�ªf�»�Ä¸¼m

¿Z»�Ê��{���]Y�]�Ê¿Z»��¹Z³�������d/�Y�Ã|/��Ã{�ÁM�ÄÌ¿Zi .����{�Ä/¯��Â�¿Z/¼Å�Z/Å�Y{Â¼¿É�Y�/Ë¾���¶°/�

�Ã|ÅZ�»»Ê ���{�Ã|/��Ä/ËY�Y�±�{�Á�d¨Ì·�\Ë�����Âf»��Ë{Z¬»�Ä]�ÄmÂe�Z]�¾ÌÀr¼Å�Á�{Â�  ��µÁ|/m

)�-� (»Ê �a�¹Á{�Ä^e�»�É�Z��Äf��³��Á��[Zzf¿Y�Z]�Ä¯�|Ì���ÄnÌf¿�¾ËY�Ä]�½YÂe �ªf�»�ÉY�]�Á�

�,�¸ËÁY�µÁY�Ä^e�»�ÉZm�Ä]�Ê¿Z»��Y�ËÂ·Y��Z¯�Z]�Ä�ËZ¬»��{�Z�y�½Y�Ì»]��[ �ÅZ¯�d�Y�Äf§ZË .  

  

                                                             
1 Backward  
2 Crank Nicholson  



���¶�§�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ºnÀa�������������É{|��lËZf¿  

  

ÎÍÏ 

 

 
¦·Y�  

 
[�  

¶°��� -�� Z¬»ËZf¿�Ä�Ë���lË·�\ÌZÅ��Á���Y�Ã{Z¨f�Y�Z]�d¨É��Z��Äf��³��{�¹Á{�Á�µÁY�Ä^e�»É��ªf�»�Ä¸¼m
¿Z»�¦·Y�Ê��[�¶u�½Z»��¶¯��Ê¿Z�Â¿�Ã{Á|v»��{�d¨Ì·�\Ë���cY�ÌÌ¤e�ÊËZ¼À³��]  
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ƩƹŶū )۵-۳ ( Ê¿Z»��ªf�»�Ä¸¼m�¹Á{�Á�µÁY�Ä^e�»�É�Z��Äf��³�ÉY�]�±�{�Á�d¨Ì·�\ËY�����Âf»  
�Z��Äf��³��Á�É         dC     LC  Oliveira[28 ]%   

ÁY�µÁY�Ä^e�»Ë�¸ )Euler(  �����  �������  ����%  

�a�¹Á{�Ä^e�» Á� 

)Backward(  
������  ������  �����%  

Ä^e�» ®¿Y�¯�¹Á{ ¿Ì�½Â�¸°

)Crank Nicholson(  
������  ������  ����%  

  

¹Z³��Y�Ã{Z¨f�Y�Z]�¶u�,\�ZÀ»�Ê¿Z»��¹Z³�¾ÌÌ e��Â�À»�Ä]�¾ÌÀr¼Å �Ê¿Z»��ÉZÅ����� �ÄÌ¿Zi�Á

������ d�Y�Ã|��¹Zn¿Y��Ì¿�ÄÌ¿Zi .��Z¯�¾ËY��Y�Ã{Z¨f�Y�Z]»Ê �\�ZÀ»�Ê¿Z»��¹Z³�[Zzf¿Y��iY�Ä]�½YÂe

{�]�Êa�¶u��] .�ªf�»�Ä¸¼m�ÉY�]�Á��a�Á��¸ËÁY�É�Z��Äf��³��Á��Á{��Å�Ä¯�d�Y��¯}�½ZËZ�

d§�³��Y�«��ËZ»�M�{�Â»�d¼�«�¾ËY��{�Ê¿Z»� .��{�±�{�Á�d¨Ì·�\ËY�����Âf»��Y|¬»�lËZf¿ �µÁ|m

)� -� (d�Y�Ã|��Ã{�ÁM.  
ƩƹŶū )۵-۴ ( �¶u�lËZf¿��]�Ê¿Z»��¹Z³�[Zzf¿Y�cY�iY  

¿Z»��¹Z³Ê  
�Á��a�¹Á{�Ä^e�»)Backward(  ÁYË�¸ )Euler(  

dC            LC            dC  LC  

�.��  ������  ������  �����  �������  

�����  �����  �����  �����  ������  

������  ������  �����  �����  ������  

 

� Ã|ÅZ�»»Ê ¿�¶�Zu�lËZf¿� �{�É�ÌÌ¤e� ,�f°qÂ¯�Ê¿Z»��¹Z³�[Zzf¿Y� Z]�Ä¯�{Â�¼Ê {Â� .�Ä]� Y~·

�Â�À»�¥�� ±��]� ,ÄÀË�Å� Á�d«Á� �{�ÊËÂm �½Z¼Å�ÊÀ Ë�Ê¿Z»�� ¹Z³�¾Ë�e�����Y�]� ÄÌ¿Zi�Ê»Z¼e�É

�Ìa�cZ^�Zv» d�Y�Ã|Ë{�³��Zv·�Á�.  
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�Ä�Ôy��Â��Ä]»Ê �¶u�Ê´f�]YÁ�¹|��,¦¸fz»�Ä°^���ZÆq�Z]�Y|f]Y�d¼�«�¾ËY��{�Ä¯�d¨³�½YÂe

� Ä°^��dËZÆ¿� �{� Á�d§�³� �Y�«�Ê���]� {�Â»� ,Ä°^�� Ä]M-3�|��[Zzf¿Y� �m�»� Ä°^��½YÂÀ�� Ä] .

� ¹Á{� Á�µÁY�Ä^e�»�É�Z��Äf��³�¦¸fz»�ÉZÅ��Á��µZ¼�Y� Z]��b�]Á�� �É��,Ê¿Z»��ªf�»�Ä¸¼m

�a�¹Á{�Ä^e�»�É�Z��Äf��³��Á� �ªf�»�Ä¸¼m�É�Z��Äf��³�ÉY�]��Á��¾Ë�fÆ]�½YÂÀ��Ä]� Á�

|��[Zzf¿Y�Ê¿Z»� .�ÉZÅ��Á��ÉY�]�½M� �Y|¬»� ,¶u��]�Ê¿Z»�� ¹Z³� �iY�Ê���]� �Â�À»�Ä]�dËZÆ¿� �{

Á� µÁY� Ä^e�»�É�Z�� Äf��³�¦¸fz» � ¦�¿� Ê·YÂf»� �Z]� Á{� ÉY�]� Ê¿Z»�� ªf�»� Ä¸¼m� ¹Á{�{�Â»� Á

d§�³��Y�«��ËZ»�M .�\ËY�����Âf»��Ë{Z¬»��{�É�ÌÌ¤e�Ä¿Â´rÌÅ�Z^Ë�¬e�Ä¯�d�Y�½M��Y�Ê¯Zu�lËZf¿

¿�{ZnËY�¶u�Ê¿Z»��¹Z³�½{�¯�¦�¿��iY��{�±�{�Á�d¨Ì·¼Ê {Â� .�ÊÀ Ë�Ê¿Z»��¹Z³�¾Ë�f³��]�Y~·�����

|���Zv·�ÊeM�cZ^�Zv»�Ê»Z¼e�ÉY�]��m�»�Ê¿Z»��¹Z³�½YÂÀ��Ä]�ÄÌ¿Zid�Y�Ã  .  

۵-۴- �Á�hv]lËZf¿  

Y��{Ë�¾d¼�«Zf¿�,Ë{|��¶u��Y�¶�Zu�lÉ�Y�]É�^�Ì�Z��ÄÉ��mË��½ZÌÁ�µZËf�ÓYÂ°�Ì�Â^��®É�

��YÁ�É �Ì��|À¸ÉÁ�ËY{�Y�YË»�ÄÊ {Â� .��]ÄËZa�Zf¿Ë{|��¶u��Y�¶�Zu�lÉ§�,Ì�ËY�®Ë�m�¾Ë�½Z�tË��e

Ê» �{{�³�Á�Ê���]�Ä]�,Ä»Y{Y��{��b�ZÅ�f»Y�Za��iYÉ�¦¸fz» Á���]É��mË�½Z�ÄfyY{�a»Ê {Â�.   

�ÅÁ�a�¾ËY��{�,|��Ã�Z�Y�½Y|]��Ì¿�¶^«�µÂ�§��{�Ä¯��Â�¿Z¼Å�Y�]É�f�z¿Ì�Ä��µ|»��Y��Z]�¾

Äf]Zi �³Ë�ZfyZ��Ä·{Z »�½YÂÀ��Ä]��°É��ÌÁ�µZËf�ÓYÂ°�Ì�®�{��Z�·|»É��mËÁ�½ZËf�ÓYÂ°�Ì�®

�µÂu��|À¸Ì�d�Y�Ã|��Ã{Z¨f�Y. YË£�µ|»�¾Ì�y���Y�,d�Y��YÂf�Y�Ê·Â°·Â»�ÃZ³|Ë{�ÉZÀ^»��]�Ä¯�Ê�

YÂeZ¿ÊË�Y�Äf�m�]É��Âe��{ÌÁ�¦Ë�Â°�ËuZ¿��{�ÄfÌ¿YÂe�ÄÊ�Àr¼Å�ÁÌ�Àe�¥ÔfyY��iY�¾ ZÅÉ��µZ»�¿

Á��]YÂe�Á�d�Y��Y{�Ây�]Ë�f»Â°�Ë��{�®µ|»�¾ËY��¶»Z¯Ê» |�Z] .�Ä]�¹�ÓË�ÁM{ZÉ Ä¯�d�Y �{��¾ËY
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�¶»Z¯�c�Â��Ä]�Ä·Z�»�Ä�|ÀÅ�,½ZË�m�½{Â]�½�Z¬f»��Ì£�Á�É�Y|ËZaZ¿��ËY���{ÂmÁ�¶Ì·{�Ä]�,�ÅÁ�a

d�Y�Ã|��Äf§�³���¿��{. 

 

۵-۴-۱- ½ZË�m�Ä ·Z�»  

]�ne�cY|ÅZ�»Ê���Z°�M»Ê �\^��,ÊÀeÂÌ¿�µÔu�Ä]�É�¼Ì¸a�Ã{Z»�Ê¼¯��Y|¬»�Êfu�½{Á�§Y�Ä¯�{�Z�

�¾ÌÀr¼Å�Á�ZÅ�Ä]Y{�³�¶°���{��ÌÌ¤e�,Êf�³�]�½ZË�m�ÄÌuZ¿�µÂ���ËY�§Y�,½ZË�m��¿Z¯�§��ÅZ¯

Ê»�ÊÀeÂÌ¿�d·Zu� Ä]�d^�¿�±�{� Á�d¨Ì·�\ËY����ÅZ¯ {{�³ .� �{�Ä�ËZ¬»� Ä]� Y|f]Y�d¼�«�¾ËY

� ÄfyY{�a�ÊÀeÂÌ¿� Á�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ��½ZË�mÁ��{�Â»�½ZË�m��]�¦¸fz»�ÉZÅ��f»Y�Za��iY��b�

��Y�«�Ä ·Z�»»Ê {�Ì³ .  

۵-۴-۲- ®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�Á�ÊÀeÂÌ¿�µZÌ��½ZË�m�Ä�ËZ¬»  

µ|»� Z]�d¼�«�¾ËY� �{ �Z��É�Ì³�Z¯� Ä]� Z]� Á� �|À¸Ì��µÂu�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ��½ZË�m�É{|��É

W�� µ|»�Ê]Zzf¿Y� ±�^¿�ËYÁ� {|�� �{� ®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ� µZÌ�� ½ZË�m� Ä�ËZ¬»� Ä]� ,�°Ë�³� Ê°Ë�Â·Âܹ݁ = 80 ��lËZf¿� Á� Ã|�� ÄfyY{�a�Ê¿Y�v]� �|·ÂÀË�� �Y� | ]� Á�¶^«��·Zy�ÊÀeÂÌ¿� µZÌ��½ZË�m� Á

��Y�«�Ä�ËZ¬»�{�Â»��´Ë|°Ë�Z]�¶�Zu»Ê {�Ì³ .  

� �{ � ¶°��-��Á� d���� ½Y|Ì»� Ê³��]�ÊÀeÂÌ¿� µZÌ�� Á{� ÉY�]� ½ZË�m� �Â�y )We=0 (�Á

�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ)We=80(�Äf§�³��Y�«�½Z�Â¿�Ä¿Zf�M��{�Ä¯ d�Y�Ã|��Ã{Y{�½Z�¿�,|¿Y .�¶°��¾ËY��{

�ÊÀeÂÌ¿�µZÌ���Y��f³��]�\eY�»�Ä]�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ��ÉY�]�Êf�³�]�½ZË�m�ÄÌuZ¿�µÂ�»Ê |�Z] .

YÂ°�ËÁ�µZÌ��½ZË�m��{�½Z�Â¿��Á���½Z»��¾ÌÀr¼Å�©Z¨eY�ÊÀeÂÌ¿�µZÌ��½ZË�m��Y��e{Á��®Ìf�Ó

d�Y�Ã{Zf§Y .�É�Y|ËZaZ¿� ,µZÌ��®Ìf�ÓY�dÌ�Zy�{ZË{�Y� ,�«YÁ��{��{�½ZË�m� Y��|Ë|�eÃ{Â¼¿ ��{�Ä¯
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��ÅZ¯�½ZË�m�Ê¿Y�v]��|·ÂÀË��,½M�ÄnÌf¿»Ê Ë|]Z.���Y�Ê³{Â�M�½Z»���Y|¬»�Ä¯�d�Y�tÌ�Âe�Ä]�¹�Ó

��ÀeëÊÀeÂÌ¿�µZÌ��ÉY�]�,s  10ି଼����¿��{d�Y�Ã|��Äf§�³ .�µZÌ��ÉY�]��Y|¬»�¾ËY�Ä¯�Ê·Zu��{

��]Y�]�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ235.3 ݏ�d�Y�Ã|���Zv· .��{ �¶°��-���Ä¨·Â»��Ë�Âe �Á�É�Âv»�d����ÉZÅ

�É{Â¼�)Ux�� ÁUy(�Ä�ËZ¬»�c�Â�� Ä]�ÊÀeÂÌ¿� Á�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ�� Á{� �Å� �{ �Ã|�� Ã{�ÁM�ÉY

d�Y .»�¶°��¾ËY� �{Ä¨·Â»��Y�®Ë��Å�½Y|Ì»�cY�ÌÌ¤e�Ã{Á|v �µZÌ��½ZË�m�Ä]��Â]�»�d����ÉZÅ

d�Y��f�Ì]�ÊÀeÂÌ¿�½ZË�m�Z]�Ä�ËZ¬»��{�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ .  

  
¦·Y( 

  
[( 

  
¶°� � -�� ¦·Y�½ZË�m��Â�y�Á�d����½Y|Ì»�Ê³��] ([��ÊÀeÂÌ¿�µZÌ� (®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ�  
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¶°� � -�� Ìe�Á�½Y|Ì»��Ë�Âe�ÌÄf�¦·Y(�[��ÊÀeÂÌ¿�µZÌ��½ZË�m(�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ��½ZË�m )We=80(  
  

    

    
¦·Y(  [(  

¶°� � -�� ¦·Y�d����½Y|Ì»�ÉZÅ�Ä¨·Â»��Ë�Âe (®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�½ZË�m )We=80 ([ (�ÊÀeÂÌ¿�½ZË�m  
  

  
¦·Y(  

  
[(    
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Y¦·(  

[(  

¶°� � -�� ¦·Y�d����ÉZÅ�Y{�](�[��ÊÀeÂÌ¿�µZÌ��½ZË�m(�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ��½ZË�m )We=80(  

  

³�Ã�Y|¿Y�Z]Ì�É�¸�Z§]�ÄÌZÆf¿Y�Ä�¬¿�¾ÊË��ÌY�Ä�¬¿�Ze��|À¸É��Âv»�d����Ä¯É���¨��Ä]�½M��{

Ê» �,|��Ê» uZ¿�µÂ��½YÂeÌ°�e�Ä]Y{�³�ÄÌ��d�a��{�Ã|��¶Ì{Â¼¿�Ä^�Zv»�Y���|À¸ .  

� �{ � ¶°�� -��¤eÌÌ�Âv»� d���� cY�É�uZ¿� �{Ì�� d�a� ÄÌY�]� �|À¸É�¿� d·ZuÌÀeÂÊ��Á

ÁËf�ÓYÂ°�Ì�Ã{�ÁM�®d�Y�Ã|� .YËY�]�,µÂ��¾É��mË��½ZÌ¿�µZÌÀeÂÊ���]Y�]ܮ = ��Y�]�ÁÉܦ4.05

�mË��½ZÌÁ�µZËf�ÓYÂ°�ÌYÁ�{|��Z]�®Ë�±�^¿�80���]Y�]ܮ =   .Ã�Y|¿Y d�Y�Ã|��É�Ì³ ܦ6.01
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¶°��� -�� ¤eÌÌ�Âv»�d����cY�É�Y�]É��mË��½ZÌ¿�µZÌÀeÂÊ�ܹ݁ ൌ Ͳ) ��Á�ÁËf�ÓYÂ°�Ì®ܹ݁ ൌ ͺͲ) �  

�ÄÌuZ¿�µÂ���ËY�§Y�Ä]Y{�³a��{�w���|À¸Ì��t���ÉÁ���Z�§��Ë�Âe��{��ÌÌ¤e��iY��{�,�|À¸Ì��d�

»Ê�|Å{� ��{� �Â�À»�¾ËY�ÉY�]���¶°��-���Ã{�ÁM�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ� Á�ÊÀeÂÌ¿�d·Zu�ÉY�]� �Z�§��Ë�Âe

d�Y�Ã|���Ê»�Ã|ÅZ�»��ÄËZa�d·Zu�Ä]�d^�¿�,®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ��½ZË�m��{��Z�§��Ë�Âe�Ä¯�{Â�

eÂÌ¿d�Y� ÃY�¼Å�Ê^�¿�Ê�ËY�§Y� Z]� ,ÊÀ� ���iY� �{� Ä¯�d�Y�Ê��]��Àe��ÅZ¯�¶Ì·{� Ä]� �Â�Â»�¾ËY

��{�±�{��ÅZ¯� Ã|Ë|a� ½|»M� {ÂmÂ]� \^�� Á� Ã{Y{� w��®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ� µZÌ��®Ìf�ÓY� dÌ�Zy

Ê»�cÓZÌ���Y�Ä¿Â³�¾ËY�½ZË�m�{Â����  
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¶°��� -�� �ÂeËÁ���]��Z�§��É���t��ÌY�]��|À¸É��mË��½ZÌÁ�µZËf�ÓYÂ°�Ì® �ܹ݁ ൌ ͺͲ��¿�ÁÌÀeÂÊ ��ÄËÁY�
Ê»�{�´f�Z��c�Â��Ä]�Á�Ã|���Á���½Â°��Ä�¬¿��Y�,�Á���|�Z]�  

  

��Àe�cY�ÌÌ¤e�º���Z]��]Ê�¾ÌËZa�ÄÌuZ¿��{�Ê»�ÊÀeÂÌ¿�Á�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�½ZË�m�Á{��Å�d�{��½YÂe

»Ì�m��{���]�w�¿�½Y�ËZ¬»�{�Â»�Y��Á{�½M�½ZË{Y{��Y�«�Ä�����{�,�Â�À»�¾ËY�ÉY�]����¶°�� -����Y{Â¼¿

�Ê��]��Àe�cY�ÌÌ¤e� �{�µZÌ��½Y�m�ÉY�]� ½ZË�m�d�{�¾ÌËZa� ÄÌuZ¿� �{�¦¸fz»�Ê���� ��Z¬»

d�Y�Ã|��Ã{�ÁM�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�Á�ÊÀeÂÌ¿�� 
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[� 

¶°��� -�� ¤e��Y{Â¼¿�½ZË�m�d�{�¾ÌËZa�ÄÌuZ¿�Ê������Z¬»��{��Àe��Â�¿Ze�Ê��]�Ä¨·Â»�cY�ÌÌ ¦·Y���½ZË�m
[�,ÊÀeÂÌ¿�µZÌ���®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ��½ZË�m  

��¶°��-�����Ê��]��Àe��Ë{Z¬»�,¦·Yɒ௫௬��Ê������Z¬»��{ܺȀܦ ൌ ͺǡͳͲǡͳʹ�»Ê�|�Z]���¾ËY

ÀË�� Ä]� ½|Ì��� �Y��Ìa�ÊÀeÂÌ¿� Á�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ�� ½ZË�m�ÉY�]� �Y{Â¼¿��Á��� Á�Ê¿Y�v]� �|·Â

�½ZË�m� �{�½Z�Â¿d�Y� �Ê»� Ã|ÅZ�»��®Ë�ÊÀeÂÌ¿�µZÌ��½ZË�m�Ê��]��Àe�Ê³��]� Ä^e�»� Ä¯� {Â�

� �f�Ì]� ®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ� µZÌ�� �Y� Äm�{»Ê�|�Z]� �YË»� Y�� �Â�Â»� ¾Ê��Z]� �Zf§�� Ä]� ½YÂeË�Ã|¿Â�� ®

ÁË�Â°�Ë���{���]�w�¿�Ä]�d^�¿�ÄfÌÁ�µZËf�ÓYÂ°�Ì{Y{�d^�¿�®�  

�¶�§��{�Ä¯��Â�¿Z¼Å¿�¹Á{Ì{�³�Ã�Z�Y��Ë|,�·{�Ä]Ì�Zy�{ÂmÁ�¶Ìf�ÓY�dÌ£�Á�®Ì�y��Ê��½{Â]

ÁË�Â°�Ë�� �{� ��]� w�¿� Ä]� d^�¿� ÄfÌÁ� cÓZËf�ÓYÂ°�Ìµ|»� ,® �Z�É��mË�� ½ZÌ�µZ

ÁËf�ÓYÂ°�Ì�� µÂu� ®Ì�� �{� Z�Â�y� ,�|À¸Ë�|·ÂÀÉ��� �Y� �eÓZ]Ë¿Y�v]� �|·ÂÀÊ��]Ìa� �ZÌrÌ�Ã|

»Ê�|�Z]� �Y� �YË¿Y�cZ ·Z�»� �j¯Y�½ÂÀ¯Ze� ,Á��¾�m��Â�y� �{� Ã|��¹ZnË��½ZÌ£�µZÌ¿�ÌÀeÂÊ��µÂu

�Ì]��|À¸ÌZa��]��f�ËZ»�M�cY|ÅZ�»�ÄËÅZ´�Ê�d�Y�Ã{Â]��Y��{�Y~·Ë���]�Ä]�d¼�«�¾Ê���ZfyZ��Á�Â´·Y

�mË¿Z�Â¿�½ZÊ��ÌÁ�µZËf�ÓYÂ°�Ì���Y��Â^���{�®ÌY��|À¸Ë�ÄfyY{�a�Zf�d�Y�Ã|���  

-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2y/d

x/d=8

x/d=10

x/d=12

߬௫௬ ଶΤܷߩ  



���¶�§�������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ºnÀa�������������É{|��lËZf¿  

  

ÎÎÏ 

 

��{��¶°��-���½Y|Ì»��Ë�Âe�ÁeÌ�ÌÄf��½|Ì���Ze�½Z�Â¿��Á���Ä�v·��Y�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ�

Ê¼ËY{�d·Zu�Ä]�d�Y�Ã|��Ã{�ÁM�Ê¿Z�Â¿�½ZË�m��Y  
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»Z´ÀÅ� ,�«YÁ� �{Ê��� {|�� Ä¯Ë·ÂÀ� �|� �Y�z�»� |uÊ��f°qÂ¯� �iY� �{� ,{Á�� �eY�§ËY��� ¾Ë��

ZaZ¿Ë�Y|ÉY|m�Ä�¬¿� ,Ë�m��Ë¤e��Âzf�{�º�m�µÂu�½ZÌÌ¼Å� Á� Ã|���Ì�\^���»Y�¾Ê» �Ze� {Â�

Ä]Y{�³ ZÅ É�Ä·Z^¿{�¶°��Ä]�Ä¯�½�Z¬f» ���d�a��{ÌÃ|»M�{ÂmÂ]��|À¸ ³��Y�«�½Z�Â¿�Ä¿Zf�M��{�,|¿YÌ|¿�. 

�ÄnÌf¿��{ Z¬f»�ÉÂ´·Y�,É�Y|ËZaZ¿�¾ËY�¾Ì]��Y�½ZË�m�½�»Ê {Á� .�º�m�µÂu��Z�§��Ë�Âe�¹Z´ÀÅ�¾ËY��{

Ê»�\^��Á�Ã|���ÌÌ¤e��Âzf�{ Ä]Y{�³�Ä¯�{Â� ��{�É�´Ë{�Á�ÓZ]� �{�Ê°Ë� ,[ÁZÀf»�c�Â��Ä]� ,ZÅ

|ÀËM�{ÂmÂ]�º�m�½�Z¬e��Âv»�¾ÌËZa .��{ �¶°��-���ÂeË��Å��ËÄ¨·Â»��Y�® ZÅÉ���Àe�,�Z�§�,d���

�]�ÊZÅ��Àe�¥ÔfyY� ,É��m��Â�y� ,¹Á{� Á�µÁY�µZ»�¿ËZÅ�Y{�]� ,½ZÉ�Àr¼Å� Á�d���Ì»�¾Ì�½Y|

�ÁeÌ�ÌÄf�]�c�Â��Ä]Ê��| ]��{Re=100��ÁWe=80��Áá=0.5 {Z¬»�ÃY�¼Å�Ä]Ë�¯Z»��Ë»�Á�º¼ÌÀÌ�º¼

��ÅË»��Y�®Ì�ZÅ�½Y|d�Y�Ã|��Ã{�ÁM.  
 

u/U, min:�0.347 ;max:0.132 v/U, min:�0.688 ;max:0.676 

 
p/ߩU2, min:�0.647 ;max:0.546 

 
ôxy/ ߩU2, min:�16.36 ;max:16.4 
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ÎÎÑ 

 

 
N1/ ߩU2, min:�39.1 ;max:30.31 

 
N2/ ߩU2, min:0.0346 ;max:38.06 

 
Stream line 

 
Vector plot 

 
 

Vorticity (߱/(U/D)), min:�46.79  ; max:47.14  

 

¶°��� -�� �ÂeË»��Ì½Y|�ZÅÉ�¤f»Ì]��Y�É��mË��½ZÌ�³�µZË��µÂu��°Ì��{��|À¸Re=100�,We=80��Áá=0.5  
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�{��� ¶°��-���½ZË�m� ÄÌuZ¿� �{� Ä�¬¿� ®Ë� ÉY�]� ½Z»�� Ä]� d^�¿� É�Âv»� d���� cY�ÌÌ¤e

�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ��Êf�³�]�We=80���ÊÀeÂÌ¿�½ZË�m�Á�We=0��d�Y�Ã|��Ã{�ÁM� ��Ä�ËZ¬»� Z]

½Y|Ì»��Ë�Âe����ÉZÅ¶°��¾ËY� �{�ÊÀeÂÌ¿� Á�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ��d�� Ê»��ÄÀ»Y{�Ä¯�d§ZË�{�½YÂe

Ê»��f¼¯�ÊÀeÂÌ¿�d·Zu�Ä]�d^�¿�,®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ��½ZË�m��{�½Z�Â¿�|�Z]����ÅZ¯�Ä°¿M�ÃÁÔ ]

Ê»� Ã|ÅZ�»� �Ì¿�½ZË�m��¿Z¯�§� �{�Ê�Â�v»�{Â�� �Ê»� Y��Ê�Â�Â»�¾ÌÀq�¶Ì·{��dÌ�Zy�Ä]�½YÂe

�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ��®Ìf�ÓY{Y{��]���  

  
¶°��� -�� �Âv»�d���É���{Ë�½Z»��Ä]�d^�¿�Ä�¬¿�®  

��¯}�½ZËZ�»Ê���{��Á���½Z»��Ä¯�|�Z]��¶°��-����{�Ê¿Z�Â¿�½ZË�m�Ä¯�ÊeZ�v·��Y�Ê°Ë��{

d�Y�Ã|��[Zzf¿Y�,Ã|Ì����Y|ËZa�d·Zu�Ä]�½M���d�����Y�Ã{Z¨f�Y�Z]��Y{Â¼¿�¾ËY��{��Ì¿�É{Â¼���Âv»

ZË�m�É{Á�ÁÊ]�c�Â�� Ä]� ½�d�Y� Ã|»M� �{� | ]� �Ê»� Ã|ÅZ�»���{�½ZË�m��¿Z¯�§� Á� ÄÀ»Y{� Ä¯� {Â�

Ê»� �f¼¯� ÊÀeÂÌ¿� µZÌ�� Ä]� d^�¿�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ� µZÌ��|�Z]� ��Ä]� d^�¿� ÄÀ»Y{��ÅZ¯� ¾ÌÀr¼Å

Ê»�w��É�f�Ì]�c|��Z]��¿Z¯�§�|Å{����¯}�Ä]�¹�Ó»Ê��ÉY�]�Ã|��Ä^�Zv»��¿Z¯�§��Y|¬»�Ä¯�|�Z]

�mË�� ½ZÌ¿� µZÌÀeÂÊ�ܵݐ ൌ ͲǤͳ͸Ͷ͸�Y�]� ÁÉ��mË�� ½ZÌÁ� µZËf�ÓYÂ°�Ì� �]Y�]� ݐܵ® ൌ ͲǤͳͷ͹ͺ�
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ÎÎÓ 

 

Ã�Y|¿Y�³Ì�É�d�Y� Ã|����Zy� {ÂmÁÌf�ÓY� dÌ�� �{� ®ÌÁ� µZËf�ÓYÂ°�Ì�½|»M� {ÂmÂ]� \^�� ®

�Àe� ¥ÔfyY�ZÅÉ�»� µZ»�¿Ê�{Â�� �iZeÌY� �Ë»� Y�� �Â�Â»� ¾Ê�� ½YÂeÁ�É��ÂeË�� µÂu�Z�§� �Ì��|À¸

{Â¼¿� Ânf�m� ��Àe�¥ÔfyY� {ÂmÁ��«YÁ� �{�ZÅÉ�»�¿»�\^��µZÊ�Â¸m�d¼�«� �{� �Z�§� Ä¯� {Â�É�

�Ì�|À¸Ëa��ÅZ¯�½Â°��Ä�¬¿��{�ZÌ��d�a�d¼�«��{�Á�Ã{�¯�Y|ÌY�§Y�Z]��|À¸Ë^�¿��Ê�|�Z]�ÃY�¼Å��

Y�Ä]Ëe�e�¾Ì]��Z�§�¥ÔfyY�\Ì��d�a�Á�Â¸m�d¼�«�¾Ì»�º¯��|À¸Ê�{Â���YË±��]�\^���ÅZ¯�¾���e

uZ¿�½|�Ì�m�ÄËf�³�]�½ZÊ�YË��d�a��{�Ã|��{ZnÌ»��|À¸Ê�{�³{��  

Àr¼ÅÌ�¾�Àe�¥ÔfyY�ZÅ���{�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ��½ZË�m�®ËÁ�ÄÌuZ¿��{�Ã|»M�{ÂmÂ]�µZ»�¿�É

Zf�Y���{É��¯�»��yÉ���{�ÁËuZ¿��{�µÂ¸��®ÌZa�ÄÌË�m�d�{�¾Ë��{�½Z��¶°��-���Ã|��Ã{�ÁM

d�Y� �� ,¶°��¾ËY� �{N1�� Á� µÁY� µZ»�¿��Àe�¥ÔfyY� �´¿ZÌ]N2�¥ÔfyY�¥� »��¹Á{�µZ»�¿��Àe

Ê»�|�Z]� �� ¦·Y� �Y{Â¼¿�� ¶°�� -���Àe� ¥ÔfyY� cY�ÌÌ¤e� ,���{� Ä�|ÀÅ� ½�Z¬e� �y� �{� µZ»�¿� ÉZÅ

Ä�v·��½Z�¿� Y��½M��{�Ê¿Z�Â¿�½ZË�m�½|»M�{ÂmÂ]��Y��a�Á�ÃYÂz·{�ÉY»Ê��¾Ì¼Å�[��Y{Â¼¿�Á�|Å{

�Àe�¥ÔfyY�¾Ì^»�,¶°��Z¿��{�µÂ¸��®Ë��{�µZ»�¿�ÉZÅd�Y�½Z»��Ä]�d^�¿�½ZË�m�®ËÁ�ÄÌu���¹�Ó

d�Y�Ã|Ë{�³�{�YÁ�| ]�Ê]�c�Â��Ä]�,�Àe�¾ÌÀr¼Å�Á�Ê¿Z°»�Á�Ê¿Z»���Ë{Z¬»�Ä¯�d�Y��¯}�Ä]� 
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ÎÎÔ 

 

 
[�  

¶°��� -�� ¤eÌÌ�Àe�¥ÔfyY�cY��ZÅ�É�»�¿¦·Y�µZ��,½�Z¬e��Âv»�{Y|f»Y��{��[����{Ë½Z»��Ä]�d^�¿�Ä�¬¿�®  

  

  

� ÉZÅ�Y{Â¼¿� �Y�� ¶°�� -��Ê»��Á� ½ZË�m� �]� µÁY� µZ»�¿��Àe� ¥ÔfyY� cY�iY� Ä¯� d§ZË�{� ½YÂe

Ê»� ¹Á{�µZ»�¿��Àe�¥ÔfyY� �Y� �f�Ì]�\eY�»� Ä]� ,½M�cY�ÌÌ¤e� ÄÀ»Y{� ¾ÌÀr¼Å�|�Z]� ��Ä°ÀËY� ¾¼�

Ê»�Ã|ÅZ�»�Ä¯��Â�¿Z¼Å�|¿�Y{�½ZË�m��]�{Z�f»�É�iY� ,Á{�¾ËY�{Â�� ��Ä¯�ÉY�ÄÌuZ¿��{�Ä¯�É�Â��Ä]

¥ÔfyY��¾Ë�f¼¯� �{� ,¹Á{�µZ»�¿��Àe�¥ÔfyY� ,d�Y�Y{� Y�� {Ây�º¼Ë�¯Z»� �Y|¬»� ,µÁY�µZ»�¿��Àe

Ê»�{Ây��Y|¬»�|�Z]�  
 

ê-é-è- ½ZË�m��]�¦¸fz»�ÉZÅ�f»Y�Za��iY  

�ÄfyY{�a�½ZË�m��]�±�^¿�ËYÁ�{|��Á��|·ÂÀË��{|��¦¸fz»�ÉZÅ�f»Y�Za�cY�iY�Ê���]�Ä]�d¼�«�¾ËY��{

d�Y�Ã|���Ê»Z¼e�¾f�Y{�Ä´¿�d]Zi�Z]�ZÆf¿Y��{��Ì¤e�µZ/¼�Y�Á�ZÅ��f»Y�Za�/Ì������µ|/»�­�/ve�\Ë�/���{

½M�cY�iY�,�°Ë�³�Ä�z�»��]���Y�«�Ê���]�{�Â»�½ZË�m�ÉZÅ»Ê�{�Ì³��  
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�-�-�-�- Ä�z�»��]�®Ìf�ÓY�dÌ�Zy��iY�Ê���] �{|��\·Z«��{�½ZË�m�ÉZÅ
±�^¿�ËYÁ 

� �{ � µÁ|m)� -� (Ä�Ôy iY� �{� Ã|»M� d�|]� lËZf¿� �Y� ÉY�µZÌ�� ®Ìf�ÓY� dÌ�Zy� �ËY�§Y� �

d�Y�Ã|��Ã{�ÁM�±�^¿�ËYÁ�| ]�Ê]�{|��\·Z«��{�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ .��¨����Y�±�^¿�ËYÁ�{|���ËY�§Y�Z]

� Ze�� �{  ܴ݁ = 100� �� Áá = 0.5� Ã|ÅZ�»� ,»Ê ��Ë�§Y� ,½ZË�m�cZ¿Z�Â¿�[ÁZÀe� Ã�Á{� Ä¯� {Â�

»Ê |]ZË .ÅÁ�f�Y�{|��\·Z«��{��Ì¿�½ZË�m��¿Z¯�§�Ä¯�d�Y�Ê·Zu��{�¾ËY��ÅZ¯�d^�¿�½Z¼Å�Z]�µZ

»Ê |]ZË.  

ƩƹŶū )۵-۵ ( ½ZË�m�ÉZÅ�Ä�z�»��]�®Ìf�ÓY�dÌ�Zy��ËY�§Y��iY  

We St LC dC maxdC mindC 

0 0.1646 0.3425 1.3701 1.3800 1.3603 

5 0.1567 0.1878 1.3235 1.3266 1.3204 

10 0.1554 0.1669 1.3098 1.3121 1.3074 

20 0.1551 0.1565 1.3022 1.3041 1.3002 

40 0.1552 0.1521 1.2983 1.3001 1.2965 

60 0.1553 0.1507 1.2970 1.2957 1.2952 

80 0.1554 0.1500 1.2962 1.2979 1.2945 

 

Ä]� ÄmÂe� Z]  � µÁ|m)� -� (� Ã|ÅZ�»»Ê ¯� {Â�� �Y� �eÓZ]�±�Ì¿�ËYÁ� �Ë{Z¬»�ÉY�]� Ä�� ��cY�ÌÌ¤e

�{ZnËY�¿��Â�v»�±�{�Á�d¨Ì·�\ËY��� Á�µZÅÁ�f�Y�{|���{� Ã|¼Ê |�Z] .�{|��½|¿Z»�d]Zi�d¸�

Ê»� Y�� | ]� Ä]� �z�»� ±�^¿�ËYÁ� {|�� ®Ë� �Y� µZÅÁ�f�Y �µZÌ���Àe� �Y� Ê³{Â�M� ½Z»�� Ä]� ½YÂe

{Y{��]��®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ .ÁZÀe�®Ë� {ZnËY�½Z»�� Ä¯�c�Â��¾Ë|]�±�^¿�ËYÁ� �Y� | ]� ,[���½Z»�� �Y� ,
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١١٩ 

 

Ê»� �f¼¯�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ� µZÌ���Àe� �Y� Ê³{Â�M |�Z] .Ê¼¿� �Z�f¿Y� Y~· ��¿Z¯�§� �{� É�ÌÌ¤e� {Á�

|ËM�{ÂmÂ]�½ZË�m .,�Àe��Y�Ê³{Â�M�½Z»��Ä¯�Ê»Z´ÀÅ��«YÁ��{ë��,|�Z]��f�Ì]�[ÁZÀe�Ã�Á{�½Z»���Y�,

»Ê �¿Z¯�§��{�É�ÌÌ¤e�Ô¼��Ä¯�d¨³�½YÂe��mË½Z�Y�§Y��iY��{{Y{�|ÅYÂz¿�w��®Ìf�ÓY�dÌ�Zy��Ë .  

�{  �¶°��-��cY�ÌÌ¤e���{�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�Á�ÊÀeÂÌ¿�µZÌ��ÉY�]�½Z»��Ä]�d^�¿�d¨Ì·�\Ë�� ܹ݁ = 80��ÁRe=100��Áá = 0.5�d�Y�Ã|��Ã{�ÁM .  

  
¶°� � -�� ¤eÌÌ½ZË�m�d·Zu�Á{�ÉY�]�d¨Ì·�\Ë���cY� �¿ÌÀeÂÊ )�a��y(��®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ)q��yÌ¾(���{ Re=100�

�ÁWe=80 .  

Ä�v·��Y��Á���½Z»��,�Y{Â¼¿�¾ËY��{�Ä¯�d�Y��¯}�Ä]�¹�Ó Y�½ZË�m�ºË���Ä¯�d�Y�Ã|��[Zzf¿Y�É

|�Z]�Ã|Ì���Ê]ÁZÀe�½ZË�m��Y�Äf§ZË�Ä �Âe�Ô»Z¯�d·Zu�Ä] .�½ZË�m�Ê�ÂÀÌ��Ô»Z¯��Zf§���Y{Â¼¿�Á{��Å

�½Z�¿�Y�»Ê �Ê«Z]�d]Zi�½M��{�[ÁZÀe�Ã�Á{�Á�ÄÀ»Y{�Ä¯�|ÀÅ{»Ê |¿Z» .�Á�cZ¿Z�Â¿�ÄÀ»Y{�É�Ì³�Ã�Y|¿Y�Z]

�Ã|ÅZ�»�,½ZË�m�Á{��Å��¿Z¯�§»Ê �w�¿�Z]�½ZË�m��¿Z¯�§�Z]��ZÌ«��{�ÄÀ»Y{��ÅZ¯�c|��Ä¯�{Â�
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� w��É�f�Ì]»Ê |Å{ .�¶]Z¬»� �{�±�{� Á�d¨Ì·�\ËY��� º¼ÌÀÌ»� Á� º¼Ë�¯Z»� �Y|¬»��ÅZ¯��«YÁ� �{

��e{ÂÆ�»��¿Z¯�§�Z]�Ä�ËZ¬»��{�½ZË�m�®Ìf�ÓY�dÌ�Zy��ËY�§Y»Ê |�Z] .  

�-�-�-�- Ä�z�»��]��|·ÂÀË���iY�Ê���] ½ZË�m�ÉZÅ 

Ä�z�»��]��|·ÂÀË��{|���iY�Ê���]�Ä]�d¼�«�¾ËY��{ �\ËY���Á�µZÅÁ�f�Y�{|��¶Ì^«��Y�½ZË�m�ÉZÅ

d�Y�Ã|��ÄfyY{�a�±�{�Á�d¨Ì· .��{ �¶°��-���®ËÁ�ÄÌuZ¿��{�µÂ¸��®Ë�É�Âv»�d����cY�ÌÌ¤e

��½ZË�m��|·ÂÀË��{|��Á{�ÉY�]�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌRe=60��ÁRe=120�d�Y�Ã|��Ã{�ÁM .��Â�¿Z¼Å

��Z�f¿Y�Ä¯»Ê cZ¿Z�Â¿�ÄÀ»Y{�Á�Ã{Y{�w���e{Á���|·ÂÀË��{|���ËY�§Y�Z]�½ZË�m��{�cZ¿Z�Â¿��Á���{Á� 

� �|·ÂÀË�� {|�� {ZË{�Y� Z]� �Ì¿]Ìd�Y� Ã|�� �f� .Àr¼ÅÌZf¿� ¾ËY�§Y� �Y� ¶�Zu� lË�� {|���Ë��{� �|·ÂÀ

Ã{Á|v»�� ¾Ì]���� Ze��� Ä�z�»� �] ®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ� Á� ÊÀeÂÌ¿� ½ZË�m� Á{� �Å� ÉZÅ            

)We=80, 0.5=ߙ (��{ �µÁ|m)�-� (Y�]�½M�cY�iY�Á�Ã|��Ã{�ÁMÉ��m�Á{��ÅË���]�{�Â»�½ZÊ���Y�«

d�Y�Äf§�³.  

Z�Ë�Ä¯�d�Y��¯}�½Z��|·ÂÀË��{|���ËY�§Y��Y�¶�Zu�lËZf¿�{�½ZË�m �Ì�µZ�cZ¬Ì¬ve�Z]�ÊÀeÂÌ¿

� Ã|�� ¹Zn¿Y� ÊÅZ´�ËZ»�M� ½Â�»ZÌ¸ËÁ� ��Âe]��[�Äf§�³� �Y�«� Ä�ËZ¬»� {�Â»�d�Y .� �{ � ¶°�� -

���ÊÀeÂÌ¿�Á�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ��½ZË�m�Á{��Å�ÉY�]��|·ÂÀË��{|��Ä]�d^�¿�µZÅÁ�f�Y�{|���Ë{Z¬»

d�Y� Ã|�� Ã{�ÁM .�M� lËZf¿� ¾Ì]� Ê]Ây� ª]Z�e�Ã|ÅZ�»� �Y{Â¼¿� ¾ËY� �{� É{|�� lËZf¿� Á� ÊÅZ´�ËZ»

Ê» {Â� .Ê»�Äv���ÅÁ�a�¾ËY��{�Ã|��Äf§�³�Z¯�Ä]�É{|���Á���]�Ä�ËZ¬»�¾ËY {�Y~³ .  
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ÎÏÎ 

 

 

 

¶°��� -�� ®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ��½ZË�m�®ËÁ�ÄÌuZ¿��{�µÂ¸��®Ë�É�Âv»�d����cY�ÌÌ¤e  

ƩƹŶū��ê-ë�� ÓYÂ°�ËÁ�Á�ÊÀeÂÌ¿�µZÌ��½Y�m�ÉZÅ�Ä�z�»��]��|·ÂÀË��{|��{ZË�Y��ÌiZe®Ìf�  

Re St LC maxdC mindC dC 

Newtonian 

50 0.1237 0.0602 1.4764 1.4761 1.4762 

60 0.1356 0.1360 1.4403 1.4382 1.4392 

80 0.1435 0.2516 1.3998 1.3905 1.3952 

100 0.1646 0.3425 1.38 1.3603 1.3896 

120 0.1733 0.4256 1.3741 1.3415 1.3578 

Viscoelastic (We=80, á=0.5) 

50 0 0 1.4783 1.4783 1.4783 

60 0.1264 0.0252 1.4010 1.4010 1.4010 

80 0.1435 0.0901 1.3328 1.3317 1.3322 

100 0.1554 0.1500 1.2979 1.2945 1.2962 

120 0.1684 0.2106 1.2833 1.2756 1.2794 
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¶°� � -�� ¾Ì�Ìa�cZ¬Ì¬ve��Y�¶�Zu�lËZf¿�Z]�Ã|»M�d�|]�lËZf¿�Ä�ËZ¬»  

  

� Ã|ÅZ�»� Ä¯� �Â�¿Z¼Å»Ê �Ë{Z¬»� ,{Â��Ã|»M�d�|]��Ä]�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ� µZÌ�� ½ZË�m��¿Z¯�§

·{Ì¶���|·ÂÀË��{|��½Z¼Å��{�ÊÀeÂÌ¿�µZÌ��½ZË�m��Y��f¼¯�,µZÌ��®Ìf�ÓY�dÌ�Zy�{ÂmÁ»Ê |�Z] .

ÌÅ�Ä¯�d�Y��¯}�Ä]�¹�Ó�µZÌ��½ZË�m�lËZf¿�Ä�ËZ¬»�ÉY�]�É{|��ZË�Á�ÊÅZ´�ËZ»�M�cZ�Ô�Y�Ä¿Â´r

{�Y|¿�{ÂmÁ�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ  

Ê]Zzf¿Y� �|·ÂÀË��{Y|�Y��Y�®Ë��Å��{�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ� Á�ÊÀeÂÌ¿�µZÌ��½ZË�m�lËZf¿�Ä�ËZ¬»� Z],�

� Ã|ÅZ�»»Ê ��ÅZ¯�½ZË�m�®Ìf�ÓY�dÌ�Zy��ÌiZe�dve�½ZË�m��¿Z¯�§�ZÆÀe�Ä¿�Ä¯�{Â�»Ê �,|]ZË

¸]��Y�«�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ���Y��f»Y�Za�¾ËY��ÌiZe�dve�c|��Ä]��Ì¿�±�{�Á�d¨Ì·�\ËY���ÄÀ»Y{�Ä°

»Ê {�Ì³ .��|·ÂÀË��{|���{�Ä¯�ÉÂv¿�Ä]����Z^Ë�¬e�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�½ZË�m�ÉY�]�d¨Ì·�\Ë����Y|¬»�,

�ÊÀeÂÌ¿�µZÌ��½ZË�m��{�{Ây��Y|¬»�¦�¿�Ä]»Ê |�� .  
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�-�-�-�- §��]�­�ve�\Ë����f»Y�Za�Ê���]½ZË�m�É�Y|ËZa�Á��¿Z¯� 

¸¯��Â��Ä]Ê�m�,Ë��]�½ZÊ�Á�{YÂ»��{Ëf�ÓYÂ°�ÌY�M�,®Ë «Â»�Á��ÌµÂ°·Â»�d iZe�dve�Y��ZÅÌ��Y�«��

�¯�Á�Ã{Y{Ì³|Ê�µÂ°·Â»�½|��Zf�Y�¼Å�Á ZÅÉ�Â�Ë¸a�¶Ì�¼É�Zf�Y���{É��m��Â�yËa��{�Y��½ZÊ�

Y�Ä¯�{�Y{Ë]�\^���»Y�¾Á�£��YÂy��ÌY��ËaÁ�eÁ�Ì���{�®Ì»�µZÊ�{Â� .�Y~·Y��¨u�dÆmË�,¥Y�v¿Y�¾

»Ì¿��Àe�½Y|ÌiZe�dve��Ì���Àe�¥ÔfyY�Á�Äf§�³��Y�« ZÅÉ�|a�µZ»�¿Ë»�|Ê�MË|.   

Zn¿M� �YÊË���� Ä¯ËÂa� \ËZÊË Ë�³� µ|»� �{� ­�ve� ZË��°��{� Ê¿Á�]� ®ÌaÁ�eÁ�ËY� �Ì£� �Zf§�

®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ� Ã{Z»� Ê·Â°·Â»�®Ì»ZÀË{Á�|ÌÅ�Zv·� Y���»Ê Y� �{� Y~·� ,|À¯Ë¬ve� �Y�d¼�«�¾Ì�ª�Ä]

Ê���]��iYcY YËÁ�¾Ë³�Ê����YÌÁ�cÓZËf�ÓYÂ°�Ì®�Ä�z�»��] �ÄfyY{�a�½ZË�m�ÉZÅ»Ê {Â� .�ÉY�]

�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ� µZÌ�� ½ZË�m� ÉY�]� Ã|�� Äf§�³� ��¿� �{� ÄËZa� Ä¿Â¼¿� �Y� Ã{Z¨f�Y� Z]� �Â�À»� ¾ËY

)Re=100��ÁWe=80(, �¦Ë� e�®Ë�Á��¨��¾Ì]�ÃÁ|v»��{��°Ë�³�µ|»��{�Ä¯�­�ve�\Ë����Y|¬»

»Ê Y{��ËY�§Y� ,{Â��Äf§�³��Y�«�Ê���]�{�Â»�½ZË�m�É�Y|ËZa�Á��¿Z¯�§�ÉÁ���]�½M��ÌiZe�Á�Ã|��Ã{

d�Y .  

Y|f]Y�{�Y�cY�iYËY� {ZË���¾ËÁ���]�\É�ZÅ��Àe�¥ÔfyYÉ����]�{�Â»�¹Á{�Á�µÁY�µZ»�¿Ê���Y�«

d�Y�Äf§�³ .��{ �¶°��-��¤eÌÌZÅ��Àe�¥ÔfyY�cY�É�Ä]�d^�¿�¹Á{�Á�µÁY�µZ»�¿���{�½Z»�Ë�®

uZ¿��{�µÂ¸�ÌÁ�ÄË�m�®Ë��½ZÌÁ�µZËf�ÓYÂ°�Ìd�Y�Ã|��Ã{�ÁM�® .  
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¦·Y(  

 

[( 

¶°� � -�� ZÅ��Àe�¥ÔfyY�cY�ÌÌ¤e��]�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ��­�ve�\Ë����ÌiZeÉ��ÄÌuZ¿��{�µÂ¸��®Ë��{�µZ»�¿
½Z»��Ä]�d^�¿�½ZË�m�®ËÁ  
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� Ã|ÅZ�»»Ê {�Y�Ä¯�{Â�Ë���{ZË�³�µ|»��{�­�ve�\ËÀe�¥ÔfyY��ÅZ¯�\^���°ZÅ��É�

�¹Á{�Á�µÁY�µZ»�¿d�Y�Ã|� .��{�¾ÌÀr¼Å �¶°��-���Àe�¥ÔfyY�cY�ÌÌ¤e��Ì¿ ��y��{�µZ»�¿�ÉZÅ

d�Y�Ã|��Ã|��Ã{�ÁM�ÊmÁ�y���»�Ze��|À¸Ì���Y�É�¯�».  

  
¦·Y(  

 

[(  

¶°� � -�� ZÅ��Àe�¥ÔfyY�cY�ÌÌ¤e��]�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ��­�ve�\Ë����ÌiZeÉ��¯�»��y��{�µZ»�¿É ��Y
�ÌmÁ�y���»�Ze��|À¸Ê 
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ZÅ�Y{Â¼¿��{É�YË¿�¶°��¾Ì�Ã|ÅZ�»��»Ê {�³{�Y�Ä¯�{ËY�{ZË�¥ÔfyY��Y|¬»��ÅZ¯�\^���f»Y�Za�¾

�Àe ZÅÉ��µZ»�¿»Ê {Â�. ��{ �¶°��-��¤eÌÌZÅ��Àe�¥ÔfyY�cY�É�Á���]�µZ»�¿É���t��Ì�Z]��|À¸

Y�§YË����Ë�³�µ|»��{�­�ve�\ËÃ{�ÁM��°�d�Y�Ã|� .  

 
¦·Y(  

 
[(  

¶°� � -�� ��]��Àe�Á�µZ»�¿�ÉZÅ��Àe�¥ÔfyY�cY�ÌÌ¤e��]�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ��­�ve�\Ë����ÌiZeÊ�Á���]É�
��t��Ì�|À¸ 
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Y�]ZÀ]ËY�§Y�Z]�¾Ë����ËZÅ��Àe�¥ÔfyY�­�ve�\É�»��ÅZ¯�µZ»�¿Ê Ë|]Z .��ÅZ¯�¥ÔfyY��{

�µZ»�¿��Àe�ÂeË��µÂu� �Z�§��ÌiZe�dve� Y�� �|À¸Ì»� �Y�«� �Ê Å{|. Y�]É�YË� �Â�À»�¾� �{ �¶°��-

���Âe��Y{Â¼¿ËY�]��Z�§��É�Y�]É�{Z¬»Ë���¦¸fz»��Ëd�Y�Ã|��Ã{�ÁM�­�ve�\ .  

 
¦·Y( 

 
[( 

¶°� � -�� �ÂeË��µÂu��Z�§��ÌY�§Y��iY��{��|À¸Ë����Ë�³�µ|»��{�­�ve�\Ë�°¦·Y�, (�Ä�¬¿�Ze�½Â°��Ä�¬¿��Y
[�,½M�¶]Z¬» (Ë±�� Z¼¿ÊË��ÂeË��µÂu��Z�§��ÌuZ¿��{��|À¸ÌY|m�ÄË�  
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»� Ã|ÅZ�»Ê��Âe� Ä¯� {Â�Ë��µÂu� �Z�§� �ÌY�§Y� Z]� �|À¸Ë]��Ì�f�É��{ ��d�aÌ�|À¸��ÃY�¼Å

d�Y .YË��Â�Â»�¾»�\^�Ê � Ze�{{�³uZ¿�µÂ�Ì�m�ÄËf�³�]�½ZÊ YË�Ã|��{Zn��ÅZ¯Ë|]Z .��{ �¶°�

� -���ÂeË»��Ìe�Á�½Y|Ì�ÌÄf�Y�]É�¬»�Á{��Á�º¯��Y|Ë���{ZË�­�ve�\á=0.1, 0.9 d�Y�Ã|��Ã{�ÁM.  
Vorticity (߱/(U/D)) 

 
á=0.1, min:�44.61; max: 45.91 

 

á=0.9, min:�47.38; max:47.14  

 
¶°� � -�� �ÂeË»��Ìe�Á�½Y|Ì�ÌY�]�ÄfÉ�{Z¬»Ë����Ë�­�ve�\á=0.1��Áá=0.9 

 
 

Àr¼ÅÌË����{�½ZË�m�®ËÁ�ÄÌuZ¿��{�µÂ¸��®Ë�É�Âv»�d�����Y{Â¼¿�¾�­�ve�\á=0.1, 0.9��Ã{�ÁM

d�Y�Ã|� .  
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¶°��� -�� �®ËÁ�ÄÌuZ¿��{�µÂ¸��®Ë�É�Âv»�d����cY�ÌÌ¤e��]�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ��­�ve�\Ë����ÌiZe  

  

Ê»�Ã|ÅZ�»�Ê»�{ZË��½ZË�m��¿Z¯�§�,�°Ë�³�µ|»��{��f»Y�Za�¾ËY�{ZË{�Y�Z]�Ä¯�{Â��{{�³���ÃÁÔ�

Ê»�w��cZ¿Z�Â¿�ÄÀ»Y{��{��Â�v»�Ê�ËY�§Y�½M��]�|Å{����Y��´Ë{{�YÂ»�Ê»��½Z�Â¿�{ZnËY�½Z»��Ä]�½YÂe

{Â¼¿�Ã�Z�Y�½ZË�m��{��Ê»�Ã|ÅZ�»�,�°Ë�³�Ê°Ë�Â·ÂW��µ|»��{��f»Y�Za�¾ËY��ËY�§Y�Z]��«YÁ��{��{Â�

¿Z�Â¿�Ä¯Ê»�{ÂmÂ]��e{Á��½ZË�m��{�cZ�|ËM�  

 

 

ܷ௫ ܷΤ  

Dimensionless time 



 

 

 

  
 

 

 

 

 

ƪƈƟ ۶ : 

ƶŬǀŤƳ źǀĭƽ  
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۶-۱- Ä»|¬»  

Y� �{Ë�z]�¾,�Zf¿Ë¬ve� �Y�¶�Zu�lÌyY�ªÌY�]� �É��mË��½ZÌÁ�µZËÂ°�f�ÓYÌ�Â^��®É����YÌ��|À¸

Y{ËÁ�É�Y�YË�Ä»Ê {Â�. ½Z¼Å �Ìa�Ä¯��Â� �,|��Ã�Z�Y��Ì¿��e�m�Ä ·Z�»ËÁ���]�½ZÉ��Ì�Ä¸¼m��Y�,�|À¸

�Ô¯�¶WZ�»ÌZa� Á�®Ë{� �{� ÄË»ZÀÌ��®Ì�[Â�v»�cÓZ Ê»    Y�Y{� Ä¯� {Â�É�ZÅ{�]�Z¯É��ÂÀf»Ê���{

ZÀ�Ë�½Â³Z¿Â³��Ê» |�Z] .¬ve�½ÂÀ¯ZeÌZ»�M�cZ¬ËÅZ´�Ê�{|��ÁÉ�]Ì�Z¼�É�Y��Â�y��{Ë�m�¾Ë�½Z

Y� Ã|¼��Ä¯�Äf§�³�c�Â�Ë¬ve�¾Ì��{�Â»��{�cZ¬Ì¿�cÓZÌÀeÂÊ�¯|¿Y�ºÆ��Á�Ã{Â]Ê��ÄmÂf»� ZÆ¿M��Y

�Ì£�cÓZÌ¿�ÌÀeÂÊ�Â]� ÁË��Ã�ÌÁ�cÓZËf�ÓYÂ°�Ìd�Y�® .¸�Y�¥|ÅÊ��dyZÀ�� ,��Zu��ÅÁ�a� �Y

��YÂy�cY�iY��fÆ]ÁËf�ÓYÂ°�ÌÂ´·Y�Á��ZfyZ���]�®É�YË�m�¾Ë½Z »Ê |�Z].  

Ä]�µ|»��Â�À» �^À»� �Y�§Y�¹�¿� �Y� ,½ZË�m��Â¿�¾ËY�É�Z� ��Z]OpenFOAM���Y�]Y�Ä^ m�®Ë�Ä¯

�ÊeZ^�Zv»�cÓZÌ��®Ì»ZÀË{)CFD(  Ê»    d�Y� Ã|�� Ã{Z¨f�Y� ,|�Z] .¿�¾ËY�É{|�� ÃÂÌ�� �Y� �Y�§Y� ¹�

{Á|v»� ºnu(FVM)  � cÓ{Z »� ¶u� ÉY�]� Ã{Z¨f�Y Ê»    |À¯ .Y� �{Ë¾ Zm � �Z]� ¾Ìf�z¿� ÉY�]�dÆm

���]Ê��mË�� ½ZÌÁ� µZËf�ÓYÂ°�Ì�� µÂu�®Ì�³� µ|»� �Y� ,�|À¸Ë�ZfyZ�� Ä·{Z »� ½YÂÀ�� Ä]��°É�

�ÌÁ� µZËf�ÓYÂ°�Ì�®d�Y� Ã|�� Ã{Z¨f�Y .YË£� µ|»�¾Ì�y�Ê�Z¿YÂe� �YÊË�Äf�m�] ÉY��Âe� �{Ì�¦

ÁË�Â°�ËuZ¿��{�ÄfÌ¿YÂe�ÄÊ�Àr¼Å�ÁÌ�Àe�¥ÔfyY��iY�¾ ZÅÉ�d�Y��Y{�Ây�]�µZ»�¿. �ÄÌ^���Z�Y��]

ËZf¿�dv�� ,É{|��É�Z�x�Za� µÔ¬f�Y� Á� |Ë{�³�Ê]ZË��Y�É{|�� ¶u� �Y� ¶�Zu�l  ZÅ  ��Y� É{|��É

|��ªÌ¬ve�Ä°^� .Àr¼Å�Á�±�^¿�ËYÁ�{|�� ,�|·ÂÀË��{|��ÉZÅ�f»�Za��iYÌ���¾Ë�µ|»��{�­�ve�\

�³ËÄ]Y{�³� ÉÂ´·Y� �]��°  ZÅ  � Ê���]� {�Â»� ¾»�Z¯� ½Â§� É�d§�³� �Y�«Á�� Ã{Y{� ½Z�¿|��{�Y� Ä¯Ë�{Z

�ZyÌf�ÓY�dÌ��®Ì��\·Z«��{�µZYÁ�{|Ë��¿Z¯�§��Â�v»��ÅZ¯�Ä]��nÀ»�±�^¿�cZ¿Z�Â¿�ÄÀ»Y{�Á  �

Y�§Y�ÁË�µÂ���uZ¿Ì�m�ÄËf�³�]�½ZÊ�aÌ����Y��Ì��{|��Ä]�½|Ë¿Y�v]��|·ÂÀÊ ��{�cZ¿Z�Â¿��Á���Á

�mË�½Z Ê»    {{�³.�Z�Ë�µZÌ���Y�dÌ�Zy�¾ËY�Ä¯�d�Y�d�Y��¯}�½Z�½ZË�m��{�É�Y|ËZaZ¿��ËY�§Y�\^�
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ÅZ¯� Y�� Ê¿Y�v]� �|·ÂÀË�� Á� Ã|�� � Ê»    |Å{.�ÁMÂ¿� �´Ë{� �YÉ�  ZÅ  ��Zf§�� Ê���]� ,��Zu� ªÌ¬ve� É

�­�ve�\Ë���\·Z«� �{�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ� Ã{Z»�Ê·Â°·Â»�®Ì»ZÀË{Á�|ÌÅ� �{�¾Ì¿Á�]�®ÌaÁ�eÁ�ËY�Ì£

Ä]Y{�³��¿Z¯�§��]��°Ë�³�µ|»  ZÅ  ½Â§�É �¾»�Z¯ Ê»    |�Z].   

�Ä¸¼m��Y{�ÁZf�{ ZÅ É �ºÆ»YË��ÅÁ�a�¾�Ä�Ôy��Â��Ä]»Ê �½YÂe]��{�YÂ»�ÄË�{Â¼¿�Ã�Z�Y��:  

 ��{Ë��{|��®ËY�§Y�Z]�,d]Zi��|·ÂÀË�Zy��Ìf�ÓY�dÌ�m�®ËY�Ä·Z^¿{�µÂ��,½ZË��{�Ã|��{Zn

��d�aÌ����Y�¶^«� Ze� �|À¸Ì��Ä]�½|Ë¿Y�v]� �|·ÂÀÊY�§Y� ,Ë»��Ê Ë|]Z .e�Z^��Ä]Ê��ZyÌ�d

f�ÓYÌ��®Ì �e�\^��µZÌ»��Àe��Â�¿Ze�¦Ê Za��]�Á�{Â�Ë�Y|É��mË»�½ZÊ Y�§YË|.  

 �ZyÌf�ÓY�dÌ�m�®Ë�m�cZ¿Z�Â¿�ÄÀ»Y{�Á��¿Z¯�§��ÅZ¯�h�Z]�,½ZË»�½ZÊ {Â� .�Ä]�¹�Ó

�m��¿Z¯�§�Ä]�d^�¿�cZ¿Z�Â¿�ÄÀ»Y{��ÅZ¯�Ä¯�d�Y��¯}Ë�Â�v»�,½Z »��eÊ |�Z] .  

 uZ¿��{ÌY|m�ÄË�m��Ë���Y��Â^���Y��a�Á�½ZË¿Y�v]��|·ÂÀÊ�Àe�¥ÔfyY�, ZÅ É��cY�iY�µZ»�¿

{Z�f»É��m��]�ºÅ�Ä]�d^�¿ËZ¼�Y�½Z»�µÊ |ÀÀ¯ .uZ¿��{�Ä¯�ZÀ »�½Y|]ÌÄ YÉ��m��YË�Ä¯�½Z

»� Y�Y{� Y��{Ây��j¯Y|u��Y|¬»�½M��{�µÁY�µZ»�¿��Àe�¥ÔfyYÊ �µZ»�¿��Àe�¥ÔfyY� ,|�Z]

�f¼¯��{�,¹Á{Ë{�Y{��Y�«�{Ây��Y|¬»�¾.  

 �ZyÌf�ÓY�dÌ��®ÌÁ�µZËf�ÓYÂ°�ÌY�§Y�\^��®Ë^�¿��Ê�uZ¿��{��Z�§Ì��d�a�ÄÌ��|À¸

f¿�Ä¯�Ã|�Ì�Â«Á�,½M�Än�|aËY��{�±�{��ÅZ¯�Ã|Ë���Y�Ä¿Â³�¾Ì»�cÓZÊ |�Z] .  

 ¿�½ZË�m�Á{��Å��{�cZ¿Z�Â¿��Á��� ,�Z�f¿Y�ª]Z�»ÌÀeÂÊ�Á�ÁËf�ÓYÂ°�Ì�{|���ËY�§Y� Z]�®

cZ¿Z�Â¿�ÄÀ»Y{�Á�Ã{Y{�w���e{Á���|·ÂÀË� d�Y�Ã|���f�Ì]��|·ÂÀË��{|��{ZË{�Y�Z]��Ì¿ .�|��

�m��¿Z¯�§Ë��{|��Ä]�d^�¿�½ZË�m��{��|·ÂÀË��½ZÌ�µZÁËf�ÓYÂ°�Ì�m�Ä]�d^�¿�®Ë�½Z

¿ÌÀeÂÊ��f¼¯�w�¿� Z]É�d�Y� ÃY�¼Å .YË·{� Ä]� �Â�Â»�¾Ì�Zy�{ÂmÁ�¶Ìf�ÓY�dÌ��®Ì�µZ

ÁËf�ÓYÂ°�Ì�®»Ê |�Z] .Àr¼ÅÌ�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�Á�ÊÀeÂÌ¿�µZÌ��½ZË�m�lËZf¿�Ä�ËZ¬»�Z]�¾

� Ã|ÅZ�»� ,Ê]Zzf¿Y� �|·ÂÀË�� {Y|�Y� �Y�®Ë��Å��{»Ê �dve�½ZË�m��¿Z¯�§� ZÆÀe� Ä¿� Ä¯�{Â�
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e��ÅZ¯�½ZË�m�®Ìf�ÓY�dÌ�Zy� �ÌiZ»Ê �Ä]� �Ì¿�±�{� Á�d¨Ì·�\ËY���ÄÀ»Y{� Ä°¸]� ,|]ZË

��Y�«�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ���Y��f»Y�Za�¾ËY��ÌiZe�dve�c|�»Ê {�Ì³ .�{|���{�Ä¯�ÉÂv¿�Ä]

��|·ÂÀË�����{Ây��Y|¬»�¦�¿�Ä]�Z^Ë�¬e�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�½ZË�m�ÉY�]�d¨Ì·�\Ë����Y|¬»�,

�ÊÀeÂÌ¿�µZÌ��½ZË�m��{»Ê ��|. 

 � Z]Y�§YË����Ë�³� µ|»� �{�­�ve� \Ë�Àe� ¥ÔfyY� �Y|¬»� ,�° ZÅÉ��¹Á{� Á� µÁY� µZ»�¿

��ÅZ¯Ê» |]ZË .��ÅZ¯�Êf�³�]�½ZË�m�ÄÌuZ¿�µÂ��½M�ÄnÌf¿��{�½ZË�m��¿Z¯�§�Á�Äf§ZË

Y§Ê»��ËY� |]ZË 

۶-۲- aÌcY{ZÆÀ�  

�� {�YÂ»Ë¬ve� Ä»Y{Y�dÆm� �Ì»�� �{�cZ¬Ì�m�ÄÀË��½ZÌÁ�µZËf�ÓYÂ°�Ì�®� �Y� �Â^�� �{Á�É �Ì�|À¸�

Y{ËÁ�É�YËZf��aÌ»�{ZÆÀ�Ê {{�³ :  

 µ|»��Y�Ã{Z¨f�Y  ZÅÉ��Â·ÂW�Ë°Ê {Ë�¿��´Ì��½Z§-eÌ�¾)PTT( Z¬»�ÁËZf¿�Ä�Ë�Z]�¶�Zu�l

�Â·ÂW��µ|»Ë°Ê�Y��{�Ã|��Äf§�³�Z¯�Ä]Ë�ÅÁ�a�¾. 

 ���]Ê��mË�� ½ZÌÁ� µZËf�ÓYÂ°�Ì�� {Y|�Y� �{�®ËZ¬»� Á� �eÓZ]� �|·ÂÀË�m� Ä�Ë�Ä�� ½Z

| ]É�YËuZ¿��{�Ã|��{ZnÌZa�ÄÌË{�¾�m�d�Ë�m�Z]�½ZË��½ZÌ¿�µZÌÀeÂÊ 

 ���]Ê��mË�� ½ZÌÁ� µZËf�ÓYÂ°�Ì�� µÂu�®Ì ]�»� �|À¸Ê�Z¬»� ÁË�m� Z]� ½M� Ä�Ë�½Z

¿ÌÀeÂÊ 

 ���]Ê��mË��½ZÌÁ�µZËf�ÓYÂ°�ÌÁ���Y��Â^���{�®É��ÌY{��|À¸ËÁ�É�½Zy�q.  

 ��|À¸Ì�� �Y� �Â^�� �{� ®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ� µZÌ�� ½ZË�m� Á� c�Y�u� µZ¬f¿Y� ½Z»YÂe� Ê���]

ÉÁ�ËY{.  
 

 



  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ěǀŢſƺ�ŚƷ  
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aÌ¦·Y�d�Â  

Y�Ä»|¬»É����]ÌÁ�cÓZËf�ÓYÂ°�Ì®  

¦·Y-��Ä»|¬»  

Y� �{Ë�Á�»� d¼�«� ¾É�·Z¼mYÊ�¿Z°»� �]Ì��®Ì£� cÓZÌ¿�ÌÀeÂÊ�Â]� ÁË�� Ã�ÌÁ� cÓZËf�ÓYÂ°�Ì�®

�c�Â�»Ê ³Ì{� .Y��{Ë|À]�Ä¬^��¾¼��ZnÀÉ��Ì£�cÓZÌ¿��ÌÀeÂÊy�]�{�Â»��{�,Ê�ZÅ�Zf§�É���Zy

YË�� ¾Ì� cÓZ)Z�f»� 0Z� ]�� Ä]� d^�¿� {Ì¿� cÓZÌÀeÂÊ(�� hv]»Ê {Â� .��Zf§�� Z�À»� Ä»Y{Y� �{

ÁËf�ÓYÂ°�Ì¸a� {YÂ»� �{�®Ì�¼É����]Ê�Z»�M� Á� Ã|�Ë e�dÆm�¹Â��»�cZ�ÌÌY��YÂy�¾Ë�{YÂ»�¾

§� »Ê »Ê {{�³ .Za� �{Ë¸�¨»� hv]� ½ZÊ�Á�� �]É��ZfyZ�� cÓ{Z »É�Á� {YÂ»Ëf�ÓYÂ°�Ì�¹Zn¿Y�®

»Ê {Â� ]�[ .  

¦·Y- �- |À]�Ä¬^�É��ÌÁ�cÓZËf�ÓYÂ°�Ì®  

�ºÌ¸�e��Àe�{ÂmÁ�½Á|]�Ê��]��Àe�½M��{�Ä¯�d�Y�ÉY�Ã{Z»�,ÊÀeÂÌ¿�µZÌ�)�Ê��]��Àe�½{Â]��¨�

�¨����]�w�¿��{(�d�Y���]�w�¿��Y�Ê�y�Ê ]Ze�ZÆÀe .�Y��ÊÀeÂÌ¿�Ì£�µZÌ���Z�Y�¾ËY��]»Ê �Ä]�½YÂe

{Â¼¿�¦Ë� e�,d�Y�ÊÀeÂÌ¿��Zf§��|«Z§�Ä¯�Ê·ZÌ��c�Â�]�Ê³{Z� .�cÓZÌ��Ê¸¯��Â��Ä]�Ä]�ÊÀeÂÌ¿��Ì£

�É|À]�Äf�{�É{| f»�ÉZÅ�Ã{YÂ¿Zy»Ê |¿Â� .��Y�|Àe�Z^��ZÅ�Ã{YÂ¿Zy�¾ËY:  

�. ½Z»���Y�¶¬f�»�ÊÀeÂÌ¿��Ì£�cÓZÌ� 

�. ½Z»��Ä]�Äf�]YÁ�ÊÀeÂÌ¿��Ì£�cÓZÌ� 

�. ®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�cÓZÌ�  

  

�hv]�cÓZÌ��¾ËY��YÂy�{�Â»��{�Á�Ã|��Ê§� »�ZÅ�Ã{YÂ¿Zy�¾ËY��Y�®Ë��Å�Ä»Y{Y��{»Ê {Â�. 
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¦·Y- �-�-  �Ì£�cÓZÌ¿��ÌÀeÂÊ�½Z»���Y�¶¬f�»  

�Ì£�cÓZÌ¿��ÌÀeÂÊ�½Z»���Y�¶¬f�»���Y�Ê�y��Ì£�Ê ]Ze�ZÆÀe�Ê��]��Àe�ZÆ¿M��{�Ä¯�|Àf�Å�ÊeÓZÌ�

d�Y���]�w�¿ .���]�w�¿��Y�Ê ]Ze�ÄfË�Â°�ËÁ�cÓZÌ��¾ËY��{��´Ë{�c�Z^��Ä]»Ê |�Z] .�¶°��ª]Z�»

)¦·Y-�(��ÊeÓZÌ��Ê¸¯�Äf�{�Á{�Ä]�cÓZÌ��¾ËY�{Ây�ºÌ�¬e�ºÌ¸�e��Àe�|«Z§�Á�Y�Y{»Ê |¿Â� .��{

��Á���ÉY�]�Ê�z�»�|u�Ä]��Àe�½|Ì���,Ã{Z»�½ZË�m�����|Àf�Å�ºÌ¸�e��Àe�ÉY�Y{�Ä¯�É{YÂ»

d�Y�½M�½ÔÌ� .�Ze�Ä¯�ÉÂv¿�Ä]�d�Y�{YÂ»�¾ËY�ÉY�]�Ê^�ZÀ»��ZÌ�]�µZj»�½Y|¿{��Ì¼y�µZj»�ÉY�]

Ì¼y� ,|��¿�Ê�z�»�|u�Ä]�½M� Äf�Âa�Ê³{��§�½Y�Ì»�Ä¯�Ê¿Z»�¿�k�Zy�½M� �Y�½Y|¿{� �¼Ê {Â� .

�Ã{Y{�d^�¿�Ã{Z»�É| ]�Ä��½Z¼fyZ��Ä]�0ÓÂ¼ »�Ê°Ë�Ì§��Zf§��¾ËY�d¸�»Ê {Â� .�{YÂ»�¾ËY�½Z¼fyZ�

�|ËZ¼¿�¶¼ve�½ZË�m�{ZnËY�½Á|]� Y��ºÌ¸�e�|u��Y��f¼¯�Ê��]��Àe�Ä¯�d�Y��{Z«�,½M��Y��a�Ê·Á

� Y|Ìa� Y�� Ê��]� d¯�u� Ã�ZmY� Ã{Z»� Á� Ã|�� Äf�°�� Ê¸yY{� ½Z¼fyZ�»Ê |À¯ .� �Â�e»Ê �Ä¯� {Â�

�ºÌ»�e�Ã�Z]Á{�ºÌ¸�e��Y��f¼¯��Y|¬»�Ä]��Àe��ÅZ¯��Y��a�Ã{Z»�Ê¸yY{�½Z¼fyZ�»Ê {Â� .�¥Á� »

d�Y�¹ZÆ´ÀÌ]�®Ìf�Ôa�,{YÂ»��Y�Äf�{�¾ËY�¾Ë�e .�ÉY�Y{�ÊÀeÂÌ¿�µZÌ��®Ë�¹ZÆ´ÀÌ]�®Ìf�Ôa��«YÁ��{

�d�Y�ºÌ¸�e��Àe)d�Y�d]Zi�½M�ÄfË�Â°�ËÁ( .Y{�cÓZÌ���Y�ÊËZÅ�Ä¿Â¼¿�Y�|Àe�Z^��ºÌ¸�e��Àe�ÉY� :

�cÔ°��,Ä�Z»�Á�p³�ÉZÆ]M�¡Á{�,¾��Á�[M��Â¸z»�,d¨¿�ÃZq�É�Z¨u�¶³�,[Y~»�ÉZÆ°Ìf�Ôa�Êy�]

ZÆ�Ë�³�Á�¾Ë�Z³�Z»� ,Ã�Ze�¾f]� ,½Y|¿{��Ì¼y� ,Ê^��ÉZÅ�¹�¯� ,�ËZ». �ºÌ¸�e��Àe�|«Z§�Ä¯�ÊeÓZÌ�

®Ìf�Ôa� Ä^��cÓZÌ��Äf�{� Á{�Ä]� ,|Àf�Å١ dÀeÔËY{�cÓZÌ�� Á ٢ºÌ�¬e »Ê |¿Â� .�cÓZÌ��¾ËY

Äf§ZË�ºÌ¼ e�ÊÀeÂÌ¿�cÓZÌ��c�Â�]٣��Ã|Ì»Z¿��Ì¿»Ê |¿Â�.  

                                                             
1 Pseudoplastic 
2 Dilatant 
3 Generalized Newtonian fluids 
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¶°� �-� �¶°�¦·Y-� :�½Z»���Y�¶¬f�»�cÓZÌ��ÉY�]���]�w�¿��]Y�]��{�Ê��]��Àe�ÉZÅ�ÊÀvÀ»]��[  

�Á�¾Ë�e{�]�Z¯�a�Z»Y�,d�Y�Ã|��ÄWY�Y�{YÂ»�¾ËY�ÉY�]�ÄËZa�½Â¿Z«�½YÂÀ��Ä]�É{| f»�ÉZÆ·|»�½ÂÀ¯Ze

�¾Ë�e�Ã{Z��µ|»�ZÆ¿M��]�º¯Zu�µ|»¿YÂeÊ �½YÂe��Y�Ê ]Ze�Ê��]��Àe�½M��{�Ä¯�d�Yn����]�w�¿�¹Y

�d�Y. �cÓZÌ��ÉY�]�dËZÆ¿�Ê]���]�w�¿��{��¨��ÄfË�Â°�ËÁ�ÊÀÌ]��Ìa�,µ|»�¾ËY�cÓZ°�Y��Y�Ê°Ë

d�Y�®Ìf�Ôa�Ä^� .�¥����]�Y��Â·�ÁZa�µ|»�¶°�»�¾ËY�Ä¯�ÊËZÅ�µ|»�Ä¸¼m��Y»Ê �|ÀËZ¼¿»Ê �½YÂe

Y�¯�µ|»�Ä]ÂË�Z¯�µ|»�,� -�ÀËY��Á�Y{Â�ZË-¥ÂbÌ¸Ì§١�{Â¼¿�Ã�Z�Y .�d]Zi�{ZË{�Y�Z]�Ä¯�d�Y��¯}�½ZËZ�

�µ|»��fÆ]���]�w�¿�Ä]��Àe�Ê´f�]YÁ��Zf§��ZÅ�µ|»�¾ËY�ÉZÅ»Ê {Â� .�,®Ìf�Ôa�Ä^��cÓZÌ���{

d�Y�Ê�y� 0Z^Ë�¬e�{ZË���ZÌ�]�Á�®qÂ¯���]�ÉZÆy�¿��{�ÄfË�Â°�ËÁ .��]Y�]��{��Àe�ÊÀvÀ»�\Ì�

��¿�¯�w�¿dËZÆÀÌ]���]��{�ÄfË�Â°�ËÁ�Ä]�,{ZË����]�ÉZÆe|���{( )��Ä]�º¯���]�ÉZÆe|���{�Á

�¨����]��{�ÄfË�Â°�ËÁ0( )�d�Y�¹Â�Â» .�,��]�c|���]Y�]��{��Àe��ËY�§Y�w�¿� ,{YÂ»�¾ËY��{

�d�Y�Ê¨À»�É�Y|¬»)d�Y���]�c|���Y�Ê·Á�¿�Ê ]Ze�ÄfË�Â°�ËÁ( .�µ|»��Y�Är¿ZÀq��´Ë{�c�Z^��Ä]

¿YÂeÊ��c�Â��¾ËY��{�,{Â��Ã{Z¨f�Y�®Ìf�Ôa�Ä^��{YÂ»�ÉY�]�ÄËZa�½Â¿Z«�½YÂÀ��Ä]n���f°qÂ¯�É�Y|¬»

{Â]�|ÅYÂy�®Ë��Y .  
                                                             

1 Reiner-Philippoff 
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�d§ZË��Ë��{YÂ»�¾Ì]��{�0Z»Â¼��®Ìf�Ôa�Ä^��cÓZÌ�»Ê |¿Â� :�Ê·Â°·Â»�½�Á�Z]�{YÂ»��Y�É�ZÌ�]

ÉY�Y{� ÉZÆ¿ÂÌ�¿Zb�Â�� �Y� É�ZÌ�]� ,ÓZ]��,Ê�ÂÀ�»� Á� Ê Ì^��®Ìf�Ó� ÉZÆ·Â¸v»� ,��Âf»� d�¸£

�,�¿ÂËZ»� ,½ÂËY��dyZ��ÉY�]� Ã{Z¨f�Y�{�Â»�ÉZÆ·Â¸v»� ,�·Â¸��cZf�Y� ,�ZÅM�ÉZÆ¿ÂÌ�¿Zb�Â�� ,ZÆ^�q

�Ê� ]ZÆ´¿��Á�_Zq�ÉZÆ^¯�».�cÓZÌ���{���ËY�§Y�µZÌ��ÄfË�Â°�ËÁ�,��]�c|���ËY�§Y�Z]�dÀeÔËY{

»Ê � µ|»� �Y� Är¿ZÀq� Á� |]ZË¿YÂeÊ�½YÂÀ�� Ä]��c�Â�� ¾ËY� �{� ,{Â�� Ã{Z¨f�Y� ZÆ¿M� ÉY�]� ÄËZa� ½Â¿Z«n�

{Â]�|ÅYÂy�®Ë��Y��f³��]�É�Y|¬» .d�Y�Ã|��Ã|ÅZ�»�dÀeÔËY{�µZÌ���Zf§���Ë��{YÂ»�¾Ì]��{ :�Êy�]

�c�}��{Âa�ÉZÆ·Â¸v»�Êy�]�,¹ÂÌ¿ZfÌe�|Ì�¯Y�Ê]M�ÉZÆ¿ÂÌ�¿Zb�Â�����¯Y�Â]�ÉZÆ·Â¸v»�Êy�]�,�°�

��ÂÌ�Zfa�cZ°Ì¸Ì��,Äf�Z�¿�,Ê]���¢¼�ZÆ´¿��Ê� ]�Á�¶uZ��[Â��»�¾��,¹.  
 

¦·Y- �-�-  �Ì£�cÓZÌ¿��ÌÀeÂÊ�½Z»���]Ze  

��Y�Ê ]Ze� ,d�Y���]�c|���Y�Ê ]Ze� ÄfË�Â°�ËÁ�Ä°ÀËY� �]� ÃÁÔ�� ,ÊÀeÂÌ¿� �Ì£�cÓZÌ���Y�Ê� ]� �{

��Ì¿�½Z»�»Ê |�Z] .�Ê·Â°·Â»�½Z¼fyZ��,d]Zi���]�w�¿�®Ë�¾Ìu��{�,cÓZÌ��¾ËY��{��´Ë{�c�Z^��Ä]

|»��Â�]�Ã{Z»�|ÅYÂy�½Z»���Y�Ê ]Ze��Ì¿�Ê��]��Àe�Á�ÄfË�Â°�ËÁ��Y|¬»�Y~·�Á�d�Y��ÌÌ¤e�µZu��{�¹ÁY

{Â] .®ÌaÁ�eÂ�°Ìe� cÓZÌ�� Äf�{� Á{� Ä]� {YÂ»� ¾ËY� Ê¸¯� �Â�]١�®Ìf°aÂW�� cÓZÌ�� Á٢ )�Êf¿M

®ÌaÁ�eÂ�°Ìe٣(��ºÌ�¬e»Ê |¿Â� .�c|��®Ë��� »� �{� Ã{Z»� Är¿ZÀq� ,®ÌaÁ�eÂ�°Ìe�cÓZÌ�� �{

¾Ì »�ÉZ»{�Á�d]Zi���]��Y|Ìa�½Z»��Ä]�d^�¿��Ë~a�d�³�]��ÅZ¯�®Ë�Ê��]��Àe�,{Â��Ã{Y{��Y�«

»Ê |À¯ .{�¯�|ÅYÂy�¶Ì»�É|u��Y|¬»�®Ë�d¼��Ä]�ÄfË�Â°�ËÁ�dËZÆ¿��{�Äf^·Y .�Ê·Â°·Â»�ÃZ³|Ë{��Y

�½M�ÉZÆ·Â°·Â»�½Z¼fyZ��lË�|f]�,{�Ì³��Y�«�d]Zi���]�®Ë�dve�®ÌaÁ�eÂ�°Ìe�µZÌ��®Ë�Är¿ZÀq

� ¾f�°�� Ä]� �Á��»Ê Y~·� Á� |À¯�� �ÅZ¯� µZÌ�� ÄfË�Â°�ËÁ� ½Z»���ËY�§Y� Z]»Ê |]ZË .�ÉZÆ·Â°·Â»

��Y�Á�|¿�Y{�Y��{Ây�ÄÌ·ÁY��ZfyZ��Ä]�d�³�Z]�½Z°»Y�\�ZÀ»�dÆm��{�{�Ây�]�c�Â���{�Ã|��Äf�°�
                                                             

1 Thixotropic 
2 Rheopectic 
3 Antithixotropic 
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�Ã{Á�§Y� Ã|��Äf�°��ÉZÆ·Â°·Â»�{Y| e��]�½Z»��d�~³�Z]�Ä¯�Zn¿M»Ê �{�Ây�]�½Z°»Y�¾ËY�]ZÀ]� ,{Â�

¹�Ì¿Z°»�½|���f·Z §�Á�ZÆ·Â°·Â»���ËY�§Y�ºÌ»�e»Ê |]ZË .�½Z»��c|»�d�~³��Y��a�¶Ì·{�¾Ì¼Å�Ä]

�{ÂmÂ]�ºÌ»�e�Á�d�°��ÉZÅ|ÀËM�§�¾Ì]�Ê·{Z e�Ê�z�»»Ê �Êf]Zi��Y|¬»�d¼��Ä]�ÄfË�Â°�ËÁ�Á�|ËM

�¶Ì»»Ê |À¯ .�¾ËY�ÉY�Y{�ÊËY~£�{YÂ»�ÉZÆ·Â¸v»�Á�µÂ°·Â»�d��{�ÉZÅ�¼Ì¸a�Êy�]�Ä¿Â¼¿�½YÂÀ��Ä]

|Àf�Å� �Zf§� .Â»�®Ìf°aÂW�� cÓZÌ��{YÂ»��°�� �]� 0Ô»Z¯� ZÆ¿M� �Zf§�� Ä¯� |Àf�Å� É�{Z¿� �ZÌ�]� {Y

d�Y�®ÌaÁ�eÂ�°Ìe .�{ZnËY� Z]�Ê·Á�|¿�Y|¿�ÉY� ÄÌ·ÁY�Ê·Â°·Â»� �ZfyZ��{YÂ»�¾ËY� ,Ê·Â°·Â»� ÃZ³|Ë{� �Y

�Y|Ìa�Y���ZfyZ��®Ë�¶Ì°�e��¿Z���´Ë|°Ë�Ä]�ZÆ·Â°·Â»�{�Ây�]�Á���]»Ê |ÀÀ¯ .���]�dve�¾ËY�]ZÀ]

,µZ»�eÁ�ËY��ËY����{�Á�d]Zi��Ã|ÅZ�»�ZÆ¿M�ÄfË�Â°�ËÁ�Á�Ê��]��Àe��{��Ë~a�d�³�]��ËY�§Y�®Ë

»Ê {Â� .�ZfÀa� ¹ÂË{Z¿YÁ� ÉZÆ¿ÂÌ�¿Zb�Â�� ,dÌ¿ÂfÀ]� Ê��� ÉZÆ¿ÂÌ�¿Zb�Â�� �Ì�¿� cÓZÌ�� Ê� ]� �{

d�Y�Ã|��Ã|ÅZ�»�®Ìf°aÂW���Zf§��¹ÂÌ¿Â»M�cZX·ÁY�ªÌ«��ÉZÆ¿ÂÌ�¿Zb�Â��Á�p³��Ì¼y�,|Ì�¯Y .��{

�¶°�¦·Y-��¿��]Y�]��{��Àe�ÊÀvÀ»�Ã|��Ã{Y{�½Z�¿�®ÌaÁ�eÂ�°Ìe�Á�®Ìf°aÂW��{YÂ»�ÉY�]���]�w�

d�Y.  

  
¶°� �-� �¶°�¦·Y-� :�½Z»���Y��]Ze�ÊÀeÂÌ¿��Ì£�cÓZÌ��ÉY�]���]�w�¿��]Y�]��{�Ê��]��Àe�ÉZÅ�ÊÀvÀ»]�[  



�d�ÂÌa ���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ZÅ���������������¦·Y�d�ÂÌa  

١٤٠ 

 

¦·Y- �-�- �ÌÁ�cÓZËf�ÓYÂ°�Ì®  

ƞƫř-۱ -۳-۱- ƟźƘƯƾ�ſǀƹ�šǇŚƿŤſǇřƺĪƀǀĨ  
� Ä]� Ä¯� |Àf�Å� É{YÂ»� ®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ� cÓZÌ��Y�Y{� Y�� ®Ìf�ÓY� Á� �Â°�ËÁ� �YÂy� ½Z»YÂe� �Â�  

»Ê |À�Z] .�Y~·�,d�Y���]�{Ây��Y�Ê ]Ze�cY|»Zm��{�Á���]�w�¿��Y�Ê ]Ze��Àe�cÓZÌ���{�Ä¯�Zn¿M��Y

|Àf�Å�µZÌ��Á�|»Zm�½Z»�¼Å��YÂy�ÉY�Y{�{YÂ»�¾ËY .  

�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ� {YÂ»�½ZË�m��Zf§��Ê���]� Ä]� Ä¯�Ê§Á� »��ËZ»�M»Ê Ë�m��ËZ»�M� ,{�Y{�a�½Z

�dWÂ¯)Ã{Z��Ê��]�½ZË�m(�d�Y .�ª]Z�»�¶°�¦·Y-��Á{�¾Ì]�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ��®Ë�Är¿ZÀq�,

�d]Zi�d����Z]�ÊËÓZ]�Äv¨��Á�{�Ì³��Y�«�É�YÂ»�dze�Äv¨�U��Ê��]�½ZË�m�®Ë�,|ËZ¼¿�d¯�u

�{ZnËY�Ã{Z�»Ê {Â� .�,{Â��¦«Âf»�Ê¿ZÆ³Z¿��Â�]�ÊËÓZ]�Äv¨��d¯�u�Á���«�ÊÅ{���]�¶¼���³Y

ÓZÌ��¥Ôy�]��¨��Ê¿M��Â�]��Àe�ZÆ¿M��{�Ä¯�ÊÀeÂÌ¿�c»Ê ��ÅZ¯�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�{YÂ»��{�,{Â�

d�Y��Àe��Y�Ê³{Â�M�½Z»��ÉY�Y{��´Ë{�c�Z^��Ä]�ZË�Ê¿Z»��Ã�Z]�ÉY�Y{�Ê��]��Àe.  

  
¶°� �-� �¶°�Y¦·-� :eZ¼��s��Ì�m�®Ë��]�½ZÊ��Ã{Z�)�mËdWÂ¯�½Z(   

�Äv¨��d¯�u� ¾Ìu� �{� Är¿ZÀq� ,®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ� µZÌ��ÉY�]� ¾ÌÀr¼Å��Ê��]��Àe� ,ÊËÓZ]

�{Â����«�Ê¿M� �Â�]){{�³� ZÅ��{Ây�µZu�Ä]�Äv¨��Á���«�Äv¨��ÉÁ��ÉÁ�Ì¿(�Ze�ÊËÓZ]�Äv¨��,

��]�\¬��Ä]�É|u»Ê d�Y�Ê¿M��Ì¿�ÊËÓZ]�Äv¨��¦«Âe�cÓZÌ���ËZ���{�Ä°Ì·Zu��{�,{{�³ .��«YÁ��{

� d^�¿� d�³�Z]� ¾ËY� Z»Y� ,d�Y� Ã{Z»� ®Ìf�ÓY� dÌ�Zy� �Y� Ê�Z¿� ÊËÓZ]� Äv¨�� d�³�Z]�{YÂ»� Ä]
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�®Ìf�ÓY)½Z�°Ë�®Ìf�ÓY��YÂy�Z](���Â°�ËÁ�¹�Ì¿Z°»�{ÂmÁ��Y�Ê�Z¿��Â�Â»�¾ËY�Ä¯�d�Y��e|À¯

d�Y�{YÂ»�¾ËY� �{ .� Z�{Y��Z�Y�¾ËY��]»Ê Ä�§Zu�®Ë�ÉY�Y{�{YÂ»�¾ËY�Ä¯�{Â�١ ��ÌÌ¤e��Y� �Y{�dÆm

|Àf�Å� ÃZ³M� {Ây� Ê¸^«� d·Zu� �Y� Á� Ã{Â]� {Ây� ÉZÆ¸°� .�cÓZÌ�� ÉZÆeÁZ¨e� ¾Ë�f¼Æ»� �Y� Ê°Ë

Ád�Y� {YÂ»�¾ËY� �{� ¹Á{� Á� µÁY� µZ»�¿�ÉZÆ�Àe�¥ÔfyY� {ÂmÁ� ,cÓZÌ�� �ËZ�� Z]�®Ìf�ÓYÂ°�Ë .�Ä]

��Z�§� �]Y�]� Á� d]Zi� Ã�YÂ¼Å� µZ»�¿� ÉZÅ��Àe� Ê·Â¼ »� µZÌ��®Ë� dWÂ¯� ½ZË�m� �{� Ä¿Â¼¿� ½YÂÀ�

�Ã|ÅZ�»�µZ»�¿�ÉZÆ�Àe�¾Ì]�Ê§ÔfyY�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ��®Ë�dWÂ¯�½ZË�m��{�Z»Y�d�Y�Ê°ÌeZf�Y

»Ê {Â� .]��Y�«� �ÌiZe� dve� Y�� ZÅ� µÂ°·Â»� dÌ «Â»� Á��ËY�M� ,{YÂ»� ¾ËY� Ê��]� ½ZË�m�Ê¸¯� �Â�� Ä

»Ê ��{�Y��½ZË�m��Â�y�ÉZf�Y���{�É�¼Ì¸a�¶ËÂ��ÉZÅ�µÂ°·Â»�½|��Zf�Y�¼Å�Á�Ê³|Ì�¯�Á�|Å{

� µZÌ�� �{�®ÌaÁ�eÁ�ËY�Ì£��YÂy� �Á�]�\^�� �»Y� ¾ËY� Ä¯� {�Y{� Êa»Ê {Â� .�¾ËY� �¨u�dÆm� Y~·

e��Ì¿��Àe�½Y|Ì»�,¥Y�v¿Y�|Ë|a�µZ»�¿�ÉZÅ��Àe�¥ÔfyY�Á�Äf§�³��Y�«��ÌiZe�dv»Ê |ÀËM .�Är¿ZÀq

�dÆm��]�{Â¼��dÆm�®Ë��{�ZÆÀe�d����cY�ÌÌ¤e�Á�|�Z]�Äf�Y{�½ZË�m�dÆm�®Ë��{�ZÆÀe�µZÌ�

�|ËZÌ]�{ÂmÂ]�d¯�u)dWÂ¯�½ZË�m�|À¿Z»(�dÆm�,¦Ë� e�ª^��c�Â�ÀËY��{�,���½ZË�m�dÆm�¥� »

�dÆm�,Ê¸�Y��d����cY�ÌÌ¤e�dÆm�¥� »��dÆm�Á���cZÆm��]�{Â¼��{�´f�Y��dÆm�¥� »��Ì¿��

� Á��d�Y .�¦Ë� e� �Ë��¶°��Ä]� ¹Á{�Á�µÁY�µZ»�¿�ÉZÆ�Àe�¥ÔfyY�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ��®Ë� �{

»Ê {Â�:  

)¦·Y-�(  1 11 22N     

)¦·Y-�(  2 22 33N     

]�¶]Z«��Ë��¶°��Ä]�µZ»�¿�ÉZÅ��Àe�ÉZÆf]Zi��Z�Y�¾ËY��]|Àf�Å�½ZÌ.  

)¦·Y-�(  2
1

1


N
  

                                                             
1 Memory 
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)¦·Y-�(  2
2

2


N
  

��]YÁ���{�Ä¯)¦·Y -�(��Á)¦·Y-�(�,1��Á2��Á�¹Á{�Á�µÁY�µZ»�¿��Àe�ÉZÅ�d]Zi�d�Y���]�w�¿ .

¿��Àe�ÉZÆf]Zi� Á�µZ»�¿�ÉZÆ�Àe�¥ÔfyY|Àf�Å���]�w�¿� �Y�kÁ��Ê ]YÂe�Ê´¼Å�µZ»� .�d·Zu� �{

d�Y�¦Ë� e�¶]Z«��Ë��¶°��Ä]�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ��®Ë�ÉY�]�ÄfË�Â°�ËÁ�,�Y|ËZa�½ZË�m.  

)¦·Y-�(  







12  

��YÂy� Ä¸¼m� �Y� �Ì¿� ¹Á{� Á� µÁY� µZ»�¿� ÉZÅ��Àe� ¥ÔfyY� ÉZÅ�d]Zi� ,ÄfË�Â°�ËÁ� �]� ÃÁÔ�

ÓYÂ°�ËÁ� µZÌ��Ê°Ë�Â·ÂW��[Â�v»�®Ìf�»Ê |¿Â� .�{YÂ»� Ê»Z¼e� �{� 0Z^Ë�¬e� Ä¯�d�Y� �¯}� ½ZËZ�

Ã|¿Â�� ­�Z¿� c�Â�]� µZ»�¿� ÉZÅ� �Àe� ¥ÔfyY� ÉZÅ� d]Zi� Á� ÄfË�Â°�ËÁ� �Zf§�� É�¼Ì¸a١ )�Ä^�

®Ìf�Ôa(�d�Y .��Y|¬»�{YÂ»�Ä¼Å��{�0Z^Ë�¬e1N���Y2N�d�Y��f³��] .�¾ÌÀr¼Å1N��Á�d^j»�É�Y|¬»

2N�d�Y�Ê¨À»�É�Y|¬»�ÉY�Y{�\¸£Y .��Y|¬»� 0ÓÂ¼ »�,Ê¸¼��ÉZÅ{�]�Z¯��f�Ì]��{2N��É�Ì³�Ã�Y|¿Y

¿¼Ê �½M��Y|¬»�Ê³��]���¿� �Y� Á�{Â��� %� �Y|¬»1N��Äf§�³���¿� �{»Ê {Â� .,ÄfË�Â°�ËÁ�|À¿Z»�Ä] 

»Ê {Â¼¿���Y�]�µZ»�¿�ÉZÅ��Àe�¥ÔfyY�ÉZÅ�d]Zi��Ë�Âe�ÉÁ���]�Y��Ê ]YÂe�½YÂe .��Â�À»�¾ËY�ÉY�]

»Ê ÂË�Z¯�,�Y�¯�,Â·�ÁZa�µ|»��Ì�¿�Ê ]YÂe��Y�½YÂe -�Á�|ËÁ�|·ÁY�,Y{Â�ZË ...{�¯�Ã{Z¨f�Y .�¥ÔfyY�{ÂmÁ

�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�cÓZÌ��{Z�f»� 0Z� ]�Á�cÁZ¨f»�ÉZÅ�Zf§���Á�]�\^��µZ»�¿�ÉZÆ�Àe��ËZ��Ä]�d^�¿

�cÓZÌ�»Ê �ÄfyY{�a��Â�Â»�¾ËY�Ä]�Ä»Y{Y��{�Ä¯�{Â�»Ê {Â�.  

¦·Y- �- y�]Ê�ZÅ�f»Y�ZaÉ��m��{�ºÆ»Ë��½ZÌÁ�cÓZËf�ÓYÂ°�Ì®  

�Á{�Ä¯�d�Y�¹�Ó�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�cÓZÌ���Zf§���]�º¯Zu�ÉZÅ�µ|»�ÄWY�Y�Á�ÄËZa�cÓ{Z »�½ZÌ]��Y�¶^«

§� »�cÓZÌ��¾ËY�Ä]��Â]�»�¥Á� »�| ]�Ê]�{|�|¿Â��Ê .±�^¿�ËYÁ�{|��Á�Y�Â]{�{|��¶»Z��Á{�¾ËY 
                                                             

1 Shear thinning 
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|Àf�Å .�Är¿ZÀq�� ,Ã{Z»�Ä�z�»�½Z»���ZÌ¬»T�� ,½ZË�m�Ä�z�»�½Z»���Ä�z�»��¿Z¯�§

�Á�½ZË�m��c�Â�ÀËY��{�,|�Z]�½ZË�m���]�w�¿:  

)¦·Y-�(  )�Y�Â]{�{|(  T/  or De  
)¦·Y-�(  )±�^¿�ËYÁ�{|�(       Wi  

d�Y��Àe��Y�Ê³{Â�M�½Z»��½Z¼Å�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�Ã{Z»�®Ë�ÉY�]�Ä�z�»�½Z»���ZÌ¬» .�¾ËY

�®qÂ¯� �ZÌ�]�É{|��ÊÀeÂÌ¿�cZ ËZ»� Á� ZÅ�Z³�ÉY�]� ½Z»�)�Y� �f°qÂ¯610�Ze410�ÄÌ¿Zi(��ÉY�]� Á

�Ê³��]�{|��®Ìf�ÓY�cY|»Zm)��Y� �f³��]100�ÄÌ¿Zi( �d�Y]�[ .¾ËY�]ZÀ]��®Ë�ÉY�]�Ä�z�»�½Z»�

�Ã{Á|v»�¾ËY���Á�|u��{�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ�»Ê |nÀ³ .�Ê³{Â�M�½Z»��d^�¿�c�Â�]�Y�Â]{�{|�

 e�Ä�z�»�½Z»��Ä]��Àe��Y�¦Ë�»Ê {Â� .�¾Ì »�Ä�z�»�½Z»��®Ë�ÉY�]�¾ËY�]ZÀ])��ZÌ¬»�d^�¿�ZË

�ZÌ¬»�Ä]�Ê·Â� ¾Ì »�d���(��{�Á�®qÂ¯��ZÌ�]�É{|��ÊÀeÂÌ¿�cZ ËZ»�Á� ZÅ�Z³��{� Y�Â]{�{|�� ,

d�Y�Ê³��]��ZÌ�]�{|��®Ìf�ÓY�cY|»Zm.  

��Y� ¶�Zu� ÉÁ�Ì¿� Ä]� ®Ìf�ÓY� dÌ�Zy� �Y� Ê�Z¿� ÉÁ�Ì¿� d^�¿� �Z�Y� �]� ±�^¿�ËYÁ� {|�

Ë�Â°�ËÁ� ¦Ë� e� Äf»Ê {Â� .� Ä�]Y�� Ä¯� Ã|�� ¦Ë� e� Ê¨¸fz»� �]YÁ�� �Z�Y� �]� {|�� ¾ËY)¦·Y -�(�

d�Y�½M�½ZÌ]� ¶°��¾Ë�e� µÁY|f» .¾ËY�]ZÀ] �Ä]�±�^¿�ËYÁ� {|�� ½{Â]� ÓZ]� ,�Â�z]� µZÌ��®Ë� �{

d�Y�µZÌ��¾ËY�½{Â]�ÊÀeÂÌ¿��Ì£�ÉZÀ ». �Ã{Z»�®Ë�ÉY�]�Y�Â]{�Á�±�^¿�ËYÁ�{Y|�Y��³Y�Ä¯�d�Y�º¸�»

Â¯��Y|¬»��z�»�Y|Ìa�Y��¾f§ZË�½ZË�m��¿Z��Ã{Z»�,|À�Z]�Äf�Y{�®q»Ê �° ·Z]�Á�|À¯ .��Y�0ÓÂ¼ »

¾Ì°bÌa� ¹Y�³ZË{١�� Ã{Z¨f�Y� Ã{Z»�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�dÌ �Á� ½{Â¼¿��z�»�ÉY�]»Ê {Â� .� �{�¶°�

¦·Y -���d�Y�Ã|��Ã{Y{�½Z�¿�¹Y�³ZË{�¾ËY .]{�{|��\�u��]�Ê¬§Y� �Âv»�¶°��ª]Z�»Y�Â���Âv»�Á

¿�ËYÁ�{|��\�u��]�ºWZ«d�Y�±�^ .�®Ë�ÉY�]�ÄËZa�½Â¿Z«�®Ë�[Zzf¿Y�dÆm�Ê^�ZÀ»��Y�]Y�¹Y�³ZË{�¾ËY

d�Y��z�»�Ã{Z» .  

                                                             
1 Pipkin's Diagram 
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¶°� �-� �¶°�¦·Y-�� :{Ëa�¹Y�³ZÌ°bÌ�¾]��[  

�Ä¯�Ê»Z´ÀÅ�¹Y�³ZË{�¾ËY�ª]Z�»0WiDe��Ê»Z´ÀÅ�Á�d�Y�ÊÀeÂÌ¿�µZÌ��®Ë�Ã{Z»�,|�Z]

�Ä¯De�¯�¶Ì»�dËZÆ¿�Ê]�d¼��Ä]{Â]�|ÅYÂy�®Ìf�ÓY�|»Zm�®Ë�Ã{Z»�,|À .��Â]�»�Ê¿ZÌ»�ÄÌuZ¿��{

�{|��Ä]De�½Z�¿�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ��Zf§��{Ây��Y�Ã{Z»�,»Ê |Å{ .�ÉY�Y�Ä]�ÄÌuZ¿�¾ËY��{�Ä¯�ÉÂv¿�Ä]

� {Y|�YWi�� {Y|�Y� �{� Á� Ê�y� ®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ� ÉZÅ� µ|»� ,®qÂ¯Wi��ÉZÅ� µ|»� ±��]

|Àf�Å�\�ZÀ»� Ã{Z»�ÉY�]�Ê�y��Ì£�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ .�{Y|�Y��{�¾ÌÀr¼ÅDe���Zf§��Ã{Z»�®qÂ¯

�{Y|�Y��{�Á�®Ë�f»Â°�ËÁDe��½Z�¿�{Ây��Y�ZÆ°Ìf�Ó�ÄÌ^��É�Zf§��±��]»Ê |Å{.  

��½{Â]�Ê�y��Ì£�ZË�Ê�y�±�^¿�ËYÁ�{|��,ZÅ��z]�Ê»Z¼e��{��z�»�Y��Ã{Z»��Zf§»Ê �Ä]�|À¯

�{Y|�Y�ÉY�Y�Ä]�Ä¯�ÉÂv¿Wi��{Y|�Y�ÉY�Y�Ä]�Á�Ê�y�ZÅ�µ|»�,®qÂ¯Wi��Ê�y��Ì£�ZÅ�µ|»�,±��]

{Â]� |ÀÅYÂy .� {Y|�Y�¾f§ZË� Z]�¾ËY�]ZÀ]De�� ÁWi�Y�³ZË{� �Y� Ã{Z¨f�Y� Z]� Á�¾Ì°bÌa� ¹»Ê �Ä·{Z »�½YÂe

�ZfyZ�É�{Â¼¿�¾ÌÌ e�ÉY�Ã{Z»��Å�ÉY�]�Y��\�ZÀ». 
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aÌ�d�Â[  

�cÓ{Z »�ZfyZ�É  

[-�Ä»|¬»  

�Ä·{Z »��Y� �Â�À»�ZfyZ�É �®Ë�¶°���ÌÌ¤e�Á��Àe�¾Ì]�Ä�]Y��½ZÌ]�Ä]��{Z«�Ä¯�d�Y�ÉY�Ä·{Z »� ,

|�Z]��z�»� Ã{Z» .�cÓ{Z »� �]�Ê·Z¼mY�É�Á�»��z]�¾ËY� �{�ZfyZ�É�Á�cÓZÌ��®Ìf�ÓYÂ°�Ë

�c�Â�»Ê {�Ì³ .�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�{YÂ»�ÉY�]�Ê¸¯��Â�]»Ê �Ä·{Z »�dËZÆ¿�Ê]�½YÂe�ZfyZ�É����¿��{

d§�³ !�cÓ{Z »�¾ËY»Ê cZ¬f�»���]�¾Ì]�ÉY�Ä�]Y��Ê�ÂÀf»�µZ°�Y�Ä]�|À¿YÂe/�Á��Àe�ÉZÆ·Y�´f¿Y

�|¿�Ì´]��]��{�Y����]�w�¿»Ê �cÓ{Z »�½YÂe�ZfyZ�É��Ê�y�cÓ{Z »�Äf�{�Á{�Ä]�Y���Ì¿�Ê�y��Ì£�Á

{Â¼¿�ºÌ�¬e .�cÓ{Z »�¾ËY�¾Ë�e�¥Á� »� �Y�É{Y| e� Á� Ã|��hv]�cÓ{Z »�¾ËY� {�Â»� �{�Ä»Y{Y� �{

�Ê§� »»Ê {{�³ ]�[. 

 

[-�-��cÓ{Z »�É|À]�ºÌ�¬e�ZfyZ�É 

[-�-�- ZÅ�µ|»É�ÁËf�ÓYÂ°�Ì�y�®Ê  

Y�Y� ÊÀeÂÌ¿� cÓZÌ�� Á� Ê�y� cY|»Zm��YÂy� ªÌ¨¸e� ÄËZa� �]� Ê�y�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ� ÉZÅ� µ|»�ÄW  

|¿Y� Ã|� .�Ê�y�ÉZÅ�b»{�Á� ZÅ�À§� �Y�ÉY�Ä�Â¼n»�¦¸fz»�ÉZÅ�\Ì¯�e� �Y� ZÅ�µ|»�¾ËY�Êe�Z^��Ä]

|¿Y�Ã|��¶�Zu .�Ä·{Z »�Y~·�ZfyZ�É�d�Y�½ZÌ]�¶]Z«��Ë��¶°��Ä]�Ê�y�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µ|»��Å.  

)[-�(  
2 2

1 2 0 1 22 2
(1 ) (1 )

n m

n ij m ijn mt t t t t t
        
     

        
     

   
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���� Ä�]Y�� �{)[-�(� �Ë{Z¬»� ,i�Ái���Y� µZÌ���ÌyZe�½Z»�� Á��Àe� �Y�Ê³{Â�M�½Z»��\Ìe�f]

�Ä^e�»i��Á�Ã{Â]0��,�¨����]�w�¿��{�ÄfË�Â°�ËÁij��Á�Ê��]��Àeij�d�Y���]�w�¿ .�¾ÌÀr¼Å

� �Ë{Z¬»m�� Án��c�Â�]mn �� ZË1mn�|¿�Y{� Ä�]Y�� ºÅ� Z] .�É�ZÌfyY� [Zzf¿Y� Z]� ¾ËY�]ZÀ]

��Ë{Z¬»n��Ám »Ê {Y{�¶Ì°�e�Ã{Z»�®Ë�ÉY�]�Y��É|Ë|m�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µ|»�½YÂe .�{ÂmÁn��½Z»�

�Á��Àe��Y�ÊËZÅ�m��µZÌ���{�¦¸fz»��YÂ¿Y�0Z¿ZÌuY�Á�ZÅ�Ã�Y|¿Y��{�ZÅ�µÂ°·Â»�{ÂmÁ�¾Ì^»��ÌyZe�½Z»�

d�Y�Ã|��Ê�ÂÀf»�Ê¿Z»��ÉZÅ�d]Zi�{ZnËY�\^��Ä¯�d�Y .��Y�¾ÌËZa�Ä^e�»�Ê¿Z»��ÉZÅ�d]Zi�ZnÀËY��{

� �e�\·Z£�ÓZ]� Ä^e�»�Ê¿Z»��ÉZÅ�d]Zi|Àf�Å .�ÉY�Y� Ä]�¾ÌÀr¼Å0 ii ��cÓZÌ��Ä]Z�»�µ|»

{Â]�|ÅYÂy�ÊÀeÂÌ¿ .���]�w�¿��Y|¬»)ij(��¦Ë� e��Ë��¶°��Ä]��Ì¿»Ê {Â�:  

)[-�(  ji
ij

j i

uu

x x



 
 

  

���� Ä�]Y�� �{� Ä¯)[-�(� ,u�� Á�d���x�d�Y� cZ�fz»�dÆm .�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ� ÉZÅ� µ|»

�ÉÁ�¯�cY�}�ªÌ«��ÉZÅ�½ÂÌ�¿Zb�Â��Á�É�¼Ì¸a�ªÌ«��ÉZÆ·Â¸v»�½ZË�m�É�Z��ÄÌ^��ÉY�]�Ê�y

|Àf�Å�\�ZÀ»� �ZÌ�]�ÊÀeÂÌ¿�cÓZÌ���{�|»Zm .�ÉZÅ�¶°�� �ÌÌ¤e�ÉY�]� ZÅ�µ|»�¾ËY�x�Za� 0ÓÂ�Y

ÌÌ¤e� ÉY�]� ½M� x�Za� Z»Y� Ã{Â]� �Z³�Z�� ½ZË�m�®Ë�Ì§� Z]�®qÂ¯d�Y� Z�y�a�±��]� ÉZÅ� ¶°�� � .

�®qÂ¯�ÉZÅ�¶°���ÌÌ¤e�ÉY�]�Á�É�f»ÂW��cY�ÌÆne�Ä]��Â]�»�cZ^�Zv»��{�ZÅ�µ|»�¾ËY��Y�Ã{Z¨f�Y

d�Y�µÁY|f» .  

��Z��Z¯��ZÌ�]�cY|»Zm�®Ì¿Z°»��{���y�Ã|Ë|a�¶Ì¸ve�ÉY�]�ZÅ�µ|»�¾ËY��Y�Ã{Z¨f�Y�¾ÌÀr¼Å

Ì�]�ÉY�]�Ê^Ë�¬e�x�Za�®Ë�½YÂÀ��Ä]�Ê³{Z��¶Ì·{�Ä]� Á� Ã{Â]��Z¯�Ä]�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�{YÂ»��Y�É�Z

»Ê |¿Á�.  
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 ���ƩƺƀĩŚƯ�ƩŶƯ  

d�Y�µÂ�¯Z»�µ|»�Ê�y�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�ÉZÅ�µ|»�¾Ë�f§Á� »�Á�¾Ì·ÁY��Y�Ê°Ë .�½Â¿Z«�µ|»�¾ËY��{

�¦Ë� e�É����b»{� Á��À§�®Ë��Z�Y� �]�ÄËZa»Ê {Â� .�d�Y�½ZÌ]�¶]Z«��Ë��¶°��Ä]�µÂ�¯Z»�µ|»

]��[: 

)[-�(  ij
ij ijt


 




 


  

   
� Ä�]Y�� �{)[-�(� ,�� Á� ÄfË�Â°�ËÁ�� dÌ^¸�� µÁ|»)Ê��]� µÁ|»(�d�Y� Ã{Z» .�µ|»� ª]Z�»

d�Y�¶°���ÌÌ¤e��Y�ÊËZÅ��½Z»��|«Z§�Á��Àe��Y�Ê³{Â�M�½Z»��ÉY�Y{�Ã{Z»�µÂ�¯Z» .��´Ë{�c�Z^��Ä]

� ¶°�� �ÌÌ¤e� w�¿� ,ÊÅ{���]�¦«Âe� Z]� µ|»�¾ËY� �{|�� |ÅYÂy� �¨��Ê¿M� �Â�]� Ã{Z»� ��Ze��� �{ .

� ªÌ«�� É�¼Ì¸a� ÉZÆ·Â¸v»� ®qÂ¯� ÉZÅ� ¶°�� �ÌÌ¤e� ÉY�]� µÂ�¯Z»� µ|»� ¾ËY�]ZÀ])�{YÂ»

Ê�y� 0Z^Ë�¬e�®Ìf�ÓY� Á� �Â°�ËÁ��YÂy�ÉY�Y{�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ(���ÌÌ¤e� �Y� ÊËZÅ�� ½Z»��ÉY�Y{� Ä¯

d�Y�\�ZÀ»�,|Àf�Å�®qÂ¯�¶°�.  
 

 ƲƿƺƬĩ�ƩŶƯ-Ţƿƹ  

 � �{Â¸¯�µ|»Ë¾ -ÁËdf§�� ,�ÄÌ^��Ê�y�É�YÂ»� �b»{� Á� �À§�®Ë��Z�Y� �]�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�µZÌ�� �Z

d�Y�Ã|��É�Z� ]��[. ��{���]�w�¿�Á��Àe�¾Ì]�Ä�]Y�YË��¶°��Ä]�µ|»�¾Ë]�¶]Z«��Ìd�Y�½Z.  

)[-�(  ( )ij ij
ijt t

 
 



 
 

 
  

   ��Y�ÊËZÅ��ÉZÆ¿Z»���Y�Ê°Ë�µ|»�¾ËY��{�|Àq�Å�Á�d�Y�µÂ�¯Z»�µ|»��°���]�µ|»�¾ËY��Zf§�

¤ed�Ì¿��Àe��Y�Ê³{Â�M�½Z»��ÉY�Y{�µ|»� Z»Y� Ã|���Zv·�¶°���ÌÌ .¾ËÂ¸¯�µ|»��Y-�0Z»Â¼��dËÁ

�Ã{Z¨f�Y�¶ËÂ°Ë��Á���y�Ã|Ë|a�É�Z��µ|»�ÉY�]»Ê {Â� .�ÉY�]�µ|»�¾ËY��Y�ºÌ¬f�»�Ã{Z¨f�Y�Äf^·Y
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�Ã{Z»�®Ë� �Y�É�e�¶»Z¯� �Zf§��ÄWY�Y�dÆm� 0ÓÂ¼ »�Á� Ã{Â^¿�¹Â��»�½Y|Àq�É{|��ÉZÅ�É�Z��ÄÌ^�

ÓYÂ°�ËÁ¾ËÂ¸¯�½Z¼·Y��Y�®Ìf�-�Ã{Z¨f�Y�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�ÉZÅ�½Z¼·Y��ËZ��Z]��Z^e�Y��{�dËÁ»Ê {Â� . 

  

 Żźĭźŝ�ƩŶƯ  

���¾ËÂ¸¯�½Z¼·Y�®Ë� Z]�µÂ�¯Z»�½Z¼·Y�®Ë� ��³�]�µ|»� �{-d�Y� Ã|��É���dËÁ ]��[. �µ|»

d�Y�½ZÌ]�¶]Z«��Ë��¶°��Ä]���³�].  

)[-�(  
2

1 2 1 2 1 2 1 2 2 12
( ) ( ) ( )ij ij ij

ij ijt t t

  
          

  
      

  
  

���]�µ|»�Ä¯�d�Y�º¸�»�ÄWY�Y�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ� Ã{Z»�®Ë��Y� Y��É�f¸»Z¯� �Zf§�� ��³�»Ê |À¯ .��{

�µ|»� ,{Â��¥~u�µÂ�¯Z»�½Z¼·Y�ÉZÅ�b»{� ZË� ZÅ�À§� �Y�Ê°Ë�Är¿ZÀq� ,��³�]�µ|»� �Y�Ê�Zy�d·Zu

�¶�Zu��Ë�¨m�µ|»�¹Z¿�Ä]�É|Ë|m»Ê {Â�.  

)[-�(  
1 2( )ij ij

ij ijt t

 
    

 
  

 
  

���ÉY�]�Ê^�ZÀ»� 0Zf^�¿�Á�Ã{Z��µ|»��Ë�¨m�µ|»��d�Y�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�Ã{Z»�®Ë��Zf§��Ê���]

d�Y�Ã|���Zv·�¶°���ÌÌ¤e��Y�ÊËZÅ��½Z»��®Ë�Á��Àe��Y�Ê³{Â�M�½Z»��®Ë�½M��{�Y�Ë� .�¾Ì¼Å

|ËÁ�|·ÁY�Ê�y��Ì£�µ|»�Ä �Âe� �{� ÄËZa� Ä�]Y��½YÂÀ�� Ä]�½M� �Y� Ze� Ã|��\^��Ê³�ËÁ-�Ã{Z¨f�Y�Ê]

{Â�.  

 

 ƶŤƟŚƿ�ƶƘſƺţ�ƩƺƀĩŚƯ�ƩŶƯ  

���f§ZË�Ä �Âe�µÂ�¯Z»�µ|»�d�|]�µÂ�¯Z»�ÉZÆ¿Z¼·Y��Y�ÊÅZÀf»�{Y| e�½{�¯�É�YÂ»�ªË����Y�Ä  

»Ê |ËM .�0Z¿ZÌuY�Á�¦¸fz»�ÉZÆ·Â��Z]�ÉY�Äf���ÉZÆ·Â°·Â»��Y�É{ZË��{Y| e��Y�É�¼Ì¸a�Ã{Z»�®Ë� 0ÓÂ�Y

�¾ËY��{��Àe��Y�Ê³{Â�M�¦¸fz»�ÉZÆ¿Z»��{ZnËY�\^��Ä¯�Ã|��¶Ì°�e��ÂÀf»�ÊËZ�§�ÉZÅ�ZfyZ�

� {YÂ»»Ê {Â� .¶Ì·{�¾Ì¼Å�Ä]�ÉZÆ¿Z»�� {ZnËY�ÉY�]�µ|»�¾ËY �Ã|�� {ZnËY��Àe� �Y�Ê³{Â�M� {| f»
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d�Y .»Ê �µ{Z »�ÄfË�Â°�ËÁ� Á�®Ìf�ÓY�\Ë���Äf§ZË�Ä �Âe�µÂ�¯Z»�µ|»� �{�Ä¯�{Y{�½Z�¿�½YÂe

)|Àf�Å�½Z»���Y�Ê ]Ze(��d�Y�¦Ë� e�¶]Z«��Ë��¶°��Ä]]��[:  

)[-�(  



n

i
ii tt

1

)/exp()(   

)[-�(  ))/exp(1()(
1




n

i
ii tt   

  �¾ËÂ¸¯�µ|»�,Ä]Z�»��Â��Ä]-¾ËÂ¸¯�ÉZÅ�½Z¼·Y�½{�¯�É���ªË����Y��Ì¿�Äf§ZË�Ä �Âe�dËÁ-

�d�Y�¦Ë� e�¶]Z«�dËÁ)¦¸fz»�¶°���ÌÌ¤e��Y�ÊËZÅ��ÉZÆ¿Z»��{ZnËY�dÆm(.  

 

 

[- �-�- ZÅ�µ|»É�ÁËf�ÓYÂ°�Ì£�®Ì�y��Ê  

�Ìa���]�w�¿�Á��Àe�¾Ì]� Y��ÉY�Ã{Z��Ê¸Ì�¿Y�¨Ë{��]YÁ��Ê�y�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�ÉZÅ�µ|»��ÊÀÌ]

»Ê |ÀÀ¯ .|Àf�Å�ÊeÔ°�»�ÉY�Y{�ZÅ�µ|»�¾ËY .�ÉY�]�Ê�y�ÉZÅ�µ|»��Y�Ã{Z¨f�Y�{ÂmÁ�¾ËY�Z]�Ê·Á

d�Y�lËY��®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�{YÂ»�®qÂ¯�ÉZÅ�¶°���ÌÌ¤e�¶Ì¸ve .�Á� ZÆÌ³|ÌrÌa�¶Ì·{�Ä]�¾ÌÀr¼Å

�ÄÌ�Âe� ,Ê�y��Ì£�ÉZÅ�µ|»��{�É{|��|Ë|��ÉZÆË�Y|ËZaZ¿»Ê �Z]�½ZË�m�¶Ì¸ve� Y|f]Y� �{�Ä¯�{Â�

�Y�ÉZÅ�µ|»��{�ÄÌ·ÁY���§�½YÂÀ��Ä]�½M��Y�¶�Zu�ÉZÆz�Za�Á�{Â��¹Zn¿Y�Ê�y�ÉZÅ�µ|»��Y�Ã{Z¨f

{Á���Z¯�Ä]�Ê�y��Ì£. 

�ÄÅ{�¶ËÁY��Y�,|��Äf¨³��f�Ìa��z]��{��f�Ìa�Ä¯�Ä¿Â´¿Z¼Å����|¿|��{ZnËY�ÊËZÅ�µ|»�É{ÔÌ»

Ì§��Zf§��Á�|À�Z]�Y�^»�Ê�y�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�ÉZÅ�µ|»�cÓZ°�Y��Y�½Z°»Y�|u�Ze�Ä¯�Y��É�fÆ]�Ê°Ë�

|ÀËZ¼¿�É�Z��µ|» .�Ê§� »�ZÅ�µ|»�¾ËY�¾Ë�f§Á� »��Y�Êy�]�Ä»Y{Y��{»Ê |¿Â�.  
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 ƩŚƴǀưƿźĩ�ƩŶƯ-ƱƺƀĪƿŹř-ƾŞƬǀƟ١  

�Ê¼WY{� Ê��]� ÉZÆ¿ZË�m� É�Z�� ÄÌ^�� ÉY�]� Ê^�ZÀ»� µ|»� Ê^¸Ì§� ½Â�°Ë�Y� µZÀÌ¼Ë�¯� µ|»

d�Y�®Ìf�ÓYÂ°�ËÁ�cÓZÌ� .�Ä·{Z »�ZfyZ�É�d�Y��Ë��¶°��Ä]�µ|»�¾ËY.  

)[-�(   (1) 1 (2) 2 (1) (1)

1
( ) ( ) ( ) .

2
               

�µ|»�¾ËY�ÉZËY�»�Ä¸¼m��Y»Ê ���]�w�¿�Ä]�Äf�]YÁ�®Ë�Â·ÂW���]YÂe�ºÌ¬f�»�µZ¼�Y�½Z°»Y�Ä]�½YÂe

�Äf§ZË�ºÌ¼ e)¹Á{�Á�µÁY�µZ»�¿��Àe�¥ÔfyY�ÉZÅ�d]Zi�Á�ÄfË�Â°�ËÁ�¶»Z�(�{Â¼¿�Ã�Z�Y�µ|»��{ .

� ¾Ì°bÌa� ¹Y�³ZË{�®Ë�f»Â°�ËÁ� ÄÌuZ¿� �{� µ|»�¾ËY� ÉZÅ� x�Za)Y�Ã{Á|v»� Á�®qÂ¯�ÉY�Â]{� {Y|�

±�^¿�ËYÁ�{Y|�Y��Y�Ê Ì�Á(�d�Y�lËY��Êf À��cZ^�Zv»�dÆm�½M��Y�Ã{Z¨f�Y�Á�Ã{Â]�ªÌ«{ . 

 

 �ƩŶƯžĪƿżĭ 

��Z°�XÌ³�Äf]Zi�Ä��µ|»]��[�d�Y�Ã|»M�d�|]�Ê·Â°·Â»�ÃZ³|Ë{�ÉZÀ^»��] .�¾ËY�Ê¸�Y��ZÌf»Y

�Á�ÄfË�Â°�ËÁ�ÉY�]�Â·�ÁZa��Zf§��ÄWY�Y�Ä]��{Z«�Ä¯�d�Y�½M�µ|»�µZ»�¿�ÉZÅ��Àe�¥ÔfyY�ÉZÅ�d]Zi

d�Y .�Ä·{Z »�ZfyZ�É�d�Y��Ë��¶°��Ä]�µ|»�¾ËY:  

  

)[-��(  (1) 0 0( / )( . )           

�¦¸fz»�ÉZÅ{Â»�Á�Ê¯ÂÅ��Ì£�®Ìf�ÓY� �Zf§��ÄWY�Y�ÉY�]�Ê¨¸fz»�cZÆm� �{��Z°�XÌ³�{�Â»

)�µ|»�³Ë��°{Â»�|Àq�ÉY�Y{٢(�d�Y�Äf§ZË�Ä �Âe. �µ|»�¾ËY��Y���Zu�ªÌ¬ve��{�Ä·{Z »�½YÂÀ��Ä]

�ZfyZ�É�d�Y�Ã|��Ã{Z¨f�Y.  
 

 

                                                             
1 Criminale-Eriksen-Filbey model (CEF model) 
2 Multi-mode Giesekus model 
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 žǀţŹŚĩ�ƩŶƯ-ŵźŝ١ 

�Ê·Â°·Â»�É�ÂXe� �Y� Ä¯� Ã{Â]� µZÌ��½ZË�m� Ä�§Zu��Z�Y� �]�Ê·Y�´f¿Y� µ|»�®Ë� �Ì¿� µ|»�¾ËY

d�Y�Ã|��¶�Zu .��Ë��c�Â�]�½M�Ä·{Z »�Á�Ã|��ÊuY���É�¼Ì¸a�ÉZÅ�[Y~»�ÉY�]� 0ÓÂ�Y�µ|»�¾ËY

d�Y.  

(2) (4)1 1
( ) : ( )

3 2

t t

NnkT t t A dt t t A dt    
 

  
        

  
  )[ -��( 

�,©Â§�Ä�]Y���{N�n¿���{�cY�}�{Y| eÌZÅ�Ã�É�·Â°·Â»Ê�,n��¿Y{�{|�Ìn¿��ÄfÌ�,ZÅ�Ã���Á�

�,Ä�§Zu��]YÂe(2)A�Á�¹Á{�Ä^e�»�ªf�»(4)A���Â�¿Ze�¹�ZÆq�Ä^e�»�ªf�»[0]�d�Y.���{Z«�µ|»�¾ËY

d�Y�Ê°Ë�Â·ÂW���]YÂe��Y�É�e�Ê «YÁ�c�Â��ÄWY�Y�Ä] . 

 

[-�-� - �cÓ{Z »��Y��´Ë{�É{Y| e�ZfyZ�É��Ê�y��Ì£  

 ŶƿƹŹŶƫƹř�ƩŶƯ -�ƾŝ)Oldroyd-B( 

)[-��(    
 

 �źƴţ�Ʋǀţ�ƱŚƟ�ƩŶƯ(Phan-thien-Tanner)  

)[-��(  (1 ( )) 2k k
pk pk k pk pk

pk

tr D
 

    


    

             

 ƶƴƟ�ƩŶƯ-ƾſ-Źō )FENE-CR( 

)ś-۱۴(  2 2

2 2

( ) ( )

( ) 2( )
( 3) ( 3)

k k
k pk k pk

pk pk
k k pk pk

k k

L tr L tr

D
L L

 
 

 
   

 

 
 

  

                                                             
1 Curtiss-Bird 

2pk k pk pk D    
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[-�- {Z »�[Zzf¿Y�ÃÂv¿Ä· �ZfyZ�É  

� ÄÌ�Âe� �Zy� Ä·Z�»� ®Ë� É{|�� ZË� Ê¸Ì¸ve� Ê���]� ÉY�]� Ê¸¯� �Â�]»Ê �Ä·{Z »� Ä¯� {Â�

�ZfyZ�É |�Z]��Ë���ËY���ÉY�Y{�Ä¯�{{�³�[Zzf¿Y�ÉY:  

�. u|�Z]�º¯�½M�ÉZÅ�d]Zi�{Y| e�Á�Ã{Z��½Z°¼·Y�Êf. 

�. Êfu�ZÆ¿M�¾ÌÌ e�Á�É�Ì³�Ã�Y|¿Y�ZË�Á�Ã{Â]�{ÂmÂ»�Ä·{Z »�ÉZÅ�d]Zi�Á�\ËY�� ÓY�½Z°»

|�Z]�Ã{Z�. 

�. |�Z]��Z³�Z��Äf�ÂÌa�ÉZÅ��Ìv»�®Ì¿Z°»�µÂ�Y�Z]�0ZvÌm�e . 

�. �|�Z]���¿�{�Â»��YÂy�ÄWY�Y�Ä]��{Z«)¹Á{�µZ»�¿��Àe�¥ÔfyY��iY�ÄWY�Y�0Ôj»(. 

�. � |�Z]� Ã|��ÊuY���Ä·Z�»�Ê»Â¼���ËY���ÉY�])�ÉY�]� Ä¯�ÊËZÅ�µ|»� �Y�µZj»�ÉY�]

�Ã{Z¨f�Y� ºWY{�Ì£� �ËY��� �{� ½YÂe� Ê¼¿� |¿Y� Ã|�� ÊuY��� Ê¼WY{� ÉZÆ¿ZË�m� ¶WZ�»

{Â¼¿(. 

�. �ÄÌ�Âe�Ä]Z�»�¶WZ�»�ZË�Á���¿�{�Â»�Ä·Z�»�¶u�ÉY�]�É�^f »��mY�»���Âe� 0ZvÌm�e

|�Z]�Ã|�.  
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aÌ�d�Â_  

¹�¿�Ê§� » ��Y�§YOpenFOAM 

_ - Ä»|¬»  

{Ë»ZÀÌ��®ÌeZ^�Zv»�cÓZÊ��½YÂÀ��Ä]Ë°Ê���Z/Å�d¼/�«��YÉ����Á�/��Á�º/Æ»É�»���{Ì��Z/Å�Y�]Y�Ä/ÀÉ�

�|ÀÆ»Ê��Z��µ|»��Â�À»�Ä]É�Y�§ËZÅ�|ÀÉ�¿Z���cZ^iY�Ä]�Y��{Ây�,¦¸fz»ÌY�]�,��Zu�µZu��{�Á�Ã|É�

¿Â³Z¿Â³�¥Y|ÅYÊ�v»��{�ºÅ�Á�d À���{�ºÅÌZÅ��É�»{Z¯MÌ��Y�«�Ã{Z¨f�Y�{�Â»�®�/»Ê ³�/Ì{� .��µ|/»

�Z�É�|aËZÅ�Ã|É��mË��½ZÌ·Z¿M�Á�½Z�|ÀÆ»�Ä]�cÓZÌY�ZÅ�Á�Ë�Y��Ã�ZmY�¾»Ê ��Y�§�Ä/¯�|/Å{Ë��Z/Å�|/ÀÉ�

¿Â³Z¿Â³Ê��ne�{�Â»�Y�Ë¸ve�Á�ÄÌ·Z¼fuY��«YÂ¿��§��{|���{�Á�Ã{Y{��Y�«�¶Ê�M�]�½MË|À .�Z/�Ë���/¯}�½Z

�¬e�Ä¯�d�YËZÅ�Y�§Y�¹�¿��j¯Y�Z^É�»���{�{ÂmÂ»Ì{�ÄÀË»ZÀÌ��®ÌeZ^�Zv»�cÓZÊ�ve�d¯����Ân»�d

�ZyÊ��]�Á�Ã{Â]Ì«�½Y�³��ZÌ¿�d¼Ì��»Ê |�Z] .f�{�,½M��]�ÃÁÔ�Ì]ZÊ�{|��|¯�Ä]�¶»Z¯É�YË��Y�Ä¿Â³�¾

¤e�µZ¼�Y�Á�ZÅ��Y�§Y�¹�¿ÌÌÁ�Á��ËY�Ë�Z¯���Âe�½M��]�¬e��Ë£�Z^Ì�¾°¼»��»Ê |�Z] .Y��YË��/fÆ]�,Á��¾Ë�¾

{Á|v»�½{�¯��¨e�»��Â�À»�Ä]�¶u�ÃY�ËZÅ�dÉ�aÌ�¹�¿��Y�Ã{Z¨f�Y�,Á��ZÅ��Y�§YÉ���Ä/�]Y���{��Z]��^À»

{�Z]Ë»ZÀÌ��®ÌeZ^�Zv»�cÓZÊ »Ê |�Z] .ZÅ��Y�§Y�¹�¿É�Y�,�Z]�|¯Ë�]�Z¯�Ä]�Y��Ã�ZmY�¾½Y »Ê ��Ä/¯�|ÀÅ{

{|��|¯�Ä]É���f�{�{Ây�µ|»Ê����/Å�d/yY{�a�½Á|/]�Á�Äf�Y{�¶»Z¯Ì��Å�Ä/¿Â³�pË�Y�Ä/ÀÉ��{�Y��½M�,

»�Ì�Z¯�ÄÀÉ ��¿�{�Â»�fyY��{�Y��½M�{Ây�¹Z¿�Z]�Á�Ã{Y{�Z¬e�YÌ|ÀÅ{��Y�«�¹Â¼���Z .����Y�/§Y�¹�/¿�,�«YÁ��{

ZÅÉ��,�Z]|¯Ë��Y�]Y�Ä^ m�®»Ê �Z]|À�������Z°f/�{�Ã�Z/mY��]�Z/¯�Ä/]�Ä/¯É��¤e�µZ/¼�Y�Á�/ÌÌ�½M��{���Ã{Y{

»Ê {Â�.���{�¶°�_-� ·Ìf�Ê�e{�]�Z¯�a��YË�ZÅ�Y�§Y�¹�¿�¾É�»���{��Z]��^À»Ì{�ÄÀË»ZÀÌ�/��®Ì�cÓZ

eZ^�Zv»Ê��ÁM��¼mÉ�d�Y�Ã|� .|]ËÆÊ��Äf�]�Ä¯�d�YZÅÉ���Y�/§Y�¹�¿É��{|/ f»É�Y��{�/Ë��Ä/�]Y��¾

Y��{�Ä¯�{�Y{�{ÂmÁË·�¾Ìd�Y�Ã|�¿�Ã{�ÁM�d�.  
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�,½ZÌ»�¾ËY��{��Y�§Y�¹�¿��Z]��^À» OpenFOAM Ë® {��Y�]Y�Ä^ mË»ZÀÌ�/��®Ì�eZ^/�Zv»�cÓZÊ 

�Ä¯�d�Y�Ä]��{Z«µ|»��Z�É��Ä·Z�»��Â¿��Å{�cÓ{Z »�¶»Z�Ë�¿Y�¨Ì�m�¶ÊË,����É{|/��¶/u�Ä¸¼m��Y

ZÌ��½ZË�mµ�Z�»��YË�]�Ze�Ã{Z��¶Ìa��ZÌrÌÃ|�»Ê |�Z]. ��Y�Ä¿Â¼¿{�YÂ»��Z��µ|»�¶]Z«É�Y���Âe�/Ë�¾

��Y�§Y�¹�¿»Ê �½YÂeÄ·Z�» ZÅÉ��m�Ä]��Â]�»Ë½Z ZÅÉ ���,c�Y�/u�µZ/¬f¿Y�,�Z§|Àq�Á��Z§�®e�,Äf¨�M�Á�¹Y�M

���À¯YÁÌ¼ÌZÊË�ZÀ¤»Á�f°·Y�,Ì¿Z°»�Á��ÌÀr¼Å�Á�cY|»Zm�®ÌÄ·Z�»�Ä]�¾ ZÅÉ��Ä]��Â]�»�cÓ{Z »

{Z�f«YÉ��¿Ì«��Ì�Y~³�d¼É �Á·Z»Ê�Y�{Â¼¿�Ã�Z.  
  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  
¶°� �-� �¶°�_-��ÊeZ^�Zv»�cÓZÌ��®Ì»ZÀË{�ÄÀÌ»���{��Z]��^À»�ÉZÅ�Y�§Y�¹�¿�¾Ë�e{�]�Z¯�a��Y�Êf�Ì·  

  

��Y�§Y�¹�¿OpenFOAM ���Âe"OpenCFD Ltd"��»Â/¼���Ân»�dveÊ ��Â/À³���xË�Z/e��{�Á���

��^»Z�{���� YËÃ|��{Zn��Á�{ÂmÂ»�{Y�M�Á��Z]��^À»�c�Â��Ä]»Ê |�Z].�YË�Ä¯�d�ZÀ »�½Y|]�\¸�»�¾

Y��c�Â��Ä]�½M�|¯ËfyY��{�½Z´Ì¿ZÆm�Ä°^���Y�d·ÂÆ��Ä]�Á�{�Y{��Y�«�Ä¼Å��ZÊ�YË�{�¶]Z«�d¿�fÀË�d§Z

d�Y.��{Y�M�d¸��Ä]�ÃÁÔ��Ä]Ë���]�½Z°»Y��Â¯~»�|¯��^À»�½{Â]��Z]�ZÊ�»Z¼eÊ Ä^Àm ZÅÉ�Â¿�|¯Ë�/�Ê 

Ä¸¼m��Y�¤eÌÌY�]�½M�Ä �Âe�Á��É��{Â/]�|ÅYÂy�ºÅY�§��]�Z¯.�����c|/»�¾/ËY�µÂ/���{)���µZ/��Z/e����(, 
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OpenFOAM�d¨Å�����c|/»�¾/ËY�µÂ/���{�|¯��y�½ÂÌ¸Ì»�ºÌ¿��Y��Ì]�Á�Ã|��Ê¿Z����Á��Ä]�Ä^e�»

�Ä°Ë�Â��Ä]�,d�Y�Ã|���¨e�»�½M�cY{Y�ËY��Y�É�ZÌ�]�Á�Ã|Ë{�³�Ä§Z�Y�½Y|]»Ê ��¾Ë�/yM�Ä¯�d¨³�½YÂe

�½YÂÀ��dve�½M�Äz�¿OpenFOAM-2.0.0���Äf/�³�¶Ë|^e�½Y�]�Z¯�{�¿�[Â^v»�ÉY�Äz�¿�½YÂÀ��Ä]

d�Y.  

Äf�Å ~a�¥Z� ¿YË¯�Á��|»M�ZOpenFOAM Ä�Â¼n»��Y�, YÉ���Y|¯ZÅÉ����Âe�Ã|��Äf�Â¿C++ 

YËd�Y�Ã|��{Zn .YËÄ�Â¼n»�¾ Y��{�ZÅË�{Zn¶u �³ZÅÊË�Y�]É�^�Ì�Z��ÄÉ�Z�»Ë�|ÀÆ»��{�s��»�¶Ê�

¿Z°»Ì�Á�®ËY�ZËY�]�ZÅ{�]�Z¯�{ZnÉ�a�µZ¼�YÌ�/Àr¼Å�,��Y{�a��a�Á���Y{�a��Ì���½{�ÁM�{Â/mÁ�Ä/]�¾

Ä¿Zz]Zf¯ ZÅÊË�Y��Â�À»�Ä]Ë^ m�{ZnZÅ�Y�]Y�ÄÊË���{�Ä¯¶u �³ZÅ/��f�{�¶]Z«�ZÅ{�]�Z¯Ê��Á�|À/�Z] �/Ë�Z

Y�]É�µ|» ZÅÉ�§Ì�Ë°Ê|¿Y�Äf§�³��Y�«�Ã{Z¨f�Y�{�Â»�,.�YË���Y�/§Y�¹�/¿�¾���{Y|/ e�Z/]É �¶/u ��/³��/a��YÌ��

�,ÄfyZ�µZj» ZÅÉ {�]�Z¯É�Ä¿Zz]Zf¯�Á ZÅ,�Y�YË�ÄÃ|Ë{�³�»�Ä¯Ê �½YÂÀ��Ä]�|¿YÂeË^��Äf�]�®Ì�Z��ÄÉ�

·Â¼ »Ê��Ã{Z¨f�Y�{�Â»³��Y�«Ì{� .·Zu��{Ê�¸]Z«�,½M��^À»�|¯�½{Â]�{Y�M�Á��Z]��]�ÃÁÔ��Ä¯Ì��Ä /�Âe�d

�\eY�»�Ä¸�¸��Á��ZfyZ���{¶u �³�,ZÅµZj» ZÅÉ�{�]�Z¯É�Ä¿Zz]Zf¯�Á ¿�Y��ZÅÌ�Y�Y{��»Ê |�Z] .���Y�/§Y�¹�¿

OpenFOAM����YÌ{|��ÃÂÉ�Y�]�{Á|v»�ºnuÉ���{�cÓ{Z/ »�ÃZ´f/�{�¶uË�/�¿Y�¨Ì���cZ¬f/�»�Z/]�¶

�mÊË »�Ã{Z¨f�YÊ �|À¯Ä]�Ä¯ |À]�Ä°^���ÅÉ�£Ì��ZfyZ���ËÄ��Äf§Z�| ]É,�µÂ¸� ZÅÉ���/ÆmÁ�|/ÀqÊ�

�Ã{Y{�d^�¿»Ê {Â�. Y��{Ë�,�Y�§Y�¹�¿�¾¶u �³ZÅÉ��mË��½ZÌ��{�µZ�/Ë���d��/��,�Y�/°e�[Âq�Z/q�®- 

À¼//��,�Z//�§Ê��Ä //�ÂeËd//�Y�Ä//f§Z .�YÂ//»É��Z//�É,��½{�¯Y|//m//Ë|//À]��//z]�ZÉ���Y�¶//u�Ä//À»Y{

¿Z^»ÊOpenFOAM �»Ê |�Z].��]ZÀ]YË�¾¸¯��Â��Ä]Ê, ¶u �³¿�½Á|]�ZÅÌ�Â¿|¯�Ä/]��ZË�/�Ê�Á�/Ë��¶/u�Ã�

�YÂ»É�»�Ä �Âe�¶]Z«Ê |À�Z]. � e�Z]�,½M��]�ÃÁÔ�ËZÅ�µÁ�Z»�¦É�»Â¼�Ê���{��¾/ËY����,�Z]|/¯��Y�/§Y�¹�/¿

� e�½Z°»YË�|ÀÆ»�ºÆ§�¶]Z«�½Z]��Ä]�¦¸fz»��]YÂe�¦Ê d�Y�Ã|����Ì» .Y�]É��¹ÂfÀ»Â»�Ä·{Z »�,µZj»

Y�]É��mË~a�º¯Y�e�½ZË�c�Â��Ä]����Ä�]Y�Ë��»Ê |�Z]: ߲(ܷߩ)߲ݐ + ܷܷߩ.ߘ − .ߘ µܷߘ =  ݌ߘ−
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� e�ÁË��Z]��^À»��Y�§Y�¹�¿��{��{�½M�¦OpenFOAM���c�Â��Ä]Ë�c�Â���»Ê ³Ì�{�:  
  solve 

( 

   fvm::ddt(rho, U)        

+fvm::div(phi, U) 

-fvm::laplacian(mu, U) 

== 

-fvc::grad(p) 

); 

Â�¿Z¼Å�Ã|ÅZ�»�Ä¯��»Ê �,{Â��´¸¼��¦Ë� e�Z/ÅÉ���¿�¦/¸fz»�/Ì��¿Z/»��ªf/�»��ÊY{�,�/Ë�,�¿Y��Â

�ÔaÓÌ{Y�³�Á�¾Ë½Z,��Äq�½M�ª]Z�»�Ä¯d�Y�Ã|��Ã{�ÁM�|¯��{�,d�Å .��¯}�Ä]�¹�Ó»Ê �Ä¯�|�Z]�¹�¿

��Y�§YOpenFOAM�Â¿�Ä»Z¿�]�½Z]���YË�Ê C++��{Â^Æ]Ë���Ã{Z¨f/�Y�Ä/f§Z�/»Ê �|/À¯����½Z³|/ÀÅ{�Ä /�Âe

OpenFOAM��ÃÁ�³�®Ë�¶»Z�����Ã�¨¿»Ê �|�Z]�Äf�Å�®Ë���Âe�Ä¯���Ã�Y{Y�É�¨¿»Ê {Â� .�Äf�Å

��{�ÃÁ�³�¾ËYµÁ|m )_-�( d�Y�Ã|��Ê§� » . 
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_-�- ZÅ�Y�§Y�¹�¿É���Z]��^À»Ë{Y�M�Z 

µZ���{ ZÅÉ�Y��Ä �Âe�d�z¿ËÄ¿Z Y�mY�ºÅ�ÃY�¼Å�Ä]��Y�§Y�dz��Á��Y�§Y�¹�¿�,ZÅÊË��Á�{Â]�Ã|��ÄfyZÀ�

�z]�½YÂÀ��Ä]�ZÅ�Y�§Y�¹�¿Ê��¶¬f�»Ë|¿Y�Ã{Â^¿�hv]�{�Â»��Y�§Y�dz���Y�Y�n»�Z .�|e�Ä]Ë��Ä /�Âe�Z]�l

{�]�Z¯�|���Á�Y���Y�§Y�dz�ËÄ¿Z ¿�ZÅ�Y�§Y�¹�¿�,ZÅÌY�Z¯�Á��ÂÀe���¿��Y�,�ÊË��]�|��Ì�ZÉ�a�/Ì�|/¿{�¯�Y| .

Y��{Ë�Zne��Y�§Y�¹�¿�Ä·Z�»�ZnÀÉY��,Ë��|/e�Ä]�{Y�M�Á�½Z´Ë��¹Â/Æ¨»�lË��Y�/]�Á�Ä/f§ZÉ����/Å�/Ë½M��Y�® ��Z/Å

�Z eË¨Ê�Y�YË{�³�ÄË| .� eË¦ ]�Á�ZÅÌ½Z ZÅÉ�¨¸fz»Ê��{Y�M�,�Z]��^À»��Y�§Y�¹�¿��YË�½Z¼Å�Z����Â/��¾aÁY

Y�YËY�d�Y�Ã|��Ä�Z»·Z¼mY��Â��Ä]Ê »Ê �½YÂe¹�¿��Y��{Y�M��Y�§Y�Y�§Y�¹�¿É�{Y�M�Ä¯�d�¿Y{É ZÅÊË�Y�]�Y�É�

Y�{Ây�½Y�]�Z¯Ë»�{ZnÊ Z¼¿Ë| .¹�¿ �{Y�M�{�Â»��{�{Y�M��Y�§YÉ�Y�]�½Y�]�Z¯É�b¯�,Y�mYÊ�Âe�,Ë�/���]�,�Ê�,

¤eÌÌ¹�¿�½{Y{�{Â^Æ]�Á���»��Y�§YÊ�|�Z] .�Ä]«{��Â�Ìª���e¹�¿�{Y�M��Â¿��ZÆq�Ä]�{Y�M��Y�§YÉ�Y�]É��½Y�]�Z¯

Ë¹�¿�®��Ã�Z�Y��Y�§Y�Y�|Àe�Z^��Ä¯�{�Y{:  

 {Y�MÉ��dÆm�Y�mYÉ�Y�]�Ä»Z¿�]É��Â�À»��ÅÉ �sÔ��Y�Ä]�Ä¯{Y�MÉ »Z¿�¹�¨�Ì»�Ã|Ê {Â� . 

 {Y�MÉ dÆm����]�Á�Ä ·Z�»Ê�´¿Â´qÊ�¤e�Á�Ä»Z¿�]�{�°¸¼�ÌÌY�]�½M��É�¿Ì�{Ây��Z�Ä¯{Y�MÉ 

»Z¿�µÁYÌ��Ã|,Ã|���f�{Ê���^À»�|¯�Ä]Ëa�®Ì��Y�]����É�YË{Y�M�¾É �¶¼�»Ê�|�Z]. 

 {Y�MÉ dÆm��ÂeËb¯�{|n»��Ê  ËÄz�¿�Z ZÅÊË�,½M��Y��Ä¯{Y�MÉ »�Ã|¿YÂy�¹Á{Ê {Â�. 

 {Y�MÉ dÆm�Y��Z�f¿Y�Á�Ä»Z¿�]�{Â^Æ]Ë¤e�¾ÌÌY�]�cY�É��¹Â/¼� ����sÔ�/�Y�Ä/]�Ä/¯{Y�MÉ ��¹Â/�

»Z¿ÌY��{�Á�Ã|��Ã|Ë¿�{�Â»�¾Ì����f�{Ê�À»�|¯�Ä]���/^�/Ë�/a�®Ì����Y�/]���/�É�Y�/Ë{Y�M�¾É�

»Ê�|�Z]. 

Z]Ë�Ä¯�d�Y{�ÄmÂe�|ËY��d�Y�¾°¼»�{Y�M��Y�§Y�¹�¿�®ËY���{ÂmÁ�ZÆÀe�Á�|�Z^¿�½Z´Ë��ÓZ/]��

�Ä¯�d�YË��Z]��^À»�½YÂÀ��Ä]�Y���Y�§Y�¹�¿�®Ë e�{Y�M�ZÌÌ»�¾Ê �|/À¯ .�]�Ä/]�/Ì{�½ZË���/´�e�Â/���{Ê�

Ä»Z¿�]�YÉ Ë¹�¿�®�»��Z¼��Ä]�{Y�M��Y�§YÊ�MËY�]�Z¯�Ä¯�|½M�½,�Ä¼Å �YË{Y�M�¾É���|À/�Z]�Äf/�Y{�Y��ZÅ .

�Äf^·Y]y�Ê���Y¿YÂ«Ì¾ �Âe�ÃÂv¿�Ã�Z]�{Ë¹�¿���{Y�M��Y�§Y�{�Y{�{ÂmÁ .���/y�]�ª/^��µZ/j»��Â��Ä]Ê���Y
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١٥٩ 

 

¿YÂ«Ì�¾¼¿Ê�{Á|v»�½YÂeËd�ZÅÊË��Ä]{Y�M��Y�§Y�¹�¿�¯�Ä§Z�Y{��{Y�M�ZeÉ�ZÅÉ ·ÁYÌÄ�Y�]É�{Ë��/´½Y���Y

]Ì]�¾Á�{ .YË�½Â¿Z«�¾��¨u�\^���«YÁ��{{Y�MÉ Ë�Á�½Z/¼Å�Z]�½M�Ä �Âe�Á��Y�§�Y�¹�¿�®Ë�/³�Ê ��Z/Å

Y�]É��¹Z¼e »�{Y�§YÊ {Â�.����Y�,Â/À³�Ã�Á�a��{��½Â¿Z/«"�/b¯Ê��d/¨·"��Y�/]É���¿Â¿Z/«�d/�Z¨uÊ Y��Y�/Ë�¾

{Y�MÉ�Y�]�ZÅÉ »Z¼eÊ �{Y�§Y»�Ã{Z¨f�YÊ {{�³. |Àq��Å�¹�¿�ZÅ�Y�§YÉ�£�{Y�MÌb¯��Ê�f¨·Ê�¿Ì��{Â/mÁ��

|¿�Y{. Ë®��Y�Ä¿Â¼¿��Ì�{Y�M�¶»Z��ºf���^À»�Z]�Z], ·Ì�¯ÂÀ Ã�Z�Y�Ä»Y{Y��{�Ä¯�d�Y YÉ����/�fz»

»�½M�Ä]Ê {Â�.  
 

_-�- �ÂeË� ZÅÉ�ÂÀ³ /·Ì�¯ÂÀ  

·Ì��¯ÂÀË��®Ì�Á�{Y�M�¶»Z��ºf��Z]�¾f»��Ân»�dve�Ä¯�d�Y Ë�ÂÀ³�½Â¿Z«�Z)GNU/GPL( 

d�Y�Ã|����fÀ» .YË��¾Ì¶»Z��ºf���µZ���{������¸Å�ÃZ´�¿Y{��{Ì°ÀÊ�Ân�¿Y{���Âe�|¿ÔÀ§ÊË�

¹Z¿�Ä]��|·YÁ�e��ÂÀÌ· |��Äf�Â¿ .ÂÀ³/·Ì��¯ÂÀZ]��Z°¼ÅÉ �{�É{ZË��{Y�§Y�Y�½ZÆm���Ze��Ë|��{ZnÃ, 

�Ä �ÂeËd�Y�Äf§Z .�ÂeË� ÉZÅ�¿YÁY�§Ê�·��YÌ�Y�§Y�¹�¿��Y�Ä¯�{�Y{�{ÂmÁ��¯ÂÀ ÉZÅ�{Y�M ÃY�¼Å�Z]��Äf�Å

·Ì��¯ÂÀ°�eÌ�¶Ê» |¿Â� .Ä¼Å �YË�Âe�¾Ë� ZÅ���YËÄf�Å�® �·�¹Z¿�Ä]�|uYÁÌÃ{Z¨f�Y��¯ÂÀ Ê» |ÀÀ¯.�

��«YÁ� �{·Ì��¯ÂÀ{Y| e� �YÉ��|¯°�eÌ�¶Ë�Ä¯�Äf§Z]��Z^e�YÌ��Y�«�]� Y�� ZÅ�Y�§Y� ¹�¿� Á� �Y�§Y�dz��¾

Ê» �Á�|À¯Ë�Âe�®Ë·��Ì�¶»Z���¯ÂÀYËZÅ|¯��Y�Äf�Å�¾É�·ÁYÌ�Ä��{Y| e� ÁË{ZÉ��¹�¿�¾f»��Y�§Y��Z]

Ê» |�Z]. ¾f»�½{Â]� �Z]�ÂÀ³/·Ì¿YÁY�§� Ã|�� Ze� Ã|��h�Z]��¯ÂÀÊ��½ZÆm���Ze��� �YY���ÂeË�d¿�fÀ

Á��]É�YË��¾Ì|ÀÀ¯��Z¯�¶»Z��ºf��Ä¯�f¿ÌÄn  M|À¼e�|«�Ê¸»Z��ºf�Ì��½�Á�Y�Ë�½Z´d�Y.�À»YÌ�ÓZ]�d

Ê³�ËÁ� �Y � ºÆ»� ÉZÅ½{Â]� �Z] Ê»� ¶»Z�� ºfÌ�� ¾ËY� ¾f» |�Z] .�f§Á� »� �YË�Âe� ¾Ë� ÉZÅ�·Ì��¯ÂÀ

Ê» � � Ä]�½YÂedÅ{� (Redhat) ]{� ,Ì½Z (debian) � ,� Ã�Â�Suse)(�� Âf¿Â]ÁY� Á)Ubuntu(�� Ã�Z�Y{�¯ .

�Ì�e� [Â^v»� �Y� Âf¿Â]ÁY� ¶»Z�� ºf�Ë�Âe� ¾Ë� ÉZÅ�·� �Z]� |¯Ì�d�Y��¯ÂÀÄ¯ §Y�³� Äz�¿Ì°Ê ½M�,

�Âf¿Â]Â¯{�Y{�¹Z¿.  
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ę-۲-۱- ſ�śŚŴŤƳřǀ�ƪƯŚƗ�ƮŤƀƿŻƺţ�Śƿƫ�ƖǀŜſŚƴƯ�žĩƺƴ 

��Y�§Y�¹�¿��Y�Ã{Z¨f�Y�ÉY�]OpenFOAM��Á� �Y�|Àe�Z^��Ä¯�|¿�Y{�{ÂmÁ�Ê¨¸fz»�ÉZÅ :  

�( ��Y�ºÌ¬f�»�Ã{Z¨f�Y�����Á|/ÀËÁ�¶/»Z��ºf/�Ì��ÉÁ���]��Y�§Y�¹�¿)������Y�Ã{Z¨f/�Y�Ä/]�{Á|/v»�Ä/¯

�ËY�ËÁ d�Y��Y�§Y�¹�¿�cZ¿Z°»Y��Y�Êy�]�ZÆÀe�Á��Y�§Y�¹�¿��Y�Ê�Â�z»�ÉZÅ(. 

�( ���Ä/»Z¿�]��Y�Ã{Z¨f/�Y�Z/]��Á|ÀËÁ�¶»Z��ºf�Ì��ÉÁ���]��Y�§Y�¹�¿��Y�Ã{Z¨f�Y �����Ì/v»�Ä/¯�ÊËZ/Å

Ê»�É�Z��ÄÌ^���Á|ÀËÁ��Ìv»��{�Y���¯ÂÀÌ· �,|ÀÀ¯)Ä¯�dË{Á|v»�d�Y�¹�Ó ��Y�§Y�¹�¿�ÉZÅ

{�Ì³��Y�«�ÄmÂe�{�Â»�½M��]��¸�e�Á�Ê¿ZÌ»(. 

�( �ÉÁ���]�É�Zn»�c�Â��Ä]��Y�§Y�¹�¿�®Ë�®¼¯�Ä]�Ä¯��¯ÂÀÌ·��Ìv»��{��Y�§Y�¹�¿��Y�Ã{Z¨f�Y

d�Y�Ã|��\�¿��Á|ÀËÁ�¶»Z��ºf�Ì�. 

�( ��¯ÂÀÌ·�¶»Z��ºf�Ì��ÉÁ���]��Y�§Y�¹�¿��Y�Ã{Z¨f�Y 

,µÁY|f»�cÔ°�»�Ä]�ÄmÂe�Z]�]Ì�³�Á{��Y��f�Ë»�Ã{Z¨f�Y��yM�ÄÀÊ {Â� .Y�]É���Y�§Y�¹�¿�Z]��Z¯

v»��{Ì·��Ì��¯ÂÀ)�Zn»�c�Â��Ä]�Ã|��\�¿�ÃYÂyÉ��/v»��{ÌÁ��Ë�����c�Â/��Ä/]�ÃYÂ/y�Á��Á|/À

¬f�»Ìº(��Âe�Ze�d�Y�¹�ÓË�̂/�ZÀ»��Ê�·��YÌ���{{�/³�[Z/zf¿Y��¯Â/À .��/¸¯�d/·Zu��{Ê��/»Ê ��½YÂ/e

Äz�¿ ZÅÉ�¨¸fz»Ê�·��YÌ{�]��Z¯�Ä]�Y���¯ÂÀ.��{�Z/»Y���Y�/]�[Z/zf¿Y�Á{�¶/¼���É��Âe�/Ë·��Ì���¯Â/À

{�Y{�{ÂmÁ�\�ZÀ» .Y�µÁYË�Âe��Y�Ä°ÀË� ZÅÊË�·��YÌa��Â��Ä]��Â¯~»��Y�§Y�¹�¿�Ä¯��¯ÂÀÌ���§��

½M��{�¶^«��Y�Á �Âe��Y�Ã{Z¨f�Y�¹Á{�[Zzf¿Y�Á�{{�³�Ã{Z¨f�Y�|¿Y�Ã|��\�¿�ZÅË� ZÅÊË�·��YÌ��¯ÂÀ

Á���]��Y�§Y�¹�¿�Ä¯�d�YÉ�½M d�Y�Ã|�¿�\�¿�ZÅ .�y��{·�\�¿��Y�| ]�µÁY�[Zzf¿Y��ÂÌ��¯ÂÀ

¿ÌÅ�Ä]��ZÌ�Àe�Ä¿Â³�pÌ¼Ê  {�Y|¿�{ÂmÁ.�Y�µZuË����Ä/]�Ä/ mY�»�Z/]�ÓÁY�d�Y�¹�Ó�¹Á{�d·Zu��{�Ä°À

Z�Ë��Y�§Y�¹�¿�dOpenFOAM��Z³�Z���YÉ��ÂeË·���¿�{�Â»��Ì�¼�Y�½M�Z/]��¯ÂÀÌ��½Z/À�/Ë]ZÌ�Á�º

¿ZiÌ�Àe�Á�\�¿�¶uY�»�ZÌº ZÅÉ�·�Äz�¿��{�Y���Y�§Y�¹�¿Ì�Â»��¯ÂÀZ¼¿�Y�mY���¿�{ÌËº .Z�Ë��¯}�½Z

¸]Z«�Ä¯�d�YÌ�Ã|¿��c�Â��Ä]��Z¯�dË�Z"Live"�ÁË³�Ê�|mË�]�Á�|Ì¼Æ»��ZÊ �/y�]��{�Ä¯�d�YÊ�



����d�ÂÌa ���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ZÅ������������_�d�ÂÌa  
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Äz�¿ ZÅÉ�·Ì»�½M�®¼¯�Ä]�Á�{�Y{�{ÂmÁ��¯ÂÀÊ ·�\�¿�½Á|]�½YÂeÌ���Y�/§Y�¹�/¿�Z]�,�¯ÂÀ �Z/ÅÉ�

{�¯��Z¯�½M��{�{ÂmÂ» .  

_-�- Z¬»Ë]�Ä�Ì¿�¾§Y�¹�¿�Á��Z]�|¯�ÉZÅ��Y�§Y�¹��Y�ZÅÉ��ZneÉ  

fz��Ä]Ê »Ê «{��Â��Ä]�½YÂeÌ]�ªÌ������Z/Å��Y�/§Y�¹�/¿��Y�½Z/Æm��{�{Y�/§Y�{Y|/ e�Äq�Ä¯�{Â¼¿�½ZÉ�

�ZneÉ�{�Z]�Ä�]Y���{Ë»ZÀÌ��®ÌeZ^�Zv»�cÓZÊ��Ã{Z¨f�Y»Ê {�{Y| e�Äq�Á�|ÀÀ¯Ë���¹�/¿��Y�,{Y�/§Y��Y��´

ZÅ��Y�§YÉ�Y��{��Z]��^À»Ë�Ã�Æ]�Ä�]Y��¾»Ê ³Ì|¿� .YË¿��Z¯�¾Ì¬ve�|À»�ZÌeZ¬Ê��Á�Ä ·Z�»�Á��»ZmÌ��]��

�Z»M�Ä »ZmÉ »Ê |�Z] .Ëa�®ÌY�]�[Ây�{ZÆÀ�É�Y�½{�¯�¥���]Ë���{�cZ/�Ô�Y��Y�Ã{Z¨f�Y�,¶°�»�¾

Z���{���f�{Ë�dcfd-online »Ê |�Z] .YËZ��¾Ë����Y�dË·�ªÌ®À ]��[:  

online.com-http://www.cfd   
���f�{�¶]Z«»Ê |�Z] .Y��{ËZ��¾ËZÅ�¹Á�§�dÉ�¨¸fz»Ê�|À]�Ä¬^��c�Â��Ä]�Ä¯�{�Y{�{ÂmÁÉ��,Ã|�

���]�Ä]Ê���»Z/¼e�Z/]�Ä�]Y���{�¦¸fz»�cZ�Â�Â»Ê����Z/Å��Y�/§Y�¹�/¿É�{Ë»ZÀ�/Ì�/��®Ì�eZ^/�Zv»�cÓZÊ 

»Ê ZÅ�x�Za�Á�cÓYÂ��{Y�§Y�½M��{�Á�{�Y{�aÉ��¹Â¼��­Y�f�Y�Ä]�Y��{Ây»Ê |¿�Y~³ .{Y�§Y�{Y| eÉ���Ä/¯

]�»�¶WZ�»�Ä]�|À»�Ä«Ô�{�Ä]��ÂË»ZÀÌ��®ÌeZ^�Zv»�cÓZÊ »Ê �Y��|À�Z]�/»Ê �����Y�½YÂ/e�/Ë��{Y|/ e�ª

ZÅ�d�aÊË�¿Z»��Ã�Z]��{�Ä¯Ê�Y��{��z�»ËZ��¾Ë�­Y�f�Y�Ä]�d�Ã{�Y�³»Ê {Â�a�,Ì{Â¼¿�Y| .��Ä/]�¹�Ó

��¯}»Ê �µZ��Ä¯�|�Z]�����»Ì{ÔÉ Ë°Ê�ZÅ�µZ���YÉ�Y�]�ª§Â»É�YËZ��¾Ë�[Â�v»�d»Ê {Â� .��{

YË½Z³|À¿YÂy�{Y| e�µZ��¾�Y�Ä]��Â]�»�cZv¨�ËZ��[Á�¾Ë��Y��Z/�Y��/]�dÉ��/aÊ����,�]�Z/¯��/Å���{M

|m�{�Â¯�Ë|É�Zm�Ä]�{Ây��YÉ�d�Y~³ .��{�¶°�_-� Y�cZv¨��{Y| eËf¿�fÀÊ�YËY��{�Ã|��{Zn�/Ë�¾

Z��[ÁË��{�d���yY�µZ�Ì���Á��{Ë�ÃZ»�®d�Y�Ã|��Ã{�ÁM�µZ���Å��Y .  
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¶°� �-� �¶°�_-� Å��{�Ã|��{ZnËY�Êf¿�fÀËY�cZv¨��{Y| e��{�ÃZ»�����Äf�~³�µZ�  

ę-۳-۱- ŚƷ�ŹƺƄĩ�ŢĩŹŚƄƯ�ŶƇŹŵƽ�ƞƬŤŴƯ  
{�Z]ËZ��½Z³|ÀÀ¯|Ë�dcfd-online�ZÅ��Â�¯��YÉ�¿{�¦¸fz»Ì�Z»Ê |�Z] .Y{��Y{Â¼¿ËY�Ã�É���Ã{Y{�½Z/�¿

�{��¶°�_-� ZÅ��Â�¯��{�{Y�§Y�d¯�Z�»�{Y| eÉ��½Z�¿�Y��¦¸fz»»Ê |Å{.  
 

 

 

 

 

 

 

 

¶°� �-� �¶°�_-� ZÅ�Â�¯�d¯�Z�»�|��{É�[Á��{�¦¸fz»�Z�Ë{�dË»ZÀÌ��®ÌeZ^�Zv»�cÓZ�Ê  
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ę-۳-۲- ſŹźŝƾ �ŵŶƘţ�šŚƗƺƋƺƯŦŰŝ�ŵŹƺƯ  
�{��µÁ|m)_-�( ZÅ��Y�§Y�¹�¿�Z]�Ä�]Y���{�Ã|��s��»�cZ�Â�Â»�{Y| eÉ�{�¦¸fz»Ë»ZÀÌ�/��®Ì�cÓZ

eZ^�Zv»Ê�d�Y�Ã|��Ã{�ÁM .���]��Â�À»�Ä]Ê�Z¬»ËY�Ä�É�·Z §�{Y| e��Zv·��YÌZÅ�dÉ���{�Ã|��¹Zn¿Y

ZÅ��Y�§Y�Z]�Ä�]Y�É�{�¦¸fz»Ë»ZÀÌ��®ÌeZ^�Zv»�cÓZÊZÅ�¹Á�§�{Y| e�,É����Z/Å�d/�a�Á�Ã|/��d^iÉ�

�Ze�Ze��Y�§Y�¹�¿�½M�Ä]��Â]�»Ë�x�����^f¯Y�����d�Y�Ã|��Ã{�ÁM .  

�µÁ|m)_ -�( �dËZ���{�Ã|��d^i�ÉZÅ�¹Á�§CFD online��xË�Ze��{�Ã|��s��»�ÉZÅ�d�a�Á�����^f¯Y���� 

 

  

  

  

  

 

YËÀr¼Å�cZ�Ô�Y�¾Ì»��Y{Â¼¿��{�¾Ì�Ä¸YÉ���{�Ã|��Ã{Y{�½Z�¿�Ë��d�Y�Ã|��Ã{�ÁM.  

 

¶°� �-� �¶°�_-�����Y�§Y�¹�¿�Á{�Z]��Z^e�Y��{�{ÂmÂ»�ÉZÅ�d�a�Á�ZÅ�¹Á�§�{Y| e�Ä�ËZ¬»  ANSYS�Á
OpenFOAM  
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�Y��µÁ|m)_-�( �Á�¶°�_-� »Ê ��/fuY��Ä/]�½YÂeÊ���{Ë������Y�/§Y�¹�/¿�Ä/¯�d/§ZANSYS��/°¿���{Ì�¾

�]�¥ÔfyY�Z]�,d¯�Z�»Ì���ZË{ZÉ�Z��Ä]�d^�¿Ë�Ë{�Á�¾{�Y{��Y�«�µÁY�Ä^e��� .��¯}�½ZËZ�»Ê �Ä¯�|�Z]

��Y�§Y�¹�¿ANSYS�ZÆÀe�Ä]�{ÂyÊË�»���{��Y�§Y�¹�¿�Á{�¶»Z�Ì{�ÄÀË»ZÀÌ��®ÌeZ^�Zv»�cÓZÊ���¹Z/¿�Ä]

ZÅÉ   CFX�Á  Fluent»Ê |�Z] .�Ã|ÅZ�»»Ê ���Y�/§Y�¹�¿�Ä¯�{Â�OpenFOAM�Y��{�/Ë�|/À]�Ã{��¾É�,

d�Y�Ã{Y{��Z�fyY�{Ây�Ä]�Y��¹Á{�½Z°»��Á�§Y�¹�¿ZÅ��YÉ�{ËY�Ä¸�Z§��{��´É��]Ì���ZË���Ä/]�d^/�¿�{Z

YË|¿Y�Äf§�³��Y�«��Y�§Y�¹�¿�Á{�¾ .�]�Äf°¿ÌY��{�Ä¯�ºÆ»��ZËZ]�Ä�]Y��¾Ë�Ä¯�d�Y�½M�{Â¼¿�Ã�Z�Y�½Y|]�|

��Y�§Y�¹�¿�Z]�Ä�]Y���{�d¯�Z�»��Á��Fluent��µZ���Y���»Ì{ÔÉ ËÀ Ê��{Á|u���a�µZ�Ì��,Ã{Â/]��

·Zu��{Ê���Y�§Y�¹�¿��Z¯�Ä]��Z£M�Ä¯OpenFOAM�Y��{ËZ��[Á�¾Ë��µZ/���Y�d���� Ë�/À Ê���{Á|/u��

a�µZ�Ì��»Ê |�Z] .,Á��¾ËY��Y��]ÌY�Ä�]Y��½YÂf]�¶°�»��ZÉ�«{Ì�Y�/]�ªÉ�»�/Ì���Ä/«Ô��Á�d¯�Z/�»�½Y�

|À»É�»���{�{Y�§YÌZÅ��Y�§Y�¹�¿�ÄÀÉ�{�¦¸fz»Ë»ZÀÌ��®ÌeZ^�Zv»�cÓZÊ�]Ì·Á�,{�¯�½ZÊ��cZ�Ô�Y��Y

Y�YËÃ|��Ä, »Ê Ô»�¶]Z«�|���Ä]�½YÂe��́ ¼/�q�Á�Ä/�uÌ����|/À»�Ä/«Ô��Á�d¯�Z/�»�|/��{��É����{�{Y�/§Y

��Z]��^À»��Y�§Y�¹�¿��Y�Ã{Z¨f�YOpenFOAM�{Â¼¿�½Z�}Y.  

ę-۳-۳- ŚƤƯƿŶƴưƳřƺţ�ƶƀƽ�ŚƷƽ�ŚƷ�ŹřżƟř�ƭźƳƽ�ŹŚŬţƽ�ŻŚŝ�ƖŞƴƯ�ƹ  
Y��{Ë|À¼¿YÂe�d¼�«�¾É�ZÅÉ�ZÅ��Y�§Y�¹�¿�Z]��Z]��^À»��Y�§Y�¹�¿É��ZneÉ�Z¬»�{�Â»Ë��Y�Á�Ä�Ë]ZÊ���Y�«

»Ê ³Ì�{ .Y�]É�«��{�d·ÂÆ�Ì�,�ZËZ¼¿�®Ë�����Z/Å�Y�§Y�¹�/¿��Y�ÃÁ�/³�Á{��/Å��Y�Ã|/ÀÉ���³�]�{Â/mÂ»�/Ë�Ã|

»Ê {Â� .ZÅ��Y�§Y�¹�¿��YÉ��ZneÉ��Y�§Y�¹�¿�,  ANSYS Fluent·{�Ä]Ì»Â¼��¶Ì���Y�Á�ÓZ/]�{�°¸¼��Á�d

ZÅ��Y�§Y�¹�¿É���Y�§Y�¹�¿�,�Z]��^À»OpenFOAM�·{�Ä]Ìa�¶Ì´¼�q�d§��ÌZ¬»��{�½M��Ë���¹�/¿�Z/]��Ä�

§YZÅ��Y�É�{Ë�[Zzf¿Y��Z]��^À»��´»Ê {{�³ .Z¬»ËZÅ�Ä^Àm��Y�Ä�É�¨¸fz»Ê����]�{�Â»Ê��Á�Äf§�³��Y�«

��µÁY|m��{ËZf¿��Ëd�Y�Ã|��Ã{�ÁM�Ä�Â]�»�l .��¯}�Ä]�¹�Ó»Ê �Y��{�Ä/¯�|�Z]�/ËZ¬»�¾Ë���Äz/�¿��Y�,Ä/�

��������Y�§Y�¹�¿OpenFOAM����Ä]��Â]�»�Ä¯�µZ���� »Ê d�Y�Ã|��Ã{Z¨f�Y�,|�Z].�·Zu��{Ê �Ä¯

|mË�e|ËY�Äz�¿�¾Ë�Äz�¿�Z]��Y�§Y�¹�¿�¾����� »Ê ¸]Z«�Á�|�Z]ÌZÅ�dÉ��/�]Ì���Z�/Ë{ZÉ����Ä§Z/�Y�½M�Ä/]
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{�³Ëd�Y�Ã| . 

 

 �ŹřżƟř�ƭźƳ�ŜƈƳ�ƶŞƴū�Żř�ƶƀƿŚƤƯ  

 �µÁ|m)_ -�( ���{��Y�§Y�¹�¿�\�¿ÌZÅ�¶»Z��ºf�É�¦¸fz»  

 

 

 ƾƯƺưƗ�šŚưǀƔƴţ�ƑŚŰƫ�Żř�ƶƀƿŚƤƯ  

��µÁ|u)_-�( �ÀeÌf�{�cZ¼Ê�»Â¼��cZ�uÔ»�ÁÊ  
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 �ƩƹřŶūƩŶƯ Ɵ�ƽŚƷǀżƿĪŻźƯ�Ǝƿřźƃ�ƹ�ƾƽ  

�µÁ|m)_ -�( ZÅ�µ|»É�§Ì�Ë°Ê���{�{ÂmÂ»OpenFOAM��ÁFluent  

 

�µÁ|m)_ -�( Y����YÂ¿Y�Á�Ä°^�Ë����»É  
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 �ƩƹřŶū�šŚưǀƔƴţƪů źĭ  

�µÁ|m)_ -�( ¶u �³�ZÅ��Á��Á�ZÅÉ���{�¶uOpenFOAM��ÁFluent  

 

 �ƁŻřŵźě�žě  

�µÁ|m)_ -�( ��{���Y{�a��aOpenFOAM��ÁFluent  
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Z¼Å�Ä·Z���ÅËZÅ�ÃZ³�Z¯�Á�ZÅ��ÊË�»���{Ì��Z]��^À»��Y�§Y�¹�¿�ÄÀOpenFOAM��Z/Å��Â�¯��{É�

��Y�³�]�¦¸fz»»Ê ¨¸fz»�cZ�Â�Â»�Ä]�½M��{�Ä¯�{Â�Ê�^«��YÌ§�¶WZ�»�¶u�¶Ì�Ë°Ê�»���{��ZyÌ�ÄÀ

�Z»Â]�ÂeÌZÀ��Á�ZÅ�¾Ë·Âe��Ì�m�,©�]�|ËZÅ�½ZÉ��Z§�|ÀqÉ�ZÀ��Z]�Ä�]���{ËÁ�d¨¿����Â·ÂÀ°e�,�Z³É�

]�ÂeÌ{Z]�¾É�¬ve�ÁÌ»���{�cZ¬ÌZÅ�µ|»�¾]�fÆ]�[Zzf¿Y�ÄÀÉ��¿ÓÂ]�ÂeÊ�Y�]É��ÄfyY{�a�½M»Ê {Â� .

��{�µÁ|m)_-�( ·ÌZ¼Å�d�ËZÅ��É��Y�³�]�µZu��{�Á�Ã|���Y�³�]É�d�Y�Ã|��Ã{�ÁM.  
�µÁ|m)_ -�( ZÌ¿{�¦¸fz»��Z¬¿��{�Ã|���Y�³�]�ÉZÅ��ËZ¼Å  

Places and Dates Conferences 
UK, 26th/27th November 2007 London First OpenFOAM International 

Conference 
Berlin,4th/5th December 2008 Second OpenFOAM International 

Conference 
Barcelona ,12th/13th November 2009 Third OpenFOAM International 

Conference 
,4th/5th November 2010 Munich Fourth OpenFOAM International 

Conference 
Paris, 3trd/4th November 2011 Fifth OpenFOAM International 

Conference 
  

Àr¼ÅÌY��{�¾ËZÅ�ÃZ³�Z¯�,Zf�Y��¾ÊË�Y�Ä§�u�c�Â��Ä]É���¹�/¿�cÔ°�»��§��Á�Ä �Âe��Â�À»�Ä]

ZÅ��Â�¯��{��Y�§YÉ���Y�³�]�¦¸fz»»Ê {{�³ .��{�µÁ|m)_-��( ·Ì��Z/°»�d/��Z/Å�½ÊË����µZ/���Y�Ä/¯

������Y�³�]�Ä]�¹Y|«YÉ�ÀqÌZÅ�ÃZ³�Z¯�¾ÊË�d�Y�Ã|��Ã{�ÁM�|¿Y�Ã{�¯ .  
�µÁ|m)_ -��( ZÅ�ÃZ³�Z¯É�¿{�¦¸fz»��Z¬¿��{�Ã|���Y�³�]ÌZ  

 

ZÅ��Â�¯�½ÂÀ¯ZeÉ�{| f»É�ZÅ�ÃZ´�¿Y{�Á�cZ��Â»��YÉ���¿Y�¥���Z]�¦¸fz»É���Z/Å��Ô/e�ÁÉ�

 ��,½YÁY�§Ê���Y�§Y�¹�¿�Ä �Âe�Á�{Â^Æ]��{OpenFOAM�|¿Y�Äf�Y{ .Y��{Ë»�¾Ì�½Z»Ê ���Ô/e�Ä]�½YÂe

ZÅ�Â�¯É�Y�,­�Z¼¿Y{�,|WÂ��,½Z¼·M�Ä¸¼m��Y�¦¸fz»Ë·ZfÌq�,|ÀÅ�,ZÌ��]�Á�¾Ë{Â¼¿�Ã�Z�Y�¶ .�/¼Å��Â�¿Z
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�Y�§Y�¹�¿�Ä �Âe�|���¯}�Ä¯ZÅÉ�{��Z]�|¯Ë»ZÀÌ��®ÌeZ^�Zv»�cÓZÊ��]�|����YÌ����ZË Ê���Y{�Ây�]

d�Y��]��Y|¿Y�º�q�ÁÌ]Ây��ZÊ�Y�]É�¿MM��{�ZÆËÃ|À »Ê {Â]��Â�f»�½YÂe .¬veÌa�cZ¬Ìa�Á�Äf�ÂÌ´Ì�É�

ZÅÉ�ZÅ��Y�§Y�¹�¿�Z]�Ä�]Y���{�{| f»É�{��Z]��^À»Ë»ZÀÌ��®ÌeZ^�Zv»�cÓZÊ�½Á�§Y�Á��Ä �Âe�\^��,

YËd�Y�Ã|��ZÅ��Y�§Y�¹�¿��Y�Ä¿Â³�¾ .aÌ� ]ÌÀÊ »Ê ÅZeÂ¯�½Z»���{�Ä¯�{Â�ÊZÅ��Y�§Y�¹�¿�,É��,�Z]��^À»

»Z¼e�ZÆÀe�Ä¿Ê�¼¿YÂe|ÀÉ�ZÅÉ�ZÅ��Y�§Y�¹�¿É��ZneÉ�����cZ/¿Z°»Y�Ä/°¸]�|À/�Z]�Äf�Y{�{Ây��{�Y��{ÂmÂ»

]Ì�f�É��Z�·|»�dÆm��{É��m��YÂ¿YËfyY��{�cZ¿ZÌ|Å{��Y�«��]�Z¯��Z .·|]�|Àq��ÅÌ����]Z/À»�{Â/^¼¯�¶

Z¼ÀÅY�ÊË�Y�,\�ZÀ»ËZ¼u�Z]�ZÅ��Y�§Y�¹�¿��Y�Ä¿Â³�¾Ë¼¯�dÊ��ÄmYÂ»�½Y�]�Z¯�\¿Zm��Y�Ã|����Y~/·�,d/�Y

¬veÌe�Á�cZ¬]��ÔÌY��{��f�Ë»��¾ÌZÀ�M��Â�À»�Ä]�ÄÀÊË�]�Äq��ÅÌ¯��f����¹�/¿��Y�Ä/¿Â³�¾ËY�Z]�½Y�]�Z

�Y�§Y�Á���Á�¹�Ó�ZÅÉ����¿�Ä]»Ê |��.  

Y��{ËqZ¿�ºÆ��,�~´Å��¾ÌY�Ä �Âe�Á�Ã{Z¨f�Y��Ë��Z/e�Ã|��\^��Z»��Â�¯��{�ZÅ�Y�§Y�¹�¿��Y�Ä¿Â³�¾

Y��Y�Ã{Z¨f�Y�½Z°»Y��{Ë|À¼¿YÂe�¾É�¿ZÆmÊ�f¼¯�|���,É��Äf�Y{�Z]Ìº .�����Y�/§Y�¹�/¿�Ã{�f/�³�cZ¿Z°»Y

^���Z]��^À»Ì�Z��ÄÉ OpenFOAM��½M��Y�Ã{Z¨f/�Y�½Z°»Y�Á,���Y�/]�º/ÅÉ���ÅZ´/�¿Y{�½Z/^�Zz»Ê���{

Äf�� ZÅÉ��|ÀÆ»Ê�¿Z°»Ì��,½Y�¼��,®Ì¼Ê»��,Ì�ZÀ��¾ÊÀr¼Å�Á�d¨¿�,Ì��̂/��Ä/]�½Y|À¼«Ô��¾Ì�Ä

�Z�É ZÅÉ�Y�ËÄ¿Z YÉ�Á�Ä]Ë»���{�Ã�ÌZ�»�ÄÀË{�¶Ë»ZÀÌ�/��®Ì�/�|ÀÆ»�cÓZÊ�Á�����º/Å�Á�c�Y�/u�µZ/¬f¿Y

ZÀ���{�½M��Y�Ã{Z¨f�YË�,½Â³Z¿Â³��»Ê ¯�v»�½YÂÀ��Ä]�|¿YÂeÊ�Â«É�¬¸eÊ���Y��½M��Y�Ã{Z¨f/�Y�Ä¯�{{�³

]Ì��Y��f�ÌaY�]��É���Z°�M�½Z´¼Å»Ê {�Z� .  
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aÌ�d�Âc  

�ºfË�Â´·Y�½ZÌ]�Á�Ê§� »SIMPLE���Y�§Y�¹�¿��{OpenFOAM 

c-�Ä»|¬»  

Ë°Ê�� �YºfË�Â´·Y ZÅÉ�É{|��¶u��{�lËY� ��Á��Ä]�ºfË�Â´·Y� ,{Á|v»�ºnu"SIMPLE" )Semi-

Implicit Method for Pressure-Linked Equation( Ê» |�Z]���Ì£�cÓ{Z »�¶u� �Â�À»� Ä]� Ä¯

Ê»� �Y�«� Ã{Z¨f�Y� {�Â»� ,�¯Âf�Y� �ËÁZ¿� Ã|��¶aÂ¯� Á� Ê�y {�Ì³ .Ê»� Ä¯� �Â�¿Z¼Å �cÓ{Z »� ºÌ¿Y{

Z »�,Ê¸¯�d·Zu��{��Ë~aZ¿�º¯Y�e�µZÌ��½ZË�m��]�º¯ZuÊ»�Ê´f�ÂÌa�Á�d¯�u�Ã�Y|¿Y�Ä·{ |�Z] .�Ä·{Z »

Ê´f�ÂÌa ���Y�d�e�Z^�]��[ : 

.( ) 0U


  )c-�(  
  
  

Ê»�½ZÌ]��Ë��c�Â��Ä]��Ì¿�d¯�u�Ã�Y|¿Y�Ê�y��Ì£�Ä·{Z »�Á {Â�. 

.( ) .( )
U

U U U p
t


  

     


 )c-�(  
 

Y�¶uË·{�Ä]�ºÅ�Z]�Ä·{Z »�Á{�¾Ì���Ä·{Z »�Ä°¿M�¶ËvÊ�Y�]É��Z�§�¿���f�{��{Ì�d��Á|¬»�

¿Ê¼ |�Z] .Ë°Ê�{��YËÃZ³| ÉZÅ�Y�ËY��{�lË�kY�zf�Y�,Ä�]Y��¾ËY�]�Ä·{Z »�®É�����Y��Z�§Ë�¾f§�³�ª

{ËZm�Á�d¯�u�Ã�Y|¿Y�Ä·{Z »��Y��¿Y��ÂË�´d�Y�Ê´f�ÂÌa�Ä·{Z »��{�½M�ÊÀË .�Y|f]Y��Â�À»�¾ËY�ÉY�]

�\Ë�¬e�Ê�y�¹�§�Ä]�,d¯�u�Ã�Y|¿Y�Ê�y��Ì£�Ä·{Z »�Ä¯�d�Y�¹�Ó{Â��Ã{�. �c�Â��Ä]�\Ë�¬e�¾ËY

Ê»�½ZÌ]��Ë� {Â�. 

.( ) .( )
U

U U p
t

 


    
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 )c-�(  

 



�d�ÂÌa �����������������������������������������������������ZÅ���������������������������������������������������������������������������������������c�d�ÂÌa  

١٧١ 

 

  

�,©Â§�Ä·{Z »��{�Ê»�Êv����Z� |�Z] .��{�{ÂmÂ»�cÔ¼m��Y�®Ë��Å�É�Z��Äf��³��Y��a

�¦¸fz»�ÉZÅ��Á�� Ä]� Ä¯�d¯�u� Ã�Y|¿Y� Ä·{Z »»Ê Ê»� ,{�Ì³�c�Â�� |¿YÂe {Z »�¾ËY� ½YÂe�Ä]� Y�� Ä·

{Â¼¿�½ZÌ]��Ë��Äf��³�Ä¼Ì¿��¹�§�c�Â�. 

( )p pU H U p   )c-�(  
  

,©Â§�Ä�]Y���{p��Á�µÂ¸���¯�»�d����\Ë��H(U)���Á�Ê¿Z»��Ã|��Äf��³�cÔ¼m�¶»Z�

Ê»�½ZÌ]��Ë��c�Â��Ä]�Ä¯�d�Y�Ä¼�q�Á�½�ÂÌ¨Ë{ {Â�.  
0

( ) n n
n

U
H U a U

t
  


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)c-�(  

  

��]�d¯�u�Ã�Y|¿Y�Ä·{Z »�Äf��³�Ä¼Ì¿�¹�§�ºÌ�¬e�Z]p�Ê»�¶�Zu��Ë��Ä�]Y��, {Â�.  

( )
p

p p

H U p
U

 


 

 

)c-�(  

�Ê]ZÌ¿Á�{�sÂ���ÉÁ���]�µÂ¸���¯�»��Y�d����½Y|Ì»�Ze�d�Y�¹�Ó�,sÂ����Z��Ä^�Zv»�ÉY�]

{Â� .Y{�ºÌÅYÂy�Y���Ë��Ä�]Y���Â�À»�¾ËY�ÉY�]d�.  
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)c-�(  

 

Ê»�Ä^�Zv»��Ë��c�Â��Ä]��Z��¾ËY�]ZÀ] {Â�.  
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,©Â§�Ä�]Y���{  Sm�Zy��Y{�]Ê��t��Ê» |�Z].���Ê´f�ÂÌa�Ä·{Z »��Y�É�Ì³�µY�´f¿Y�Z]�¾ÌÀr¼Å

Ê»�¶�Zu��Ë��Ä�]Y� {Â�.  
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uÄf��³�Ä¼Ì¿�Ä·{Z »��Y��¿Y��ÂË{�¾f§�³�Z]�µZ �,Ê´f�ÂÌa�Ä�]Y��Ä]�ÄmÂe�Z]�Á�d¯�u�Ã�Y|¿Y

|��|ÅYÂy�¶�Zu�d�Y��Z�§�½Â�YÂa�Ä·{Z »�Ê¸¯�d·Zu�Ä¯��Ë��Ä·{Z ».  
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aÌ�Z��Ã{ZÉ��Â´·YË�ºf"SIMPLE" �Y�]É��mË~aZ¿�º¯Y�e�½ZËZaZ¿��Ë���{�ZËÃ|��Ã{�ÁM���d�Y.   

  

�( d¯�u�Ã�Y|¿Y�Ã|��Ê�y�Ä·{Z »�É�Z��Äf��³   
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��{�É�Z��Äf��³�¾ËYOpenFOAM�Ê»�¹Zn¿Y��Ë��c�Â��Ä] {�Ë~a. 

  

fvVectorMatrix UEqn 
 ( 
    fvm::ddt(U) 
      + fvm::div(phi, U) 
      - fvm::laplacian(nu, U) 
 ); 
 

Äf°¿! Z��Äf��³�dÆm�É�»Ì�Y{�]�½Y|É��,d���Ê»�Ã|ÅZ�»�ÓZ]�|¯��{�Ä¯��Â�¿Z¼Å ��Y�{Â�

��Ô¯fvVectorMatrix�d�Y�Ã|��Ã{Z¨f�Y .�Ô¯��Y�Ä¯�d�Y��¯}�Ä]�¹�Ó �ÉZÅfvScalarMatrix�

�ÁfvTensorMatrix�½Y|Ì»�¦Ë� e�ÉY�]�,\Ìe�e�Ä] Ê»�Ã{Z¨f�Y�É�Â�¿Ze�Á��·Z°�Y�ÉZÅ {Â�.  

  

�( Y�³���§�Z]�Ã|��Äf��³�Ä·{Z »�¶u�¥����{�,Ê¸^«�½Z»���Y�Ã|»M�d�|]�¹Â¸ »��Z�§�½ZË{

Ê»�¹Zn¿Y�Ê¿ZÌ»�d����½{�ÁM�d�|]�dÆm�,Ä·{Z »�¹Á{ {Â�.  

.( . ) .( )
U

U U p
t

 


     


 )c-��(  

 

½M�|¯���{OpenFOAM���c�Â��Ä]Ë��Ê»�¦Ë� e {Â�.  
  

solve (UEqn == -fvc::grad(p)); 
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�( µÂ¸���¯�»��{�d����Ä^�Zv» �½{�¯���¿�¥���Z]�ZÅ��Ë��Ä�]Y��c�Â��Ä]��Z�§�½ZË{Y�³��Y

Ê» ,|�Z]  

(1/ )( ( ) ) (1/ ) ( )U A H U p U A H U    )c-��(  
 

½M�|¯���{OpenFOAM�Ê»�¦Ë� e��Ë��c�Â��Ä] {Â�.  
  

volScalarField rUA = 1.0/UEqn( ).A( ); 
 U = rUA*UEqn( ).H( ); 
 

�( ���ÉÁ��Ã|��Ê]ZÌ¿Á�{�d����½Y|Ì»�Ê¸yY{�[��¸�Zu�c�Â��Ä]��Z��½Y|Ì»�Ä^�Zv»�sÂ

�Y{�]�Á�µÂ¸� Ê»��Ë��c�Â��Ä]�t���ÉZÅ ,|�Z] 

fö=interpolation*S=U *S  

 

�½M�|¯���{OpenFOAM���c�Â��Ä]Ë��Ê» |�Z].  
 

phi = (fvc::interpolate(U) & mesh.Sf( ))  
       + fvc::ddtPhiCorr(rUA, U, phi); 
 adjustPhi(phi, U, p); 
 

�( a�Ä·{Z »�¶u|�Z]��ÌqZ¿��Z��Ä^�Zv»��{��Z�§�½ZË{Y�³��ÌiZe�Ä°¿M���§�Z]��Z�§�½Â�YÂ.  

.((1/ ) ) .( )A p     )c-��(  
 

 

��{��½M�|¯OpenFOAM���c�Â��Ä]Ë��Ê» |�Z].  
  

fvScalarMatrix pEqn 
 ( 
    fvm::laplacian(rUA, p) == fvc::div(phi) 
 ); 
 pEqn.setReference(pRefCell, pRefValue); 
 pEqn.solve( ); 
 

�( ��Ë��Ä�]Y��c�Â��Ä]�½Â�YÂa�Ä·{Z »�¶u��Y�¶�Zu��Z�§�½Y|Ì»���Âe��Z��½Y|Ì»�tÌv�e

,d�Y  

pflux   )c-��(  
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�Ä¯��{��½M�|¯OpenFOAM���c�Â��Ä]Ë��Ê»�¦Ë� e {{�³.  

  

 if (nonOrth == nNonOrthCorr) 
 { 
    phi -= pEqn.flux(); 
 } 
 
 

�( ����½Y|Ì»Ê»�tÌv�e��Z�§�½Y|Ì»���Âe�d {Â�.  
/U U p A  )c-��(  

 

�Ä¯��{��½M�|¯OpenFOAM���c�Â��Ä]Ë��Ê»�¦Ë� e {{�³.  
  

 U -= rUA*fvc::grad(p); 
 

�( Y��Ë��»��É�v�eÌ�tÊ» {Â�.  
 

 U.correctBoundaryConditions(); 
 

�( �Ê»��Y�°e��|¬¿M�©Â§�¶uY�» {{�³�Y�´¼Å�¶u�Ze�{Â�.  
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aÌÂ�d�k  

��{�É��»��ËY����YÂ¿Y�Ê§� »OpenFOAM 

k-��¬eÌº |À]É�Y��Ë��»��É���{OpenFOAM 

 eÌÌ��»������Â¿�¾É��{��Y�§Y�¹�¿ OpenFOAM�Z§��{Ë�¶"boundary"��Á"blockMeshDict"�

�c�Â��Ä ·Z�»�{�Â»�Ä¿Â¼¿Ê» ³Ì{� .Y��Ë��»��É���{OpenFOAM��¬e�Äf�{�Ä��Ä]Ì�ºÊ» �{Â�

���Y�«�Ä]�Ä¯Ë��Ê» |�Z] ]��[.  

�( ÄËZa��Â¿ �ÉY 

�( �ÊeZ»|¬»��Â¿ 

�( �Ê^Ì¯�e��Â¿ 

��»�����[Zzf¿YÉ�ZaËÄ �ÉY)BaseType(�¸¯��Â��Ä]Ê�Za��]Ëd�Y��YÂf�Y�Ä·Z�»�Ä�|ÀÅ�Ä .��{

YË��»����� �Y��Â¿�¾ÉY�]� ,É�� �ÅËZ§� �{� ZÅ��»� �Y�®Ë�¶"boundary"�� Ä�Âa� �{�Ä¯constant> 

polyMesh�¸¯�{�Y{��Y�«ÌÃ�YÁ�| �ÉY��Z�fyYÊ» Ë|]Z.�]Âv¿�ÄÉ��Ä¯��{�½ZË�m��ËY���Ä·Z�»�Ä�|ÀÅ

Y���¿�{�Â»{Â��Z��.�eZ»|¬»��Â¿�Á{Ê )(PrimitiveType�¯�e�ÁÌ^Ê )DerivedType(�¿Ì�Ã{Z¨f�Y�Z]��

¸¯��YÌÃ�YÁ�| ÊËZÅZ§��{�,Ë�¶"0" � e�Ä]ÌÌY���¾Ë�{�Ä·Z�»��]�º¯Zu�� �ZÅ��»Ê» {�Y{�a.  

 

 �ƕƺƳ�Żř�ƽŻźƯ�ƍźƃ"Base Type"  

¸¯ÌÃ�YÁ�| ÉZÅ�Y�{�Â»Y�]�Ã{Z¨f�É� eÌÌY�¾Ë��»������Y��Â¿�¾É���{OpenFOAM��µÁ|m��{)k-�( 

d�Y�Ã|��Ã{�ÁM. 
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�µÁ|m)k -�( ��»������YÂ¿YÉ�ZaËÄ �ÉYY�]É�� eË��»�¦ ÉZÅ�Ä�|ÀÅ  
� eË¦ ¸¯ÌÃ�YÁ| 

patch »Â¼�����Ê  

symmetryPl

ane 
½�Z¬f»�Äv¨� 

empty Â¸m�cZv¨�ÊË�^¬�ÁÊ�| ]�Á{�Ä�|ÀÅÉ  

wedge 
��]�cZv¨�Ê�Â¸mÊË�f�a�ÁÊ�Y�]É��½�Z¬f»�Ä�|ÀÅ

�Âv»É  

wall {Ë�YÂ  

processor  e���»ÌÌY�]�Ã|��¾É��¬eÌ]�Ä°^��ºÌÃ|¿�Y{�a�¾ ZÅ  

  

��Â¿�É��»������YÂ¿Y��Y�®Ë��Å�Ä]��mY����fz»�tÌ�Âe�Ä]�Ä»Y{Y��{"baseType" ��ÄfyY{�a

d�Y�Ã|�.  

  

Patch 
Y�[Zzf¿YË��»������Y��Â¿�¾É ZÅ��»��{� ,�z�»�ÉY�]� ZÆÀe����»�½YÂÀ��Ä]�Äv¨��½M�½{�¯

Ê» �Á�|�Z]eZ�Ô�YÊ��Ä]��mY�½ZË�m�fyY��{Ì¿��ZÊ¼ {�Y~³. 

  

wall 
YË��»������Â¿�¾ÉÄf�]� ��»� , �ÉYY�]� Y�É���»�Äv¨�É�� eË�¦Ê» �Â��Ä]�|À¯É��½M� �{�Ä¯

ÅÌ{Á�Á�Ä¿Â´rÉ�mÁ�y�ÁÊ��mË{�Y|¿�{ÂmÁ�½Z. 

  

symmetryPlane 
YË��»������Y��Â¿�¾É�Y�]É��Z¬f»�cZv¨�{�Y{�{�]�Z¯�½.  
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empty 
Z�»�Ä�|ÀÅ�\¸£YË��{�¶OpenFOAM�| ]�Ä��c�Â��Ä]É�� eË�¦Ê» {Â� .Y�]É�Z�»�¶uË�¶

Á{�d·Zu� �{ | ]É�� ÁË� ZË| ]�®É� ,Ê»  e� Z]�½YÂeÌÌ��»�����¾É"empty" �Y�]É���»� �ÅÉ��Ä¯

ZÅ��»��]�{Â¼��½M�Äv¨�É�]Zzf¿YÊ Ê» �Á{�c�Â��Ä]�Y��¶u�,|�Z]Ë�ZË| ]�®É�{Y{�¹Zn¿Y.  

 

wedge 
�Âv»� ½�Z¬e� d·Zu� �{É| ]� Á{� Ä¿Â¼¿� ÉY�]� É��»� ���� ,É�Y�]É���]� cZv¨�Ê ��Â¿� �Y

"wedge "�[Zzf¿YÊ» {Â�.  �Ä¯��Â�¿Z¼Å��Ë��¶°���{�Ã|ÅZ�»Ê» Y�]�{Â�É���]�cZv¨�Ê��Z]�Ä¯

ÁY��ºÅË�Ä5��Äm�{Ê» �Y�|¿�ZË��»������Y��Â¿�¾É�d�Y�Ã|��Äf§�³��Z¯�Ä]. 

 

 

 

 

 

 

  
 

 

  
  

¶°� �-� �¶°�k-� �Ã{Z¨f�Y��»������YÉ  wedgeY�]É�Y�]É���]�cZv¨�Ê��Âv»�½�Z¬f»�Ä�|ÀÅ��{É  

Processor  
 

�YÂ»�d·Zu��{�|¯��³YÉ�Á���]�ÁÉ�{Y| eÉ����¿�{�Â»�Ä°^��Ä¯�d�Y�¹�Ó�{Â��Y�mY�Ã|¿�Y{�a��Y

�¬eÌ�]Y�]�{Y| e�Ã|¿�Y{�a��Å�Ze�{Â��ºÉ�|Å{��Y�«���Y{�a�{�Â»�Y��ZÆ·Â¸���Y .]���»Ìd¼�«�¾ ÉZÅ�

Ä°^��¦¸fz»��¬eÌ��Â¿��Y�Ã|��º"processor" � eË�¦Ê» {Â�. 

 

 �ƕƺƳ�Żř�ƽŻźƯ�ƍźƃ"Primitive type"  

05  

��]�Äv¨�Ê wedge1 

��]�Äv¨�Ê  wedge2  

½�Z¬e��Âv» 
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��»������YÂ¿YÉ�eZ»|¬»��Â¿��Y�Ê)Primitive(��µÁ|m��{)k-�( �¾ÌÀr¼Å�Á�Ã�YÁ�|Ì¸¯��¯}�Z]

�ZÅ��»��{�Ã{Z¨f�Y�dÆm�½M��Y�É��fz»�tÌ�Âed�Y�Ã|��Ã{�ÁM.  

�µÁ|m)k -�( ��»������YÂ¿YÉ eZ»|¬»Ê�Y�]É�»Ì½Y| ÉZÅ�¤f»ÌÌ� 

¸¯ÌÃ�YÁ�|  �ÂeÌ��»�����¦É�Y�]É�»Ì¤f»�½Y|ÌÌ�  ��»������Â¿É  

value �Y|¬»É�Y�]É�»Ì e�½Y|ÌÌ{Â��¾.  fixedValue 

gradient {Y�³Ë»��]�{Â¼��½ZÌ e��½Y|ÌÌ{Â���¾.  fixedGradient 

* {Y�³Ë»��]�{Â¼��½ZÌ|�Z]��¨��,½Y|.  zeroGradient 

* »ÌY�]�½Y|É���»�Äv¨�É»��Y�,Ì½Y| ÉZÅ�{ËM�d�|]��´Ë|.  calculated 

refValue ¯�eÌ^Ê���»������YÉ fixedvalue/fixedGradient���Y|¬»�Ä]�Äf�]YÁ

valueFraction 
mixed refGradi

ent 

valueFra

ction ¯�e����Ì^Ê��Z]valueFraction 
directionMixe

d 
value 

 

 �ƕƺƳ�Żř�ƽŻźƯ�ƍźƃ"Derived type" 

¨¸fz»��YÂ¿YÊ�Y��YËY����Â¿�¾Ë��»��É���{OpenFOAM�{�Y{�{ÂmÁ .�]�{Y| eÌ�ZÉ���{�½M��Y�µÁ|m

)k-�( ·Ìd�Y�Ã|��d� .Y�]É�f�{Ì]ZÊ�·�Ä]Ì�½M�¶»Z¯�d�Ê» ��Âm���Y�§Y�¹�¿��{��Ë����{M�Ä]�½YÂe

{Â¼¿.  

$FOAM_SRC/finiteVolume/fields/fvPatchFields/derived  
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µÁ|m)k-�( ��»������YÂ¿YÉ�¯�eÌ^Ê�Y�]É�»Ì½Y| ÉZÅ�¤f»ÌÌ�  

��Y�Ê^Ì¯�e�É��»����fixedValue 

Ã{Y{�¾ÌÌ e�Ã�YÁ|Ì¸¯ É��»�����¦Ì�Âe É��»������Â¿ 

value ­�vf»���» movingWallVelocity 

value 
��Y�d�����Y|¬»�,É{Á�Á��{��Z�§�½{Â]��z�»�Z]

Ê»�µÂ�u�¶]Z«�½ZË�m |�Z]. 
pressureInletVelocity 

value ��Y�d�����Y|¬»�,É{Á�Á��{��Z�§�½{Â]��z�»�Z]
É{Á�Á�ÉZf�Y���{�½ZË�m)inletDirection(��µÂ�u�¶]Z«
Ê» |�Z]. 

pressureDirectInletvelocity 
inletDirection 

value ½M��Y|¬»�Z]�É��»�Äv¨���]�{Â¼���Y{�]�®Ë�¾ÌÌ e surfaceNormalFixedValue 

P0 
�¶¯��Z�§ ...Ê» |�Z] .Ê»Z´ÀÅ �|À¯��ÌÌ¤e�d����Ä¯

Ê»��ÌÌ¤e��Ì¿��Z�§�ZfnÌf¿ |À¯. 
totalPressure 

referenceField ��Âf»��Y|¬»�ÄËZa��]�Ê¿Z�Â¿�cY�ÌÌ¤e�Ä^�Zv» turbulentInlet 
fluctuationScale 

��Y�ÊmY�zf�Y��Â¿fixedGradient/zeroGradient 

value 
Ä¨·Â» �½ZË�m��Y�,É{Á�Á��{�d�����Y{�]��]�{Â¼��ÉZÅ

Ê»�Ä^�Zv»�É�Â^� {Â�. 
fluxCorrectedVelocity 

* 
��Z�§�,É�¨�¼eY��Z�§�½ZË{Y�³��Z�Y��]

fixedGradient�Ê»�[Zzf¿Y {{�³. 
wallBuoyantPressure 

��Y�ÊmY�zf�Y��Â¿mixed 

inletValue,value 
�¾Ì]��Z�§�Á�d����¾Ì]��Ë{Z¬»fixedValue�Á 

zeroGradient�Ê»��ÌÌ¤e�d�����Y{�]�dÆm��{ |À¯. 
inletOutlet 

outletValue,value 
�¾Ì]��Z�§�Á�d����¾Ì]��Ë{Z¬»fixedValue�

ÁzeroGradient ���{Ê»��ÌÌ¤e�d�����Y{�]�dÆm |À¯. 
outletInlet 

value ��Y�Ê^Ì¯�epressureInletVelocity��ÁinletOutlet pressureInletOutletVelocity 

value ��Y�Ê^Ì¯�epressureDirectedInletVelocity��Á
inletOutlet 

pressureDirectedInletOutletVel
ocity 

pInf ��Z�§�Z]�cÂ��©Â§Z»�É�Z�§�kYÂ»Yp�Ê»��Z�f¿Y |]ZË. pressureTransmissive 

pInf,Tinf,Uin
f 

��Z�f¿Y�¥Y��Y��Ìv»�Ä]�[�Â»�c�Â��Ä]�­Â��cZ]��
|]ZË. 

supersonicFreeStream 
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aÌd�Â�o  

¶¼��Á�Ê�ZË��cZÌ¸¼��¹Zn¿Y�ÃÂv¿ ¹�¿��{�É�Â�¿Ze�ÉZÅ�³ ��Y�§YOpenFOAM  

³��Z¯�Ä]�ÃÂv¿Ì�É�¸¼�Ì��cZË�ZÊ ¹�¿��{��]YÂe�Á ��Ë��µÁY|m��{�\Ìe�e�Ä]� ,�Y�§Yd�Y�Ã|��Ã{�ÁM .

Y� �{�Ä¯�{Â��d«{Ë�cY�Z^�� ,µÁY|m�¾a�� Áb  ½ZËZ¼¿ �³�� Á� ÃYÂz·{�Ä^e�»� �Y� �Â�¿Zes�Á� �·Z°�Y T 

½Z�¿ �Á��Â�¿Ze�Ã|ÀÅ{N��½Z�¿�Y���Â�¿Ze���ZÀ��{Y| eÊ» |Å{ ]��[.  
�µÁ|m)o -�( ¹�¿��{�Ê�ZË��cZÌ¸¼� ��Y�§YOpenFOAM  

  

��� �{�¦Ë� e  OpenFOAM Ê�ZË��¦Ì�Âe tÌ�Âe Ê�ZË��cZÌ¸¼� 

* a b a b i ia b
 

     m�¼ 

* a b a b i ia b
 

    ªË�¨e 

* *S a Sa iSa
 

    �Y{�]��{��·Z°�Y�[�� 

* /S a /a S /ia s
 

    �·Z°�Y�Ä]��Y{�]�ºÌ�¬e 

 a , b�»��Â�¿Ze��Ä]�®Ë�Ä^e
ÓZ] 

&a b .a b i ia b
 

Ê¸yY{�[�� 

a , b ��Ä^e�»��Â�¿Ze
®Ë 

^a b a b ijk j ka b
 

Êm�Zy�[�� 

a , b��Ä^e�»��Â�¿Ze
ÓZ]�Ä]�®Ë 

*a b a b i jab
 

ÊËZeÁ{�[�� 

 a ,b 
�Â�¿Ze Ä^e�»�ÓZ]�Ä]�Á{  &&a b :a b ij ija b

 
�Â�¿Ze�Á{�ÉY�]�Ê¸yY{�[�� 

* ( )magSqr a 
2| |a i ia a

 
�Y{�]�Ê³��]��]�» 

* ( )mag a | |a i ia a
 

�Y{�]�Ê³��] 

0,1,..., 4n  ( , )pow a n 
na ( )n

ia
 

�Y{�]�½YÂe 

1,...,i N ( )cmptAv a a ia
 

»Ä¨·Â»���Âf ÉZÅ É�Â�¿Ze 

1,...,i N max( )a max( )a max( )ia
 

Ä¨·Â»�º¼Ë�¯Z» �Y{�]�ÉZÅ 

1,...,i N min( )a min( )a min( )ia
 

Ä¨·Â»�º¼ÌÀÌ» �Y{�]�ÉZÅ 

* ( , )scale a b 

 

( , )C scale a b 
i i iC ab

 
[�� Ä¨·Â» É�Â�¿Ze�ÉZÅ 

* 
 

( , )transform T a 
*a Ta 

*
ij ia T a

 
É�Â�¿Ze�cÔË|^e 
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�µÁ|m)o -�( � eË��{��{��]YÂe�¦¹�¿ �Y�§Y OpenFOAM 

{�¦Ë� e����OpenFOAM Ê�ZË���ËZ¼¿ �]YÂe  

 
 d»Ô���]Ze 

( )pos s
 

 

Ê·Â]�d^j» 

( )neg s
 0s   

Ê·Â]�Ê¨À» 

lim ( , )it s n
 

n ��·Z°�Y  

lim ( , )it s n
 

|u 

( )sqrt s
 s  

�~m 

exp( )s
 

exp s
 ÊËZ¼¿��]Ze 

log( )s
 

ln s
 

ºfË�Z´· 

log10( )s  10logs

 
�ÉZÀ^»��]�ºfË�Z´·�� 

sin ( )s  sins
 

�ÂÀÌ� 

cos ( )s
 

cos s
 �ÂÀÌ�¯ 

tan ( )s
 

tan s
 

d¿Y�¿Ze 

sin ( )a s
 

sina s
 

�ÂÀÌ��­�M 

cos ( )a s
 

cosa s
 �ÂÀÌ�¯�­�M 

tan( )a s
 

tana s  d¿Y�¿Ze�­�M 

sinh( )s
 

sinh s
 

®Ì·Â]�bÌÅ��ÂÀÌ� 

cosh( )s
 

cosh s
 

®Ì·Â]�bÌÅ��ÂÀÌ�¯ 

tanh( )s
 

tanh s
 

®Ì·Â]�bÌÅ�d¿Y�¿Ze 

sinh ( )a s
 

sinha s
 

®Ì·Â]�bÌÅ��ÂÀÌ��­�M 

cosh( )a s
 

cosha s
 

®Ì·Â]�bÌÅ��ÂÀÌ�¯�­�M 

tanh ( )a s
 

tanha s
 

®Ì·Â]�bÌÅ�d¿Y�¿Ze�­�M 

( )erf s
 

erf s
 

Z�y��]Ze 

( )erfc s  erfcs
 

Z�y��]Ze�¶¼°» 

lg ( )amma s
 

ln s
 

Z»Z³��]Ze�ºfË�Z´· 

0( )j s
 0J s

 

�Ä^e�»��Y�®Ë��Â¿�¶�]��]Ze
�¨� 

1( )j s
 1J s

 

�Ä^e�»��Y�®Ë���Â¿�¶�]��]Ze
®Ë 

0( )y s
 0Y s

 

�Ä^e�»��Y�Á{��Â¿�¶�]��]Ze
�¨� 

1( )y s
 1Y s

 

�Ä^e�»��Y�Á{��Â¿�¶�]��]Ze
®Ë 

sgn( )s( )sign s

0s 
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�m��]�º¯Zu�cÓ{Z »��{Ë½Z,��´¸¼���Y ÊËZÅ��¿Ì���Ã�Ì£�Á�¾Ì�ÔaÓ�,�¿Y��ÂË{�,½ZË{Y�³�Ã{Z¨f�Y

Ê» {Â� .�Â�À»�¾Ë|] ZÅ�´¸¼��¾ËY�¦Ë� e�ÃÂv¿�Ê´¿Â´q���Y�§Y�¹�¿��{OpenFOAM��d¼�«�¾ËY��{

d�Y�Ã|��Ã{�ÁM .ZË�¾ÌÀr¼ÅÊ»�É�ÁM{ {Â���Ä¯Ê´¿Â´q�Ä]��Â]�»�cZ¼Ì�Àe��Z��Äf��³É�YË�¾

�´¸¼� ZÅ�{|��¶u�dÆmÉZ§� �{� ,Ë�¶"fvScheme "eZ ·Z�»�Ä¿Â¼¿Ê�{�Y{��Y�«���¿�{�Â» .�cZÌ¸¼�

� ¾ÌÀr¼Å� Á� ¹Á{� Ä^e�»� �Â�¿Ze� ÉÁ�� �]� Ê�ZË�� e� ÃÂv¿Ë�´¸¼�� ¦ ÉZÅ�{Ë�¿Y�¨Ì¸Ê���{� {ÂmÂ»

�cÓ{Z »�µÁY|m��{�\Ìe�e�Ä]|��Ã{�ÁM��Ë��d�Y�Ã]��[.  
 

�µÁ|m)o -�( �cZÌ¸¼���Â�¿ZeÉ�Á���]É���Y�§Y�¹�¿��{�Á{�Ä^e�»��Â�¿ZeOpenFOAM  
��{�¦Ë� eOpenFOAM Z¼¿Ë���Ë�ZÊ �´¸¼��¹Z¿ 

. ()T T  
TT  �Â�¿Ze�Ã{ZÆ¿Y�e 

( )diag T  diagT  Â�¿Ze��«��É 

( )tr T  trT  
�Â�¿Ze��«���ZÀ���Â¼n» 

( )dev T  devT  §Y�v¿Y��Â�¿ZeÊ 

( )symm T  symmT  
½�Z¬f»��Â�¿Ze 

( )skew T  skewT  
½�Z¬f»{Za��Â�¿Ze 

det ( )T  detT  »�e{Ì�Â�¿Ze�½ZÀ 

( )cof T  cof T  
�Âf¯Z§Â¯ 

( )inv T  invT  
�Â�¿Ze��Â° »  

*T  *T  
½�Z¬f»{Za��Â�¿Ze�½Z³Á{��Y{�] 

 

  

   



  ��d�ÂÌa ���������������������������������������������������������������������������������������������������������������������������ZÅ������������o�d�ÂÌa  

١٨٣ 

 

�µÁ|m)o -�( � eËZÅ�´¸¼��¦É Ê¸Ì�¿Y�¨Ë{���Y�§Y�¹�¿��{OpenFOAM 
 

fvm::/fvc:: Z¼¿Ë���Ë�ZÊ Implicit/Exp

licit 
�´¸¼� 

Laplacian(phi) 2  
Imp/Exp �ÔaÓÌ¾ Laplacian(Gamma,ph

i) 
.   

ddt(phi) 
t



  
Imp/Exp ¿Z»��ªf�»Ê 

ddt(rho,phi) 
t



  

d2dt(rho,phi) ( )
t t




 

   
Imp/Exp 

�¹Á{� ªf�»

¿Z»�Ê 

div(psi,sheme) .( )  

Imp/Exp 
¸¼m�Ä]Zm�Ä

ZmÊË 
div(psi,phi,word) 

.( )  
div(psi,phi) 

div(chi)    .x  Exp {Ë�¿Y��Â 

grad(chi)    .x  

Exp {Y�³Ë½Z 

gGrad(phi) 

.( )  
lsGrad(phi) 

snGrad(phi) 

snGradCorrection(phi) 

sqrGradGrad(phi)  
2| |  Exp 

{Y�³��]�»Ë�½Z

{Y�³Ë½Z 

curl(phi)     Exp µ�¯ 

Sp(rho,phi) 
     

Imp Ä¼�q 
SuSp(rho,phi) Imp/Exp 
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�m�cZ¬f�»�Z]�cÓ{Z »��{ÊË,�¼m��ÅÄ¸�¹Z¿�Ä]��Ô¯�Á{���Âe ÉZÅ"fvm" (finite Volume 

Method) ��Á"fvc ")finite Volume Calculus(�� eË�¦Ê» {{�³ .YË��z�»��Ô¯�Á{�¾Ê» �|À¯

�Z��Äf��³� �{�Ä¯É�{Z¬»� �Y� ,��¿� {�Â»�Ä·{Z »�cÔ¼mË�¹Â¸ »��� �{¸^«�½Z»�Ê )Explicit(��Ã�Æ]

É�Zm�½Z»���{�µÂÆn»�c�Â��Ä]�ZË�{Â��Äf§�³ )Implicit(��Z��Äf��³É {Â��¹Zn¿Y. ,\Ìe�e�¾Ë|]�

��Ô¯��Y��³Y"fvc" ,{Â��Ã{Z¨f�Y��´¸¼��®Ë�¹Z¿�¶]Z¬»��{��cZ^�Zv»c�Â��Ä]"Explicit" �¹Zn¿Y

|��|ÅYÂy�Za��]�¶u��Ô¯��³Y�ÁË�Ä"fvm"�c�Â��Ä]�cZ^�Zv»�|�Z] "Implicit"�Ê»�¹Zn¿Y {Â� .

Y�]É�{�Ä·{Z »�,µZj»Ë¨Ìc�Â��Ä]�Y�~³�d·Zu��{�½�Â��Ë��Ê» |�Z].  

2

t


 


 

 

)o-�( 

 

�c�Â��Ä]��Ä·{Z »�¾ËY�¶u�ÉY�]"Implicit"��c�Â��Ä]�,Ë�¶¼���Ê» {Â�.  
  

Solve)fvm::ddt(phi) == kappa*fvm::laplacian(phi)) 
 

�Ã|ÅZ�»�Ä¯��Â�¿Z¼ÅÊ» Y�]�{Â�É��Z��Äf��³É��ÔaÓ�Ä¸¼mÌ�c�Â��Ä]�¾"Implicit"��Y� ,

�Ô¯ "fvm" �Yd�Y�Ã|��Ã{Z¨f� .��¯}�Ä]�¹�ÓÊ» Y�]�Ä¯�|�Z]É Äf��³��Z�É��Ä]��ÔaÓ�Ä¸¼m

�c�Â�"Explicit"�¿Ì,� ��c�Â��Ä]Ë�¶¼���Ê» {Â�.  

Solve(fvm::ddt(phi) == kappa*fvc::laplacian(phi)) 
 

�Ô¯��Y��«YÁ��{�Ä¯ "fvc"�Y�]É��Z��Äf��³É��c�Â��Ä]��ÔaÓ�Ä¸¼m"Explicit"��Ã{Z¨f�Y

d�Y�Ã|�.  
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aÌd�Â�Ã  

³|¿�Ê �Ä»Z¿e½Â§��Á{ÂX �¾»�Z¯)۱۹۶۳-۱۸۸۱( 

  
 

½Â§��Á{ÂXe��{�¾»�Z¯���»Ê��µZ������|»M�ZÌ¿{�Ä]�½Zf��Zn»�d�aY{Â]��{ .¾¸Å���{Z» ¾¯١��Á

¾»�Z¯�Â»���|a٢�{Â]�Ä¨�¸§�{Zf�Y .»���{�Ä¿Zy��{��Á{ÂXe�Ä]� ,�|a�ª]Z��{�³Z�Ê{Y{ .��{Y�]�Ä�

���{�ÁY�Ä¯�|Àf§ZË�{��Á{ÂXe��f³��]´·Z���Ê��ZË��Ä¤]Z¿�®ËÊ�ÀÌ´À��cZ^�Zv»�Ä¯�Y�q�,d�YÊ��Y�

ÀÅ}Ê�»�¹Zn¿YÊ{Y{ .^Ìn��¹{M��|¿��§�Ä°ÀËY���e��Y���|a�Z»YÊ�Ä¬u�¹Zn¿Y�Ä]���Z¯�Á�{Â� ZÅÉ�

�ZË�Ê��Y��Y�Ä]� ,|�°],��Ä ·Z�»�Ä]��Â^n»� Y��ÁY� Á�d�Y{�Ä´¿��Á{�cZÌ�ZË���Y�µZ��|Àq� Y���Á{ÂXe

{�¯�cZÌ]{Y�Á�xË�Ze�,ZÌ§Y�¤m .´·Z��Ä¿�¾���{��Á{ÂXeÊ�¹ÂÌ�ZÀ¼Ì³�ZfÀÌ»�Ä��|»�{�YÁ٣��d�aY{Â]��{

Är]�¶Ì�ve��Â�z»� Ä¯� |�ZÅÉ�{Â]��ÂÅZ] .�Ã�ËZm� ,ZfÀÌ»� �{�cÔÌ�ve� ½ZËZa� �Y��a�¾»�Z¯
                                                             

1 Helen kohn 
2 More Karman 
3
 Minta Gymnasium  
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�ÂeÁY١��¿Y{�¾Ë�fÆ]�½YÂÀ��Ä]� Y�{�¯�d§ZË�{�½Zf��Zn»�¶¯��{�º¸�� Á�cZÌ�ZË�� �{� �Â»M .�½ÂÀ¯Y

�»�Ä]�¾»�Z¯�Ä¯�{Â]�½Z»��¾Ë�fÆ]c|��Ä]�Ä¯�cZÌ�ZË��Ä ·Z�Ä]�{�Y{�b]�d�Y{�Ä«Ô��½M .���|a�Z»Y

�´Ë{���¿É��|ÀÆ»��Á�{�¶Ì�ve�Ä]�Y��ÁY�Á�d�Y{Ê�¸a��{Ê¥�Âm�¾ÌeÓZa�®ÌÀ°e٢�d�aY{Â]��{-�

À§�ÃZ´�¿Y{�Ä]�ZÅ| ]�Ä¯Ê�|��¶Ë|^e�d�aY{Â]-�{Zf��§ .��Zq{���|a�,¶Ì�ve��Z£M�µZ��½Z¼Å��{

^���cÔ°�»Ê��h�Z]� �»Y�¾Ì¼Å� Á�|����|a� ��¿�¦·Zz»�|¿YÂf¿� ÄmÁ�pÌÅ� Ä]�¾»�Z¯� Ä¯�d�³

|ËZ¼¿�¶¼� .�µZ���{�ÁY�����¸a��YÊ�|ÀÆ»�Äf����{�®ÌÀ°eÊ�¡�Z§�®Ì¿Z°»|��¶Ì�vf·Y .�½YÂÀ�

{Â]�¾ËY�ÁY�Ä·Z�� :»ZÆf¿Y��{�Ä¯�¾Ì´À��Ä¸Ì»�®Ë�d¯�uÉ�¬§Y�Äv¨��®Ë���Âe�{Ây��Á|»Ê��Ä´¿

»�Äf�Y{Ê{Â�« .»�Z¯�Ä°ÀËY� Z]�Ä¯�d�Y�¾ËY�\·ZmY�Y{�¾É�©Â§�{Y| f�YÃ{Z ·YYÉ��ÂXe�ÄÀÌ»���{É�

�ÅZ»��´�ËZ»�M�Z»Y�,{Â]É�{Â^¿ .¸�Y��Ì�»��Y�Y��ÁY�¾»�Z¯��|a�d¨³�½YÂf]�|ËZ��Ä°ÀËY�Z]Ê�ËZ§Â°�Ê�

eZÌ�ZË��Ä^Àm�Ä]�Ã�YÂ¼Å��Á{ÂXe�Z»Y� ,{�¯�¥�vÀ»��{Y| f�YÊ��|ÀÆ»Ê��§YÁ�Ä«Ô�É��Ä]�Ä¿�d�Y{

¸¼���z]Ê�½M.  

¡�Z§� �Y��a¸Ì�vf·YÊ¯� ,�Z]���d»|y�Ä]�|�� �Â^n»�¾»�ZÉ��d¼�«� �{� Y��µZ��®Ë� Á� {Á�]

|¿Y�~´]�½Zf��Zn»��e�Y� Ä¿ZzaÂe .� �{��b������¸a� �{�®Ì·Á�|ÌÅ� Äf��� �ZË{Zf�Y�½YÂÀ��Ä]Ê-

|¿Y�~³�\�À»�¾Ì¼Å��{�Y��| ]�µZ��Ä��Á�|��[Â�À»�®ÌÀ°e .��¾»�Z¯Ê�µZ��¾ËY�dÌ·ÂX�»�ZÅ

�´Ë{É��Ä¿Zy�Z¯��ÁZ�»�½YÂÀ��Ä]�Á�d�Y{��Ì¿»�dÌ·Z §�½Z¼·M�ÂÌeÂ»Â¯Â·�Ã|¿�Z�Ê{�¯ .�ÁY�cZ¬Ì¬ve

³{��§�Á�cÓZÌ��{�Â»��{�½Z»��¾ËY��{Ê�Ã�Z�ZÅ{�]�Z¯�Ä¯�ZÅÉ�Ã{�f�³YÉ�{Â]� ,|Àf�Y{ .°ËÊ���Y

ZÅ�Z¯�¾Ë�f¼Æ»É�Ä·Z¬»�,ÁYYÉ��µZ���{�Ä¯�d�Y������½YÂÀ��Z]»�ÂXeÉ���]��Z�§�cZ�ËZ»�M�Á��¿Z¼¯

Á�É�½Âf�®Ë�Z]�Á�|À¸]�ÉZÅ «Zq�Ä]|Ì���_.  

                                                             
1
 Eotvos  

2
 Palatine Joseph  
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�µZ���{����»{Z¯M�¥����Y�Y��Ä·Z��Á{�ÄÌ��Â]�®Ë�d�¿YÂe�ÁY�,Ê��|À¯�\�¯�½Zf��Zn»�¹Â¸�

Y�]�Á�­�e�Y��d�aY{Â]�ÄnÌf¿��{�ÁÉ�ÅY��{Ây�cZ ·Z�»�¹Zn¿YÊ�¾´ÀÌeÂ³١�ËZm�,|�Ê��c|��Ä]�Ä¯

¾ËÔ¯��ÌiPe�dve٢c�^¸ÌÅ�,٣�d§�³��Y�«�¶f¿Y�a�Äf^·Y�Á .ÁÉ����Z»��{������¨�É�Za�Ä]�ÃZeÂ¯��Ë�

d�Y{ .ZÅ�YÁ�a�Ã|ÅZ�»�Z]�Zn¿M��{É�{�Â¿YÂÅÉ��Y�Ã{Z¨f�Y�Ä]�ºÌ¼�e�Á�|��|À¼«Ô��®Ì»ZÀË{Á�ËM�Ä]�,

�ZË�� {Y| f�YÊ�d§�³� ½M� �{� {Ây .µ|»� ¶»Z�� ½Z»�� ¾ËY� �{� ÁY� cZ¬Ì¬veZÅÉ��ZË�Ê���¿Z¼¯

Ã�Z� ZÅÉ�Ã{Y{� �Y� Ã{Z¨f�Y� Z]�±��]ZÅÉ�ÅZ´�ËZ»�MÊ�°Ì·Á�|ÌÅ���a�®ËÊ����Âe� Ä¯� {Â]�±��]

�_Y�¯�d¯�٤�{Â]�Ã|��Y|ÅY�¾´ÀÌeÂ³�Ä] .Y�f¯{�­�|»�,ªÌ¬ve�¾Ì¼Å�d¸��Ä]�¾»�Z¯É���{�Y��{Ây

�µZ������{�¯�d§ZË�{.   

Y�]�{Z]�¶¿Âe�®Ë�½|��ÄfyZ��Z]É�ËZ¼ÌaYÂÅ�d¯��Ê�¾Ì¸a�٥��{Á�Á�d��§�¾»�Z¯�,¾´ÀÌeÂ³��{

{�ÁM�d�|]�Y��®Ì»ZÀË{Á�ËM�Ä] .�µZ���{����Âe��Y�¶�Zu�lËZf¿��Y�Ã{Z¨f�Y�Z]�,¸Ì¸ve�,{Z]�¶¿Ê���Y�Y�

Ä]Y{�³ZÅÉ�d�Y�¥Á� »�¾»�Z¯�Ä]Y{�³�½Z]ZÌy�Ä]�½ÂÀ¯Y�Ä¯�{Y{�¹Zn¿Y�º�m�®Ë�d�a .��Y�¹Z¿�¾ËY

½M �Z¿�ZmÊ�»ÊÄ]Y{�³�Ä¯�{Â��Ä¿Z³Á{�¦Ë{��¥���Á{��{�ZÅ�Á�ËY�M��{Ê�¡Y�q�Ä]Z�»ZÅÉ��¥���Á{

»��Y�«� ,½Z]ZÌy�®ËÊ|¿�Ì³ .� �{�¾»�Z¯�ªÌ¬ve��Â�Â»� ZÆÀe�¾ËY�Äf^·Y{Â^¿�½Y�Á{�½M .�ÃY�¼Å�Ä]� ÁY

½�Â]��¯Z»٦ ºeY�Ä ·Z�»�Ä]ZÅÉ��Z e�YÊ�dyY{�a��Ì¿ .½MÄ��¶Ì¸ve��Y�ºÆ»�ªÌ¬ve�¾ËY��{�ZÅ| ]É�

��»��ËY��� Á�ÄË�Â§É�|¿{�¯�Ã{Z¨f�Y�[ÁZÀf» .�µZ�� �{�¾»�Z¯�������¯Ê��l·Z¯� �{� Y��®Ì¿Z°»

�fÌÀ¼�٧�¯YÂ¸�Y��{Ê�d§�Ë~a .��½M��{�l·Z¯�¾ËY�Ä¯�Zn¿M��Y� Z»Y{Â^¿��Æn»�½Y|Àq�½Z»��½Z¬¬v»�Á

·Z §Ê�,d�Y|¿� �Ì¿�d�³�Z]�¾´ÀÌeÂ³� Ä]��Ë�|e� ¹�e�®Ë� �Y� | ] .� µZ�� �{������d�ZË��¾»�Z¯

                                                             
1 Gottingen 
2 Klein 
3 Hilbert 
4 Ktupp 
5 Zeppelin 
6 Max Born 
7 Schemnitz 
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{�Â¿YÂÅ�Ä��R»É���¯�Á�d§�³�Ã|Æ���]�Y��½Z¼·M�¾yM��{Ê�YÂÅ�Á�®Ì¿Z°»-��ÃZ´�¿Y{��{��Ì¿�Y��Z�§

À§Ê�d§�Ë~a�¾yM .eZ¬Ì¬ve�ºÌe�®Ë�Zn¿M��{�ÁYÊ�Â«��ZÌ�]É�ÌÆne�Z]¸¼m��Y��Æn»�cY��¶¿Âe�®Ë�Ä

{Y{�¶Ì°�e�,{Z] .�Ä]�ÁY�ÂXe��Z¯É�uY���ÄÀÌ»���{Ê�»�Z¼ÌaYÂÅÊ��¿Y�Z°¼Å�Á�½ZËÂn�¿Y{�Á�dyY{�a

|»M�Z¯É�ZÆu��É����]�,�ËZ»�M�Z]�Y��ÁYÊ�Ê»|¿{�¯.   

¿ZÆm�²Àm��Z£M�Z]Ê���{�µÁY����»Z�¿�d»|y�Ä]�¾»�Z¯�,Ê��Ã|¿YÂy�Y�§�½Zf��Zn»��e�Y��{

]� ÄmÂe� Z]� Á� |����ze�Ä,�uY���Ä]Ê�ZÅZ¼ÌaYÂÅÉ�»Z�¿Ê�¸Å� ÁÊfaÂ¯dyY{�a� � .�¾f§ZË�½ZËZa� Z]

²ÀmY�]�¾»�Z¯� ,É�º¸���Ë�|e���Á�{Â^Æ],�«Z]�½Zf��Zn»��{Ê�|¿Z» .�µZ���{�Z»Y������d¸��Ä]

�ZÌ��¶WZ�»Ê��½Zf��Zn»��Ì´¿Z^Ë�³�½Z»��½M��{�Ä¯�Ã|�·Z»�dËZ¼u�Z]�Á�d�³�Z]�¾yM�Ä]�,{Â]Ê�

d¯��ZÅÉ�|Ì·Âe|ÀÀ¯¨Ì·� Á��Z�f£Y� ,cÓZÌ��d»ÁZ¬»�Ä ·Z�»�Ä]�½Z¼·M� �{� Z¼ÌaYÂÅ�Ã��Â�À»�Ä]�d

uY��Ê�ZÅZ¼ÌaYÂÅ��fÆ]�dyY{�a.   

a��{Ê�Y�]�¾»�Z¯�,ZÌ¿�¨Ì·Z¯�Ä��R»��ÌW��cÂ�{É�uY����{�Ã�ÁZ�»�ÄWY�YÊ���{�,{Z]�¶¿Âe�®Ë

�����ÅY�Ê�|��Z°Ë�»M .�µZ���Y�������´Ë{�ÃZ»����Á�Z°Ë�»M��{�Y��µZ���Y�ÃZ»����ÁY�¾yM��{�Y�

�b�É�»Ê�µZ�� �{�Ä°ÀËY� Ze� {�¯�����YÂÅ� ÃZ´�ËZ»�M�d«Á�¹Z¼e�d�ZË�� {ZÆÀ�Ìa� ÁY� Ä]-���{� Z�§

�Â·ÂÀ°e� Ä��R»É�|�� ZÌ¿�¨Ì·Z¯ .�ZÌ��g{YÂu�¶Ì·{� Ä]� Á� ¾yM� Ä]� {Ây� Ä«Ô�� º£�� Ä]� ¾»�Z¯Ê�

�¾¼�� ,{�]� Z°Ë�»M�Ä]� {Ây� Z]� �Ì¿� Y����f°qÂ¯��ÅYÂy�Á� �{Z»� Á�d§�Ë~a� Y��{ZÆÀ�Ìa� ,½Z¼·M�Ä°ÀËY

pÌÅ�¾»�Z¯{�°¿�kYÁ{�Y�ÃZ³.   

�µZ���{����YÂÅ�¹Â¸��Ä��R»� , - Z�§É��,cÓZÌ��®Ì¿Z°»�ÄÀÌ»�� �{� ÁY�cZ¬Ì¬ve�Ä]� Z°Ë�»M

�ÂXeÉ�©Â§Z»��YÁ�a�Á��Z�f£Y{Y{�Ä»Y{Y�cÂ� .���]�Ä]��Ì¿�¾»�Z¯Ê���{�cZÌ�ZË��{�]�Z¯»�|ÀÆÊ�,

»�­Zy��ËZ��§�Á�ZÅZ¼ÌaYÂÅ��ZfyZ�ÊdyY{�a .ZÅ�Z¯É���nÀ»�ÁY®�Â»�{�Â»��{�ªÌ¬ve�Ä]�Á�|��ZÅ

»Z´ÀÅÊ�®�Â»�½Z¼·M�|��Ã|ÅZ�»�Ä¯ZÅÉ�Äf§��ÌaYÉ�Y�]�Y�É�»Z�¿�|�Z¬»Ê�¿ZÆm�²Àm�µÂ���{Ê�

{ZË���ZÌ�]�Äm{Â]��Ì¿�Z°Ë�»M�d·Á{�,d�Y�Y{�¹Á{É�Y�]�Y�É�d§�³���¿��{�®�Â»�{�Â»��{�cZ¬Ì¬ve .
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�µZ���^»YÂ¿��{����Y�]�Äm{Â]�¾ËY��Y�,É���ÃZ´�ËZ»�M��Ì�Pe�Ã{Z¨f�Y�¾»�Z¯�d�ZË��Ä]�dm��¿Y

|� .Ä»Z¿�]��{�ZÅ| ]�ÃZ´�ËZ»�M�¾ËYZÅÉ�ËZ�§Êd§�³��Y�«�Ã{Z¨f�Y�{�Â»��ZÌ�]�,.  

�µZ���{������{�Äf��¿�Z]�{Zf�Y�Á�{�¯� Z¨ f�Y�{Ây�d�ZË��¹Z¬»�Á{��Å��Y�¾»�Z¯ ®f·Z¯ ١�,|�

�ÅÁ�Ì¿� �ÁZ�»� ½YÂÀ�� Ä]� ½ZÀr¼Å� |ÀqÉ�ËYÂÅÊ�ÂeZ¿� Á� Z°Ë�»M٢�»� �Z¯ÊÁ� {�¯��¿Y�¨À¯� �{ZÅÉ�

¾Ì] ¸¸¼·YÊ�YÂÅ-�{Â]�µZ §��ZÌ�]�Z�§.  

³|¿��µÂ���{�¾»�Z¯Ê�{ZË��cY�Zzf§Y�{ÂyÉ�{�¯�\�¯ .��{�Y��Z°Ë�»M�d«ZÌ·�½Z�¿�ÁY������Á

ËÔ��µY|»Ê���{�Y��¾Ì¸°¿Y�§������¯�¾Ì·ÁY�Á�{�¯�d§ZË�{Ê�¸»�µY|»�Ä¯�{Â]Ê���{�Y��º¸������

{Â¼¿�d§ZË�{ .ÁÉ�{ZË��cY�Zzf§Y�¾ÌÀr¼ÅÉ �Á� ZÌ¿Zb�Y� ,ZÌ¿ZfË�]� ,½Z¿ÂË� ,½Z¼·M� ,½Z°ÌeYÁ� ,Ä�¿Y�§� �Y

{�¯�d§ZË�{�|À¸Å.  

{�§�¾»�Z¯É�d�Á{Àf�Y{ÊwÂ��,{Â]��Y{Z§Á��ZÌ�]��¿Zf�Á{�Ä]�d^�¿�Á��^� .�{Â]�|¬f »�ÁY

d·Á{� |ËZ^¿� ½Y|À¼�¿Y{fu� Á� �Â^n»� Y�� ZÅÊ�|ÀËZ¼¿� ÉÁ�Ìa� ZÆ¿M� cZ¼Ì¼�e� �Y� Ä¯� |ÀÀ¯� |�Z¬f» .

½Â§��Á{ÂXe�¹Zn¿Y��¯�{�¾»�Z � �»Ê��µZ������¿Z§��Y{�½Z¼·M�¾yM��{Ê�d¨³��Y{Á�Y� ]��[ .  
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Abstract 

 
 

The study of flow around a circular cylinder is an interesting and practical 

topic in fluid dynamics that nominated as a benchmark problem of the 

computational flow communities. This problem has no singularity, either in 

the geometry or in the boundary condition. Also, cylinder flow is rich in 

physical effects such as shear layers, recirculation regions, boundary layer and 

vortex dynamics. The present work represents the numerical investigation for 

time-dependent inertial viscoelastic flows around a bluff body. The simulation 

is performed by a parallelized finite volume method (FVM) using second 

order in both the spatial and the temporal discretization. Here, The Giesekus 

rheological model is used as a constitutive equation of viscoelastic flow. Since 

the viscoelastic functions of the Giesekus rheological model are perfect and is 

found to have the ability for describing the normal stress differences, it is used 

as a constitutive equation. The results for the viscoelastic flow are compared 

with those for a Newtonian flow. Frequency of the vortex shedding is shown 

to be attenuated by elasticity of the fluid, while the recirculation region behind 

the cylinder is elongated before reaching the critical Reynolds number. These 

results are in agreement with recent experimental and numerical observations. 

Our particular interest is the effect of mobility parameter on the stability of 

two dimension viscoelastic flows past a confined cylinder. In particular, our 

results reveal that the greater the maximum mobility parameters, the larger the 

value of the vortex shedding frequency. Thus, the stabilization brought to bear 

by the presence of the Giesekus would appear to depend strongly upon the 

mobility parameters of the polymer solution.  

 

Keywords: Time-dependent, Viscoelastic flow, Giesekus, Vortex shedding, 

Frequency. 
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