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 تشكر و قدرداني
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باشد و در اينجانب فريد محبوبي نسركاني تأييد مي نمايد كه مطالب مندرج دراين پـايان نامه تماما نتيجه تحقيقات خودم مي
كليه حقوق مادي مترتب از  نتايج مطالعات ، آزمايشات و نو آوري ناشي  .مرجع آن را ذكر نموده امصورت استفاده از نتايج ديگران 
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 چكيده
 

به دست  همگن تحت بار محوري در حالت الاستيكاي نامه بار كمانش براي يك پوسته استوانه در اين پايان
تعيين شده  روش انرژيكمك تئوري مرتبه اول تغيير شكل برشي و  همعادلات تعادل و پايداري ب. است آمده
در نهايت معادلات  .كارمن بوده و مساله متقارن محوري است-نفبر اساس معادلات روابط كرنش جابجايي  .است

، پس از آن معادلات پايداري حل شده و بار با كمك تئوري اغتشاشات حل گرديده است ،تعادلبي بعد شده 
علاوه بر آن، حل به دست آمده از معادلات تعادل و پايداري با روش عددي به كمك . كمانش به دست آمده است

. در نهايت تاثير پارامترهاي هندسي بر بار كمانش مطالعه شده است. مقايسه شده است انسيسنرم افزار 
     . اي بين نتايج حل بر اساس تئوري كلاسيك و تئوري تغيير شكل برشي صورت گرفته استمقايسههمچنين 

         ه اولمرتب تحليل كمانش، روش اجزا محدود، تئوري اغتشاشات، تئوري تغيير شكل برشي: كلمات كليدي
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:مقدمه)1-1  

، معايب ها و كمانش آنها پرداخته شده استهاي موجود در زمينه پوستهترين تئوريدر اين فصل به بررسي رايج
سعي شده است تا  همچنينها با يكديگر مقايسه شده است، هاي تئوريو محاسن هر تئوري مطرح شده و فرض

است،  هايي كه در اين زمينه تا كنون انجام شدهمقالات و تحقيق بررسي به امكان به طور مختصر و مفيد حد
                                                                                                                         .پرداخته شود

:كليات)1-2  

به طور ... ها واي كاربردهاي بسيار وسيعي در صنعت دارند، براي مثال در مخازن، كپسولهاي استوانهپوسته
اي تاريخچه ها به خصوص پوسته استوانهمطالعه بر روي پوسته. شودها مشاهده ميوسيعي كاربرد اين نوع پوسته

موجود بوده است، ولي  1800اي از قبل از سال هاي استوانهكهني دارد به طوري كه معادلات پايداري پوسته
اي تحت به طور خاص به بررسي رفتار كمانشي يك پوسته استوانه) 1911(1براي نخستين بار به وسيله لورنز
حل كمانش پوسته تحت ) 1914(3ن ميززفو ) 1913(2ساوتول ، سپس توسطبارگذاري محوري پرداخته شد

اي تحت بارگذاري مركب هاي استوانهسي رفتار پوستهبه برر )1932( 4فلوگه .فشار يكنواخت جانبي به دست آمد
اما چيزي كه امروز بيش از هر تئوري و روشي . هايي براي حل ارائه دادو همچنين تحت خمش پرداخت و روش

) 1934(5اي است كه براي پايداري استوانه تحت پيچش توسط دانلگيرد بسط روابط سادهمورد استفاده قرار مي
هاي خود را منتشر كرد كه بر اساس فرضيات تئوري غير خطي پوسته )1934( دانل. ارائه شد )1925( 6و شورين

در  .گيردسادگي و دقت به طور وسيعي مورد استفاده قرار مي دليله و به بودهاي كم عمق ي پوستهساده شده
هاي ي و اينرسيهاي برش، تغيير شكل7ايتئوري دانل عوامل زيادي همچون نيروهاي اينرسي درون صفحه

هاي نازك صادق و از دقت شوند و به همين خاطر نتايج اين تئوري فقط براي پوستهدر نظر گرفته نمي 8دوراني
سينماتيك غير خطي  جملاتاز ديگر نواقص اين تئوري آن است كه، به غير از يك سري . بالايي برخوردار است

                                                                               .  شوندغير خطي حذف ميساير جملات غالب، 

                                                            
1 Lorenz 
2 Southwell 
3 Von Mises 
4 Flugge 
5 Donnel 
6 Schwerin 
7 In-Plane Inertia 
8 Rotary Inertia 
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يك مطالعه بر پايه تئوري دانل انجام دادند و تئوري غير خطي وون كارمن را ارائه  )1941( 2و تسين 1ن كارمنف
راي حالت كشش اي بيان كرد كه بهاي استوانهيافته براي پوسته يك تئوري بهبود )1963( 3ساندرس. دادند

دوباره تعيين گرديد كه به همين خاطر به آنها معادلات ) 1966( 4همان معادلات توسط كويتر .بيان شده بود
شد، كه كاربرد  بندي الخط نيز فرمولبعدها اين روابط در دستگاه منحني. شودكويتر گفته مي- تئوري ساندرس
نقدي و .بجايي در معادلات حركت ظاهر شدندكويتر هر سه جا- بر اساس تئوري ساندرس. بيشتري داشت

تئوري غير  1985در سال . بر اساس فرضيات كيرشهف تئوري غير خطي خود را ارائه دادند) 1963( 5نوردگرن
اي لايه ضخيمهاي به منظور كاربرد در پوسته 7و چاندراشخارا 6خطي تغيير شكل برشي مرتبه اول توسط ردي

                                                                                                                    ]1,2,3[.ارائه شد

:]4[ )هاتئوري كلاسيك پوسته(تئوري كمانش تيموشنكو)1-3  

اي كه تحت فشار محوري تيموشنكو در روش خود براي به دست آوردن بار كمانش در يك پوسته استوانه
گيرد، در واقع اين فرض بر ار دارد مقدار جابجايي را در جهت شعاعي به صورت سينوسي در نظر ميمتقارن قر

باشند كه تا حدودي ها در جهت شعاعي نسبت به محور مركزي متقارن مياين اساس استوار است كه جابجايي
همگي متقارن محوري ... وصحيح است البته به شرط آنكه تمام شرايط از جمله بارگذاري، هندسه، شرايط مرزي 

بوده كه اين خود فرضي ايده آل است و وجود نواقص هندسي در پروفيل پوسته و شرايط محيطي ديگر به 
زنند اما به صورت كلي فرض تقارن به عنوان يك نظريه تئوري تا حدود زيادي به راحتي اين تقارن را بر هم مي

را به ) w(تيموشنكو در نظريه خود جابجايي شعاعي. آيدواقعيت نزديك است و تقريب مناسبي به حساب مي
                                                                                               .گيرددر نظر مي )1- 1(رابطهصورت 

w ൌ െࣛ sin
గ௫

ℓ
   )1-1(                                                                                               

اختلاف زيادي دارد  در موارديباشد و در حقيقت با واقعيت رابطه اخير براي جابجايي تنها يك رابطه تقريبي مي
. شودها از همين روش استفاده مياما با اين حال امروزه نيز در بسياري از مقالات براي تعيين جابجايي

آورد، براي به دست آوردن مقدار امه با استفاده از همين جابجايي مقادير كرنش را به دست تيموشنكو در اد
                                                            
1 Von Karman 
2 Tsien 
3 Sanders 
4 Koiter 
5 Nordgren 
6 Reddy 
7 Chandrashekhara 
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-كند كه مقدار تنش در طول زمان كمانش ثابت باقي ميها در هنگامي كه كمانش رخ داده است فرض ميكرنش

                                                                                                                                  .  ماند

و  با محاسبه انرژي كرنشي قبل و بعد از كمانش و همچنين محاسبه كار انجام شده توسط نيروي فشاري اعمالي
مقدار بار كمانش را به صورت ) روش انرژي(ها و كار انجام شده در نهايت با برابر قرار دادن اختلاف انرژي

هاي هر شكل مد تعداد نيم موج mضخامت و  hطول پوسته،  l در اين رابطه .آوردبه دست مي )2- 1(ابطهر
                                                                                                                  .     باشدپوسته مي

σ ൌ
Pౙ౨
୦
ൌ D ቀ

୫మమ

୦ℓమ


E

ୟమD

ℓమ

୫మమ
ቁ ሺN/mሻ  )1-2(                                                               

توان مي mباشد كه با كمينه كردن آن نسبت به هاي بار كمانش مينشان دهنده تمامي شكل موج )2- 1(رابطه
                                                                     : آوردبه دست  )3- 1(رابطهمقدار بار بحراني را به صورت 

σ ൌ
ଶ

ୟ୦
√EDh ൌ

E୦

ୟඥଷሺଵିమሻ
 )1-3(                                                                               

:افتدكه اين مقدار در نيم موج زير اتفاق مي  

గ

ℓ
ൌ ට ா

మ

ర    )1-4(                                                                                                          

هاي ديگري نيز استفاده كرده است، براي مثال با البته تيموشنكو براي به دست آوردن بار بحراني از روش
حاكم بر پوسته متقارن رابطه ديگري براي بار بحراني به دست آورده است كه  استفاده از حل معادله ديفرانسيل

تمامي پارامترهاي . شود كه اين دو رابطه به لحاظ كمي داراي مقاديري يكسان هستنددر نهايت نشان داده مي
-و ميكه نشان دهنده يكي از شكل مدهاي كمانش پوسته تيموشنك )1- 1(استفاده شده در روابط اخير در شكل

                                                                                                                 : باشد مشخص است

]4[يكي از شكل مدهاي كمانش بر طبق تئوري تيموشنكو )1- 1(شكل  
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 با واقعيت ئوري تيموشنكوهاي آزمايشگاهي و عملي مشخص شد كه تئوري كلاسيك يا تپس از انجام تست
هاي ضخيم نيز اين داراي اختلاف است به خصوص در مواردي كه پوسته از نوع نازك بوده، هر چند در پوسته

، براي مثال در شرايط متقارن محوري پاسخ استنتايج قابل قبول در مواردي اختلاف مشاهده شده است اما 
                                                                                                 ]5[ .باشدداراي تقريب خوبي مي

هاي نازك معمولا در هنگام كمانش پوسته به صورت متقارن دهد كه در پوستهآزمايشات تجربي نشان مي
البته باز هم  .)2-1(شكل ،هاي ضخيم صادق استكمانش نميكند در حالي كه عكس اين موضوع راجع به پوسته

هندسه متقارن و جنس متقارن  باهاي آل است كه در بسياري از مقالات براي پوستهفرض تقارن يك فرض ايده
                                                                                        .آيدمناسب و تقريب خوبي به حساب مي

]5[پوسته نازك-پوسته ضخيم ب-الف وي شكل مد كمانشتاثير ضخامت بر ر )2- 1(شكل  

:]6[تئوري غير خطي دانل)1-4  

هاست كه امروزه مرجع بسياري از مقالات به صورت ئوري و فرضيات دانل از مهمترين و پركاربردترين تئوريت
محورهاي  ها حولهاي كوچك، چرخشدر فرضيات دانل در حوزه تغيير مكان. باشدمستقيم يا غير مستقيم مي

ها در روابط تعادل به ترتيب با خود ها و كسينوسكوچك فرض شده در نتيجه تمامي سينوس 1ايدرون صفحه
عبارات درجه دوم نشان دهنده رابطه غير خطي بين نيروهاي برشي عرضي  .شوندزاويه و عدد يك جايگزين مي

                                                            
1 In-plane  Axial  
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عادل با نازك فرض كردن پوسته نيز از در فرضيات ت. به طور قابل اغماضي كوچك هستند ،هاكوچك و چرخش
توان براي به طور كلي مي .شوديطي صرفنظر ميدر معادلات تعادل در جهت مح) өQ(مقدار منتجه تنش برشي 

                                                                                    :بندي كردتئوري دانل فرضيات زير را دسته

.پوسته بسيار نازك است و ضخامت در مقابل شعاع و طول پوسته بسيار كوچك است - الف  

باشد، يعني خيز پوسته نيز در مقابل شعاع و هم مرتبه با ضخامت پوسته مي) w(دامنه و شدت خيز شعاعي -ب
                                                                                                .   طول پوسته بسيار كوچك است

:شيب تغييرات خيز در هر نقطه كوچك است يا عبارت زير در هر نقطه صادق است -ج  

|
ݓ∂
∂x

| ا 1, |
∂w
R∂θ

| ا 1 

هاي الاستيسيته خطي قابل استفاده همه اجزاي كرنش كوچك هستند و در نتيجه تمامي فرضيات و تئوري -د
                                                                                                                     .         باشندمي

كيرشهف نيز صادق است، يعني آنكه مقدار تنش در جهت عمود بر لايه مياني پوسته قابل چشم -فرضيات لوو -ه
-دارد و به صورت خطي با ضخامت تغيير مي پوشي بوده و كرنش در اين جهت با ضخامت پوسته رابطه خطي

                                                                                                                              .      كند
- روابط كرنشبسيار كوچك بوده و قابل صرفنظر است و در ) vوu(ها در راستاي طولي و محيطي جابجايي -و

                                             . باشدمي) w(هاي غير خطي بر اساس جابجايي شعاعي جابجايي تمامي ترم

شود كه علت آن ها بعد از دانل تقريبا تمامي فرضيات دانل به غير از فرض آخر معمولا رعايت ميدر اكثر تئوري
ها در ها براي بيان دقيق كرنشزديكتر به واقعيت است و وجود جابجاييهم به دست آوردن معادلاتي دقيق و ن

                                                                                                        .روابط غير خطي لازم است

كه در  .شوددر نظر گرفته مي )5- 1(رابطهجابجايي براي سطح مياني به صورت -در فرضيات دانل روابط كرنش 
ترتيب محورهاي مختصات به  θو  x ترتيب جابجايي در راستاي طول، محيط و شعاع بوده وبه  wو  u، vآن 

                                    .                                                           باشنددر راستاي طول و محيط مي



7 
 

ࣟ௫ ൌ
ப୳

ப୶


ଵ

ଶ
ቀെ

ப୵

ப୶
ቁ
ଶ
  

ࣟ ൌ
ଵ

ୟ
ቀ
ப୴

ப
 wቁ 

ଵ

ଶ
ቀെ

ଵ

ୟ

ப୵

ப
ቁ
ଶ
  

γ୶ ൌ ቀ
ଵ

ୟ

ப୳

ப


ப୴

ப୶
ቁ 

ଵ

ୟ

ப୵

ப୶

ப୵

ப
      )1-5(                                                                             

. اي ساده شده استباشد كه براي دستگاه استوانهوالسو مي-تريمش-روابط بالا شكل ساده شده معادلات دانل
و قرار دادن آنها در معادلات تعادل منجر به يك  ها، محاسبه منتجهجايگزيني اين روابط در معادلات بنيادين

شود كه به آن معادلات غير مي wو  vو  uدستگاه با سه معادله ديفرانسيل غير خطي بر حسب متغيرهاي 
                                                                                                         .  شودنل گفته ميخطي دا

هاي مرتبه دوم و معادلات ديگري نيز وجود دارد كه با همان فرضياتي كه در ابتدا گفته شد با حذف همه عبارت
و اين معادلات كه تشكيل گويند ميبه آنها معادلات خمشي خطي دانل  آيند كهبه دست مي wو  vو  uبالاتر 

توان با تعريف يك تابع تنش مي. ورده شده استآ )6- 1(در رابطه دهنديك دستگاه سه معادله و سه مجهول مي
قدار اگر در روابط زير م .باشددستگاه را به دو معادله و دو مجهول تبديل كرد كه اين نيز يك دستگاه خطي مي

-بار خارجي مي Pدر رابطه زير . شودحاصل ميها معادلات غشايي مربوط به پوسته باشدسختي خمشي صفر 

                                            .                                                                                       باشد

ݑସ ൌ െ
ఔ


௫௫௫,ݓ 

ଵ

య
                                                                                       ௫ఏఏ,ݓ

ݒସ ൌ െ
ଶାఔ

మ
௫௫ఏ,ݓ െ

ଵ

ర
ఏఏఏ,ݓ                                                                                       

ݓ଼ܦ 
ଵିఔమ

మ
௫௫௫௫,ݓܥ ൌ ସ  )1-6(                                                                               

هاي تغيير مكان تعيين باشد كه به طور وسيعي برايمي )7- 1(رابطه شكل غير خطي معادلات تعادل به صورت
                                                                                 :  شوداي استفاده ميهاي استوانهبزرگ پوسته

ܽ ௫ܰ,௫  ௫ܰఏ,ఏ ൌ 0                                                                                                      
ܽ ௫ܰఏ,௫  ఏܰ,ఏ ൌ 0                                                                                                      
ݓସܦ 

ଵ

 ఏܰ െ ቀ ௫ܰݓ,௫௫ 
ଶ

 ௫ܰఏݓ,௫ఏ 
ଵ

మ ఏܰݓ,ఏఏቁ ൌ    )1-7(                                

 )8-1(ابطهها به صورت رباشند كه بر حسب جابجاييهاي تنش ميهمگي منتجه N هايجملهدر روابط بالا 
                                                                                                                  :    شوندتعريف مي
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ܥ ൌ
ா

ଵିఔమ
 )1-8(                                                                                                               

                                                                                                        
:]2[ 1بايرن -لور -تئوري غير خطي فلوگه)1-5  

ها بر حسب جابجايي در اين تئوري تمامي جابجايي. شوددر اين تئوري فرض آخر در تئوري دانل حذف مي
   .  شودبيان مي) 9- 1(ورت رابطهمياني به ص حهجابجايي براي صف -روابط كرنش. شوندصفحه مياني تعريف مي

ε௫ ൌ
ப୳

ப୶


ଵ

ଶ
൜ቀ
ப୳

ப୶
ቁ
ଶ
 ቀ

ப୴

ப୶
ቁ
ଶ
 ቀ

ப୵

ப୶
ቁ
ଶ
ൠ 

ப୵

ப୶

ப୵బ

ப୶
                                                 

ఏߝ ൌ
డ௩

డఏ


௪




ଵ

ଶమ
൜ቀ
డ௨

డఏ
ቁ
ଶ
 ቀ

డ௩

డఏ
 ቁݓ

ଶ
 ቀ

డ௪

డఏ
െ ቁݒ

ଶ
ൠ 

ଵ

మ
ቄ
డ௪బ

డఏ
ቀ
డ௪

డఏ
െ ቁݒ 

ݓ ቀݓ 
డ௩

డఏ
ቁቅ                                                                                           

௫ఏߛ ൌ
డ௩

డ௫


డ௨

డఏ


ଵ


ቄ
డ௨

డ௫

డ௨

డఏ


డ௩

డ௫
ቀ
డ௩

డఏ
 ቁݓ 

డ௪

డ௫
ቀ
డ௪

డఏ
െ ቁݒ 

డ௪బ

డ௫
ቀ
డ௪

డఏ
െ ቁݒ 

డ௪

డ௫

డ௪బ

డఏ


డ௩

డ௫
ቅݓ      )1-9(                                                                                                  

 
بيني سوراخ، در واقع نواقص هندسي نوعي پيش. باشدتعريف رياضي نواقص هندسي مي  w0 در تمامي روابط بالا

     .   شودته در برابر بارگذاري ميمنجر به كاهش مقاومت پوس و حفره و يا هر نوع نقص در پروفيل پوسته است

:]2[كويتر- تئوري غير خطي ساندرس)1-6  
هاي برشي عرضي صرفنظر و كرنش از .شودخر دانل صرفنظر ميدر اين تئوري نيز مانند تئوري فلوگه از فرضيه آ

:شودروابط كرنش جابجايي براي صفحه مياني به صورت زير تعريف مي  
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 )1-10(                                 

. باشدبر طبق اين تئوري تغييرات پيچش و انحنا به صورت خطي مي  

                                                            
1 Flugge-Lure-Byrne 
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:]2[1هاي كم عمقتئوري غير خطي دانل براي پوسته)1-7  
شود كه شيب در مقايسه با شعاع انحناي آنها كوچك هايي گفته ميبه طور كلي اصطلاح كم عمق به پوسته

باشد، مانند تئوري دانل نيروهاي اينرسي در واقع اين تئوري يك توسعه و يا رشد براي تئوري دانل مي. باشد
در . شوداي قابل چشم پوشي بوده، از تغيير شكل برشي عرضي و اينرسي چرخشي نيز صرفنظر ميدرون صفحه

هاي تنش در جهت عمود بر صفحه در تئوري دانل را در نظر نگرفته و در نتيجه از منتجه )ه(اين تئوري فرض
                             .     شوندتعريف مي )11- 1(رابطهبا ها منتجه ساير. شودصرفنظر نمي) xQو  өQ(مياني 
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D ൌ
E୦య

ଵଶሺଵିమሻ
    )1-11(                                                                                                   

 
өQ  وxQ 2[.آيندبر حسب روابط بالا به دست مي[                                                                           

:هامرور مقاله)1-8  

و از سه تئوري دانل، لا آنها .انداي پرداختهاي لايهبه بررسي پايداري يك پوسته استوانه )1999(]7[م ان جي و لا
ناپايداري ديناميك در . پوسته تحت بارگذاري مركب ثابت و پريوديك محوري قرار دارد. اندكردهو فلوگه استفاده 

تشديد پارامتري مرتبه : شودشامل چهار نوع مي اي كه تحت بارگذاري پريوديك قرار دارندهاي استوانهپوسته
ناپايداري در پوسته زماني . ي بالا،مجموع تركيب تشديدها و تفاضل تركيب تشديدهااول، تشديد پارامتري مرتبه

دو نوع . هاي طبيعي پوسته و همچنين فركانس تحريك بار محوري باشددهد كه يك رابطه بين فركانسرخ مي
-نام تشديد پارامتري مستقيم و دو نوع دوم با نام تشديد پارامتري مركب، معمولا شناخته مياول ناپايداري با 

                                                            
1 Shallow Shells 
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آيد و سپس براي نوع اول نا پايداري با استفاده از روش معادلات پايداري با هر سه تئوري به دست مي .شوند
با رسم  .گرفته شده استدر اين مقاله اثر استهلاك ويسكوز ناديده . عددي نواحي ناپايداري رسم شده است

نمودارهاي مختلف تاثير پارامترهاي گوناگون همچون نسبت طول به شعاع يا نسبت شعاع به ضخامت بر پايداري 
شود كه نواحي ناپايداري به دست آمده به وسيله در پايان نشان داده مي .پوسته مورد بررسي قرار گرفته است

ار خوبي بوده ولي نواحي به دست آمده براي تئوري دانل اختلاف تقريبا و داراي انطباق بسيهاي فلوگه و لاتئوري
زيادي با دو تئوري ديگر دارد به طوري كه براي نوع اول ناپايداري، ناحيه ناپايدار به دست آمده از تئوري دانل 

                                          .است وتئوري فلوگه و لا ازدرصد بزرگتر از نواحي به دست آمده  8-7.5حدود 

اي نازك تحت بر مقاومت كمانشي يك پوسته استوانه تاثير نقص هندسي را) 2002(]8[كاي و همكاران
تفاوت عمده اين تحقيق با ديگر كارهاي انجام شده در اين  .اندبارگذاري محوري متمركز مورد بررسي قرار داده

د، به اين ترتيب كه در اين مقاله بار فشاري محوري به صورت باشزمينه در نوع بارگذاري آن بر روي سازه مي
در اين مقاله نقص هندسي به صورت يك تورفتگي در وسط پوسته در نظر گرفته شده  .متمركز وارد مي شود

      .                                                                است ABAQUS روش كار، تحليل با نرم افزار .است

اند با بررسي رفتار كمانشي يك پوسته، تناقض موجود بين تئوري و تجربه سعي كرده )2002(]9[ژيو و همكاران
در روابط  .است اين تناقض مربوط به رابطه تنش بحراني با توان ضخامت در مسئله كمانش .را برطرف سازند

تجربي ديده  هايولي در آزمايش .دارد )t(متشود كه تنش بحراني رابطه مستقيم با ضخاكلاسيك نشان داده مي
دهد در ميهاي انجام شده نشان بررسي. رابطه مستقيم دارد) 3/2t(شود كه اين تنش با توان سه دوم ضخامتمي

باعث ايجاد  توانداستفاده از تئوري كلاسيك ميهاي هندسي، وزن خود پوسته وعواملي مانند نقص نظر گرفتن
                                                                    .       شوداختلاف در پاسخ 

-هاي كمانش پوسته استوانهبيني تعداد موجبه معرفي يك روش جديد براي پيش )2003(]10[هانت و همكاران 

ه توسط هاي پيش بيني شدبراي بررسي صحت اين تئوري، تعداد موج .اندپرداخته اي نازك تحت بار محوري
                                                    .استشده  تئوري با تعداد امواج حاصل از حل عددي و تجربي مقايسه

 اي الاستيك را با در نظر گرفتن نقص هندسي متقارنكمانش پوسته استوانه )2004(]11[خمليچي و همكاران 
- صورت يك فشار يكنواخت خارجي در راستاي محور پوسته ميبارگذاري به . اندبررسي كرده با روش تحليلي

با استفاده از روش گالركين اين  ودانل استفاده شده - ن كارمنفبراي به دست آوردن معادله حاكم از مدل  .باشد
براي توصيف نقص هندسي از مدل . شده استبه معادلات ديفرانسيل معمولي تبديل  با مشتقات جزئي معادلات



11 
 

قص متمركز، گسترده ااين مدل توانايي توصيف هر گونه نقصي شامل نو ،استفاده شده است )12- 1(هرابط رياضي
                                                                          .       آن به صورت زير استكلي  شكلرا دارد و ... و

,ഥሺxݓ yሻ ൌ aሺxሻ  aଵሺxሻ cosሺ
୬୷

R
ሻ   )1-12(                                                                       

شعاع صفحه مياني پوسته  Rيك عدد صحيح و  x ،nتوابع اختياري از مختصات طولي   a1 وa0  در رابطه بالا،
نقص هندسي كه در اين مقاله ، ابتدا بار كمانش براي پوسته كامل، بررسي شده و سپس براي پوسته با . باشدمي

همان بار بحراني  ،در قسمت اول بار بحراني .شودشود راه حل تحليلي ارايه ميبا عبارت ساده شده بالا بيان مي
                                                       .             شودبيان مي )13- 1(رابطهباشد و به صورت كلاسيك مي

λ ൌ
E୦

Rඥଷሺଵିమሻ
)1-13(                                                                                                     

. باشندبه ترتيب ضخامت، مدول يانگ، ضريب پواسون و شعاع صفحه مياني پوسته مي Rو  h ،E ،νدر رابطه بالا 
 .شود كه مقدار بار بحراني از اين مقدار كمتر استان داده مينش ،اين پاسخ با مقادير واقعي اختلاف زيادي دارد

در نظر گرفته شده و بار بحراني نيز  )14- 1(ابطهدر مرحله بعد با در نظر گرفتن نقص هندسي پاسخ به صورت ر
رابطه  با يك برنامه عددي محاسبه  اين در mآيد و مقدار به صورت تابعي از دامنه نقص هندسي به دست مي

                                                               .    گيردصورت مي nود و يك مينيمم سازي نسبت به شمي

w ൌ ζଵ sin
୫୶

ଶ୪
cos

୬୷

R
  )1-14(                                                                                           

.   قايسه قرار گرفته استپاسخ، جوابهاي به دست آمده با چندين كار تجربي موجود مورد م براي بررسي صحت  

تحت  ياي بلند ساندويچبه بررسي رفتار كمانشي يك پوسته استوانه )2005(]12[تسسيميمتيس و سوكارد
و ماده پوسته  بعديمسئله به صورت سه  .اندبراي آن ارائه دادهيك راه حل الاستيسيته  و فشار خارجي پرداخته

همچنين بارگذاري به صورت يك فشار هيدرواستاتيك بوده كه در زمان كمانش نيز به صورت  .ارتوتروپيك است
 يدر اين مقاله از دو ديدگاه ضريب تصحيح برش .عمود بر روي سطح خميده حاصل از كمانش باقي مي ماند

نشان  و هاي تشكيل دهنده بيرونيديگري بر اساس لايهيكي با توجه به هسته، و  .گرفته استمورد مقايسه قرار 
اعمال نشده ي ها كه در آن ضريب تصحيح برشهاي حاصل از تئوري كلاسيك پوستهكه پيش بينيشده  داده

ضريب ) هاتئوري كلاسيك پوسته(ولي اگر در همين نتايج استاست بسيار غير محافظه كارانه و دور از واقعيت 
در نهايت اهميت  .ها بسيار نزديك به واقعيت شده و تقريب بهتري را خواهد دادپاسخود شاعمال  يتصحيح برش

                                .                  شده استتاثير برش عرضي بر روي بار بحراني در اين مقاله نشان داده 
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براي هر لايه از پوسته روابط جابجايي  شده وجابجايي در اين مقاله به صورت خطي در نظر گرفته - روابط كرنش
.    باشندبه ترتيب جابجايي در راستاي شعاعي، محيطي و طولي مي wو u  ،vكه  است) 15-1(رابطه به صورت

,ݎሺݑ  ሻߠ ൌ ܷሺݎሻܿߠ݊ݏ , ,ݎሺݒ ሻߠ ൌ ܸሺݎሻߠ݊ ݊݅ݏ , ,ݎሺݓ ሻߠ ൌ 0 , ݅ ൌ ଵ݂, ܿ, ଶ݂ )1-15(                        
                 .باشندبه ترتيب نشان دهنده سطح داخلي، بيروني و هسته، پوسته مي cو  1f ،2fدر رابطه بالا 

انجام  )2006(]13[اي فولادي با ضخامت متغير توسط آقاجري و همكارانبررسي رفتار كمانشي پوسته استوانه
روش حل در اين تحقيق،حل  .اندفشار يكنواخت خارجي در نظر گرفتهبارگذاري را به صورت يك  ايشان .شد

به منظور تصديق  .فشار خارجي با يك پمپ خلا بر روي پوسته ايجاد شده است .استعددي و بررسي تجربي 
هاي به دست آمده از مدل اجزا محدود و نتايج حاصل از روش عددي تعيين شده از تحليل فروپاشي دقت پاسخ
،جوابها با نتايج به دست آمده از بررسي تجربي مقايسه شده است،كه نشان داده مي شود 1جزا محدودغير خطي ا

با در نظر گرفتن رفتار  نتايج حاصل بسيار به يكديگر نزديك بوده و همچنين مي توان از اين مدل اجزا محدود
                                                     . ها استفاده كردبراي تحليل رفتار كمانشي پوسته غير خطي هندسي

يكي ديگر از نتايج اين تحقيق اثبات اين موضوع مي باشد كه در صورت كوچك بودن تغييرات ضخامت پوسته 
باشد و براي پوسته با تغييرات ضخامت زياد مد كمانشي در تمام طول پوسته قابل ايجاد شدن مي در طول آن،

بر اساس نظر مولف، . شود،كه اين موضوع با واقعيت كاملا تطابق داردحي نازكتر ظاهر ميمد كمانشي تنها در نوا
تاثير آن در اين تحقيق مورد بررسي كه باشد ضخامت متغير خود نيز نوعي نقص هندسي در شكل پوسته مي

                                                                                                                                                     .قرار گرفته است

لايه . اندبه بررسي رفتار كمانشي يك پوسته كه از سه لايه تشكيل شده است، پرداخته )2006(]14[لي و باترا
ه وسط آن از جنس مواد باشند و لايمي 3و همسانگرد 2بيروني و دروني اين پوسته از يك جنس و از نوع همگن

FG  بوده كه ناهمگن و همسانگرد هستند و مدول الاستيسيته آن به صورت سهمي از مدول ورق داخلي در
براي به  .نيز در لايه مياني ثابت است 4ضريب پواسون. كندطول ضخامت ورق تا مدول لايه بيروني تغيير مي

پوسته تحت فشار محوري يكنواخت و . ستفاده شده استدست آوردن معادلات حاكم بر پوسته از تئوري فلوگه ا
گسترده قرار دارد، رابطه كرنش جابجايي خطي بوده و تمام پارامترهاي جابجايي به غير از جابجايي در راستاي 

شوند و جابجايي شعاعي با جابجايي شعاعي لايه مياني برابر هاي لايه مياني نوشته ميشعاعي، بر حسب جابجايي

                                                            
1 Nonlinear Finite Element Collapse Analysis 
2 Homogeneous 
3 Isotropic 
4 Poisson Ratio  
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ها كه شرايط با در نظر گرفتن پاسخ مثلثاتي براي جابجايي). هاساس فرضيات تئوري كلاسيك پوستهبر ا(است
كنند، به يك معادله جبري براي به دست آوردن بار كمانش رسيده است، براي حل مرزي مسئله را ارضا مي

                                                      . معادله جبري حاصل از روش عددي تكرار نيوتن استفاده شده است

اي تحت بارگذاري فشاري كمانش يك پوسته استوانه تجربي به بررسي )2007(]15[كراسووسكي و كاستيركو
در روي  1هاييكنندهمهمترين تفاوت اين كار با ديگر مقالات در اين زمينه، وجود تقويت .اندمحوري پرداخته

در اين مقاله تاثير پارامترهايي همچون طول پوسته، تعداد نوارهاي . باشدمي پوسته به شكل نوارهاي عمودي
.                گرفته استتقويت كننده، موقعيت آنها و شرايط مرزي پوسته بر روي بار كمانش مورد بررسي قرار   

با استفاده از روش اي تحت بارگذاري محوري به بررسي كمانش پوسته استوانه )2007(]16[قربانپور و همكاران
در استخراج معادلات از فرضيات كويتر استفاده شده . اندانرژي با وجود هسته الاستيك در داخل پوسته پرداخته

- شود و بار كمانش افزايش ميدهد وجود هسته الاستيك باعث افزايش پايداري پوسته مينتايج نشان مي. است

                                                                                                                                    .يابد

معادلات حاكم  .اندپرداخته FGM ايبه بررسي رفتار كمانشي يك ورق دايره )2008(]17[زاده و حيدرينجفي
ضخامت تغيير خواص ماده در راستاي  و بر ورق با استفاده از تئوري تغيير شكل برشي مرتبه سه به دست آمده

سپس  .اندبراي به دست آوردن بار كمانش ابتدا با حل معادلات تعادل نيروهاي مكانيكي تعيين شده. كندمي
 يك معادله با تلفيق اين معادلات .ها مرتب شده استها و جابجاييي منتجهبر حسب رابطه پايداريمعادلات 

با حل معادله پاسخ بر حسب توابع بسل  .باشدمجهول همان خيز ورق مي است كه به دست آمدهيك مجهول 
                           .                                                                                         تعيين شده است

و اين عبارت  تعييناي ضخيم استوانه يك عبارت رياضي براي بار بحراني در يك پوسته )2008(]18[پاپاداكيس
در اين مقاله آثار برش عرضي و تغييرات . كرده استرا با بار بحراني به دست آمده از تئوري كلاسيك مقايسه 

در اين تحقيق بارگذاري به صورت يك فشار  .شوندها نيز در محاسبات لحاظ ميها و كرنشغير خطي تنش
شود و تنها اي در نظر گرفته ميئله به صورت دو بعدي، كرنش صفحهمس. باشدهيدرواستاتيك خارجي مي

ها به صورت مجموع دو عبارت مربوط به جابجايي .ها در دو جهت شعاعي و محيطي مد نظر استجابجايي
شود، اول قسمتي كه معرف جابجايي در مرحله تعادل استاتيكي است و دوم قسمتي كه معرف قسمت تعريف مي

در انتهاي اين مقاله نشان داده  .همراه شده است) ɛ(مانش است و با يك ضريب بسيار كوچك مرحله شروع ك

                                                            
1 Stiffeners 
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درصد اختلاف دارد 15شود كه پاسخ تئوري كلاسيك با دقيقترين پاسخ ارائه شده توسط اين مقاله كمتر از مي
ناسبي به حساب پاسخ تئوري كلاسيك تقريب م) پوسته نازك است(شود كوچك مي R/h وبراي زمانيكه نسبت

     .                                                                                                                            آيدمي

در آنها . مي باشد )2008( ]19[يكي از كارهاي تحليلي انجام شده در زمينه كمانش پوسته ها تحقيق عبدالمولا
 1،(Z=l^2/(Rh)*√(1-ν^2))پارامتر بسيار بزرگ بتدوربا اي ي استوانهكمانش پوسته بررسي ود بهمقاله خ

ش و ، براي تعيين اثرات شرايط مرزي بر روي بار كمان2يك تحليل مجانبي. تحت فشار خارجي پرداخته اند
ه عنوان پارامتر معكوس پارامتر بتدورف ب در اين تحليل. همچنين شكل مدهاي كمانش صورت گرفته است

هاي غير خطي پاسخي براي بار  جملهابتدا با يك ساده سازي و حذف . شده استكوچك اپسيلون در نظر گرفته 
بار ديگر با استفاده از روش تحليلي تئوري اغتشاشات به حل معادله دقيقتر پرداخته  .آمده استكمانش به دست 

كه شكل شده همچنين نشان داده . گرفته استبررسي قرار  و صحت پاسخ مرحله قبل همراه با دقت جوابها مورد
در حالتي كه  :باشداي داراي تغييرات بيشتري در جهت محيطي نسبت به طول پوسته ميكمانش پوسته استوانه

در اين مقاله براي استخراج معادلات از تئوري غير خطي دانل  .نسبت طول به شعاع پوسته خيلي بزرگ نباشد
     .                                                                                                              استاستفاده كرده 

تحت پيچش و بار محوري  3اي مركبدر كار خود بر روي يك پوسته استوانه )2008( ]20[زيانگ وشن شن
معادلات بر اساس تئوري كلاسيك  ،اوليه مي باشد پوسته مورد نظر داراي يك نقص هندسي. اندمتمركز شده

براي به دست آوردن بار  .است به دست آمد 4كارمن و دانل-نفها و همچنين روابط سينماتيك غير خطي پوسته
مي  6يا گير دار 5شرايط مرزي در دو لبه به صورت تكيه گاه ساده.ده شده استكمانش از تئوري اغتشاشات استفا

و با پاسخهاي به دست آمده از حل تجربي در  براي دو حالت پيچش و فشار مجزا به دست آمدهبار كمانش  .باشد
                                                                                        .مقالات ديگر،مورد مقايسه قرار گرفته اند

تحت  FG7الاستيك، كمانش و پس از كمانش پوسته  به بررسي رفتار غير خطي و )2009(]21[هوانگ و هانگ
معادلات به لحاظ جنس ماده خطي بوده و قوانين هوك و معادلات . بارگذاري فشار محوري پرداخته است

                                                            
1 Batdorf Parameter 
 
2 Asymptotic Analysis 
3 Composite 
4 Von Karman-Donnell 
5 Simply Supported 
6 Clamped 
7 Functionally Graded 
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رفتاري خطي بر مسئله حاكم است اما به لحاظ هندسي رفتار ماده غير خطي بوده و در معادلات سينماتيكي 
و با  معادلات، استخراج در اين مقاله بر اساس تئوري غير خطي دانل. شودر ميغير خطي ظاه هايعبارتمسئله، 

مدول يانگ، ضريب پواسون (تمامي خواص ماده .استفاده از روش انرژي ريتز مراحل تحليل صورت گرفته است
رفتار ماده همچنين در اين مقاله تاثيرات تغيير دما بر روي  .باشندمي) Z(از ضخامت پوسته  تواني تابعي...)و

با افزايش دهد نتايج نشان مي. دما نيز به صورت تابعي از ضخامت بيان شده است .گرفته است مورد بررسي قرار
                                                                                           .  يابددما مقدار بار كمانش كاهش مي

تحت پيچش در يك محيط حرارتي توسط  FGMاي انش پوسته استوانهكمبررسي كمانش و پس
ميدان حرارتي به صورتي در نظر گرفته و خواص پوسته تابعي از دما بوده . انجام شده است )2009(]22[شن

خواص ماده تشكيل دهنده پوسته نيز در جهت  .باشددر جهت ضخامت داراي تغييرات  دما فقط شده كه
معادله حاكم بر سيستم از در نظر گرفتن روابط غير خطي  .استو تابع قانون ساده تواني ضخامت تغيير كرده 

در آنها نواقص  و دانل و همچنين تئوري مرتبه بالا تغيير شكل برشي به دست آمده است- كارمن فن سينماتيك
ستفاده از تكنيك با ا. هندسي اوليه و همچنين روابط غير خطي سينماتيكي پيش از كمانش نيز لحاظ شده است

                                                    .اندكمانش به دست آمدهاغتشاشات بار كمانش و مسيرهاي تعادل پس

اي با ضخامت متغير در كار خود به بررسي رفتار كمانشي پوسته استوانه )2009(]23[هين ليونگ و همكاران
يك  1نوفاب ب-حل با استفاده از روش تئوري اغتشاشات و روش گالركينبراي  .اندپرداخته تحت فشار خارجي

هاي نازك يك حل بسط مجانبي براي پاسخ به دست آمده، همچنين با استفاده از تئوري كلاسيك پوسته
                 .      تحليلي عددي نيز ارائه شده و در پايان با كارهاي ديگر در اين زمينه مقايسه انجام شده است

اند كه شامل بخشي قبل از ها را به صورت دو بخشي در نظر گرفتهها و جابجاييها، كرنشدر ابتدا براي حل، نيرو
كمانش و بخشي بعد از كمانش است، به عبارت ديگر براي اين پارامترها يك نمو در نظر گرفته شده است كه 

امترهايي چون جابجايي شعاعي و ممان چرخشي در همچنين براي پار .باشدبرابر با اختلاف دو بخش مذكور مي
شود كه به عبارت ديگر به آن معناست كه مقدار نمو برابر با مرحله پيش از كمانش مقدار صفر در نظر گرفته مي
خطي در نظر گرفته  ،روابط سينماتيك با فرض خيز كوچك. مقدار همان پارامتر در مرحله پس از كمانش است

شرايط . باشندخطي مييكه جنس پوسته نيز الاستيك و خطي است در نتيجه معادلات حاكم اند و از آنجايشده
مرزي به صورت تكيه گاه ساده در نظر گرفته شده است و دو پارامترخيز و تابع تنش به صورت توابعي تعريف 

                                                            
1 Bubnov-Galerkin Method 
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جايگذاري آنها در  با تعريف توابع مناسب براي اين دو پارامتر و .اند كه اين شرايط مرزي را ارضا كنندشده
از معادله اول كه تنها بر حسب تابع  .شوندمعادلات حاكم، معادلات تبديل به دو معادله ديفرانسيل معمولي مي

سپس با استفاده از روش گالركين در  .تشاشات تابع تنش به دست آمده استتنش است به كمك تئوري اغ
تنش به يك مسئله مقدار ويژه رسيده است كه از حل آن معادله دوم و همچنين تعريف به دست آمده براي تابع 

در پايان نتايج براي پوسته با ضخامت ثابت با نتايج مقالات ديگر مورد  .مقدار بار بحراني محاسبه شده است
                              .                          باشدها ميمقايسه قرار گرفته كه نشان دهنده صحت و دقت پاسخ

 1ايدر كار خود به بررسي رفتار غير خطي كمانشي پوسته غير همسانگرد لايه )2010(]24[مين لي و كيون لين
يك  بوده وپوسته قادر به تحمل تغيير شكل برشي  .انداي تحت بارگذاري خارجي غير يكنواخت پرداختهاستوانه

هر لايه از پوسته به صورت الاستيك خطي و . ودشفشار هيدرواستاتيك غير يكنواخت خارجي به پوسته وارد مي
معادله حاكم بر اساس تئوري تغيير شكل برشي مرتبه بالا و همچنين  .غير همسانگرد در نظر گرفته شده است

-پيچش، كشش-شامل كوپلينگ كشش حاصل، معادلات ودانل بوده - ن كارمنفروابط سينماتيك غير خطي 
هاي غير خطي در مرحله گر مقاله نقص هندسي اوليه و تغيير شكلاز فرضيات دي .پيچش است-خمش و خمش

شده اولين مد كمانشي پوسته در نظر گرفته  شكلرياضي نقص اوليه هندسي به  مدل .باشدكمانش ميپيش
 هاي تنش و دو پارامتر چرخش، حول محورهاي طولي و محيطيبا تعريف يك تابع تنش به جاي منتجه .است

و چهار مجهول كه شامل سه مجهول مذكور و جابجايي شعاعي  غير خطي صورت چهار معادلهحاكم به  معادلات
شرايط مرزي در دو لبه به صورت تكيه گاه ساده يا گيردار در نظر گرفته  .آمده استباشد به دست پوسته مي

. شودوشته ميبعد نبعد شده و دستگاه معادلات به صورت بيشده است، پس از نوشتن شرايط مرزي مسئله بي
-فشار بحراني و مسيرهاي تعادل پس براي حل معادلات از تكنيك اغتشاشات استفاده شده است و به كمك آن

معادلات حل شده و نتايج با نتايج چند مقاله  نيز با روش عددي .آمده است كمانش به صورت تحليلي به دست
هاي بينيل تغيير شكل برشي به طور موثري پيشتئوري مرتبه او دهد،نتايج نشان مي .شده استديگر مقايسه 

                                               .    نسبت به تئوري كلاسيك بهبود بخشيده است را مربوط به بار كمانش

رفتار كمانشي يك پوسته تحت فشار خارجي كه  عددي و تجربي به بررسي )2010(]25[وانگ و كويزومي   
تاثير مفصل و ابعاد هندسي در رفتار كمانشي پوسته است،  هدف. اندباشد پرداختهاي طولي ميهداراي مفصل

شوند كه براي ايجاد آنها از جوش خالص و مفصل ها به سه دسته صلب، نيمه صلب و شكل پذير تقسيم مي
ه كمك يك پمپ فشار خارجي يكنواخت ب. ها به يكديگر استفاده شده استبهكامل و جوش موضعي و پيچيدن ل

                                                            
1 Anisotropic Laminated shell 
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با توجه به اينكه بارگذاري در اينجا فقط در راستاي عرضي مد نظر است، با استفاده از  و خلا انجام شده است
 ،به اين ترتيب كه درابتدا يك طرف پوسته با يك حلقه .ي اثرات بارهاي طولي حذف شده استتكنيك خاص

يك مجراي آببندي شده به يك پمپ خلا وصل سپس پوسته در طرف ديگر به كمك  .بسته و آببندي شده است
شماتيك  .باشدميطرفه نيز باشد كه به نوعي يك سوپاپ يكمي 1متوقف كنندهشده است كه مجهز به يك 
                                                                 .         شودمشاهده مي) 3-1(آزمايشگاهي پوسته در شكل

شماتيك آزمايشگاهي پوسته) 3- 1(شكل  

از يك پيزوالكتريك براي اندازه گيري فشار . اندها در وسط پوسته قرار گرفتهها و جابجايي سنجكرنش سنج
 .شود تا زماني كه كمانش رخ دهدثبت مي 2تمامي اطلاعات توسط يك ضبط كننده اطلاعات .استفاده شده است

ها كمانش در دو مرحله و دو ي شده است كه براي برخي از نمونهبندنتايج حاصل از كمانش در يك جدول دسته
. ها به علت ناكافي بودن فشار و بارگذاري اصلا كمانش رخ نداده استشكل مد انجام شده و در برخي از نمونه

- كه مفصل هاي مختلف نه تنها روي شكل مد كمانش بلكه روي مقدار بار كمانش هم اثر مي دهدنتايج نشان مي

يابد يا به عبارت ديگر افزايش مقدار فشار بحراني با افزايش سفتي خمشي مفصل، افزايش مي همچنين. ردگذا
براي حل عددي  .كندكمانش ميدهد و پوسته در فشارهاي بالاتري صلبيت مفصل مقاومت پوسته را افزايش مي

                                                                               .از يك نرم افزار المان محدود استفاده شده است

                                                            
1 Stop-Bar 
2 Data Logger 
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اي و كروي هاي استوانهدر كمانش پوسته 1به بررسي و تعريف فاكتورهاي شكست )2010(]26[هوتچينسون 
. شودفاكتورها نوعي ضريب كاهنده است كه به جاي اعمال اثر نواقص هندسي ظاهر مياين  .پرداخته است

ضرايب شكست با ضرب در  شوند وليمعادلات حاكم ظاهر ميرت معادلاتي رياضي در نواقص هندسي به صو
ضريب . دندهمقدار بار بحراني كاهش يافته را به دست مي ،مقدار بار بحراني به دست آمده از تئوري كمانش

وي تحت اي نازك تحت فشار محوري يكنواخت قرار دارد و همچنين براي پوسته كرشكست براي پوسته استوانه
                                                                           .دارد 2/0 ، مقداري كمتر ازيكسانفشار دو محوري 

، معادله حاكم بر سيستم. انداي پرداختهبه بررسي كمانش يك پانل استوانه )2010(]27[ايپك چي و شريعتي
ها، تنش بحراني براي يك دو روش تئوري اغتشاشات و سري تركيب ازبا استفاده  و معادلات خطي دانل است

تاثير . مده استباشد به دست آبارگذاري محوري يكنواخت مي پانل كه داراي دو لبه با تكيه گاه ساده و
نتايج  .بررسي و نتايج با حل عددي مقايسه شده استبار كمانش  برزاويه قطاع پانل  پارامترهاي طول، شعاع و

شود كه البته تغييرات شعاع افزايش طول پانل و يا افزايش شعاع پانل باعث كاهش بار كمانش ميدهد ن مينشا
ه به دست آمد 2يك ضريب تصحيح براي فرمول لورنزهمچنين  .دباشبار كمانش ميداراي اثر بيشتري بر روي 

                                                                                                                            .       است

با روش  ايپيچشي پوسته استوانه يدر كار خود به بررسي كمانش ديناميك )2010(]28[زينشنگ وهمكاران
در مسئله اختلاف عمده اين مقاله با ديگر كارهاي انجام شده در اين زمينه وجود پارامتر زمان  .اندپرداخته عددي

در اين  .شده استاست كه باعث تبديل پروسه از يك مسئله كمانش استاتيكي به يك مسئله كمانش ديناميكي 
اول شكل مدهاي پيچشي محلي و ديگري  :شودمقاله كمانش پوسته به دو دسته كلي از نظر شكل مد تقسيم مي

بندي به واسطه زمان تقسيم. شده است انواع آن نشان داده )4-1(باشد كه در شكلشكل مدهاي مارپيچي مي
مدت زمان انتشار موج برشي كوتاه يا بلند باشد شكل مد  هنگامي كه .به وجود آمده است 3انتشار موج برشي

در اين شكل كاملا واضح است كه با زياد شدن .گيردكمانش دو حالت پيچشي محلي و يا مارپيچ را به خود مي
- ته از يك حالت محلي به يك حالت عمومي در تمام طول پوسته تبديل ميزمان انتشار موج شكل كمانش پوس

                                                                                                                               .    شود

                                                            
1 Knockdown Factors 
2 Lorens Formula 
3 Propagation Of Shear Wave  
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هاي مختلفشكل مد كمانش با زمان انتشار موج) 4- 1(شكل  

:بنديعجم)1-9  

اي بوده و ها شد كه اكثر آنها پوسته استوانهو تئوري در زمينه پوسته در اين فصل مروري اجمالي به چند مقاله
هاي مختلف اهميت زيادي داشته و در اكثر هاي هندسي در حالتوجود نقص. باشندداراي جنس الاستيك مي

هاي جديد به سمت مواد نو مانند مواد مركب و لهها در مقاجنس پوسته. ها به آن پرداخته شده استمقاله
FGM هاي عددي براي حل معادلات استفاده شده است و در اغلب در اكثر مقالات از روش. پيش رفته است

اي مشاهده در مجموع در هيچ مقاله .كارمن استفاده شده است-هاي غير خطي مانند دانل و يا فنموارد از تئوري
در اين . نش با استفاده از تئوري تغيير شكل برشي و به روش تحليلي به دست آمده باشدنشده است كه بار كما

                                             .                           پايان نامه بار كمانش با اين روش به دست آمده است

 

 

 

 

 

 

 



20 
 

ومدفصل   

 

 

 

  تعادل و پايداري استخراج معادلات

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 



21 
 

:مقدمه)1- 2  

تئوري تغيير شكل برشي  انرژي و با در نظر گرفتن معادلات تعادل و پايداري با استفاده از روش فصلدر اين 
                                                                                                    .آمده استمرتبه اول به دست 

:كل برشيتئوري تغيير ش)2- 2  

:باشدمي )1- 2(رابطهبه صورت  براي هر نقطه پوسته ميدان جابجايي   

ݑ ൌ ,ݔሺݑ ,ݕ ,ݖ ,  ሻݐ ݒ ൌ ,ݔሺݒ ,ݕ ,ݖ ,  ሻݐ ݓ ൌ ,ݔሺݓ ,ݕ ,ݖ ሻݐ  )١- ٢(                                  

 استاي عمود بردر ر zپارامتر . زمان است tبوده و  zو  yو  xبه ترتيب جابجايي در جهت  wو vو  uكه در آن 
در واقع به كمك  .آيندبه دست مي) 1- 2(رابطه بسط تيلور با ها در اين تئوريجابجايي .باشدپوسته مي ضخامت

                                                                                              :شودنتيجه مي z=0بسط حول نقطه 

,ݔሺݑ ,ݕ ,ݖ ሻݐ ൌ ,ݔሺݑ ,ݕ 0, ሻݐ  ݖ
డ௨

డ௭
|௭ୀ 

௭మ

ଶ!

డమ௨

డ௭మ
|௭ୀ                                         ڮ

,ݔሺݒ ,ݕ ,ݖ ሻݐ ൌ ,ݔሺݒ ,ݕ 0, ሻݐ  ݖ
డ௩

డ௭
|௭ୀ 

௭మ

ଶ!

డమ௩

డ௭మ
|௭ୀ                                         ڮ

,ݔሺݓ ,ݕ ,ݖ ሻݐ ൌ ,ݔሺݓ ,ݕ 0, ሻݐ  ݖ
డ௪

డ௭
|௭ୀ 

௭మ

ଶ!

డమ௪

డ௭మ
|௭ୀ  ڮ  )٢- ٢(                             

توان به صورت روابط بالا را، با در نظر گرفتن اين كه كدام مرتبه تئوري تغيير شكل برشي مورد نظر است مي
:          نوشت )3-2(ابطهتوان ميدان جابجايي را به صورت رميول براي مثال در مورد مرتبه ا. ساده تري نوشت

                                                                     

,ݔሺݑ ,ݕ ,ݖ ሻݐ ൌ ,ݔሺݑ ,ݕ ሻݐ  ,ݔଵሺݑݖ ,ݕ ሻݐ                                                          

,ݔሺݒ ,ݕ ,ݖ ሻݐ ൌ ,ݔሺݒ ,ݕ ሻݐ  ,ݔଵሺݒݖ ,ݕ ሻݐ                                                           

,ݔሺݓ ,ݕ ,ݖ ሻݐ ൌ ,ݔሺݓ ,ݕ ሻݐ  ,ݔଵሺݓݖ ,ݕ ሻݐ  )٣- ٢(                                                 

تقريب زده شده  zاي از صورت يك چند جملهبا توجه به تعاريف بالا كاملا مشخص است كه ميدان جابجايي به 
استفاده  هابراي تعريف جابجايي zاي بر حسب تئوري تغيير شكل برشي از تقريب چندجمله در در واقع. است
با توجه به  .توان مرتبه تئوري را تعيين كرداي ميدر تقريب چندجمله zكه با توجه به بالاترين توان  شودمي
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كه اين موضوع كمك  ،بوده zمستقل از  zكاملا مشخص است كه ضرايب  ،ان جابجايينهايي تعريف ميد شكل
در تئوري مرتبه اول تغيير . كندكرده و عملا يكي از متغيرهاي مسئله را حذف ميبسيار زيادي در محاسبات 

                                             .شودتقريب زده مي zميدان جابجايي به صورت تابعي خطي از  ،شكل برشي

 

اي محورهاي مختصات براي پوسته استوانه) 1- 2(شكل  

ميدان جابجايي با استفاده از تئوري مرتبه اول تغيير شكل ) 1- 2(براي پوسته با محورهاي تعريف شده در شكل
                                                                                : شده استتعريف  )4- 2(رابطهبه صورت  برشي

ݑ ൌ ,ݔሺݑ ሻߠ  ,ݔଵሺݑݖ ሻߠ                                                                                               
ݒ ൌ ,ݔሺݒ ሻߠ  ,ݔଵሺݒݖ ሻߠ                                                                                                
ݓ ൌ ,ݔሺݓ ሻߠ  )٢ -۴(                                                                                            

  

در شكل مشخص  xөzبوده وهركدام از محورهاي  zو  өو  xبه ترتيب جابجايي در جهت  wو  vو  uكه در آن 
- از اين فرض در بسياري از مراجع استفاده مي .فرض شده است өو  xتنها تابعي از  wبالا  در روابط .باشندمي

   .                                                                                                                            ]1[شود
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:استخراج معادلات تعادل)3- 2   

. محاسبه كردها را كرنش توان، ميبا استفاده از روابط سينماتيكي مناسب و ميدان جابجاييبا داشتن  
            :كندميبيان ) 5- 2(رابطه به صورت را 1اينسور كرنش گرين در دستگاه مختصات استوانهات ]2[آمابيلي

ߝ ൌ
ଵ

ଶ
∑ ଵ

ඥ

ଵ

ඥೕೕ
ሺడೖ
డ௫

డೖ
డ௫ೕ

െ ݃ሻߜ
ଷ
ୀଵ   )2-5(                                                                         

-2(اي به صورت رابطهدر دستگاه مختصات استوانه aبوده و پارامتر  2نسور متريك اقليدسيات  gدر معادلات بالا 
                                                                                                                   :شودتعريف مي) 6

ܽଵ ൌ x  u                                                                                                                  
ܽଶ ൌ ݎ sin ߠ  ݓ sin ߠ  ݒ cos ߠ                                                                               
ܽଷ ൌ ݎ cos ߠ  ݓ cos ߠ െ ݒ sin ߠ )2-6(                                                                      

:باشدمي )7- 2(رابطهنيز براي اين دستگاه مختصات به صورت  gنسور امقادير ت  

gଵଵ ൌ 1 , gଶଶ ൌ rଶ , gଷଷ ൌ 1  )2-7(                                                                                 

به صورت  )5-2(توان روابط كرنش جابجايي را از رابطهمي )7- 2(تا  )5-2(با توجه به تعاريف بالا و روابط
نسور كرنش گرين را اهاي مربوط به تجملهآورد كه اين روابط كلي ترين حالت بوده و تمام به دست  )8- 2(رابطه

تري از اين معادلات را به هاي اضافي شكل سادهجملهتوان با حذف شود كه در حالات مختلف ميشامل مي
                             :                 زير استدر نهايت حالت كلي روابط كرنش جابجايي به صورت  .دست آورد
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ቁቃ )2-8(                         

                                                       :ارتباط دارند با هم )9-2(به صورت رابطه rو  zدر تمامي روابط بالا 
                                                            
1 Green’s Strain Tensor In Cylindrical Coordinates 
2 Euclidean Metric Tensor 
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ݎ     ൌ ܴ  ,   ݖ
డ

డ
ൌ

డ

డ௭
 )2-9(                                                                                            

 .شودمثبت فرض مي) عمود بر صفحه مياني(رجحه مياني به طرف خااز صف zشعاع صفحه مياني بوده و  Rكه 
، زيرا شودمي تا حد امكان ساده سازي )8-2(در ادامه با بيان يك سري فرضيات روابط بيان شده در رابطه

                          .   سازدغير ممكن مي بسيار دشوار يابه روش تحليلي  رااستفاده از اين روابط حل معادلات 

با توجه به هندسه و . باشدكه در اينجا مورد استفاده قرار گرفته است فرض تقارن محوري مياولين فرضي 
توان از اين فرض كه كمك بسياري در ساده سازي بارگذاري متقارن و جنس ايزوتروپيك و همسانگرد پوسته مي

وده و از پارامتر صفر ب θها نسبت به فرض تقارن محوري تمامي مشتق در. كند استفاده كردمعادلات مي
                                                                                     :شودجابجايي در اين راستا چشم پوشي مي

ப

ப
ൌ ݒ  و  0 ൌ 0  )2-10(                                                                                                     

      :          شوندها به صورت زير اصلاح ميييبنابراين جابجا و باشندنمي θها ديگر تابعي از جابجاييهمچنين 

ݑ ൌ ሻݔሺݑ  ሻݔଵሺݑݖ                                                                                                
ݒ ൌ 0                                                                                                                          
ݓ ൌ ሻݔሺݓ )١١- ٢(                                                                                            

پوسته مورد نظر نازك و فرضيات پوسته . نج به سه كاهش يافته استتعداد مجهولات مسئله از پ يات،با اين فرض
 در مقايسه با مشتقات مرتبه اول آن )u(جابجايي در راستاي طولي  مشتقات مرتبه دوم .نازك صادق است

هاي غير خطي بر اساس جابجايي جملهجابجايي تمامي  - و در روابط كرنش و قابل صرفنظر است كوچك بوده
                                                                      ).    كارمن-روابط سينماتيك فن(باشدمي) w(شعاعي 

هاي جملهولي باز هم وجود  .كندجابجايي را ساده مي –استفاده از فرضيات بالا تا حد زيادي معادلات كرنش 
 1هاي بزرگر اين تحقيق فرض بر اساس تغيير شكلبا توجه به اينكه د .استمشهود غير خطي در اين معادلات 

 جابجايي به –در نهايت پس از ساده سازي، روابط كرنش  .نيستحذف  قابلهاي غير خطي جملهباشد، مي
                                                                                                                     :زير است صورت

                                    

                                                            
1 Large Deformation 
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ߝ ൌ 0                                                                                                                        
௫ఏߛ ൌ 0                                                                                                                        

௫ߛ ൌ
డ௨

డ௭


డ௪

డ௫
                                                                                                             

ఏߛ ൌ 0  )2-12(                                                                                                              

حاصل  )13- 2(رابطه zبر حسب  rجايگزينيو  فوقدر معادلات ) 11- 2(با جايگذاري ميدان جابجايي از رابطه
                       :باشدجابجايي براي پوسته نازك تحت شرايط متقارن محوري مي –، كه ميدان كرنش شودمي

௫ߝ ൌ
ௗ௨బ
ௗ௫

 ݖ
ௗ௨భ
ௗ௫


ଵ

ଶ
ቀ
ௗ௪బ

ௗ௫
ቁ
ଶ

                                                                                      

ఏߝ ൌ
ଵ

ோା௭
ݓ                                                                                                                  

௫௭ߛ ൌ
ௗ௪బ

ௗ௫
 ଵݑ                                                                                                               

௭ߝ ൌ ௫ఏߛ ൌ ఏ௭ߛ ൌ 0    )2-13(                                                                                          

بر طبق اين اصل  .استفاده شده است 1براي به دست آوردن معادلات حاكم بر پوسته از روش اصل كار مجازي
                              :با تغييرات كار انجام شده توسط نيروهاي خارجي يكسان است كرنشي تغييرات انرژي

δܷ ൌ  ܹߜ

:عبارتست ازانرژي كرنشي  .كار نيروهاي خارجي است Wانرژي كرنشي و  Uكه در رابطه فوق   

ܷ ൌܸ݀כܷ                                                                                                              
ܸ݀ൌݔ݀ߠ݀ݎ݀ݎൌሺܴ                                                                                     ݔ݀ߠ݀ݖሻ݀ݖ
כܷ ൌ

ଵ

ଶ
ሺߪ௫ߝ௫  ఏߝఏߪ  ௭ߝ௭ߪ  ߬௫௭ߛ௫௭  ߬௫ఏߛ௫ఏ  ߬ఏ௭ߛఏ௭ሻ    )2-14(                            

كه در  شودتعريف مي )15- 2(كار نيروهاي خارجي با رابطه .دانسيته انرژي كرنشي است U*كه در رابطه فوق 
و از نظر ابعادي با مدول يانگ و  استكه واحد آن نيوتن بر متر مربع  بوده خارجي محوري نيروي فشار Pآن 

                                                                                                                .باشدمي مشابهتنش 

                                                            
1 Virtual Work Principle 
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ܹ ൌ ݖ݀ߠ݀ݎሻݑሺܲ ൌ ݑሺܲ  ଵሻሺܴݑݖ  ݖ݀ߠሻ݀ݖ ൌ  ቀܲݑܴ݄ 
௨భయ

ଵଶ
ቁ      ߠ݀ )2-15(               

:گيردها در بالا در محدوده زير صورت ميانتگرال گيري  

െ


ଶ
 ݖ 



ଶ
   , 0  ݔ  ݈  , 0  ߠ  ߨ2   )2-16(                                                                                               

:شودبيان مي) 17- 2(تغييرات انرژي كرنشي و كار نيروهاي خارجي به صورت رابطه  

ܷߜ ൌ ௫ߝߜ௫ߪሺܴߨ2  ఏߝߜఏߪ  ߬௫௭ߛߜ௫௭ሻ ቀ1 
௭

ோ
ቁ                                         ݖ݀ݔ݀

ݑߜቀܴ݄ܲൌܹߜ 
య

ଵଶ
ଵቁݑߜ ߠ݀  )2-17(                                                                          

    

:باشندمي )18- 2(ها به صورت رابطهمقادير تغييرات كرنش  

δε௫ ൌ δ ቀ
ୢ୳బ
ୢ୶
ቁ  zδ ቀ

ୢ୳భ
ୢ୶
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ቁ                                                                      
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ଵ

ோା௭
                     ݓߜ                                                                                                                   

௫௭ߛߜ ൌ ߜ ቀ
ୢ୵బ

ୢ୶
ቁ                                                                                                 ଵݑߜ )2-18(  

- به دست ميته معادلات حاكم بر پوس و با استفاده از مشتقات جز به جز )18-2(و  )17-2(با استفاده از روابط

:آيد  

െ
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ൌ 0                                                                                                                     
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ௗ௪బ
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െ

ௗொೣ
ௗ௫

ൌ 0                  )2-19(                                                              
:شوندبيان مي )20-2( ا رابطهها بباشند كه اين منتجههاي تنش ميبر حسب منتجه )19-2( معادلات رابطه   
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-بعد از نوشتن تنش .به سادگي بيان كرد )21-2(ها با استفاده از رابطهتوان بر حسب كرنشها را ميمقادير تنش 

ها ها آنها را نيز بر حسب كرنشجايگذاري اين روابط در معادلات مربوط به منتجه توان باها بر حسب كرنش مي
ها مرتب كرد كه در نتيجه تمامي معادلات را بر حسب جابجايي )13- 2(نوشت و در نهايت با استفاده از رابطه

همگن در ناحيه  براي يك ماده .شودتبديل به يك دستگاه سه معادله و سه مجهول مي )19-2(دستگاه معادلات 
                                                                                 :       الاستيك، روابط هوك به شكل زير است

σ୶ ൌ αሾሺ1 െ νሻε୶  νεሿ                                                                                              
σ ൌ αሾሺ1 െ νሻε  νε୶ሿ                                                                                              
τ୶ ൌ Gγ୶                                                                                                                     

ߙ ൌ
ா

ሺଵାఔሻሺଵିଶఔሻ
  , ܩ ൌ

ா

ଶሺଵାఔሻ
)2-21(                                                                                

- به ترتيب مدول الاستيسيته، مدول برشي الاستيسيته و ضريب پواسون مي νو  Gو E، عبارات )21-2(در رابطه

) 19-2(مرتبط با رابطه شرايط مرزي مسئله،  .رنش استرابطه فوق، يك رابطه خطي بين تنش و ك .باشند
                                                                                                                             :عبارتند از

|௫ୀ,ݑN௫δܴߨ2  :1 െ 2πܴP݄δݑ|୶ୀ୪ ൌ 0                                                                    
          

ଵ|௫ୀ,ݑߜ௫ܯܴߨ2  :2 െ
ଶగయ

ଵଶ
ଵ|୶ୀ୪ݑߜܲ ൌ 0                                                                    

         
ܴߨ2  :3 ௫ܰ

ௗ௪బ

ௗ௫
|௫ୀ,ݓߜ  |௫ୀ,ݓߜ௫ܴܳߨ2 ൌ 0        )2-22(                                                           

- 2(توان به رابطهمي )22-2(و همچنين اولين شرط مرزي در رابطه )19- 2(با استفاده از معادله اول در رابطه
                          .جايگزين كرد )19- 2(در دستگاه معادلاتتوان اين رابطه را با اولين معادله مي و رسيد )23

୶ܰ ൌ Constant ൌ Ph  )2-23(                                                                                           

  :رد را به صورت زير اصلاح ك )19-2(توان دستگاه معادلاتمي )23- 2(با استفاده از رابطه  

௫ܰ ൌ ݄ܲ                                                                                                                         
ௗெೣ

ௗ௫
െ ܳ௫ ൌ 0                                                                                                                  

݄ܲ
ௗమ௪బ

ௗ௫మ
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ோ


ௗொೣ
ௗ௫

ൌ 0  )2-24(                                                                                        
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- ا بر حسب كرنشهاي تنش رشود تا بتوان منتجهباعث مي )20- 2( در معادلات مربوط )21-2(جايگذاري روابط

ها ها بر حسب جابجاييدر معادلات اخير، مقادير منتجه )13- 2(ها از رابطهسپس با جايگذاري كرنش .ها نوشت
منجر به يك  )24- 2(در رابطه) ها بر حسب ميدان جابجاييمنتجه( جايگذاري اين معادلات. شوندمشخص مي

                                                                     .شودمي 1uو  0uو  0wدستگاه سه معادله با سه مجهول 
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ቁ ൌ 0  )2-25(                                                                                                   

.باشد، معادلات تعادل حاكم بر پوسته نازك با فرضيات ذكر شده مي)25-2(معادلات رابطه  

:استخراج معادلات پايداري)4- 2   

اي قبل از كمانش و يكي لحظه .شوددو بخش تقسيم ميها به براي به دست آوردن معادلات پايداري، جابجايي
                                                      .                        اي بعد از كمانشدر حالت تعادل و ديگري لحظه

ܷ ൌ ݑ  , ଵݑ ଵܷ ൌ ݕ  , ଵݕ ܹ ൌ ݓ  ଵݓ )2-26(                                                                                            

0u ،0w ،0y 1وده وهاي نزديك تعادل بهمگي حالتu ،1w ،1y با در نظر . باشندنموهاي كوچك اختياري مي
توان معادلات مي )13-2(و  )21-2(و به كمك روابط  )20- 2(ها و جايگذاري آنها در رابطهگرفتن اين جابجايي

 ،XΔΝ ،θΔΝعبارات  )27- 2(در رابطه. دوباره بازنويسي كرد )27-2(ها را به صورت رابطهمربوط به منتجه

XMΔ، XQΔ 1هاي با جابجايي متناظر نموهايu ،1w 1وy  هاي اضافي جملهكه از حذف يك سري  .باشندمي
، 1XΝ ،1θΝ با) 28-2(تري براي آنها رسيد كه در روابطتوان به شكل سادهغير خطي بسيار كوچك در آنها مي

1XM ،1XQ 3[ اندشده مشخص[.                                                                                              
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ሻ   )2-27(                                             

دلخواه در زمان  باشد و پارامترهاي با انديس يك بيانگر نموپارامترها با انديس صفر بيانگر حالت تعادل مي
توان به اين نكته اشاره كرد كه تغيير شكل پوسته براي درك بهتر اين مطلب مي. باشدكوچكي بعد از تعادل مي

-مي ي تعادليهاها با انديس صفر همين جابجاييباشد و منظور از جابجاييمي) 2-2(بعد از بارگذاري مانند شكل

ها با انديس شود بار كمانش بوده و جابجاييسته از اين حالت ميباشد اما حداقل باري كه باعث خارج شدن پو
                   .                                                                              باشديك مربوط به اين حالت مي

تغيير شكل پوسته پس از بارگذاري) 2-2(شكل   
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توان مي و استفاده از رابطه تعادل هاي صفر و يكبر حسب انديس )27-2(ابطهجداسازي عبارات مربوط به ر با
به دليل  1u ،1w ،1yو مرتبه بالاتر از  توان دوهاي عبارت از. را براي نموهاي متناظر به دست آورد )28-2(روابط 

                                                                                                       .صرفنظر شده استكوچكي 

௫ܰଵ ൌ ሺ1݄ߙ െ ሻߥ ௗ௨భ
ௗ௫

 ఈሺଵିఔሻ

ଶ
ቀ2 ௗ௪బ
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ௗ௪భ
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ቁ  ఈయሺଵିఔሻ

ଵଶோ

ௗ௬భ
ௗ௫

 ఈఔ

ோ
                                           ଵݓ

ఏܰଵ ൌ ሺ1ߙ െ ଵݓሻ݉ߥ  ݄ߥߙ ௗ௨భ
ௗ௫

 ఈఔ

ଶ
ቀ2 ௗ௪బ

ௗ௫

ௗ௪భ
ௗ௫
ቁ                                                                      

௫ଵܯ ൌ
ఈሺଵିఔሻయ

ଵଶ

ௗ௬భ
ௗ௫

 ఈሺଵିఔሻయ

ଵଶோ

ௗ௨భ
ௗ௫

 ఈሺଵିఔሻయ

ଶସோ
ቀ2 ௗ௪బ

ௗ௫

ௗ௪భ
ௗ௫
ቁ                                                              

ܳ௫ଵ ൌ ݄ܩ ቀௗ௪భ
ௗ௫

 ଵቁݕ  )2-28(                                                                                                 

- 2(را براي يك پوسته نازك به صورت رابطهتوان معادلات پايداري مي )28-2(و  )27- 2(حال به كمك روابط
                                                                               :                                            نوشت )29

௫ܰଵ ൌ 0                                                                                                                                            

െ ௗெೣభ

ௗ௫
 ܳ௫ଵ ൌ 0                                                                                                                              

െ ௫ܰ
ௗమ௪భ
ௗ௫మ

െ ௫ܰଵ
ௗమ௪బ
ௗ௫మ

 ேഇభ
ோ
െ ௗொೣభ

ௗ௫
ൌ 0 )2-29(                                                                                

ها و مقالات به آنها اشاره شده هاي ديگري نيز و جود دارد كه در كتاببراي استخراج معادلات پايداري روش
  .                                                                              ]3[شودفوق، بيشتر استفاده مي روشاما  .است

به دست آورد  )30- 2(توان معادلات پايداري را به صورت رابطهمي )29-2(در رابطه )28- 2(با جايگذاري رابطه
                                                           .باشدا ميهكه در اين رابطه معادلات پايداري بر حسب جابجايي

ሺ1݄ߙ .1 െ ሻߥ ௗ௨భ
ௗ௫
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ଵଶோ

ௗమ௨భ
ௗ௫మ
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ௗ௫

ௗ௪భ
ௗ௫
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3. ቆ݄ߙሺ1 െ ሻߥ ௗ௨బ
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ଵଶோ
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ௗ௫మ
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ோ
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ோ

ௗ௨భ
ௗ௫
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ௗ௫
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మ௪భ
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ௗ௫
ቁ ൌ 0  )2-30(                                                                                       
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 ،)]16[و]17[(شده است هاي استخراج معادلات پايداري كه در برخي مقالات به آن اشارهيكي ديگر از روش
انرژي پتانسيل كل پوسته باشد  Vبه اين ترتيب كه اگر  .باشداستفاده از بسط تيلور انرژي كرنشي كل مي

و به كمك حداقل انرژي پتانسيل، معادلات تعادل و  نوشت )31- 2(به صورت رابطه آن را بسط تيلور توانمي
معادلات تعادل به  ،تداي اين فصل به كمك همين روشدر واقع در اب. دمعادلات پايداري را به دست آور

، جمله اول بسط بيانگر حالت تعادل بوده و جمله دوم آن )30- 2(در اين روش با توجه به رابطه. مددست آ
تر است اين روش براي بررسي پايداري سازه مناسب. باشدبيانگر حالت نزديك به تعادل يا همان پايداري مي

محاسبه براي انجام اين روش با . كرد بررسيتوان حالت پايداري سازه را به راحتي مي آنبا استفاده از  و
براي استخراج معادلات پايداري لازم است كه  آيد وبه دست ميمعادلات تعادل  ،انرژي پتانسيل كل تغييرات

                                                                            :     از انرژي پتانسيل كل گرفتوريشنال دوم 

∆ܸ ൌ ܸߜ 
ଵ

ଶ!
ଶܸߜ 

ଵ

ଷ!
ଷܸߜ ڮ )2-31(                                                                   

:براي حالت تعادل سه وضعيت پيش خواهد آمد )31-2(با توجه به رابطه  

.ها پايدار خواهد بوداييتعادل براي تمام جابج باشد V2δ<  0اگر : الف  

.تعادل براي حداقل يك دسته جابجايي قابل قبول، ناپايدار خواهد بود باشد V2δ>  0اگر : ب  

.گيردنيز براي استخراج معادلات پايداري مورد استفاده قرار مي V2δ=  0وضعيت : ج  

 

:بنديجمع)5- 2  

رژي و به كمك تئوري تغيير شكل برشي مرتبه اول در اين فصل معادلات تعادل و پايداري با استفاده از روش ان
با . كارمن براي روابط سينماتيك استفاده شده است-به دست آمد كه براي اين كار از تئوري غير خطي فن

در نهايت معادلات تعادل و پايداري كه يك . استفاده از يك سري فرضيات معادلات تا حد امكان ساده شده است
.                                                                    باشد به دست آمده استي ميدستگاه معادلات غير خط  
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سومفصل   

 

 

 

به روش تحليلي  حل معادلات  
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:مقدمه)3-1  

براي به دست . بصورت تحليلي حل شوند ،در اين فصل سعي شده است معادلات به دست آمده در فصل قبل
كمانش لازم است ابتدا معادلات تعادل را حل كرده و سپس با استفاده از حل مسئله مقدار ويژه آوردن بار 

حل تحليلي به كمك تئوري اغتشاشات و تئوري معادلات  .بار كمانش را به دست آورد ،معادلات پايداري
.        ه شده استدر پيوست الف، مختصري در مورد تئوري اغتشاشات توضيح داد. ديفرانسيل، انجام شده است  

:حل معادلات تعادل)3-2  

بعد معادلات را به ابتدا بايد شكل بي، براي حل معادلات به دست آمده در فصل قبل به روش تئوري اغتشاشات
نكته قابل توجه در اين تحقيق در مقايسه با ديگر كارهاي انجام شده در اين زمينه، اين است كه، در . دست آورد

، حاصل شودبعد شدن حل شده تا بار كمانش ت از همان ابتدا به صورت مستقيم پس از بياين تحقيق معادلا
به  حل شده و در نهايت يك معادله جبري هابا روش سري ابتدا معادلات ]27[ولي در مقالات ديگر مانند مرجع

تئوري اغتشاشات  با روش اين معادله جبري. شودكه حل آن منجر به، استخراج بار كمانش مي دست آمده است
بعد در نياز به تعريف پارامترهاي بي بعد سازيبيبراي . آمده استحل شده و بار كمانش از حل آن به دست 

 هستندبعد ي بييپارامترها) 1- 3(دار، در رابطهپارامترهاي ستاره. اندآورده شده) 1-3( روابط كه در استمسئله 
                                                                      .    شونديمكه معادلات در نهايت بر حسب آنها نوشته 

כݑ ൌ
௨బ
బ
  , כ݄ ൌ 

బ
  , כܴ ൌ ோ

ோబ
  , כݓ ൌ

௪బ
బ
  , כଵݑ ൌ ,  ଵݑ

ଵ


ൌ ோబబ

మ
 ,      ܼଵ ൌ ܼߝ ൌ 

ோబ
  , ߚ ൌ

ଵିଶఔ

ଶሺଵିఔሻ
   , ோబ


ൌ ଵ

ఌ
  , ோబ
బ
ൌ ଵ

ఌమ
  , כݔ ൌ ௫


  , ߝ ൌ బ


  , כܲ ൌ 

ሺଵିఔሻఈ
  ,݉ ൌ ln ோା/ଶ

ோି/ଶ
  )3-1(                  

ل، شعاع و ضريب مدول الاستيسيته، ضخامت، طو به ترتيب νو E ،h ،l ،Rپارامترهاي ) 1-3(در رابطه  
پارامتري  εضريبي از پارامتر بتدورف است و  zبه ترتيب شعاع و ضخامت شاخص و  h0و  R0 .باشندپواسون مي
                                                                                          .شودبعد فرض ميكوچك و بي

پس از جايگذاري و ساده . بعد معادلات تعادل رسيدتوان به شكل بيمي) 25-2( در) 1-3(جايگذاري روابط با 
                                     .به دست آورد) 2- 3( رابطه شكلبعد معادلات تعادل را به توان شكل بيسازي مي
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כ

ୢ୶כమ


ୢ୳భכ

ୢ୶כ
ቁ ൌ 0 )3-2(                                                                           

-3(در دستگاه معادلات  زيرتبديل  از براي ساده سازي شكل معادلات و همچنين بهبود شكل دستگاه معادلات،
                                                                                                          :      شودجايگزين مي) 2

ܸ ൌ ߝ
ௗ௨బכ

ௗ௫כ
  )3-3 (                                                                                                      

:شودنتيجه مي فوق تبديل استفاده از با  

 

1. RכhכV  Rכ୦כ
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ቁ ൌ 0  )3-4(                                                                                                    

با اعمال تغيير متغير زير شكل . باشدمي) 25- 2(معادلات رابطهبعد شده شكل بي) 4-3(معادلات رابطه
                                                                        :شودتبديل مي) 5- 3(به صورت رابطه ) 4-3(معادلات

                                                                        

η ൌ
୶כ

க
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ൌ 0  )3-5(                                                                                       

توان حل دقيقي براي آن باشد كه مييك دستگاه معادلات غير خطي با ضرايب ثابت مي) 5-3(دستگاه معادلات
* را بر حسب Vتوان پيدا كرد به اين ترتيب كه از معادله اول مي

0w  و*
1u  به دست آورد و با جايگذاري آن در

توان آن را حل كرد و با رسيد كه مي 1uو  0wمعادلات دوم و سوم به يك دستگاه معادلات خطي بر حسب 
اما نكته  .را نيز به دست آورد Vاعمال شرايط مرزي پاسخ را تعيين كرد و در نهايت با جايگذاري در رابطه اول 

بار ( P*بايد معادلات تعادل به صورت پارامتري بر حسب  باشدبار كمانش  هدف، تعييناين است كه اگر 
شود و جايگذاري آن در معادلات پايداري مسئله را بسيار كه در نتيجه پاسخ بسيار پيچيده مي شودحل ) كمانش

لات براي حل معاد به همين خاطر از تئوري اغتشاشات .سازدپيچيده كرده و تقريبا حل آن را غير ممكن مي
دهد كه حل مرتبه صفر معادلات تعادل براي استخراج بار كمانش كفايت نتايج نشان مي .شودمياستفاده  تعادل

 )5-3(در معادلات) 6- 3(ها به صورت رابطهبراي شروع حل با روش تئوري اغتشاشات، ابتدا جابجايي .كندمي
هاي جملات با مرتبهشده و مرتب  εتوان هر معادله در دستگاه معادلات بر حسب  سپس. شوندميجايگذاري 

                                                                                                        .   شوندميمختلف مشخص 

ܸሺߟሻ ൌ ߶ሺߟሻ  ሻߟଵሺ߶ߝ                                                                                              
ሻߟሺכݓ ൌ ߰ሺߟሻ                                                                                           ሻߟଵሺ߰ߝ
ሻߟሺכଵݑ ൌ ሻߟሺߣ  ሻߟଵሺߣߝ    )3-6(                                                                                    
  

0ψ ،1ψ ،0φ ،1φ ،0λ  1وλ جملات مرتبه صفر دستگاه معادلات  .توابع مجهولي هستند كه بايد تعيين شوند
                                                                                                               :             عبارتند از
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:شرايط مرزي مسئله عبارتند از  

ߟ  ݐܽ ൌ 0      ሺ0ሻߣ ൌ ߰ሺ0ሻ ൌ 0                                                                           
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ଵ

ఌ
      ߣ ቀ

ଵ

ఌ
ቁ ൌ ߰ ቀ

ଵ

ఌ
ቁ ൌ 0  )3-8(                                                                  

در معادله دوم  0λ، حال يدآبه دست مي 0ψبر حسب  0λ بار انتگرال گرفته و از آناز معادله سوم يك  براي حل،
          :آيدبه دست مي 0ψاز حل اين معادله  و است 0ψ يك معادله با يك مجهول شود كه نتيجهميجايگذاري 

߰ ൌ
୦כඥଷPכାଷஒ
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൭Cଵe

൬
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כඥయPכశయಊ
൰
൱ 

Cయ
Rכ୦כPכ

η  Cସ        )3-9(                                  

سپس از معادله اول  .را به دست آورد 0λتوان در رابطه به دست آمده در مرحله قبل، مي 0ψحال با جايگذاري  

0φ ثابت  با تعدادي ضريبايت جملات مرتبه صفر معادله حل شده و پاسخي در نه. توان استخراج كردرا نيز مي

                                           .آيندآيد كه اين ضرايب ثابت از اعمال شرايط مرزي به دست ميبه دست مي

آمده در  هاي به دست، بايد به كمك اعمال شرايط مرزي بر روي پاسخدست آوردن بار پيش كمانش براي به
باشند، عمل كرد به اين ترتيب كه با اعمال شرايط مرزي مناسب به هاي نامعين ميمرحله قبل كه بر حسب ثابت

، يك دستگاه چهار معادله با چهار مجهول تشكيل داده كه از برابر صفر قرار دادن )22-2(رابطه دست آمده از 
آيد كه با حل آن بار پيش كمانش مرتبه صفر دست ميبه  P*دترمينان ضرايب اين دستگاه يك معادله بر حسب 

                                 .باشدآيد كه البته اين مقدار بسيار كوچكتر از بار كمانش واقعي پوسته ميبه دست مي

ي هاي به دست آمده از دستگاه مرتبه صفر و تشكيل دستگاه معادلاتدر پاسخ )8-3(با اعمال شرايط مرزي رابطه
باشند و برابر صفر قرار دادن ماتريس ضرايب دستگاه، معادله ها ميكه مجهولات آن ضرايب ثابت در پاسخ

.                 آيدست ميآيد كه از حل آن بار پيش كمانش مرتبه صفر به دبه دست مي )10-3(مشخصه رابطه  

ሺെ2βε  kܲכ  kβሻ݁ቀ
ౡ
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ౡ

ቁ  4βε ൌ 0                      

݇ ൌ
ଶ

כ
ට

ଷכఉ

ሺכାఉሻ
 )3-10(                                                                                                 

 

مرتبه  حل. حل شده است Maple13نرم افزار  به كمكباشد كه يك معادله ضمني مي )10- 3(معادله رابطه
و  0ψ ،0φ شود با اين تفاوت كه در اين مرحله معادلات شامليك معادلات تعادل نيز به همين ترتيب انجام مي
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0λ معادلات مرتبه يك تعادل به . هاي مرحله قبل جايگذاري كردباشد كه بايد مقادير آنها را بر حسب پاسخمي
                         .آيدمعادلات تعادل به دست مي كه از حل آن پاسخ مرتبه يك باشدمي )11- 3(صورت رابطه
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:حل معادلات پايداري)3-3  

هاي مرحله قبل معادلات پايداري به دست آمده در فصل قبل ر كمانش بايد به كمك پاسخحال براي استخراج با
 .دباشند به دست آوررا كه حل معادلات تعادل مي 0wو  0v ،0yبراي اين كار ابتدا بايد مقادير  .كردرا حل 

قدار خيز و جابجايي تنها م مدپاسخي كه در مرحله قبل به عنوان حل مرتبه صفر ويك معادلات تعادل به دست آ
-براي حل معادلات پايداري بايد پاسخ .براي حل معادلات پايداري از آن استفاده نشده استكه  بودطولي پوسته 

كه همان بار كمانش است را  P*تا بتوان از حل آنها مقدار ويژه  معلوم باشد P*هاي معادلات تعادل بر حسب بار 
در لحظه قبل از وقوع  zض كه جابجايي در جهت شعاعي يا همان جهت براي اين كار با اين فر .استخراج كرد

توان معادلات باشد ميكمانش صفر مي لحظهباشد در مقايسه با كمانش كه مربوط به حالت تعادل پوسته مي
در معادلات پايداري، به يك دستگاه با سه معادله و سه  P*تعادل را حل كرده و با جايگذاري آنها بر حسب 

- 2(رابطه(لازم به ذكر است كه در معادلات پايداري. باشندمي 1wو  1v  ،1yل رسيد كه مجهولات آن مجهو
استفاده شده است كه براي حل معادلات پايداري مانند  uاز  vبه دست آمده در فصل قبل به جاي  ))30

     .                    نوشت vسب توان تمام اين روابط را بر حمي )3- 3(تغيير متغيرمعادلات تعادل با استفاده از 

براي حل معادلات تعادل  )12-3(هاي رابطهتوان به پاسخمي )7-3(و حل معادلات رابطهتغييرات انجام شده با 
توان از حل معادلات مرتبه بايد توجه داشت كه در اينجا مي. باشدرسيد، كه همان حل معادلات مرتبه صفر مي

-نكار معادلات پايداري را بسيار طولاني و پيچيده كرده و حل آنها را غير ممكن مييك نيز استفاده كرد كه اي

      .                                                                                                                            سازد

߶ ൌ v ൌ pכ , ߰ ൌ w ൌ 0 , ߣ ൌ y ൌ 0 )3-12(                                              
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براي بي بعد  .شودباشد كه اين فرآيند مانند معادلات تعادل انجام ميبراي حل نياز به بي بعد كردن معادلات مي 
   .است آورده شده )13-3(بعد شده معادلات  در رابطهشكل بي. شوداستفاده مي )1- 3(روابط كردن معادلات از 
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.را به دست آورد )14-3(توان دستگاه معادلاتمي )13- 3(در معادلات رابطه )12- 3(با جايگذاري رابطه  
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-3(توان به شكل ماتريسي رابطهمي را كه يك دستگاه معادلات ديفرانسيل خطي است )14-3(دستگاه معادلات
                                                                                                                      :     نوشت )15
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باشد كه بايد در معادلات آن را اعمال كرد، نكته مهم كه بايد به آن اشاره كرد وجود ضريب تصحيح برشي مي
ضريب تصحيح  ،ضرب كرد كه به اين عدديك ضريب ثابت  را در Gبايد  )14- 3(براي اين كار در معادلات رابطه

ହدر اكثر مقالات مرجع اين مقدار  شده وبرشي گفته 


                                                                 .شودمير نظر گرفته د 

به عنوان حل  )16-3(به صورت رابطه Yبا تعريف بردار . داراي حل عمومي و خصوصي است) 15- 3(معادلات 
                                                                                :شودنتيجه مي) 15-3(عمومي و جايگزيني در 

ሼܻሽ ൌ ሼܥሽ݁ఎ      )3-16(                                                                                                  
ሺሾܣሿଶ݊ଶ  ሾܣሿଵ݊  ሾܣሿሻሼ݁ሽ ൌ ሼ0ሽ       )3-17(                                                                

 )17-3(باشد كه از برابر صفر قرار دادن دترمينان رابطهدر واقع مقدار ويژه مسئله مي n، پارامتر )17-3(در رابطه
به . اندقرينهدو به دو  ،باشد كه يكي از آنها صفر بوده و چهار مقدار ديگرآيد و داراي پنج ريشه ميبه دست مي

پس از به دست آوردن  .آيدبه دست مي) 17- 3(از جايگزيني درويژه يك بردار ويژه وجود دارد كه  ازاي هر مقدار
ضرايب ثابت بوده  5cو  1c ،2c ،3c ،4cنوشت كه در آن  )18- 3(توان پاسخ را به صورت رابطه بردارهاي ويژه مي

                                .باشنده ميبردارهاي ويژه متناظر با مقادير ويژه به دست آمد 5Vو  1V ،2V،3V ،4Vو 

 ሼܻሽ ൌ ܿଵ ଵܸ  ܿଶ ଶܸ݁భఎ  ܿଷ ଷܸ݁ିభఎ  ܿସ ସܸ݁మఎ  ܿହ ହܸ݁ିమఎ   )3-18(                
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، -1m ،1mر با مقادير ويژه صفر، به ترتيب بردارهاي ويژه متناظ 5Vو  1V ،2V،3V ،4Vلازم به ذكر است كه 
2m  2وm- 1هاي ضرايب ثابت. باشندميc  5تاc آيند ولي با توجه به مقدار با اعمال شرايط مرزي به دست مي

در نهايت براي استخراج بار كمانش بايد شرايط مرزي . باشدويژه بودن مسئله تعداد ضرايب از معادلات بيشتر مي
شود كه دو معادله از اين كرد كه منجر به يك دستگاه با پنج معادله و پنج مجهول ميرا بر روي معادلات اعمال 

نيز  P*توان ماتريس ضرايب را تشكيل داد، كه در اين ماتريس بار حال مي. باشنددستگاه به يكديگر وابسته مي
كه با حل آن بار  آيدبه دست مي P*اي بر حسب بار وجود دارد و با صفر قرار دادن دترمينان ضرايب معادله

حل اين معادلات براي نرم افزار به صورت پارامتري غير ممكن است . شودحاصل ميبحراني يا همان بار كمانش 
را با مقدار عددي آن جايگزين كرد و سپس ... و به همين خاطر بايد تمام پارامترها مانند طول، شعاع، ضخامت و

                                                             .تناظر بار كمانش رسيدمعادله را حل كرده تا به مقدار عددي م

:بنديجمع) 3-4  

در اين فصل حل معادلات تعادل و پايداري با استفاده از تئوري اغتشاشات و تئوري معادلات ديفرانسيل ارائه 
ت تعادل بود كه به همين خاطر ابتدا براي به دست آوردن پاسخ معادلات پايداري نياز به حل معادلا. شد

.                      آن تعيين گرديده است معادلات پايداري با استفاده از پاسخ معادلات تعادل حل شده و سپس  
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چهارمفصل   

 

 

 

 حل مسئله كمانش به روش عددي
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:مقدمه)4-1  

براي اين كار از نرم . شودمحاسبه مي1در اين فصل بار كمانش براي يك پوسته با استفاده از روش المان محدود
نرم افزار انسيس، يك نرم افزار قدرتمند بوده كه به روش عددي  .استفاده شده است 11افزار انسيس ويرايش 

و با استفاده از تحليل استاتيكي و تحليل مقدار ويژه آن،  آن مكمحاسبات خود را انجام داده و ما در اينجا به ك
                                                                 .    ايمبار كمانش و پاسخ معادلات تعادل را به دست آورده

:مدل سازي)4-2  

- سپس عمليات شبكه .يه سازي كردبراي به دست آوردن بار كمانش ابتدا بايد پوسته را در محيط انسيس شب

گاهي و بارگذاري مسئله را يك بار به صورت استاتيكي بندي را روي آن انجام داده و پس از اعمال شرايط تكيه
پوسته الاستيك همسانگرد و . حل كرد و در نهايت با حل مسئله مقدار ويژه بار كمانش نهايي را به دست آورد

                                :          ضريب پواسون آن در اين تحقيق عبارتند از مدول الاستيسيته و بوده و همگن

ܧ ൌ 2݁11ሺܲܽሻ, ߥ ൌ 0.3 

از اين المان شش درجه آزادي وجود دارد و هر المان با  2است كه در هر گره SHELL93 استفاده شده المان
) 1- 4(شكل  .را در خود دارد 3هاي بزرگجاييهمچنين اين المان قابليت اعمال جاب .شودهشت گره تعريف مي
                              :                                                                     ]29[دهداين المان را نشان مي

  در محيط انسيس SHELL93 المان) 1- 4(شكل

                                                            
1 Finite Element Method(FEM) 
2 Node 
3 Large Deflection 
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گاهي مورد نظر مشخص بارگذاري و شرايط تكيه بندي شده در محيط انسيس بايك مدل شبكه )2- 4(در شكل 
بندي المان در اين شبكه براي هر لبه از m 0.01 اندازه با استفاده از سعي و خطا مشخص شد كه  .شده است

                                                                                                                      .باشدمي مناسب

اي در محيط انسيسبندي شده يك پوسته استوانهمدل شبكه) 2- 4(شكل  

تواند حركت طولي مينيز گيردار بوده و تنها در جهت گاهي در يك طرف گيردار و در طرف ديگر شرايط تكيه
كه فشار وارد  هاي پوسته در تمام جهات مهار شده و در لبه ديگربراي اعمال اين شرايط در يك طرف لبه .كند
 بار اعمالي به صورت فشار وارد بر. پوسته مهار شده و قابليت حركت ندارد )شعاعي(xو  zشود تنها در جهات مي

از  هاي انجام شدهدر تحليل. باشد كه در نهايت بار كمانش به دست آمده نيوتن بر واحد طول استمي لبه بالايي
             :                                                                است هاي مختلف استفاده شدهابعاد زير در حالت

݈ ൌ 80ܿ݉ 

ܴ ൌ 20ܿ݉ 
݄ ൌ 1݉݉ 

هاي مختلف با ابعاد مختلف به بار كمانش براي تك تك حالت. شعاع پوسته است Rضخامت و  hطول،  lكه 
                                                 .استدست آمده است و نتايج حاصل روي نمودارهاي مختلف رسم شده 
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رسم ) 4-4(و ) 3-4(جابجايي براي نقطه وسط پوسته در شكل  -براي پوسته با مشخصات ذكر شده نمودار بار
.در اين نمودارها تغييرات جابجايي طولي و شعاعي در حالت استاتيك با افزايش بار رسم شده است. شده است  

 
غييرات جابجايي طولي براي نقطه وسط پوسته با افزايش بارت) 3- 4(شكل  

 

تغييرات جابجايي شعاعي براي نقطه وسط پوسته با افزايش بار) 4- 4(شكل  
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شكل مد كمانش آن از زواياي مختلف  سه) 5-4(است و در شكل  m/N597082 براي اين پوسته بار كمانش
                                  . )در هر سه مد كمانش( دهدرسم شده است كه كمانش متقارن محوري را نشان مي

                                                      

 
شكل مدهاي كمانش براي يك حالت خاص) 5- 4(شكل  

استفاده شده است كه يك المان دو بعدي بوده  PLANE82براي بررسي تغييرات در راستاي ضخامت از المان 
اين المان داراي هشت گره  .شده استاز اين المان استفاده  ،1اي مدل كردن پوسته در حالت متقارن محوريو بر

ها در طول مسيرها با تعريف مسيرهاي مورد نياز تغييرات جابجايي. ]31[باشدو در هر گره دو درجه آزادي مي
                                                                 :اين المان رسم شده است) 6-4(در شكل . به دست آمده است

   در محيط انسيس PLANE82المان ) 6- 4(شكل

 
                                                            
1 Axisymmetric 
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:بنديجمع)4-3  

براي مدل كردن پوسته . هاي استفاده شده و روش كار به طور مختصر توضيح داده شده استدر اين فصل المان
ردن نمودارهاي تغييرات جابجايي از المان و براي به دست آو SHELL93و استخراج بار كمانش از المان 

PLANE82  ستمشخصات هر المان در اين فصل توضيح داده شده ا .استفاده شده است                            .   
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پنجمفصل   

 

 

 

نتايج بررسي  
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:مقدمه)5-1  

و  شدهز روش عددي و چند مرجع ديگر مقايسه در اين بخش نتايج حاصل از روش تحليلي با نتايج حاصل ا
با رسم نمودارهاي مختلف ميزان اختلاف پاسخ تحليلي با همچنين  .شدميزان دقت پاسخ تحليلي بررسي خواهد 

             .             نتايج ديگر و همچنين تاثير پارامترهاي هندسي بر ميزان اين اختلاف نشان داده خواهد شد

تحليلي با حل عددي حل تايجمقايسه ن)5-2  

 ك پوستهمدول الاستي. قرار دارد Pتحت فشار محوري  Rو شعاع  h، ضخامت l اي به طولاي استوانهپوسته
Gpa200  موقعيت . شودلبه پاييني پوسته ثابت و فشار به لبه بالايي آن وارد مي. است 3/0و ضريب پواسون آن

                     .تعريف شده است "بعدفاصله بي"و در نمودارها با عنوان  l /x=*xو است  xطولي هر مقطع نسبت به لبه ثابت، 

و عددي ) حل دقيق(ليليو شعاعي براي دو حل تح صفحه مياني جابجايي طولي) 6- 5(تا ) 1-5(نمودارهاي در 
افزايش ضخامت تاثير چنداني بر پاسخ حل تحليلي شود مشاهده مي .با سه ضخامت متفاوت رسم شده است

شود، علت اصلي اين موضوع استفاده از تئوري ندارد به عبارت ديگر ميزان خطا با افزايش ضخامت زياد نمي
در واقع اثر برش عرضي را نيز در محاسبات خود منظور  تغيير شكل برشي است زيرا با در نظر گرفتن اين تئوري

. هاي نازك كاربرد نداردايم كه باعث بالا بردن ميزان دقت پاسخ تحليلي شده و ديگر پاسخ تنها براي پوستهكرده
اما بايد توجه داشت كه  .شودها ميدر واقع افزايش ضخامت باعث پررنگتر شدن تاثير عامل برش در جابجايي

ش ضخامت تا حدي مجاز است و براي مشخص شدن اين موضوع بايد تغييرات جابجايي طولي را در افزاي
ضخامت پوسته بررسي كرد كه به همين خاطر اين تغييرات در سه ضخامت مختلف يك، پنج و ده ميليمتر در 

ت يك شود در ضخامت يك فرض خطي بودن تغييرامشاهده مي. رسم شده است) 9-5(تا ) 7-5(نمودارهاي
در ضخامت پنج ميليمتر، تقريبا تغييرات خطي است و باز هم فرض خطي بودن تغييرات . فرض مناسب است

جابجايي . توان اين تغييرات را خطي فرض كرديك فرض مناسب است اما براي ضخامت ده ميليمتر ديگر نمي
ع در پاسخ عددي به وضوح به طولي در راستاي ضخامت تغييري ندارد به جز در نزديكي مرزها، كه اين موضو

شود در حالي كه در تئوري تغيير شكل خورد ولي در پاسخ تئوري كلاسيك اين تغييرات ديده نميچشم مي
تمامي اين تغييرات بر روي نمودارهاي . شودبرشي مرتبه اول اين تغييرات به صورت خطي در نظر گرفته مي

هاي ضخيم هاي بالاتر براي پوستهيير شكل برشي با مرتبهبه طور كلي تئوري تغ. رسم شده كاملا مشخص است
.                                                                        مناسبتر از تئوري مرتبه اول تغيير شكل برشي است  
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سه با حل عدديدر مقاي بعدبر حسب فاصله بي براي ضخامت يك ميليمتر صفحه مياني جابجايي طولي) 1- 5(شكل  

 

در مقايسه با حل عددي بعدبر حسب فاصله بي ميليمتر يكجابجايي شعاعي براي ضخامت ) 2- 5(شكل  
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در مقايسه با حل عددي بعدبر حسب فاصله بي ميليمتر پنجبراي ضخامت  صفحه مياني جابجايي طولي) 3- 5(شكل  

 

در مقايسه با حل عددي بعدفاصله بيبر حسب  جابجايي شعاعي براي ضخامت پنج ميليمتر) 4- 5(شكل  
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در مقايسه با حل عددي بعدبر حسب فاصله بي براي ضخامت ده ميليمتر صفحه مياني جابجايي طولي) 5- 5(شكل  

 
در مقايسه با حل عددي بعدبر حسب فاصله بي جابجايي شعاعي براي ضخامت ده ميليمتر) 6- 5(شكل  
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  ضخامت يك ميليمتر (x*=0.002) مرزامت در نزديكي ضخ راستايجابجايي طولي در ) 7- 5(شكل

 

  ضخامت پنج ميليمتر  (x*=0.002)جابجايي طولي در راستاي ضخامت در نزديكي مرز) 8- 5(شكل
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  ضخامت ده ميليمتر  (x*=0.002)جابجايي طولي در راستاي ضخامت در نزديكي مرز) 9- 5(شكل

 

  (x*=0.5)سط پوستهجابجايي طولي در راستاي ضخامت در و) 10- 5(شكل
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  (x*=0.5)جابجايي شعاعي در راستاي ضخامت در وسط پوسته) 11- 5(شكل

شود كه فرض ثابت بودن جابجايي شعاعي در راستاي مينيز مشاهده ) 11-5(و ) 10-5(با دقت در نمودارهاي
- د نشان نميضخامت فرضي مناسب بوده و جابجايي طولي نيز در طول پوسته نسبت به ضخامت تغييراتي از خو

. ميليمتر رسم شده و نتايج براي ضخامت ده ميليمتر نيز چنين است 5البته اين نمودارها براي ضخامت  دهد
اند كه نشان دهنده ميزان دقت پاسخ با توجه به حل دقيق تحليلي رسم شده) 11- 5(تا ) 1- 5(تمام نمودارهاي 

ابتي است و همچنين ميزان چرخش در جابجايي طولي در نزديكي مرزها تقريبا مقدار ثجز خيز شعاعي به  .است
خوب حل يك تقريب با  ، كه با توجه به اين فرضيات معادلات پايداري)هانزديكي لبهبجز (نيز تقريبا صفر است

                                                                                                           .                     شدمي

دو پاسخ تحليلي و عددي نسبت به تغييرات  بار كمانش به دست آمده از تغييرات) 12-5(در نمودار شكل
با توجه به اين نمودار كاملا مشخص است كه براي  .ضخامت براي مقادير ثابت طول و شعاع رسم شده است

سيار به يكديگر نزديك بوده و مقدار خطا زير نتايج تحليلي و حل عددي ب) پوسته نازك(هاي كوچكضخامت
. رسددرصد مي 12هاي بالا اين اختلاف زياد شده تا جايي كه خطا به حدود باشد ولي در ضخامتيك درصد مي  
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تغييرات بار كمانش حاصل از دو حل عددي و تحليلي نسبت به ضخامت براي مقادير ثابت طول وشعاع) 12- 5(شكل  

تغييرات بار كمانش براي دو حل تحليلي و عددي نسبت به تغييرات طول پوسته براي  )13-5(در نمودار شكل
همانطور كه از شكل مشخص است تغييرات طول تاثير چنداني بر . مقادير ثابت ضخامت و شعاع رسم شده است

مشخص است عددي نيز اين موضوع صادق است اما همانطور كه از نمودار  نتايجحل تحليلي ندارد البته براي 
-مشاهده نميشود كه اين كاهش در حل تحليلي افزايش طول باعث يك مقدار كاهش جزئي در بار كمانش مي

. شودتوان نتيجه گرفت كه افزايش طول پوسته باعث افزايش درصد خطا بين پاسخ تحليلي و عددي ميمي. شود
تحليلي و عددي نسبت به تغييرات شعاع  تغييرات بار كمانش به دست آمده از دو روش) 14-5(در نمودار شكل 

افزايش شعاع علاوه بر كاهش بار كمانش ميزان اختلاف بين . براي مقادير ثابت ضخامت و طول رسم شده است
. رسدسانتيمتر درصد خطا تقريبا به صفر مي 25ابد به طوري كه در شعاع ينتايج تحليلي و عددي نيز كاهش مي

كند و افزايش شعاع، بار كمانش را كم مي. دهدات بار كمانش را با شعاع نشان مينيز تغيير) 15- 5(نمودار شكل
توان نتيجه گرفت كه كاهش ضخامت باعث كم شدن اختلاف بين حل تحليلي و مي) 14- 5(در مقايسه با شكل 

انتيمتر س 25سانتيمتر و شعاع  80با توجه به نمودارهاي رسم شده كمترين ميزان خطا در طول . شودعددي مي
                                                                                        .      افتدميليمتر اتفاق مي 1و ضخامت 
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وشعاع ضخامتبراي مقادير ثابت  طولتغييرات بار كمانش حاصل از دو حل عددي و تحليلي نسبت به ) 13- 5(شكل  

 
  )h=2mm(براي مقادير ثابت طول و ضخامت شعاع ر كمانش حاصل از دو حل عددي و تحليلي نسبت بهتغييرات با) 14- 5(شكل
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   )h=5mm(تغييرات بار كمانش حاصل از دو حل عددي و تحليلي نسبت به شعاع براي مقادير ثابت طول و ضخامت) 15- 5(شكل

هاي ضخيم نيز يك اي نازك براي پوستههپاسخ به دست آمده از روش تحليلي براي بار كمانش، علاوه بر پوسته
 h/Rدهد كه افزايش ضريب نشان مي) 16-5(دهد، براي بررسي اين موضوع نمودار شكلمقدار قابل قبول را مي

 21بيشترين مقدار خطا در نمودار زير مقدار  .شودكه به معناي نازك شدن پوسته است باعث كاهش خطا مي
                                                                                                                     .  باشددرصد مي
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  بر مقدار بار كمانش در مقايسه با روش عددي  h/R ضريببررسي تاثير ) 16- 5(شكل

رامترهاي هندسي را توان تاثير پاكه براي نتايج حل عددي رسم شده است مي) 20-5(تا ) 17- 5(در نمودارهاي
نسبت  به دست آمده از حل عددي تغييرات بار كمانش) 17-5(در نمودار شكل. بر روي بار كمانش مشاهده كرد

به روشني از اين نمودار پيداست كه افزايش و يا . هاي مختلف پوسته رسم شده استبه ضخامت براي طول
ار كمانش ندارد و فقط با افزايش طول مقدار بار كاهش طول پوسته در مقايسه با تغييرات ضخامت اثري بر ب

يابد و اين در حالي است كه افزايش ضخامت به شدت باعث افزايش بار كمانش به مقداري جزئي كاهش مي
ا باشد و بي منطقي ميشود كه اين يك نتيجهكمانش شده و به عبارت ديگر باعث افزايش پايداري پوسته مي

از نكات ديگر قابل فهم از اين نمودار اين است  .و مراجع ديگر نيز همخواني دارد لاتنتايج به دست آمده از مقا
هاي نازك تغييرات طول تقريبا اثري بر بار كمانش نداشته و كاهش يا هاي كم يا در پوستهكه در ضخامت

ها ر تمام اين پوستهالبته اشاره به اين نكته ضروري است كه د. گذاردافزايش آن تاثيري بر پايداري پوسته نمي
                                                                                                            .   باشدطول محدود مي
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سانتيمتر رسم شده است و تاثير شعاع بر بار كمانش در اين نمودار مشخص  15براي شعاع ) 17-5(نمودار شكل
هاي مختلف رسم شده است نيز كه بار كمانش نسبت به طول براي ضخامت) 18-5(ودار شكلدر نم. نيست

                         .                                          كندرا تاييد مي) 17- 5(هاي برگرفته شده از شكلنتيجه

هاي مختلف رسم شده است كه با تغييرات بار كمانش بر حسب ضخامت براي شعاع) 19-5(در نمودار شكل
هاي نازك تاثير تغييرات شعاع بر هاي كم يا در پوستهشويم كه در اينجا نيز براي ضخامتدقت در آن متوجه مي
توان از هاي كم نيز نمييابد و اثر تغييرات ضخامت پر رنگتر است، البته در همان ضخامتبار كمانش كاهش مي

پوشي كرد، به طور كلي افزايش شعاع باعث افزايش پايداري پوسته و در نش چشماثر تغييرات شعاع بر بار كما
نيز كه تغييرات بار كمانش بر حسب شعاع براي ) 20- 5(در نمودار شكل. شودنتيجه افزايش بار كمانش مي

و ) 19-5(هايبا توجه به شكل .هاي مختلف رسم شده است نيز همين نكات به وضوح قابل رويت استضخامت
شود كه باز هم اثر تغييرات ضخامت بر مقدار بار كمانش پررنگتر است و اثر تغييرات طول مشخص مي) 5-20(

با توجه به نتايج حاصل در اين بخش، در اين تحقيق با  .بر بار كمانش نيز از همه پارامترهاي هندسي كمتر است
ثر چنداني بر بار كمانش بگذارد و تنها تغييرات رود كه تغييرات طول نبايد اتوجه به فرض پوسته نازك انتظار مي

                                 .          تواند مقدار بار كمانش را افزايش يا كاهش دهدضخامت و شعاع است كه مي

 

هاي مختلفتغييرات بار كمانش نسبت به ضخامت براي طول) 17- 5(شكل  
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هاي مختلفبراي ضخامت طولتغييرات بار كمانش نسبت به ) 18- 5(شكل  

 

هاي مختلفتغييرات بار كمانش بر حسب ضخامت براي شعاع) 19- 5(شكل  
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هاي مختلفتغييرات بار كمانش بر حسب شعاع براي ضخامت) 20- 5(شكل  

:تحليلي با مراجع ديگر حل مقايسه نتايج)5-3  

اصل از حل تحليلي با نتايج به دست هاي ديگر، در اين بخش نتايج حبراي مقايسه پاسخ در اين روش با روش
-اي كه دو انتهاي آن بر روي تكيهتنش بحراني براي استوانه مرجعبر طبق اين . شودمقايسه مي ]3[مرجعآمده 

                                                                             .آيدمي به دست )1- 5(گاه ساده قرار دارد از رابطه

σ ൌ
E୦

Rሺଷሺଵିమሻሻభ/మ
 )5-1(                                                                                                

تغييرات تنش بحراني نسبت به تغييرات ضخامت براي مقادير ثابت شعاع و طول، رسم  )21-5(در نمودار شكل
 .باشدمي هاي كم در ضخامت )1- 5(تحليلي و رابطه روشاختلاف كم بين دو  شده است كه نشان دهنده ميزان
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نسبت به ضخامت براي مقادير ثابت طول و شعاع) 1-6(تغييرات بار كمانش حاصل از دو حل تحليلي و رابطه) 21- 5(شكل  

و ضخامت رسم  تغييرات تنش بحراني نسبت به تغييرات شعاع براي مقادير ثابت طول )22-5(در نمودار شكل
به عنوان بار كمانش  ]4[مرجعدر  )1-5(رابطه از. باشدكه نشان دهنده درصد خطاي بسيار پايين مي .شده است

                                                                                                            .شده استكلاسيك ياد 
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ضخامتبراي مقادير ثابت طول و  شعاع نسبت به )1-5(و رابطه ات بار كمانش حاصل از دو حل تحليليتغيير )22-5(شكل  

مقدار تنش بحراني براي سه روش مختلف آمده است و ميزان خطا نسبت به روش عددي ) 1-5(در جدول
دهد ط ميهاي زياد تئوري كلاسيك به طور كامل جواب غلشود كه در ضخامتمشاهده مي .مشخص شده است

هاي بالاتر توان در ضخامتدر حالي كه نتايج تئوري تغيير شكل برشي داراي خطاي نسبتا كمتري است و مي
                                                                                                              .نيز از آن استفاده كرد

سانتيمتر 80سانتيمتر و طول  10بحراني براي پوسته با شعاع  مقادير تنش) 1-5(جدول  

Method  h (mm)  Pcr(Pa) 
Difference percentage 
with respect to FE 

FSDT  1 1.21e9 6.1%

FE  212 1.14e9 0 

Classical Theory  1 1.21e9 6.1%

FSDT  5 5.26e9 17.9%

FE  5 4.46e9 0 
Classical Theory  5 6.05e9 35.7%

FSDT  10 1.006e10 25.8%

FE  10 8e9 0 
Classical Theory  10 1.21e10 51.3%
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:بنديجمع) 5-4  

با توجه . در اين فصل نتايج حل تحليلي با نتايج حل عددي و نتايج حاصل از تئوري كلاسيك مقايسه شده است
-شكل برشي مرتبه اول براي پوستهشود كه استفاده از تئوري تغيير هاي رسم شده مشاهده ميها و گرافبه شكل

هاي ضخيم نيز نتايجي با خطاي خيلي كمتر آورده و در پوستههاي نازك جوابي با خطاي بسيار ناچيز به دست 
.                                                                               آورددر مقايسه با تئوري كلاسيك به دست مي  
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مفصل شش  

 

 

 

بندي و پيشنهادهاجمع  
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:مقدمه)6-1  

 را ايان پيشنهادهاييها انجام شود و در پتمام فصلبندي از در اين فصل سعي شده تا به صورت خلاصه يك جمع
.به صورت اجمالي ذكر شده است توان مطرح كردكه با توجه به نتايج مي  

:بنديجمع) 6-2  

شود كه استفاده از تئوري تغيير شكل برشي مرتبه اول براي هاي گذشته مشاهده مييج فصلبا توجه به نتا
توان نتايج زير را مي .هاي نازك مناسب بوده و پاسخ آن از تئوري كلاسيك در اكثر موارد مناسبتر استپوسته

                                                                                                                        :استخراج كرد

.شودافزايش ضخامت باعث افزايش خطا در نتايج حل تحليلي مي - 1  

    . شودباعث افزايش خطا در نتايج حل تحليلي مي كاهش شعاع نيز - 2

ها با افزايش طول اختلاف دهد و تنتاثير چنداني بر روي نتايج حاصل از حل تحليلي نشان نميتغييرات طول  - 3
                                                                             .يابدميان نتايج حل تحليلي و عددي افزايش مي

.نتايج به دست آمده در مقايسه با تئوري كلاسيك با افزايش ضخامت خطاي كمتري دارد  - 4  

تغييرات جابجايي طولي در راستاي ضخامت شكل غير خطي به خود بگيرد  شود تاافزايش ضخامت باعث مي  - 5
و به همين خاطر تئوري مرتبه اول كه بر اساس خطي بودن اين تغييرات استوار است ديگر جواب قابل قبولي را 

                                                                                                                              .دهدنمي

توان به راحتي معادلات تعادل و پايداري غير ها با ضخامت كم ميبا استفاده از روش ارائه شده براي پوسته 
تر تحليل پوسته با اين كد نيز راحت. است اجزا محدودخطي را حل كرد و زمان مورد نياز بسيار كمتر از روش 

                                                                                                                                  .است

:پيشنهادها) 6-3  

هاي بالاتر، پاسخي مناسبتر ها استفاده از تئوري تغيير شكل برشي با مرتبهبراي استخراج بار كمانش در پوسته
هاي مرتبه بالاتر باعث افزايش حجم محاسبات تا حد توجه به اينكه استفاده از تئوريآورد ولي با به دست مي
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به طور  .شود بهتر است كه با توجه به هندسه پوسته تئوري مناسب با كار خود را انتخاب كنيمبسيار زيادي مي
                                  :                    شودكلي پيشنهادهاي زير براي ادامه بحث كمانش پوسته مطرح مي

هاي نازك استفاده از تئوري تغيير شكل برشي مرتبه اول با وجود اشكالات و نواقصي كه دارد با براي پوسته - 1
                   .توان به نتايج تئوري مرتبه اول اطمينان كردهاي ضخيم ديگر نميتر است ولي براي پوستهصرفه

باشد كه در اين تحقيق از حل مرتبه صفر اين ايداري نيازمند پاسخ معادلات تعادل ميحل معادلات پ - 2
معادلات استفاده شده است كه اگر بتوان روشي براي به دست آوردن حل مرتبه يك يا بالاتر معادلات تعادل بر 

                .شودميتري براي بار كمانش از روش تحليلي نتيجه دست آورد قاعدتا جواب دقيق به P*حسب بار 

تواند باعث افزايش دقت نتايج شده و نتايج به دست آمده را به در نظر گرفتن نقص هندسي در پوسته نيز مي - 3
                                                                                                                .واقعيت نزديكتر كند

تواند باعث افزايش ضريب سختي شده و در نظر گرفتن جنس غير همسانگرد و يا ناهمگن براي پوسته نيز مي - 4
ها است هاي اخير موضوع بسياري از مقالات و تحقيقناهمگن در سال FGهاي پوسته. تر سازدمسئله را پيچيده

                                                         .        كندكه همين موضوع اهميت استفاده از مواد نو را مطرح مي
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 [30,31]غتشاشاتاي بر تئوري امقدمه :پيوست الف

تئوري اغتشاشات روشي تحليلي و تقريبي است كه پاسخي تقريبي ولي با استناد به رياضيات، پاسخي صحيح به 
در واقع . باشددر مسئله و معادلات مي بعدبي نكته مهم در اين تئوري وجود پارامتر بسيار كوچك. دهدما مي

-نخست تبديل معادله به يك معادله بي: باشدحل مسئله به روش تئوري اغتشاشات داراي دو مرحله سختي مي

 ،كه اين خود ممكن است به اندازه حل يك معادله پيچيده) ϵ(بعد و دوم ايجاد يك پارامتر بي بعد بسيار كوچك 
                                                                                                               . داراي مشكلات باشد

پاسخ معادله به صورت يك  باشد به اين ترتيب كهدر واقع پايه و اساس اين تئوري بر مبناي بسط تيلور مي
- ري در معادله و مساوي صفر قرار دادن جملات با مرتبهنوشته شده و با جايگذا بعدبي سري، از پارامتر كوچك

تواند حل مربوطه مي. ، يك حل تحليلي و تقريبي براي مساله به دست خواهيم آورد)توان برابر( ϵيكسان  1هاي
در واقع انجام مراحل حل براي هر . باشدتوجه به همگرايي پاسخ مي ،تا هر مرتبه دلخواه پيش برود اما نكته مهم

ها همگرا ه اضافه در پاسخ بسيار وقتگير و طولاني است، به همين دليل با بررسي پاسخ، هر زمان كه جوابمرتب
ترين راه ساده. هاي مرتبه بالاتر جواب جديدي نخواهند دادكنيم زيرا پاسخشدند ديگر از ادامه حل خودداري مي

- باشد، كه اين كار از روشمرتبه با مرتبه بالاتر ميترين آنها براي بررسي همگرايي پاسخ، مقايسه جواب هر و رايج

شود، براي مثال اگر نمودار مربوط به پاسخ مرتبه سه و دو با هم تطابق هاي گوناگون مانند رسم گراف انجام مي
باشد و در غير اين زيادي داشتند نشان دهنده همگرايي پاسخ بوده و حل تا مرتبه دو براي مسئله كافي مي

                                                     .وان به همين ترتيب ادامه داد تا به جواب مورد نظر رسيدتصورت مي

د عبارتند از مسائل جبري و معادلات ديفرانسيل، نشودو دسته عمده از مسائل كه با تئوري اغتشاشات حل مي
بر  )١-الف(رابطه پارامتر مجهول را به كمك بسط كه در ابتدا ،باشدروند كلي در حل مسئله به اين صورت مي

                                                     :نويسيمو يك سري مجهولات ديگر مي ϵحسب پارامتر بسيار كوچك 

ݔ ൌ אݔ ଵݔ אଶ ଶݔ אଷ ଷݔ  ڮ                   )                                                  1-الف( 
     

                                                            
1 Order 
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بعد شده و پارامتر بي بعد لازم به ذكر است كه مراحل بالا در صورتي انجام پذير است كه قبل از آن معادله بي
هايي چون نسبت ضخامت اي، نسبتبسيار كوچك در معادله ساخته شده باشد، براي مثال در يك پوسته استوانه

         .تواند پارامتر بي بعد مناسبي باشداردي نسبت شعاع به طول ميبه شعاع يا ضخامت به طول و حتي در مو

هاي يكسان را جدا كرده و يك به يك ها با مرتبه، پاسخ)1- الف(رابطهپس از جايگذاري پاسخ به صورت بسط 
 آيد سپس حلبه دست مي 0xباشد كه از حل آن مي 0xاي تنها بر حسب نماييم، مرتبه صفر، معادلهحل مي

از  0xكنيم، به اين ترتيب كه با جايگذاري باشد را حل ميمي 1xو  0xاي بر حسب مرتبه دو كه شامل معادله
دهيم تا به يك پاسخ همگرا برسيم و را به دست آورد، به همين ترتيب ادامه مي 1xتوان حل مرحله قبل مي

               . ريبي و تحليلي صحيح رسيدتوان به يك جواب تقهمانطور كه گفته شد پس از آزمون همگرايي مي

نكته مهم كه بايد به آن توجه داشت اين است كه هميشه روند حل مسئله پس از بي بعد سازي به اين راحتي 
هايي نخواهد بود، روش توضيح داده شده در بالا به روش حل مستقيم معروف است، گاها مسئله داراي پيچيدگي

. باشدهاي حل خاصي ميدر جواب است كه نياز به اعمال روش 1وجود ترم هاي تكين مانند واگرايي در پاسخ يا
در بزرگترين توان مجهول  ϵبعد بسيار كوچك بينيد پارامتر بيبراي مثال در معادله جبري زير همانطور كه مي

ها را يكي از ريشهدر نتيجه  كه ضرب شده است كه اگر مقدار آن را صفر قرار دهيم مرتبه معادله كم خواهد شد
به طور كامل  ]29[مرجعهاي خاص كه در توان به روش معمولي به دست آورد و بايد با استفاده از روشنمي

                                                                                        :  توضيح داده شده است، آن را حل كرد

א ଶݔ  x  1 ൌ 0 )                                                                                             2-فال(      

هاي حلي چون بسط افتد كه بايد از روشبراي معادلات ديفرانسيل نيز اين چنين مشكلات بسيار اتفاق مي
كين در پاسخ وجود داشته باشد كه در هاي تشود كه ترمبسيار ديده مي ،در مسائل. استفاده كرد ]29[مجانبي

هاي تكين را از پاسخ حذف كرد كه اين كار به دو روش خواهد بود و بايد ترم 2اين صورت پاسخ غير يكنواخت
در روش اول با استفاده از . باشدمي 4و ديگري روش مقياس چندگانه 3يكي روش رنورماليزيشن: گيردانجام مي

- شود جملات تكين حذف شوند و در روش دوم يك مقياس جديد مطرح مييك تغيير متغير مناسب سعي مي

هر دو روش حل به صورت كامل در . شودتر بي بعد بسيار كوچك در پارامتري مانند زمان ضرب ميمشود و پارا
                                                                           .    اندتوضيح داده شده ]30[و ]29[مراجعي چون

                                                            
1 Singular  
2 Non Uniform 
3 Renormalization 
4 Multiple Scale 
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خوريم، مسائلي است كه با عنوان مسائل از مشكلات ديگري كه در حل معادلات ديفرانسيلي بسيار به آن برمي
در اين دسته مسائل پارامتر بي بعد بسيار كوچك در بزرگترين مرتبه مشتق ضرب . شوندمطرح مي 1لايه مرزي

ئل وجود دارد كه مهمترين آنها همانطور كه گفته شد روش هاي حل بسياري براي اين دسته مساروش. شوندمي
در اين روش، حل تقريبي ديگر تنها بر اساس يك بسط و يك مقياس تعريف . باشدمي 2بسط مجانبي متناظر

اي خاص معتبر است و اين شود بلكه حل مساله شامل دو يا چند بسط و مقياس است كه هر كدام در ناحيهنمي
معمولا در اين روش مسئله داراي دو نوع حل . در حل باشند 3واحي مجاور داراي همپوشانيها بايد در نبسط

          .باشد كه روش به دست آوردن آنها به طور كامل در مراجع توضيح داده شده استمي 5و خارجي 4داخلي

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
                                                            
1 Boundary Layers Problems 
2 Matched Asymptotic Expansion 
3 Overlap  
4 Inner Solution 
5 Outer Solution 
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ABSTRACT 

In this research, the buckling load of an axisymmetric elastic cylindrical shell has been 
determined analytically and the effects of the geometrical parameters on the buckling load have 
been investigated. The equilibrium and stability equations have been derived by the virtual work 
method by considering the first order shear deformation theory. The strain components have 
been determined by Green’s kinematic formula. After converting the governing equations to a 
dimensionless form, the perturbation technique has been used to solve the nonlinear equilibrium 
equations. The resultant values have been replaced  in the stability equations and the buckling 
load has been determined. Also the buckling load has been determined  by using the finite 
elements method and compared with the analytical results. The results show that the first order 
shear deformation theory is more effective than the classical theory for predicting the buckling 
load especially in moderately thick shells. The results have been presented as the graphs and 
tables. 

Key words: buckling analysis, finite elements, perturbation method, first order shear deformation 
theory 
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