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دفاع را قرار دهيد. لازم است پس از صحافي اين صفحه  جلسهصورتدر اين صفحه 
 ديتائرا  نامهپايانتوسط دانشكده مهر گردد و استاد راهنما با امضاي خود اصلاحات  مجدداً

  .كند

   



 

 
 

  اৎ୉قد৤م 

  .ام استآلام زميني بخشرامآشان كنم به آنان كه مهر آسمانيهايم را تقديم ميماحصل آموخته

  ،دستان پرمهر پدرم گاهم،به استوارترين تكيه

  ،چشمان سبز مادرم ،اميزندگبه سبزترين نگاه 

 تــانيمهربانكران اي از درياي بيشق شما آموختم و هرچه بكوشم قطرهكه هرچه آموختم در مكتب ع

 .را سپاس نتوانم بگويم

 .را بزدايد تانيخستگ باشد كه حاصل تلاشم نسيم گونه غبار

 بوسه بر دستان پرمهرتان

  

   



 

 
 

  ়شࢁඟ و दدردا਩ی

سپاس خداي بزرگ را كه مرا ياري رساند تا بتوانم اين مقطع تحصيلي را به پايان رســانده و گــامي در 

دكتر محمد حســن كيهــاني و دكتــر محمــود  قدرمگراند راهنماي اتيدارم. از اسستاي اعتلاي علم بررا

امــه نانجام ايــن پايــان ،و بدون شك بوده استشه قوتي براي انجام كارهايم شان هميكه وجود نوروزي

  ، كمال تشكر را دارم.نبوده است ريپذامكان هاهاي ارزنده آنبدون كمك و راهنمايي

 .و دانشجويي در محضرشان را داشتم يآموزدانشاساتيدي كه توفيق  و تشكر از تمامي معلمان

اند كمــال تشــكر و قــدرداني را عزيزاني كه در طول انجام اين پروژه مرا ياري كردهو در پايان از تمامي 

  .نمايمابراز مي

ميرحسين حاجي آقاييا  
1400 دي  

  



 

 
 

ଓฬ ࠻ھدৎ  
 مهندسي مكانيكرشته دانشجوي دوره كارشناسي ارشد  اميرحسين حاجي آقايياينجانب 

آناليز نامه رود نويسنده پاياندانشگاه صنعتي شاه و مكاترونيك مهندسي مكانيكدانشكده 
تحت  هاي مثلثي با استفاده از روش ريتزتحليلي جريان و انتقال حرارت در كانال

  .شوممتعهد مي دكتر محمد حسن كيهاني و دكتر محمود نوروزيراهنمائي 
  برخوردار است . توسط اينجانب انجام شده است و از صحت و اصالت نامهپايانتحقيقات در اين  

 استفاده از نتايج پژوهشهاي محققان ديگر به مرجع مورد استفاده استناد شده است . در 

  تاكنون توسط خود يا فرد ديگري براي دريافت هيچ نوع مدرك يا امتيازي در هيچ  نامهپايانمطالب مندرج در

 جا ارائه نشده است .

   دانشگاه « و مقالات مستخرج با نام  دباشميكليه حقوق معنوي اين اثر متعلق به دانشگاه صنعتي شاهرود

 به چاپ خواهد رسيد .»  Shahrood  University  of  Technology« و يا » صنعتي شاهرود 

  تأثيرگذار بوده اند در مقالات مستخرج از  نامهپايانحقوق معنوي تمام افرادي كه در به دست آمدن نتايح اصلي

 رعايت مي گردد. نامهپايان

 در مواردي كه از موجود زنده ( يا بافتهاي آنها ) استفاده شده است ضوابط  نامهپايانل انجام اين در كليه مراح ،

 و اصول اخلاقي رعايت شده است .

  در مواردي كه به حوزه اطلاعات شخصي افراد دسترسي يافته يا استفاده نامهپاياندر كليه مراحل انجام اين ،

 صول اخلاق انساني رعايت شده است.شده است اصل رازداري ، ضوابط و ا

  29/10/1400:  تاريخ 

  :  امضاي دانشجو

 مالكيت نتايج و حق نشر  
كليه حقوق معنوي اين اثر و محصولات آن (مقالات مستخرج ، كتاب ، برنامه هاي رايانه اي ، نرم افزار ها و تجهيزات ساخته 

 در توليدات علمي مربوطه ذكر شود .. اين مطلب بايد به نحو مقتضي  باشدميشده است ) متعلق به دانشگاه صنعتي شاهرود 

 .باشدميبدون ذكر مرجع مجاز ننامه پايانه از اطلاعات و نتايج موجود در استفاد

 



 

 
 

  چൊیده
پيشرفت صنعت و نيــاز بــه  ي بسياري دارد. امروزه،ها، سابقهدرون كانال انتقال حرارتبررسي جريان و 

 نيــدر ا، باعــث شــده تــا محققــان تحقيقــاتي را ايهايي با فشردگي بيشتر نسبت به مقاطع دايرهكانال

ي ، مطالعــاتي نيــز در زمينــهنيبــنيدرا هايي با سطح مقطع چندضلعي انجام دهنــد.زمينه براي كانال

 يهــاروشالزاويــه، بــا اســتفاده از الســاقين و قــائمالاضلاع، متســاويهايي با مقطع مثلث متساويكانال

انتقــال ضــر، پــژوهش حا .گرفته اســتهاي آزمايشگاهي، عددي و تحليلي صورت روش اعم از مختلفي

بر ، براي اولين بار توسط روش تحليلي ريتز زواياي دلخواهبا  هاي مثلثيو جريان را درون كانال حرارت

انتقــال  بــار نينخســتتحقيق، بــراي  نيدر اعلاوه است. بهمورد بررسي قرار دادهي حساب تغييرات پايه

قرارگرفتــه لزجت، مورد بررسي  اتلافتن گرف در نظر، با هاي مثلثي با زواياي دلخواهدرون كانال حرارت

توان به اين نكته اشــاره كــرد كــه ، ميي حاضردر مطالعه روش تحليلي ريتز استفاده از از مزاياي. است

در بــا  انتقال حــرارت. در حل شودهاي مختلف مقطع مثلثي، همواره شرايط مرزي ارضا ميبراي حالت

توزيــع دمــا مــورد  يبــر روو تأثير آن  ) استفاده شدهBrن (لزجت، از عدد برينكم اتلافگرفتن اثر  نظر

-لزجــت، بــه دو قســمت خنــك اتلاف در حضورانتقال حرارت كلي،  در حالت. گرفته استبررسي قرار 

تــر از دمــاي ســيال) تقســيم كننده (دماي ديواره بيشتر از دماي سيال) و گرمكننده (دماي ديواره كم

عنــوان نتــايج بــه، شوندحاصل مي انتقال حرارتاز حل جريان و  كه و عدد ناسلت هعدد پوازي شود.مي

كــه ايــن  انــدهبا نتايج موجود از مطالعــات گذشــته مقايســه شــدو  شدهارائهحل مسأله در اين مطالعه 

و نتايج  آمدهدستبهبيشترين اختلاف بين نتايج  .دارداز دقت مناسب روش تحليل ريتز  نشان مقايسه،

درصــد و در 0.76الساقين برابــر بــا هاي متساويات گذشته، براي عدد پوازيه در مثلثموجود در مطالع

درصد است. همچنين بيشترين اختلاف مربوط به عدد ناسلت در ايــن 0.4الزاويه برابر با هاي قائممثلث

ݎܤبراي حالت  مقايسه ൌ -هــاي قــائمدرصــد و در مثلــث0.8الساقين برابر با هاي متساوي، در مثلث0



 

 
 

داراي  الاضــلاعدر بين تمــامي مقــاطع مثلثــي نيــز، مثلــث متســاويباشد. درصد مي0.4الزاويه برابر با 

كننده و كمتــرين و حالت گرم Br=0بيشترين مقدار عدد پوازيه، بيشترين مقدار عدد ناسلت در حالت 

Br്كننده است. براي حالتي كه مقدار عدد ناسلت در حالت خنك ار عــدد باشــد، بــا افــزايش مقــد 0

، عــدد ∞േ با افزايش / كاهش عدد برينكمن به سمت ، همچنينيابدبرينكمن، عدد ناسلت كاهش مي

  د.كنناسلت به سمت صفر ميل مي

 ه، عدد پوازيروش ريتز، عدد برينكمنانتقال حرارت، حل تحليلي،  ،كانال مثلثيكلمات كليدي: 
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 مقدمه 1- 1
 قرارگرفتــهات بســياري هــا مــورد مطالعــهاي صنعتي فراوان، انتقال حرارت درون كانــالكاربرد ليبه دل

ها و همچنــين هزينه يبر روگذاري تأثير به لحاظها يكي از نكات بسيار مهم كانالهندسي  شكل است.

هــايي هســتند كــه داراي مربــوط بــه كانــالصورت گرفته مطالعات  بسياري ازنرخ انتقال حرارت است. 

نيــاز بــه  و 1هــاي حرارتــيهاي نوين مبدلبا توجه به پيشرفتباشند، اما اي شكل ميمقطع دايره سطح

انتقــال  ينــهيدرزمنرخ بالاي انتقال حرارت و همچنين هزينه كمتــر، برخــي از محققــين مطالعــاتي را 

هاي با ســطح انال، كيارهيدا ريغ هايسطح مقطعميان  .انددادهانجام  يارهيدا ريغهاي حرارت در كانال

هاي مارپيچ، دو سطح مــوازي علاوه بر سطح انتقال حرارت بيشتر (در مقايسه با كانالضلعي مقطع چند

هــاي حرارتــي هــا در مبــدلكه باعث اســتفاده از ايــن كانــال ،هستند داراي فشردگي بيشتري نيز، و...)

وه بر نرخ انتقال حــرارت مناســب، هاي با سطح مقطع مثلثي شكل، علاكانال نيبنيدرا شود.مي2فشرده

 مورداســتفادهد در صنعت نتوانها ميبرخورداري از فشردگي بسيار عالي و تأثير در بهبود هزينه ليبه دل

شود، انتقــال حــرارت در مقيــاس ميكــرو توجه بسياري مي به آن امروزه يكي از مواردي كه د.نگير قرار

داشــته هاي مختلــف در زمينه بسيار زياديي توسعه 3لاتايس كرويم روشي اخير، در دو دهه .باشدمي

، 5ليتــوگرافيروش تــوان بــه مي، الاتيس كرويم مبحثدر  4كانال كرويم ساخترايج  يهاروش از. است

 كــرويمبسيار در مبحــث  بر پيشرفت علاوه .اشاره كرد 8گيري تزريقيو قالب 7، حكاكي6كوبيروش گرم

هــا ميســر ، براي تمام مقطــعذكرشدههاي هاي روشمحدوديت ليبه دل هاكانال كرويم، ساخت الاتيس

 باشــدمثلث مــي صورت مستطيل و، اغلب بههاكانال كرويمامروزه شكل سطح مقطع  كهيطوربهنيست 

                                                 
1 Heat Exchangers 
2 Compact Heat Exchangers 
3 Microfluidics 
4 Microchannel 
5 Lithography 
6 Hot Embossing 
7 Etching 
8 Injection Molding 
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هــاي حرارتــي مثلثي براي استفاده در مبدل كانال كرويماي از يك نمونهدهنده نشان )1-1(شكل  .]1[

  فشرده است.

 
  هاي حرارتي فشردهمثلثي جهت استفاده در مبدل كانال كرويم. 1-1شكل 

توانــد هاي مثلثي، مــيحرارت در انواع سطح مقطع به مطالب ذكر شده، بررسي جريان و انتقال با توجه

  كند. ييبسزامورد استفاده در صنعت، كمك  يهاكانال كرويمها و به توسعه و بهبود كانال

شكل هندسي كانال، به عواملي چون  علاوه براند كه انتقال حرارت جريان آرام، نشان داده تحقيقات

 بســتگي دارد. يشــار حرارتــدمــاي ديــواره يــا  مــرزي طيشــراحرارتي و 9سرعت ورودي جريان، نيمرخ

انجام است، اما براي تفسير نتــايج آزمايشــگاهي، بــه يــك  در حالزمينه  نيدر امطالعات تجربي خوبي 

منبع نظري مناسب نياز است. در اين پژوهش، با ارائه يك روش تحليلي، جريان و انتقال حــرارت درون 

توانــد پايگــاه اطلاعــاتي مناســبي جهــت ار خواهد گرفت كه ميشكل مورد بررسي قر هاي مثلثيكانال

  باشد.هاي صنعتي كاربردها براي زمينه و ارائه آن نيدر اصورت گرفته بررسي نتايج آزمايشگاهي 

  

                                                 
9 Profile 
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  سابقه موضوع  1-2

. شــده اســتانجامهــا كنون مطالعات متعددي در مورد جريان و انتقال حرارت جريان آرام درون كانالتا

بررسي و مقايسه تحقيقات انجام شده براي محققان و نيز طراحان از اهميت بــالايي برخــوردار  ازآنجاكه

  .شد بررسي خواهند انجام شده در اين زمينه مطالعات تعدادي از بخش نيدر ا ،است

 1975در سال  توان پژوهشي كهزمينه انجام گرفت را مي نيدر ا ي كهيكي از بهترين مطالعات

براي جريان آرام سيال و انتقال حرارت در  ،10با استفاده از روش برازش حداقل مربعات ]2[توسط شاه 

. او اين مطالعه را براي ت گرفت، عنوان كردصور توسعه يافته، براي چند شكل دلخواه كاملاًشرايط 

ره شار حرارتي محوري وارد شده به ديواره و دماي محيطي ديوا ( H1شرايط مرزي دماي ديواره ثابت، 

انجام داد و نتايج (شار حرارتي وارد شده به ديواره در جهت محوري و محيطي ثابت)  H2و  ثابت)

  .را درون جدولي تنظيم كرد آمدهدستبه

 

-هاي متساويبراي مثلث 11هپوازيعدد بعد و طول ورودي هيدروديناميكي بي مقادير افت فشار،. 2-1شكل 

  ]2[الساقين 

                                                 
10 Least-Squares-Matching 
11 Poiseuille Number 
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  ]2[الساقين هاي متساويبراي مثلث ࢀ࢛ࡺو  ૛ࡴ࢛ࡺ، ૚ࡴ࢛ࡺ. مقادير 3-1شكل 

ارائه شده  )3-1(و شكل  )2-1(كل الساقين، در شقسمتي از نتايج وي، براي هندسه مثلث متساوي

الساقين، بيشترين مقدار ، ميان مقاطع متساوي]2[هاي شاه شود كه طبق بررسياست. مشاهده مي

، مربوط به H2و  H1ه و همچنين بيشترين مقدار عدد ناسلت تحت شرايط مرزي دما ثابت، عدد پوازي

 بيبه ترتهمچنين بين شرايط مرزي مختلف، بيشترين مقدار ناسلت  الاضلاع است.مثلث متساوي

در سال  باشد.مي H2، سپس شرط مرزي دما ثابت و بعد شرط مرزي H1مربوط به شرط مرزي 

الزاويه تحت شرايط هاي قائمجريان توسعه يافته آرام در كانال يبر رو ليلييك مطالعه تح 1992

ن نتايج ايانجام گرفت.  ]3[ ثابت براي سيالات نيوتوني توسط آپاركيدو و كوتا همرزي دماي ديوار

 ها داشت.گذشته مقايسه شد و تطابق خوبي با آن هاي موجود ازمطالعه در قالب نمودار با داده

يافته در يك كانال مثلثي شكل دلخواه  توسعه كاملاً هيدروديناميك و مشخصات حرارتي جريان آرام 

. در اين روش تفاضل محدود ارزيابي شدبا استفاده از  1984در سال  ]4[ توسط عبدالواحد و آتيا

 ]8- 5, 2[انحرافات گزارش شده در مقايسه با نتايج موجود در  ،الساقينهاي متساويبراي كانالمطالعه 

 ، ناسلت براي شرايط مرزي13، طول ورودي هيدروديناميكي12براي ضريب اصطكاك، افت فشار افزايشي

اين است.  5%.0و  2%.0، 1%.1، 1%، 3%.0شار ثابت و ناسلت براي شرايط مرزي دما ثابت به ترتيب 
                                                 
12 Incremental Pressure Drop 
13 Hydrodynamic Entrance Length 
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و  -%0,183، -%0,427، %0,012، %0,069الاضلاع به ترتيب مقادير براي سطح مقطع متساوي

. هايي ارائه كردندنتايج اين مقايسه را در قالب جداول و نمودارها آن .شده استگزارش  0,162%

- به 1محدود گالركين يك مطالعه عددي را بر پايه روش المان 1996در سال  ]9[ اعتماد و همكارانش

 تال توسعه و انتقال حرارت سيالاپايدار در حمنظور حل معادلات حاكم سه بعدي براي جريان آرام 

ها نشان دادند كه آن الاضلاع انجام دادند.هاي مثلثي متساويكانالدر  يوتنين ريغچسبنده  كاملاً

نتايج براي گستره  دارد. قرار 2لاو_توزيع عدد ناسلت در امتداد ديوارها تحت تأثير تغييرات شاخص پاور

د پرانتل براي شرايط مرزي دماي ديوار ثابت و شار حرارتي لاو و عد_گستره وسيعي از شاخص پاور

تحقيقي را با روش حجم محدود براي جريان و  2000در سال  ]10[. چن و همكارانش ثابت ارائه شد

انجام دادند. دو شرط  90و  60، 30، 15مختلف  يهارأسهاي مثلثي با زاويه انتقال حرارت در كانال

هاي ثابت در اين تحقيق مورد مطالعه قرار گرفت. مقايسه پاسخ يشار حرارتمرزي دما ثابت و 

هاي ها پاسخداشت. آن به همراهد از گذشته، رضايتمندي مطلوبي را هاي موجوبا داده آمدهدستبه

را در جدولي ارائه دادند و همچنين عنوان كردند كه ضريب اصطكاك و عدد ناسلت  آمدهدستبه

 ]11[توسط چاوز و همكارانش  2004. در سال وابستگي شديدي به تغييرات زاويه رأس مثلث دارند

مثلثي انجام  يهاكاناللاو درون -اجباري براي سيالات غير نيوتني پاورحرارت  انتقال يبر رواي مطالعه

براي شبيه سازي  3تعميم يافته تبديل انتگرال روشعددي، بر پايه -از يك روش تحليلي هاآنگرفت. 

مرزي را تحت شرايط هالاو استفاده كردند و تحليل_انتقال حرارت اجباري سيالات غيرنيوتني پاور

چاوز و همكاران . الساقين انجام دادندالزاويه و متساويهاي مثلثي قائمبراي كانال دماي ديواره ثابت

نتايج را براي استفاده كرده و  4فورترن براي شبيه سازي عددي خود از دو كد در زبان برنامه نويسي

براي  5بررسي انتقال حرارت و توليد آنتروپي .عدد ناسلت محلي و دماي ميانگين بي بعد ارائه دادند

                                                 
1 Galerkin Finite Element Method 
2 Powe-Law 
3 Generalized Integral Transform Technique 
4 FORTRAN 
5 Entropy Generation 
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شكل در سال  با سطح مقطع مستطيل 1يافته حرارتي درون كانال متخلخل اشباعيك جريان توسعه

 صورت دماي ثابت ديواره وبه مسئلهصورت گرفت. شرايط  ]12[ خيش يحاجتوسط هومن و  2007

مورد بررسي قرار گرفت. روش  2مدل جريان برينكمن هيبر پاكه شار حرارتي يكنواخت فرض شد 

كار برده شد. براي حل معادله انرژي با يافته بهبراي محاسبه توزيع سرعت توسعه 3كلاسيك گالركين

 و قرار گرفتمورد استفاده  EWRM(5مانده وزني (ميم باقي، روش تع4لزجت اتلافگرفتن  در نظر

حل شد. نتايج ارائه شده حاكي از آن 6بعدي) با استفاده از تابع گرينميدان دماي محلي (سههمچنين 

انتقال  2007در سال  ]13[ژانگ  شود.بود كه افزايش اثر تلفات لزجت موجب كاهش عدد ناسلت مي

هاي الساقين كه در مبدلبا سطح مقطع مثلث متساوي هايحرارت اجباري و جريان آرام را در كانال

را مورد بررسي قرار داد. جريان از نظر هيدروديناميكي شوند استفاده مي 7پليتحرارتي فشرده فين

- اي از مثلثاين پژوهش طيف گستردهد. توسعه فرض شحالاز نظر حرارتي، در ته، اماتوسعه ياف كاملاً

نهايت تا بي 0هاي هدايتي پره از و همچنين پارامتر 120تا  30هاي الساقين با زاويه رأسهاي متساوي

مهمي در پديده  هاي هدايتي پره نقشزاويه رأس مثلث، پارامتر علاوه بررا پوشش داد. او نشان داد كه 

تا  0هاي هدايتي پره از پارامتر كه يزمان دارند. پليتده فينهاي حرارتي فشرانتقال حرارت مبدل

افت  ]14[ري و ميسرا  2010يابد. در سال شوند، عدد ناسلت نيز افزايش مينهايت زياد ميسمت بي

و  شكل يمربع با سطح مقطع يهاييافته درون كانالتوسعه كاملاً فشار و انتقال حرارت را براي جريان 

- مورد بررسي قرار H2و  H1هاي گرد شده، تحت شرايط مرزي گوشه به همراهالاضلاع مثلث متساوي

و  1ر مقدار ممكن، يعني تا حداكث 0هاي مربعي از ها، براي كانالگوشه منحني بدون بعددادند. شعاع 

 نيدر ا .گرفته شددر نظر  1.732 تا حداكثر مقدار ممكن، يعني 0الاضلاع از هاي متساويبراي كانال
                                                 
1 Porous-Saturated Duct 
2 Brinkman Flow Model 

3 The Classical Galerkin Method 
4 Viscous Dissipation 
5 Extended Weighted Residuals Method 
6 Green’s Function 
7 Plate-Fin 



 

8 

 

-شكل و هم براي كانالهاي با سطح مقطع مربعيهم براي كانال پوازيهعدد شد كه  نشان دادهمطالعه 

- يابد. در متساويها افزايش ميي گوشهالاضلاع، با افزايش منحنهاي با سطح مقطع مثلث متساوي

دو نهايت براي هررسد. دربه حداكثر مقدار خود مي 0.35الاضلاع اين مقدار در شعاع منحني برابر 

در بررسي عدد  كند.، ميل مي16به مقدار متناظر خود در دايره، يعني عدد  پوازيهعدد مقطع  سطح

نواختي ملاحظه شد كه بيان شد با افزايش شعاع يك وجود ناسلت براي هردو شرط مرزي نيز عدم

كند و درنهايت به مقدار متناظر خود در دايره ميل ها اين عدم يكنواختي كاهش پيدا ميمنحني گوشه

- به چشم مي H2تر از شرط مرزي به مراتب بيش H1كنند. اين عدم يكنواختي در شرط مرزي مي

در يك  2آغازين و جريان 1را براي جريان نوساني هاي دقيقحلسري راهيك ]17-15[وانگ  خورد.

 3براي جريان نوساني، اثر حلقوي حل دقيق وانگ. الاضلاع ارائه دادمثلث متساوي كانال با سطح مقطع

انتقال  و 4زشيجريان لغاو همچنين  .كنديمرا پيش بيني  هاگوشهسرعت در نزديك مرز، به ويژه در 

در اين مطالعه  انگو الساقين مورد بررسي قرار داد.هاي مثلثي متساويحرارت شار ثابت را درون كانال

صورت نتايج را به يو استفاده كرد و جدول مفيدي از اعداد پوازي و ناسلت را تهيه نمود. 5از روش ريتز

 7زيگرآبشدت هاي بهو هم براي جريان 6رقيق اي كه هم براي گازهايگونهدست آورد بههعمومي ب

 توانداست ميه گرفت به كاراو مدعي شد كه روش ريتزي كه در مطالعه  گيرند.مورد استفاده قرار مي

كه روش  ودمهمي كه او به آن اشاره كرد اين ب ينكته. اي مورد استفاده قرار گيردبراي هر مقطع لوله

نتايج  كنند.هاي تيز مشكلي ايجاد نميمنحني و گوشه مرزهاي طوري كهريتز متناسب با مرز است، به

ابتدا  ،نيز يابد و با افزايش ضخامتكاهش مي ،با افزايش لغزش هاو همچنين نشان داد كه عدد پوازي

، با افزايش لغزش H2و  H1اعداد ناسلت براي شرايط مرزي  كند.افزايش يافته و سپس كاهش پيدا مي

                                                 
1 Oscillatory Flow 
2 Starting Flow 
3 Annular Effect 
4 Slip Flow 
5 Ritz Method 
6 Rarefied Gas 
7 Superhydrophobic Flows 
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با شرط  اعداد ناسلت ،در شرايط يكسانكنند. پيدا مي كاهش 1ا افزايش پرش دمااما ب، افزايش يافته

يك راه حل تحليلي دقيق همچنين  وي .باشندمي H2بالاتر از اعداد ناسلت با شرايط مرزي  H1مرزي 

هاي مستطيلي در كانال H1حرارت براي شرايط مرزي  توسعه يافته و انتقال كاملاًبراي جريان لغزشي 

، كندپيدا ميلغزش افزايش  كه يزمانالاضلاع ارائه داد. او در اين مطالعه نشان داد، لثي متساويو مث

كند. عدد ناسلت تا يك مقدار ثابتي افزايش پيدا مي كهيدرحاليابد كاهش مي به صفر هعدد پوازي

-اسلت تأثيركند. عدد نمي يابد، عدد ناسلت به صفر كاهش پيداپرش حرارتي افزايش مي كه يزمان

كارابولوت و هاليت  2016در سال . زيادي از سرعت لغزشي و پرش حرارتي دارد پذيري نسبتاً 

يافته در شرايط توسعه كاملاًجريان  انتقال حرارت مسئله حل عددي براي روش كي ]18[ش همكاران

ها از ارائه دادند. آن الساقينو مثلثي متساوي2وارهاي سهميدماي ديواره ثابت و كاربرد آن در كانال

 كاملاً روش تفاضل محدود، براي حل عددي ميدان دما و سرعت استفاده كردند. معادلات حاكم جريان 

وار به مختصات متناسب با الساقين و سهميهاي مثلثي متساوييافته و انتقال حرارت در كانالتوسعه

نوروزي و  سازگار بود. موجود هايبا داده نتايج حاصلكه  صورت عددي حل شدند.مرز تبديل شده و به

هايي دقيق براي انتقال حرارت درون كانال براي نخستين بار يك حل 2019سال  در ]19[همكارانش 

 در نظررا نيز  لزجت اتلاف ر اين مطالعه اثرها دآن الاضلاع ارائه دادند.با سطح مقطع مثلث متساوي

استفاده كردند. عدد ناسلت 3لزجت از عدد برينكمن اتلافتأثير  يبر روبراي مطالعه  گرفتند و

- لزجت چشم اتلافعدد برينكمن برابر با صفر باشد (از  كه يحالتدر اين مطالعه براي  آمدهدستبه

- آن كه تطابق خوبي با مقاديري كه از گذشته موجود است دارد. شده استگزارش  3.11پوشي شود)، 

است  -0.275برابر با  الاضلاعبراي مقطع متساوي ها همچنين نشان دادند كه عدد برينكمن بحراني

   .كندميميل نهايت ميل كه در آن عدد ناسلت به سمت بي

                                                 
1 Temperature Jump 
2 Parabolic Ducts 
3 Brinkman Number 
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 تحقيق حاضر 3- 1
هــاي درون كانال تحت شرايط مرزي شار ثابت به بررسي جريان و انتقال حرارت اجباري مطالعه در اين

شوند و محدود بــه تعــداد ها مياين مقاطع شامل انواع مثلث است. شدهبا سطح مقطع مثلثي پرداخته 

هــاي رايــج ي روشبر خلاف مطالعات گذشته كه اغلب بر پايــه شكال هندسي مثلث نيستند.خاصي از ا

در اين تحقيق از روش ريتز بــراي محاســبه جريــان و اند، در ديناميك سيالات محاسباتي صورت گرفته

در  ريتــز تحليلــي مزايــاي روشجملــه . از شــده اســتهاي مثلثــي اســتفاده انتقال حرارت درون كانال

توان به اين نكته اشاره كرد كه ايــن روش متناســب بــا مــرز اســت. يعنــي بــا تغييــر حاضر ميپژوهش 

  شود.آيد و شرايط مرزي همواره ارضا مينمي به وجودي مثلث، مشكلي در حل هندسه

بــودن  ريتــراكم ناپــذتــوان بــه مي شده استگرفته در نظر  مسئلهاز فرضياتي كه براي ساده سازي 

ســيال  ،جريان اشاره كرد. همچنين سيال مــورد مطالعــه يافته بودنتوسعه كاملاًو  نسيال و پايدار بود

 مســئلهكلــي از  ) يك حالــت4-1شكل (در  .شده استنظر باشد و از تأثيرات وزن نيز صرفنيوتوني مي

مختصــاتي مشــاهده  يمحورهانشان داده شده است كه در آن جهت جريان، شار وارد شده به ديواره و 

 .شوندمي

 
 مسئله. شكل كلي 4-1شكل 
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  نوآوري و ضرورت انجام تحقيق 3-1- 1
اهميــت  توان بــهصرفه ميهاي مقرون بهنياز به انتقال حرارت بالا و هزينه با توجه به پيشرفت صنعت و

 هاي با ســطح مقطــع مثلثــيكانال هجملاز ،يارهيدا ريغهاي بررسي جريان و انتقال حرارت درون كانال

باشــند، و ... مــي ي ســاده، هندسهحرارت مناسب، فشردگي بالاانتقال هايي مانند شكل كه داراي مزيت

توان به موارد زيــر اشــاره مي گرفته استصورت  بار نياولهاي مطالعه حاضر كه براي از نوآوري پي برد.

  كرد.

 روش دلخــواه بــا اســتفاده از  زوايــايهاي مثلثي بــا لبررسي جريان و انتقال حرارت درون كانا

 .ريتز تحليلي

 لزجت با در نظر گرفتن اتلاف براي هر مثلث دلخواهي بررسي انتقال حرارت.  

  بنديجمع 1-4
ها توضيح داده شد. در اهميت بررسي جريان و انتقال حرارت درون كانال در مورددر اين فصل ابتدا 

پژوهش حاضر  در موردو همچنين توضيح مختصري  صورت گرفتامه مروري بر مطالعات گذشته اد

نظر و همچنين شرايط مرزي مد با متناسبها ارائه گرديد. در فصول آينده به معادلات حاكم، حل آن

 .شده استه پرداخت حاضر، مسئلهكارگيري در حل جهت به آمدهدستبهبعد معادلات ارائه حالت بي

شده داده روش ريتز و نحوه استفاده از آن در اين پژوهش توضيح  مورددر علاوه در فصول بعدي، به

در انتها . خواهد گرفتمورد مقايسه قرار  و نتايج مطالعات قبلارائه  آمدهدستبهنتايج . در ادامه است

  .شده است ي تحقيقات آينده ارائهگيري كلي از اين پژوهش، پيشنهاداتي نيز برانيز ضمن نتيجه
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  مقدمه 2-1
معــادلات حــاكم  بعد ســازي روابــط و ســپسبعد مورد نياز براي بيهاي بدون پارامتر ابتدا در اين فصل

 و بــا اعمــال ، مومنتوم و انرژي بيان شده و مورد بررسي قــرار خواهنــد گرفــتگانه، يعني پيوستگيسه

 بــه دســتادلات اين معــن بعد و بدوصورت نهايي  بعد ذكر شده،و همچنين عبارات بي فرضيات مسأله

كــه بــه  شــوندو عدد ناسلت استخراج مــي ضرايب اصطكاك. در ادامه روابط مربوط به آورده خواهد شد

  باشند.ميعنوان نتايج اين مطالعه 

  بعدبي هايپارامتر 2-2
بعــد ســازي جهــت بــي ،بعــد مــورد نيــازبــي بيان پارامترهــايبخش به  نيدر ا اشاره شدكه  طورهمان

  صورت زير قابل بيان هستند.ها به. اين پارامترپرداخته خواهد شد، شوندارائه ميي كه در ادامه معادلات
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مساحت  A باشند.در دستگاه مختصات كارتزين مي بدون بعدهاي جهت zو  yو  x در عبارات بالا،

دماي  ෨ܶ௪ ميانگين،دماي  ෨ܶ௠بعد، يدماي ب z ،Tبعد در راستاي سرعت بي wبعد سطح مقطع، بي

سرعت  ෩ܷبعد سطح مقطع، محيط بي Гضريب رسانش،  kشار حرارتي وارد بر ديواره،  "ݍ ديواره،

بدون باشد. عدد برينكمن عدد عدد برينكمن مي Brو  بعدتنش برشي بي ௪߬ لزجت سيال، ߤ ميانگين،

 قطر همچنين باشد.روش هدايتي به سيال لزج اطراف ميحرارت به دهنده انتقالاست كه نشان يبعد

و  )෩ܷ)، سرعت متوسط محوري سيال(෨ܶ௠)، دماي ميانگين سيال (ሶߛنرخ برشي ( )،௛ܦهيدروليكي (

 اي با قطرسيال در يك كانال مستقيم دايره ماكزيممسرعت  عبارت است ازكه  0ሻݓሺ سرعت مرجع
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  شوند:صورت زير تعريف ميبهو گراديان فشار يكسان، هيدروليكي 
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 معادلات حاكم 3- 2
گانه، يعني ها، معادلات سهمعادلات مورد نياز براي حل جريان آرام و انتقال حرارت درون كانال

  :]20[ شوندپيوستگي، مومنتوم و انرژي هستند كه به شكل زير بيان مي
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2  ب )2-11( 2 2 22 2 2
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  معادله پيوستگي 3-1- 2
 t ،چگــالي ߩ بــردار ســرعت، ෨ܸ نكــه در آ شده است) بيان 9-2كلي معادله پيوستگي در رابطه (شكل 

-گــرفتن جريــان بــه در نظــربا  باشد.ميسيال  لزجت ߤشتاب گرانش زمين و  ෤݃ معرف فشار، ෨ܲ، زمان

 شود.صورت زير خلاصه ميصورت پايدار و تراكم ناپذير، اين عبارت به

)2-12(  u v w
0

x y z

  
  

  
  
  

 

෤ݑودن جريان، يافته ببه توسعه با توجهآن  كه در ൌ ෤ݒ ൌ డ௪෥

డ௭෤
ൌ  است. 	0

  معادله مومنتوم 3-2- 2

با اعمــال  كند.، حالت كلي از معادله مومنتوم را بيان ميشده است) بيان 10-2كه در رابطه (اي معادله

نظر كردن از نيــروي وزنــي، معادلــه نهــايي يافتگي و پايدار بودن جريان و همچنين صرفشرايط توسعه

  صورت زير بازنويسي كرد.توان بهرا نيز مي ݖ̃هت مومنتوم در ج

)2-13(  2 2

2 2

1w w dP

x y dz
 

 
 

 
  

 

  بعد معادله مومنتومشكل بي 1- 3-2- 2

. امــا ايــن شــكل از معادلــه بــراي شده اســت) نشان داده 13-2ايي معادله مومنتوم در رابطه (شكل نه

براي اســتفاده در  اين عبارت عدبدون بشكل  باشد. به همين جهتاستفاده در حل تحليلي مناسب نمي

    شود.صورت زير بيان ميبه ،مسألهحل 

توان گراديان فشار رابطه زير را مي ، برايبا استفاده از تعريف سرعت مرجع ) و8- 2( عبارتطبق 

  :نوشت
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)2-14(  0
2

16

h

wdP

dz D


 



 

بعد ، شكل بيyو  w ،xبعد بي) و با استفاده از شكل 13- 2) در رابطه (14- 2( با قرار دادن عبارت

  .خواهد شدصورت زير نوشته مومنتوم بهمعادله 

  2 2
0 0

2 2 2 2

161

h h

w ww w

x y D D




   
    

 

)2-15(  2 2

2 2
16

w w

x y

 
  

 
 

  معادله انرژي 3-3- 2
 ᇱᇱᇱݍ،  گرمــاي ويــژه cانــرژي اســت كــه در آن  دهنده شكل كلــي معادلــه، نشانالف )11-2(ي معادله

ߚشده،  گرماي داخلي توليد ෨ܶ ஽௉
෨

஽௧
ي نشــان دهنــده ߮و  ضريب هدايت حرارتي k، ضريب قابليت تراكم 

شــده نظر گرفتهصفر در  ثابت و توليد گرماي داخلي ي حاضر، ضريب رسانشدر مسأله باشند.مياتلاف 

 يياط گرمــاانبس(در سيال تراكم ناپذير، ضريب  شودنظر ميصرف نيز و از اثر ضريب قابليت تراكم است

ߚ ൌ   زير نوشته خواهد شد. كلش بهيافتگي معادله انرژي در نهايت با اعمال شرط توسعه است). 0

)2-16(  222 2

2 2

T T T w w
ρc w k μ

z x y x y

                                   

    
   

 

  بعد معادله انرژيشكل بي 1- 3-3- 2

 )1-2(شــكل  حجــم كنتــرلبراي يك المان از  تعادل انرژيبايد بعد كردن معادله انرژي، ابتدا براي بي

  ود.شنوشته 
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شود. بنابراين دبي جرمي اين مي حجم كنترلوارد  ෩ܷ محوري در شكل بالا، سيال با سرعت متوسط

ሶ݉برابر است با  حجم كنترل ൌ ሚܣߩ ෩ܷ كل گرما منتقل شده از ديواره به سيال نيز برابر است با .

  واهد شد.صورت زير نوشته خبه تعادل انرژيبراي حجم كنترل بالا،  .ݖГ෨݀̃"ݍ

)2-17(   " z dz zq Гdz dAdz m h h        

  22

" m

w w
q Гdz dAdz AUcdT

x y
 
                 

      
 

 

  22
" mdTq Г w w

dA
x y dzAUc AUc


 

                 

   
     

 

)2-18(  22
4 " m

h

dTq w w
dA

UcD x y dzAUc


 

                 

  
     

 

"ݍشار حرارتي ثابت در ديواره و رابطه به  با توجه ൌ ݄ሺ ෨ܶ௪ െ ෨ܶ௠ሻ با مشتق گيري از طرفين ،

 خواهد آمد. ه دستبعبارت زير  ݖ̃نسبت به 

)2-19(  wm dTdT

dz dz



 
 

డتوان گفت مييافتگي از طرفي طبق تعريف شرط توسعه

డ௭෤
ቀ
෨்ି ෨்ೢ

෨்೘ି ෨்ೢ
ቁ ൌ كه با محاسبه اين  0

  .شودمشتق، نتيجه زير حاصل مي

 حجم كنترل. تعادل انرژي در يك المان از1-2شكل
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         
 2 0

m w w w m w

m w

T T T T T T T T
z z

T T

 
    

  


       
 

 
 

  
0w w m w

m w

T T T T TT

z z T T z z

     
           

    
    

 

)2-20(  wTT

z z




 


 

 

  توان نتيجه زير را گرفت.) مي20-2) و (19-2)، (18-2به عبارات ( با توجه

)2-21(  22
"m wdT dT T q Г w w

dA
dz dz z x yAUc AUc


 

                     

      
      

 

  آمده نوشت. به دست)، طبق نتيجه 16- 2( بعد را براي معادلهتوان عبارت بيميحال 
222 2

2 2

T T T w w
cw k

z x y x y
 

                                   

    
  

 

2 22 22 2

2 2

4 "

h

q w w T T w w
cw dA k

UcD x y x y x yAUc

 
 

                                                        

            
 

2 22 22 22 2
0 0

2 2

4

" "h h

w ww w w w T T w w
dA

U UA q D x y x y q D x y

                                                     
 

 )2-22(  2 22 22 2

2 2 2

4T T w Br w w w w w
dA

x y U U UA x y x y

                                                           
 

لزجت است.  گرفتن اتلاف در نظردله انرژي با بعد معادهنده حالت بي) نشان22-2عبارت (

لزجت)،  دد برينكمن (ترم مربوط به اتلافگرفتن ع در نظرشود با صفر كه مشاهده مي طورهمان

 آيد.مي به دستنظر شده باشد، صرف از اتلاف در آن كه يحالتد انرژي براي بعمعادله بي

  ضريب اصطكاك 2-4
ســرعت متوســط ســيال در  ، افت فشار سيال در طول كانال بــر اثــر اصــطكاك بــاداخليهاي در جريان
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 حسب تنش برشي ديواره نيز بيان كرد. به اين ترتيــب بــاتوان برهمچنين افت فشار را مي ارتباط است.

ي ميان اصطكاك، سرعت متوسط و تنش برشي ســيال اســتخراج محاسبه افت فشار درون كانال، رابطه

  شود.مشاهده مي ሚܣمقطع  و سطح ݖ̃݀به طول يك المان از حجم كنترل  2-2در شكل  شد. خواهد

  
                                                                               

گراديان فشار جريان ثابت  يابد،مي چون در امتداد جريان، فشار كاهش يافته،توسعههاي در جريان

   شود.نوشته مي براي فشار و منفي است. بنابراين طبق تعريف، رابطه زير

)2-23(  
lossP gh     

صورت زير براي آن به1ويتزباخ_باشد كه معادله دارسيهد سيال ميافت  h෨୪୭ୱୱي بالا در رابطه

  شود.تعريف مي

)2-24(  2

2loss
h

L U
h f

D g


 


 

ضريب اصطكاك  fكانال و  هيدروليكي قطر ௛ܦطول كانال،  ෨ܮسرعت متوسط سيال،  ෩ܷكه در آن 

௎෩మعبارت  باشند.دارسي مي

ଶ௚෤
௅෨ه عبارت باشد. با توجه بداراي ديمانسيون طول و از جنس هد مي 

஽೓
كه  

) 23-2) در (24-2با جاگذاري رابطه ( باشد.بعد مينيز بي fشود كه بعد است، نتيجه ميعبارتي بي

  خواهد آمد. به دستنتايج زير 

                                                 
1 Darcy–Weisbach Equation 

هاي وارد به سيال. نيرو2-2شكل
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)2-25(  2

 
2h

P L U
f

g D g


 
  
 

 

)2-26(  

  يا

2

 
2h

P f U

L D


 
 
  

 

)2-27(  2

 
2h

dP f U

dz D
 

 


 

 ،يافته بودن جريانتوسعهشرط با توجه به  اما ،است حال حركتچه جريان در اگر ن كانالودر

ሺܽ௭شتاب ندارد  ൌ 0ሻ .ܨي با استفاده از معادله௭ ൌ ݉ܽ௭ و  2- 2در شكل  براي المان نشان داده شده

  خواهد آمد. به دستمعادلات زير هاي فشار و لزجت با نوشتن تعادل بين نيرو

  0zF   

    ( ) 0wPA P dP A dГ dz           

  ( ) 0wdPA dГ dz       

)2-28(  1
w

dP
dГ

dz A
  

 
 

  )، يك تساوي برقرار كرد.28- 2) و (27-2هاي (عبارتتوان بين مي

)2-29(  2 1

2 w
h

f U
dГ

D A
  

   

استخراج براي اصطكاك  31-2و  30-2رابطه ، )1- 2هاي (وسيله عبارتبعد كردن رابطه بالا بهبا بي

  شد. خواهد

  


2
1

 
1 1

2 w
h

wdA
f A

dГ dГ
D A A

  

  
     

     

   
4

2 2
02 4

0
2

 .
. 1

2 .

h

h h

h h h

D
wdA w

A D w D
f dГ

D A D D

 


    
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   2

0

 2
h

f wdA A dГ
D w

 


     

   2
 2

dГ
f wdA AU

Re


 


 

   2 1
 2

dГ
f wdA A wdA

A Re


  


 

)2-30(  2 dГ
f

Re wdA





  

 يا
)2-31(  

. 2
dГ

f Re
wdA







 

شود شكل زير تعريف ميبه نيز ايبراي جريان آرام درون كانال، ضريب اصطكاك پوستهعلاوه، به

]20[.  

)2-32(  

2 2

μ
1 1
2 2

w
fC

U U

 

 
 


 

 

 بعد خواهد شد.صورت زير بيبهكه 

)2-33(  


0

2
0

μ
μ

1 1
2 2

h
f

w

D
C

U UUw




 
 




 
 

)2-34(  2
fC

URe





 

 يا
)2-35(  . 2fC Re

U





 

 

  عدد پوازيه 4-1- 2
، درون يــك كانــال بــا توسعه يافته و پايدار كاملاًرام، بعد است كه براي جريان آعدد پوازيه يك عدد بي

توان افــت فشــار را بــراي ســيال مي هي عدد پوازيوسيلهواقع به شود. درثابت، توصيف ميسطح مقطع 

  شود.صورت زير تعريف ميآورد. اين عدد به به دستدرون يك كانال  ريتراكم ناپذنيوتوني 
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)2-36(  2 h wD
Po

U






  

  شود.تعريف ميصورت زير به ௪̃߬عبارت 

)2-37(  21

2w f U    

݋ܲشود كه نتيجه مي، 36-2در  37- 2با جاگذاري عبارت  ൌ ݂. به شكل زير  31- 2رابطه  و ܴ݁

  نوشته خواهد شد.

)2-38(  
. 2

dГ
Po f Re

wdA


 


  

  عدد ناسلت 2-5
كنــد جايي به انتقال حرارت هدايتي را بيان ميبعدي است كه نسبت انتقال حرارت جابهناسلت عدد بي

  شود.صورت زير بيان ميبه و

)2-39(  hhD
Nu

k
  

شكل زير به جايي راجايي، ضريب انتقال حرارت جابهرابطه شار حرارتي در انتقال حرارت جابه طبق

  تعريف كرد.توان مي

)2-40(  
w m

"

T T

q
h 

   

به شكل سيال بعد بي ميانگين، دماي 1- 2بعد در روابط به عبارت ذكر شده براي دماي بي با توجه

  زير تعريف خواهد شد.

)2-41(  w

h

T T
T  

q"D
k

m
m



   

  شود.نويسي ميشكل زير بازبه 40- 2، رابطه ميانگيندماي تعريف و  41-2به عبارت  با توجه

)2-42(  
h

"
q"DT k

h
m

q k UA
h

D wTdA
   


 

  خواهد آمد. به دسته مربوط به عدد ناسلت )، رابط39- 2) در (42-2حال با قرار دادن عبارت (
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  h

h

Dk UA UA
Nu

D wTdA k wTdA
   

 
 

  1
A wdA

ANu
wTdA


 


 

)2-39(  wdA
Nu

wTdA


 


 

  گيرينتيجه 2-6
در اين فصل معادلات حاكم و همچنين معادلات مربوط به اصطكاك و عدد ناسلت مــورد بررســي قــرار 

ي حاضر ارائه گرديد. در ادامه به بيــان د اين معادلات براي حل در مطالعهفرم بدون بع علاوهبه گرفتند.

  روش مورد استفاده در اين پژوهش جهت حل معادلات حاكم و يافتن پاسخ پرداخته خواهد شد.
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  : روش उل ূحൎیਚی 
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  مقدمه 1- 3
اجبــاري  انتقــال حــرارتدر اين فصل به تشريح روش تحليلي مورد استفاده، براي حل مسأله جريان و 

  .هاي مثلثي پرداخته خواهد شددرون كانال

. باشدمي 2بر مبناي حساب تغييرات ، روش ريتزشده استاستفاده براي حل مسأله حاضر  روشي كه

 شود. براي توضيح ايــن روش ابتــدا نيــازاز اين روش براي حل تقريبي معادلات ديفرانسيل استفاده مي

شود، بعد از آن مدل كــار روش ريتــز تشــريح خواهــد  ات ارائهاست تا توضيحاتي در مورد حساب تغيير

  شد.

  حساب تغييرات 2- 3

ها، به عنوان توابــع داراي ها و خماي از مسيراست كه از آن براي يافتن مجموعه حساب تغييرات روشي

هــا ، جهــت يــافتن اكســترمم3در ايــن روش، از تغييــرات كوچــك در تــابعيشود. اكسترمم استفاده مي

بــراي  شــود.تابعي اعمال مــي يبر روباشد كه مي 4اساسيشرط  شود و براي اين كار نياز بهمي استفاده

را در ادامــه مــورد  ]21[از كتــاب انتقــال حــرارت هــدايتي آرپــاچي تفهيم بهتر اين موضوع، يك مثال 

  .گرفته استبررسي قرار 

  1- 3مثال 

-كراني ي ناحيه حل معادلات و بازه) نيز نشان دهنده1-3شكل ( مفروض است.صورت زير به Iتابعي 

  گيري است.هاي انتگرال

)3-1(   , , , ,x y
R

I F x y T T T dxdy∬  

                                                 
2 Calculus of Variations11 - 
3 Functional 
4 Necessary Condition 
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  ]21[ 1-3. ناحيه حل معادلات مثال 1- 3شكل 

- بهتعيين شود، بايد  است كهنظر مد مجهول عبارت Tمستقل،  يرهايمتغ yو  x، 1-3در عبارت 

برابر با  )C(ناحيه  رات آن بر روي مرزتغيي كند اماتغيير مي) 1- 3 (شكل Rي اي كه در ناحيهگونه

شامل  T هاي مربوط بهجواب .هستند yو  xنسبت به  Tهاي مشتقنيز  T୷و  ௫ܶ باشد.صفر مي

 1- 3ي معادله كهآن برايشرط لازم  داراي اكسترمم باشد. Iها تابعي آن يبه ازاشوند كه مقاديري مي

,ݔ൫ܨ تابع كه ن استآبه حداقل ( يا حداكثر) مقدار برسد،  ,ݕ ܶ, ௫ܶ, ௬ܶ൯ ي لر (معادلهيي اوبايد معادله

 ) را ارضا كند.2- 3

)3-2(  
0

x y

F F F

T x T y T

      
             

 

  1-3قضيه 

است كه تغييرات آن برابر با  اين داراي اكسترمم باشد، )1-3 يرابطه( I تابعيِ نكهيا يبراشرط اساسي 

ܫߜيعني  شودصفر  ൌ ,ݔ൫ܨ∬ߜ ,ݕ ܶ, ௫ܶ, ௬ܶ൯݀ݕ݀ݔ ൌ در ادامه اثبات اين قضيه جهت اســتفاده از . 0

  آن در حل به روش ريتز، بيان خواهد شد.

  :شودصورت زير نشان داده ميبهثابت،  yو  xشود، براي مي Fكه باعث تغيير در  Tتغييرات 
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)3-3(     , , , , , , , ,x x y y x yF F x y T T T T T T F x y T T T         

  شود:زير نوشته مي به شكل) 3-3عبارت ( استفاده از بسط تيلور،با 

)3-4(  
x y

x y

F F F
F T T T

T T T
     

  
  

 

)، تغييرات 4-3. با توجه به عبارت (شده استنظر ) از درجات بالاتر بسط تيلور صرف4- 3در رابطه (

I صورت زير خواهد بودبه:  

   , , , , 0x y
R

I F x y T T T dxdy  ∬  

)3-5(  
0x y

R x y

F F F
I T T T dxdy

T T T
   

   
        
∬  

 به شكل 5- 3ي عبارت سوم داخل پرانتز رابطه جزء،با انتگرال گيري جزءبهو  1- 3 به شكله با توج

   :شودزير نوشته مي

)3-6(  

  

)3-7(  

 

 2

1

b y x

y ya y x
R y y

F F
T dxdy T dy dx

T T
 

  
     
 ∬  

 
   

 2

1

2

1

b b
y x

y y x
R y y ya a

y xF F F
T dxdy T dx Tdy dx

y xT T y T
  

     
           
  ∬  

  شود:به همين ترتيب براي جمله دوم نيز عبارت زير حاصل مي

)3-8(   
   

 

1

2

1

d d
x y

x x y
R x x xc c

x yF F F
T dxdy T dy Tdx dy

x yT T x T
  

     
          
  ∬  

و  7- 3مرز برابر با صفر است، عبارت اول سمت راست روابط  يبر رو Tكه تغييرات به اين با توجه

  شود:، به شكل زير بيان مي5-3در عبارت  7-3و  8- 3شود. نتيجه جاگذاري روابط ، صفر مي8- 3

)3-9(  
0

R x y

F F F
I Tdxdy

T x T y T
 

                        
∬  

  :توان نتيجه زير را گرفتمي 9-3ي از رابطه

)3-10(  
0

x y

F F F

T x T y T

      
             
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. به اين ترتيب شده استاستخراج  1-3است و با استفاده قضيه  مان معادله اويلر، ه)10- 3معادله (

  توان از آن استفاده كرد.و براي حل معادلات مي صادق استنيز  1-3كه قضيه  شودنتيجه مي

  روش ريتز 3- 3
هــاي تقريبــي معــادلات تقيم براي يافتن پاسخيك روش حل مسبر مبناي حساب تغييرات، روش ريتز 

داراي  تــابعيطــوري كــه بــه حــلناميم كه يك راهمستقيم مي جهتازآنديفرانسيل است. اين روش را 

قــدم  دهــد.ارائه مــي از حل معادله اصلي حل معادلات ديفرانسيل، بدون استفاده ، جهتاكسترمم باشد

  :نظر براي حل، به صورت زير استبع مدتوا ازاصلي در اين روش، انتخاب مناسب يك سري 

)3-11(     
1

, ,
N

n n
n

u x y a x y


  

,ݔѰ௡ሺبستگي دارد و تابع  جمله Nكه به  كند. ، شرايط مرزي را ارضا ميnبراي تمامي مقادير  ሻݕ

نكته مهم  .توابع ريتز هستند ሻݔѰ௡ሺضرايب مجهول ريتز و  ௡ܽ مجهول مسأله، u )،11-3ي (در رابطه

از پس كه همواره شرايط مرزي را ارضا كنند. طوريروش ريتز، انتخاب صحيح توابع ريتز است، به در

مجهول ظاهر خواهد  Nمعادله و  N ي،جاي عبارت مجهولگذاري آن بهانتخاب يك سري مناسب، و جا

ن ضرايب در سري، آمده و سپس با قرار دادن اي به دستكه با حل اين دستگاه ضرايب مجهول  شد

توان پاسخ مسأله را استخراج كرد. در ادامه نحوه استفاده از روش ريتز براي حل مسأله حاضر مي

  توضيح داده خواهد شد.

  حل معادله مومنتوم با استفاده از روش ريتز 3-1- 3

مــورد  ي حاضــردر مطالعــهبراي يــافتن ســرعت است كه  بعد معادله مومنتوم)، شكل بي15-2عبارت (

لحــاظ  برابــر بــا صــفرهــا ديواره يبر روسرعت شرط مرزي  براي حل اين معادله .گيردده قرار مياستفا

تــابعي آن  دهد كــه درراه حلي ارائه مي براي يافتن پاسخ روش ريتز بر اساس تعاريف پيشين، .شودمي
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رمم كــه تــابعي داراي اكســت، شرط اساسي بــراي ايــن1-3 طبق قضيهداراي اكسترمم است و همچنين 

صــورت بــه 10-3تا  1-3براي يافتن تابعي، معادلات  .برابر با صفر شودآن كه تغييرات  است نياباشد، 

ي بگيريم رابطه در نظر اويلري عنوان معادلهرا به )12-3ي مومنتوم (اگر معادله شوند.معكوس حل مي

  ) نوشت.9-3ي (توان با كمك معادله) را مي3-13(

)3-12(  2 2

2 2
16 0

w w

x y

 
  

 
 

)3-13(  2 2

2 2

w w
16 0

x yR

I wdxdy 
  

      
∬  

 wآمده و با حل آن مقادير  به دستاي است كه از شرط اساسي ) همان معادله13- 3عبارت (

در  )2- 3شكل ( صورتيك مقطع مثلثي به انتگرالهاي براي مشخص كردن كرانشود. محاسبه مي

  گيريم.مي نظر

 

  گيري در يك مقطع مثلثيهاي انتگرالكران .2- 3شكل 

  شود.زير نوشته مي به شكل) 13-3ي (معادله بيترتنيابه

)3-14(  2 2

2 20 0
16 0

a kx w w
I wdydx

x y
 

  
      
   

- )، به14- 3(ي هاي اول و دوم داخل پرانتز در رابطهعبارت، جزءجزءبهبا استفاده از حل انتگرالي 

  شوند.تعريف ميزير  صورت

)3-15(  22

20 0 0 0
0

w 1
δwdxdy δw δ

0x 2

kx
kx a kx aaw w

dy dxdy
x x

              
      
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)3-16(  22

20 0 0 0
0

w 1
δwdydx δw δ

0y 2

a
a kx a kxkxw w

dx dydx
y y

              
      

و  )15-3(ها ثابت و برابر با صفر است، عبارت اول سمت راست روابط در مرز wكه مقدار با توجه به اين

، شــكل )14-3( يدر رابطــه )16-3(و  )15-3(با جاگذاري معــادلات برابر با صفر خواهد بود.  )3-16(

  صورت زير خواهد بود.نهايي اين رابطه به

)3-17(  22
1

δ 16 0
2

w w
w dA

x y

                      
 

ܫߜبا توجه به قضيه  ൌ ، عبارت انتگرالي همان تــابعي مســأله )17-3(شود كه در معادله استنباط مي 0

آمده كــه بــا  تبه دس) از آن 13-3ي (سازي در نهايت معادلهباشد كه پس از ساده) مي1-3ي (معادله

 آيد.مي به دست wحل آن مقادير 

اســتخراج كه شرط مرزي را ارضا كند طوريبه ريتز، تابع مناسببراي حل مسأله به روش ريتز بايد 

 .شده استدادهنشان  3-3در شكل  يك سطح مقطع از كانال مثلثي كار نيابراي . شود

 
  . سطح مقطع يك كانال مثلثي3- 3شكل 

  صورت زير تعريف كرد.توان بهاضلاع اين مثلث را مي معادله خط

)3-18(  
1 : 0L y   
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)3-19(  
3

2

: 0
H

L y x
L

 
  
 


   

)3-20(  
1

4
2 1 1 2

: 0
LH

L y x H
L L L L

   
         

       

 يبر روشود كه مقدار آن دلات خط اضلاع مثلث در يكديگر، عبارتي حاصل ميبا ضرب كردن معا

عنوان تابع ريتز استفاده كرد كه توان از اين عبارت بهاضلاع مثلث، همواره صفر است. درواقع مي

 )21- 3(رابطه بعد سازي دارد. بي البته اين عبارت نياز به كند.يمرزي را ارضا م همواره شرط

  باشد.معادلات خط مثلث مي ضربحاصل

)3-21(   1

2 2 1 1 2

LH H
y y x y x H

L L L L L


       
                    

            

بعد كرد كه ) را بي21-3توان عبارت (مي ،)1- 2هاي ارائه شده در عبارت (با استفاده از پارامتر

 .شودصورت زير حاصل ميبراي تابع ريتز به يينتيجه نها

)3-22(   22 2 2
1 2 1 2

2 2 1 1 22( )

L H L H L LH H
y y x y x

L L L L L


                               

 

استفاده در روش ريتز را  توان سري لازم، برايآمده، مي به دستاستفاده از تابع ريتز  حال با

پس . در اين مسأله، داشته باشدهاي مختلفي مسأله، حالت به با توجهتواند اين سري مي تشكيل داد.

هاي كه پاسخ مسأله)، يرهايمتغ( yو  xها، در نهايت از بسط جملات بررسي چند حالت از سري از

( به دليل زياد شدن  ام ادامه دارد28له اين بسط تا جم و شده استداد، استفاده مي بهتري را ارائه

از  تعداد نياقبول در و همچنين همگرايي قابل پردازشگرهاي سيستم حجم محاسبات و محدوديت

صورت زير توان سري را به). براي اين كار مينشده استسبه براي جملات بيشتر محاجملات، سري 

  نشان داد.

)3-23(         1 1 2 2 28 28, , , ,w x y a x y a x y a x y      

,ଵܽدر آن  كه ܽଶ …ܽଶ଼  ضرايب مجهول ريتز هستند وѰଵሺݔ, ,ሻݕ … ,Ѱଶ଼ሺݔ, توابع ريتز  نيز ሻݕ
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  شوند.صورت زير تعريف ميبه هستند كه

    0 0
1 , ,x y x y x y   

    2 , ,x y x x y   

     3 , ,x y y x y   

)3-24(     4 , ,x y xy x y   

    2
5 , ,x y x x y   

    2
6 , ,x y y x y   

 ⋮ 

    6
28 , ,x y y x y   

  شودزير تعريف مي به شكل سرعت)، 23-3) در رابطه (24-3عبارات ( قرار دادنبا 

)3-25(        6
1 2 3 28

1

, , ,
N

i i
i

w x y a x y x y a a x a y a y 


      

  شود.يبه شكل زير بيان م )13- 3(ي ، رابطه)25-3(به عبارت  با توجه

)3-26(         
2 2

6 6 6
1 28 1 28 1 282 2

16 . 0I a a y a a y a a y dA
x y

   
                 

 

)3-27( 

     

     

     

2 2
6 6

1 1 28 1 28 12 2

2 2
6 6

2 1 28 1 28 22 2

2 2
6 6

3 1 28 1 28 32 2

2

28 12

16

16

16

I a a a y a a y dA
x y

a a a y a a y dA
x y

a a a y a a y dA
x y

a a
x

    

   

   



                
               
               





     

2
6 6

28 1 28 282
16 0.a y a a y dA

y
  

            

برابر با صفر قرار  هاداخل انتگرال هايبرابر با صفر باشد، بايد عبارت 27- 3ي كه رابطهآنبراي 

  :توان نوشتگيرد. بنابراين مي
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)3-28( 

     
2 2

6 6
1 28 1 28 1 12 2

16a a y a a y dA dA
x y

   
  
         

     
2 2

6 6
1 28 1 2282 22

16a a y a a y dA dA
x y

   
  
         

     
2 2

6 6
1 28 1 3282 32

16a a y a a y dA dA
x y

   
  
         

 



     
2 2

6 6
2 281 8 1 28 282 2

16a a y a a y dA dA
x y

   
  
         

 

رسيم كه با حل اين دستگاه مجهول مي 28معادله انتگرالي و  28، در نهايت به 28- 3با حل معادله 

)، 23-3ي (آيند. پس از جاگذاري اين ضرايب مجهول در رابطهمي به دستضرايب مجهول ريتز 

 خواهد آمد. به دستعت سر

  از روش ريتز با استفادهحل معادله انرژي  3-2- 3
اي اســت كــه )، شكل نهايي معادله انــرژي22-2ي (آن اشاره شد، معادله طور كه در فصل دوم بههمان

 بــا توجــهباشد كه مي شار ثابت. شرايط مرزي مسأله براي دما، شرايط حل خواهد شددر تحقيق حاضر 

بــه صــفر بــودن  با توجه ها برابر با صفر خواهد بود.مرز يبر روبعد ا، مقدار دماي بيبعد دمبه عبارت بي

مــورد  تــابعيِ تغييــرات توانمرزها و شباهت آن با شرايط مرزي سرعت، مي يبر روبعد مقدار دماي بي

  تعريف كرد. صورت زيربه گرفت و در نظر نياز براي حل دما را نيز مشابه سرعت

)3-29( 2 22 22 2

2 2 2

4
0

R

T T w Br w w w w w
δI dA Tdxdy

x y UU A x y x yU


                                                              
∬  

به شرايط مرزي،  با توجههمچنين شود. اصلي مسأله دما، همانند مسأله سرعت محاسبه مي يتابع

,ݔѰሺمقادير  ,ሻݕ Ѱଵሺݔ, ,ሻݕ Ѱଶሺݔ, ,ሻݕ … ,Ѱଶ଼ሺݔ, در توان همان عبارات مربوط به سرعت را مي ሻݕ

   زير تعريف كرد. به شكلرا  Tگرفت و  نظر
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)3-30(        6
1 2 3 28

1

, , ,
N

i i
i

T x y a x y x y a a x a y a y 


      
 به دستي زير و حل به روش مشابه، در نهايت رابطه 29- 3ي در رابطه 30- 3با جاگذاري عبارت 

  خواهد آمد.

)3-31( 

     
2 2

6 6
1 28 1 28 12 2

2 22 2

12

4
,

a a y a a y dA
x y

w Br w w w w w
dA dA

UA x yU U x y

  



  
       

                                                   

 

     
2 2

6 6
1 28 1 282 2

2 2

2

2

2

2 2
4

,

a a y a a y dA
x y

w Br w w w w w
dA dA

UA x yU U x y

  



  
       

                                                   

 

     
2 2

6 6
1 28 1 282 2

2 2

2

3

3

2 2
4

,

a a y a a y dA
x y

w Br w w w w w
dA dA

UA x yU U x y

  



  
       

                                                   

 

  

     
2 2

6 6
1 28 1 282 2

2 22

8

2

2

28

2

4
,

a a y a a y dA
x y

w Br w w w w w
dA dA

UA x yU x yU

  



  
       

                                                   

 

آوردن مقادير ضرايب مجهول ريتز و  به دستمجهول و  28معادله و  28با حل اين دستگاه 

 كهيدرصورت، 31-3خواهد آمد. دقت شود كه در معادله  به دست، دما 30-3ها در عبارت جاگذاري آن

  برينكمن برابر با صفر خواهد بود. نظر شود، مقدار عددلزجت در حل معادله صرف از تأثير اتلاف
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  گيرينتيجه 3-4
در اين فصل به بيان روش تحليلي ريتز بر مبناي حساب تغييرات و همچنين نحوه استفاده آن در ايــن 

ي كلي توزيــع ســرعت و توزيــع دمــا مطالعه و حل معادلات حاكم توسط اين روش پرداخته شد. رابطه

 در مــوردي اين فصــل بــه بيــان و بحــث رائه گشت. در ادامهبراي تمام مقاطع مثلثي نيز در اين فصل ا

  نتايج استخراج شده از حل معادلات با استفاده از روش تحليلي ريتز پرداخته خواهد شد.
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  :ୀرਉی ষتا৆ج 
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  مقدمه 4-1
پرداختــه  فصــل دوم و ســومآمده در  به دستدر اين فصل به ارائه و بررسي نتايج حاصل از حل روابط 

هــا اشــاره شــد، ســرعت و گذشته بــه آن هايل معادلات مومنتوم و انرژي كه در فصلبا حخواهد شد. 

كــه مشــاهده  طورهمــانآيد. دست ميبهضريب اصطكاك دماي مورد نياز جهت محاسبه عدد ناسلت و 

مجهول است كه  28معادله و  28شد، حل معادلات مومنتوم و انرژي، شامل حل يك دستگاه انتگرالي 

هــاي آن از براي حل اين دستگاه و انتگرال در اين پژوهش جهت نيهمباشد. به ه ميدستگاهي پيچيد

هــاي مثلثــي در براي هندســه ،نتايج اين محاسبات كه شده استاستفاده  5نويسي متلبنرم افزار برنامه

  شد.در اين فصل ارائه و با نتايج گذشته تطبيق داده خواهد  و جدول 6قالب نمودار و كانتور

  جريانحل مربوط به  نتايج 4-2
يافتــه توســعه كــاملاًهاي گذشته نيز اشاره شد، جريان مــورد مطالعــه، در ناحيــه كه در فصل طورهمان

-فــرض مــي ريناپــذها صفر، جريان پايدار و سيال تراكم درون كانال مثلثي قرار دارد. سرعت در ديواره

ي كتــاب ســيالات ويســكوز، نوشــته ، درالاضلاعيمتساوي سرعت براي سطح مقطع مثلث معادله شود.

سنجي روند تحقيق، ابتــدا در ابتداي اين بخش، جهت صحت. شده استآورده  ]22[پاپاناستاسيو آقاي 

 گيــرد.مــيمــورد مقايســه قرار اين معادلهبا  شده است،ي سرعتي كه توسط روش ريتز استخراج معادله

واقع اين شكل دهد. در الاضلاع نشان ميكانتور سرعت تحقيق حاضر را براي مثلث متساوي 2-4شكل 

دهــد. قابــل ملاحظــه بعد نشان ميرا در مقطع مثلثي با ابعاد بي  بعد، سرعت بي1-4و همچنين شكل 

كنــد، همچنــين در است كه شرايط مــرزي را ارضــا مــيها برابر با صفر است كه مقدار سرعت در ديواره

-يافته انتظار ميدرون كانال براي جريان توسعه سرعت كه طبق تغييرات نيمرخ طورهمان مركز مثلث،

ي دو شــكل باشــد. از مقايســهمي 1.3 حدوداًبعد آن داراي بيشترين مقدار خود است كه مقدار بي رود،
                                                 
5 Matlab 
6 Contour 
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ي دقــت دهندهكه نشان برد يپتوان به تطابق خوب ميان روش ريتز و روش حل دقيق مي 2-4و  4-1

  بالاي روش تقريبي ريتز است.

 

 ]22[در ي ارائه شده طبق رابطه الاضلاعكانتور سرعت براي مثلث متساوي .1-4شكل 

 
  الاضلاع براي تحقيق حاضر. كانتور سرعت مثلث متساوي2-4شكل 
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  پوازيهعدد  1- 4-2
را محاســبه كــرد.  توان با داشتن سرعت جريان درون كانال، آنيكي از نتايجي است كه مي پوازيهعدد 

باشــد كــه بــه شــكل ســطح ، يك عدد مــيكه در فصل دوم محاسبه شد پوازيهي حاصل رابطه در واقع

 مقطع بستگي دارد.

 الساقينهاي متساويبراي مثلث پوازيهي عدد . مقايسه1-4جدول 

أسر زاويه

 

 
شاه 

]2[  
 

 
 اسپارو

]7[  

 
وايت 

]23[  

 
 تحقيق حاضر

  
∈૚ 

(%) 

  
∈૛ 

 (%) 

  
∈૜ 

 (%) 

10 49.9 50 _ 49.8 0.2 0.4 _ 

20 51.3 51.2 51.6 51.2 0.2 _ 0.76 

30 52.3 52.2 _ 52.2 0.19 _ _ 

40 52.9 52.8 52.9 52.9 _ 0.19 _ 

50 53.2 53.2 _ 53.2 _ _ _ 

60 53.3 53.3 53.3 53.3 _ _ _ 

70 53.2 53.2 _ 53.2 _ _ _ 

80 53 52.9 52.9 53 _ 0.19 0.19 

90 52.6 52.7 _ 52.6 _ 0.19 _ 

100 _ _ 52 52 _ _ _ 

120 51 _ 51.1 51 _ _ 0.2 

140 _ _ 49.5 49.7 _ _ 0.4 

150 48.9 _ _ 49.1 0.41 _ _ 

160 _ _ 48.3 48.6 _ _ 0.6 

 

در تحقيقــات گذشــته بــراي هــاي موجــود جهت مقايسه بــا داده پوازيهمقادير عدد  1-4در جدول 
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و  آمدهدســتبهمقدار خطاي موجود ميــان نتــايج  .شده استارائهالساقين هاي متساويي مثلثهندسه

بــه ترتيــب  ]23[وايت و كتاب مكانيك سيالات  ]7[اسپارو تحقيق ، ]2[ ي شاهنتايج موجود در مطالعه

-مثلثتحقيق حاضر براي  پوازيهمقادير عدد نيز  2-4در جدول نشان داده شده است.  ଷ∋و  ଵ ،∈ଶ∋با 

گرفتــه مورد مقايسه قرار  ]8[ خيش يحاجاسپارو و  يدر مطالعه آمدهدستبهالزاويه، با مقادير هاي قائم

  .است

  الزاويههاي قائمبراي مثلث پوازيه. مقايسه اعداد 2-4جدول 

أسرزاويه

 

]8[ خيش ياجحاسپارو و   

 
رتحقيق حاض  

 
ࣕ 

 (%) 

10 50 49.8 0.4 
20 51.2 51.2 _  

30 52 52.1 0.19 
40 52.5 52.5 _  

45 52.6 52.6 _  

05  52.5 52.5 _  
06  52 52.1 0.19 
07  51.2 51.2 _  

08  50 49.8 0.4 
  

-هاي قائمبراي مثلث ]8[شيخ اسپارو و حاجيي در مقايسه با مطالعه پوازيه درصد خطاي مقادير

با  آمدهدستبهبررسي نتايج حاصل از مقايسه مقادير . شده استدر جدول نشان داده  ߳توسط  ،الزاويه

در حل   آمدهدستبهو صحت مقادير  ي دقت بالاي روش ريتزدهندههاي موجود از گذشته، نشانداده

  .آمده است، در قالب نمودار به نمايش در 3-4در شكل اين مقايسات حاضر است. 
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  دلخواه زوايايهاي با براي مثلث پوازيه. عدد 3-4شكل 

حسب باشد و برها ميهاي مثلثبراي تمام حالت پوازيهي مقادير عدد دهنده، نشان3-4شكل 

 ،هاي مثلث كافي هستندكه براي نمايش تمام حالت )شده استنشان داده ر شكل د( αଶو  αଵزواياي 

براي  پوازيهشود، نواحي مرزي شكل شامل مقادير عدد طور كه مشاهده ميهمان. شده استرسم 

-هاي متساويمقادير موجود در مطالعات گذشته براي مثلث .باشدالساقين ميهاي متساويمثلث

براي  عدد پوازيه شود كه تغييراتمشاهده مي. شده استنشان داده  در شكلويه نيز الزاالساقين و قائم

همچنين با  .باشدمي 	53.3تا  48كه بين  دهدرخ ميي بسيار كوچكي در محدودهتمام مقاطع مثلثي 
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در توان از تصوير نتيجه گرفت كه مي يابد.مقدار عدد پوازيه افزايش مي يمثلث تر شدن مقاطعبزرگ

بيشترين مقدار عدد پوازيه مربوط به مثلث  يكساني دارند، ଶߙي هايي كه زاويهتمام مثلث نيب

ي مثلثهاي تمام هندسهدر بين  پوازيهبيشترين مقدار عدد باشد. مي ଶߙالساقين با زاويه رأس متساوي

هاي مثلث مورد زاويهتخاب ، با ان3- 4با استفاده از شكل . باشدميالاضلاع متساوي نيز مربوط به مقطع

توان با مي با در دست داشتن اطلاعات جريان و سيالبراي آن مثلث،  هنظر و يافتن مقدار عدد پوازي

∆هد سيال و در نتيجه مقدار افت  24-2 كمك رابطه ෨ܲ براي هر مقطع مثلثي محاسبه كرد. را   

هاي مختلف مثلث، براي حالت ،پوازيه، جهت سهولت دسترسي محققان به مقادير عدد 3- 4جدول 

اند. دقت شود كه مقادير شدهنوشته ଶߙو  ଵߙزواياي  بر اساساست. مقادير اين جدول نيز ارائه شده

ଵߙمربوط به  ൌ ଶߙ ൌ ଵߙو  0 ൌ ଶߙ ൌ براي  صرفاً قابل محاسبه توسط تحقيق حاضر نيستند و  90

ها لحاظ هاي گذشته مقدار آنيابي، از تحقيقدرون آسان كردن كار محققين جهت انجام محاسبات

- هاي متساويمربوط به مثلث قرار دارندقطر اصلي  يبر رو. در اين جدول مقاديري كه شده است

ديواره را،  يبر رواي ، ضريب اصطكاك پوسته10-4تا  4- 4هاي همچنين شكل باشند.الساقين مي

  دهند.نشان مي مختلف هايبراي مثلث
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  دلخواه زوايايهايي با براي مثلث پوازيه. اعداد 3-4جدول 

∝ଶ  
∝ଵ 

0 10 20 30 40 45 50 60 70 80 90 

0 48 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 

10 _ 48.6 49 49.349.549.6 49.6 49.7 49.8 49.8 49.8 

20 _ 49 49.750.250.6 50.850.9 51. 1 51.2 51.2 51.2 

30 _ 49.3 50.2 51 51.551. 751.8 52.1 52.2 52.2 52.1 

40 _ 49.5 50. 651.5 52 52.3 52.5 52. 8 52.9 52.8 52.5 

45 _ 49.6 50. 851.7 52.352.6 52.8 53 53.1 52.9 52.6 

50 _ 49.6 50.9 51.8 52.5 52.8 53 53.2 53.2 53 52.5 

60 _ 49.751.152.152.8 53 53.2 53.3 53.2 52.8 52.1 

70 _ 49.851.252.252.953.153.2 53.2 52.9 52.2 51.2 

80 _ 49.8 51.252.2 52.852.9 53 52.8 52.2 51. 2 49.8 

90 _ 49.851.252.152.552.6 52.552.1 51.2 49.8 48 

 
 
 
 
 



 

45 

 

 
 درجه 30الساقين با زاويه رأس اي در مثلث متساوي. ضريب اصطكاك پوسته4-4شكل 

 

 
 درجه 45الساقين با زاويه رأس اي در مثلث متساوي. ضريب اصطكاك پوسته5-4شكل 
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 درجه 60الساقين با زاويه رأس اي در مثلث متساوي. ضريب اصطكاك پوسته6-4شكل 

 

 
 درجه 90الساقين با زاويه رأس اي در مثلث متساوي. ضريب اصطكاك پوسته7-4شكل 
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  درجه 100الساقين با زاويه رأس اي در مثلث متساوي. ضريب اصطكاك پوسته8-4شكل 

 

ࢼبا زاويه  الزاويه،قائم اي در مثلثپوسته . ضريب اصطكاك9-4شكل  ൌ ૛૙	و	ࢻ ൌ ૠ૙  
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ࢼبا زاويه  الزاويه،قائم اي در مثلثپوسته . ضريب اصطكاك10-4شكل  ൌ ૟૙	و	ࢻ ൌ ૜૙  

تا  4- 4هاي مختلف در شكل چند مقطع مثلثيها، براي ديواره يبر رواي ضريب اصطكاك پوسته

اي در دو شود كه در هر ضلع، مقدار ضريب اصطكاك پوسته. مشاهده ميشده استنشان داده  10- 4

، هاي مثلث هستند. براي توجيه اين موضوعكه اين نقاط مربوط به گوشه باشدميصفر  نقطه برابر با

ي گرد مثلث در ي تأثير گوشهدر تحقيق خود درباره ]24[توان به مطلبي كه كومار و همكارانش مي

 جريان درون كانال يبر روهاي تيز، كه گوشهها با اشاره به اينذكر كردند، اشاره كرد. آن انتقال حرارت

بر اين  شود.هاي مثلث، جريان راكد ميبيان كردند كه در گوشه گذاردتوجهي ميمثلثي تأثير قابل

هاي مثلث، گونه بيان كرد كه در گوشهتوان اينمي 35- 2و  3-2، 2- 2به روابط  با توجهاساس و 

- متساوي مقاطعدر  باشد.اي برابر با صفر ميپوسته اصطكاك نتيجه مقدار ضريبتغييرات سرعت و در

اي درجه، ماكزيمم مقدار ضريب اصطكاك پوسته60ي با زاويه رأس كمتر از هاالساقين، براي مثلث

ي رأس بيشتر از هاي با زاويهباشد اما در هندسههاي مثلث ميي مثلث كمتر از ساقموجود در قاعده

ي مثلث بيشتر از مقادير دو ضلع ديگر است. در مقطع درجه، مقدار ماكزيمم موجود در قاعده60
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 اي در هر سه ضلع برابر است.مقدار ماكزيمم ضريب اصطكاك پوستهع نيز الاضلامتساوي

  نتايج مربوط به حل دما 4-3
شــرايط مــرزي  ذكــر شــدكــه  طورهمــان. ارائه شد حل و بعد معادله انرژيدر فصول گذشته، حالت بي

عريــف بعــد تمعادله بــي با توجهكه  است وارهيد يبر روجهت حل معادله انرژي، شرط اعمال شار ثابت 

، شــامل آمدهدســتبهي انــرژي معادله .برابر با صفر است نيز هامرز يبر رومقدار دماي بدون بعد  ،شده

 كــه يحالتي انرژي براي گرفتن مقدار صفر براي عدد برينكمن، معادله در نظرلزجت است كه با  اتلاف

از حل دما براي دو حالت حاصل  بررسي نتايج . در اين بخش بهخواهد شدنظر شود حل صرف اتلافاز 

  .پرداخته خواهد شدلزجت  اتلافگرفتن  در نظربدون  با و

  توزيع اتلاف 3-1- 4
ي بعدي است كه در مطالعهي انرژي بيي معادله) نشان دهنده22-2ي (كه اشاره شد، رابطه طورهمان

-تــلاف مــيي انرژي مربوط بــه اي آن بخش از معادله) نشان دهنده31-3شود. عبارت (حاضر حل مي

  باشد.

)3-31( 
22

2

1 w w

W x y


               
 

نشان داده شده است. با  17-4تا  11- 4هاي مثلثي در شكلاتلاف در مقاطع مختلف كانتور توزيع 

رود بيشترين مقدار اتلاف، بر اي، انتظار ميبراي ضريب اصطكاك پوسته آمدهدستبهتوجه به نتايج 

ها ماكزيمم است چون در اين نقاط بيشترين مقدار در آن ௙ܥكه مقدار ها و در نقاطي باشد روي ديواره

 مثلث و در مركز آن نيز مقدار اتلاف برابر با صفر است. يهادر گوشهخورد. همچنين تنش به چشم مي

باشد،  ترباريكمثلث  زواياي شود كه هرچهمشاهده مي 17-4تا  11- 4هاي شكل با توجه به علاوهبه
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  باشد.آن داراي مقدار بيشتري مياتلاف  ماكزيمم

 

  الاضلاع. كانتور توزيع اتلاف در مقطع متساوي11-4شكل 

 
  هدرج30الساقين با زاويه رأس . كانتور توزيع اتلاف در مقطع متساوي12-4شكل 
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  درجه90الساقين با زاويه رأس . كانتور توزيع اتلاف در مقطع متساوي13-4شكل 

 
  درجه60و  30الزاويه با زواياي . كانتور توزيع اتلاف در مقطع قائم14-4شكل 
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  درجه70و  20الزاويه با زواياي . كانتور توزيع اتلاف در مقطع قائم15-4شكل 

 
  درجه 80و  60، 40. كانتور توزيع اتلاف در مقطع مثلثي با زواياي 16-4شكل 
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  درجه 80و  55، 45. كانتور توزيع اتلاف در مقطع مثلثي با زواياي 17-4شكل 

  شود:صورت زير بيان ميي اندازه اتلاف به) معادله31-3( با انتگرال گيري از رابطه

)3-32( 22

2

1 w w
dA dA

W x y


               
  . 

 18-4لثــي متفــاوت اســت. شــكل باشد كه براي هر مقطع مث) يك عدد مي32-3ي (حاصل معادله

شود كــه هرچــه اين شكل مشاهده ميبا توجه به دهد.اندازه اتلاف را براي تمام مقاطع مثلثي نشان مي

كه اندازه اتلاف  دشو، مشاهده ميباريكاست. در مقاطع  تركممقطع مثلثي بازتر باشد، اندازه اتلاف آن 

تــر شــدن با پهن ش بسيار زياد در اين مقاطع است.ي وجود تني است كه نشان دهندهعدد بسيار بزرگ

-يكســان مــي ଶߙهايي كه شامل يك يابد. براي مثلثمقاطع و بازتر شدن زوايا اندازه اتلاف كاهش مي

شود تــا تر هم ميها كمشوند بازه تغييرات اندازه اتلاف كم است و اين بازه با پهن تر شدن مقطع مثلث

 يكســان ଶߙزاويه  يك هايي كهمثلث بين تمامبرسد.  به كمترين مقدار خودالاضلاع در مقطع متساوي

  باشد.مي ଶߙالساقين با زاويه رأس كمترين اندازه اتلاف مربوط به مثلث متساوي ،داشته باشند
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 . اندازه اتلاف براي تمام مقاطع مثلثي18-4شكل 

 Br=0د ناسلت براي حالت عد 3-2- 4

بعد ناسلت است كه نشان توان آن را محاسبه كرد، عدد بيي انرژي ميحل معادله پس از كه يجينتااز 

 بــرينكمن در حالتي كــه عــدد باشد.مي حرارت هدايتي جابجايي به انتقال انتقال حرارت نرخ يدهنده

كه به ديواره  يشار حرارتبه  با توجهنظر شود، فلزجت صر اتلافبرابر با صفر باشد يا به عبارت ديگر از 

، اين امر را براي يك شــكل 19-4گيرد. شكل شود، انتقال حرارت از ديواره به سيال صورت ميوارد مي
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  دهند.الاضلاع) نشان ميكانال مثلثي (مثلث متساوي

 

  Br=0الاضلاع در حالت اي مثلث متساوي. كانتور دما بر19-4شكل 

كه  طورهماندهد. الاضلاع، نشان ميبعد را براي مقطع مثلث متساويدماي بي، كانتور 19-4شكل 

-. همچنين مشاهده ميمرزها برابر با صفر است يبر رو بعدي بيشود، مقدار دمادر شكل مشاهده مي

و اين مقدار با دور شدن از ناحيه مجاور ديواره،  را دارد ها بيشترين مقدارشود كه مقدار دما روي ديواره

است، انتقال  تر به ناحيه سردترجهت انتقال گرما از ناحيه گرم كه نيبه ا با توجهكند و كاهش پيدا مي

بعد، وجود مقادير منفي دما درون ي دماي بيبه رابطه با توجه .شودحرارت از ديواره به سيال انجام مي

  باشد.تر ميواره كمي آن است كه دماي سيال از دماي دين دهندهكانال نشا

حاضــر در پژوهش  آمدهدستبهنتايج  سنجيصحتجهت ، 5-4و  4-4  جدولاين بخش  يادامه در

الساقين، با نتايج ارائــه هاي متساويمقادير عدد ناسلت، براي مثلث 4-4در جدول . است دهيگردتنظيم 

و درصــد  گرفتــهمقايســه قــرارمــورد  ]8[شــيخ ي اسپارو و حــاجيو مطالعه ]2[ي شاه شده در مطالعه

 توجــه بــهبــا  .در جدول نشان داده شــده اســت ଶ∋و  ଵ∋ با بيبه ترتنيز  خطاي حاصل از اين مقايسه

درجــه 60ي الساقين، مربوط به زاويــههاي متساويبيشترين مقدار عدد ناسلت براي مثلث، 4-4جدول 

هــاي در ايــن تحقيــق بــراي مثلــث آمدهدستبهناسلت  اي بين مقاديرنيز مقايسه 5-4در جدول  است.
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و درصد خطاي حاصــل از  رت گرفته، صو]8[ خيش يحاجشده توسط اسپارو و و مقادير ارائهالزاويه ائمق

الزاويــه نيــز، هــاي قــائمدر بــين مثلــث همچنين .ارائه شده است )5-4( در جدول ߳نيز با  اين مقايسه

و مقايســه  آمدهدســتبهنتايج  مشاهده باشد.درجه مي45ي بيشترين مقدار عدد ناسلت مربوط به زاويه

ي دمــا و صــحت مقــادير وب روش ريتز در حــل معادلــهگر دقت بسيار خها با اطلاعات موجود، بيانآن

  است.  آمدهدستبه

 Br=0الساقين در حالت متساوي يها. مقايسه عدد ناسلت براي مثلث4-4جدول 

رأس زاويه  

 

 
 
]2[شاه 

 
 اسپارو و

 شيخحاجي
]8[  

 
 

رتحقيق حاض  

 
 

∈૚ 
(%) 

 
 

∈૛ 
(%) 

10 2.45 2.46 2.46 0.4 _ 
20 2.72 2. 72 2.73 0.4 0.4 

30 2.91 2.91 2.917 0.2 0.2 
40 3.03 3.03 3.03 _ _ 

50 3.09 3. 10 3.09 _ 0.3 

60 3.11 3.11 3.11 _ _ 

70 3.1  3.1 3. 1 _ _ 

80 3.05 3.06 3.05 _ 0.3 

90 2.98 2.99 2.98 _ 0.3 

100 _ 2.9 2.9 _ _ 

120 2.68 2.68 2.68 _ _ 

140 _ 2.46 2.44 _ 0.8 

150 2.33 2.32 2.33 _ 0.4 

160 _ 2.24 2.23 _ 0.4 
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 Br=0هاي قائمه در حالت . مقايسه عدد ناسلت براي مثلث5-4جدول 

أسر زاويه  

  

 يحاجاسپارو و 
]8[ خيش  

 
 تحقيق حاضر

 
ࣕ 

 (%) 

10 2.44 2.45 0.4 
20 2.72 2.72 _ 
30 2.88 2.89 0.3 
40 2.97 2.97 _ 
45 2.98 2.98 _ 
05  2.972.97 _ 
06  2.88 2.89 0.3 
07  2.72 2.72 _ 
08  2.44 2.45 0.4 

 

 Br=0 كه يطيشراي مثلث، در مختلف هندسه هايت، مقادير عدد ناسلت را براي حال20-4شكل 

نيز جهت  آمدهدستبه ]8[ خيش ياجحو اسپارو و  ]2[دهد. مقاديري كه در مطالعات شاه نشان مي

- حل مطالعه دقت بسيار مناسب روند نشان دادنكه هدف از آن،  شده استشكل ارائه  نيدر امقايسه 

شود، كه مشاهده مي طورهمانو  شده استرسم  ଶߙو  ଵߙشكل برحسب مقادير اين  ي حاضر است.

هاي مثلث زاويه با افزايش مرز شكل حضور دارند. يبر روالساقين، هاي متساويمقادير مربوط به مثلث

هايي كه مثلثمقدار ناسلت ميان  نيتربيشعلاوه يابد. بهتر شدن مقطع، عدد ناسلت افزايش ميو پهن

است.  ଶߙ الساقين با زاويه رأس، مربوط به حالت مثلث متساوييكسان هستند ଶߙي زاويه شامل

- مربوط به مثلث متساوي هاي مختلف مثلث نيزبيشترين مقدار عدد ناسلت در بين حالت همچنين

  الاضلاع است.
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  Br=0دلخواه در حالت  زوايايهاي با . عدد ناسلت براي مثلث20-4شكل 

Brدر ادامه نيز جدول مربوط به مقادير عدد ناسلت، بــراي حالــت  ൌ ، جهــت ســهولت دسترســي 0

-هــاي متســاويمثلــث ريبــه مقــادكه قطر اصلي آن نيز مربوط  شده استمحققين به اين مقادير ارائه 

ଵߙزم به ذكر است كه زواياي باشد. لاالساقين مي ൌ ଶߙ ൌ ଵߙو  0 ൌ ଶߙ ൌ قابل محاسبه نبوده و  90

در  گذشــته يابي، از مطالعات موجــوددرونجهت سهولت در محاسبات  صرفاًمقادير متناظر با اين زوايا، 

 يمثلثدما را براي برخي مقاطع كانتور  26-4تا  21-4هاي شكل همچنين است.ذكر شده  6-4جدول 

  د.ندهنشان مي
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 Br=0دلخواه در حالت  زوايايهاي با . مقادير ناسلت براي مثلث6-4جدول 

   ∝ଵ 
				∝ଶ 

0 10 20 30 40 45 50 60 70 80 90 

0 2.06 _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 

10 _ 2.23 2.30 2.35 2.39 2.4 2.41 2.43 2.44 2.45 2.45 

20 _ 2.30 2.44 2.55 2.62 2.65 2.67 2.7 2.72 2.73 2.72 

30 _ 2.35 2.55 2.68 2.78 2.82 2.85 2.89 2.91 2.91 2.89 

40 _ 2.39 2.62 2.78 2.92.94 2.97 3.02 3.03 3.02 2.97 

45 _ 2.40 2.65 2.82 2.942.98 3.02 3.06 3.07 3.05 2.98 

50 _ 2.41 2.67 2.85 2.973.02 3.053.09 3.09 3.05 2.97 

60 _ 2.43 2.7 2.89 3.02 3.06 3.09 3.11 3.09 3.02 2.89 

70 _ 2.44 2.72 2.91 3.03 3.07 3.09 3.09 3.03 2.91 2.72 

80 _ 2.45 2.73 2.91 3.02 3.05 3.05 3.02 2.91 2.73 2.45 

90 _ 2.45 2.72 2.89 2.97 2.98 2.97 2.89 2.72 2.45 2.06 
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  درجه30الساقين با زاويه رأس در مقطع متساوي دماكانتور توزيع . 21-4شكل 

 
 درجه90الساقين با زاويه رأس در مقطع متساوي دماكانتور توزيع . 22-4شكل 
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  درجه60و  30الزاويه با زواياي قائم در مقطع دماكانتور توزيع . 23-4شكل 

 
  درجه70و  20الزاويه با زواياي قائم در مقطع دماكانتور توزيع . 24-4شكل 
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  درجه40و  60، 80مثلثي با زواياي  در مقطع دماكانتور توزيع . 25-4شكل 

 
 درجه45و  55، 80مثلثي با زواياي  در مقطع دماكانتور توزيع . 26-4شكل 

  Br≠0عدد ناسلت براي حالت  3-3- 4
پرداختــه خواهــد لزجــت  گرفتن اتــلاف در نظررژي، با ي اننتايج حاصل از حل معادلهدر اين بخش به 
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 اعمــال شود.براي حالتي كه عدد برينكمن مخالف با صفر باشد، تأثيرات لزجت در سيال لحاظ مي شد.

ي تغييــرات بــازه دهد.نحوه انتقال حرارت و توزيع دما سيال درون كانال را تحت تأثير قرار مي ،اين اثر

يجي را در يك حــل دقيــق، نتــا ]19[باشد. نوروزي و همكارانش  ∞൅تا  ∞െتواند از عدد برينكمن مي

 اتــلافگــرفتن  در نظرالاضلاع، با هاي با سطح مقطع مثلث متساويبراي انتقال حرارت سيال در كانال

ناسلت با در نظــر گــرفتن مقــادير  عددبراي محاسبه  لزجت، در قالب كانتورها و نمودارهايي ارائه دادند.

  .صورت زير بيان كردندرا به ايها رابطهمختلف برينكمن، آن

)4-1(  
 

308

9 40 11
Nu

Br



 

- الاضلاع نشان مياعداد مختلف برينكمن براي مقطع متساوي يبه ازاشكل زير مقادير ناسلت را 

  دهد.

 
 الاضلاع. عدد ناسلت براي اعداد برينكمن مختلف در مقطع متساوي27-4شكل 

ت بين مقادير ناسلت محاسبه شده در تحقيق حاضر و مقاديري كه اي اسمقايسه ،27- 4شكل  

نكمن مختلف ارائه دادند. الاضلاع با اعداد بريبراي مقطع مثلث متساوي ]19[نوروزي و همكارانش 

شود، حل حاضر از دقت بسيار مناسبي برخوردار است و مقادير كه در شكل ديده ميهمانطور

   ا مقادير حاصل از حل دقيق دارند.توسط روش ريتز، تطابق بسيار مناسبي ب آمدهدستبه
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(س تــا ه)  8كنندهحالت گرم و (الف تا ز)7كنندهبعد را براي حالت خنك، توزيع دماي بي28-4 شكل

  د.دهنشان ميالاضلاع در سطح مقطع متساوي ]19[ي نوروزي و همكاران در مقايسه با مطالعه

 (ب) (الف)

 

 (ت) (پ)

 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

                                                 
7 Cooling Case 
8 Heating Case 
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 (خ) (ج)

 
 (ز) (د)

 
 (ط) (س)

 

  



 

66 

 

 
 

 (و)
 

 (ه)

 

، (ب) مرجع Br=-1ي حاضر (الف) مطالعه (Br≠0)الاضلاع . كانتور توزيع دما در مقطع متساوي28-4شكل 
]19[ Br=-1ي حاضر ، (پ) مطالعهBr=-0.35 (ت) مرجع ،]19[ Br=-0.35ي حاضر، (ج) مطالعه         

Br=-0.275 19[، (خ) مرجع[ Br=-0.275ي حاضر ، (د) مطالعهBr=-0.2 (ز) مرجع ،]19[ Br=-0.2 (س) ،
  .Br=1 ]19[، (ه) مرجع Br=1ي حاضر (و) مطالعه، Br=0.5 ]19[، (ط) مرجع Br=0.5ي حاضر مطالعه

 
در  ܶمنفي مقادير شود، ) مشاهده مي(حالت گرم كننده(س تا ه) 28-4 كه در شكل طورهمان

دماي ديواره  دهد كهوجود مقادير منفي نشان مي خورد.مي به چشم) Br ≥ 0(اعداد برينكمن مثبت 

گيرد. سيال صورت مي ، از ديواره بهBr=0مشابه حالت  نيز از دماي سيال است و انتقال حرارت بيشتر

در شكل  يابد.سيال و ديواره نيز افزايش مي ميانگين همچنين با افزايش مقدار برينكمن، اختلاف دماي

، با افزايش مقدار برينكمن و بيشتر شدن اختلاف Br ≥ 0كه براي مقادير  شودمشاهده مي، 27- 4

كند و به مقدار حدي صفر، نزديك ، مقدار ناسلت كاهش پيدا ميي ديوارهسيال و دما ي ميانگيندما

شكل  نيبه اي انتقال حرارت ) اما نحوهبراي مقادير منفي برينكمن (حالت خنك كنندهشود. مي

 مقدار شود كهمشاهده مي)، ، (د) و (ز)28- 4(شكل  Br=-0.2برينكمن، در نيست. با كم شدن مقدار 

دماي سيال و  دماي ميانگين است و اختلاف بينهمچنان منفي، اما رو به افزايش بعد سيال دماي بي

با كمتر شدن مقدار برينكمن، اختلاف ميان دماي ميانگين سيال و دماي  .كندديواره كاهش پيدا مي

با  يابد.ادامه مي شودبسيار نزديك  گريكديبه اين دو دما  كه ييجاو اين روند تا  ،ديواره كمتر شده
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- به چشم مي ௖=-0.275ݎܤنكمن در بحراني عدد بري نقطه، ]19[1-4ي و رابطه 27- 4به شكل  وجهت

براي  برابر دارند. باًيتقراي است كه دماي ميانگين سيال و دماي ديواره مقداري خورد كه همان نقطه

	Br      مقادير ൐ െ0.275  شود كه ناسلت داراي مقادير مثبت است. ، مشاهده مي27- 4، در شكل

(در جهت شار حرارتي اعمال از ديواره به سيال عدد مثبت ناسلت به آن معناست كه انتقال حرارت 

به  ௖=-0.275ݎܤاختلاف دماي ميانگين سيال و دماي ديواره در  پذيرد.صورت ميشده به ديواره) 

كند. با كمتر شدن مقدار نهايت ميل ميرسد كه در اين نقطه عدد ناسلت به بيكمترين مقدار خود مي

 مشاهدهتغيير علامت داده و با علامت منفي سيال، مقادير ناسلت برينكمن و افزايش دماي ميانگين 

شوند. عدد منفي ناسلت به آن معناست كه انتقال حرارت از سيال به ديواره (در خلاف جهت اعمال مي

با كمتر شدن مقدار برينكمن و در نتيجه شود مشاهده مي همچنين گيرد.شار به ديواره)، صورت مي

-4كند (شكل ميانگين سيال و دماي ديواره، عدد ناسلت به سمت صفر ميل ميافزايش اختلاف دماي 

توان به ميزان ها با نتايج حل دقيق، ميي آنو مقايسه Br≠0با بررسي نتايج دما براي حالت  ).27

را در  ، كانتور دما35-4تا  29-4هاي شكل برد.پي  آمدهدستبهدقت روش حل حاضر و صحت مقادير 

  دهد.نشان مي بحرانيثلثي براي اعداد برينكمن چند مقطع م

 
 Br=-0.275الاضلاع براي قطع متساويبراي م. توزيع دما 29-4شكل 
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  Br=-0.283براي  درجه30س الساقين با زاويه رأقطع متساويبراي متوزيع دما . 30-4شكل 

 
  Br=-0.28درجه براي 90الساقين با زاويه رأس قطع متساويبراي متوزيع دما . 31-4شكل 
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 Br=-0.284درجه براي 60 و 30الزاويه با زواياي قطع قائمبراي متوزيع دما . 32-4شكل 

 
 Br=-0.29درجه براي 70و  20الزاويه با زواياي قطع قائمبراي م توزيع دما. 33-4شكل 
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 Br=-0.279رجه براي د60و  40، 80قطع مثلثي با زواياي براي م توزيع دما .34-4شكل 

 
  Br=-0.279درجه براي 55و  45، 80قطع مثلثي با زواياي براي م توزيع دما  .35-4شكل 

اعداد  يبه ازاالزاويه، الساقين و قائم، مقادير ناسلت را در مقاطع متساوي8-4و  7-4جداول 

دهد. در انتهاي هركدام از اين ) نشان ميو حالت خنك كننده كنندهبرينكمن مختلف (حالت گرم 

  .  شده استهاي مختلف بيان ها نيز، عدد برينكمن بحراني براي سطح مقطعجدول
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 الساقين براي اعداد مختلف برينكمنهاي متساوي. عدد ناسلت در مثلث7-4دول ج
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 الزاويه براي اعداد مختلف برينكمنهاي قائم. عدد ناسلت در مثلث8-4جدول 

عدد 
الزاويههاي قائمبراي مثلث ناسلتعدد  برينكمن   

10 20 30 40 

-5 -0.159 -0.168 -0.174 -0.177 

-1 -1.074 -1.117 -1.148 -1.162 

-0.75 -1.677 -1.726 -1.763 -1.781 

-0.5 -3.816 -3.79 -3.804 -3.813 

-0.2 7.179 8.707 9.78 10.338 

-0.01 2.541 2.82 2.998 3.086 

0.01 2.38 2.632 2.794 2.873 

0.2 1.483 1.614 1.698 1.738 

0.5 0.93 1 1.048 1.07 

1 0.573 0.614 0.64 0.652 

3 0.226 0.24 0.25 0.255 

5 0.141 0.15 0.155 0.158 

Brc -0.304 -0.29 -0.283 -0.28 

  

ي برينكمن بحراني به چشم ، تغيير علامت عدد ناسلت در قبل و بعد از نقطه8-4و  7-4در جداول 

ي جهت انتقال حرارت است. دهنده، علامت عدد ناسلت نشاناشاره شده استكه  طورهمان خورد.مي

بيشتر بودن دماي  انتقال حرارت از سيال به ديواره (به دليل ،كه براي مقادير منفي ناسلت معنا نيبه ا

و براي مقادير مثبت ناسلت، انتقال حرارت از ديواره به  ميانگين سيال نسبت به دماي ديواره كانال)

  گيرد.سيال (به دليل بيشتر بودن دماي ديواره نسبت به دماي ميانگين سيال) صورت مي

-اعداد برينكمن مختلف، براي سطح مقطع يبه ازامقادير عدد ناسلت را  41-4تا  36-4هاي لشك

  اند.رسم شده ଶߙو  ଵߙاين نمودارها براساس زواياي  دهند.نشان مي دلخواه زوايايهاي مثلثي با 
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  Br= -10دلخواه براي  زوايايا . عدد ناسلت در مثلث ب36-4شكل 
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  Br= -5دلخواه براي  زواياي. عدد ناسلت در مثلث با 37-4شكل 
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  Br= -1دلخواه براي  زواياي. عدد ناسلت در مثلث با 38-4شكل 
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 Br= 1دلخواه براي  زواياي. عدد ناسلت در مثلث با 39-4شكل 
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  Br= 5دلخواه براي  زواياي. عدد ناسلت در مثلث با 40-4شكل 
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  Br= 10براي  دلخواه زوايايسلت در مثلث با . عدد نا41-4شكل 

بــا  ي، عدد ناسلت براي اعداد مختلف برينكمن در ســطح مقطــع مثلثــ41-4تا  36-4هاي در شكل

خنــك شود كه روند تغييرات عــدد ناســلت در حالــت مشاهده مي دلخواه نشان داده شده است. زواياي

تــر زواياي مثلث بــازتر و مقطــع مثلثــي پهــن هرچه باشد.مي حالت گرم كننده ، در خلاف جهتكننده

كمترين مقدار  يابد.، افزايش مي، كاهش و در حالت گرم كنندهشود، عدد ناسلت در حالت خنك كننده

 كــهي يهــامثلــثميان تمام  كننده (و بيشترين مقدار در حالت گرم كننده)عدد ناسلت در حالت خنك

زاويــه رأس مثلــث  αଶالساقيني است كه در آن مثلث متساوي، مربوط به يكسان دارند αଶي زاويهيك 



 

79 

 

مثلث، كمتــرين مقــدار ناســلت ( هاي هندسهتمام هاي مختلف و در بين براي برينكمن همچنين باشد.

در حالت خنك كننده) و بيشترين مقــدار عــدد ناســلت ( در حالــت گــرم كننــده)، مربــوط بــه مثلــث 

كنــد، ميــل مــي ∞േشود هرچه مقدار برينكمن بــه ســمت ده ميعلاوه مشاهالاضلاع است. بهمتساوي

توان نتيجه گرفــت كــه بــا افــزايش در مجموع مي شود.تر ميمقدار ناسلت كمتر شده و به صفر نزديك

  يابد.عدد برينكمن، عدد ناسلت كاهش مي

درقالــب دلخــواه  زوايــايبــا  هــاييدر انتهاي اين فصل نيز مقادير مربوط به عدد ناسلت براي مثلــث

 .شده استارائه  16-4تا  11-4جداول 

  Br= -10براي  هدلخوا زواياي. عدد ناسلت در مثلث با 9-4جدول 

∝ଵ 
∝ଶ

10 20 30 40 45 50 60 70 80 

10 0713٫0-  0728٫0-  074٫0 -  0748٫0-  0753٫0-  0754٫0-  076٫0 -  0765٫0 -  1077٫0-  

20 0728٫0-  0759٫0-  0779٫0-  0794٫0-  0799٫0-  0804٫0-  0811٫0-  0816٫0 -  082٫0 -  

30 074٫0 -  0779٫0-  0807٫0-  0825٫0-  0832٫0-  0838٫0-  0846٫0 -  085٫0 -  085٫0 -  

40 0748٫0-  0794٫0-  0825٫0-  0846٫0 -  0854٫0-  086٫0 -  087٫0 -  0871٫0-  087٫0 -  

45 0753٫0-  0799٫0-  0832٫0-  5408٫0-  0862٫0 -  0868٫0 -  0875٫0-  0877٫0-  0875٫0-  

50 0754٫0-  0804٫0-  0838٫0-  086٫0 -  0868٫0 -  087٫0 -  088٫0 -  088٫0 -  087٫0 -  

60 076٫0 -  0811٫0-  0846٫0 -  087٫0 -  0875٫0-  088٫0 -  0884٫0-  088٫0 -  087٫0 -  

70 0765٫0 -  0816٫0 -  085٫0 -  0871٫0-  0877٫0-  088٫0 -  088٫0 -  0871٫0-  085٫0 -  

80 0771٫0-  082٫0 -  

 

085٫0 -  087٫0 -  0875٫0-  087٫0 -  087٫0 -  085٫0 -  082٫0 -  
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  Br= -5براي  هدلخوا زوايايمثلث با  . عدد ناسلت در10-4جدول 

∝ଵ 
∝ଶ 

10 20 30 40 45 50 60 70 80 

10 147٫0 -  15٫0 -  152٫0 -  154٫0 -  155٫0 -  156٫0 -  157٫0 -  158٫0 -  159٫0 -  

20 15٫0 -  157٫0 -  161٫0 -  164٫0 -  165٫0 -  166٫0 -  167٫0 -  168٫0 -  169٫0 -  

30 152٫0 -  161٫0 -  166٫0 -  17٫0 -  172٫0 -  173٫0 -  174٫0 -  175٫0 -  175٫0 -  

40 154٫0 -  164٫0 -  17٫0 -  174٫0 -  176٫0 -  177٫0 -
 

179٫0 -  179٫0 -  179٫0 -  

45 155٫0 -  165٫0 -  172٫0 -  176٫0 -  177٫0 -  179٫0 -  18٫0 -  181٫0 -  18٫0 -  

50 156٫0-  166٫0-  173٫0-  177٫0-  179٫0-  18٫0 -  181٫0 -  181٫0 -  18٫0 -  

60 157٫0-  167٫0-  174٫0-  179٫0-  18٫0-  181٫0 -  182٫0 -  181٫0 -  179٫0 -  

70 158٫0 -  168٫0 -  175٫0 -  179٫0 -  181٫0 -  181٫0 -  181٫0 -  179٫0 -  175٫0 -  

80 159٫0-  169٫0-  175٫0-  179٫0-  18٫0-  18٫0 -  179٫0 -  175٫0 -  169٫0 -  

  
  Br= -1دلخواه براي  زواياي. عدد ناسلت در مثلث با 11-4جدول     

∝ଵ 
∝ଶ 

10 20 30 40 45 50 60 70 80 

10 999٫0-  017٫1-031٫1-  04٫1-  044٫1-  048٫1 -  056٫1 -  064٫1 -  407٫1 -  

20 017٫1 -  052٫1 -075٫1 -  091٫1 -  097٫1 -  102٫1 -  111٫1 -  118٫1 -  12٫1 -  

30 031٫1 -  075٫1 -105٫1 -  125٫1 -  133٫1 -  139٫1  148٫1 -  15٫1 -  15٫1 -  

40 04٫1-  091٫1-125٫1-  148٫1-
 

156٫1-  162٫1  17٫1-  317٫1 -  17٫1 -  

45 044٫1-  097٫1-133٫1-  156٫1-  164٫1-  17٫1 -  178٫1 -  181٫1 -  179٫1 -  

50 048٫1 -  102٫1 -139٫1 -  162٫1 -  17٫1 -  18٫1 -  318٫1 -  318٫1 -  18٫1 -  

60 056٫1 -  111٫1 -148٫1 -  17٫1 -  178٫1 -  318٫1 -  187٫1 -  318٫1 -  17٫1 -  

70 
 

064٫1 -  118٫1 -15٫1 -  317٫1 -  181٫1 -  318٫1 -  318٫1 -  317٫1 -  15٫1 -  

80 074٫1 -  12٫1 -  15٫1 -  17٫1 -  179٫1 -  18٫1 -  17٫1 -  15٫1 -  12٫1 -  
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  Br= 1دلخواه براي  زوايايدر مثلث با . عدد ناسلت 12-4جدول 

∝ଵ 
∝ଶ

10 20 30 40 45 50 60 70 80 

10 
 

528٫0  541٫055٫0556٫0  559٫0  561٫0  566٫0  57٫0573٫0  

20 541٫0  566٫0  583٫0  595٫0  6٫0  604٫0  61٫0  614٫0  661٫0  

30 55٫0  583٫0  606٫0  622٫0  628٫0  633٫0  

 

64٫0  64٫0  64٫0  

40 556٫0  595٫0  622٫0  641٫0  647٫0  652٫0  66٫0  266٫0  66٫0  

45 559٫0  6٫0  628٫0  647٫0  654٫0  659٫0  666٫0  667٫0  665٫0  

50 561٫0  604٫0  633٫0  652٫0  659٫0  66٫0  67٫0  67٫0  66٫0  

60 566٫0  61٫0  64٫0  66٫0  666٫0  67٫0  674٫0  67٫0  66٫0  

70 57٫0  614٫0  64٫0  266٫0  667٫0  67٫0  67٫0  266٫0  64٫0  

80 573٫0  661٫0  64٫0  66٫0  665٫0  66٫0  66٫0  64٫0  61٫0  

  
  Br= 5دلخواه براي  زوايايمثلث با  . عدد ناسلت در13-4جدول 

∝ଵ 
∝ଶ

10 20 30 40 45 50 60 70 80 

10 13٫0  133٫0  135٫0  137٫0  137٫0  138٫0  139٫0  14٫0  141٫0  

20 133٫0  139٫0  143٫0  146٫0  147٫0  147٫0  149٫0  15٫0  15٫0  

30 135٫0  143٫0  148٫0  152٫0  153٫0  154٫0  155٫0  156٫0  156٫0  

40 137٫0  146٫0  152٫0  156٫0  157٫0  158٫0  159٫0  16٫0  159٫0  

45 137٫0  147٫0  153٫0  157٫0  159٫0  16٫0  161٫0  162٫0  161٫0  

50 138٫0  147٫0  154٫0  158٫0  16٫0  161٫0  162٫0  162٫0  161٫0  

60 139٫0  149٫0  156٫0  159٫0  161٫0  162٫0  163٫0  162٫0  159٫0  

70 14٫0  15٫0  156٫0  16٫0  162٫0  162٫0  162٫0  16٫0  156٫0  

80 141٫0  15٫0  156٫0  159٫0  161٫0  161٫0  159٫0  156٫0  15٫0  
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  Br= 10دلخواه براي  زوايايمثلث با  . عدد ناسلت در14-4جدول 

∝ଵ 
∝ଶ

10 20 30 40 45 50 60 70 80 

10 067٫0  0685٫00696٫0  0704٫0  0709٫0  071٫0  0715٫0  072٫0  0725٫0  

20 0685٫0  071٫0
4 

0734٫0  0748٫0  0754٫0  0758٫0  0765٫0  077٫0  0773٫0  

30 0696٫0  073٫0
4 

0761٫0  0779٫0  0786٫0  0791٫0  0799٫0  08٫0  08٫0  

40 0704٫0  074٫0
8 

0779٫0  08٫0  0807٫0  0813٫0  082٫0  0824٫0  082٫0  

45 0709٫0  075٫0
4 

0768٫0  0807٫0  0815٫0  082٫0  0828٫0  083٫0  0827٫0  

50 071٫0  075٫0
8 

0791٫0  0813٫0  082٫0  083٫0  0833٫0  0833٫0  083٫0  

60 0715٫0  0765٫00799٫0  082٫00828٫0  0833٫0  0837٫0  0833٫0  082٫0  

70 072٫0  077٫0  08٫0  0824٫0  083٫0  0833٫0  0833٫0  0824٫0  08٫0  

80 0725٫0  077٫0  

 

08٫0  082٫0  0827٫0  083٫0  082٫0  08٫0  077٫0  

  

  گيرينتيجه 4-4
از حل معادلات فصل دوم پرداخته شد. در ابتدا نتايج مربوط  آمدهدستبهدر اين فصل به بررسي نتايج 

كــه  نــدبه حل جريان گزارش شدند و با نتايج موجود در مطالعات گذشته نيز مورد مقايســه قــرار گرفت

ݎܤبــراي دو حالــت ها داشتند. در ادامه نتايج مربوط به حل انتقــال حــرارت تطابق خوبي با آن ൌ و  0

ݎܤ ് الب كانتور و نمودار ارائه و با نتايج گذشته نيز مقايسه شدند. در بخش انتقال حرارت نيــز در ق 0

تطابق خوبي بين نتايج اين مطالعه و مطالعات قبل وجود داشت. در مجموع هم نتايج مربــوط بــه حــل 

ائــه ، در قالب جــدول نيــز ارجريان و هم نتايج مربوط به انتقال حرارت، جهت سهولت استفاده محققين
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    تري ارائه گرديده است.كاملگيري توضيحات در فصل نتيجه شد.
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 ங :ھاداتඛുری و پࣂඵව    
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  مقدمه 5-1
دلخواهي، بــا اســتفاده از روش  زوايايهاي مثلثي با در اين پژوهش، جريان و انتقال حرارت درون كانال

لزجــت  اتــلافاثــر  ر گــرفتننظــبدون در  فت. انتقال حرارت در دو حالت با وريتز مورد بررسي قرار گر

از تحقيــق  گيــرييــك نتيجــهابتدا . در اين بخش ديارائه گردبررسي شد و نتايج آن در فصول گذشته 

  گردد.شود و در انتها پيشنهاداتي براي مطالعات آينده ذكر ميحاضر ارائه مي

  گيرينتيجه 5-2
-براي جريــان درون كانــالريتز روش  استفاده ازحل تحليلي با  ،شد مشاهدهكه در فصل سوم همانطور

هــاي ي توزيع سرعت و توزيع دما براي تمام مقاطع مثلثي در رابطــهمعادله. شده است هاي مثلثي ارائه

 مجهــول 28معادلــه و  28با حل دستگاه  ଶ଼ܽتا  ଵܽ. ضرايب مجهول انده) بيان شد30-3) و (3-25(

، ضــريب اصــطكاك پوازيهسرعت و دما، عدد توزيع اسبه مح حل اين معادلات و پس از .اندآمدهدستبه

 داده نشــان انتقــال حــرارتعدد ناسلت به عنوان نتايج حاصل از حــل جريــان و  ، توزيع اتلاف وپوسته

، نشــان بــا نتــايج موجــود از مطالعــات گذشــته پوازيهعدد براي  آمدهدستبهمقادير  يمقايسه .اندهشد

شده بــراي عــدد . بيشترين اختلاف ارائهابي در پژوهش حاضر استي دقت بالاي روش حل انتخدهنده

يكــي از درصــد اســت. 0.4الزاويــه درصد و بــراي مقــاطع قــائم0.76الساقين در مقاطع متساوي  ،پوازيه

براي تمام مقاطع مثلثي شــكل،  هارائه مقادير عدد پوازي ليبه دلهاي پژوهش حاضر، آن است كه مزيت

. ضــريب اصــطكاك كــرده اســتهر مقطع مثلثي را براي محققين بسيار آسان ي افت فشار در محاسبه

شــده هاي مثلث برابر بــا صــفر گــزارش از ديگر نتايج مربوط به جريان است كه مقادير در گوشه پوسته

مثلث، افــزايش هاي ها، با فاصله گرفتن از زاويه. مقدار اين ضريب در مقاطع مختلف بر روي ديوارهاست

  به مقدار ماكزيمم خود برسد.تا  يابدمي

در دو  انتقــال حــرارت ) تعريف شــد وBrلزجت عدد برينكمن ( ، براي اثر اتلافحل معادله انرژيدر 
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در  عــدد ناســلت .قــرار گرفــتثابت، مورد بررسي  يشار حرارتبراي شرايط مرزي  Br≠0و  Br=0حالت 

شــترين اخــتلاف مشــاهده شــده در با نتايج موجود در مطالعات گذشته مقايسه شد كه بي Br=0حالت 

اثــر از  كه يزمانباشد. درصد مي0.4الزاويه درصد و براي مقاطع قائم0.8الساقين برابر با مقاطع متساوي

شــود، دمــاي ديــوار كه به ديواره وارد مــي يشار حرارتبه  با توجه)، Br=0نظر شود (لزجت صرف اتلاف

طبق گيرد. از ديوار به سيال صورت مي انتقال حرارتتيجه نكانال از سيال درون كانال بيشتر بوده و در

ديواره برابر با صفر است كه اين موضــوع در  يبر روبعد بي دما، بدون بعدي ارائه شده براي دماي رابطه

  شود.نتايج گزارش شده نيز مشاهده مي

، ناحيــه Br≥0شــود. ناحيــه ، به سه قسمت تقســيم مــيBr≠0 كه يحالتبررسي انتقال حرارت براي 

௖ݎܤ ൏ ݎܤ ൏ ௖ݎܤو ناحيه  0 ൐ هماننــد  انتقــال حــرارتشــود كــه ، مشاهده مــيBr≥0. در ناحيه ݎܤ

اختلاف ميان يرد. با بيشتر شدن مقدار برينكمن، گاست، از ديواره به سيال صورت مي Br=0حالتي كه 

كند. عدد ه سمت صفر ميل مينتيجه عدد ناسلت ببيشتر شده و دردماي ديواره و دماي متوسط سيال 

لزجت، برابر بــا  اي متوسط سيال، تحت تأثير اتلافدم در آناي است كه )، نقطه௖ݎܤبرينكمن بحراني (

كنند. در اين حالــت اخــتلاف واقع اين دو دما اثرات يكديگر را خنثي ميشود و دردماي ديوار كانال مي

نهايت ميل به سمت بينيز عدد ناسلت  وشود ابر با صفر ميبرميان دماي ميانگين سيال و دماي ديواره 

௖ݎܤكند. در ناحيه مي ൏ ݎܤ ൏ بــرينكمن، دمــاي عــدد شود كه بــا كــم شــدن مقــدار ، مشاهده مي0

، دمــاي ميــانگين ســيال Br=-0.01ميانگين سيال رو به افزايش است. در برخي از نقــاط ماننــد نقطــه 

دهــد. از ديواره به ســيال رخ مــي Br=0حرارت همچنان مانند حالت  گيري ندارد و انتقالافزايش چشم

شود كه دماي ميانگين سيال رشد بيشتري دارد و حتي از مركز مشاهده مي، Br=-0.2در نقاطي مانند 

شود. اما دماي ميانگين سيال در اين نقطه، بــراي غلبــه سيال به سمت ديواره اندكي حرارت منتقل مي

بينيم كه عدد ناسلت در اين نقطه همچنان مثبــت شده به ديواره كافي نبوده و مي بر شار حرارتي وارد

مقــدار عــدد تــر شــدن مقــدار بــرينكمن، با كمگيرد. بوده و انتقال حرارت از ديواره به سيال صورت مي

شــدن مقــدار تــر و بــا كــم ௖ݎܤكند. پس از ، به بينهايت ميل مي௖ݎܤنهايت در ناسلت بيشتر شده تا در
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شود. در واقع اين شود كه عدد ناسلت تغيير علامت داده و داراي مقادير منفي ميبرينكمن مشاهده مي

كــه بــراي مقــادير  يبه صــورتتعريف كرد  انتقال حرارتي تغيير جهت توان نقطهي بحراني را مينقطه

௖ݎܤ ൏ ݎܤ ൏ ൅∞ شــود و عــدد ناســلت شــامل اعمال شار حرارتي انجام مــي در جهتحرارت  انتقال

௖ݎܤشود و براي مقادير اعداد مثبت مي ൐ ݎܤ ൐ െ∞  شــار انتقــال حــرارت در خــلاف جهــت اعمــال

رود، در كه انتظار مــي طورهمانو اعداد ناسلت شامل مقادير منفي هستند.  است صورت گرفته يحرارت

௖ݎܤي ناحيه ൐ از دماي ديواره كانال بيشتر يانگين سيال ، با كم شدن مقدار عدد برينكمن، دماي مݎܤ

تر شدن مقــدار عــدد بــرينكمن، اخــتلاف با كم. گيردشده و انتقال حرارت از سيال به ديواره صورت مي

  كند.ميان دماي ديواره كانال و دماي ميانگين سيال افزايش يافته و عدد ناسلت به سمت صفر ميل مي

  يكسان دارند: ଶߙه زاوييك كه ها اي از مثلثبراي مجموعه

  پوازيهبيشترين مقدار عدد 

 ترين مقدار اندازه اتلافكم 

  بيشترين مقدار عدد ناسلت در حالتBr=0 

 كمترين مقدار عدد ناسلت براي حالت خنك كننده 

 بيشترين مقدار عدد ناسلت براي حالت گرم كننده 

بــين  حالت كلي نيــز درآن قرار بگيرد. در در رأس ଶߙالساقيني است كه زاويه مثلث متساوي مربوط به

  گيرد.الاضلاع صورت ميذكر شده در مثلث متساوي تمام مقاطع مثلثي، موارد

  پيشنهادات 5-3
 در نظــربــدون  تز ، جريان و انتقال حرارت را بــا وحاضر براي اولين بار توسط روش تحليلي ري پژوهش

از دقــت بــالايي  صــورت گرفتــهبه مقايسات  وجهبا تو  داده استگرفتن اثرات لزجت مورد بررسي قرار 

عنوان پايگاه اطلاعاتي مناسبي در اختيار محققين قرار گيــرد. امــا اعتبــار تواند بهبرخوردار است كه مي

قــرار در صنعت، مورد مقايسه مطالعات عملي، جهت استفاده شود كه با مي مشخصيك پژوهش زماني 
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در مقــاطع مختلــف مثلثــي، و همچنــين انجــام قيقات آزمايشــگاهي با انجام تح توانميرو . از اينرديگ

با نتــايج موجــود در تحقيــق حاضــر، اعتبــار و عيــار ايــن  آمدهدستبهمطالعات عددي و مقايسه نتايج 

هــاي ديگــري از شــرايط از روش تحليلي ريتز، حالــت با استفادهتوان پژوهش را ارتقا داد. همچنين مي

  ما ثابت را مورد تحقيق و بررسي قرار داد.مرزي، مانند شرايط مرزي د
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Abstract 

The study of flow and heat transfer within ducts has a long history. Today, the 

development of industry and the need for channels with more compactness than circular 

sections, has led researchers to do research in this context for channels with a polygonal 

cross section. In the meantime, studies have been conducted in the field of channels with 

an equilateral triangle, isosceles and right angles, using different methods including 

laboratory, numerical and analytical methods. The present study investigates heat and flow 

transfer within triangular channels with arbitrary angles for the first time by the Ritz 

method. In addition, in this study, for the first time, heat transfer within triangular channels 

with desired angles, considering the viscous dissipation, is investigated. One of the 

advantages of using Ritz method in the present study is that for different states of the 

triangular section, the boundary conditions are always satisfied. In solving heat transfer 

considering the effect of the viscous dissipation, Brinkmann number (Br) is used and its 

effect on temperature distribution is investigated. Generally, heat transfer in the presence 

of the viscous dissipation is divided into two parts: cooling case (wall temperature less than 

fluid temperature) and heating case (wall temperature more than fluid temperature). 

Poiseuille number and Nusselt number obtained from flow and heat transfer solution are 

presented as problem solving results in this study and compared with the results of 

previous studies, which show the appropriate accuracy of the Ritz analytical method. The 

maximum difference between the obtained results and the results of previous studies is 

0.76% for the Poiseuille number in isosceles triangles and 0.4% in right triangles. Also, the 

maximum difference related to the Nusselt number in this comparison for the case Br = 0, 

in isosceles triangles equal to 0.8% and in right triangles is equal to 0.4 percent. Among all 

triangular sections, the equilateral triangle has the highest value of Poiseuille number, the 



  

 
 

highest value of Nusselt number in Br = 0 and heating mode and the lowest value of 

Nusselt number in cooling mode. For the case ݎܤ ് 0, by increasing the value of 

Brinkmann number, the Nusselt number decreases, also as Brinkman number increases/ 

decreases to േ∞, the Nusselt number tends to zero. 

Keywords: Triangular ducts; Heat transfer, Analytical solution, Ritz method, Brinkman 

number, Poiseuille number, Viscous dissipation. 
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