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بدون شک جایگاه و منزلت معلم، اجّل از آن است که در مقام قدردانی از 

و، با زبان قاصر و دست ناتوان، چیزی بنگاریم.ا شائبهبیزحمات   

اما از آنجایی که تجلیل از معلم، سپاس از انسانی است که هدف و غایت 

، اندیی را که به دستش سپردههاکند و سلامت امانتمیآفرینش را تامین 

 تضمین؛ بر حسب وظیفه و از باب

: "و جلّ  من لم یشكر المنعم من المخلوقین لم یشكر اللَّه عزّ "  

که همواره بر کوتاهی و درشتی  ،این دو معلم بزرگوارم ،پدر و مادر عزیزم از

 من، قلم عفو کشیده و کریمانه از کنار

ی زندگی یار و یاوری بی چشم داشت هاو در تمام عرصه اندیم گذشتههاغفلت

 ؛اندبرای من بوده

که در چی ایپکحمید رضا و شایسته؛ جناب آقای دکتر ارجمند  از استادو 

، با حسن خلق و فروتنی، از هیچ کمكی در این عرصه بر من صدرسعهکمال 

 را بر عهده گرفتند؛رساله  دریغ ننمودند و زحمت راهنمایی این

 کمال تشكر و قدردانی را دارم

 باشد که این خردترین، بخشی از زحمات آنان را سپاس گوید.
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 یمهندسدانشكده  کیمکان یمهندسرشته  یدکترره دو یدانشجو یسوهان فاطمه نبجانیا

 یارتعاشات آزاد و اجبار لیتحلرساله  سندهیشاهرود نو یدانشگاه صنعت کیمکاترونو  کیمکان

شکل  رییتغ یتئور کمکبه یعرض یکینامیتحت بار د ادیز نسبتاً زیبا خ ریضخامت متغ ریت

 .شومیم متعهدچی ایپک رضا دیحم دکتر یراهنمائ تحتمرتبه اولّ یبرش

 .است برخوردار اصالت و صحت از و است شده انجام نبجانیاتوسط  رساله نیدر ا قاتیتحق

 به مرجع مورد استفاده استناد شده است. گریمحققان د یهاپژوهش جیاستفاده از نتا در

 اینوع مدرک  چیه افتیدر یبرا یگریفرد د ایتاکنون توسط خود  رسالهمندرج در  مطالب

 جا ارائه نشده است. چیدر ه یزایامت

و مقالات مستخرج با نام  باشدیمشاهرود  یاثر متعلق به دانشگاه صنعت نیا یحقوق معنو هیکل 

به چاپ خواهد « Shahrood  University of  Technology» ایو « شاهرود یصنعت دانشگاه»

 .دیرس

در مقالات  اندگذار بوده تأثیرنامه  نایپا یاصل جینتا آمدندستبهکه در  یتمام افراد یمعنو حقوق

 .گرددیم تیرعا نامه انیپامستخرج از 

 شده استفاده(  آنها یبافتها ای)  زنده موجود از که یموارد در ،رساله نیمراحل انجام ا هیکل در

 .است شده تیرعا یاخلاق اصول و ضوابط است

 ای افتهی یدسترس افراد یشخص طلاعاتا حوزه به که یموارد در ،رساله نیمراحل انجام ا هیکل در

     .است شده تیرعا یانسان اخلاق اصول و ضوابط ،یرازدار اصل است شده استفاده

                                                                                                                                                                 
                                                                                                                                                          خیتار

 دانشجو یامضا

 تعهد نامه

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 مالکیت نتایج و حق نشر

 و  هانه ای ، نرم افزاری رایاهاکلیه حقوق معنوی این اثر و محصولات آن )مقالات مستخرج ، کتاب ، برنامه

در باشد . این مطلب باید به نحو مقتضی میتجهیزات ساخته شده است ( متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود 

 تولیدات علمی مربوطه ذکر شود .

 باشدمیبدون ذکر مرجع مجاز ن استفاده از اطلاعات و نتایج موجود در پایان نامه. 
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دهیچک  

 یاریدر بس استحكام و وزن، تربه عیبه توز یابیدست منظوربه ،طول یراستا در ریمتغ ضخامتبا  رهایت

کاربرد دارند.  رهیغو  ییفضا یهاسازه ،هاساختمان ای هاپل ،یباد نیتورب یهامانند برج هااز سازه

رساله  نیا در. است تردهیچیپ شود،یمکوپل  یعرض زیبا خ یمحور یرویکه ن یزمان هاسازه نیا لیتحل

و بار  یعرض یكینامیتحت بار د اد،یز نسبتاً زیبا خ ریغمت ضخامت ریت یاجبار و آزاد ارتعاشات لیتحل

از ماده همگن و همسانگرد ساخته شده  ریتخواهد شد.  انجام ،اغتشاشات یبه کمک تئور یمحور

اول  یمرتبه یشكل برش رییتغ یتئوربا در نظر گرفتن  ییجابجا دانیاستخراج معادلات، م در است.

 یرابطه و کارمننف ییجابجا -بر اساس روابط کرنش مسأله کینماتی. سشودیزده م نیتخم

 یخطریغ لیفرانسیدستگاه معادلات د کی ر،یهوک است. معادلات حاکم برحرکت ت روابط ،ساختاری

 نییتع لتونیهامکمک اصل  به و بوده کوپل گریكدی به که هستند ریمتغ بیضرا با و یبا مشتقات جزئ

 اند. شده

پاسخ بر حسب مكان و زمان با  نییر نظر گرفته خواهند شد عبارتند از: تعد لیتحل نیکه در ا یموارد 

دامنه  یوابستگ یبررس ردار،یساده و گ یمرز طیبا شرا ریت یعیطب یهافرکانس نییگاه ساده، تعهیتك

 در اول مرتبه یتئور دقت یبررس فرکانس، و پاسخ بر یهندس یپارامترها تأثیر یبررسبه فرکانس، 

 .یعدد حل با جینتا سهیمقا و سفرکان نییتع

محوری و عرضی علاوه بر دامنه عرضی به دامنه محوری نیز  هایدهند که فرکانسنتایج نشان می

توان برای های ذکر شده مبتنی بر تئوری اغتشاشات در این رساله، میاز روشهمچنین وابسته هستند 

 FSDTتیموشنكو و  برنولی و-ی اویلرهابر اساس تئوری تیرهای غیریكنواختی که تحلیل فرکانسی

 شوند، استفاده کرد.بندی میفرمول

 یتئور ،یفرکانس لیتحل ر،یمتغ ضخامت اول، مرتبه یشكل برش رییتغ یتئور :یدیکل کلمات

 زیاد نسبتاً زیاغتشاشات، خ
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  مقدمه-1-1

-یهل یهارهپ مانند هااز سازه یاریدر بس کهاست  یمهندس یهاسازه در یادیبن عناصر از یكی ریت

 .دارد کاربرد رهیغ و ضیعر یهاپل بلند، یهاساختمان ،هااسلحه ،هامایهواپ ما،یفضاپ هایآنتن کوپتر،

 طیتحت شرا یاقعو یهاسازه رفتار بهتر درک به تواندیم رهایت یكیاستات و یكینامید پاسخ یعهمطال

 و یعیطب یهافرکانس مانند ستم،یس کی یارتعاش یهامشخصه از اطلاعمشابه کمک کند.  یبارگذار

 کی یراب ،یارتعاش یهامشخصه محاسبه .است ستمیس آن شناخت لازمه آن، یارتعاش یمودها شكل

  .نددار یرخطیغ تیماه استفاده مورد یهاستمیس شتریب عمل در اما.است آسان یخط ستمیس

ها ممكن است لیی برای درک رفتار سیستم ها کافی نیستند و این مدتنهابههای خطی بررسی مدل

های انسکننده باشند. مثلا زمانی که دامنه نوسانات بزرگ باشد، فرکنادرست، ناکافی و یا گمراه

ر به ی منجطبیعی سیستم وابسته به دامنه ارتعاشات بوده درنتیجه بررسی این مدل ها به روش خط

بینی کند که سیستم پایدار است در شوند، همچنین ممكن است یک حل خطی پیشنتایج غلط می

 حالی که در واقعیت ناپایدار است. 

 یخط یهامدل لهیوسبهکه  افتدیم اتفاق یرخطیغ یهاسازه در یجالب یكیزیف یهادهیپد یطرف از

ساب یدهای،تشد1پرش یهادهیپدبه  توانیم مثال عنوان به .داد حیتوض را هاآن توانینم

 چیه تیواقع در. کرد اشاره 6و آشوب 5کیخودتحر نوسانات ،۴یبیو ترک 3کیهارمونسوپر،2کیهارمون

 تیمحدود یدارا ،یكیزیف یهاستمیس یخط یهامدل و ندارد وجود یخط کاملاً یكیزیف ستمیس

دامنه  کهیزمان از جمله ؛کاربرد دارند ،خاص یهامحدوده یبرا یخط یهامدل یکل طور به. هستند

 تحت هایسازه یكینامیرفتار د ترقیشناخت و درک دق یبرا نی. بنابرااستکوچک  اریارتعاشات بس

                                                 
1Jump  
2Subharmonic  
3Superharmonic  
4Combination  
5Self-excited oscillations  
6Chaos  
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شوند  در نظر گرفته هاستمیس یزسامدلدر  یرخطیغ آثاراست که  یضرور یعموم یبارگذار طیشرا

 .[1]) ار)ملاتك

 عد،ب قسمت در. شودیمداده  یاسازه یاجزا برخی از یدرباره یمختصر حیفصل، در ابتدا توض نیا در

 .شودیم مرور مقالات مرتبط با رساله انجام تیپرداخته و درنها یرخطیغ یهاستمیس یمعرف به

 

 یاسازه یاجزا -1-2

 ،1هاکابل: کرد یبندمیگروه تقس چندبه  توانیم را هاسازه ،یبارگذار طیشرا و هندسه لحاظ از

 را یکشش بار تنها ،کههستند  یبعد کی یهاسازه هاکابل .5هاو پوسته ۴هاورق ،3غشاها رها،یت ،2هالهیم

-سازه ارهیت .کنند تحمل یمحور بار توانندیهستند که م یبعد کی یهاسازه هالهیم. کنندیم تحمل

 یعرض یبارها معرض در و است گریتر از دو بعد دبه مراتب بزرگ هاآن ابعاد از یكی که هستند ییها

 ،یکشش یروهاین تحمل به قادر ریت یکل حالت در. شودیم هاآن خمش به منجر که دارند قرار

 به هاآن بعد دو که هستند مسطح ییهاسازه هاورق. است یچشیپ و یعرض برش ،یخمش ،یفشار

 یچشیپ ،یخمش ،6یاصفحه برش ،یفشار ،یکشش یروهاین قادرند و است سوم بعد از تربزرگ مراتب

 و کشش یروین تواندیم تنها که است یبعد دو یاسازه غشا. کنند تحمل را یعرض یبرش یبارها و

 از تربزرگ تبمرا به هاآن بعد دو که هستند دهیخم ییهاسازه هاپوسته. کند تحمل را یاصفحه برش

 .(]2[اوگرال) کنند تحمل ،یاصفحه یروهاین جادیرا با ا 7صفحه خارج یروهاین قادرند و است سوم بعد

 

 یخطریغ هایسیستم -1-3

                                                 
1Cables  
2Rods  
3Membranes  
4Plates  
5Shells  
6In-Plane 
7Out-of-plane 
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 عتیطب . درستین قادص هاآن مورد در آثار جمع اصل که هستند ییهاستمیس یرخطیغ یهاستمیس

 ستند،ین نه تنها استثنا یرخطیغ یهاستمیس قتیحق در. دارد وجود یفراوان یرخطیغ یهاستمیس

 یهاریمتغ ضرب که است یرخطیغ ،یستمیس ،یاضیهستند. از نظر ر عتیو قاعده طب قانونبلكه 

جود و نیر اوجود داشته باشد. علاوه ب یمرز طیشرا ای مشتقات آنها در معادلات حرکت یاوابسته 

 فهینا ،[3] یوانوسكیا وانیگردد. ا ستمیسشدن  یرخطیسبب غ دتوانیم یوستگیناپ ایهرگونه پرش و 

. اندداده حیتوض مختلف یهامثال لهیوس به و اتیجزئ با را هایرخطینواع غا [5] و مون [4] موک و

 .باشد تهلاکاس ای و یحجم یروهاین ،ینرسیا هندسه، ماده، تواندیم ستمیس در یرخطیغ رفتار منشأ

-ظر هندسی غیراز ن دارند، قرار بزرگ یهاییجابجا ایو  هاشكل رییتغ تحت که ییهاستمیس در مثلا

 رییتغ ها،سازه در. شودیظاهر م ستمیس لیپتانس یدر انرژ یرخطیغرفتار  نیا خطی هستند که

  .شودیم ییجابجا-کرنش یرخطیغ روابط به منجر معمولاً بزرگ یهاشكل

 یرژدر معادلات حرکت است. انسرعت و شتاب  یرخطیغ هایجملهاز  یناش ینرسیا یرخطیغ

به  توانیمثال، م عنوانبه. است ینرسیا ز منظرای رخطیغرفتار  جادیمنشأ ا ستمیس یجنبش

پاندول  کیحرکت  فیدر معادلات توص نیهمچنو مرکزگرا اشاره نمود.  سیولیشتاب کر هایجمله

 .رددا وجود ینرسیا یهایرخطیتحت کشش، غ ریت کی یحرکت عرض ایو  کیالاست

  

 رهایت یتئور -1-4

توانند با تئوری عمومی الاستیسیته بررسی شوند با برخی ها، علاوه بر این که میتیرها مانند سایر سازه

برنولی و تئوری -به تئوری اویلرتوان شوند که به عنوان نمونه میهای تقریب نیز مدل میتئوری

تعداد  یبرا تنهاآن  معادلاتاست که  نیا تهیسیالاست یدر تئور یمشكل اساستیموشنكو اشاره کرد. 

 [6]برنولی -اویلر ریت ی. در تئورستیپرکاربرد ن یتئور نیرو ا نیاز هم ؛قابل حل است مسائلاز  یکم

 یخنث تار بر عمودهمچنان  زیشكل ن رییپس از تغ ،یخنث تار بر عمود خطوطفرض شده است که 
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 رییتغ و اعوجاج اتتأثیر از گرید عبارت به. داد نخواهد رخ صفحات نیا در یکرنش چیه و دنمانیم یباق

 یرهایت یبرا اتیفرض نیشده است. ا یپوشچشم یعرض یعمود یهاکرنش از همچنین و یبرش شكل

 مقطع سطح در چرخشمعناست که  نیبد یمعتبر است. فرض عدم وجود برش عرض کیبلند و بار

 یرهایدر ت ایفرکانس بالا و  یمودها م،یضخ یهاریت ی. اما براشودیم جادیا خمش لیدل به تنها

 . ستین یقابل چشم پوش یبرش عرض یتیکامپوز

و  مزیش) آمد دیپد موشنكویت ریت یتئور ،برنولی-اویلر ریت مدل در یبرش شكل رییتغ اثر نمودن وارد با

 یش برشاستخراج معادلات حرکت، فرض شده است که کرن یسازساده یبرا ،یتئور نی. در ا[7] مید

در معادلات در نظر گرفته  برشیضریب تصحیح  کیآن  یجاو به است كنواختیدر سطح مقطع 

وابسته  یو نوع بارگذار یمرز طیجنس و هندسه به شرا یعلاوه بر پارامترها ضریب نیکه ا شودیم

 یو برش یشكل خمش رییاز هر دو تغ یچرخش در سطح مقطع ناش ،یدر حضور برش عرض .[8] است

 شیکه پ مستوی سطوحکه  شودیمرتبه اول فرض م یشكل برش رییتغ یتئور درخواهد بود.  یعرض

عمود  یانیبر صفحه م گریاما د مانندیم یباق مستویهستند همچنان  یانیاز خمش عمود بر صفحه م

 زین سطوحبودن  مستویمرتبه بالاتر علاوه بر عمود بودن از  یهایتئور در کهیدر صورت ستند،ین

 کیاست که  یابه گونه ییجابجا دانیم ،1كفوردیب-یرد سوم مرتبه یتئور در مثلاً. شودیم نظرفصر

تنش  ینییپاو  ییو در صفحات بالا کندیم جادیا ریمرتبه دو را در ت یعرض یو تنش برش یکرنش برش

 .ستین یب تصحیح برشیضربه  یازین یتئور نیدر ا جهیدر نت ؛استصفر  یو کرنش برش

 

 مقالات بر یمرور -1-5

 تیر  یخط رتعاشاتا -1-5-1

 حول کوچک اریبس نوسانات یعیطب یهاو فرکانس یكیاستات ییجاجابه یبررس به [9] لوایداس کرسپو

                                                 
1Reddy – Bickford 



 

6 
 

 [10] هودجزو  نانتیمحدود ه یروش اجزا جیحاصل با نتا جیپرداختند و نتا یكیتعادل استات تیموقع

 بار معرض در ریت مسأله [12]همكاران  و وانگ .بود كسانی [11] داول و همكاران یتجرب جینتا و

 ریت گریدمدل  .نمودند یبررس 1نهیبه نگیشوتتكنیک  و یضویرا با استفاده از روش انتگرال ب یانقطه

مطالعه  یآن مدل را برا زساختاریر محققان و شد یسازمدل [13] ما و همكارانتوسط  موشنكویت

 یبندفرمول یبرا لتونیهامو اصل  کوپل - تنش یتئور .در نظر گرفتند یكینامیدمختلف  یهاپاسخ

با مدل  سهیرا در مقا یبالاتر یعیفرکانس طب ،مدل نیا، آزاد ارتعاشات درشوند. یم گرفته بكار مسأله

 اریبس ریضخامت ت که یهنگام یاظهار داشتند که اثر اندازه حت سندگانینو .دهدیمنشان  کیکلاس

 موشنكویو تبرنولی -اویلر یرهایپاسخ ت [14] یچپکیاو  یهرانط کوچک است، قابل ملاحظه هست.

فرکانس  [16]و  [15] یچپکیاو  یقیصد .نمودند نییتع یلیبه صورت تحل رامتحرک  یحت بارگذارت

 رییتغفرض  بااغتشاشات و  یرا با استفاده از تئور یمتحرک محور موشنكویت یرهایو پاسخ ت یعیطب

  .نمودند محاسبه کوچک شكل

 

 رنولیب-تیر اویلر یرخطیغ رتعاشاتا -1-5-2

. نمودند یبررس را یمفصل یهاگاههیبا تك رینوسانات آزاد ت [18] نیبورگر [17] گریکر- ینوسكیو

 سبب که است یانیم یصفحه کشش از یناش یرخطیغ یجمله کی شامل هاآن حرکت معادلات

 و کردند ارائه یضویب توابع صورت به را پاسخ هاآن. شودیم ییجابجا-کرنش وابطر شدن یرخطیغ

را به  یفشار یبار محور تأثیر نیبورگر نی. همچنکندیم رییتغ دامنه با ارتعاشات فرکانس که افتندیدر

 یرخطیمسأله خاص نشان داد که تأثیر غ کیدر  [19] نیبولوت .ندنمو یبررس یو تجرب یصورت تئور

بر  یانیم یکشش صفحه تأثیر [20] ونسنیااست.  رهایدر ت یهندس یرخطیاز تأثیر غ ترمهم ینرسیا

و  یبا باس. کرد یبررس رداریگ-ساده و رردایساده، گ یهاگاههیرا با تك كنواختی ریارتعاشات ت یرو

                                                 
1 Shooting-optimization technique 
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 بار تحت ریت یرخطیغ لیفرانسید معادلات یبندفرمول یبرا محدود المان روشاز  [21] نگارتنیو

نمودند. هو و همكاران  یرا بررس رداریساده و گ گاههیبا تك یمرز طیشرا هاآن. کردند استفاده ینوسان

 یبا دامنه یارصفحهیغ یدر حرکات چرخش یانیم یکشش صفحه تأثیر مطالعهبه  [23]و  [22]

نمود.  یرا بررس یمفصل ریت یرخطیارتعاشات غ [24] یساده پرداختند. آتلور گاههیبا تك ریبزرگ در ت

 اما نمود؛ وارد را ینرسیا یرخطیغ و یهندس یرخطیغ ،یچشیپ ینرسیاهای جملهدر معادلات،  ایشان

 یهااسیمق روش از استفاده. کرد نظرصرف یعرض یبرش شكل رییتغ و یانیم یصفحه کشش تأثیر از

 یرخطیغ هایجملهبه مؤثر وابسته  یرخطیحل معادلات حاصل نشان داد که غ یبرا 1چندگانه

و  یرخطیغ معادلات [9] لوای. کرسپو داسکنندیم رییتغمود  یاست که با شماره یو هندس ینرسیا

نمود. در  یهمسانگرد تحت کشش را بررس ریت یچشیپ-یخمش-یحرکت خمش یمرز طیشرا

 هایجمله که دادنشان  و رفتگرا در نظر  ینرسیو ا یهندسسوم  مرتبه یرخطیغ هایجملهمعادلات، 

و  یپا ،[25]و  [9] لوایهستند. کرسپو داس یهندس یرخطیغ هایجملهمرتبه با هم ینرسیا یرخطیغ

و نشان دادند که  یرا بررس رداریسرگ کی ریت یرخطیحرکت غ [27]و اندرسون و همكاران  [26] فهینا

در  ؛هستندالب غ شوند،یم 2شوندهکه منجر به رفتار سخت یهندس یرخطیغ هایجملهاول مود  در

 شوند،یم 3شوندهکه منجر به رفتار نرم ینرسیا یرخطیغ هایجملهدوم و بالاتر  یمودهاکه در  یحال

 ریت یمحدود برا یبا دامنه یبعدحرکت سه لیتحل یبرا یروش عدد از [28]غالب هستند. نوردگرن 

 یهاشكل رییتغ لیتحل یبرا یبعدسه یتئور [29] یو مور نیدر معرض کشش استفاده نمود. اپست

 کمانششیرفتار پ یصورت گرفته برا یعدد یهاکردند. حل یبندفرمولجدار نازک را  یرهایبزرگ ت

 معادلات ]30[ و داول هودجز. ندداشت یخوب اریتطابق بس یتجرب یهابا داده یتئور نیشكل در ا I ریت

 و کیبار اریبس یرهایت یكیامنید فیتوص یبرا را دوم درجه یرخطیغ هایجمله با حرکت یرخطیغ

 ریت حرکتنمودند.  نییتع ادیز نسبتاً یهاشكل رییتغ و کشش تحت کوپتریهل چرخان یهاپره

                                                 
1Multiple scales  
2Hardening  
3Softening  
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 و یبررس [11] داول و همكاران ،یتجربشكل بزرگ را به صورت  رییتحت تغ یچرخشریغ رداریگسرکی

شكل  رییتغ یبرا یخوب نسبتاً باق کردند. انط سهیمقا [30] داول و جزهود یتئور از حاصل جینتا با

 راسن. شودمی دهیاختلاف د جینتا نیتر ببزرگ یهاییجابجا؛ اما در شود-میکوچک مشاهده  یخمش

نسبت به  یترقیمرتبه سوم توانستند معادلات دق یرخطیغ هایجملهبا در نظر گرفتن  [31] دمنیفر و

و همكاران  داول یتجرب یهابا داده ینطباق خوبا هاآن یعدد جیارائه دهند. نتا [30]و داول  جزهود

 را یرخطیغ شدهکوپل یخمش-یچشیمعادلات حرکات پ [33]و  [32]داشت. راسن و همكاران  [11]

معادلات  ]34[ هودجزو  لوای. کرسپو داساستخراج نمودند 1شدهدهیچیپشیپ لهیم لیتحل یبرا

مرتبه سوم ارائه  یرخطیغ هایجملهفتن تمام چرخان را با در نظر گر ریحرکت ت یرخطیغ لیفرانسید

نشان دادند که  هاآن. کردند یبررس کوپتریهل چرخان یهارا بر حرکت پره هاجمله نیا تأثیرو 

 چشیهستند که در معادلات پ یهندس یرخطیغ هایجملهمرتبه سوم،  یرخطیغ هایجمله نیترمهم

 یکشش-یچشیپ-یخمش-یخمش یرهایت یطرخیغ کینامید فی. سپس معادلات توصشوندیظاهر م

 یهااز اشتباه یبه بعض [36]و همكاران  هودجز. استارائه شده  [35]و  [25] لوایتوسط کرسپو داس

را  یدیروش جد [37]و همكاران  مااشاره نمودند.  رداریسرگکی یرهایت یرخطیغ یسازمدلدر  جیرا

 یرخطیپاسخ غ یبرا ۴یسیو اغتشاشات ماتر 3مودها کنشهم بر ،2مودالاغتشاشات  بیبر اساس ترک

در  ینرسیو ا یطول ییجابجا ،یبندارائه کردند. در فرمول ینوسان یتحت بارگذار ادیز نسبتاً زیبا خ ریت

-یم نشان جینتا. استروش ارائه شده  نیااز کاربرد  یمثال عدد کی نینظر گرفته شده است. همچن

 ریت بزرگ زیخ [38] یل. است مسائلدسته از  نیا لیتحل در یروش مؤثرتر مودالکه اغتشاشات  دهد

شامل  مسألهنمود.  یبررسرا  قراردارد،گسترده  وبار متمرکز  بیترکدر معرض  کهرا  5کیلودونوع 

 دوید. است شدهحل  رانگ کوتا یاست و با استفاده از روش عدد یمادو  یهندس یرخطیغ یهاجمله

                                                 
1 Pretwisted 
2 Modal perturbation 
3 Mode superposition 
4 Matrix perturbation 
5 Ludwick 
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 و یمنشور رداریگ سر کی یرهایبزرگ ت زیخبه مطالعه رفتار  تزیراستفاده از روش  با [39] رسدلو ا

 [41]و  [40]و همكاران  ژانگ. تندپرداخ دارند، قرار یبارگذار مختلف انواع معرض در که یمنشور ریغ

 یمحور کیدار که در معرض تحرریگسر  کی ریت یرخطیو ارتعاشات غ یكینامیرفتار د [42]و 

 روش و نیروش گالرک ،1افتهی میتعم كفیملن. آنها از روش کردند عهمطالرا  دارد قرار کیهارمون

 [43] یودیو دوا ریحاکم استفاده نمودند. پرت لیفرانسیحل معادلات د یچندگانه برا یزمان یهابسط

 دانیو م یتناوب یکه در معرض بار محور یانقطه ربا با رداریگ كسری ریت یخطریغشات ارتعا

چندگانه  یزمان یهاطاستفاده از روش بس بامعادلات حرکت  و مطالعه کردند را دارد، قرار یسیمغناط

روش  [44] چن. استفاده نمودند مسأله یبندفرمول یبرابرنولی -اویلر یتئور ازد. آنها کردن حل

ارائه نمود. روش انتگرال  3ادیز نسبتاً زیبا خ رداریسرگ کی ریت یمسألهحل  یرا برا یدیجد 2یانتگرال

 تنها آسان، یوهیش نیا. برد کار به ریت در ریمتغ خواص و دهیچیپ یهایبارگذار یبرا توانیرا م ۴ممان

و خواص  یبارگذار یکاربرد آن آسان است. پاسخ برا جهینت در ودارد  ازین یساده عدد یهاروش به

، [45] برویو ر كوفیروش ارائه شده است. استو نیبه منظور نشان دادن اعتبار ا ریمشخص در ت

 یو طول یچشیپ ،یخمش یهاشكل رییبا تغ یلیبا سطح مقطع مستط ریت یهندس یرخطیارتعاشات غ

با استفاده از تانسور  یهندس یرخطیکردند. غ یبررس در هر صفحه را با استفاده از روش المان محدود

در روابط مرتبه دو که معمولاً  یطول یهایجابجا تیدر نظر گرفته شده است و اهم  نیکرنش گر

 یرخطیغ کینامید [46]چن و همكاران شده است.  یبررس شوند،یگرفته م دهیناد ییجابجا-کرنش

 . جنگکردند مطالعه نیگالرک یسازرا با استفاده از روش گسسته یمتحرک محور کیسكوالاستیو ریت

 یبارها توتح کیالاست یپو با  نهایتبی ریتبزرگ  نسبتاً  زیخ لیتحل یرا برا یدیروش جد [47]

 وژان و همكارانبر. کرد استفاده معادلات حل یبراتكرارشونده  روند کی از ایشان. نمود ارائه متمرکز،

                                                 
1 Extended Melnikov method 
2 Integral approach 
3 Moderately large deflection 
4 Moment integral 
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متمرکز و  یکه تحت بارها رداریسر گ کی یمنشور رینازک و غ یرهایت بزرگ یزهایخ مسأله [48]

 راتانایتیكیو چ ساکولپونگواتانا .ندمطالعه نمود یعدد یهابا استفاده از روشرا گسترده قرار دارند 

 یرهایت یرخطیو غ یارتعاشات خط مسألهحل  یرا برا 1یلیفرانسید کوادراتورروش   ]49[

 رییتغ کیپارامتر یهالفهؤم نییتع مسأله [50] یتار . بردند کار به کیلاستاشده به صورت  محدود

با  [51]مود. ژانگ و همكاران ن یرا بررس یابار نقطه با رداریسر گ کیبرنولی -اویلر ریتشكل بزرگ 

متحرک  کیسكوالاستیو ریت یعرض یرخطیارتعاشات غ لیبه تحل یلیفرانسید لیتبد استفاده از روش

 مطالعهرا  کیلاستاپی با  ریارتعاشات آزاد دامنه بزرگ ت [52] تیلمعدو و یگیرزابیمپرداختند.  یمحور

 2یهموتوپدر نظر گرفته شد و روش  کیلاستا یپ و ریت یبرا نكلریو مدل وبرنولی -اویلر هی. فرضکردند

 یبرا ]53[و ژانگ  گئو توسط 3کیحل معادلات حرکت به کار رفته است. روش تعادل هارمون یبرا

-اویلر ریتدامنه بزرگ  رفتار ارتعاشات آزاد [54] یینایاستفاده شد. م یمخروط ریت یرفتار نوسان بیتقر

با استفاده  راقرار گرفته  پاسترناک یپ یقرار دارد و بر رو ییادم یرخطیغ یکه در معرض بارهابرنولی 

با روکش نانو  تیکامپوز ریت یرخطیرزونانس غ [55]و همكاران  یغلام. نمودند حل نیاز روش گالرک

به صورت  ،قرار دارد کیهارمون یعرضکه در معرض بار  یکربن و با در نظر گرفتن نقص هندس وبیت

 یارهیو ت رهایت یداریو پا یرخطیغارتعاشات  یرا بر رو یعیمطالعات وس شیقا کردند. یبررس یعدد

حل  یهاخواص مواد و روش ،یانیگاه مهیتك سرعت، تأثیرگوناگون مانند  یهااز جنبه یمتحرک محور

 و ادیز زیخ با ریت یرخطیغ حرکت یبرا یتئور مدل کی [68]و داول  مكهاق . [67-56]است هانجام داد

 یهایدر سر دیمق یروهایها و نشكل رییتغ طبس یبرا یلیاز روش ر هانآائه نمودند. ار ،کشش تحت

-هیتك با یهندس یرخطیغ دار انحنا یرهایت یحل عدد [69]ساها  وگوکو  .کردنداستفاده  مودال

 یبررس جینتا یرو بر را یبارگذار و منظر نسبت تأثیرها آن .متحرک را ارائه کردند یهاگاه

 یعرض کیهارمون کیو تحت تحر کربن نانوبا روکش  تیکامپوز ریت هیو ثانو هیونانس اولرز .نمودند

                                                 
1 Differential quadrature (DQ) 
2 Homotopy analysis method (HAM) 
3 Harmonic balance 
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 ورا وشد. تاس یسازگسسته نیک. معادلات با روش گالردیگرد یبررس [70]و همكاران  اهویژتوسط 

 یكینامید یهایساز هیشب در تواندیم که یبعد سه ریت یبرا را یکارآمد یبندمولفر [71]همكاران 

  .نمودند ارائه شود، استفاده یرخطیغ ماده و برخورد بزرگ، یهاییابجاج

 

 برش  با در نظر گرفتن اثر ریت رتعاشاتا -1-5-3

 یفلز و تیکامپوز یرهایت یکشش-یچشیپ-یخمش- یمعادلات ارتعاشات خمش [72] فهیو نا یپا

مرتبه  یهایرخطیغ و یساختار شدهکوپل هایجمله شامل حاصل معادلات. نمودند ارائه را چرخان

شكل  رییتغ تأثیرمدل فوق را با اضافه نمودن  [73] فهیو نا یبودند. پا ینرسیو ا یدوم و سوم هندس

-غهیت یرا برا یرخطیغ ریت قیمدل دق یبه صورت هندس [74] فهیو نا ی. پادادند میتعم یعرض یبرش

تنش  اتتأثیر همچنیندند ارتعاشات ارائه دادر  چشیو تحت پ دهیخم یتیچرخان کامپوز یها

 یبرا را یكینامید یسفت سیماتر یبندفرمول [75] سایاکردند. وانگ و  یو اعوجاج را بررس یبعدسه

 یدوران ینرسیا ،یعرض یشكل برش رییتغ آثاربا سطح مقطع ثابت و با در نظر گرفتن  دهیخم یهاسازه

 نینشان دادن کاربرد ا یبرا یل عددمثا کبه همراه ی ،یتحت ارتعاش اجبار یمحور خنث یدگیو کش

 ریت مدل با مرتبط ژهیو مقدار یمسأله حل روش ،[76] درمرونوو  رنزبورگنوارائه کردند. روش 

 ریساده و ت گاههیبا تك ریت یمودها شكل و یعیطب یهافرکانس مورد دررا ارائه و  كنواختی موشنكویت

را با در نظر گرفتن  یبرش یرهایارتعاشات آزاد ت [77]و همكاران  یل .کردندبحث  رداریسرگ کی

با  یبرش یرهایت یمشخصه یمعادله ،یعموم طیتحت شراهمچنین  کردند. یبررس یدوران ینرسیا

 یبر پ ریت یبرا مودهاو شكل  یعیطب یهافرکانس و استخراج حیبه صورت صر ؛محدود یدوران ینرسیا

نرمال، مود  لاپلاس و لیتبد یلیتفاده از دو روش تحلبا اس [78] ماسو و . کردندمحاسبه  کیالاست

دو  سهیکردند. مقا یبررس یاضربه یرویرا تحت ن رداریسرگکی موشنكویت ریت یگذرا یكینامیپاسخ د

از روش  رداریسرگکی موشنكویت ریت یپاسخ گذرا لیتحل در نرمالمود  روش که دهدیروش نشان م
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 رهایخمش و کمانش ت یبر رو یتنش برش تأثیر [79]همكاران  و نیلاکش لاپلاس کاراتر است. لیتبد

 [80]و همكاران  یلارب .کردند یبررس میخط مستق هیفرضبا درنظر گرفتن  را تیکامپوز یهاو ورق

 ریارتعاشات آزاد و خمش ت لیتحل یبرا یخنث سطح تیموقع اساس بر را ریت یبرش شكل رییتغ یتئور

 طیشرا یو ارضا یضرع یبرش یهاکرنش کیپربولیها عیتوز یبرا یتئوراین ارائه کردند.  1یبا مواد تابع

 شده گرفته نظر در برشیضریب تصحیح بدون استفاده از  ریسطح ت یبر رو کنشبرهم بدون یمرز

 یبارهاکه در معرض  یتابعبا ماده  موشنكویت كنواختی ریغ ریتارتعاشات آزاد  [81] یو ل سان .است

 و آزادارتعاشات  [82] یچپکیا و ریمش خادمنمودند.  یبررسرا  ،قرار دارد یمحور یو فشار یکشش

 یتئوراز  هاآن .نمودند لیتحل 2نگنیار یمحل ریغ یتئور اساس بر را کیارتوتروپ یرهایت یاجبار

 کوچک شكل رییتغ فرض با و نرمال کرنش آثار گرفتن نظر در بدون اول مرتبه یبرش شكل رییتغ

 [83] یچپکیاو  یپرداختند. علو مسأله لیبه تحل ،استفاده از روش اغتشاشات با وکردند  استفاده

 شكل رییتغ یتئور گرفتن نظر در با را یتابع کیبا ماده الاست یارهیدا یهاورق یارتعاشات آزاد خط

 .نمودند یبررس اغتشاشات یتئور کمک به و اول مرتبه یبرش

 

 برش گرفتن اثر با در نظر ریت یرخطیغ رتعاشاتا -1-5-4

ساده استفاده  گاههیبا تك ریت یرخطیغ اتارتعاش لیتحل یچندگانه برا یهااسیاز روش مق [84] فودا

رفتار  یبر رو یدوران ینرسیهمانند ارا  یعرض یشكل برش رییتغ آثار ،یبنددر فرمولایشان کرد. 

 میضخ نسبتاً یرهایدر ت یدوران ینرسیبرش و ا تأثیر و نشان داد ارتعاشات دامنه بزرگ در نظر گرفت

تغییر  با یرخطیغ یهافرکانس اترییتغهمچنین  است توجهقابلو کوتاه تحت ارتعاشات دامنه بزرگ 

 موشنكویت یرهایت یمرتبه بالا یرخطیارتعاشات غ [85] ائویو ل ژونگ .کرد ارائه را مختلف یهاپارامتر

 یهاو کرنش یخمش یانحنا ،یشكل محور رییتغ یرخطیغ آثارکردند.  یثابت را بررس یبا مرزها

                                                 
1 Functionally graded materials 
2 Eringen nonlocal theory 
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کردند و حل  SDQM1حاکم با استفاده از  یرخطیغ لیفرانسی. معادلات دنددر نظر گرفت یعرض یبرش

 ونیراسیژ شعاع به دامنه نسبت با آنها راتییتغ و استخراج یخط به یرخطیغ یهافرکانس نسبت

 از یبعض رها،یت یرخطیغ یاصل یهافرکانس یبرا شده شناخته یهاافتهی برخلاف. است شده یبررس

. ابندییم کاهش ون،یراسیژ شعاع به دامنه نسبت شیافزا با بالا مرتبه یرخطیغ یهافرکانس

با سطح مقطع ثابت با در  ریت یرخطیغ لیتحل یرا برا یروش المان مرز [86]و موکوس  زیساپونتزاک

 ریت یرخطیغ یكینامید لیتحل [87] مسکیس به کار گرفتند. یشكل برش رییتغ آثارنظر گرفتن 

 ریت یتئور از استفاده با را متحرک کیهارمون بار تحت ساده گاههیبا تك یساخته شده از مواد تابع

 اساس بر ضخامت یراستا در ریت مواد خواص. کرد ارائه کارمنفن ییجاجابه-کرنش روابط و موشنكویت

 و یمحور و یعرض شكل رییتغ یبرا یحدس توابع .کندیم رییتغ وستهیپ صورت به یتوان قانون

با  یرخطیدر نظر گرفته شده است. معادلات حرکت غ یاچندجمله صورت به ریت مقطع سطح چرخش

 اد،یز شكل رییتغ آثار مقاله نیا در. اندحل شده 3میو روش تكرار مستق 2بتا ومارکیاستفاده از روش ن

-تنش و یخمش یهاممان ر،یت ییجاجابه یرو بر کیرتح فرکانس و متحرک بار سرعت مواد، عیتوز

 ۴پاسترناک یپ با موشنكویت ریت یرخطیارتعاشات غ ]88[ کیاستوژانووشده است.  یبررس یبرش یها

 آزاد ارتعاشات لیتحل [89]فر و همكاران  یی. شهلاکرد مطالعه یعدد روش از استفاده با را یرخطیغ

 [90] شیو قا یکردند.  فرخ ارائه یهموتوپو  نیاز روش گالرکرا با استفاده  موشنكویت ریت یرخطیغ

ل اصلاح شده و با استفاده از روش کوپ تنش یتئور اساس بر را یبرش ریت كرویم یرخطیغ کینامید

و با در نظر گرفتن  یبا ماده تابع موشنكویت ریتارتعاشات آزاد  [91] داس. نمودند یبررس نیککالر

با  ریحل نمود. پاسخ ت تزیر و نرمال را با استفاده از روش یبرش یهاشکرن یبرا یرخطیغ یهاجمله

 [92] یچپکیاو  یانهوسمرتبه اول و روش اغتشاشات توسط  یشكل برش رییتغ یدر نظر گرفتن تئور

                                                 
1SplinEBased differential quadrature method 
2 Newmark-  method 
3 Direct iteration method 
4 Pasternak 
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 یلیبه صورت تحل کیسكوالاستیو ریت یبرا [93] یچپکیاو  ینیو ملک حس کیزوتروپیا ریت کی یبرا

لار وكس یهاجمله نیبنابرا شدپاسخ استفاده  بیتقر یمرتبه دوم برا یهاجاکه جملهآن از. شد نییتع

 نسبتاً  پوسته یرخطیغ ارتعاشات و یكینامید پاسخ [94]وانگ و دوک  .نشددر پاسخ آنها مشاهده 

مرتبه  یشكل برش رییتغ یبا استفاده از تئور را پسترناک کیتالاس یپ یرو بر و یتابع ماده با میضخ

 باتیر  یكینامیو پاسخ د یرخطیغارتعاشات  [95]و همكاران  یژ. کردند یبررس رانگ کوتاو روش  سوم

. آنها روش نمودند مطالعه افتهی بهبود سوم مرتبه یبرش شكل رییتغ یتئور از استفاده با را یتابع ماده

 دادند. ارائه یرخطیغحل معادلات ارتعاشات  یبرا میمستق یانتگرال عدد کیرا بر اساس تكن یدیجد

 

 ریضخامت متغ ریت یخط رتعاشاتا -1-5-5

 هاآن در که ییهاسازه از یاریبس در طول، یراستا در ریمتغ یهامقطع سطح با كنواختیریغ یرهایت

در  یجامع یتئور [96]و همكاران  نیک .دارند کاربرد است، وزن و استحكام ینهیبه عیتوز به ازین

و  ی)انتقال یبعددر حالت سه یاریبا حرکت اخت رداریگسرکی یرهایارتباط با ارتعاشات کوچک ت

با مكان  ریمتغ یبا سطح مقطع دلخواه و خواص ماد ییرهایت یبرا یتئور نی( ارائه نمودند. ایچرخش

 یكینامید لیمعروف در تحل یوتریکامپ یبرنامه کی یناکارآمد مثال کی کمک به هاکاربرد دارد. آن

 ،ینرسیا با ریت یعیطب یهافرکانس [97]جتگانكار و چهیل  .دادند نشان را یعضوچند یهاسازه

 که دهدیم اجازه یشنهادیپ روش نیا. ندکرد یبررس یعموم حالت کی در را ریمتغ جرم و مساحت

 مؤثر ینرسیا مؤثر، جرم میمفاه به منجر و شود یابیارز جداگانه صورت به رهایمتغ نیا از کی هر تأثیر

 نییتع را ریمتغ خواص با ریت فرکانس ساده فرمول کی با توانیم روش نیا در. گرددیم ثرمؤ سطح و

-یم را کیکلاس یمرز طیشرا با ریت یعیطب یهافرکانس یرو بر یبرش شكل رییتغ آثار نیهمچن. کرد

 یدگسا کار نیا بارز یژگیو. کرد مشخص ساده گاههیتك با یرهایت مشابه یاساده یهافرمول با توان

 یكینامید رفتار [98] لویسیروزا و آ یداستفاده کرد.  یمرز طیانواع شرا یبرا توانیم که است یروابط
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 یککردند. معادله حرکت به صورت توابع بسل حل شد.  یرا بررس یرخطیغمتبا سطح مقطع  ریت کی

ارائه  [99] یچر و یزنبرگرتوسط ا یربا سطح مقطع متغ یرهایت یلتحل یمحدود برا یاجزا یبیروش تقر

و جرم استفاده  یسفت یسماتر یبیتقر یافتن یبا سطح مقطع ثابت برا یرت یزشد. آنها از توابع خ

با سطح مقطع  یرهات یاصل یعیطب یهافرکانس بینییشپ یبرا یاساده هایفرمول [100]ابرت  کردند.

ارائه کرد.  یتزر-یلیاز روش ردلخواه را  با استفاده  یمرز یطو شرا یبا شكل سطح مقطع عموم یرمتغ

را به  یوستهپ غیرخطیبا سطح مقطع متبرنولی -اویلر یرت یارتعاش یهامشخصه [101]ژو و چانگ 

با برنولی -اویلر یرآزاد ت ارتعاشات [102]و همكاران  یونگکردند. ب یینتع یتزر-یلیکمک روش ر

روش  یلهبه وس یعیطب یهاکانسرا مطالعه کردند. فر یعموم یمرز شرایطضخامت و  یخط تغییرات

-اویلر یرت یفرکانس یلتحل یبرا ینروش تابع گر از [103]محاسبه شدند. کوکلا و زموجسكا  رانگ کوتا

 ریت کیارتعاشات  یرو بر [104] همكاران و سیااستفاده کردند.  یربا سطح مقطع متغبرنولی 

 [105] یپیلوو ل دروسا. ندد مطالعه کردبو ریسطح مقطع متغ یکه دارا یبرنول-لریاو ریت کیزوتروپیا

 یدوران یک،منعطف الاست یودبا تعداد دلخواه ق یبا ضخامت خطبرنولی -اویلر یرت یعیطب یهافرکانس

انجام شد.  یسلول یسازبا استفاده از روش گسسته ینامیكید یلنمودند. تحل یینرا تع یو محور

و  ینتابع گر یهارا با استفاده از روش یكنواخت یرغی برنول-اویلر یرت یارتعاش مسأله [106]زامورسكا 

 یلتحل برای دیفرانسیلی تبدیلاز روش  [107]کردند. محمود و همكاران  یبررس ی،توان هاییسر

و همكاران  یلاستفاده کردند.  یریكنواختو غ یكنواختبا سطح مقطع برنولی -اویلر یرارتعاشات آزاد ت

و  یبا مواد تابع ریت یو عرض یو ارتعاشات آزاد محور یكیاستات لیتحل یرا برا یحل عدد [108]

ارتعاشات  یفرانسیلمعادلات د [109]و همكاران  بوانجیوارائه کردند.  ریسطح مقطع متغ لیپروف

فر و  یرا با استفاده از توابع بسل حل کردند. نور یربا سطح مقطع متغبرنولی -اویلر یرت یخمش

با سطح مقطع برنولی -اویلر یرارتعاشات آزاد ت یلتحل یبرا یفرانسیلید لیروش تبد از [110]همكاران 

 آزاد ارتعاشات لیتحل یبرا یمجانب روشاز  [111] و ژائو سائواستفاده کردند.  یی،نما یرمتغ
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 یلیحل تحل [112]و همكاران  یل استفاده کرد. یاز جنس مواد تابع رهایت یمحور كنواختیریغ

 یدوبعد تهیسیالاست یرا بر اساس تئور وستهیدلخواه و پ ریثابت و ضخامت متغ گاههیتكارتعاشات با 

 با ریت آزاد ارتعاشات معادلات هیفور ینوسیس یهایمطالعه نمودند. با استفاده از روش بسط سر

 .شد حل ریمتغ ضخامت

 

 ریخامت متغضو با در نظر گرفتن اثر برش  ریت رتعاشاتا -1-5-6

 یرهایمعادلات حاکم بر ارتعاشات آزاد ت یسازساده یبرا یعبد روشی [113]و همكاران  یوآن

را ارائه کردند. آنها معادلات  یرمحور ت یو ماده ناهمگن در راستا یریكنواختغبا هندسه  یموشنكوت

با  یوویلاز معادلات حاصل به شكل معادله اشتوروم ل یککردند. هر  یلکوپل تبد یرحاکم را به شكل غ

پارامترها برحسب از  ییو نما یاچندجمله ییراتتغ یمعادلات را برا ینهستند. مؤلفان ا یرمتغ یبضرا

روش  یموشنكوت یرت پایهمحاسبه فرکانس  برای [114]و کوپاناتا  یناحل کردند. کوراباس بسلتوابع 

. دهدیها کاهش مروش یربا سا یسهرا در مقا وسعه دادند که محاسباترا ت 1کوپل شده ییجابجا یدانم

و برنولی -اویلر یرهایارتعاشات ت یلتحل یبرا 2چبیشف یهاایجملهچنداز  ]115[ژائو و همكاران 

به  [116]استفاده کردند. چن و همكاران  یكنواخت، یرو سطح مقطع غ یمحور یبا مواد تابع یموشنكوت

فاده از روش با است غیرخطیچرخان با ضخامت مت تیموشنكو تیرهایدوباره ارتعاشات آزاد  بررسی

  ، پرداختند.3تكرار

 

 یبندجمع -1-6

 و انواع تیرهاپرداخته شد، سپس در مورد  یاسازه یاجزاانواع  معرفیفصل، در ابتدا به  ایندر 

                                                 
1 Coupled displacement field method 
2 Chebyshev polynomials 
3 Variational iteration 
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 تیر هایتئوریدر مورد  مختصری یتاریخچهشد. در قسمت بعد  داده توضیحها غیرخطی هایسیستم

 تحلیلدر . با توجه به مقالات مرور شده گردید بیان تیرات ارتعاش یینهانجام شده در زم ارهایو ک

 ی. برخاندگرفتهدر نظر  تیررفتار  یبررس یرا برا یمختلف یهامحققان جنبه یادز نسبتاً یزبا خ هاسازه

 ر است:یاز آنها به شرح ز

 آنها هستند. یبترک یا ی،گستردهابار نقطه صورتبهمعمولاً  هایبارگذار •

 باشد. یرهو غ یتکامپوز تابعی،، مواد ایزوتروپیک است ممكن ادمو رفتار •

 باشد. طیغیرخمواد مربوط به  یا یهندس یهاجمله تواندیم یرخطیغ یهاجمله منشأ •

برنولی، تئوری -علاوه بر تئوری سه بعدی الاستیسیته، تئوری تغییر شكل برشی، تئوری اویلر •

 کار گرفته شده است.، به1اصلاح شدهکوپل  هایتنش های موضعی مانندتیموشنكو و تئوری

 تبدیلو  گالرکین، ینگ، شوترانگ کوتامانند المان محدود،  یعدد هایروششامل  حل هایشرو •

 .باشدمی یرهاغتشاشات و غ یتئور ،2یتزر ،یهفور یهایاز جمله سر یلیتحل یهاروشو  دیفرانسیلی

 نمیداه در آن ک زیاد نسبتاً خیزبا  تیر اجباریت آزاد و ارتعاشا تحلیلی یبه بررس ،رساله ایندر 

 ینا هاینوآور .شودمیاول است، پرداخته  یمرتبه برشیشكل  تغییر تئوری، بر اساس ییجاجابه

 از:عبارتند مسأله

  ینرسیا برشی،شكل  تغییر آثارمرتبه اول که شامل  برشیشكل  تغییر تئوریاستفاده از 

 باشد.می یبندفرمولدر  ال عرضینرم یهاو کرنش چرخشی

  یساختار قانون هوک به عنوان معادله به همراهکارمن فن سینماتیكی فرضیاتاستفاده از. 

  یفتعر اییوستهپبا هر ضابطه  تواندیشكل دلخواه متقارن بوده و مقطع م دارایسطح مقطع 

 .شودمی متغیر ضرایببا  غیرخطی دیفرانسیلدستگاه معادلات  یکمنجر به  این،شود. 

  یو عرض یمحور یرخطیغ یعیطب یهافرکانس یینتع برای تحلیلیارائه حل . 

                                                 
1 Couple stress for size-dependent beams 
2 Ritz 
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  و  محوریضخامت و دامنه )ارتعاشات( پروفیل  محوری،بار  تأثیر بررسی برایمطالعه پارامتری

 .غیرخطی هایفرکانس رویبر  عرضی



 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 فصل دوم

برنولی و تیموشنکو با -تحلیل فرکانسی تیر اویلر

 متغیرضخامت 
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 مقدمه 1-2-

به کمک روش  یربا سطح مقطع متغ یموشنكوو تبرنولی -یلراو یرهایفصل ارتعاشات آزاد ت ینا در

 متغیر ضرایببا  خطی دیفرانسیلمعادلات  بررسی،. معادلات مورد شودمی یاغتشاشات بررس یتئور

 یینو تع یژهحل معادلات مقدار و یبرا )WKB( 1بریلوینونتزل، کرامرز،  تقریبهستند و از 

 یهایلپروف اثر یجهت بررس پارامتری. مطالعه شده استاستفاده  مودهاو شكل  یعیطب یهافرکانس

 ی. براشودمیانجام  یعیفرکانس طب یمختلف بر رو یمرز یطشرا یبمختلف سطح مقطع و ترک

 مقایسه یگرارائه شده در مقالات د نتایجو  یحل عدد نتایجبا  یلیتحل یجروش مذکور، نتا یاعتبارسنج

  خواهد شد.

 یرهات یعیطب یهافرکانس یینتع برای یو عدد یلیتحل یهاروش ازکه  دهدیمقالات نشان م مرور

با  ریت یبرا یمدل عدد یک یجاداست اما ا یممستق روشی یاستفاده شده است. اگرچه روش عدد

با استفاده از سازی بهینه ،نهاییهدف  که یزمانخصوص هاست ب برزماندلخواه  یرسطح مقطع متغ

 سألهمحل  یمؤلفان از توابع شناخته شده برا یشترب یلیتحل یهاحل درو خطا باشد.  یروش سع

تعاشات ار یابر اساس روش اغتشاشات بر یلیفصل حل تحل یناستفاده کردند. در ا یستمس یژهمقدار و

 هایانسو فرک شوندمیدلخواه ارائه  یرمتغبا سطح مقطع  تیموشنكوو برنولی -اویلر تیرهای خمشی

 یاامت ضخ یلخاص، پروف یمرز یطشرا بهارائه شده  حلد. شونمی ینتعی مودهاو شكل  طبیعی

ده، شرائه اروش  یینشان دادن صحت و کارا برایحل محدود نشده است.  یاستفاده از توابع خاص برا

 اند. آورده شده یعدد هایمثال

ی که با های عددرخلاف روشت به عنوان ورودی بوده و بپروفیل ضخام بندی ارائه شده،در فرمول

 د.بندی و حل جدید، وجود ندارایجاد شود، نیاز به فرمولتغییر ضخامت، لازم است مدل جدیدی 

 

                                                 
1 Wentzel, Kramers, Brillouin approximation 



 

21 
 

 ضخامت متغیر یبرنول لریاو ریت 2-2-

ول و متقارن، ط یكنواختغیر تیرح مقطع . سطمفروض است ایزوتروپیکهمگن و برنولی -اویلر تیر یک

 .است A(x) و مساحت سطح مقطع ρ چگالی ،l تیر

 

 مسأله نمای  (1-2) شكل

  .[117] است یرز صورتبهکوچک  یزو خضخامت متغیر با  یرحاکم بر ت همعادل

2 2 2

2 2 2
( ) ( ) 0

w w
A x EI x

t x x


   
  

   
                                                         

(1-2) 

 I(x)  ،A(x)و یانگمدول  E، نزمان و مكا یپارامترها xوt یر،ت یعرض یزخ w(x,t) ،(1-2) معادلهدر 

 یمرز یطاست. شرا تیر پهنای bضخامت و  hطول،  l، تیرسطح و مساحت سطح مقطع  اینرسیممان 

 است. یرحالات مختلف به صورت ز یبرابرنولی -اویلر یرت
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Clamped edge : w w

Simple edge : w w

Free edge : w w

 

 

 

 

(2-2) 

 حاکم با ابتدا معادلهست. حاکم استفاده شده ا حل معادله برای روش اغتشاشاتبخش از  ینا در

 .شوندمی بعدبی ریز یاستفاده از پارامتر ها

* * * * *
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(2-3) 

h(x) 

l 

z , w 

 لبه گیردار

گاه سادهلبه با تكیه  

 لبه آزاد

x , u 
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*x و *t بعد ، یمكان و زمان ب بیترت به*w 0 ،بعدبی یعرض ییجابجاt,  0w شخصه، م زیخ و زمان

0k و هستند مقطع سطح ونیراسیژ شعاع ε نظر در اغتشاش پارامتر عنوان به که است کوچک تیکم 

( به شكل ییبجاجا حسب( )بر 1-2) معادله بعدبی(، شكل 3-2) معادله از استفاده با. شودیم گرفته

 است. ریز

2 * 2 2 *
4 * *

*2 2 *2 *2

1

1
( ) 0

w w
e I x

t x x




   
  

   
 

(2-۴) 

1است.  ریمتغ بیبا ضرا یخط یجزئ لیسفرانیمعادله د کی( ۴-2) معادله =1λ به عنوان پارامتر  را

 شده هاستفاد یعیطب یهاو فرکانس مودهاشكل  نییتع یبرا WKBبزرگ در نظر گرفته و از بسط 

 .استشدهگرفتهدر نظر  ریز شكل. حل به است

     * * * * * *, expw x t W x i t  (2-5) 

 :شودیم جهیتن( ۴-2( در معادله )5-2) معادله یگذاریاست. با جا بعدبی یعیطب فرکانس ω که

2 2 *
2 * 4 * *

2 *2 *2

1

1
( ) 0

d d W
e W I x

dx dx
 



 
   

 
 

(2-6) 

 :استدر نظر شدهW  یبرا یرز شكلبه  بسطی

 *,1 1* *( )
G x

aW x e
 

  (2-7) 

 یرز شكلبه  G یبرا یمگرفتن بسط مستق در نظر و( 6-2) معادله در( 7-2) معادله یگذاریجا با

 :شودمی نتیجه

0 1 2

* * 2 *( ) ( ) ( ) ...G G G Gx x x      (2-۸) 

 یرشكل ز به ε مختلف هایو مرتبه شودیم نیگزیجا( 6-2) معادله در( ۸-2) معادله و( 7-2) معادله

 :شده استجدا 

  1 4 2 00
2
1

0 ,
dG

*I p e:
*

O p
dx




   

 (2-9) 
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 
2

011 2 3 0
2

* d GdG dI* *p I I
* * *dx dx

O
d

:
x


 
   
 
 

 
(2-1۰) 

 

2

2

2 22
3 22 1 1 1

2 2

2
3 2 2 2

0 0 0 01

3 2 2
0

4 6 6 6

4 6 12 3

* *
* * *

* * * * * *

*
* * *

* * * * * *

O :
dG dG d G dGd I dI

I p p I I
dx dx dx dx dx dx

d G d G d G d GdGdI
p I I I

dx dx dx dx dx dx





  
        

   
      

   

 

(2-11) 

' یبرا شهیر چهار(، 9-2) معادله از

0G سپس دیآیم دستبه .' '

1 2,G G ( 11-2) و( 1۰-2) ازمعادلات

' نیبنابرا شوندیم نییتع ' ' 2 '

0 1 2G G G G    و  یریگبه دست خواهد آمد. با استفاده از انتگرال

 :شودیم یسیبازنو ریصورت ز به( 7-2) معادلهبر اساس  حل G نییتع

4
* *

1

1

exp( ( ))n n

n

W a G x


  (2-12) 

 حل. دیآیم به دستهمگن  یجبر تدستگاه معادلا کی(، 12-2) معادلهدر  یمرز طیاعمال شرا با

 .شد خواهدمود  یهاشكل و ω ژهیو مقدار نییتع به منجر دستگاه نیا یهیبد ریغ

 

 ضخامت متغیر موشنکویت ریت3-2-

 .[117]است ریزبه شكل ضخامت متغیر  باهمگن  موشنكویت ریآزاد ت ارتعاشات

   

     

2

2

2

2

0

0

s

s

w w
A x GA x

x xt

w
I x EI x GA x

x x xt

 

 
 

    
     

    

      
       

      

 

(2-13) 

-می برشیضریب تصحیح  κ و Aκ=  sA ،یبرش مدول G خمش، از یناش چرخش هیزاو t,x(( که

. شودیمبرش در سطح مقطع اعمال  یروین یكنواختی یبرااست و  برشیضریب تصحیح  κ که باشند

 طیاشر ([118] وانگ. )است κ=0.9 یارهیدا مقطع سطح یبرا و κ=5/6 یلیسطح مقطع مستط یبرا

 :هستند ریبه صورت ز موشنكویت ریت یبرا یمرز
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 

0 0

0 0

0 0

,x

,x ,x

Clamped edge : w ,

Simple edge : w ,

Free edge : , w





 

 

 

  

 

(2-1۴) 

ل حاص ریبه صورت ز ریمتغ بیرامرتبه چهار با ض لیفرانسیمعادله د کی ،(13-2) معادلهدو  بیترک از

 :شودیم

 

 

4 2 2 4
2 2

4 2 2 2 2

3 4 3

2 4 3

2 2 2 3

2 2 2 3

2 3

2 3 0

d I dI dA
k AI G A A AI G kE

dx dxt dx t x t

dI dA dA dI
A G kE GI GEAI GE I A

dx dx dx dxx t x x

dA d I d I d I
GE A GE A

dx xdx x dx dx

  
  

  


 

   
        

    

     
       

      

    
       

   

 

(2-15) 

رابطه  یگذاری. با جااستشده( استفاده 3-2) رابطه بعدبی یاز پارامترها فوق معادله یسازبعدبی یبرا

 :شودحاصل می ریز صورتبه معادله حرکت بعدبی شكل( 15-2( در معادله )2-3)

   

4 2 2
2 2 2 2

14 2 2

3 4
2 2

2 2 2

3 2
4 4

3

12

3 2 3

* * * * *
* * * *

* * * * *

* * * *
* * * *

* * * * * *

* * * * *
* * *

* * * * *

d I dI dA
k .ge A I eA e A

t dx dx dx t

dI dA
e A kg I eA I

dx dx x t x t

dA dI dI dA d

k .g

I A A
dx dx x dx dx

 
 

 
 


 

   
          

   
    

    

  
    

 





2

2 2

2 3 4
4 4

2 3 4
0

* *

* *

* * * * *
* * * * * *

* * * * *

I

dx x

d I dA d I
A A I ; ( x ,t ) ( x ,t )

dx dx dx x x



 
   

  
 

 

   
     

  

 

(2-16) 

*ψ است شده گرفتهدر نظر  ریز شكلبه  (16-2) لهمعاد در: 

* * * * * *

1 1

* * *
( , ) ( );exp . exp(( ) ( ) ( , ))x t ax i t x G x        (2-17) 

-2) معادله مانند G یبرا میردن بسط مستقب کاربه( و 16-2ر معادله )( د17-2) معادله یگذاریجا با

 :شودیم جهینت ε كسانیبا مرتبه  هایجملهو جدا کردن  (۸

  4 2 2 000 4 2
1

,
dG

*I p e e* * p
*d

O : k .gI
x

A      
(2-1۸) 
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 
2

014
2

1 6 3 0
* *d GdG dA dI* * * * * *A I p A I ( I A ) p

* * * *dx dx dx dx
O :     

 
(2-19) 

  2

3 2

2 2

2

22
2 2 30 1 2

6 62

3 2 2
20 0 1

2

2 22

2 01 1

4

4 12 3 2

6 3

* * *
* * *

* * * * **

* * *
* * *

* * * ** *

* * * *

* * *

O :
d G dG dGd I dA dI

e A q p q p I A p
dx dx dx dx dxdx

d G d G dG d I dA dI
I A p A p

dx dx dx dxdx dx

d GdG d G
A I p I A

dx dx dx

 
 

    
 

   
      

  

   
         

2

6

0

9 3
* *

* *

* *

dI dA
q A I

x d

,

d x






 

       

(2-2۰) 

  ، (۰2-2) و( 19-2) معادلهاز  بی. به ترتگردید نییتع  یبرا شهیر چهار( 1۸-2) معادله از

حل به  G نییآمد و با تعخواهد  دستبه   نیبنابرا شوندیم نییتع زین

 خواهد بود: ریز شكل

4
* *

1

1

exp( ( ))n n

n

a G x 


        (2-21) 

( و 3-2رابطه ) بعدبی یاز پارامترها استفاده و( 13-2) اول معادله در( 5-2) معادله یگذاریجا با

 یعرض ییجابجا توانیم حاصل ه( در معادل21-2معادله ) یگذاریو جا بعدبی شكلمعادلات به  لیتبد

W تیکرد. در نها نییتع را  w(x,t)  معادله  یمرز طیشرا اعمال. با شودیم نییتع (5-2) معادلهاز(

 سیماتر دیبا  ،یهیبد ریداشتن حل غ ی. براشودیمحاصل  یجبر معادلاتدستگاه  کی(( 2-1۴)

 نییتع به منجر دوانجام ش 1نکرد نصف روش کمک به تواندیممعادله که  نیصفر باشد. حل ا بیضرا

 .شودیم ستمیس یعیطب یهافرکانس

 

 

 

                                                 
   1 Bisection method 
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  یعدد حل 4-2-

 جینتا تماماستفاده شده است. ضخامت متغیر با  ریت مودال لیتحل یبرا 2/16 1سیانس افزارنرم از

با عرض ثابت و ضخامت  یلیبه سطح مقطع مستط مربوطذکر شده(  خاص گزارش شده )به جز موارد

قطر و ضخامت سطح مقطع  بیترت به 0h و 0d هستند. (1-2) جدول در هشد ستیل مشخصات با ریمتغ

 هستند.  x=1مربوط به  1h و 1dاست و  x=0در  یلیو مستط یارهیدا

 

 ریت خواص( 1-2) جدول

5۰۰ (mm) طول 
32 (mm) عرض 
25 (mm) 0h0=d 
۴5 (mm) 1h1=d 

2۰۰ (GPa) 
 مدول

 تهیسیالاست
7۸۰۰ )3kg/m( یچگال 

 

 ریکوچک و ضخامت متغ زیبا خ ریت یطالعه پارامترم 5-2-

 :است شده یبررس لیمستط مقطع با ریت کی یبرا ریز موارد بخش نیا در

 حل اعتبار یبررس: الف

 یعیطب فرکانس بر یهندس یپارامترها راث یبررس: ب

 بالاتر یمودها درذکر شده  یهایبا تئور یعیطب فرکانس یبررس :ج

 یعیطب فرکانس بر ضخامت مختلف یاهلیپروف اثر یبررس: د

  جیبر نتا یمرز طیاثر شرا ی: بررسه

                                                 
1 Ansys workbench 
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ها را فرکانس توانیم (3-2) رابطهدر  0tهستند و با ضرب  بعدیگزارش شده ب یهافرکانس یتمام

ده است. در و سا رداریگ گاههیمربوط به تك بیبه ترت Sو  C ینمادها گزارش کرد. rad/s برحسب

CS,SC,SS,CC در  یمرز طیدهنده شراول نشانحرف اx=0 ر درا  یمرز طشر یندوم وx=1 نشان 

 یسنجصحت یبرا .ددار رداریگ گاههیتك x=1ساده و در  گاههیتك  x=0در  SC. به عنوان مثال دهدیم

ت. گزارش شده اس SS یبا شرط مرز موشنكویت وبرنولی -اویلر ریت یهاابتدا فرکانس ،یبندفرمول

. دهدیم نشان راساده  یبا شرط مرز موشنكویت وبرنولی -اویلر ریت یعیطب یهافرکانس (2-2) جدول

 معادلات قیدق حل به مربوط موشنكویت وبرنولی -اویلرنتایج : اندشده گزارش التح دو یبرا جینتا

 ازت. فصل اس نیکه مربوط به حل ارائه شده در ا WKB ومشخص شده(  HG)که در متن با  [117]

 یودهامدر  نیهمچن. کندیعمل م یبرنامه به درست نیاست، بنابرا زیناچ جینتا نیاختلاف ب کهییآنجا

کاهش نسبت طول  با ،(2-2) جدول از. ابدییم شیافزا قیو دق یبیتقر یهاروش نیبالاتر، اختلاف ب

خصوصا در  موشنكویو ترنولی ب-اویلر یهایتئور نیب اختلافو  یعیطب یهافرکانس (l/h)به ضخامت 

 ه است:شد فیتعر ریبه صورت ز HG یبرا جیاختلاف نتا درصد. ابدییم شیبالاتر افزا یمودها

(%) ( ) / 100EB TB TBDiff             (2-22) 

  معرف تیر تیموشنكو است. TBاندیس که  

  

 با ضخامت ثابت  موشنكویت وبرنولی -اویلر یرهایت یعیطب یهافرکانس سهیمقا( 2-2) جدول

دوم مد سوم مد اول مد  یتئور   l/h 

۰257۰/1  ۴55۸۴/۰  11397/۰  (HG) یبرنول لریاو  

25 

۰256۸/1  ۴55۸6/۰  11396/۰  (WKB) یبرنول لریاو  

۰۰3۰7/1  ۴5131/۰  1136۸/۰  (HG) موشنكویت  

۰259۰/1  ۴55۸۸/۰  11396/۰  (WKB) موشنكویت   

26/2  ۰۰/1  25/۰  اختلاف (%) 

6۴365/1  73۰53/۰  1۸262/۰  (HG) یبرنول لریاو  

6/15  
6۴372/1  73۰5۴/۰  1۸26۴/۰  (WKB) یبرنول لریاو  

55617/1  71225/۰  1۸1۴6/۰  (HG) موشنكویت  

6۴61۰/1  73۰75/۰  1۸26۴/۰  (WKB) موشنكویت   
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62/5  57/2  6۴/۰  اختلاف(%) 

56۴22/2  13969/1  2۸۴۸9/۰  (HG) یبرنول لریاو  

1۰ 

56۴2۰/2  1396۴/1  2۸۴91/۰  (WKB) ینولبر لریاو  

۰27۰5/2  ۰7۴۴2/1  2۸۰۴۸/۰  (HG) موشنكویت  

5۸6۸۰/2  1۴15۸/1  2۸۴9۴/۰  (WKB) موشنكویت   

5۰/26  ۰7/6  57/1  اختلاف(%) 

 

 با لیپروف یبرا( [119] جیبا نتا موشنكویو ت برنولی-اویلر یرهایت جینتا سهیمقا ،(3-2) جدول در

و رنولی ب-اویلر یتئور از [119]ت. ده اسشساده گزارش  یمرز طی( و شرا2-2)شكل  یضخامت خط

 یمودها در که دهدیم نشان جینتا. است کرده استفاده یعیطب یهافرکانس نییتع یبرا یحل عدد

 هستند.  ترکینزدرنولی ب-اویلر جینسبت به نتا یبه حل عدد موشنكویت جینتا ، بالاتر

 

  یرخطیغساده و ضخامت مت گاههیتكبا  ریت( 2-2) شكل

 

 [119] جینتابا  كوموشنیو تبرنولی -اویلر یهایتئور هایفرکانس سهیمقا( 3-2) جدول

یتئور اول مد دوم مد سوم مد  

5۸79/1  7۰56۰/۰  171۴5/۰  [119] 

7627۰/1  7۸۴۸۴/۰  1939۰/۰ یبرنول لریاو   

۴7/3  33/3  35/1  اختلاف (%) 

525۴۸/1  6۸۰3۴/۰  17۴۰۰/۰ موشنكویت   

93/3  5۸/3  ۴9/1  اختلاف (%) 

 

سطح مقطع  یبرا در نظر گرفته شده است. رهایسطح مقطع ت یبرا كسانی وزنمختلف با  توابع

 سهیاند و مقاشده ستیل (۴-2) جدول درو توابع ضخامت مختلف  x(b. h)=x(A( یلیمستط
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است. درصد اختلاف مشابه  شدهگزارش  (5-2)جدول  در موشنكویو تبرنولی -اویلر ریت یهافرکانس

 .است شده فیتعر( 2-22رابطه )

 مختلف توابع با ضخامت یهالیپروف( ۴-2) جدول

1 10 8 1a . ,b    
1 1

* *h a x b 
 

 اول نوع

1 1 11 6 2 4 1a . ,b . ,c      
3 2

1 1 1
* * *h a x b x c  

 
 دوم نوع

1 1 11 1 8 1a ,b . ,c      
4 2

1 1 1
* * *h a x b x c  

 
 سوم نوع

1 10 4 1 4b . ,c .      1 1
* *h b cos x c 

 
 چهارم نوع

1 1 10 866 0 4 1 4a . ,b . ,c .         1 1 1
* * *h a sinh x b cosh x c  

 
 پنجم نوع

 

  مختلفبا توابع ضخامت  وشنكومیو تبرنولی -اویلر یرهایت یعیطب یهافرکانس سهیمقا (5-2) جدول

 

 

 لیپروف یبرا .دهندیم رییتغ را فرکانس كسانیمختلف با وزن  یهالیفپرو ،(5-2) ولجد اساس بر

 مورد نیا شتر،یب یبررس یاختلاف وجود دارد. برا موشنكویو تبرنولی -اویلر یهافرکانس نیب ،نوع سوم

 موشنكویت ریت جیبه نتا یحل عدد دهدینشان م جینتا. شده است لیتحل ،یعدد روشبا استفاده از 

سوم مد دوم مد  اول مد  یتئور  تضخام تابع   

7627۰/1  7۸۴۸۴/۰  1939۰/۰ یبرنول لریاو   

اول نوع  76637/1  7۸517/۰  19367/۰ موشنكویت   

21/۰  ۰۴/۰  12/۰  اختلاف (%) 

7۴937/1  7۸3۰۴/۰  2۰6۸6/۰ یبرنول لریاو   

دوم نوع  75233/1  7۸19۰/۰  2۰21۸/۰ موشنكویت   

17/۰  15/۰  32/2  اختلاف (%) 

75۰57/1  79136/۰  23235/۰ یبرنول لریاو   

سوم نوع  
7۴662/1  7751۰/۰  1۸676/۰ موشنكویت   

63۸6۸/1  75727/۰  1۸6۰6/۰ یعدد حل   

23/۰  1۰/2  ۴1/2۴  اختلاف (%) 

7۴759/1  7۸161/۰  2۰195/۰ یبرنول لریاو   

چهارم نوع  75122/1  7۸2۰1/۰  2۰19۸/۰ موشنكویت   

21/۰  ۰5/۰  ۰2/۰  اختلاف (%) 

7635۸/1  7۸۴93/۰  19337/۰ یبرنول لریاو   

پنجم نوع  76726/1  7۸52۸/۰  193۴3/۰ موشنكویت   

21/۰  ۰۴/۰  ۰3/۰  اختلاف (%) 
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اول  یعیفرکانس طب سه (6-2) جدولدر اختلاف دارد. برنولی -اویلر جیبا نتا یاست ول کینزد اریبس

شده  سهیامختلف را مق یمرز طیضخامت نوع دوم و شرا راتییتغبا  موشنكویو تبرنولی -اویلر یرهایت

 کهیحال دراست  CC یفرکانس مربوط به شرط مرز نیکه بزرگتر دهدیم نشان (6-2) جدول. است

و سه   جمله دو یبرا جینتا نی. همچناست SS به مربوط ،فرکانس نیکمتر

 جیچند اختلاف نتا هرگزارش شده است.  هاولجد نیدر ا  جمله

 جینتابرنولی -اویلر یتئور در SC,CSمانند  كسانی ریغ یمرز طیاست اما در شرا زیموارد ناچ شتریدر ب

 گزارش CS و SCحالت  یرا برا یكسانی یهافرکانس رایز ستین معتبر جملهحاصل از بسط با دو 

  .است شده ارائه جملهبسط با سه  یبرا جینتا نیبنابرا کند،یم

  جملهبا دو و سه ولی برن-اویلرو  موشنكویت یرهایت یعیطب یهافرکانس سهیمقا الف( 6-2) جدول

دوم SS (3) SS (2) اختلاف (%) CC(3) CC (2) اختلاف (%)   

۸6/1 ۴۴665/۰ ۴3۸35/۰ 52/6 2۰6۸6/۰ 19337/۰ 1 

یبرنول-لریاو  71/۰ 21696/1 2۰۸33/1 22/1 7۸3۰۴/۰ 773۴9/۰ 2 

36/۰ 377۴۴/2 36۸۸2/2 52/۰ 7۴937/1 7۴۰35/1 3 

۸7/1 ۴۴۸2۴/۰ ۴39۸۴/۰ 2۴/۴ 2۰21۸/۰ 1936۰/۰ 1 

موشنكویت  73/۰ 22533/1 216۴1/1 1۸/1 7۸19۰/۰ 77265/۰ 2 

39/۰ ۴۰613/2 396۸۴/2 52/۰ 75233/1 7۴317/1 3 

 

 (دوم نوعضخامت  تابع) ملهجبا دو و سه برنولی -اویلرو  موشنكویت یرهایت جینتا( ب 6-2) جدول

دوم SS (3) SS (2) اختلاف (%) CC(3) CC (2) اختلاف (%)   

39/9  3333۸/۰  3۰2۰۸/۰  26/۴  2۸92۰/۰  3۰2۰۸/۰  1 

یبرنول-لریاو  3۴/2  ۰۰235/1  97۸9۴/۰  59/۰  97321/۰  97۸9۴/۰  2 

9۴/۰  ۰619۰/2  ۰۴2۴9/2  ۰9/۰  ۰۴۰5۸/2  ۰۴2۴9/2  3 

7۰/1  3۴۴۰۴/۰  3۴9۸۸/۰  ۴/13  27123/۰  23۴9۰/۰  1 

موشنكویت  ۰۸/۰  ۰1۰5۰/1  ۰۰96۸/1  ۸۴/1  97۰1۰/۰  95222/۰  2 

1۸/۰  ۰۸۰۰۰/2  ۰7621/2  72/۰  ۰۴911/2  ۰3۴۴1/2  3 

 

با سطح مقطع مختلف،  موشنكویو تبرنولی -اویلر یرهایت یعیطبسه فرکانس  سهیمقا 7-2 جدول در

مختلف و های مقطعبا سطح  ریضخامت نوع دوم گزارش شده است. ت راتییتغ و SS یشرط مرز
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 ریت یتئور ،یمورد مطالعه نیا در نید. همچنندار متفاوتی یعیطب یهافرکانس كسانی هایحجم

برنولی -اویلر ینسبت به تئور یاهریبا سطح مقطع دا ریاول ت یعیمحاسبه فرکانس طب یبرا موشنكویت

 ندارد.  یتیمز

 

 ابعت ف بامختل یاهمقطع سطح لیپروفبا  موشنكویت وبرنولی -اویلر یرهایت یعیطب یهافرکانس سهیمقا (7-2) جدول

 دوم نوع ضخامت

سوم مد دوم مد  اول مد  یتئور  مقطع سطح   

7۴937/1  7۸3۰۴/۰  2۰6۸6/۰ یبرنول لریاو   
یلیمستط  

75233/1  7۸19۰/۰  2۰21۸/۰ موشنكویت   

97۰13/2  33۸39/1  35916/۰ یبرنول لریاو   

1۴۸۰3/2 یارهیدا  96993/۰  32۰۰۰/۰ موشنكویت   

97235/1  ۰۴33۸/1  3۸۰61/۰ یعدد لح   

 

 برخلافنشان داده شده است.  CC یمرز طیبا شرابرنولی -اویلر ریاول تمود  سه شكل (3-2) شكل در

 قایدق یر افقبا محومود  شكل ینقطه برخورد منحن ریبا ضخامت متغ ریت یبا ضخامت ثابت، برا رهایت

 . ستین ریدر مرکز ت

  

د اولوم  
د دوموم  
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 رداریگ یمرز طشر و دوم نوعت با تابع ضخامبرنولی -اویلر ریتمود  سه شكل (3-2) شكل

 

 نشان SS یمرز طیبا شرارنولی ب-اویلر ریاول تمود  شكل یضخامت بر رو تابع تأثیر (۴-2) شكل در

 ینوسیس تابع اب ،ریمتغ ضخامت با ریتمود  شكل است، شده داده نشان که طورهمانداده شده است. 

 .ستین ریت وسط در ثرحداک مقدار با متناظر نقطه و بوده متفاوت

 

 ss یمرز طشر و ضخامت ابعت پنج بابرنولی -اویلر ریت یاول برامود  كلش( ۴-2) شكل

 

 

 

د سوموم  
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 یبندجمع 6-2-

و برنولی -اویلر یرهایارتعاشات آزاد ت یبررس یبرا یاضیر بندی و حلفرمول کیفصل  نیا در

. شد حل اغتشاشات یلیتحل روش زده احاکم با استفا معادله گردید وارائه ضخامت متغیر با  موشنكویت

 هایفرکانس ح مقطع و توابع ضخامت مختلف برشكل سط ،یمرز طیشرا اثرمطالعه پارامتری با 

 . بررسی شد یعرض یعیطب



 

 
 

 

 



 

 
 

 سومفصل 

با استفاده از  ارتعاشات آزاد تیر با خیز نسبتاً زیاد و ضخامت ثابت

 تئوری تغییر شکل برشی

 



 

36 

 

 

 مقدمه -3-1

 یبا استفاده از تئور ،رهایت یرخطیغ یعیطب یهافرکانس نییتع یلیتحل روشفصل  نیادر   

استفاده از روابط  با زیاد نسبتاً  زیخ یرخطیغ کینماتی. سگرددمیول ارائه مرتبه ا یشكل برش رییتغ

برای محاسبه  هوک ساختاریاز روابط  درنتیجه وهستند  کوچک هاشده است. کرنش فیتعر کارمنفن

کمک و به نداهاستخراج شد لتونیهاماصل  یریکارگحرکت با به معادلاتاستفاده شده است.  هاتنش

 آید.دست میحل بسته هر مرتبه بهلی بر اساس تئوری اغتشاشات رویكرد تحلی

 

 ثابت ضخامت با فرض خیز نسبتاَ زیاد و ریت -3-2

 در Aسطح مقطع  و ρ یچگال ،h ضخامت ،b عرض ،lبه طول  کیزوتروپیاهمگن و  كنواختی ریت کی

در  x محورشده و واقع  ریطرف ت کیدر  (x,y,z)مختصات  ستمیسداده شده است.  نشان( 1-3) شكل

. شودیم یریگاندازه یانیاست که نسبت به صفحه م ریضخامت ت یراستا در zطول و محور  یراستا

 دارد.  قرار P یتحت بار محور ریسطح مقطع ثابت بوده و ت مساحت

 

 

 

 

 

ریت یبارگذار و( هندسه 1-3) لشك  
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 شده است:  فیتعر ریز اتیبر اساس فرض ریفصل، مدل ت نیا در

 ریت امتضخ h عرض آن  وb، با طول  سهیمقا درl است.  کوچک 

 ساخته شده است. یخط کیالاست همگن و از ماده ریت 

 مختصه از تقلمس هاکرنش و هاتنش ،هاییجاجابه y  )حرکت  ندهست)عمود بر صفحه(

 .(یاصفحه

 کرنش روابط) بزرگ هستند نسبتاً زهای( و خیخط کرنش-ش تن)روابط  کوچک هاکرنش-

  .(یرخطیغ ییجابجا

فتن ر نظر گربا د مرتبه اول یشكل برش رییتغ یتئور شكل بر اساس یلیمستط ریت ییجاجابه دانیم

ابت ث ریت مقطعدر  یعرض نرمالکرنش  یتئور نیاساس ا بر شده است. فیتعر یکرنش نرمال عرض

  کوچک( زی)در حالت خ است.

       

     

0 1

0 1

u x,z,t =u x ,t + z.u x ,t , v x,z,t =0 ,

w x,z,t =w x ,t + z .w x ,t
       

  (3-1) 

در  ییجابجا مولفهv(x,z,t) هستند.  یو عرض یمحور یهاییجاجابه بیبه ترت w(x,z,t)و  u(x,z,t) که

صفحه  یزهایخ 0wو  0u. شودیصفر در نظر گرفته م یاصفحه حرکتکه در  استyمحور  یراستا

و کرنش  یانیحول صفحه م ریمجهول هستند که معرف چرخش ت بعدیب توابع 1wو  1uبوده،  یانیم

 معمولا هاسازه در بزرگ زیخ لیتحل یبرا ،یمهندس مقالات درکوچک است.  یزهایدر خ ینرمال عرض

 یهاجملهبزرگ  نسبتاً یهازینشان داد که در خ کارمنفن. شودیاستفاده م 1نیگر کرنش تانسور از

2 یرخطیغ
,xu ،2

, yv  و,x ,yu v طبق نیبنابرانظر هستند. کرنش قابل صرف یهامولفه ریسابا  سهیدر مقا 

 :[120]است  ریصفر به صورت ز ریکرنش غ یهامولفه کارمنفن روابط

                                                 
1 Green-Saint Venant 

 



 

38 

 

2 21 1

2 2
x ,x ,x z ,z ,z zx ,x ,z ,z ,xu w , w w , w u w w          

  (3-2)  

 است: ریکرنش به صورت ز یهاهمؤلف( 2-3) رابطه( در 1-3) رابطه یگذاریجا با

 

  

2 2
0 1 0 1 1 1

1 1 0 1

1 1

2 2

1

x ,x ,x ,x ,x z

xz ,x ,x

u zu w zw , w w ;

u w w zw

 



     

   
       

(3-3)  

  :[121] است ریز صورتبه ساختاری روابط کیزوتروپیاهمگن و  ،یخط کیماده الاست یبرا

 

 

x

z

x y z xy xy

z x y zx zx

A , ,

A ,

      

      

   

   
 

(3-۴) 
 

 :[121] پواسون است بیضر νلامه و  بیضرا µو  λ که

    
2

1 1 2 2 1

E E
, , A


   

  
   

  
       

(3-5) 
 

 :[122] شودیم استفاده لتونیهاماصل  از ریت تحرک معادلات استخراج یبرا

2 2

1 1
0

t t

nct t
Ldt W dt , L T U     

       
  (3-6)  

 راتییتغ و یکرنش یانرژاست.  ستاریناپا یروهایکار ن ncWو  یکرنش یانرژ U ،یجنبش یانرژ  T که

 :است ریز صورت به آن

 x x z z zx zx

1
U=  dx .dy .dz ;

2

0 x l , -b/2 y b/2 , -h/2 z h/2  

      

     



       
(3-7) 

 

 x x z z zx zxU=  dx .dy .dz                
(3-۸)  

 :شودیم جهینت( ۸-3) رابطه( در ۴-3( و )3-3) روابط یگذاریجا با
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  

 

  

 

  

   

0 1 0 0 1 10

0 1 0 0 1 1 0

1 0 1 1

1 0 1

0 0 1 1

1 0 1 1 0 0 1

1

1

1

1 1

l

x,x x x,x

l

x x

x ,x x ,x xz ,x

z x ,x xz ,x

x ,x x ,x x ,x

x ,x x ,x xz x ,x x

U N u Q M u A w A w dx

N u M u B w B w

A M w P w M w

w N Q w M w

A N w M w Q w

B M w P w M w ,B N w Q w

    

   

     

  

   

   

   

      



       
  (3-9) 

 

  :هستند یرز شكلتنش به  یهاکه منتجه

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

h / h / h /

x x x x x xh / h / h /

h / h / h /

z z x xz xz xzh / h / h /

N dz M z dz P z dz

dz M z dz

, , ,

N dz , Q ,

  

   

  

  

  

 

  

         
  (3-1۰) 

 

κ  است: ریز صورتبه ریت یجنبش یانرژ .است برشیضریب تصحیح 

 

 

2 2

2
2 2 2 2
0 0 1 10 12

,t ,t

l

,t ,t ,t ,t

1
T  u w dxdydz=

2

1 h
bh u w u w  dx

2





 

 
    

 




       

 (لفا -3-11)  

 

 
2

0 0 0 0 1 1 1 1

0
12

l

,tt ,tt ,tt ,tt

h
T bh u u w w u u w w  dx         ( )

       
 (ب -3-11)  

 

 :[122]است ریز صورتبهآن  راتییتغ و یاز بار محور یناش لیپتانس

,2
, 0, 0 0, 00 00

1

2

ll l
nc x nc x xxW Pw dx W Pw w Pw w dx     

       
  (3-12)  

  :ندیآیم به دستحرکت  دلاتمعا( 12-3ب( و ) 11-3(، )9-3(، )6-3) روابط بیترک با

  

3

0 1

0 1 1 0 0

0 0
12

1 0

x ,x ,tt x ,x x ,tt

x ,x x ,x x ,tt ,xx,x

h
N hu , M Q u ;

b N w M w Q w bhw Pw






    

     
  

  0 1 1 0 1
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1 1

1

1 0
12

x ,x x ,x xz x ,x xz ,x,x

z ,tt

M w P w M w Q w M w

h
N ( w ) w



    

   
      

 (لفا -3-13)  

 

 :هستند ریبه شكل ز x=1 و x=0در  ریمدل ت نیدر ا یمرز طیشرا ،نیا بر علاوه
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 




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   

   
       

 (ب -3-13)

 

 یهامعادلات حاکم بر اساس مؤلفه ،(13-3عادلات )( در م1۰-3)تنش  یهامنتجه یگذاریجا با

 است: ریمعادلات حرکت به صورت ز یکل شكلخواهند آمد.  دستبه ییجاجابه

   

   
1 0 0 1 2 1 0 1

3 0 1 0 1 4 0 1 0 1

0 0

0 0

G u ,w ,w , G u ,w ,w

G u ,u ,w ,w ,P , G u ,u ,w ,w

 

 
       

  (3-14) 
 

1G 4 تاG کوپل  یجزئ لیفرانسیهستند. معادلات شامل چهار معادله د یلیفرانسید یاپراتورها

 . شودمیمعادلات در ادامه آورده  نیا بعدیب حیصر شكلهستند. 

 

 اغتشاشات یتئور -3-3

 بعدیحل با ب نی. بنابراشودمیحل معادلات حاکم استفاده  یاغتشاشات برا یاز تئور ،بخش نیا در

 :شودیمآغاز  ریز بعدیب یمعادلات حاکم، با استفاده از پارامترها یساز

0 0
0 0

0 0 0 0

2
0 0

1 2 2
0 0

* * * * *

*

u wx t h
x , t , u , w , h

l t h h h

h hP
, , P , , e

A A A.b.h l At

 
  

    

    

       
  (3-15) 

 

*x و *t بعد،یبمكان و زمان  بیترت به *

0uو *

0w0 و ریت یانیم صفحه بعدیب ییجابجا یهامؤلفهh 0 وt 

سرعت موج  پارامتر c . شوندمی فیتعر l/c0t=و  h0h=به صورت  کهو زمان مشخصه هستند  ضخامت

cو به صورت  A  شودیم فیتعر .ε ش در نظر پارامتر کوچک است که به عنوان پارامتر اغتشا

-3) روابطبا استفاده از است. شده فیتعر X=x*/ε صورتبه X متغیر جدید نیهمچن و شدهگرفته 

 د آمد. نخواه دستبه یر( به صورت ز1۴-3معادلات ) دبعیب شكل(، 15

 
2

2 2 2
0 0 1 1 1 1 0

1
1 0

2 6

*
* * * * *

,X ,X ,X ,X ,tt

,X

h
u w w w w eu ,   
 

       
         

 (لفا -3-16)
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    1 1
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1 0 1 2 0

3

1

1
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*
* * * * * * *
,X ,X ,X ,X

,X

*
*
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h
u w w h u w w

h
e u ,

   



   
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 (ب -3-16)
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 

  
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    
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 (ج -3-16)
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 

 
     

 

2 0*
,X

  
  

          
 (د -3-16)  

 

 یزمان یهااسیمق .[123] شودیم استفاده چندگانه یهااسیمق روش از یعیطب فرکانس نییتع یبرا

 :شودیم نوشته ریز صورت به حل ونظر گرفته شده  در t2=ε2Tو  t0T،  t=ε1T= دیمستقل جد

   
3

6 6 0 1 2 6 0 1 0 1
1

* i * * * *
i

i

U X ,t ; .U X ,T ,T ,T , U u ,u ,w ,w 


 
       

(3-17) 
 

 غیرخطیو درجه ( 17-3معادلات )در  هاجملهبا مرتبه  tnε=nTمستقل  یزمان یهااسیمق تعداد

 دهیکند نام یزمان یپارامترها 2Tو  1T و عیسر یزمان اسیمق 0Tاست. پارامتر  نیكسا( 16-3معادلات )

مرتبه  ینمود. مشتق زمان نییفرکانس به دامنه را تع یستگواب توانیها مو با استفاده از آن شوندیم

 است:  ریز شكلدوم به 
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 
2

2 2 2 3
0 0 1 1 0 2 1 22

0 1 2
0 1 2

d
D  + 2 D D + D 2D D + 2 D D ,

dt

D , D , D
T T T

   

  
  
          

(3-18) 

 

 یهاتوان بیضرا قراردادنصفر  ی( و مساو16-3( در معادلات )1۸-3( و )17-3) روابط یگذاریجا با

 ریز شكلبه  εمختلف  یهادلات مرتبه. معادنیآیم دستبهمختلف  یهامرتبه معادلات ،εمشابه 

 هستند:

 O 
 

0 01 00 10 1 1[ , ] = 0 [ , ] =* *
,XX ,X ,T TL u w , L u w u w e u 

       
  (لفا -3-19)

  0 0

2 2

2 10 00 2 2[ , ] = 0 [ , ] =
12 12

* *
* *

,XX ,X ,T T

h h
L u w , L u w u u w e u  

       
 (ب -3-19)

 

0 03 00 10 3 2 2[ , ] = 0 [ , ] = + ( )* * *
,X ,XX ,T TL u w , L u w u P w ew   

       
  (ج -3-19)

0 0

2 2
2

4 10 00 4 1[ , ] = 0 [ , ] =
12 12

* *
* *

,X ,XX ,T T

h h
L u w , L u w u w w e w


   

       
 (د -3-19)

 

 

 2O 
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 (لفا -3-2۰)
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 (ب -3-2۰)
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 (د -3-2۰)
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 (ج -3-21)
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 (د -3-21) 
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 یخط یجزئ یفرانسیل( شامل چهار معادله د19-3. معادلات )شوندی( حل م19-3) معادلاتابتدا  در

-3)،الف(  19-3کوپل هستند. معادلات اول و چهارم ) دودوبهمعادلات  دستگاه بوده و ثابت یببا ضرا

 هرکوپل هستند.  گریكدیبا  نیزج(  19-3) ،( ب 19-3و معادلات دوم و سوم ) یكدیگربا  د( 19

 کرد: یسیبازنو ریز یسیماتر شكلبه  توانیدستگاه معادله را م

 
2 2

2 1 3 4 2 12 2

0

0
* * *

*

*

y y y
B B B y B

XX T

  
          
        

{ } { } { }
{ }

       
(3-22) 

 

]بوده و  وابسته شامل توابع }y*{بردار  هک ], 1,2jB j  هستند. حل معادلات  هاسیماتر بیضرا

 :شودیدر نظر گرفته م ریز شكل ( به22-3)

    1 2 0exp( )*y V X ,T ,T i T
       

  (3-23)  

 فرکانسد(  19-3) ،الف(  19-3چهارم )معادلات اول و  یپارامتر برا نیا است. بعدیفرکانس ب ω که

 )trω( یعرض فرکانسعنوان  ج( به 19-3) ،( ب 19-3و سوم )معادلات دوم  یو برا )axω( یمحور

 :شودیم نتیجه( 22-3( در معادلات )23-3معادلات ) یگذاری. با جاشودیم فیتعر

 
2

2
2 1 0 0 3 42

0
d V dV

B B B V , B B B
dX

dX

               
           

       
(3-24) 

 

 نظر گرفت: در ریز شكلبه  را( 2۴-3) معادلهحل  توانیم

     1 2 6 1 2
XV X ,T ,T A T ,T e

       
(3-25)  

( 2۴-3( در معادلات )25-3) روابط یگذاریهستند. با جا ژهیو یبردارها {A} و ژهیو ریمقاد β که

 خواهد آمد: به دست ریز یمعادلات جبر هدستگا

     2
6 2 1 00 [ ] =ax A , ax B B B        

             
(3-26)  

حاصل معادله تفرق است  رابطه .صفر باشد دیبا ([ax]) سیماتر بیضرا نانیترمد ،یهیبد ریغ حل یبرا

 تابع β3, β2, β1β ,4 آن  یهاشهیچهار است و ر درجه یمعادله جبر کی نیااست.  ωو  β نیکه رابطه ب

ω  .6{خواهند شد. تعیین( 26-3معادله )با استفاده از  ژهیو یبردارها سپسهستندA{ ژهیو بردار 
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( به 2۴-3معادلات ) یحل عموم یژهو یو بردارها یژهو مقادیر نییتع بااست.  β ژهیمربوط به مقدار و

 است: زیرورت ص

     
4

1 2 6 1 2

1

Xj
j j

j

V X ,T ,T C A T ,T e





       

 (الف-3-27)
 

 ]C{4×4]bx}={0{ شكلبه  یدستگاه معادله جبر کی ،یمرز طیثابت هستند، با اعمال شرا هاjC که

 سیماتر بیضرا نانیترمدصفر،  ریحل غ یهستند. برا ωع تاب [bx] سیماتر عناصر آیند کهمی دستبه

([bx]) یعیطب یهاسکانحل و فر کردن نصفروش  با توانیرا م دهیچیپمعادله  نیاصفر باشد.  دیبا 

 است: ریز شكل ( به22-3معادلات ) حل. کرد مشخص را ستمیس

    1 2 0exp( ) + C.C*
ax try V X ,T ,T i T , or    

       
  (ب -3-27)

-3) الف(، 19-3)معادلات  یبرا توانیمذکور را م 1زدوج مختلط حل است. روندم یهاعبارت C.C که

 :شودمی نتیجهد(  19-3) ،الف( 19-3معادلات ) یاجرا کرد. برا ج( 19-3) ب(، 3-19)و  د( 19
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 (لفا -3-28)

 

 :ج( 19-3)و  ب( 19-3)معادلات  یبرا و
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 (ب -3-28)

 

محاسبه کرد.  توانیم بار کمانش را trω=0 یگذاریجا ج( و با 19-3)،(ب 19-3معادلات )استفاده از  با

 .ردنداد( 2۰-3الف(، )2۰-3)معادلات  یخط یهابر فرکانس یتأثیر یمحور ربا

                                                 
1 Procedure 
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دو معادله  نی. بنابراهستند ناهمگن یول کوپل دو دو به( 2۰-3(، معادلات )19-3معادلات ) مشابه

داده  توضیحد( 2۰-3) ،الف(2۰-3معادلات )حل  در ادامهمثال  یبرا. شودیم جهینت ناهمگنکوپل 

 2ε مرتبه معادلات ناهمگن بخش در εحل مرتبه  است. ε . حل بخش همگن مشابه مرتبهشوندیم

-3) ب(،19-3)دلات و معا الف(29-3) صورت معادلهمعادلات به  نیا یکل شكل. شودیم یگذاریجا

 :ب( است29-3معادله ) شكلبه ج(  19

2 11 01 10 0

11 0

3 11 01 40 0

41 0

( ).exp( ) +

( ).exp( ( ) ) + C.C

( ).exp( ) +

( ).exp( ( ) ) + C.C

* *
1 2 tr

1 2 ax tr

* *
1 2 tr

1 2 ax tr

L u ,w A X,T ,T i T

A X,T ,T i T

L u ,w A X,T ,T i T

A X,T ,T i T



 



 

  
 



  
 

        
 (لفا -3-29)

 

1 11 20 001

21 0 22 0

4 11 30 001

31 0 32 0

( ).exp( ) +

( ).exp(2 ) + ( ).exp(2 ) + C.C

( ).exp( ) +

( ).exp(2 ) + ( ).exp(2 ) + C.C

* *
1 2 ax

1 2 tr 1 2 ax

* *
1 2 ax

1 2 tr 1 2 ax

L u ,w A X,T ,T i T

A X,T ,T i. T A X,T ,T i. T

L u ,w A X,T ,T i T

A X,T ,T i. T A X,T ,T i. T



 



 

  
 

  
 

       
 (ب -3-29)

 

( )0Taxωiexp( جمله)به جز  یینماکه  ییهاجمله یبرا یخصوص حلتوابع معلوم هستند.  ijA که

نظر گرفته  درد(  19-3) الف(، 19-3) معادلات ناهمگن یاهجمله یخط بیترک صورتبههستند 

 .شودیم

21 011

01 31 0

( ).exp( ) + C.C

( ).exp( ) + C.C

*
p 1 2 tr ax

*
p 1 2 tr ax

u B X,T ,T i ( )T

w B X,T ,T i ( )T

 

 

 

 
       

 (لفا -3-30)
 

11 0 12 001

11 41 0 42 0

( ).exp(2 ) + ( ).exp(2 ) + C.C

( ).exp(2 ) + ( ).exp(2 ) + C.C

*
p 1 2 ax 1 2 tr

*
p 1 2 ax 1 2 tr

u B X,T ,T i T B X,T ,T i T

w B X,T ,T i T B X,T ,T i T

 

 





       
 (ب -3-30)

 

 exp جمله. آورد دسته( ب29-3( در معادلات )3۰-3) روابط یرگذایرا با جا ijBتوابع  توانیم

)0Taxωi( منجر به حل  تواندیکه م است سكولار جملهد(  2۰-3)و الف(  2۰-3لات )معاد یبرا

 نییتع ازمندین موضوع نیا. دگردیم نییتع یتیسكولار حذف با ،همگرا حل نیبنابراناهمگرا گردد. 

شده  آورده [125-124]مراجع در  حل اتیاست. جزئ یریحل پذ طیو استفاده از شرا یتوابع الحاق

 :شودیم الف(-31-3)به رابطه  منجر )پیوست ج( یریپذ حل طیشرا اعمالاست. 



 

47 

 

   14
14 1 2 14 2

1

0 ,
A

A T T A T
T


  

        
 (لفا -3-31)

 

معادلات  نیا یکرد. برا بررسیج( را  2۰-3)،( ب 2۰-3معادلات ) توانیاستفاده از روند مشابه م با

  :شودیم جهینت یریپذحل طیهستند با اعمال شرا ) 0Ttrωiexp( جمله بیسكولار ضرا یهاجمله

   23
23 1 2 23 2

1

0 ,
A

A T T A T
T


  

        
 (ب -3-31)

 

 ناهمگنمعادلات شامل دو معادله کوپل  نی. اگردندیحل م 2εمعادلات مرتبه  ( مشابه21-3معادلات )

بخش  حل. شودمیداده  توضیحد(  21-3) ،الف( 21-3معادلات )حل در ادامه، نمونه  ی. براهستند

در بخش ناهمگن  2εو  εبخش ناهمگن، حل معادلات مرتبه  یاست. برا εت مرتبه همگن مشابه معادلا

 است: ریمعادلات به شكل ز نیا یکل شكل. استشده نیگزیجا 3εمعادلات مرتبه 

1 12 30 0 31 002

32 0

4 12 50 0 51 002

52 0

( ).exp( ) + ( ).exp(3 )

+ ( ).exp( (2 ) ) + C.C

( ).exp( ) + ( ).exp(3 )

+ ( ).exp( (2 ) )

* *
1 2 ax 1 2 ax

1 2 tr ax

* *
1 2 ax 1 2 ax

1 2 tr ax

L u ,w A X,T ,T i T A X,T ,T i T

A X,T ,T i T

L u ,w A X,T ,T i T A X,T ,T i T

A X,T ,T i T

 

 

 

 

  
 



  
 

 + C.C        
(3-32) 

 

به  ،()0Taxωiexp( جمله)به جز  یینما هایجمله یبرا یتوابع معلوم هستند. حل خصوص ijA که

 .شودیگرفته م ( در نظر32-3) معادلات ناهمگن یهاجمله یخط بیصورت ترک

11 002

12 0

12 41 0

42 0

( ).exp(3 ) +

( ).exp( (2 ) ) + C.C

( ).exp(3 ) +

( ).exp( (2 ) ) + C.C

*
p 1 2 ax

1 2 tr ax

*
p 1 2 ax

1 2 tr ax

u B X,T ,T i T

B X,T ,T i T

w B X,T ,T i T

B X,T ,T i T



 



 







        
(3-33) 

 

 جملهآمد.  دست خواهندهد( ب 29-3) و الف( 29-3( در معادلات )33-3) روابط یگذاریبا جا ijB توابع

)0Taxωiexp( با استفاده از  بنابرایند( است.  29-3)و الف(  92-3معادلات ) یسكولار برا جمله کی

 29-3)و ( ب 29-3معادلات) یراای بمشابه روند. گرددیحذف م مسأله یتیسكولار ،یریپذحل طیشرا

 است: ریز شكلبه  یریحل پذ طیاعمال شرا جیانجام شد. نتا ج(
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         
 2 23 2

11 23 2 14 2 14 2 12 23 2 23 2 13
2

0
d A T

C .A T .A T A T C .A T .A T C .
dT

          
 (لفا -3-34)

 

         
 2 14 2

41 23 2 14 2 23 2 42 14 2 14 2 43
2

0
d A T

C .A T .A T A T C .A T .A T C .
dT

          
 (ب-3-34)

 

 میمستق به صورت( 3۴-3) لاتمعاداست.  ijA مختلط مزدوج ijAمختلط معلوم بوده و  بیضرا ijC که

 :شودیم گرفته نظر در یقطب شكل بهارتعاشات  دامنه و معمولا ستندیقابل حل ن

   23 2 23 2 23 2 14 2 14 2 14 2

1 1
( ).exp( ( )) ( ).exp( ( ))

2 2
A T a T i T , A T a T i T  

  

       (3-35) 

 

-3) له( در معاد35-3معادله ) یگذاریهستند. با جا فازدامنه و به ترتیب  ijβو  ija یقیحق ریادمق که

 :شودیم جهینت( 3۴

       
 

 

23 22 3
14 23 2 14 2 15 23 2 16 23 2

2

23 2
17

2

0

d T
C .a T .a T C .a T C .a T

dT

da T
C i

dT


 

 

       

 (لفا -3-36)

 

       
 

 

23 22 3
14 23 2 14 2 15 23 2 16 23 2

2

23 2
17

2

0

d T
d .a T .a T d .a T d .a T

dT

da T
d i

dT


 

 

       

 (ب -3-36)

 

       
 

 

23

14 22 3
44 14 2 2 45 14 2 46 14 2

2

14 2
47

2

0

d T
C .a T a T C .a T C .a T

dT

da T
C i

dT


 

 

       

 (ج -3-36)

 

       
 

 

23

14 22 3
44 14 2 2 45 14 2 46 14 2

2

14 2
47

2

0

d T
d .a T a T d .a T d .a T

dT

da T
d i

dT


 

 

       

 (د -3-36)

 

 نتیجه( 36-3) های حقیقی و موهومیبا جدا کردن بخش. هستند معلوممختلط  یهاثابت ijdو  ijC که

 :شودمی
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 
 

 
 23 2 14 2

23 2 23 14 2 14
2 2

0 0
da T da T

a T a , a T a
dT dT

     

       
 (لفا -3-37)

 

 :نیثابت هستند. همچن یو محور یعرض هایدامنه گریدعبارتبه

23 23 2 14 14 2

2 2 2 2
23 11 14 12 23 14 21 14 22 23

.T , .T ,

.a + .a , .a + .a

   

     

 

         
 (ب -3-37)

 

 یو محور یعرض هایفرکانس( 35-3) و(2۸-3)معادلاتهستند. با استفاده از  معلوم یهاثابت ijγ که

 . ندیآیم دستبه ریز صورتبه

       2 3 2 3
23 14tr tr ax axNL NL

O , O              
       

(3-38)  

هستند.  یرو محو یعرض یهااز دامنه یتابع یرخطیغ یهااست که فرکانس تینكته حائز اهم نیا

 وابسته هستند.  یها تنها به دامنه عرضانجام شده فرکانس یهاپژوهش شتریدر ب کهیدرحال

 

 ریت یعدد حل -3-4

در  ریت یكیو مكان یاستفاده شده است. مشخصات هندس ریت مودال لیتحل یبرا سیافزار انسنرم از

استفاده شده است.  ریت یبعدسه یسازمدل یبرا SOLID186المان  از .است شده ( آورده1-3جدول )

 .استدر هر گره  یانتقال یگره با سه درجه آزاد 2۰ دارایالمان  نیا

 

ریت( مشخصات 1-3ل )جدو  

7۰۰ (mm) طول  
۴۰ (mm) عرض  
7 (mm)  ضخامت  

2۰۰ (GPa) تهیسیالاست مدول  
3/۰  پواسون بیضر  

7۸۰۰ )3kg/m( یچگال  
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  ألهر مسیت یپارامتر مطالعه -3-5

 یبررس ،یبدون در نظر گرفتن بار محور ،یعیفرکانس طب یرو برمختلف  یپارامترها تأثیرابتدا،  در

ساده در نظر گرفته  یمرز طیبوده و شرا (1-3جدول )بر اساس  یورود یهاداده یشده است. تمام

 بعدیب یخط یعیطب های، فرکانس(ذکر شده خاص موارد به جز)گزارش شده  یهاشده است. فرکانس

 بیضر نیکوچک ا ریمقاد و بوده منظر نسبت l/h ضریب( 2-3جدول ). در هستند )L)trω یعرض

 یلیر ،(EB) یخطبرنولی -اویلر یتئور حاصل از جینتادر ادامه و کوتاه است.  میضخ یرهایمربوط به ت

(R-B) یو حل عدد FE ترکینزد گریدكی به هایتئور جینتا ،منظر نسبت شی. با افزاگرددمی سهیمقا 

 جینتا FSDT یتئور درنتیجه بلند و نازک بوده و یرهایکم برش در ت تیدهنده اهمنشان نیشده و ا

 حل به FSDT جیبالاتر، نتا یمودهاخصوصا در  ترمیضخ یرهایدر ت کهیحال در. دهدیرا بهبود نم

 .است ترکینزد یبعد سه یعدد

 مختلف منظر یهانسبت یازابه )L)trω مقایسه( 2-3جدول )

l/h اول مد روش دوم مد  سوم مد   

5 

FSDT 527/۰  7۸۰/1  321/3  

EB ۴91/۰  96۴/1  ۴2۰/۴  

R-B ۴۸3/۰  ۸۴7/1  ۸۸3/3  

FE ۴7۸/۰  62۴/1  ۰3۴/3  

۸ 

FSDT 3۴5/۰  27۰/1  562/2  

EB 3۰7/۰  22۸/1  763/2  

R-B 3۰5/۰  197/1  615/2  

FE 313/۰  16۰/1  362/2  

1۰ 

FSDT 279/۰  ۰55/1  921/2  

EB 2۴6/۰  9۸2/۰  21۰/2  

R-B 2۴5/۰  966/۰  132/2  

FE 253/۰  961/۰  ۰12/2  

5۰ 

FSDT ۰57/۰  227/۰  5۰9/۰  

EB ۰۴9/۰  196/۰  ۴۴1/۰  

R-B ۰۴9/۰  196/۰  ۴۴1/۰  

FE ۰51/۰  2۰5/۰  ۴6۰/۰  

75 FSDT ۰3۸/۰  152/۰  3۴1/۰  
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EB ۰33/۰  131/۰  295/۰  

R-B ۰33/۰  131/۰  29۴/۰  

FE ۰32/۰  131/۰  29۴/۰  

1۰۰ 

FSDT ۰2۸/۰  11۴/۰  256/۰  

EB ۰25/۰  ۰9۸/۰  221/۰  

R-B ۰25/۰  ۰9۸/۰  221/۰  

FE ۰2۴/۰  ۰9۸/۰  221/۰  

 

 افزایش طول باعث کاهش فرکانس. دهدینشان م را یعیفرکانس طب یطول بر رو تأثیر( 2-3شكل )

با  ،یبرنول رلیاو ریت ی. در تئوربا طول آن رابطه عكس دارد ریفرکانس ت گریبه عبارت د ای ،شودتیر می

 دارد.  رابطه )2l/1) کوچک، فرکانس با عكس مجذور طول زیفرض خ

 

 )l0.02=L)trω-0.997یفرکانس عرض یطول بر رو تأثیر( 2-3شكل )

 قتیحق در. ابدییم شیافزا یعیطب فرکانس ،یبار محور شیکه با افزا دهدیم ( نشان3-3جدول )

 جادیا ریدر ت تواندیم یبار منف ، همچنیناست ریت 1یسفت راتییتغ با متناظر یمحور بار راتییتغ

 است.  *e0.8-= P-4کمانش  ( بار1-3جدول ) با مشخصات ذکر شده در ریت یکمانش کند. برا

 FSDT با استفاده از )L)trω یخط یبر فرکانس عرض یبار محور تأثیر( 3-3جدول )

P* اول مد دوم مد  سوم مد   

- 7۰/۰ e-۴ ۰11/۰  1۰1/۰  2۴3/۰  

                                                 
1 Stiffness 

l(m) 
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۰۰۰/۰  ۰2۸/۰  11۴/۰  256/۰  

1۰/۰ e-2 1۰3/۰  229/۰  393/۰  

5۰/۰ e-2 22۴/۰  ۴59/۰  71۴/۰  

1۰/۰ e-1 315/۰  63۸/۰  976/۰  

15/۰ e-1 3۸6/۰  77۸/۰  1۸2/1  

2۰/۰ e-2 ۴۴5/۰  ۸96/۰  357/1  

 

با  شودیطور که مشاهده م. هماندهدیفرکانس را نشان م یضخامت بر رو راتییتغ تأثیر( 3-3شكل )

. ابدییم شیفرکانس افزا ،ضخامت شیبا افزا ،در محدوده مورد مطالعه یاز بار محور یپوشچشم

 زیساده ن گاههیبا تكبرنولی -اویلر ریرابطه در ت نیدارد. ا یس با ضخامت رابطه خطفرکان نیهمچن

که  شود توجه. دهدیم رییفرکانس و ضخامت را تغ نیرابطه ب ،یمحور بار .[117] است صادق

 . دهدیم رییزمان تغرا هم ریت یجرم و سفت ؛ضخامت راتییتغ

 

مختلف یمحور یبارها با لاو یعرض فرکانس بر ضخامت تأثیر( 3-3) شكل  

طور مختلف آورده شده است. همان )B.C.( یمرز طیشرا یبرا یعیطب هایفرکانس( ۴-3جدول ) در

 موارد است.  ریساده کمتر از سا گاههیبا تك ریت یعیطب یهافرکانس ،شدبینی میپیشکه 

مختلف یهاگاههیتك با ریت یهافرکانس( ۴-3) جدول  

B.C. اول مد دوم مد  سوم مد   

SS ۰2۸/۰  11۴/۰  256/۰  

SC ۰۴۴/۰  1۴۴/۰  3۰۰/۰  
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CC ۰65/۰  17۸/۰  3۴۸/۰  

 

در که در حالی ؛شودیمحاسبه نم یفرکانس محور ،موشنكویت ایبرنولی -اویلرمانند  ییهایتئور در

( 5-3جدول )قابل محاسبه است. در  یمانند فرکانس عرض یفرکانس محور FSDT یبندفرمول

 . دهدیرا نشان م ریاول تمود  ( دو شكل۴-3شكل )آورده شده است.  FSDT بعدیب یمحور فرکانس

 

بعدیب یمحور یها( فرکانس5-3) لجدو  

اول مد  دوم مد  سوم مد   

(ωax)L ۸39/2  677/5  515/۸  

 

 

 

 شكل )3-۴( شكل مودها )عرضی - خطی(

 دامنه به بلكه هستند وابسته 23a یرضبه دامنه ع یخطریغ یهافرکانس تنهانه FSDT یبندفرمول در

 بعدیب یخطریغ یهافرکانس وابستگی( 6-3( و )5-3) هایشكلوابسته هستند. در  زین 14a یمحور

نشان داده شده  FSDTبر اساس  یو عرض یمحور یهادامنه به )trω(NL یو عرض )NL)axω یمحور

گزارش شده است. ت دامنه ضربدر اپسیلون صورلازم به ذکر است که نتایج مرتبط با دامنه، بهاست. 

 یاز فرکانس محور شتریب یو عرض یمحور یهادامنه راتیینسبت به تغ یفرکانس عرض تیحساس

 است. 

د اول وم  

د دوموم  
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 14a, ε23aεحسب  بر FSDTدر  NL)ax(ω تغییرات( 5-3شكل )

 

 14a, ε23aεحسب  بر FSDTدر   )NL)trω تغییرات( 6-3شكل )

 یو عرض یمحور یهافرکانس یبر رو یو عرض یمحور یهادامنه تأثیر (۸-3( و )7-3) هایشكلدر 

 (ثابت 23a)با  14aدر   %6۰ شیافزا ای( ثابت 14a)با  23a در %6۰دود ح یشافزا مثلا شده است. آورده

هر چند که  ،است یاز دامنه عرض شتریب یفرکانس محور یبر رو یدامنه محور تأثیرکه  دهدیم نشان
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 یدامنه محور تأثیر نیکوچک است. همچن یو دامنه عرض یبا دامنه محور یمحور فرکانس راتییتغ

 یو عرض یهر دو دامنه محور اثراست. به هر حال  شتریب یدامنه عرضتأثیر از  یفرکانس عرض یبر رو

 قابل توجه است.  یرخطیغ یفرکانس عرض یبر رو

 

 مختلف( یمحور یهادامنه ی)برا یعرض دامنه با NL)ax(ω  یفرکانس محور راتییتغ (الف 7-3) شكل

 

 مختلف( یعرض یهادامنه ی)برا یبا دامنه محور NL)ax(ω  یفرکانس محور تغییراتب(  7-3) شكل
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 مختلف( یمحور یهادامنه ی)برا یبا دامنه عرض NL)tr(ω  یعرضفرکانس  ییراتتغ (الف ۸-3شكل )

 

 

 مختلف( یعرض یهادامنه ی)برا یدامنه محور با NL)tr(ω  یعرضفرکانس  ییرات( تغب ۸-3شكل )

 

نشان  یو محور یعرض خطییرغ یهافرکانس یضخامت بر رو تأثیر( 1۰-3( و )9-3) هایشكل

خواهد داشت و علاوه بر  یاساس راتییدامنه تغ-فرکانس نمودارمختلف  یهاضخامت ی. به ازادهدیم

دامنه  کی یضخامت به ازا شیافزا نی. همچنگرددیمشاهده م زیشونده نرفتار سخت شونده، رفتار نرم

دارد. بستگی  یو محور یعرض یهادامنه زانیبه م ،نیو ا گرددفرکانس  شیباعث افزا تواندیمشخص م

از ضخامت  یمستقل از محدوده خاص بایتقر یخطریغ یفرکانس عرض ،هامشخص دامنه ریمقاد یبرا
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فرکانس  تواندیاما م ستین ادیز یفرکانس محور یروضخامت بر  راتییتغ تأثیرعلاوه بر آن . است

 دهد.  رییتغ یرا به اندازه قابل توجه یعرض

 

 

 )14aε=0.01( مختلف( یهاضخامت ی)برا یعرضبا دامنه  ω)NL)ax  یفرکانس محور ییراتتغ (الف 9-3شكل )

 

 

 )23aε=0.03(مختلف(  یهاضخامت ی)برا یبا دامنه محور ω)NL)ax  یفرکانس محور ییرات( تغب 9-3شكل )
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 )14aε=100.0(مختلف(  یهاضخامت ی)برا یبا دامنه عرض ω)NL)tr  یعرضفرکانس  ییراتتغ (الف 1۰-3شكل )

 

 

 )23aε=0.01(مختلف(  یهاضخامت ی)برا یبا دامنه محور ω)NL)tr  یفرکانس عرض ییرات( تغب 1۰-3شكل )

( 6-3و جدول ) (11-3) هایشكلدامنه در -فرکانس نمودار یبر رو یو فشار یکشش یبارها تأثیر

به  بستهوا یبار محور شیفرکانس با افزا شیضخامت، افزا راتییداده شده است. مشابه تغ نشان

روی بر  یچندان تأثیر یول دهدیرا کاهش م یفرکانس عرض یمنف بارارتعاشات است و  یهادامنه

ل نسبت به حالت بدون بار محوری محاسبه شده ها در جدواختلاف فرکانس ندارد. یفرکانس محور

 است. 
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 )14aε=0.001(مختلف(  یمحور یبارها ی)برا یبا دامنه عرض ω)NL)tr  یفرکانس عرض ییراتتغ (الف 11-3شكل )

 

 

 )23aε=0.01(مختلف(  یمحور یبارها ی)برا یمحوربا دامنه  ω)NL)tr  یفرکانس عرض ییرات( تغب 11-3شكل )
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 )23aε=0.01(مختلف(  یمحور یبارها ی)برا یبا دامنه محور ω)NL)ax  یفرکانس محور ییرات( تغج 11-3شكل )

 

 )14aε=0.01(مختلف(  یمحور یبارها ی)برا یعرضبا دامنه  ω)NL)ax  یفرکانس محور تغییرات( د 11-3شكل )

 

 )23aε ,0.01=14aε=0.01(مشخص یهادامنه یازا به یعرضفرکانس  یبر رو یمحور بار تأثیر( 6-3جدول )

 NL)trω( *P (%) اختلاف

۴۴/61- ۰1۰9۸/۰ 7e-۴- 

۰ ۰2۸۴۸/۰ ۰ 

۸9/262 1۰335/۰ 1e-3 

23/۸2۸ 26۴36/۰ 7e-3 

۰3/1۰۰6 315۰۰/۰ 1e-2 
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 یبندجمع -3-6

 یتئور از استفاده با یمحور بار تحتو  زیاد نسبتاً با فرض خیز  ریت یفرکانس لیتحل فصل، نیا در

 یجزئ لیفرانسید معادلات دستگاه کی که حاکم، معادلات. دیگرد ارائه اول مرتبه یبرش شكل رییتغ

به صورت  شاتااغتش یتئور در چندگانه یهااسیمق بسط روش از استفاده با هستند، یخطریغ

 یبر رو یضخامت، طول و بار محور تأثیر و سهیمقا یعدد یهالیبا تحل جینتاگردیدند و حل  یلیتحل

فرکانس  نییامكان تع نكویموشیو ت برنولی¬لریبر خلاف روش او. دیگرد یبررس یعیبفرکانس ط

با استفاده از معادلات حاصل، وجود دارد.  یفرکانس عرضتعیین علاوه بر  یمحور
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 فصل چهارم

 نسبتاً زیبا خ متغیرضخامت  ریت و اجباری ارتعاشات آزاد

یشکل برش رییتغ یبا استفاده از تئور ادیز  
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 مقدمه -4-1

 یتئور فاده ازبا استضخامت متغیر و  ادیز نسبتاً زیمرتعش با خ ریفصل، معادلات حاکم بر ت نیا در

که  استشدهاختهس کیزوتروپیاهمگن و از ماده  ری. تاست استخراج شدهمرتبه اول  یشكل برش رییتغ

فن ییجابجابر اساس رابطه کرنش  مسأله کینماتیقرار گرفته است. س و عرضی یتحت بار محور

 اکمح یجزئ لیرانسفی. معادلات دشودمیاستفاده  ساختاریو قانون هوک به عنوان معادله بوده  کارمن

روش  اکه ب است ریمتغ بیبا ضرا یرخطیشامل چهار معادله کوپل غ ،ریت یو عرض یبر ارتعاشات محور

 ریعه پارامتبا مطالشده است.  طبیعی و پاسخ آن تعیین یهافرکانس ،اغتشاشات کیو تكن نیگالرک

ر قرا یرسورد برم جینتا یبر رو یو مثلثات یاجملهچند ،یتوابع ضخامت متفاوت مانند توابع خط تأثیر

 است. گرفته 

 زیاد  نسبتاًبا فرض خیز ر یضخامت متغ ریتارتعاشات آزاد  -2-4

 و ρ یلچگا ،l طول ،h(x) كنواختیریغ ضخامت وهمگن با سطح مقطع متقارن  ،کیزوتروپیا ریت کی

ست ده اواقع ش ریتچپ  گوشهدر  (x,y,z) یمختصات دکارت دستگاه. مفروض است A(x) مقطع سطح

 یریگازهاند یانیاز صفحه م کهبوده  ریضخامت ت یدر راستا zطول و محور  یدر راستا xکه محور 

و بار  Pبار محوری  است. ریت یپهنا bکه  A(x)=b.h(x)باشد  شكل لیمستط تیر مقطع اگر. شودیم

  .است Q(x,t)=0اشات آزاد، شود که در ارتعمطابق شكل به تیر اعمال می Q(x,t)عرضی 

  

یدر معرض بار خارج تیر هندسه( 1-۴) شكل  

 
Q(x,t)   
 
    θ 
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 است،( ۱-۳رابطه ) مطابق FSDTبر اساس  ییجاجابه دانیم

 (۳-۳( و )۲-۳)کارمن با روابط فن ییرابطه کرنش جابجا

. اصل است( ۴-۳شده و رابطه هوک همان رابطه ) فیتعر

 راتییتغ .شودیم فیر( تع۶-۳با رابطه ) زین لتونیهام

 :است ریز صورتبه یکرنش یانرژ

  . , ( )
l

x x z z zx zx0
A

U= dA dx dA dA x            
       

(4-1) 
 

 :شودیم جهینت (1-4) در معادله (4-3)روابط  یگذاریجا با

  

 

  

  

  

 

 

0 1 0 0 1 10

0 1 0 0 1 1 0

1 0 1 1

1 0 1

0 0 1 1

1 0 1 1

0 1 0 1 0

1

1

1

1

1

l

x ,x x x ,x

l

x x

x ,x x ,x xz ,x

z x ,x xz ,x

x ,x x ,x x ,x

x ,x x ,x xz

x ,x x ,x x ,x

U N u Q M u A w A w dx

N u M u B w B w

A M w P w M w

w N Q w M w

A N w M w Q w

B M w P w M w

B M w N w Q w P.w

    

   

     

  

   

   

   

   

    



       
(4-2) 

 

 هستند: ریز صورتبهتنش  یهامنتجه که

2
x x x x x x

A A A

N dA , M z dA , P z dA      
 

x xz xz xz z z

A A A

Q dA , M z . dA , N dA        
       

(۴-3) 

 

 برحسبتنش را  یهامنتجه توانی( م3-4) معادلات در( ۴-3)و  (3-3(، )1-3)معادلات  یگذاریجا با

 ریبه صورت ز یسطح یهاممان   xP محاسبه یبرا به عنوان نمونه،کرد.  نییتع ییجابجا یهاجمله

 :شوندیم فیتعر

0 4i
i i

A

I ( x ) I z dA , i ,...,          
(۴-۴)  
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سطح  یبرا نیهستند. همچن صفر nI ریمقادفرد  یها n یازا به است، متقارن عسطح مقط کهییازآنجا

 بود: خواهد ریز شكل به (۴-۴)فرمول  دردوگانه  انتگرال bبا ضخامت ثابت  یلیمقطع مستط

2 2
2 2

2 2

h( x ) / h( x ) /
for example

x x x
h( x ) / h( x ) /

A A

f .dA b f .dz P z dA b z . .dz 
 

      
       

(۴-5) 
 

 :شد خواهد محاسبه ریز صورتبه xP جهینت در

20 0
4 1 1 2

201 1 1
4 3 4 4

1 1
( ( ) ) (1 )

2 2

1
( ) ( )

2

x

u w
P A w w I

x x

wu w w
A I A I

x x x x


  

    
  

  
  

           
  (4-6) 

 

 نوشته شده است: ریز شكلبه  ریت یجنبش یانرژ

 
2 2

0

l

*

A

1 u w
T =  dA z dx

2 t t

     
           
 

       
  (4-7) 

 

 :از عبارتند آن راتییتغ و

(۴-۸) 

2 2 2 23 3

0 12 12

*

l
0 0 1 1

T T dxdydz=

u w u w1 h h
b h h  dx

2 t t t t




           
                     




 

 

 ،لتونیهامبه کمک اصل  بیترتنیابه. شودیم فیتعر( 12-3) رابطه با یمحور بار از یناش لیپتانس

 :بود خواهد ریز صورتبه تنش یهاهمنتج حسب بر ریمتغ ضخامت ریت آزاد ارتعاش معادلات

 

2
0

2

23
1

2

2
0 01

1 2

0

0
12

1 0

x

x
x

x x x

uN
b bh

x t

M ub h
b bQ

x t

w ww
b N M Q w bh

x x x t








 

 

 
  

 

   
     

      

 0 01
1

23
1 1

1 2

1

1 0
12

x x xz x

xz z

w ww
b M P M w bQ

x x x x

w wbh
bM bN ( w )

x t



   
    
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 
    

   
 الف( 4-9)

 

 :از عبارتند یمرز طیشرا و
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 
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
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 
   

   

   
     
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 
  

    
 ب( 4-9)

 

 است: ریمعادلات حرکت به شكل ز یعموم شكل ییجابهجا یهااساس مؤلفه بر

   

   
1 0 0 1 2 1 0 1

3 0 1 0 1 4 0 1 0 1

, , 0, , , 0

, , , , 0, , , , 0

G u w w G u w w

G u u w w P G u u w w

 

         
(4-1۰) 

 

1G 4 تاG یزئج لیفرانسیمعادلات شامل چهار معادله د نیهستند. ا یلیفرانسید یاپراتورها 

رش گزا ،معادلات در ادامه بعدیب حیصر شكل. هستندکوپل  گریكدیهستند که به  یرخطیغ

  .شودیم

 

  تحلیل فرکانسی -4-3

 لیدحل با تب .است شده استفاده حاکم معادلاتحل  یاغتشاشات برا یبخش از تئور نیا در

 :شود¬یشروع م ریز ایه¬با استفاده از پارامتر بعدبیمعادلات حاکم به شكل 

0 0
0 0

0 0 0

* * * * * * * *u ( x ,t ) w ( x ,t ) x t
u ( x ,t ) , w ( x ,t ) , x , t

ww ww l t
   

       
 (الف11 -4)

مان مشخصه . زهستند مشخصه زمانو  مكان 0t و 0wwاست.  () تیکم بعدیب شكلدهنده نشان ()*

4شكل به و است مشخصه موج سرعت c که شودیم فیتعر l/c0t=صورت به /c A  فیتعر 

 .شوندیم فیتعر زین ریز یپارامترهابالا،  ی. بر اساس پارامترهاگرددیم
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0 0
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1 4
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i i

ww. wwP
, , P , e ,

A A bA A lA t

A A( x ) , ww k . , ,

I ( x )
I ( x ) , i ,...,

k A


 

 

 


   

  

 

    

 (ب11 -4)

 

در نظر  0k ی ازبیمشخصه به عنوان ضر ییجاجابه و است x=0در  ونیراسیژ شعاع 0k ؛(۴-۴) معادله از

سطح  یو برا x=0در  ضخامت 0hکه  است 0h=0ww یلیسطح مقطع مستط یگرفته شده است. برا

0 یارهیمقطع دا 0 3 / 2ww d 0 کهd 0 در قطرx= باشدمی .ε ر نظر به عنوان پارامتر اغتشاشات د

 یاهمولفه اساس بر( )1۰-۴) معادلات بعدیب شكل( 11-۴)گرفته شده است. با استفاده از معادلات 

چندگانه  یزمان یهابسط روش از و است هشد فیتعر X=x*/ε دیجد ریمتغ .شوندیم نییتع( ییجابجا

 فیتعر( 1۸-3) رابطهبه صورت  یزماندوم  مشتق. شودیم استفاده [124] یفرکانس لیتحل یبرا

 از معادلات اول معادله. شوندیم نییتع دیجد یرهایمتغ اساس بر حرکت معادلات نیبنابرا. شودیم

  :است ریز صورت به (۴-1۰)

2 * 2 * 2 * 2 * *

* 2 2 * 20 0 0 0 1

0 22 2

0 1 0 20 1

* **

* * * * 2 * *0 01

0 1 1 0 0 1 1 1

. ( 2 2 ) ( ( ) )

1 1
( (1 ) ) ( ( ) (1 ) ) 0

2 2

u u u u w
e I I

T T T T X XT T

u ww
I w I I w w

X X X X

  

 

    
    

      

  
      

           
(4-12) 

 

 ریز صورتبه (12-۴) معادلاتاند. حل گزارش نشده جانیامعادلات در  هیبق و هستند یطولان معادلات

 نوشته شده است:

   
2

0 0 1 2 0 0 1 2

0

* i *
i

i

u X ,T ,T ,T ; . u X ,T ,T ,T  


 
 

 
   

2

1 0 1 2 1 0 1 2

0

i *
i

i

u X ,T ,T ,T ; . u X ,T ,T ,T  


 
 

 
   

2

0 0 1 2 0 0 1 2

0

* i *
i

i

w X ,T ,T ,T ; . w X ,T ,T ,T  


 
 

(4-13) 
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   
2

1 0 1 2 1 0 1 2

0

i *
i

i

w X ,T ,T ,T ; . w X ,T ,T ,T  


 
 

معادلات با  جداکردنو با  شده نیگزیجا حرکت ادلاتمع ریسا و (12-۴( در معادله )13-۴) روابط

   :ستنده ریز صورت به اول مرتبه معادلات. شوندیم نییمعادلات هر مرتبه تع ،ε كسانیمرتبه 

2 * *

2 * * * * * * *00 00

1 10 00 10 10 00 10 0 0 1 102

0

2 [ , ] 0, [ , ] ( )
u u

L u w L u w eI I w
X XT

 
  

     
   

 (الف -4-1۴) 
 

2 * *

* * * * * 2 * *10 00

1 20 10 00 20 00 10 2 1 2 0 102

0

*

* 10

2

2 [ , ] 0, [ , ] ( )

( )

u w
L u w L u w eI I u

XT

u
I

X X

  
 

    




  

 (ب -4-1۴)      

 

2 *

3 * * * * * 00

1 30 10 00 30 10 00 0 2

0

* 2 *

* * *00 00

2 0 10 2

2 [ , ] 0, [ , ]

( )

w
L u w L u w eI

T

w w
I u P

X X X






   



  
  

     
 (ج -4-1۴)

 

2 * *

2 * * * * * 2 * *10 00

1 40 00 10 40 00 10 2 1 0 1 102

0

*

* 10

2 2

2 [ , ] 0, [ , ] ( )

( )

w u
L u w L u w eI I w

XT

w
I

X X

  



 
    






    

 (د -4-1۴)    

 

نمود.  نییرا تع یخط یعیطب یهافرکانس توانیها مده از آنهستند و با استفا یخط (1۴-۴) معادلات

 ریمتغ بیو همگن است که ضرا یبا مشتقات جزئ لیفرانسیشامل چهار معادله د معادلاتدستگاه  نیا

دستگاه معادلات شامل دو دستگاه معادله است که دو به دو با هم  مقطع، تقارن درنظرگرفتن بادارند. 

کوپل هستند و حل  گریكدیبا  ((د 1۴-۴) والف(  1۴-۴) معادلاتل و چهارم )کوپل هستند. معادله او

و  دوممرتبط با معادلات  یعرض یها. فرکانسشودیم یفرکانس محور نییمعادلات منجر به تع نیا

 نیگالرک روش اساس بر. که دو به دو کوپل هستند بوده(( ج 1۴-۴)و  (ب 1۴-۴) معادلاتسوم )
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 گرفته نظر در ریز صورتبه ساده گاههیتك با ریت یبرا( ج 1۴-۴)و  (ب 1۴-۴) معادلات حل [117]

 :است شده

   

   

* *

00 0 1 2 0 1 2

0 0

* *

10 0 1 2 0 1 2

1

,, , , , , cos( )

, , , , , sin( )

n e

n e

n

n e

n X l
u x T T T u T T T l

l ww

n X
w x T T T w T T T

l













 






       

(4-15) 

 

 )eX/lπnsin( ضرب معادله اول در وج(  1۴-۴)و  (ب 1۴-۴) معادلات در( 15-۴) معادله یگذاریجا با

 لیفرانسید معادله دو ،]el,0[در طول دامنه  یریو انتگرال گ )eX/lπncos (و ضرب معادله دوم در 

 :است شده انتخاب ریز صورت به معادلات نیا حل. آمد خواهد دستبهبر حسب زمان  یمعمول

           0 1 2 1 1 2 0 0 1 2 2 1 2 0,, , , exp , , , expn nu T T T A T T i T w T T T A T T i T          (4-16)  

 کی( در معادلات حاصل، 16-۴معادلات ) یگذاریبا جا .استثابت  1,2j= , jA و بعدیب فرکانس ω که

 و بوده ω تابع [bx] سیماتر یخواهد آمد. اعضا دستبه {0}={A}[bx] شكلبه  یجبر معادلهگاه دست

)}2,T1T(2,A)2,T1T(1A}={A{ بیضرا سیماتر نانیدترمصفر،  ریغ لح ی. برااست ])bx([ صفر  دیبا

}A{= هستند و  n ریمقاد یازابه ستمیس یعیطب یهامعادلات فرکانس نیا یهاشهیباشد. ر

},19α){2,T1T(14A بوده که ژهیبردار و )2,T1T(14A  0مستقل ازT  و تابعی ازn یو در بخش بعد است 

 1۴-۴حل معادلات ) نیت. بنابرااس nو معلوم است که تابع فرکانس  یعبارت 9Αخواهد شد.  نییتع

 :بود خواهد ریز صورت به( د1۴-۴)و  (الف

     *

14 1 2 9 014
0

,

,

( , ) .cos( / ) sin( / ) expe e

n

ax

y A T T n X l n X l i T

CC

   

 







 

        

 (الف 4-17)
 

axω ۴) و (ب 1۴-۴) معادلات یبرا توانیم را قبل شده ارائه روند. است یمحور بعدیب فرکانس-

 : شودیم جهینتاست و  یعرض فرکانس trωمعادلات  نیا یکار برد. برابه زین (ج1۴

     *

23 1 2 8 023
0

,

,

( , ) .cos( / ) sin( / ) expe e

n

tr

y A T T n X l n X l i T

CC

   

 







 

     

 (ب17 -4)
 



 

71 

 

  

8α 2( و معلوم یپارامترT,1T(23A (، معادلات مرتبه 1۴-۴) معادلات مشابهشد. خواهد  نییادامه تع در

  .اندشده گزارش مهیضم در معادلات نیاهستند.  ناهمگن یکوپل بوده ول دودوبهدوم 

رتبه م حلاست.  O(ε)داده شده است. حل بخش همگن مشابه  حیتوض معادلات حل روند نمونه یبرا

و معادله  )eX/lπnsin(معادله اول در شده و با ضرب  نیگزیجا یک در بخش ناهمگن معادلات مرتبه دو

دلات با مشتق معا دستگاه. شودمی یریگانتگرال دامنه طولاز معادلات در  ،)eX/lπncos (دوم در 

ت به معادلا یکل شكلو  هشد لیتبد بر حسب زمان یمعمول لیفرانسید معادلات دستگاهبه  یجزئ

 :است( 1۸-۴) معادلاتصورت 

   

   

* *
10 01 11 10 11

* *
40

0 0

0 001 11 40 41

exp 2 exp 2

exp 2 exp 2

[ , ] ( ). + ( ).

+C.C

[ , ] ( ). + ( ).

+C.C

1 2 1 2ax tr

a1 2 t1 2x r

L u w A T ,T A T ,T

L u w

i T i T

i TA T ,T i TA T ,T

 

 





     

  (4-18) 

 

( را )0Txaωiexp( جز به) یینما یهاجمله یهستند. حل خصوص 23A, 14A برحسبمعلوم  تابع ijA که

  :( نوشت1۸-۴) معادلات ناهمگن بخشموجود در  یهاجمله یخط بیبه صورت ترک توانیم

       

       

*

01 11 1 2 0 012

0 0

1 2

*

11 41 1 2 42 1 2

 exp 2  exp 2 .

 exp 2  exp 2

, ,

, , .

ax tr

ax tr

p

p

u B T T B T T

w

i T i T

B T T

C C

i T i T CT T CB

 

 

 

 




       

(4-19) 
 

 exp" جمله یخواهد شد. برا نییتع( 1۸-۴) معادلات در( 19-۴) معادلات یگذاریبا جا ijB توابع

)0Taxωi("  ریبه صورت ز یحل خصوص شود،یمنجر م كنواختی ریسكولار است و به حل غ جملهکه 

 :شودیدر نظر گرفته م

   * *

01 0 0 11 1 0,exp expax axu d i T w d i T    
  (الف4-20)

 صورتبهناهمگن  یجبر معادلاتدستگاه  کی( 1۸-۴در معادلات ) (الف 2۰-۴) معادلات یگذاریجا با

 : شودیم جهینت ریز
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   0 1 11 12

1 12*2
1 2 21 22

,x x

d f a a
b b

d f a a

     
      

             
 (ب 4-20)

 

 .خواهد آمد دستبه ریز نانیدترمبا صفر قرار دادن  یریپذحلصفر است. شرط  ]1bx[ نانیدترم که

11 1

21 2

0
a f

a f


       
 (ج4-20)

 

:به شودیم منجر نیا که
 

   14
14 1 2 14 2

1

0 ,
A

A T T A T
T


  

        
 (الف 4-21)

 

 :شودیم جهینت دوم، دستگاه دوم مرتبه معادلات یبرا ،مشابهه طور ب

   23
23 1 2 23 2

1

0 ,
A

A T T A T
T


  

        
 (ب 4-21)

 

 

 با. شودیم جهیتنکوپل  معادلاتکرد. دو دستگاه  یبررس توانیروش مشابه معادلات مرتبه سوم را م با

 است: ریز صورتبه د( 1۴-۴)الف(،  1۴-۴) عادلاتم ن،یگالرک روش اعمال

* *
10 02 12 30 0 31 0

32 0

* *
40 02 12 50 0 51 0

52 0

[ , ] ( ).exp( ) + ( ).exp(3 )

+ ( ).exp( (2 ) ) + C.C

[ , ] ( ).exp( ) + ( ).exp(3 )

+ ( ).exp( (2 ) ) + C.C

1 2 ax 1 2 ax

1 2 tr ax

1 2 ax 1 2 ax

1 2 tr ax

L u w A T ,T i T A T ,T i T

A T ,T i T

L u w A T ,T i T A T ,T i T

A T ,T i T

 

 

 

 







        
(4-22) 

 

( را )0Txaωiexp()به جز  یینما یهاجمله یبرا ی. حل خصوصاست 23A, 14Aمعلوم از  تابع ijA که

  :وشتن( 22-۴) معادلات یهاجمله ناهمگن بخش یخط بیترک صورتبه توانیم

        

        

*
02 11 1 2 0 12 1 2 0

*
12 14 1 2 0 42 1 2 0

, , .exp 3 , , .exp 2 2 .

, , .exp 3 , , .exp 2 2 .

p ax tr ax

p ax tr ax

u B X T T i T B X T T i T C C

w B X T T i T B X T T i T C C

      

      
   

    (4-23) 

 

 جملهآورد.  به دست( 22-۴( در معادلات )23-۴) معادلات ینیگزیبا جا توانیم را  ijB توابع

)0Taxωiexp( با روش اشاره شده در استد(  1۴-۴الف(، ) 1۴-۴)معادلات  یسكولار برا جمله کی .
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ب(،  1۴-۴) ود(  1۴-۴الف(، ) 1۴-۴) سكولار معادلات یهاجمله یبرا ریمعادلات مرتبه دوم، روابط ز

 :شودیم جهینتج(  ۴-1۴)

         
 2 23 2

2311 23 2 14 2 14 2 12 2 23 2 13

2

. . . . . 0
d A T

C A T A T A T C A T A T C
dT

  

       
 (لف ا4-24)

 

         
 2 14 2

1441 23 2 14 2 23 2 42 2 14 2 43

2

. . . . . 0
d A T

C A T A T A T C A T A T C
dT

  

       
 (ب24 -4)

 

قابل  میمستق صورتبه( 2۴-۴) معادلات. است ijAمختلط  مزدوجijA ومختلط معلوم  بیضرا  ijC که

 :رندیگیم نظر در ریز یقطب شكلارتعاشات را به . معمولا دامنه ستندیحل ن

             23 2 23 2 23 2 14 2 14 2 14 2

1 1
.exp , .exp

2 2
A T a T i T A T a T i T   

       
(4-25)  

 جهینت یو موهوم یقیحق یهابخش یجداساز و(، 2۴-۴) معادلات در( 25-۴) معادلات یگذاریجا با

 :شودیم

       
   23 2 23 22 3

14 23 2 14 2 15 23 2 16 23 2 17

2 2

. . . . 0
d T da T

C a T a T C a T C a T C i
dT dT


   

       
 (الف -4-26)

 

       
   23 2 23 22 3

14 23 2 14 2 15 23 2 16 23 2 17

2 2

. . . . 0
d T da T

d a T a T d a T d a T d i
dT dT


   

       
 (ب -4-26)

 

       
   14 2 14 22 3

44 14 2 23 2 45 14 2 46 14 2 47

2 2

. . . . 0
d T da T

C a T a T C a T C a T C i
dT dT


   

       
 (ج -4-26)

 

       
   14 2 14 22 3

44 14 2 23 2 45 14 2 46 14 2 47

2 2

. . . . 0
d T da T

d a T a T d a T d a T d i
dT dT


   

 
 (د -4-26)

 

 (26-۴) تمعادلا یموهوم و یقیحق یهابخش کردن صفر بامختلط معلوم هستند.  ثوابت ijdو ijC که

 :شودیم جهینت

 
 

 
 23 2 14 2

23 2 23 14 2 14

2 2

0 , 0
da T da T

a T a a T a
dT dT

     

       
 (الف 4-27)

 

 :نیهمچن. است 2T, 1Tمستقل از  یدامنه عرض مثال یبرا
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2 2 2 2
23 23 2 14 14 2 23 11 14 12 23 14 21 14 22 23. , . , . . , . .T T a a a a               

       
  (ب27 -4)

 یو محور یعرض یرخطیغ یهافرکانس( 72-۴) و( 21-۴) معادلاتثوابت معلوم هستند. از  ijγ که

 . گردندیم نییتع ریز صورتبه

       2 3 2 3
23 14,tr tr ax axNL NL

O O             
       

(4-28)  

 یو محور یعرض یهاامنهد دوم توان تابع یرخطیغ یهافرکانس نیبنابرا و فاز هک نمود توجه دیبا

 هستند. 

 

 تعیین پاسخ-4-4
)بر واحد طول( در لبه بالایی خود یعنی  Q(x,t) گسترده بار تحت قبل، بخش در شده بررسی تیر

z=h/2  و نیروی محوریP اساس  مطابق شكل قرار دارد. برای تعیین معادله حرکت برFSDT به 

شود. انرژی کرنشی و تغییرات ( عمل می2-۴کمک اصل هامیلتون و مشابه روند ذکر شده در بخش )

شوند. ( تعریف می۸-۴( و انرژی جنبشی با رابطه )3-۴ها با رابطه )(، منتجه2-۴آن مطابق رابطه )

هر یک از  کار باشد؛ 1پیرو بار، که این فرض با عرضی، دینامیكی تحریک از حاصل کار تعیین برای

–آن  هایمؤلفه باشد θشود. اگر زاویه بار با امتداد قائم پس از تغییر شكل، های آن تعیین میمؤلفه

Qsinθ  در راستایx  وQcosθ  در راستایz توان نوشت:است. از هندسه شكل می 

  

(۴-29) 
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1 1
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1
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w w w
sin cos
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 

   
      

     
 :شودمی محاسبه رزی شكل به مؤلفه دو این توسط شده انجام کار

(۴-3۰) 
 

0 0
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l l
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Q sin u
W dx Qu sin Qw cos dx

Q cos w
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   
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   
   

 تغییرات کار خارجی به شكل زیر است:  ،FSDTجایگزینی میدان جابجایی  با
                                                 
1 Follower 
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(۴-31) 
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 :شودمی ساده زیر شكل به( 31-۴) رابطه

(۴-32) 
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1f، 2f،3f 4وf شند:بابه شكل زیر می 
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  

   

 (۴-33) 

غیرهمگن به شكل  هایجمله )پیرو نباشد( قائم باقی بماند Q(x,t)در صورتی که نیروی گسترده  و

 زیر ساده خواهند شد:

(۴-3۴) 
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کارگیری با به .را ارضا کنند لتونیباید اصل هام )t0t,1(تیر در بازه زمانی حاکم بر حرکت  معادلات

 :شوندمعادلات حرکت تیر تعیین می لتونیاصل هام
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   
(۴-35) 

 

 

عادلات م (3-۴شود. مشابه روند ذکر شده در بخش )حل از تئوری اغتشاشات استفاده می برای

و روابط مرتب با  ε/*X=x متغیر مستقل  و( ۴-11بعد، روابط ). پارامترهای بیشوندیبعد مبی

رفته شده و گدر نظر ( 13-۴ه شكل )ب. حل معادلات شوندیهای چندگانه نیز استفاده ممقیاس

 :تاس زیر صورت به یک مرتبه معادلات. شوندیم جدا ε یكسانهای با مرتبه هایجمله
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ج(-۴-36)  
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د(-۴-36)  
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 ضرایب هک است همگن خطی، جزئی، مشتقات با دیفرانسیل معادله چهار شامل معادلات دستگاه این

 به دو که است تمعادلا دستگاه دو شامل معادلات دستگاه مقطع، تقارن رفتنگ نظر در با. دارند متغیر

ا یكدیگر کوپل د(( ب 36-۴) الف( و 36-۴)معادلات ) چهارم و اول معادله. هستند کوپل یكدیگر به دو

*هستند و حل این معادلات منجر به تعیین پاسخ

00uو *

10wپاسخ شودیم .*

10uو *

00w  مرتبط با

ج(  36-۴ب( و ) 36-۴حل معادلات )است. ج((  36-۴ب( و ) 36-۴معادلات دوم و سوم )معادلات )

 صورت زیر در نظر گرفته شده است:گاه ساده بهبرای تیر با تكیه

(۴-37) 

     

     
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





 

 (63-۴) دستگاه سوم و دوم معادلات در( 37-۴) روابطنیز بستگی دارند.  mبه  00Wو  10U که

. با ضرب طرفین معادله اول در شوندیجایگزین م sin / em X l  و معادله دوم در

 cos / em X l گیری در طول بازه و انتگرال]el, 0[، حسب بر هم به کوپل دیفرانسیل معادله دو 

 زیر کلی كلش به معادلات این. است ثابت ضرایب با معادلات دستگاه یک که شودمی نتیجه زمان

 :است

(۴-3۸) 
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 

2
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حریک گن نیز به تمقادیری ثابت و معلوم هستند. عناصر جمله غیر هم ضرایب،های عناصر ماتریس که

 .گرفت نظر در زیر صورت به توانمی را دلاتمعا همگن حلد. نخارجی بستگی دار

(۴-39) 
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{V} بردارهای ویژه و α معادلات، گاهدست در( 39-۴) یرابطه جایگذاری با. باشندمقادیر ویژه می 

 :شودمی تعیین زیر صورت به سیستم یمشخصه یمعادله

 الف( ۴-۴۰)
    0 1 2 2*1

2*2
( ) , 0B V T T  
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 . ی فوق این است که دترمینان ماتریس ضرایب صفر باشدط داشتن جواب غیرصفر برای معادلهشر

 ب( ۴-۴۰)
0det ( ) 0B   

 
 

ز حل آن چهار مقدار ویژه ی تفرق است و ا(، معادله۴۰-۴) یرابطه 1 4j j ,..., شوندمی تعیین 

-۴) لهمعاد کمک به که است موجود ویژه بردار یک ویژه، مقدار هر ازای به. هستند قرینه دو به دو که

 .استα  سبحمقداری معلوم بر  γ که باشدمی {1,γ}={V}و شكل کلی آن  دنشومی تعیین (الف ۴۰

-شته مییر نوپس از یافتن مقادیر ویژه و بردارهای ویژه، پاسخ عمومی )همگن( معادلات به صورت ز

 : شود

(۴-۴1) 
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ابع تاست که به شكل  }pV{خصوصی معادلات  حلادامه تعیین خواهند شد.  در 2T,1T( 0jA( ضرایب

 نیروی تحریک بستگی دارد و حل کلی مسأله عبارت است از:

(۴-۴2) 
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 مشابه عمومی حل. وردآ دست به توان می قبل، معادلات مشابه روند با را دوم معادلات دستگاه پاسخ

 زیر ورتص به نیز کلی حل. است i=iβ ,1.,..,4مقادیر ویژه آن،  و j0B( است ولی ضرایب آن، ۴-۴1)

 :است

(۴-۴3) 
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نسیل دیفرا تلاد. معادلات مرتبه دوم یک دستگاه معادنشوبررسی می دوممعادلات مرتبه  ادامه در

ستند. هوپل ک با یكدیگر مرتبه یک دو به دو معادلات اهمگن هستند که مشابهجزئی ضریب متغیر و ن

 ت مرتبهعادلامبه عنوان نمونه برای معادلات دوم و سوم، با جایگذاری حل مرتبه یک دربخش ناهمگن 

دله دوم در معا و sin(nπX/le )( ، ضرب معادله اول در 37-۴دوم، در نظر گرفتن حل معادله به شكل )

cos(nπX/le ) ه بگیری در دامنه، یک دستگاه معادلات دیفرانسیل معمولی بر حسب زمان و انتگرال

 آید:شكل کلی زیر به دست می

 الف( ۴-۴۴)
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نمایی به  هایجمله علاوه بر . جمله غیرهمگنهستندمشابه معادلات مرتبه قبل  2Bو  0B هایماتریس

 هستند. نیز هایی ثابتجمله شامل ،شكل زیر

 ب( ۴-۴۴)

1 1 0 2 1 0 1 2 0

2 2 0 1 0 2 0

, ,

, ,

exp( ( ) ) exp( ( ) ) exp( ( ) )

,exp( ( ) ) exp( ) exp( )

T T T

T T T

     

   

     

  
 

 شرط ها آن بر باید و هستند سكولار  ±)0T2αexp(± , )0T1αexp( هایجملهنمایی،  هایجمله دربین

 :شودمی هنتیج صورت این در (.(2۰-۴) روابط)مشابه  کرد اعمالپذیری حل

0

0 0

1

, 1, 2
j

j j

A
A j

T


  


 

 (الف ۴-۴5)

ب صفر باشد این ضری x,t(Q=(0 اگر. دارد بستگی عرضی بارگذاری به و است ثابت عدد یک 0jλ که

 :شودمی نتیجه نیز، چهارم و اول معادلات دستگاه دوم مرتبه معادلات برایاست. 

0

0 0

1

, 1, 2
j

j j

B
B j

T


  


 

 (ب ۴-۴5)

 

 
 

غیر  هایجملهی تعیین حل مرتبط با برا یک ثابت معلوم بوده و به بارگذاری بستگی دارد. نیز 0jτ که

و با شود میهای نمایی با ضرایب نامشخص در نظر گرفته به صورت مجموع جمله لسكولار، ح

ی که هایجملهمعادلات، ضرایب مجهول را می توان تعیین کرد. برای همگن جایگذاری حل در بخش 
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ده و در معادلات جایگزین و این ثابت هستند حل خصوصی به عنوان یک مقدار ثابت در نظر گرفته ش

. })2y({شودمی تعیین دوم مرتبه معادلات خصوصی حل ترتیب این به .شودمیمقدار ثابت تعیین 

 سوم، و دوم معادلات برای نمونه عنوان به. شودمی اجرا نیز سوم مرتبه معادلات برای روند این مشابه

 معادله حل گرفتن نظر در سوم، مرتبه عادلاتم ناهمگن دربخش دو و یک مرتبههای حل جایگذاری با

گیری و انتگرال cos(nπX/le )و معادله دوم در  sin(nπX/le )اول در  معادله( ، ضرب 37-۴) شكل به

 در دامنه، یک دستگاه معادلات دیفرانسیل معمولی بر حسب زمان به شكل کلی زیر به دست می آید:

 
 

2
12 0 1 2

2 3 0 3 3 0 32
02 0 1 20

, ,
[ ] { } [ ]{ } { ( )}, { }

, ,

U T T Td
B y B y F T y

W T T TdT

  
    

  
 

 (الف ۴-۴6)

 به نمایی هایجمله شامل همگن غیر جمله. است قبل مرتبه معادلات مشابه 2B و 0Bهای ماتریس

 شكل زیر و جمله هایی ثابت هستند:

1 0 2 0 1 0

2 0 1 0 2 0

, , ,

, ,

exp( 2 ) exp( 2 ) exp( 2 )

exp( 2 ) exp( ) exp( )

T T T

T T T

  

  

  

  
 

(۴-۴7) 

نامشخص  بیابا ضر یینما هایحل به صورت جمله سكولار، غیر هایجمله با مرتبط حل تعیین برای

اصل مجهول ح بیو ضرا شودیم یگذاریحل در بخش معادلات جا نیو سپس ا شودیدر نظر گرفته م

 شده گرفته رنظ در ثابت مقدار یک عنوان به خصوصی حل هستند ثابت که یهایجمله برای. دشونیم

تیب حل خصوصی این تر به .شودمی تعیین ثابت مقدار این وشوند می جایگزین معادلات در و

ه دوم و خصوصی مرتبهای . حل کلی شامل حل مرتبه یک و حلشودمییین معادلات مرتبه سوم تع

 سوم است. 

2

1 2 3{ } ({ } { } { })y y y y      (۴-۴۸) 

 ضرب سینوس در دومیلمان ا و کسینوس در جواب اول المان. است مسأله زمانی حل( ۴۸-۴) رابطه

 . شود عیینت زمان و مكان حسب بر حل تا(( 37-۴) معادلات)مشابه  شودمی

 :شودمی نتیجهپذیری حل شرط اعمال با و هستند سكولار  ±)0T2α), exp(± 0T1αexp(هایجمله
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10
10 20 10 2010 11 11 10 12 20 13 10 14 20

2

20
10 20 10 2020 21 21 10 22 20 23 10 24 20

2

( )

( )

A
A A A A A B B B B

T

A
A A A A A B B B B

T


         




         



 

 (الف ۴-۴9)

 شود:برای معادلات مرتبه دوم دستگاه معادلات اول و چهارم نیز نتیجه می 

10
10 20 10 2010 31 31 10 32 20 33 10 34 20

2

20
10 20 10 2020 41 41 10 42 20 43 10 44 20

2

( )

( )

B
B A A A A B B B B

T

B
B A A A A B B B B

T


         




         



 

 (ب ۴-۴9)

 

 
 

 ه و به بارگذاری بستگی دارند.ثابت بود λ,τضرایب  که

 .[123] شودمیچند گانه به صورت زیر تعریف های مرتبه اول در مقیاس مشتق

2

*

0 1 2

d

dt T T T
 

  
  
  

 
(۴-5۰) 

 

 
 

 :نوشت توانمی( ۴5-۴) و( 5۰-۴) و( ۴9-۴) روابط گرفتن نظر در با

2 210 10 10 10 10 10

*

0 1 2 1 2

210
10 20 10 2010 10 10 11 11 10 12 20 13 10 14 20*

220
10 20 10 2020 20 20 21 21 10 22 20 23 10 24 20*

10

*

{ ( )}

{ ( )}

dA A A A A A

T T T T Tdt

dA
A A A A A A B B B B

dt

dA
A A A A A A B B B B

dt

dA

dt

   

      

      



    
     
    

     

     

 2
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220
10 20 10 2020 20 20 41 41 10 42 20 43 10 44 20*

{ ( )}

{ ( )}

B B A A A A B B B B

dB
B B A A A A B B B B

dt

     

      

    

     

 

(۴-51) 

 

 
 

 :شودمی گرفته نظر در قطبی صورت به توابع(، 51-۴) معادلات حل برای

* * * *

10 10 10 20 20 20

* * * *

10 10 10 20 20 20

,

,

1 1
( *) ( )exp( . ( )) ( *) ( )exp( . ( ))

2 2

1 1
( *) ( )exp( . ( )) ( *) ( )exp( . ( ))

2 2

A t a t i t A t a t i t

B t b t i t B t b t i t

 

 

 

 

 

(۴-52) 

 

 
 

 و شده جایگزین( 51-۴) در( 52-۴فاز بوده و توابعی حقیقی می باشند. روابط ) α ,βدامنه و  a ,b که

 :شودمی نتیجه حقیقی بخشاز  .شوندمی جدا موهومی و حقیقی هایبخش
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10 20 10 20

* * * *
, , ,

( *) ( *) ( *) ( *)
0 0 0 0

da t da t db t db t

dt dt dt dt
     

 الف( 3-53)

 

 
 

 هوابست زمان به و بوده ثابت( b10,b20,a10a,20الف( به این معناست که اندازه دامنه ها ) 35-۴) رابطه

 :شودمی نتیجه موهومی بخش از. نیستند

0 2 2 2 2 2

01 10 02 20 03 10 04 20 05 06*

0 2 2 2 2 2

11 10 12 20 13 10 14 20 15 16*

( ) ; 1,2

( ) ; 1,2

j

j j j j j j

j

j j j j j j

d
a a b b j

dt

d
a a b b j

dt


       


       

      

      

 

 (ب ۴-53)

 

 
 

، مقادیر فاز به صورت توابعی (ب 53-۴ابطه )رگیری از طرفین ضرایب ثابت هستند. با انتگرال τ,λ که

 مجموعه در نیز جدیدی هایثابت گیری،انتگرال واسطه به چنین هم. آیند می دست به *tخطی از 

-۴) رابطه در توابع این. کرد تعیین را A,B توابع وانت می( 53-۴) و( 51-۴) روابط از. دنشومی ظاهر

 .شوندمی تعیین لیهاو شرایط از حل، هایابتث و در نهایت آید دستبه پاسخ تا گیرد می قرار( ۴۸

 

 ریمتغ ضخامت با ریت یعدد لیتحل-4-5

گزارش شده  جینتا یاستفاده شده است. تمام ریضخامت متغ ریت عددی لیتحل یبرا سیانس بسته

-1) جدول در ریاست. مشخصات ت ریعرض ثابت و با ضخامت متغ با یلیمربوط به سطح مقطع مستط

ضخامت سطح مقطع است.  ساده گاههیبه جز در موارد اشاره شده، تك یمرز طیراشده و ش ستیل (4

 .شودمیمشخص   1h با x*=1 و در 0hبا  x*=0 در

 

ریت( مشخصات 1-۴) دولج  

5۰۰ (mm) طول  
32 (mm) عرض  
25 (mm) 0 در  ضخامت=*x  
45 (mm) 1 در  ضخامت=*x  
2۰۰ (GPa) تهیسیالاست مدول  
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 اسونپو بیضر  ۰/3
7۸۰۰ )3kg/m( یچگال  
0 (N) یمحور بار  

 

 موردیمطالعه -4-6

، پارابولیک ی،خطصورت بهضخامت  تغییرو  یلیبا سطح مقطع مستط یرت ی،مطالعه مورد عنوانبه

( 6-۴ه )معادل مستطیلیسطح مقطع  یگرفته شده است. براضخامت ثابت در نظر  ینهمچن و یمثلثات

با  یرتابتدا  یج،نتا سنجیاعتبار  برای. هستندگزارش شده بدون بعد  یهاسفرکان یاست. تمام برقرار

 -یلراو با تئوری یرت هایکانسفر( 2-۴جدول )در در نظر گرفته شده است.  یو خط ابتضخامت ث

 و برنولی اویلر تیر نتایج. استشدهساده گزارش  گاهتكیهبا ضخامت ثابت و  FSDTو  یموشنكوت ی،برنول

که  شودیه م. مشاهداست ]117[ارائه شده توسط هگدورن و گوپتا  هایفرمولمنطبق بر  تیموشنكو

 یرو سا یرنولب یلراو یرت یجنازک نتا یرهایاست که در ت واضح. کوچک است یاربس یجنتا یناختلاف ب

ت قابل ملاحظه اس جیاختلاف نتا یم،ضخ یرهایهستند اما در تیكدیگر به یکنزد یاربس هایتئور

 یاداراختلاف معن تر،میضخ یرهایت یبالا یمودهادر  هایتئور یربا سا یبرنول یلراو یرت یجنتا ینبرابنا

 .یابدیم یشافزا یعیفرکانس طب ،)0l/h(کاهش نسبت  باشود نتیجه می(، 2-۴جدول )دارد. از 

 

 با ضخامت ثابت تیموشنكوو  برنولی اویلر تیرهای مقایسه( 2-۴جدول )

 l/h0 تئوری مد اول مد دوم مد سوم

1/۰257۰ ۰/۴55۸۴ ۰/11397 (HG) اویلر- برنولی 
25 1/۰۰3۰7 ۰/۴5131 ۰/1136۸ (HG)تیموشنكو 

۰/99116 ۰/۴۴۸۸۰ ۰/11351 FSDT 
1/6۴365 ۰/73۰53 ۰/1۸262 (HG) اویلر- برنولی 

15/6 1/55617 ۰/71225 ۰/1۸1۴6 (HG)تیموشنكو 
1/51332 ۰/7۰27۰ ۰/1۸۰۸۰ FSDT 
2/56۴22 1/13969 ۰/2۸۴۸9 (HG) اویلر- برنولی 

10 2/۰27۰5 1/۰7۴۴2 ۰/2۸۰۴۸ (HG)تیموشنكو 
1/1۴59۸ 1/۰۴29۰ ۰/27۸13 FSDT 
5/12۸۴ 2/2792 ۰/569۸ (HG) 5 اویلر- برنولی 
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3/6۰2۸ 1/۸7۴9 ۰/5372 (HG)تیموشنكو 
3/32۰5 1/7799 ۰/527۴ FSDT 

 

( WKBروش ) متغیرمت ضخا تیموشنكو تیر، [119] نتایجبا  FSDT یرهایت یسهمقا (،3-۴)در جدول 

 از [119]ست. اگاه ساده ارائه شده تكیهو  ((2-2)شكل ) خطیضخامت  یلپروف یبرا یعدد و حل

 دهدیم نشان یجااستفاده نمود. نت یعیطب یهافرکانس یینتع یبرا یو روش عدد یبرنول یلراو یتئور

 تریکنزد یدبه حل عد یموشنكوو ت یبرنول یلراو ینسبت به تئور FSDT یجبالاتر، نتا یمودهاکه در 

  هستند.

 

 (]119[) مقاله  نتایجبا  FSDT یرهایت یسه( مقا3-۴جدول )

 روش مد اول مد دوم مد سوم

1/5۸791 ۰/7۰56۰ ۰/171۴5 ]119[ 

1/525۴۸ ۰/6۸۰3۴ ۰/17۴۰۰ Timoshenko 
1/۴7329 ۰/6۸1۰2 ۰/17277 FSDT 
1/26653 ۰/5۸553 ۰/15۴3۰ FE 

 

در  .نددار یكسان وزن هایلپروف یناند. اشده آوردهضخامت مختلف  یلبا پروف یرها( ت۴-۴جدول ) در

 اند. شده یسههم مقا با FSDTو  یموشنكوت ی،ولبرن یلراو یرت یها( فرکانس5-۴جدول )

 

 ضخامت با توابع مختلف پروفیل( 4-۴جدول )

h*=a1.x*+b1 
a1=0.8, b1=1 وع اولن  

h*=a1.x*3+b1.x*2+c1 a1= -1.6, b1=2.4, c1=1 نوع دوم 

h*=a1.x*4+b1.x*2+c1 a1= -1, b1=1.8, c1=1 نوع سوم 

h*= b1cos(π.x*)+c1 b1= -0.4, c1=1.4 نوع چهارم 

h*= a1.sinh(x*)+ b1.cosh(x*)+c1
 

a1= 0.866, b1= -0.4, c1=1.4 نوع پنجم 

 

 با توابع ضخامت مختلف یعرض یهافرکانس یسه( مقا5-۴جدول )

 تابع ضخامت   تئوری مد اول مد دوم مد سوم

1/76270 0/78484 0/19390 EB نوع اول 
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1/76637 0/78517 0/19367 TB 
1/67902 0/78540 0/20008 FSDT 
1/74937 0/78304 0/20686 EB 

 TB 0/20218 0/78190 1/75233 نوع دوم
1/70599 0/80132 0/20251 FSDT 
1/75057 0/79136 0/23235 EB 

 TB 0/18676 0/77510 1/74662 نوع سوم
1/71478 0/80672 0/20258 FSDT 
1/74759 0/78161 0/20195 EB 

 TB 0/20198 0/78201 1/75122 نوع چهارم
1/70832 0/80301 0/20281 FSDT 
1/76358 0/78493 0/19337 EB 

 TB 0/19343 0/78528 1/76726 نوع پنجم
1/67734 0/78442 0/19994 FSDT 

 

دو  حداکثر ،جرم عیتوز رییتغ اب ن وكسایمختلف با جرم )حجم(  یهالی( پروف5-۴اساس جدول ) بر

حداکثر فرکانس را  دومحداقل و نوع  پنجمنوع  لیپروفد. نده رییها را تغفرکانس دنتوانیمدرصد 

با تابع ضخامت نوع  یبرنول لریاو ریرا با ت FSDT ریت ))L)trω( یخط یعرض فرکانس( 2-۴) د. شكلندار

 یبرنول لریاو ریت با FSDT اختلاف بالاتر یمودها درکه  دهدینشان م جی. نتاکندیم سهیمقا اول

 شیافزا و ابدییم

 فرکانس  FSDTریت

 لریاو از کمتر .است یبرنول

 

 

 با تابع ضخامت نوع اول FSDT با رنولیب اویلر تیر L)tr(ω یفرکانس عرض یسهالف( مقا 2-۴شكل )  
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 با تابع ضخامت نوع پنجم FSDT با برنولی اویلر تیر L)tr(ω یفرکانس عرض یسهب( مقا 2-۴شكل )

بلكه به دامنه اند وابسته 23a عرضیتنها به دامنه نه غیرخطی هایفرکانس، FSDT بندیفرمولدر 

12γ ,11γ, یب( ( تأثیر هر دامنه وابسته به ضرا2۸-۴( و )27-۴. )معادلات )هستندابستهو نیز 14a محوری

22γ ,21γ 6-۴. در جدول )کنندینوع اول گزارش م یلپروف یرا برا یبضرا ینا ،(6-۴) یهااست. جدول 

ج(  6-۴اعمال شده و جدول ) یبار کشش یکب(  6-۴وجود ندارد، در جدول ) یبار محور ،الف(

 محوریدامنه  تأثیر، )0l/h(است. در همه موارد، با کاهش نسبت منظر  یفشار یط به بار محورمربو

14a  مانند غیرخطی عرضیفرکانس  رویبر( 11γ کاهش م )یبر رو یتأثیر دامنه عرض کهحالیدر  یابدی 

نازک  هاییرت برای 14a تأثیر دیگر،. به عبارت یابدیم یشافزا ( 12γ )مانند یرخطیغ یفرکانس عرض

نازک دارد.  یرهایفرکانس بر دامنه در ت یبر وابستگ یشتریتأثیر ب یبار محور ینتر است و همچنمهم

در موارد مطالعه  غیرخطی یبر فرکانس محور یتأثیر یبار محور یرخطی،غ یفرکانس عرض برخلاف

  شده ندارد.

  p*=0 ع اول وبا تابع ضخامت نو 0h/l مختلف  یرمقاد یبرا یرخطیغ یهافرکانس یبالف( ضرا 6-۴جدول )

(ωax)L (ωtr)L γ22 γ21 γ12 γ11 l/h0 

2/83819 0/11352 -0/00006 0/00014 0/01807 3/22125 25 

2/83779 0/18080 -0/00005 0/00035 0/03028 2/09533 15/6 

2/83682 0/27813 -0/00027 0/00086 0/05230 1/47658 10 

2/83186 0/52145 -0/00485 0/00341 0/16580 1/14127 5 
 

  p*=50.0000 با تابع ضخامت نوع اول و 0h/l مختلف  یرمقاد یبرا یرخطیغ یهافرکانس یبب( ضرا 6-۴جدول )
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(ωax)L (ωtr)L γ22 γ21 γ12 γ11 l/h0 

2/83819 0/13347 -0/00006 0/00014 0/01537 2/74438 25 

2/83779 0/19393 -0/00005 0/00035 0/02825 1/95690 15/6 

2/83682 0/28680 -0/00027 0/00086 0/05075 1/43447 10 

2/83186 0/52605 -0/00487 0/00341 0/16446 1/13345 5 
 

   p*=-0.00005 اول و با تابع ضخامت نوع 0h/l  مختلف  یرمقاد یبرا یرخطیغ یهافرکانس یبج( ضرا 6-۴جدول )

(ωax)L (ωtr)L γ22 γ21 γ12 γ11 l/h0 

2/83819 0/08920 -0/00006 0/00014 0/03588 6/38307 25 

2/83779 0/16665 -0/00004 0/00035 0/03283 2/26939 15/6 

2/83682 0/26918 -0/00027 0/00086 0/05400 1/52298 10 

2/83186 0/51680 -0/00484 0/00341 0/16718 1/14932 5 

 

 

 

 

 مختلف با تابع ضخامت نوع اول و یعرض یهادامنه یبرا یمنه محوردا – ی( نمودار فرکانس عرضالف 3-۴)شكل 

0=*p 

a 
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  p*=0 نوع اول و خامتمختلف با تابع ض یعرض یهادامنه یبرا یدامنه عرض – یب( نمودار فرکانس عرض 3-۴شكل )

 

 

 

  p*=0 نوع اول وخامت با تابع ض مختلف یعرض یهادامنه یبرا یدامنه عرض – یج( نمودار فرکانس محور 3-۴شكل )
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 p*=0ضخامت نوع اول و مختلف با تابع یعرض یهادامنه یبرا یدامنه محور – ید( نمودار فرکانس محور 3-۴شكل )

 

نشان داده شده  یو عرض یمحور یهافرکانس شوندهنرمشونده و سخت ی( رفتارها3-۴) هایشكلدر 

به  نسبت یانس محوربه جز حالت فرک دهندرا نشان میشونده رفتار سخت نتایج است. در همه موارد

 )14a (حوریمد( دامنه  ۴-3ج( و ) 3-۴) یها. بر طبق شكلداردشونده که رفتار نرم ی،دامنه عرض

 ریمقاد یبرا توانیرا م ایمشابه هایندارد. نمودار یمحور هایفرکانس یبر رو یاقابل ملاحظه تأثیر

 یلپروفتغییر شده است. با  یستل( 7-۴جدول )در  یرتار ت. خلاصه رفکردرسم  یمحور یمختلف بارها

تغییری  تواندینم یبار محور ین،. همچنکندینم ییرتغ یرشونده تشونده و نرمرفتار سخت، سطح مقطع

 ند. ک یجادا یرخطیغ یهافرکانس هشوندشونده و سختدر رفتار نرم

 p*=0  نوع پنجم و ,ولبا تابع ضخامت نوع ا یرخطیغ یاهفرکانس یرو بر یعرض و یمحور دامنه تأثیر( 7-۴) جدول

(ωtr)NL  (ωax)NL 
l/h0 

a14 a23  a14 a23 

شوندهسخت شوندهسخت  شوندهسخت   شوندهنرم   25 

شوندهسخت شوندهسخت  شوندهسخت   شوندهنرم   6/15  
شوندهسخت شوندهسخت  شوندهسخت   شوندهنرم   1۰ 
شوندهسخت شوندهسخت  ندهشوسخت   شوندهنرم   5 
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0با ضابطه  N/m1بار گسترده  یبه ازا یرت ی( پاسخ عرض۴-۴) شكل 0

0

0 0

0 1
Heaviside( )

1 1

T t
T

T t


 


 

(0t ( تعر۴-3زمان مشخصه است که در بخش )وارد  یف )0.5 را در شودمیشده=*x دهدینشان م .

 یكیمعادل استات ی،اند و همگشده تعریف( ۴-2ضخامت مطابق جدول ) هاییلپروف یبه ازا یرپاسخ ت

 .دهدینشان م 0t/0.05=*tرا در زمان  یرت یشكل عرض ییر( تغ5-۴) شكل دارند. یكسان

 

 

 مختلف ضخامت توابع یازا به  x*=0.5 در ریت یعرض( پاسخ ۴-۴شكل)

 

 مختلف ضخامت توابع یازا به  0t/0.05=*t در ریت یشكل عرض ریی( تغ5-۴شكل )
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 توابع ضخامت مختلف یبه ازا x*=0.5 در ریت یمحور پاسخ( 6-۴شكل)

 

 .است گسترده بار تحت ریت یمحور شكل رییتغ و یزمان اسخپ( مربوط به 7-۴( و شكل )6-۴) شكل

 

 تلفمخ ضخامت توابع یازا به 0t/0.05=*tدر  ریت یمحورشكل  ریی( تغ7-۴شكل )
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 هارمنوع چ ضخامت تابع یازا به 0t/0.05=*tدر  ریت مرتبه های مختلف عرضیشكل  ریی( تغ۸-۴شكل )

 

نوع چهارم برای مرتبه های  متضخا تابع یازا به 0t/0.05=*tدر  ریت عرضیشكل  رییتغ( ۸-۴شكل )

 دهد. مختلف معادلات را نشان می

  بندیجمع-4-۷

ضخامت با  یرت یرخطیغ یهامطالعه رفتار فرکانس برای یاضیر بندی و روش حلفرمولفصل  ینا در

 یهندس تاثیر یبند. در فرمولیدقرار دارد ارائه گرد یقارن دلخواه که در معرض بار محورمتمتغیر 

تخمین مرتبه اول  یشكل برش ییرتغ یبر اساس تئور ییجابجا یداندر نظر گرفته شد و م یرخطیغ

حل شد.  یلیبه صورت تحل یناغتشاشات و روش گالرک یک. معادلات حاکم با استفاده از تكنزده شد

انجام  یرت یعیطب یهافرکانس یتأثیر توابع ضخامت مختلف بر رو یبررس یبرا پارامتریعه مطال

 . یدگرد



 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 پنجمفصل 

 نتیجه گیری و پیشنهادها
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 مقدمه-5-1

 یكیمنایتحت بار د اد،یز نسبتاً  زیبا خ ریمتغ ضخامت ریت یاجبار و آزاد ارتعاشات لیتحلرساله  نیا در

 دهساخته ش دهمگن و همسانگراز ماده  ریتشد.  انجام ،شاشاتاغت یبه کمک تئور یو بار محور یعرض

 اول یمرتبه یششكل بر رییتغ یتئوربا در نظر گرفتن  ییجاجابه دانیاستخراج معادلات، م دراست. 

 ساختاری، یرابطه و کارمنفن ییجابجا -کرنش روابط اساس بر مسأله کینماتیس. شد زده نیتخم

ا مشتقات ب یخطریغ لیفرانسید معادلات دستگاه کی ر،یت برحرکت محاک معادلات. است هوک روابط

 . اندشده نییتع لتونیکمک اصل هام به و بوده کوپل گریكدی به که هستند ریمتغ بیضرا با و یجزئ

 

 گیرینتیجه -5-2

 و تیموشنكو، معادلاتی با مشتقات جزئی و برنولی-اویلر هایتیر معادلات حاکم بر حرکت 

 فرمحل یک  ،εهر مرتبه  حل شد. این معادلات در WKBبسط کمک که به ریمتغ بیضرا

های ضخامت قابل د. این حل، یک روش سیستماتیک است که برای تمام پروفیلندار 1بسته

 ها در اینجا بررسی شد.پروفیلاستفاده است و چند نمونه از این 

 شیافزا با l/h موشنكویو ت یبرنول لریاو یتئور نیو اختلاف ب زیاد شده یعیفرکانس طب 

 . ابدییم شیافزا

 دارد.  مودهاشكل  یبر رو یاقابل ملاحظه تأثیرسطح مقطع  راتییمشاهده کرد که تغ توانیم

 طیکه شرا نوسیشناخته شده مانند تابع س 2یشیتوابع آزما ن،یمانند گالرک ییهادر روش

 . ستندین ریبا ضخامت متغ ریت شكل مد یبرا یقیدق نهیگز .کنندیمسأله را ارضا م یهندس

 توانند برای طراحی تیرهای غیریكنواختی های ذکر شده مبتنی بر تئوری اغتشاشات، میروش

 کار روند.شوند، بهبندی میفرمول FSDTو برنولی، تیموشنكو -های اویلرکه بر اساس تئوری

                                                 
1 Closed-form solution 
2 Trial 
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 شیافزا .شودیه نمدر نظر گرفت یکه بار محور یزمان ،برش با در نظر گرفتن اثر ریت در 

 مایفرکانس، مستق همچنین و شودیم ریت یعرض یعیفرکانس طب شیضخامت باعث افزا

 مطابقت دارد. یبرنول لریاو ریت جیوابسته به ضخامت است که با نتا

 بار  ابی. در غدهدیم رییرا تغ یعرض یضخامت و فرکانس خط نیرابطه ب یمحور بار

 . کندیم رییتغ یرابطه به کل نیا یبار محور شیافزا اما با است یرابطه خط نیا ،یمحور

 عث با تواندیم تیکم نیتأثیر ندارد. هر چند که ا یخط یفرکانس محور یبر رو یمحور بار

  .هستند کوچک راتییتغ نیا اما ( 23a≠0 ی)برا شود یرخطیغ یمحورفرکانس  رییتغ

 یخطریغما در مورد فرکانس ا شودیم یخط یفرکانس عرض شیباعث افزا یبار محور شیافزا 

سته به واب ر،ییتغ نیو ا گردد trω یرخطیغ یکاهش فرکانس عرض ای شیباعث افزا تواندیم

 است.  یو محور یدامنه عرض

 32وابسته به  نیو ا شودیکاهش فرکانس م ای شیضخامت باعث افزا شیافزاa , 14a در است .

 یرو . هرچند اثر ضخامت بردهدیم رفتار نرم شونده و سخت شونده نشان ستمیس قتیحق

trω از  شتریبaxω یمحور فرکانس یرو بر یاملاحظهقابل تأثیر ضخامت راتییتغ و است 

  .ندارد

 14و  خواهد شد یو عرض یمحور یهافرکانس شیباعث افزا یو عرض یدامنه محور شیافزاa 

 فرکانس دارد.  راتییتغ یبر رو یشتریتأثیر ب 23aبا  سهیمقا در

 نمود.  یینتعرا  یفرکانس محور ،یعلاوه بر فرکانس عرض توانیاستفاده از معادلات حاکم م با 

 دهند ییرها را تغفرکانس توانندیم یكسان)حجم( ضخامت مختلف با جرم  هایپروفیل. 

  خواهد شد. عرضیو  محوری هایفرکانس افزایشباعث  عرضیو  محوری هایدامنه افزایش 

  14تأثیرa امنه فرکانس به د یبر وابستگ ییشتراثر ب یتر است و بار محورنازک مهم ییرهات در

  نازک دارد. یرهایدر ت
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 تغییرات axω  14  اما هستندکوچکa, 23a را در ایملاحظهقابل  تغییرات توانندمی trω ایجاد 

  .نمایند

  که عرضینسبت به دامنه  محوریانس شونده دارد به جز فرکرفتار سخت تیردر همه موارد 

 شونده است. رفتار نرمتیر 

 و  غیرخطی یکسینماتروابط  خطی، ساختاریمعادلات  برای توانمیرا  بندیفرمول این

 ضخامت به کار برد.  راستایمتقارن ماده در  توزیع

 را های عددی بندی و بررسی حساسیت مش در روشارائه شده، مشكل مش یبندفرمول

 ندارد.

 شنهادهایپ -5-3

 ییرهایت یتمام یبرا توانیروند را م نیارائه شده است اما ا کیماده الاست یبرا یبندفرمول هرچند

ندسه متقارن ماده و ه عیکارمن(، و توز)فن یرخطیغ کینماتیروابط س ،یکه معادلات ساختاری خط

 FGاد مو ت،یزپوها عبارتند از: مواد کاماز آن یبه کار برد. تعداد ؛دارند یانیدر مقطع نسبت به سطح م

فاوت اری متموارد معادلات ساخت نیا یتمام ی. برایمحور ایضخامت  یدر راستا یناهمگن عیتوز با

 ریز یبه تعداد zنسبت به  گیریبازه انتگرال رایخواهد کرد ز رییتنش تغ یهامنتجه بیضرا و هستند

 یبشجن یانرژ بیضرا نیمتفاوت است. همچن کیتنش با مواد الاست عیخواهد شد و توز میبازه تقس

اده بت به مد نسهستن یثابت ریمعادلات که مقاد بیتنها ضرا ،یخواهد کرد. در مسأله مورد بررس رییتغ

. واهد شدخ لیتبد دیجد یتابع ضخامت به تابع ،یمحور یماده تابع یخواهند کرد. برا رییتغ کیالاست

مود. ن یها بررسنسفرکا یرا بر رو یشتریل باثر عوام توانینخواهد کرد اما م رییروند حل تغ نیبنابرا

 :هستند ریز صورت به رساله موضوع یراستا در شتریب مطالعه یبرا شنهادهایپ از یبرخ

 ادینسبتاً ز زیبا خ ریجدار متغ کیسكوالاستیو ریت یبررس -الف

 ادینسبتاً ز زیبا خ ریجدار متغ کیپرالاستیها ریت یبررس -ب



 

97 
 

 ادینسبتاً ز زیبا خ ریجدار متغ تیو کامپوز FG ریت یبررس -ج
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 یالحاق تابع: ج وستیپ
 لیفرانسیدبا درنظرگرفتن معادلات  توانیب( را م 19-3الف( و ) 19-3معادلات ) یبرا یالحاق توابع

 و X( 1Φ (اول را در  معادله. آورد دست به 4Φ ) X(و  1Φ ) X( یهمگن کوپل و توابع الحاق

 :میریگیم انتگرال دامنه بازه یرو بر و میکنیم ضرب X ( 4Φ( در را دوم معادله
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 انتگرال از استفاده بااند. شده فیتعر )3-19)در معادله  وهستند  یلیفرانسید یاپراتورها 2Lو  2L که

4Φ و  X ( 1Φ( یمتناظر برا یمرز طیبا بخش همگن( و شرا مرتبط) یالحاق معادلات جز، به جز

) X( دیگرد نییتع یالحاق توابعمعادلات،  نیحل ا با شده است. نییتع. 
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Abstract 

           To achive the best strength and weight distribution in many structures such as 

wind turbine towers, bridges, buildings, aerospace structures, etc; beams with a 

variable thickness along the axis, are used. Analyzing these structures when axial force 

and transverse deflection are coupled is more complicated and more important. One of 

the applications of the non-linear theory is finding more exact results. In this 

dissertation, free and forced vibrations in beams with variable thickness with 

moderately large deflection under transverse dynamic load and axial load will be 

investigated. The beam is homogeneous and isotropic, in deriving the equations, the 

displacement field is estimated by the first order shear deformation theory. The 

problem’s kinematics is based on strain-displacement relation (Von-Karman’s 

relation) and Hook’s law as a constitutive equation. The governing equation of motion 

in this problem is a system of non-linear partial differential equations with variable 

coefficients which are determined by the hamilton principle. 

Other assumptions that will be considered are as follows: 

determining response according to space and time in the simply supported beam, 

determining natural frequencies of the beam for simple and fixed boundary conditions, 

investigating the amplitude dependency on frequency, investigating geometrical 

effects on response and frequencies, investigating the accuracy of the first order shear 

deformation theory in frequency determination, and comparison between the results 

and numerical solutions. 

Keywords: 

First order shear deformation theory, variable thickness, frequency analysis, 

perturbation theory, moderately large deflections, finite element method
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