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 مجادله( ۱۱یرفع الله الذین آمنوا منکم والذین اوتوا العلم درجات والله به ما تعملون خبیر )

 دهید آگاه است.که انجام میاند و خداوند بر آنچه دانش بحر مقامی ببخشد بلند برآنان که در که ایزد 

 

 دکتر سید هادی قادری  استاد برجسته جناب آقای 

یرفعه”،    الصالح   والعمل  الطیب   الکلم  یصعد  الیه   فرماید”می  خداوند  که   فاطر  مبارکه  از سوره  ۱0شریفه    به استناد آیه

ارزش کلام  و  میسخنان  صعود  خدا  سوی  به  ظاهر  مند  را  خود  آثار  همواره  و  کرده  پیدا  سنخیت  ابدیت  با  و  کند 

و    و بسط   و تربیت  تعلیماشاعه    های مستمر حضرت عالی در مداوم وکوشش  هایتلاش  بسی شایسته است از .  سازندمی

  افتخار   امتنان و  استاد راهنما، درکمالبه عنوان    در این رساله  شماراهنمایی روشن گرایانه  از    نیز  دانش و  و  علم  توسعه

 نمایم. تشکر  و تقدیر

داوران    ازهمچنین   تحصیلی  هیات  شورای  نماینده  آقای،  محترمو  جناب  گرامی  گردویی   اساتید  مهدی  و    دکتر 

نیز  و  باشد،  ام میزندگی علمی  اتکه شاگردی محضرشان از بزرگترین افتخاردکتر سید وحید حسینی  جناب آقای  

 .کمال تشکر را دارم ،باقر نظری دکتر محمد آقای جناب 
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 تقدیم اثر 

 

 :  این پایان نامه را ضمن تشکر و سپاس بیکران و در کمال افتخار و امتنان تقدیم می نمایم به 

 

 . حضرت صاحب الزمان )عج(یگانه منجی عالم بشریت، محضر ارزشمند  •

اند و  انجام داده ام های محبت آمیزی که در دوران مختلف زندگیی تلاشپدر و مادر عزیزم به خاطر همهبه  •

 .اندچگونه زیستن را به من آموخته، مهربانی با

 .همگام من بوده استبه همسر مهربانم که در تمام طول تحصیل همراه و  •

 . ای که در راه کسب علم و معرفت مرا یاری نمودندبه استادان فرزانه و فرهیخته •

 اند.هبه آنان که در راه کسب دانش راهنمایم بود •

 .ی راهم بودبه آنان که نفس خیرشان و دعای روح پرورشان بدرقه •

 . ی عمل بپوشانمن جامهی آناالها به من کمک کن تا بتوانم ادای دین کنم و به خواسته

 .پروردگارا حسن عاقبت ، سلامت و سعادت را برای آنان مقدر نما

خدایا توفیق خدمتی سرشار از شور و نشاط و همراه و همسو با علم و دانش و پژوهش جهت رشد و شکوفایی  

 .ایران کهنسال عنایت بفرما

 



 تعهد نامه

درونکلائیاینجانب   کارگر  رشته    محمدرضا  ارشد  کارشناسی  دوره    گرایش  مکانیک  مهندسیدانشجوی 

شاهرود  مکاترونیک    و  مکانیک  مهندسیی  دانشکده   تولید   و  ساخت صنعتی  پایان دانشگاه    نامهنویسنده 

پذیری آن با استفاده از روش اجزاء محدود مطالعه اثر تنش در راستای ضخامت ورق فلزی بر شکل 

 :شوممتعهد می  دکتر سید هادی قادریآقای  ییراهنماتحت   پلاستیسیته بلور

 تحقیقات در این پایان نامه توسط اینجانب انجام شده است و از صحت و اصالت برخوردار است.  •

 های محققان دیگر به مرجع مورد استفاده استناد شده است. در استفاده از نتایج پژوهش  •

 فرد دیگری برای دریافت هیچ نوع مدرک یا امتیازی در هیچ جا ارائه نشده است. مطالب مندرج در پایان نامه تاکنون توسط خود یا   •

اثر متعلق به     • « و یا دانشگاه صنعتی شاهرود  باشد و مقالات مستخرج با نام »می دانشگاه صنعتی شاهرود  کلیه حقوق معنوی این 

«Shahrood University of Technology .به چاپ خواهد رسید » 

رعایت    پایان نامهاند در مقالات مستخرج از  معنوی تمام افرادی که در به دست آمدن نتایح اصلی پایان نامه تأثیرگذار بودهحقوق   •

 گردد. می

نامه  • پایان  این  انجام  بافت   ،در کلیه مراحل  )یا  از موجود زنده  استفاده شده است ضوابط و اصول اخلاقی  در مواردی که  آنها(  های 

 رعایت شده است. 

اصل   • است،  استفاده شده  یا  یافته  افراد دسترسی  اطلاعات شخصی  حوزه  به  که  مواردی  در  نامه،  پایان  این  انجام  مراحل  کلیه  در 

 رازداری، ضوابط و اصول اخلاق انسانی رعایت شده است. 

 تاریخ 

 امضای دانشجو

 

 مالکیت نتایج و حق نشر 

ها و تجهیزات ساخته  ای، نرم افزار های رایانه )مقالات مستخرج، کتاب، برنامه کلیه حقوق معنوی این اثر و محصولات آن   •

 باشد. این مطلب باید به نحو مقتضی در تولیدات علمی مربوطه ذکر شود. می   دانشگاه صنعتی شاهرودشده است( متعلق به  

 باشد. استفاده از اطلاعات و نتایج موجود در پایان نامه بدون ذکر مرجع مجاز نمی •
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 چکیده 

  زمینه   در  توجهی  قابل  تحقیقات  فلزی،  هایورق  متنوع  و   فراوان  کاربردهای  به  توجه  با  اخیر  هایسال  در

  صورت   به   مسئله   زمینه،   این  در  شده  انجام  هایپژوهش  از   بسیاری  در .  است  گرفته  صورت  آنها  پذیریشکل

  نظر   به   که   حالی  در .  شودمی   نظر  صرف  ضخامت  راستای   در  تنش  از  شده،   گرفته  نظر  در  ایصفحه   تنش

 دیگر   از.  باشد   ورق  ضخامت  راستای  در  شده  اعمال  تنش  پذیری،شکل  بر  تاثیرگذار  عوامل  از  یکی  رسد،می 

  و   دانه  اندازه  مانند   ریزساختار  مشخصات  گرفتن  نظر  در  نیازمند   نازک،  فلزی  هایورق   رفتار   یمطالعه   سوی،

  این   در.  شود  گرفته   کار  به   موارد  این   در  تواند می   (CPFEM)  بلور   پلاستیسته   محدود   المان  روش .  است  بافت

  از   AA6022-T4  آلومینیوم  آلیاژ  پذیریشکل  بر  ورق  ضخامت  راستای  در  فشار  اثر  بررسی   برای  نامه،پایان

CPFEM  برای  نیز،.  شد   گرفته   نظر   در  لغزش   هایسیستم   برای  شوندگیکارسخت-خود  رفتار  یک.  شد   استفاده  

و در آزمون    برشی  کرنش  بیشینه   معیار از    تک محورهدر آزمون کشش    آن،  رشد   و  گلویی  ایجاد   بینیپیش

  در   آسیب   تکامل  و   شروع   برایو کرنش مومسان اصلی    برشی   کرنش  بیشینه  هایمعیاراز    دو محوره کشش  

 اساس  بر VUMAT کد  س،وک آبا محدود المان  یبسته  در  مدل کارگیری  به  برای. شد  استفاده ماده رفتاری  مدل

  سنجی  صحت   از  پس.  یافت  توسعه  اویلر   پیشرو   گیریانتگرال   تکنیک  و  شده  سازیگسسته   ساختاری  معادلات

  سازی   شبیه   برای.  شد   کالیبره  محوره  تک   کشش  آزمون  نتایج  اساس   بر  آن  پارامترهای   یافته،  توسعه   کد 

  یک  یتوسعه   با  ، mm3  5/0×5/۱×3  ابعاد  به  نماینده  حجم  یک  ،mm  ۱  ضخامت  به  ورق  کشش  آزمون

  با   خطی  چهاروجهی  هایالمان  با  و  بندیتقسیم   دانه  ۱4790  به  Abaqus/CAE  محیط   در  پایتون،  اسکریپت

  گرفتن   نظر   در   و   موضوع  ادبیات  در   موجود  تجربی   هایداده   از  استفاده   با.  شد   سازی   گسسته   μm  50  ابعاد

  آزمون   سپس،.  شد   تعیین  اویلر   زوایای   اختصاص   با  بلور  هر   برای  یبلوری   هایجهت  ورق،   برای   مناسب  بافت

  داد،   نشان  نتایج.  شد   انجام   نماینده  حجم  روی  ضخامت  راستای  در  فشار  گرفتن  نظر  در  با  محوره  تک  کشش

  اعمال   با  محوره،  تک  کشش  در.  بخشد می   بهبود  را  ماده  پذیریشکل   ضخامت،  راستای  در  فشاری  تنش  وجود

.  افتد می   تاخیر   به   گلویی  نتیجه،   در   و   شده،   بیشتر  7/۱۱%   گلویی   یلحظه   محوری  کرنش   ،MPa  70  فشار

  هایی آزمایش  محوره نیز   دو  کشش در .  یافت  کاهش درصد  3/۱2%  دهی، شکل   برای  نیاز   مورد   نیروی   همچنین،

 های گام   در   برشی   کرنش  حداکثر   شدن  اشباع   علت  به   اما   شد،   انجام  فشار   تحت  و   فشار  بدون   حالت   برای

  مدل ، که نشان از نامناسب بودن  نشد   مشاهده   گلویی  و  نیافت  تکامل   آسیب   پارامتر  آن،   رشد   عدم  و   ابتدایی

دارد. لذا در ادامه از مدل آسیب کرنش مومسان    دو محوره  کشش  آزمون  برای  برشی،   کرنش  حداکثر  آسیب



  MPaدر اثر اعمال فشار    دهینیروی مورد نیاز برای شکل   %۱8  از کاهش  اصلی استفاده شد که نتایج حاکی

 چشمگیری نیافت.  پذیری تغییر بود. اما شکل 70

کلیدى   پذیریشکل  کشش،  آزمون  ،VUMAT  زیربرنامه   بلور،   پلاستیسیته  محدود  المان  روش :  واژگان 

 آلومینیوم  آلیاژ  ضخامت،  راستای در  تنش  فلزی،   ورق
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 مقدمه 1 فصل

 

های موجود، همواره یکی از موضوعات مهم برای پژوهشگران  های جدید تولید و توسعه روش ابداع روش 

ای  ویژه   از جایگاهها  پذیری آنو بهبود شکلدهی فلزات  های شکلفرآیند های تولید،  بوده است. در بین روش 

اخیر پیشرفت باشد که در طی سالدار می ربرخو تمام  های  قابل توجهی در  های آن حاصل شده  زمینه های 

  است.

پذیرد  پلاستیک که روی ورق انجام می   تغییرشکلیک    ؛ های فلزی عبارت است ازدهی ورق شکل   فرآیند 

دهی وابسته به چند عامل  تا یک قطعه مهندسی با شکل دلخواه تولید شود. رفتار یک ورق فلزی در یک شکل

به  می  این عوامل بستگی  از  اهمیت هرکدام  از جمله   فرآیند باشد که  دارد.  این عوامل  به کار گرفته شده  ی 

حساسیت به   کرنش، ناهمسانگردی، ناهمگنی ورق، مسیر کرنش، ویژگی سطح ورق،-توان به نمودار تنشمی 

 فلز اشاره کرد.  بلورینرخ کرنش و بافت 

کیفیت  های نورد تخت شده با  خاطر در دسترس بودن تسمه دهی ورق به درمقیاس وسیع، اهمیت شکل

شود  ها، تولید می با سرعت بالای نورد تخت کلاف   فرآیند بالا و قیمت نسبتا پایین است. اساساً، ورق فلزی در  

نورد سرد   بعدی تسمه  موضعی  تغییرشکل  باشد.  هزارتن  تا چند  کیلوگرم  دارای وزن چند  است  که ممکن 

بسیاری از  در ابتدا  کند.  تلف تولید می های بسیار کاربردی در صنایع مخهای فلزکاری ورق، شکلشده با روش 

فلزکاری   عملیات  عملیات  اغلب  برای  این  بود.  شده  تدوین  مربوطه،  مکانیک  علم  واقعی  اولیه  دانش  بدون 
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حال، دهی ورق صادق بود که با سعی و خطا تدوین شده و به مهارت اپراتور بستگی داشته است. درعین شکل

توسعه   و  محصول  موفق  و  سریع  تولید  برای  افزاینده  تقاضای  و  صنعت  توسعه  روش فرآیند با  به  نیاز  های  ، 

 بینی کرد.  تحلیلی را الزامی نمود تا بتوان عملکرد مورد انتظار را پیش

 سته بندی مواد جامدد -1-1

( دارند؛ یعنی  یک دسته ساختار بلوری )کریستالی  د جامد دو نوع ساختار اتمی دارند، در حالت کلی موا

اتم  آنآرایش  ساختمان  در  واحد  ها  سلول  نام  به  واحدهایی  از  شونده  تکرار  الگوی  و  نظم  یک  براساس  ها 

از  باشد.  می  زیادی  بسیار  تعداد  گرفتن  قرار  هم  کنار  با  بلوری،  شبکه  دارای  مواد  ساختار  دیگر  عبارت  به 

مواد با ساختار بلوری هستند. گونه دیگر مواد    های واحد تشکیل شده است. فلزات و آلیاژهای آن، جزءسلول

آن  به  اصطلاح  در  که  نیستند  خود  ساختار  در  مشخصی  نظم  دارای  می جامد،  گفته  آمورف  مانند  ها  شود؛ 

  باشند.طور معمول دارای ساختار آمورف می شیشه و بسیاری از مواد سرامیکی، پلاستیک و لاستیک که به 

 پذیری شکل  -2-1

علورق  به  فلزی  شکل های  و  بالا  استحکام  صنایع  ت  قبیل  از  صنایع  از  بسیاری  در  مناسب  پذیری 

یافته  وسیعی  کاربرد  نظامی  صنایع  و  ساختمانی  محصولات  خانگی،  لوازم  از  خودروسازی،  استفاده  برای  اند. 

عملیاتورق  و  فلزی در مصارفی چون کشش عمیق  قابلیت شکل های شکلهای  که  است  پذیری دهی لازم 

های فلزی، ایجاد ناپایداری و رشد ناگهانی گلویی  دادن ورقترین محدودیت در شکل باشد. عمده  ورق مناسب

توان قابلیت آن برای تغییرشکل و  پذیری ورق را می در واقع شکل   شود.موضعی است که منجر به پارگی می 

 تبدیل شدن به شکل مورد نظر بدون وقوع گلویی موضعی یا پارگی تعریف کرد. 

از   شکل یکی  کمی  بررسی  در  سودمند  ورق ابزارهای  شکلپذیری  حد  نمودار  فلزی،   دهی های 

(FLD)۱ ورق می درواقع  می باشد.  معینی  حد  تا  را  بزرگتر    تغییرشکل توان  ها  اصلی  کرنش  منحنی  که  داد 

های کند. تا هنگامی که کرنش ی آغاز گلویی این حد را مشخص می برحسب کرنش اصلی کوچکتر در لحظه 

دهی قرار دارند، در ناحیه مذکور در ورق گلویی و پارگی رخ نداده است،  منحنی حد شکل  تر از پایین  اصلی

 

1 Forming limit diagrams 



 3 3مقدمه   ۱ فصل

 

رهای کرنش  یو مس  FLDیک نمونه    ۱-۱شکل    افتد.ند گلویی و پارگی اتفاق می ولی اگر بالای آن قرار گیر

 دهد.دهی ورق را نمایش می متداول در شکل 

 

 [ 1]   تداولسیرهای بارگذاری م و م  FLDمنحنی  :  1-1شکل  

های فلزی سبب  امروزه لزوم کاهش هزینه، بهبود عملکرد قطعات و افزایش نسبت استحکام به وزن ورق 

های انجام شده در این زمینه،  پذیری ورق صورت بگیرد. در پژوهش شده تا تحقیقات فراوانی در زمینه شکل

نش در راستای ضخامت  ای در نظر گرفته شده و از تمسئله به صورت تنش صفحه ها،  در بسیاری از تحلیل 

پذیری ورق فلزی، تنش اعمال شده در  شود. در حالی که یکی از پارامترهای تاثیرگذار بر شکلصرف نظر می 

شود، ناشی از لغزش صفحات  ی که در فلزات مشاهده می تغییرشکلطور کلی باشد. به راستای ضخامت ورق می 

گویند. این صفحات دارای  ی لغزش می غزند، صفحه لبلوری رو یکدیگر است. به صفحاتی که روی یکدیگر می 

لغزند، جهت لغزش  باشند. همچنین به جهتی که این صفحات بر روی یکدیگر می چگالی اتمی بیشتری می 

که    ها تنش برشی استهای لغزش چگالی اتمی بیشترین است. عامل اصلی این لغزش گویند. روی جهتمی 

 شود.روی صفحه لغزش ایجاد می 

گیری جریان فلز را توصیف نماید  شکل  فرآیند تواند  ستیسیته بلور با رویکردی میکروسکوپی می روش پلا

تواند رفتار  گیرد و می پلاستیک در نظر می  تغییرشکلچرا که این مدل، لغزش بلوری را به عنوان عامل اصلی  

پیش را  ناهمسانگرد  کارسختی  یعنی  آن  تکامل  و  مومسان  نماید.ناهمسانگردی  روش    بینی  که  هنگامی 
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آن روش المان محدود پلاستیسته بلور  به  شود  کار گرفته می پلاستیسته بلور در چهارچوب المان محدود به  

(CPFEM)   پردازیم.گویند که در ادامه به تمام مفاهیم ذکر شده می می 

 پلاستیسیته بلور  -3-1

می  قرار  بلور  مکانیک  بخش  در  بلور  پلاستیسیته  روش  اساسی  داصول  مکانیک  گیرد.  میان  در  واقع  ر 

محیط  مکانیک  و  به جابجایی  کدام  هر  در  موجود  مبانی  از  و  دارد  قرار  پیوسته  می های  استفاده  کند. خوبی 

  ۱935در سال    ۱ساختار اساسی این مدل جدید نیست. اشمید و باوس در کتابی با نام کریستال پلاستیسیته 

رداختند. اما بیشتر مباحثی که منجر به فهم ما از رفتار  به بررسی مکانیک لغزش و دوقلویی در تک بلورها پ

توان مدیون کارهای تیلور  مومسان چند بلورها و چگونگی ارتباط آن با رفتار مومسان تک بلور میشوند را می 

 دانست.  ۱938در سال 

رائه داده  در سطوح بلوری و جهات لغزش ا  2پلاستیسیته بلور، تحلیلی جامع از رفتار فلزات در مقیاس مزو 

است. فلزات ساختاری بلوری دارند و جریان مومسان فلزات محدود به صفحات بلوری و در جهات معینی رخ  

دارد  می  رویکردی میکروسکوپی سعی  با  بلور  پلاستیسیته  روش  را  شکل   فرآیند دهد.  مومسان  گیری جریان 

روش  بر  بلور  پلاستیسیته  روش  برتری  دلایل  جمله  از  نماید.  می توصیف  را  گذشته  در  های  مورد    3توان 

مومسان در نظر گرفته است. دوم اینکه    تغییرشکلبرشمرد؛ اول اینکه این مدل، لغزش بلوری را عامل اصلی  

تر رفتار فلزات  ئه داده است و سوم به دلیل بررسی جزئی ارا  تغییرشکلمدل بلوری مناسبی منطبق بر فیزیک  

 ها خواهد داشت.در سطوح بلورها، نتایج آن دقت بیشتری نسبت به سایر مدل

روش   کمک  شبیه به  امکان  بلور  تنش   سازیپلاستیسیته  گسترش  و  لغزش  سامانه  سختی  های  کرنش 

داده تا هر گره فازی به تعدادی اجزاء محدود    داخلی در سرتاسر توده بلوری فراهم شده است. این مدل اجازه 

آن   اساس  بر  و  شده  محاسبه  مجزا  صورت  به  بلور  هر  برای  تعادل  قوانین  و  شده  بلورها    تغییرشکلتجزیه 

ای از تک بلورها وجود دارد که با اندازه و جهات کریستالی متفاوت  استخراج شود. دریک ماده چند بلور توده 

هایی وجود  ند. در تحلیل رفتار مکانیکی یک ماده چندبلور در مقیاس میکرو، چالش ادر کنار هم قرار گرفته 

 

1 Kristalplastizitat 

2 Meso Scale 
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می  فقط  بلورها  تک  به  مربوط  ساختاری  معادلات  و  بلور  پلاستیسیته  مدل  با  زیرا  رفتار  دارد.  توان 

تک  میکرومکانیکی یک تک بلور را تعیین کرد. لذا برای تحلیل مواد چند بلور باید ارتباطی بین رفتار یک  

 بلور در حالت میکرو و یک چند بلور درحالت ماکرو ایجاد کرد و سپس ماده چند بلور را تحلیل نمود.  

 خواص مواد  -4-1

کیفیت  نظر،  مورد  قطعه  عملکرد  قبیل  از  عواملی  به  ماده  یک  انتخاب  در  معیارها  مانند  مهمترین  هایی 

د به شکل ورق، قابلیت شکل یافتن در  استحکام، چگالی، سفتی و مقاومت به خوردگی وابسته است. برای موا

شود، باید مدنظر قرار گیرد. برای ارزیابی قابلیت  پذیری نیز نامیده می یک فرآیند معین که اغلب قابلیت شکل

پذیری، باید بتوان رفتار ورق را با یک روش دقیق تعریف نمود و خواص آن را در قابل ریاضی بیان کرد؛  شکل

 های مکانیکی، خواص مواد را استخراج کرد. توان از روی آزمایشه چطور می همچنین لاز است بدانیم ک

شکل ورق در  مومسان.  دهی  و  کشسان  شکل  تغییر  از  عبارتند  که  دارد  وجود  رفتار  دو  فلزی،  های 

های ایجاد شده در  ی بوده و کرنشدهی یک ورق به یک شکل معین در واقع شامل جریان مومسان دایمشکل

بزرگ باشد. هنگامی که تنش در یک ورق وجود دارد، قطعا کرنش کشسانی هم وجود   بسیار ورق ممکن است 

این   داشت.  نوعخواهد  از    اًکرنش  کمتر  معمولا  و  است  نظر  می   00۱/0کوچک  آن صرف  از  اغلب  که  باشد 

اما می می  برای  شود،  باشد.  داشته  تاثیر مهمی  یافت   مثال هنگامی تواند  تغییرشکل  از    ه که یک درب خودرو 

بر  قالب  می روی  شکل داشته  نیروهای  و  می شود  باربرداری  کشساندهی  شکل  تغییر  آن    شوند،  در  زیادی 

 شود. می  آید که به آن برگشت فنری گفته وجود می به 

فرآیند شکل از   در  که  ماده  از  قبیل شکل  جمله خصوصیاتی  از  مواردی  به  توان  می  موثر هستند  دهی 

تنش حقیق-نمودار  ناهمی کرنش  و  سان،  میکروساختاری  عیوب  سطحی،  اثرات  همگنی،  شکست،  گردی، 

 حساسیت به نرخ کرنش اشاره کرد. 

 ناپایداری نیرویی و پارگی  -5-1

خاطر برخی  دهی در تغییر شکل مومسان ممکن است در یک لحظه خاص فرآیند به در طی عملیات شکل 

 پردازیم.برخی از این عوامل محدود کننده می عوامل محدود شود و یا اینکه خاتمه یابد. در ادامه به معرفی 
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 گلویی شدن موضعی یا پارگی 

شود آشکارا به پایان یافتن یک  بروز هرگونه گلویی موضعی که به سرعت موجب پارگی و گسیختگی می 

تواند  می توان به عنوان ناپایداری موضعی در نظر گرفت که گردد. این حالت را می دهی منجر می عملیات شکل

 با درنظر گرفتن یک جزء موضعی بدون شامل کردن کل فرآیند مورد تحلیل قرار گیرد.

 شکست  

های مورد استفاده در  دهنده مومسان تقریبا تردگونه بشکند. این امر در ورق ممکن است یک جزء شکل

 گیرد، رایج نیست.های موضعی قرار می دهی که اغلب در معرض برخی ناپایداریشکل

 کیدگی چرو 

های اصلی در یک جزء فشاری باشد، ورق ممکن است کمانش کرده یا چروکیده شود.  اگر یکی از تنش 

بینی این ناپایداری در ورق کار  این حالت یک ناپایداری فشاری بوده و مشابه کمانش یک ستون است. پیش

 آسانی نیست.

 پیشینه تحقیق  -6-1

شکل  بر  ورق  راستای ضخامت  در  تنش  تاثیر  زمینه  شده  در  انجام  متعددی  تحقیقات  کنون  تا  پذیری، 

و همکاران است. عاصم بر منحنی حد  مطالعه   20۱0در سال    [ 2]   پور  اثر تنش عمودی فشاری  ای در مورد 

  [ 3]  (M-K)کوزینسکی  -به کمک معیار تسلیم هیل درجه دوم و بر مبنای مدل مارسنیاک  (FLD)دهی  شکل

دریافتند   و  دادند  تا حدود  انجام  فشاری  نرمال  تنش  افزایش  اثر  در  ورق    0/ 56که  تسلیم  ، AA6011تنش 

اندازه  منحنی حد شکل  به  برای ورق    کند رشد می   % ۱9دهی  اعمال فشاری حدود    STKM-11Aو    33/0با 

های منتشر شده برای  ها برای بررسی نتایج، از داده . آنپذیری را گزارش کردند بهبود شکل  %27تنش تسلیم،  

AA6011    وSTKM-11A    در پژوهشی که در مورد اثر    20۱6در سال    [4]استفاده کردند. ما و همکارانش

شکل  حد  منحنی  بر  ضخامت  راستای  در  عمودی  در  تنش  تنش  تحلیل  و  تجزیه  با  آنها  دادند.  انجام  دهی 

های مختلف ورق پیدا کردند. آنها نشان دادند  های اصلی در ضخامتای بین تنش ، رابطه [5] آزمون ناکازیما  

کشش  -دهی در حالت بارگذاری کششی خطی بین ضخامت ورق و افزایش منحنی حد شکلکه یک رابطه 

معیار تسلیم هیل درجه دوم، اثر  به کمک تئوری سوئیفت و    ۱995در سال    [ 6]گوتو و همکاران  وجود دارد.  
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های فلزی بررسی و سپس مشاهده کردند که تنش فشاری  پذیری ورق ای را بر شکلهای برون صفحه تنش

  [ 7]نصیری و همکاران  پذیری بهبود یابد.  شود تا گلویی شدن دیرتر اتفاق بیفتد و در نتیجه شکل سبب می 

دهی را  ، نمودار حد شکلM-Kشده    و مدل اصلاح   Yld2011براساس تابع تسلیم ناهمسانگرد    20۱6در سال  

پذیری، با اعمال تنش عمودی  به دست آوردند. آنها دریافتند که شکل  AA3104-H19برای آلیاژ آلومینیوم  

ورق،   ضخامت  راستای  می   %35در  سال    .یابد افزایش  همکارانش    20۱4در  و  معیار    [8]ژانگ  اساس  بر 

Yld2003    مدل بر    M-Kو  هیدرواستاتیک  تنش  اثر  از  نظر  صرف  در    تغییرشکلبا  تنش  تاثیر  پلاستیک، 

شکل  حد  منحنی  روی  بر  ضخامت  آلومینیوم  راستای  آلیاژ  برای  را  و    AA6111-T43دهی  کردند  بررسی 

  [9]وو و همکاران  رود.  دهی بالا می شکل  افزایش تنش در راستای ضخامت، منحنی حد   نتیجه گرفتند که با

های فلزی به روش المان محدود مورد بررسی  پذیری ورق اثر فشار هیدرواستاتیک را بر شکل   20۱0در سال  

معیار گارسون استفاده کردند. در این پژوهش آنها مشاهده کردند افزایش فشار    قرار دادند و در این بررسی از 

با کنترل جوانه زنی، رشد حفره  اما  تاثیری بر شروع گلویی ندارد  های ریز به طور  ها و ترک هیدرواستاتیک 

اثر تنش در راستای ضخامت    20۱4در سال    [ ۱0] لنگ و همکاران  قابل توجهی کرنش پارگی افزایش یافت.  

مدل   روی شکلM-Kرا طبق  بر  آلومینیوم  ،  آلیاژ  و    فرآیند در    5A06پذیری  کردند  بررسی  هیدروفرمینگ 

خامت،  و افزایش تنش در راستای ض   فرآیند دست آوردند حاکی از آن است که با افزایش دمای  نتایجی که به 

افزایش می شکل ناپایداری پلاستیک    ۱393در سال    [۱۱]عباسی و گردویی  یابد.  پذیری  پژوهشی در مورد 

انجام   سوئیفت  گلویی شدن پخشی  تئوری  کمک  به  فلزی  تخت  ورق  یک  روی  محوره  سه  بارگذاری  تحت 

عیار تسلیم هیل درجه دو مورد بررسی قرار  دادند که در این تحقیق، اثر ناهمسانگردی پلاستیک در ورق با م

آن  که شکل گرفت.  شدند  متوجه  نتایج خود  در  کرنش صفحه ها  و  پذیری  کارسختی  توان  پارامتر  دو  به  ای 

نسبت تنش عمودی وابسته بوده و با افزایش قدر مطلق نسبت تنش عمودی و توان کارسختی، منحنی حد  

در فشارهای   AA6011دهی را برای ورق  ها منحنی حد شکلیابد. آندهی به صورت خطی افزایش می شکل

دهی در تمام  دهد با افزایش تنش عمودی، سطح منحنی حد شکلدست آوردند که نتایج نشان می مختلف به 

اثر فشار سیال بر کشش عمیق ورق آلومینویم    [ ۱2]   پور و همکارانحسین  یابد.مسیرهای کرنش افزایش می 

و مشخص شد افزایش فشار تا یک مقدار معین    د را به کمک فرآیند هیدروفرمینگ گرم بررسی کردن  5052

تولید شده می  فنجان  بهبود ضخامت  پیدا  باعث  افزایش  انجام کشش عمیق  برای  نیروی سنبه  اگرچه  شود، 

 کرد. 
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پذیری  های مختلف از جمله شکل از سوی دیگر، روش پلاستیسیته بلور مورد تحقیق محققان در زمینه 

رای اثر بخشی محاسباتی، تجزیه و تحلیل المان محدود پلاستیسیته بلور  گاهی اوقات ب.  ورق قرار گرفته است

شود. با این حال، تجزیه و تحلیل  ای انجام می ای دوبعدی یا در چارچوب کرنش صفحه در حالت تنش صفحه 

پیش به  قادر  سه تغییرشکلبینی  دوبعدی  صفحه های  برون  جمله  از  نمی بعدی  ، براینعلاوه .  [۱3]باشد  ای 

توان در تجزیه و  موضعی را نمی   تغییرشکلن  باشد و ایموضعی پس از گلویی شدن سه بعدی می   تغییرشکل

امکان اینکه تمرکز تنش در    [۱5] کیم و یون   20۱5در سال . [۱4]سازی کرد  درستی مدلتحلیل دوبعدی به 

( به عنوان نقص عمل کند و در نهایت سبب گلویی شدن شود  هایک مرزدانه )ناشی از عدم انطباق آرایش دانه 

،  CPFEMدر چارچوب    AA6022-T4دین مدل آسیب برای آلومینیوم  ها با پیشنهاد چنرا بررسی کردند. آن 

بینی کرده، با نتایج تجربی کرنش گلویی، شکل و جهت گلویی مقایسه  رفتار گلویی شدن را با این روش پیش 

نتایج تجربی حدود    ی ناحیه بینی شده کردند. حداکثر خطای شکل پیش  با  بود. وانگ و    %24گلویی  درصد 

سال    [ ۱6]همکاران   کوزینسکی  نقص   20۱۱در  و  مارسنیاک  توسط  شده  ارائه  اولیه  برای    [ 3]های  را 

بAZ31Bبرای ورق آلیاژ منیزیم    FLDبینی گلویی موضعی و تشکیل  پیش لور  ، به کمک روش پلاستیسیته 

رفتار    2005در سال    [ ۱7]و همکاران    ایج تجربی مطابقت خوبی داشت. یونا نتبررسی کردند. نتایج عددی ب

ناهمسانگرد ورقسخت آلومینیومی  شوندگی  آلیاژ  به  T4-6022و    O-1050های  کمک روش پلاستیسیته  را 

یجه رسیدند که بعید است جابجایی ریز ساختار تاثیر قابل توجهی بر اختلاف  بلور بررسی کردند و به این نت

در سال    [ ۱8]ژانگ و همکارانش  کرنش مشاهده شده در طول آزمون برش ساده داشته باشد.  -منحنی تنش 

ناهمسانگردی ورق    20۱4 تجربی    AA3103رفتار  و  به صورت عددی  آنیل شده  و حالت  را در حالت سرد 

  5دل تجربی، از آزمایش کشش تک محوره استفاده کردند و برای حل عددی از  مورد بررسی قرار دادند. در م 

،  CPFEMبا    Yld2004استفاده کردند. به علاوه یک روش ترکیبی    CPFEMمدل پلاستیسیته بلوری شامل  

پیش  نتایج  برای  و  تجربی  نتایج  بین  مقایسه  اساس  بر  شد.  استفاده  ورق  در  پلاستیک  ناهمسانگردی  بینی 

روش  دقیق مدل   عددی،  ترکیبی  و همکاران  سازی  هو  معرفی شد.  روش  خواص    20۱6در سال    [۱9]ترین 

بلور با در نظر گرفتن اثرات نرخ کرنش و دما در  را در یک بس  5052ناهمسانگردی مکانیکی آلیاژ آلومینیوم  

آن تغییرشکل تحقیق،  این  در  دادند.  قرار  بررسی  مورد  بزرگ  را  های  آسیب  تکامل  سیر  و  حرارت  اثر  ها 

در نظر گرفتند. این مدل پلاستیسیته بلور در یک تجزیه و تحلیل تک    CPFEMصورت همزمان در روش  به 

مختلف جهت شرایط  برای  پیاده بلور  کرنش  نرخ  و  حرارت  درجه  با  گیری،  مدل  این  نهایت  در  و  شد  سازی 

سازی با ها از مدل تیلور برای مقایسه این شبیه کارگرفته شد. آن کلوین در روش اجزاء محدود به   473دمای  
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به  ده دا قادر  بلور  پیشنهاد شده روش پلاستیسیته  آسیب  مدل  دادند که  نشان  و  کرده  استفاده  تجربی  های 

آلومینیوم  پیش آلیاژ  مکانیکی  پاسخ  همکاران    است.  5052بینی  و  سال    [20]نزویچ  کرنش    20۱0در  اثر 

  را به کمک روش المان محدود پلاستیسیته بلور بررسی کردند.   AZ31سختی ناهمسانگرد بر رفتار دوقلویی  

همکاران   و  سال    [2۱]آدزیما  مدل    Bron&Bessonو    Hill1948های  مدل   20۱7در  با  در    CPFEMرا 

مقایسه  توانایی آن  نازک تحت مسیرهای کرنش مختلف  بسیار  توصیف واکنش مکانیکی ورق مسی  برای  ها 

که   رسیدند  نتیجه  این  به  بهنمی  Hill1948کردند.آنها  را تواند  ناهمسانگرد  کرنش  و  تنش  همزمان  طور 

در نظر گرفته شده   های تجربیبه داده  Bron&Bessonو  Hill1948توصیف کند. همچنین نتایج هردو مدل 

بینی این دو مدل ضعیف ارزیابی شد. در حالی که در  برای کالیبراسیون بسیار حساس بوده و کیفیت پیش 

 توصیف خوبی از تنش و کرنش ناهمسانگرد در کل مسیر دارد.  CPFEMطرف مقابل، 

 نامه ساختار پایان  -7-1

های فلزی همواره  پذیری ورق ر شکل های فلزی سبب شد که بررسی پارامترهای مؤثر بکاربرد وسیع ورق 

پژوهش  اولویت  تئوری ی شکل های حوزه در  این میان  در  باشد.  ب دهی ورق قرار داشته  فیزیکی  سبب  ه  های 

ها  ی این تئوری فرد، از اهمیت بالایی برخوردار هستند. تئوری پلاستیسیته بلور از جمله های منحصربه ویژگی 

تئوری   فلز را توصیف نماید چرا که  تواند فرآیند شکلکوپی می با رویکردی میکروس است. این  گیری جریان 

اصلی   عامل  عنوان  به  را  بلوری  لغزش  مدل،  می   تغییرشکلاین  نظر  در  می پلاستیک  و  رفتار  گیرد  تواند 

پیش را  ناهمسانگرد  کارسختی  یعنی  آن  تکامل  و  مومسان  روش  ناهمسانگردی  که  هنگامی  نماید.  بینی 

شود آن را روش المان محدود پلاستیسته بلور  کار گرفته می ر چهارچوب المان محدود به  پلاستیسته بلور د 

(CPFEM)   روش می گسترش  با  شکلگویند.  نوین  شکل های  و  هیدروفرمینگ  مانند  ورقی  دهی  دهی 

در   هستیم.  ضخامت  راستای  در  تنش  اثر  تحت  فلزی  ورق  رفتار  از  بهتر  درک  نیازمند  الکترومغناطیس، 

پذیری آن توسط محققین  های اخیر مطالعاتی در مورد اثر فشار در راستای ضخامت ورق بر روی شکلسال

به انج اساس مدل نقص هندسی  ام گرفته است.  بر  انجام شده  تحلیلی  بیشتر مطالعات  تجربی،  جز مطالعات 

همچنین،    M-Kمانند   است.  پذیرفته  شکل   CPFEMصورت  مطالعه  قرار  برای  توجه  مورد  فلزی  ورق  پذیری 

می  روش  این  است.  پلاگرفته  ناپایداری  اولیه،  هندسی  نقص  گرفتن  درنظر  بدون  را  ستیک  تواند  ورق  در 

 بینی نماید.پیش
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المان محدود  به روش    AA6022-T4پذیری ورق  بر شکل  ،نامه اثر تنش در راستای ضخامتدر این پایان 

بلور   شد. پلاستیسیته  مطالعه  فصل  پنج  دوم  در  و  اول  فصل  حوزه   ، در  تئوری  شکل مبانی  و  ی  پذیری 

روابط ساختاری مورد نیاز  فصل سوم،  ان شد. در  پلاستیسیته بلور به همراه تحقیقات پیشین در این زمینه بی

در فصل چهارم در ابتدا، نتایج حاصل از تست کشش  سازی بیان و مدل المان محدود ساخته شد.  برای مدل 

هایی اثر تنش در  مقایسه و پارامترها کالیبره شد، سپس با انجام آزمایش  [۱5]با نتایج مرجع    یمدل تحلیل 

بررسی و نتایج ارائه شد. فصل پنجم،    دو محورهو   تک محوره، طی کشش  AA6022-T4راستای ضخامت ورق  

 . داردگیری و پیشنهادهایی برای ادامه کار اختصاص به نتیجه 
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های مورد نیاز از مبحث مکانیک محیط پیوسته و  در ابتدا به تعاریف مباحث اولیه و تئوری در این فصل  

انواع شبکه همچنین روابط مربوطه پرداخ از قبیل  بلورشناسی  به کلیاتی در مورد  های  ته خواهد شد. سپس 

 شود.  های مختصات دکارتی و کروی اشاره می ها و صفحات لغزش، استریوگرافی و سیستم بلوری، سیستم 

 نگاشت تغییرشکل  -1-2

نقاط مادی است. برای توصیف دقیق تغییرشکل، اندازه و    بسیارای از  یک محیط پیوسته شامل مجموعه

پیوسته،  جهت محیط  زمان    بندیپیکره )  𝕭𝟎اولیه    بندیپیکره گیری  در  𝑡0مرجع(  = می   0 شود. تعریف 

شود. در نظر گرفته می  𝑡دلخواه   ، برای این محیط پیوسته در زمان 𝕭𝒕  یافته تغییرشکل بندیپیکره همچنین، 

تغییرشکل هندسه    مفهوم  در  انحراف  هر  معنای  به    بندیپیکره به  می   بندیپیکره نسبت  فرض  مرجع  باشد. 

را می می  پیوسته  و  شود، حرکت محیط  نگاشت هموار  تابع  معرفی یک  با  ,𝐱(𝐗  پذیرمشتق توان  𝑡)    توصیف

𝐗̂کرد تا هر نقطه مادی   ∈ 𝕭𝟎  به یک نقطه ،𝐱̂ ∈ 𝕭𝒕   در زمان𝑡 ،.نگاشت شود 

 : کلی  بطور

(2-۱ ) 𝐱 = 𝐱(𝐗, 𝑡): 𝕭𝟎 → 𝕭𝒕 
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  مجموعه به تواننمی را مادی جدید  نقاط و برد  بین از تواننمی  را موجود مادی نقاط که کنید  فرض حال

  نقطه   یک   که   معنا  این   به  است  دوطرفه )دوسویی(   همچنین  و   پذیرمعکوس ،  نگاشت،  حالت  این   در.  کرد  اضافه

واحد  تغییرشکل    در  مادی  غیر    و  دارد   مطابقت   یافته   تغییرشکل   حالت   در   واحد   نقطه  یک   با   ،یافته حالت 

 :ریاضی  صورت به. بالعکس

 𝐱 = 𝐱(𝐗, 𝑡)  ⇒ 𝐗 = 𝐗(𝐱, 𝑡) 

  دو  توانمی .  است  دشوار  نگاشت،  تابع  از  فیزیکی تعبیر  ، شود  حفظ 𝑡 و 𝐗 هر دوی   در   تغییر  اگر  ،حال  این  با

  ثابت   یدیگر   که   حالی  در   ، آورد  بدست  زمان   یک   در   متغیرها   آن   از  یکی   در   تغییر  فرض   با   را  متفاوت  تعبیر 

𝐗 نقطه مادی  یک  در نتیجه با قرار دادن. شودفرض می  = 𝐗̂ = 𝑐𝑡  (2-۱ ) توان بدست آوردمی : 

 𝐱 = 𝐱(𝐗 = 𝐗̂, 𝑡) ⇒ 𝐱 = 𝐱̂(𝑡) 

در    تابع نگاشت  که  شود فرض می   حال .  کند می  مشخص   را  𝐗̂ نقطه مادی  برای  حرکت  معادله   اصل   در   که 

 𝐗̂ نقطه مادی 𝐚̂(𝑡) شتاب  و 𝒗̂(𝑡) سرعت  توانمی حال    ،را داشته باشد   قابلیت دو مرتبه مشتق گرفتن  ،زمان

 :کرد تعریف  را

 
𝒗̂(𝑡) =

𝑑𝐱̂(𝑡)

𝑑𝑡
   ,   𝐚̂(𝑡) =

𝑑2𝐱̂(𝑡)

𝑑𝑡2
 

  برخوردار   زیادی  اهمیت  از  است  ممکن  نظر  مورد  مادی  نقطه  یک  دینامیک  مطالعهبرای    عباراتی  چنین

 .کند می ن  تسهیل را محیط پیوسته  تغییرشکل  سینماتیک توضیحات اما باشد،

 

 تغییرشکل یافته   بندی پیکرهبندی مرجع در برابر پیکره:  1-2شکل  
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 گرادیان تغییرشکل  -2-2

𝑡  معین  زمان  یک  در  تابع نگاشت  اگر حال = 𝑡̂ خواهیم داشتآنگاه  ، شود ارزیابی: 

(2-2 ) 𝐱 = 𝐱(𝐗, 𝑡 = 𝑡̂) ⇒ 𝐱𝑡̂ = 𝐱(𝐗) 

  فعلی   حالت   در   واحد   نقطه   یک   به   𝑡0  زمان   در   𝕭𝟎  مرجع   حالت  از   را   نقطه مادی   هر   اصل   در   عبارت  این

  نشأت   𝕭𝟎  در  𝐗از نقطه    𝑑𝐗  ذره مادی  یک   شودحال فرض می .  کند می   نگاشت  𝑡̂  در   𝕭𝒕(  یافته  تغییرشکل)

  بسیار  تغییرشکلاز    فوری   درک   یک   ، کرد  تعیین  𝑑𝐱  فعلی  بندیپیکره   در  را   این ذره مادی  بتوان   اگر  .بگیرد

می  𝐗  نقطه  به  نزدیک  کوچک )   .آید بدست  معادله  گرفتن  با مشتق  اینجا  به  2-2در  نسبت   )𝐗   و گذاشتن

 :شودرابطه زیر حاصل می  𝑡̂اندیس 

 𝐱 = 𝐱(𝐗) ⇒  𝑑𝐱 =
𝜕𝐱(𝐗)

𝜕𝐗
∙ 𝑑𝐗 

𝐱(𝐗)��  کمیت

𝜕𝐗
 .شودمی  نامیده  تغییرشکلگرادیان   اصطلاحاً که کند می   تعریف را دوم  مرتبه  تانسور  یک 

(2-3 ) Ϝ = 𝐱𝛁𝐱 =
𝝏𝐱(𝐗)

𝝏𝐗
𝐹𝑖𝑗     یا     =

𝜕𝑥𝑖
𝜕𝑋𝑗

 

 

 یافته نگاشت  تغییرشکل  حالت  به  حالت مرجع  از را  محیط پیوسته نقطه  هر،  تغییرشکل  گرادیان:  2-2  شکل

 کندمی

تغییرشکل  پیوسته   در   شده   تعریف  هایکمیت   مهمترین   از   یکی   گرادیان  محیط    این .  است  مکانیک 

از    های مادی ذره   که   واقعیت  به    بندی پیکره را    𝐅  که   دهد می   نشان   ،کند فعلی نگاشت می   بندیپیکره مرجع 

X + dX

X

dX

x + dx

x(X , t)

F(X + dX,t)

F(X,t)

dx
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  ، دیگر  طرف   از.  گیرداز آنجا نشأت می  ذره مادی  که  است  اینقطه   تغییرشکل  به  مربوط   اطلاعات  کلیه   شامل

 : شود نوشته  زیر  صورت  به د توانمی  نیز ( 3-2)  تعریف

(2-4 ) 𝑑𝐱 = 𝐅 ∙ 𝑑𝐗 

  ها  کمیت  بنابراین  و   ناشی شده است  𝕭𝒕  به   𝕭𝟎  از   انتقال  ۱ژاکوبین   ماتریس  تعریف  از   گرادیان تغییرشکل

  بیان   𝐅  نظر  از   باید   گیریجهت   و   اندازه   ،شکل  تغییرات  رو   این   از .  کند می   تعیین  فعلی  حالت   به  مرجع   از  را

  همچنین   و  ذره مادی  نسبی   گیریجهت  و   طول   در  تغییر  که  داد   نشان   توانمی   تانسور   آنالیز   با  واقع   در .  شود

  گرادیان   شامل  که  شودمی   بیان  عباراتی  توسط   همه  دارد  وجود  محیط پیوسته  در  که  تغییراتی  حجم  و  سطح

 .است 𝐅  تغییرشکل

 

  کوچک  بسیارمادی    ذره دو  بین  نسبی  گیریجهت  تغییرب(    و کوچک  بسیار  مادی   ذره  یک  کشش  الف(  :3-2  شکل

𝑑𝐗  ذره مادی  یک = 𝑑𝑠0𝐍  به  تغییرشکل  بندیپیکره   در  که  ،بگیرید   نظر  در  مرجع  بندیپیکره در    را  

𝑑𝐱 = 𝑑𝑠 𝐧   کوچک  بسیار  های  طول .  شودمی   تبدیل  𝑑𝑠0   و  𝑑𝑠  نظر  از   ترتیب   به  توانمی   را  𝑑𝐗   و  𝑑𝐱    به

 : کرد  بیانصورت زیر 

(2-5 ) 𝑑𝑠0
2 = 𝑑𝐗 ∙ 𝑑𝐗 

(2-6 ) 𝑑𝑠2 = 𝑑𝐱 ∙ 𝑑𝐱 

 

1 Jacobian 

F
F

(الف) (ب)

d X

N

X
x

d x

n

X x
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λمادی به صورت    ذره  𝜆  کشش  نسبت  که  کرد  ثابت  توانمی  = 𝑑𝑠/𝑑𝑠0  که به صورت زیر    شده  تعریف

 : است

(2-7 ) λ = √𝐍 ∙ 𝐅T ∙ 𝐅 ∙ 𝐍     در جاییکه:   𝐍 =
𝑑𝐗

𝑑𝑠0
 

𝐅𝑇  کمیت . 𝐅  این  به  را  راست۱گرین  -کوشی  نسورات  و  شودمی   ظاهر  پیوسته  محیط   تغییرشکل  آنالیز  در  

 :کند می  تعریف صورت

(2-8 ) 𝐂 = 𝐅𝑇 ∙ 𝐅 

 :شودمی   تعریف زیر  صورت به نمایش داده شده است هم𝐁 گرین چپ که با نماد  -کوشی  تانسور

(2-9 ) 𝐁 = 𝐅 ∙ 𝐅𝑇 

,𝑑𝐗1)  ذره مادی  دو   بین   ، یافته  تغییرشکل  حالت   در  زاویه  𝐍1)   و  (𝑑𝐗2, 𝐍2)   (ب  3-  2شکل  ) واقع   در  

,𝐧1 جدید  واحد   بردارهای بین زاویه  𝐧2 آید بدست می به صورت زیر  آن  کسینوس . است: 

(2-۱0 ) cos(𝐧̂1, 𝐧̂2) =
𝐍𝟏 ∙ 𝐂 ∙ 𝐍𝟐
λ1λ2

 

ترتیب    λ2  و   λ1  آن   در   که    تعریف (  7-2)   در   و   هستند   𝑑𝐗2  و  𝑑𝐗1  به   مربوط   کشش   هاینسبتبه 

  یافته   تغییرشکل  بندیپیکره   در   ،بود   𝐍̂  مرجع  حالت  در   آن  عمود  بردار  که   𝑑𝑆0  کوچک  بسیار  سطح.  اند شده

 :شودمی  تبدیل به صورت زیر 2نانسون  فرمول مطابق( الف 4-2شکل )

(2-۱۱ ) 𝑑𝑆

𝑑𝑆0
= (𝑑𝑒𝑡𝐅)√𝐍̂ ∙ 𝐂−𝟏 ∙ 𝐍̂ 

 : به صورت زیر است 𝐧̂ جدید  بردار عمود که حالی  در

(2-۱2 ) 𝐧̂ =
1

√𝐍̂ ∙ 𝐂−𝟏 ∙ 𝐍̂
∙  (𝐍̂ ∙ 𝐅−𝟏) 

 

1 Cauchy-Green 

2 Nanson 
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 [22]  کوچک  بسیار  حجمب(  و  کوچک  بسیار  سطح  تغییرالف(  :  4-2  شکل

باید مورد توجه قرار گیرد    پیروی   ذره مادی  از   کلی   طور  به  𝐧̂  به   𝐍̂  از   عمود  بردار تبدیل    که   این نکته 

  بسیار   سطح   بر   عمود   ،تغییرشکل  هایزمان   تمام  طول  در   𝐧  که   است   ناشی از این(  ۱2-2)   در   تبدیل .  کند نمی

 .بماند  باقی  کوچک

  تبدیل (  ب  4-2  شکل )  𝑑𝑉  به   طبق فرمول زیر   𝑑𝑉0  کوچک   بسیار   حجم   که   داد   نشان   توان می   سرانجام

 :شودمی 

(2-۱3 ) 𝑑𝑉

𝑑𝑉0
= 𝐽 = 𝑑𝑒𝑡𝐅 

 تئوری تجزیه قطبی  -3-2

پذیر  تانسور  هر تانسور   و  متقارن  تانسور  یکصورت حاصلضرب    به  توانمی   را  دوم  مرتبه  معکوس    یک 

  با   همراه   های صلب چرخشکه    متعامد   تنسور  یک  با  د، توانمی   𝐅  پیوسته،   مکانیک  زمینه   در .  کرد  بیان   متعامد 

می   𝐅  حرکت نشان    به .  کند می   بیان   را   خالص  تغییرشکل   متقارن   تانسور  که   حالی   در   شود،   تجزیه دهد،  را 

 : ریاضی صورت

(2-۱4 ) 𝐅 = 𝐑 ∙ 𝐔 = 𝐕 ∙ 𝐑 

 𝐅  تجزیه قطبی (  ۱4-2)  عبارت  و   هستند   فرد منحصربه   𝐑  ،𝐔  ،𝐕  هایتانسور  [ 23]  که  داد   نشان   توانمی 

  ترتیب  به  همچنینمتقارن و همیشه مثبت هستند.  𝐔 ،𝐕متعامد است در حالیکه   𝐑   تانسور .دهد می  نشان را

  𝐕  و   𝐔  بودن   مثبت  همیشه   و   متقارن .  شودمی   گفته   چپ   و   راست  کشش  تانسورهای  ،𝐕و    𝐔به تانسورهای  

(الف) (ب)
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  را   متعامد   پایه   یک  نیز  آنها  بردار ویژه   که  حالی   در  هستند   مثبت   و   حقیقی  آنها  ویژه   مقادیر  که  دهد می   نشان

 𝐕را به عنوان پایه اویلری بردارهای ویژه    𝐧𝑖و    𝐔  پایه لاگرانژی بردارهای ویژه   عنوان   به   𝐍𝑖  .ند کمی   تعریف 

تانسورهای    .شوددر نظر گرفته می  اینصورت  به  راست و چپ می   کششدر  امتداد اصلی خود  از نظر  توانند 

 صورت زیر بیان شوند: 

 الف(  2-۱5)
𝐔 =∑λi𝐍𝑖𝐍𝑖

3

𝑖=1

 

 ب(  2-۱5)
𝐕 =∑λi𝐧𝑖𝐧𝑖

3

𝑖=1

 

-تانسورهای کوشی  نظر  از  ند توانمی   𝐕  و  𝐔است. تانسورهای    𝐕  و  𝐔  ویژه  مقادیر  نمایانگر  λi  آن  در  که

 : به صورت زیر بیان شود کردیم تعریف   را آن قبلاً که   چپ و  راست گرین

 𝐔 = √𝐂  ,    𝐕 = √𝐁 

در    تانسور   ویژه   مقادیر  جذر   عنوان   به   د توانمی   فقط   دوم   مرتبه   تانسور   یک   جذر  که   نکته   این  به   توجهبا  

 ارزیابی  ،هم راستا باشد   تانسور  اصلی  هایامتداد  با  آن   محورهای  ،مختصات  دستگاه  نظر  از  تانسور  صورتی که

دلخواه  ماتریس  یک   جذر  تعیین  فرآیند   ، بنابراین.  شود پذیر    یک   حل   شامل  همیشه  ،𝐀  مستقل   معکوس 

-تانسورهای کوشی  که   دهد می   نشان  ،𝐁  و  𝐂  جذر  عنوان   ترتیب به  به  𝐕  و  𝐔  عبارت.  است  مقدار ویژه  مسئله

 : شوند  بیان آنها اصلی های امتداد به توجه با توانند می  نیز راست و  چپ گرین

 
𝐂 =∑λi

2𝐍𝑖𝐍𝑖

𝟑

𝐢=𝟏

 

 
𝐁 =∑λi

2𝐧𝑖𝐧𝑖

𝟑

𝐢=𝟏

 

 : کرد  بیان زیر  شرح بهلاگرانژی  𝐍𝑖های  جهت و  اویلری 𝐧𝑖  نظر  از توان می را 𝐑  متعامد   تانسور ،سرانجام

(2-۱6 ) 𝐑 = 𝐧𝐍 
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 𝐅تجزیه قطبی :  5-2  شکل

 های کرنشگیری اندازه  -4-2

بالا  که   همانطور   هر   برای   تغییرشکل  به  مربوط   اطلاعات  هر   حاوی  𝐅  تغییرشکل  گرادیان  شد،  گفته  در 

  صلب   هایچرخش  توانمی   که  دهد می  نشان  𝐅  قطبی  تجزیه  ،براینعلاوه .  است  محیط پیوسته  در  نقطه مادی

𝐅  کشش  تانسورهای  نظر  از  را  خالص  تغییرشکل   و   برد   بین   از  را  𝐔   و  𝐕  تانسورهای کرنش   بنابراین.  کرد  بیان  

 :شوند می  کرنش  گیری کلیاندازه  دو  تعریف   به منجرکه  ،د نباش ۱هم محور   𝐕  یا 𝐔هر یک از   با باید 

𝐄(𝑚) الف(  2-۱7) = 𝑓(𝑚)(λ𝑖)𝐍𝑖𝐍𝑖 

𝐞(𝑚) ب(  2-۱7) = 𝑓(𝑚)(λ𝑖)𝐧𝑖𝐧𝑖 

سهبعد  (  الف  ۱7-2)   از  آمده   دست  به  کرنش   هایگیری اندازه   تمام   هایکرنش   عنوان  به ،  𝐍𝑖  2گان از 

 3اویلری  هایکرنش   ،(ب   ۱7-2)  از  آمده   دست  به  کرنش   هایگیری اندازه   درحالیکه  شود،می   گفته  لاگرانژی

 

  خاصیت ،بودن هم محور  نتیجه   در. هستند هم محور ، باشند به صورت قطری  مختصات دستگاه همان در  وانندبت  هم اگر B و A دلخواه  تانسور دو ۱

.𝐀است:   زیر  معنای به   تعویض پذیری 𝐁 = 𝐁. 𝐀  

2 triad 

 .هستند هم محور V با اویلری های  کرنش که حالی در ،هستند هم محور U با   لاگرانژی های کرنش 3

R U

V

F

R
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  کرنش   هایگیری اندازه  ،۱کوچک   هایکرنش   برای  که   شوند   انتخاب  ایگونه   به  باید   𝑓(λ𝑖)  توابع.  هستند 

  نسبت   عنوان  به  λ  کشش  نسبت  اینکه   یادآوری  با.  باشد   سازگار  کوچک،  بسیار  کرنش   تئوری   با  شده  تعریف

 :دهد می  نشان کوچک  بسیار کرنش  نظریه شود،می   تعریف ذره مادی اصلی  طول به فعلی

(2-۱8 ) 𝜀 =
𝑙 − 𝑙0
𝑙0

=
𝑙

𝑙0
− 1 = λ − 1 

λ  اطراف   در  را   𝑓(𝑚)(λ)  توانمی   ، محوریتک   کرنش  حالت   ترینساده   در   حال، = (  کوچک   هایکرنش )   1

 : و نتیجه گرفت داد گسترش 

(2-۱9 ) 
𝐸(λ)|λ→1 = 𝑓

(𝑚)(1) +
𝑑𝑓(𝑚)(λ)

𝑑λ
|
λ→1

(λ − 1) + 𝑂((λ − 1)2) 

λ  به سمت  باید (  ۱9-2)   عبارت  ،سازگاری گفته شده در بالا  از  اطمینان  برای −   منجر   این.  یابد   تقلیل  1

 :شودمی  𝑓(𝑚)(λ𝑖)  توابع برای  زیر  هایمحدودیت  به

 
𝑓(𝑚)(1) = 0  ,

𝑑𝑓(𝑚)(λ)

𝑑λ
|
λ→1

= 1 

𝑓́(λ) همزمانبه طور    که  حالی   در > 0  ∀  λ >   را   فوق  هایمحدودیت   همه  که   هاکرنش   از   ایخانواده   .0

 : شودمی  تعریف زیر  شرح  به  کند می   برآورده

(2-20 ) 
𝑓(𝑚) = {

1

𝑚
(λ𝑚 − 1)  ,   𝑚 ≠ 0

ln λ                 ,   𝑚 = 0
     𝑚 ∈ ℤ 

 نرخ تغییرشکل  -5-2

  آن   سرعت   به برای توصیف حرکت    ،𝐱(𝑡)  موقعیت   برعلاوه   حرکت،   حال   در   جسم  دینامیک   مطالعه   هنگام

𝝊(𝑡)  تغییرشکل  نرخ   ،محیط پیوسته   در   تغییرشکل  سینماتیک   مطالعه   هنگام   به همین صورت.  هم نیاز است  

 

λ  مطابق کوچک  های کرنش ۱ ≅ 𝜆  معادل یا 1 − 1 ≅  هستند.  0
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ابتدا    .شودمی   تعیین   𝐅  خود  تغییرشکل  از  جدا  جسم   در   حرکت   با  مطابق  که  سرعت  میدان برای شروع در 

𝐱(𝐗, 𝑡) شودتعریف می  ، به صورت زیراست : 

(2-2۱ ) 𝝊(𝐱(𝐗), 𝑡) =
𝜕𝐱(𝐗, 𝑡)

𝜕𝑡
 

بعدیبخش   در   منطق   همین  کردن   دنبال  با معین    یک   برای   که   شودمی   مشاهده  های    میدان،  𝑡زمان 

,𝝊(𝐱  سرعت 𝑡)  از  تابعی  𝐱  ازینرو تغییرات یک میدان سرعت    .است𝑑𝝊    در یک همسایگی به اندازه𝑑𝐱    در

 گیرد، لذا: مورد بررسی قرار می  𝐱اطراف نقطه  

(2-22 ) 
𝑑𝝊 = 𝝊(𝐱(𝐗 + 𝑑𝐗), 𝑡) − 𝝊(𝐱(𝐗), 𝑡) =

𝜕𝝊(𝐱, 𝑡)

𝜕𝐱
∙ 𝑑𝐱 

 : شودمی  زیر  شرح به گرادیان سرعت تانسور  تعریف به  منجر  فوق   رابطه

(2-23 ) 
𝐋 = 𝝊𝛁x =

𝜕𝝊(𝐱, 𝑡)

𝜕𝐱
 

 : است زیر  صورت به  بازنویسی قابل(  22-2)  عبارت و

(2-24 ) 𝑑𝝊 = 𝐋 ∙ 𝑑𝐱 

𝑑𝐱با یادآوری رابطه   حال = 𝐅 ∙ 𝑑𝐗    ( ذکر شد و  4-2که پیشتر در بخش )اینکه  به  توجه  با 𝑑𝝊 = 𝑑𝐱̇   و  

𝐅  کلی طور  به = 𝐅(𝑡) نوشت توان ، می : 

 𝑑𝐱 = 𝐅 ∙ 𝑑𝐗 ⇒  
𝜕

𝜕𝑡
(𝑑𝐱) = 𝐅̇ ∙ 𝑑𝐗 ⇒ 𝑑𝝊 = 𝐅̇ ∙ 𝐅−1 ∙ 𝑑𝐱 

 با:

(2-25 ) 𝐅̇ ∙ 𝐅−1 =
𝜕

𝜕𝑡
[
𝜕𝐱(𝐗, 𝑡)

𝜕𝐗
] ∙
𝜕𝐗

𝜕𝐱
=
𝜕

𝜕𝐗
[
𝜕𝐱(𝐗, 𝑡)

𝜕𝑡
] ∙
𝜕𝐗

𝜕𝐱
=
𝜕𝝊(𝐗, 𝑡)

𝜕𝐱
 

  متناوب   صورت   به  د توانمی   سرعت  تانسور گرادیان   که   کنند می   بیان  وضوح   به (  25-2)  و(  23-2)  عبارات

 : شود بیان زیر  صورت  به  تغییرشکل گرادیان   نظر از

(2-26 ) 𝐋 = 𝐅̇ ∙ 𝐅−1 
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  تانسور   یک  و  تقارنم  مجموع یک تانسور  صورت  به  توانمی   را  دوم   مرتبه  تانسور  هر  دانید همانطور که می 

تغییرشکل  کرد.    بیان   متقارن پاد     قسمت  حالیکه   در  شود،می   تعریف   𝐋  متقارن  قسمت   عنوان   به  𝐃نرخ 

 :ریاضی صورت به. کند می  تعریف را تانسور دوران   ،𝐖  متقارنپاد

(2-27 ) 𝐋 = 𝐃 +𝐖 

(2-28 ) 
𝐃 = 𝑠𝑦𝑚𝑚(𝐋) =

1

2
(𝐋 + 𝐋𝐓)  ⇒ 𝐃 =

1

2
(
𝜕𝜐𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝜐𝑗

𝜕𝑥𝑖
) e𝑖e𝑗 

(2-29 ) 
𝐖 = 𝑠𝑘𝑒𝑤(𝐋) =

1

2
(𝐋 − 𝐋𝐓)  ⇒ 𝐖 =

1

2
(
𝜕𝜐𝑖
𝜕𝑥𝑗

−
𝜕𝜐𝑗

𝜕𝑥𝑖
) e𝑖ej 

 𝐃تفسیر فیزیکی   

بررسی مجدد   مادی با  𝑑𝐗  ذره  = 𝑑𝑠0𝐍  به   یافته  تغییرشکل  بندیه پیکر  در   که   مرجع،  بندیپیکره   در 

  𝑑𝑥 = 𝑑𝑠 𝐧  محدود نا  طول   و   شودمی   تبدیل  𝑑𝑠0   و  𝑑𝑠   ارائه(  6-2)  و (  5-2)   عبارات  توسط   ترتیب   به  

به صورت زیر مشتق گرفته    𝑡  به  توجه  با(  6-2)  از  ،𝑑𝑠  کوچک  بسیار  طول  تغییر  نرخ  برای تعیین.  شودمی 

  :شودمی 

 𝜕

𝜕𝑡
(𝑑𝑠2) =

𝜕

𝜕𝑡
(𝑑𝐱 ∙ 𝑑𝐱) ⇒  2𝑑𝑠

𝜕

𝜕𝑡
(𝑑𝑠) =

𝜕

𝜕𝑡
(𝑑𝐱) ∙ 𝑑𝐱 + 𝑑𝐱 ∙

𝜕

𝜕𝑡
(𝑑𝐱) ⇒ 

 2𝑑𝑠
𝜕

𝜕𝑡
(𝑑𝑠) = 𝑑𝐱 ∙ 𝐋𝑇 ∙ 𝑑𝐱 + 𝑑𝐱 ∙ 𝐋 ∙ 𝑑𝐱 ⇒  2𝑑𝑠

𝜕

𝜕𝑡
(𝑑𝑠) = 𝑑𝐱 ∙ (𝐋 + 𝐋𝑇) ∙ 𝑑𝐱 

 2𝑑𝑠
𝜕

𝜕𝑡
(𝑑𝑠) = 2𝑑𝐱 ∙ 𝐃 ∙ 𝑑𝐱 ⇒  

𝑑𝑠

𝑑𝑠2
𝜕

𝜕𝑡
(𝑑𝑠) =

𝑑𝐱

𝑑𝑠
∙ 𝐃 ∙

𝑑𝐱

𝑑𝑠
 

(2-30 ) 1

𝑑𝑠

𝜕

𝜕𝑡
(𝑑𝑠) = 𝐧 ∙ 𝐃 ∙ 𝐧 

واحد   نرخ   ،𝐃،  (𝐷𝑛𝑛)  مستقیم   هایمؤلفه   که   دهد می   نشان(  30-2)  معادله  در  ذره    یک  طول   انبساط 

 . دگیرمی   قرار  𝐧  امتداد با برای لحظاتی هم راستا فعلی، بندیپیکره  در که  دهند می  نشان را  مادی



 تئوری    2 فصل 22

ذره    یک به که را 𝐦  واحد  بردار یک تغییر نرخ باید  ابتدا ،𝐃 برشی هایمؤلفه   فیزیکی تفسیر شروع از قبل

𝑑x  مادی = 𝑑𝑠𝐦  داریم ( ۱-30) معادله  از استفاده  با رو،   این از. شود تعریف است، شده متصل : 

 𝐦̇ =
𝜕

𝜕𝑡
(
𝑑𝐱

𝑑𝑠
) =

1

𝑑𝑠

𝜕

𝜕𝑡
(𝑑𝐱) −

𝑑𝐱

𝑑𝑠2
𝜕

𝜕𝑡
(𝑑𝑠) = 𝐋 ∙ 𝐦 − (𝐦 ∙ 𝐃 ∙ 𝐦) = 

 = (𝐖+ 𝐃) ∙ 𝐦 − (𝐦 ∙ 𝐃 ∙ 𝐦) = 𝐖 ∙ 𝐦+ 𝐃 ∙ 𝐦 − (𝐦 ∙ 𝐃 ∙ 𝐦) = 

 = 𝐖 ∙ 𝐦 + 𝐃 ∙ 𝐦 𝐦 ∙ 𝐦⏟  
𝟏

− (𝐦 ∙ 𝐃 ∙ 𝐦) = (𝐖+ 𝐃 ∙ 𝐦 𝐦 −𝐦 𝐦 ∙ 𝐃) ∙ 𝐦 

مادی   یک  به  که  𝐦  واحد   بردار  یک   𝐦̇  نرخ   که   دهد می   نشان  بالا  عبارت   به  تواند می   است  متصل   ذره 

 : شود بیان زیر  شرح

(2-3۱ ) 𝐦 = 𝐖𝐦 ∙ 𝐦 = −𝐦 ∙ 𝐖𝐦 

 : که جایی

(2-32 ) 𝐖𝐦 = 𝐖+𝐃 ∙  𝐦 𝐦 −𝐦 𝐦 ∙  𝐃 

 اند شده  صلدر موقعیت جاری مت  𝑑𝐱2و    𝑑𝐱1   های مادیذره  به  که   را  𝐦  و  𝐧 دلخواه   واحد   بردار  دو  حال

بگیرید  نظر  در  مقطع  که  ،را  در  𝐱  در  که  قطع    نشان،  ب  3-2  شکل  همانطور  را  یکدیگر  است  شده  داده 

داخلی    حاصلضرب  عنوان   به   توانمی   را  𝑑𝐗2و    𝑑𝐗1  بین  𝜃  زاویه   کسینوس   که  نکته   این   یادآوری   با.  کنند می 

 :، خواهیم داشتکرد  بیان 𝐦  و 𝐧  بین

(2-33 ) 𝐦 ∙  𝐧 = cos 𝜃  ⇒  𝜃̇ = −
1

sin 𝜃

𝜕

𝜕𝑡
(𝐦 ∙  𝐧) 

بررسی    حال 𝐦)∂  مشتقبا  ∙  𝐧)/𝜕𝑡  حسب  را   های ذره   این  بین  نسبی  گیریجهت   تغییر  نرخ،  𝐃  بر 

 .شودمی  تعیین  را  دلخواه

 (𝐦 ∙  𝐧). = 𝐦̇ ∙  𝐧 +𝐦 ∙  𝐧̇
(31−2)
⇒    −𝐦 ∙ 𝐖𝐦 ∙  𝐧 +𝐦 ∙  𝐖𝐧 ∙ 𝐧 = 

 = 𝐦 ∙ (𝐖𝐧 −𝐖𝐦) ∙  𝐧 
(32−2)
⇒    𝐦 ∙  (𝐃 ∙  𝐧 𝐧 − 𝐧 𝐧 ∙  𝐃 − 𝐃 ∙  𝐦 𝐦 +𝐦 𝐦 ∙  𝐃) ∙  𝐧 = 
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 = 𝐦 ∙  𝐃 ∙  𝐧 − cos 𝜃 (𝐷𝑛𝑛 + 𝐷𝑚𝑚) + 𝐦 ∙  𝐃 ∙  𝐧 = 

(2-34 ) = 2 𝐦 ∙  𝐃 ∙  𝐧 − cos 𝜃 (𝐷𝑛𝑛 + 𝐷𝑚𝑚) 

 : گیریممی   نتیجه( 33-2) در ( 34-2) جایگذاری کردن  با و

(2-35 ) 𝜃̇ =
1

sin 𝜃
[(𝐷𝑚𝑚 + 𝐷𝑛𝑛) cos 𝜃 − 2 𝐦 ∙  𝐃 ∙  𝐧] 

𝐦  عبارت  بنابراین  است،  دشوار نسبتا    کلی حالت    این  در (  35-2)  تفسیر عبارت  = 𝐞𝟏  و  𝐧 = 𝐞𝟐   نظر   در  

cos  که  شودگرفته می  𝜃 = sin  و 0 𝜃 =  :خواهیم داشت سپسباشد، می  1

 𝜃̇ = −2𝐞1 ∙  𝐃 ∙ 𝐞2 = −2 𝐷12  ⇒  𝐷12 = −
1

2
𝜃̇ 

  ذره مادی   جفت   یک   بین  زاویه  کاهش  نرخ   ،𝐃،  (𝐷𝑖𝑗)برشی   هایمؤلفه   که  دهد می   نشان  نتیجه  این  حال

هم    𝐞𝑗  و   𝐞𝑖  هایامتداد  با   برای لحظاتی  و   دارند   قرار   𝐱  مقطع   در   فعلی   بندی پیکره  در   که   کنند می   بیان   را

  در   که  مادی   هایذره   نسبی  گیری جهت  تغییر  نرخ  که  دارد  این  بر   دلالت  نیز  بعدی  مورد .  ۱شوند راستا می

 . است صفر ،هستند  هم راستا 𝐃  اصلی  امتدادهای با برای لحظاتی فعلی حالت

به  بحث  این  از   گیرینتیجه با   توجه  بگیرید   است  البج  ، 𝐃  فیزیکی  تفسیر  با  نظر    اگر   حتی  که   در 

  گونه   هیچ   کنند،  بیان  نظر  مورد   نقطه  به   نزدیک   کوچک   بسیار  بطور   را  تغییرشکل  نرخ   بتوانند   𝐃  هایمؤلفه 

𝐄̇  که  ندارد وجود 𝐄  کششی تانسور = 𝐃  باشد. 

 𝐖تفسیر فیزیکی   

یادآوری     استفاده مورد    𝐦  دلخواه   واحد   بردار  تغییر  نرخ  تعریف   برای   که (  32-2)  و(  3۱-2)  معادلات با 

  از  یکی  با، برای لحظاتی  است  ذره مادی  امتداد  در  𝐦  واحد   بردار  در جایی که  خاص  مورد  در.  گرفت  قرار

𝐖𝐦  که   دهد می   نشان(  32-2)  معادله   شود،می   راستا  هم   𝐃  2اصلی   های   امتدادهای = 𝐖  .معنی   بدان  این  

منطبق    𝐃  اصلی   امتدادهای  با  بلافاصله   که   ذره مادی   دوران   عنوان   به   توان می  را   𝐖  تانسور دوران   که   است

 

 .هستند یکدیگر   بر  عمود بنابراین  و ۱

 .شوند می در زمان های مختلف هم راستا  مختلف  های مادیذره با   کلی  طور به  D اصلی های امتداد 2
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  فیزیکی   تفسیر   میتوان   ، [24]  2آیفنتیس   و   ۱آراواس   تحقیقات   به   توجه   با با این حال  .  نظر گرفتشوند، درمی 

  را  آن  توانمی   ،شودناشی می   متقارنپاد  تانسور  یک  تعریف  از  𝐖  که  آنجا  از  .آورد   بدست  𝐖  از  دیگری  جالب

 : نوشت زیر شکل به

 𝐖 = 𝑤3(−𝐞𝟏𝐞𝟐 + 𝐞𝟐𝐞𝟏) + 𝑤1(−𝐞𝟐𝐞𝟑 + 𝐞𝟑𝐞𝟐) + 𝑤2(−𝐞𝟑𝐞𝟏 + 𝐞𝟏𝐞𝟑) 

 

 [22]فعلی  بندیپیکره  در  𝐦واحد   بردار  یک  گیری جهت :  6-2  شکل

  شکل  در   که   𝐦  دلخواه   واحد   بردار   همچنین هستند.    مختصات  محورهای   امتداد   در   واحد   بردارهای   𝐞𝑖  که 

 :شودمی   بیان زیر  صورت  به نشان داده شده است 2-6

 𝐦 = cos 𝜃3 cos𝜙3 𝐞1 + sin 𝜃3 cos𝜙3 𝐞2 + sin𝜙3 𝐞3 

 : به صورت زیر یافت توانرا می  𝜃3  تغییر  نرخو 

(2-36 ) 𝜃̇3 = 𝑤3 + tan𝜙3 (−𝑤2 sin 𝜃3 + 𝑤1 cos 𝜃3) +
1

2
(𝐷22 − 𝐷11) sin 2𝜃3

+ 𝐷12 cos 2𝜃3 + tan𝜙3 (−𝐷13 sin 𝜃3 + 𝐷23 cos 𝜃3) 

 :است تعریف شده  زیر  صورت به  𝑥3  محور در  موضعی  چرخش  نرخ میانگین

 

1 Aravas 

2 Aifantis 
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(2-37 ) 
〈𝜃̇3〉 =

1

2𝜋2
∫ ∫ 𝜃̇3

2𝜋

0

𝑑𝜃3𝑑𝜙

𝜋/2

−𝜋/2

 

 :دهد به صورت زیر نتیجه می  ترکیب شود( 36-2)  باوقتی  که 

(2-38 ) 〈𝜃̇3〉 = 𝑤3 

 : داد نشان به صورت زیر  توانمی  ،𝑥2  و 𝑥1  محورهای  به مربوط  هایچرخش به  توجه  با ، طور مشابه به

(2-39 ) 〈𝜃̇1〉 = 𝑤1 

(2-40 ) 〈𝜃̇2〉 = 𝑤2 

دوران    که  دهد می   نشان(  40-2تا    38-2)  معادلات دوران   ،𝐖تانسور    اطراف  هایامتداد  تمام  میانگین 

 . است مادی نقطه  یک

 های تنش گیری اندازه  -6-2

 ۱حجمی   نیروهای   ،[ 23]  شودگرفته می   درنظر  نیرو  نوع  دو  عمدتا  پیوسته،محیط    مکانیک   مسائل  اکثر  در

  چگالی   که  معنی  این  به  ،شوند می   تعریف  نیرو  چگالی  عنوان  به  حجمی  نیروهای.  یسطح  کششنیروهای    و

  از .  شودمی   𝐛𝑑𝑉  نیروی  یک  ایجاد  به  منجر   کند می   عمل   𝑑𝑉  جزء حجمی  یک  روی   بر  که  𝐛  حجمی   نیروی 

  عمل   حجم   سطح  واحد   در   که  شودمی   تعریف   نیرویی   عنوان   به   منطقی   طور  به  یسطح   کشش  دیگر  طرف

  در   را   𝐧  بردار عمود   است  لازم  ،یسطح   کشش  کامل  توصیف  منظور   به .  شودمی   مشخص   𝐭با عنوان    و   کند می 

 . داد قرار  ،کند می  عمل آن  𝐭  در  که سطحی  عنصر

را    است  شده  شناخته  کوشی   وجهی   چهار  به عنوان  فعلی،  بندیپیکره   در   7-2  شکل  در  که  وجهی  چهار

بگیرید   چهاروجهی .  باشد می   𝐞𝑖  جهت  امتداد  در  وجهی  چهاراز    وجه  سه   به  واحد   عمودهای  ،𝐧𝑖  .درنظر 

  𝑑𝐴𝑖  سطح  مساحت  دارای   ترتیب  به  ،𝐧𝑖  عمودهای  با  هایی   وجه  که  حالی  در   کند،می   اشغال  را   𝑑𝑉حجم

  .شودمی   مشخص  𝐧  صورت  به   آن  به  مربوط  واحد عمود    و  𝑑𝐴  مورب  وجه  سطحمساحت    سرانجام،.  هستند 

 

 .باشد  غیره و مغناطیسی نیروهای  ،الکترواستاتیک  نیروهای  ،گرانشی نیروهای  تواند  می حجمی نیروی  شاخص های  نمونه ۱
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توان  می  را  میکنند عمل    𝐞𝑖با توجه به سیستم مختصات    𝑑𝐴𝑖که بر روی سطوح    𝐭𝑖ی  کشش  نیروهای  اکنون

 : صورت زیر بیان کردبه 

(2-4۱ ) 𝐭𝑖 = 𝜎𝑖1𝐞1 + 𝜎𝑖2𝐞2 + 𝜎𝑖3𝐞3 = 𝜎𝑖𝑗𝐞𝑗 

 

 کندمی عمل  فعلی   بندی پیکره  در  𝒅𝑽دلخواه    مثلثی   حجم   یک روی  بر  که  𝐭 کششی  بردار:  7-2  شکل

 توان نوشت:می  وجهی،  چهار در  نیوتن  حرکت دوم   قانون از استفاده  با

 ∑𝐅 = 𝜌𝐚𝑑𝑉 ⇒ 𝐭𝑑𝐴 − 𝐭𝑖𝑑𝐴𝑖 + 𝜌𝐛𝑑𝑉 = 𝜌𝐚𝑑𝑉 ⇒ 𝐭 = 𝐭𝑖
𝑑𝐴𝑖
𝑑𝐴⏟
𝐧𝑖

+ 𝜌(𝐚 − 𝐛)
𝑑𝑉

𝑑𝐴⏟
1
3
ℎ

 

ℎ  حد   مورد   در .  است  مبدأ  و  مایل  وجه  بین   فاصله  ترینکوتاه   یا  وجهی  چهار  ارتفاع  ℎ  که   جایی → 0 

 : کرد  تنظیم زیر  به صورت توانمی  را  فوق  معادله 

(2-42 ) 𝐭 = 𝐭𝑖𝐧𝑖  ⇒ 𝐭 = 𝐧 ∙  𝐞𝑖𝜎𝑖𝑗𝐞𝑗⏞    
𝛔

 ⇒ 𝐭 = 𝐧 ∙  𝛔 

محیط    دلخواه   کوچک  بسیار  سطح   هر  روی  بر  که   کششی   بردار   هر   که   دهد می   نشان (  42-2)  معادله 

 : شود کوشی تنش  تعریف   به منجر و  شود بیان  𝜎𝑖𝑗 هایکمیت  لحاظ  از تواند می  کند،  عمل پیوسته

(2-43 ) 𝛔 =  𝜎𝑖𝑗𝐞𝑖𝐞𝑗 



 27 27تئوری   2 فصل

 

  فعلی   بندیپیکره  سطح  عنصر  یک  روی   فعلی،  بندیپیکره   در  سطح  واحد   در  نیروام     𝑗  لفه ، مؤ𝜎𝑖𝑗  مؤلفه 

به    𝛔  از  فعلی  بندیپیکره   در  را  ۱کرشهف   تنش  همچنین  ما.  کند می   بیانرا    است،  𝑖  عمود آن در امتداد  که

 : کنیممی  تعریف  صورت زیر 

(2-44 ) 𝛕 = 𝐽𝛔 

  استفاده  مورد   یفلز   پلاستیسیته   برای   عددی   هایالگوریتم   در   ایگسترده   طور  به  𝛕تانسور تنش کرشهف  

ثابت  یفرآیند   رایج،   فلزات  مومسان   تغییرشکل  زیرا  گیرد،می   قرار حجم    و   کوشی   تنش   دو   هر.  است  با 

. اند شده   تعریف   ، یافته  تغییرشکل   سطح   واحد   هر  در  نیرو   گیریاندازه   همچنین برای  و   فعلی  حالت   در  فرشهک

  دشوار   آن  تعیین   که   است   تغییر   حال   در   دائماً  تغییرشکل  با   ، فعلی  حالت  در   یسطح   عنصر   یک   𝐧عمود واحد  

واحد   ،مقابل  در.  است که    مرجع  حالت  در  یسطح  عنصر  یک  𝐍  عمود    زیرا  ،است  ترآسان  آن  تعییناست 

 : شودبه صورت زیر می  𝛔  نامی تنش  تعریف  موجب امر  این. است شده شناختهبدون تغییرشکل آن   هندسه

(2-45 ) 𝐓 = 𝐽 𝐅−1 ∙  𝛔 

  عنصر   یک  بر روی  ،مرجع  بندیپیکره   در  را   سطح  واحد   در  نیرویام    𝑗  مؤلفه   ،𝑇𝑖𝑗مؤلفه    حالت  این  در

 .کند می  بیان ، بود تغییرشکل  بدون حالت در 𝑖  امتداد  در  آن  عمود  که فعلی  بندیپیکره  از  یسطح

واحد   بیان   با  یکوش   تنش  طریق  از   نامی  تنش حسب  𝐧  عمود    با  توان می   که   شودمی   حاصل  𝐍  بر 

باشد چرا که  نامی متقارن نمی   تنش   که   باشید   داشته  توجه .  آورد  بدست(  ۱2-2و    ۱۱-2)  معادلاتبکارگیری  

𝐅   اول   2کرشهف-پیولا  تنش  همچنین   . نیست  متقارن   تعریف به صورت    نامی  تنش   ترانهاده   عنوان   به   مرتبه 

 :شودمی 

(2-46 ) 𝐏 = 𝐽 𝛔𝑇 ∙  𝐅−𝑇 = 𝐓𝑇 

مرتبه -پیولا  تنش به    و   کرشهف  تنش   نظر   از   و   شده   تعریف  مرجع   بندیپیکره   در   دوم   کرشهف  کوشی 

 :است شده  بیان صورت زیر 

 

1 Kirchhoff 

2 Piola-Kirchhoff 
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(2-47 ) 𝐒 = 𝐅−1 ∙  𝛕 ∙  𝐅−𝑇 = 𝐽 𝐅−1 ∙  𝛔 ∙  𝐅−𝑇 

  مؤلفه  یک   به   𝐅  تغییرشکل   گرادیان   آن   در   که   محدود   تغییرشکل  ستیسیتهالاستوپلا  در   ۱ماندل   تنش

 : شودمی  تعریف   زیر شرح  به  ،شودمی  تجزیه 𝐅𝑝  پلاستیک مؤلفه یک و   𝐅𝑒 الاستیک

(2-48 ) 𝚺 = 𝐂𝑒 ∙  𝐒𝑒 

کرشهف مرتبه دوم  -پیولا  الاستیکتنش    𝐒𝑒  و  𝐅𝑒  به   مربوط   گرین-تانسور راست کوشی  𝐂𝑒  که   جایی

 . است

های  حالت  که   است  نهفته   اصلی   فرضیه   این   در  کرنش   و   تنش   هایگیری اندازه   این   همه   تعریف   دلیل 

  کاربردهای   برای  کرنش  و  تنش  انتخاب  ، حال  این  با.  باشند   متفاوت  کلی   طور  به  است  ممکن   فعلی   و   مرجع 

ها   و  هاتنش .  نیست  دلخواه   فرآیند   یک  مهندسی به صورت    شوند   انتخاب  جفتی   صورت  به  باید   کرنش  که 

  بیان   را   مجازی   کار  نوعی  باید   کرنش   و   تنش   حاصلضرب نرخ   که   معنا  این   به  ، مزدوج در جهت کار هستند 

 با   کتابشناسی  در  معمولاً  که  را  کرنش مزدوج در جهت کار-تنش   نرخ  هایجفت  از  برخی   ۱-2  جدول.  کند 

 . [22]  کند می خلاصه  ،شویممی  روبرو  آنها

 [22]کرنش مزدوج با نرخ کار-های نرخ تنشجفت:  1-2  جدول

 نرخ کار نرخ کرنش  تنش 

 𝛔 𝐃 𝜎𝑖𝑗𝐷𝑖𝑗 نرخ کار در واحد حجم تغییرشکل یافته

 نرخ کار در واحد حجم بدون تغییرشکل

𝛕 𝐃 𝜏𝑖𝑗𝐷𝑖𝑗  

𝐓 𝐅̇ 𝑇𝑖𝑗𝐹̇𝑖𝑗 

𝐏 𝐅̇𝑇 𝑃𝑖𝑗𝐹̇𝑗𝑖 

𝐒 𝐄̇𝐺  𝑆𝑖𝑗𝐸̇𝑖𝑗
𝐺  

𝚺 𝐄̇𝐺  Σ𝑖𝑗𝐸̇𝑖𝑗
𝐺  

 

1 Mandel 
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 اصول مکانیک محیط پیوسته  -7-2

 بقای جرم 

  مکانیک   اصل  اولین  گفته  این.  شود  حفظ   باید   پذیرتغییرشکل  جسم  یک  در  𝑑𝑉المان حجم   هر  کلی  جرم

 : شود بیان  زیر انتگرالی  صورت به د توان می  و  است پیوسته  محیط 

 
𝑚̇ = 0 ⇒  

𝑑

𝑑𝑡
∫𝜌𝑑𝑉 

 

𝑉

= 0  ∀𝑉 ⇒  ∫𝜌𝑑𝑉 

 

𝑉

= ∫𝜌0𝑑𝑉0 

 

𝑉0

 ∀𝑉 ⇒  ∫𝜌𝑑𝑉 

 

𝑉

= ∫
𝜌0
𝐽
𝑑𝑉 

 

𝑉0

 ∀𝑉 ⇒ 

(2-49 ) 
∫(𝜌 −

𝜌0
𝐽
) 𝑑𝑉

 

𝑉

= 0  ∀𝑉 ⇒  𝜌𝐽 = 𝜌0 

𝐽  که  = det𝐅.  معنا  این  به   ، است  محدود  مخصوص یک محیط پیوسته   جرم  که  دهد نشان می   نتیجه  این  

پیوسته  در  هازمان   یتمام  در  باید   𝜌 𝐽  حاصلضرب   که   ،براینعلاوه .  باشد   ثابت  ،تغییرشکل  طی   در  محیط 

 :  آورد بدستبه صورت زیر  را(  49-2)  نرخ فرمتوان می 

(2-50 ) 𝑑

𝑑𝑡
(𝜌 𝐽) =

𝑑

𝑑𝑡
(𝜌0) ⇒  𝜌̇ 𝐽 + 𝜌 𝐽̇ = 0 

 که  کنید  توجه  اما

(2-5۱ ) 𝐽̇ = 𝐽 𝐿𝑘𝑘 = 𝐽 𝐷𝑘𝑘 = 𝐽 𝜐𝑘,𝑘 = 𝐽 𝛁 ∙  𝜐 

 : داریم(  5۱-2)  و(  50-2)  ترکیب با ،بنابراین

(2-52 ) 𝜌̇ + 𝜌 𝛁 ∙  𝝊 = 0 

 .کند می  تعریف   را پیوستگی  معادله که 

 تعادل اندازه حرکت خطی  

 :است زیر  شرح  به کند می  اشغال را 𝑉  حجم  که  پذیر تغییرشکل  یک محیط پیوسته 𝒍  خطی اندازه حرکت

(2-53 ) 
𝒍 = ∫𝜌𝝊𝑑𝑉

 

𝑉
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  انتقال   تئوری   از   استفاده   با(  53-2)  از   مستقیماً  د تواناست، می   𝒍̇  که به صورت   ، خطی  اندازه حرکت نرخ    و

 :شود حاصل ۱رینولد 

(2-54 ) 
𝒍̇ = ∫𝜌𝝊̇𝑑𝑉

 

𝑉

= ∫𝜌𝐚𝑑𝑉

 

𝑉

 

به صورت    کلی  طور   به   ،کنند می   عمل   یک محیط پیوسته  𝑉  المان حجم دلخواه  در   که   Σ𝐅نیروهای کلی  

 :شودمی  بیان سطحی  بارهای و  جسمی نیروهای مجموع 

(2-55 ) 
Σ𝐅 = ∫𝜌𝐛𝑑𝑉

 

𝑉

+∫𝐭𝑑𝑆

 

𝑆

 

  جسم   𝑉  المان حجم   هر   بر روی   که   نیروهای کلی   که   است   آن   خواستاراصل تعادل اندازه حرکت خطی  

 :است زیر  شرح  به  دوم  مورد . باشند  برابر  المان حجم آن  خطی  اندازه حرکت نرخ  با باید  کنند می  عمل

(2-56 ) Σ𝐅 = 𝒍̇  ∀𝑉 

 : آید بدست می  زیر  معادله  جبری محاسبات انجام  و(  56-2)  در( 55-2)  و(  54-2) با جایگذاری

 
∫(𝝈 ∙  𝛁 + 𝜌𝐛 − 𝜌𝐚)𝑑𝑉

 

𝑉

  ∀𝑉 ⇒ 

حجم  هر  برای  باید   فوق  معادله  که  آنجا  از پیوسته  در  𝑉  المان    قضیه   از  توانمی   ،باشد   برقرار  محیط 

 : کرد استفاده  سازی  موضعی

(2-57 ) 𝝈 ∙  𝛁 + 𝜌𝐛 = 𝜌𝐚 

  معادلات   ،ساختاری  معادلات   و   سینماتیک   با  همراه  که   شودمی   گفته   تعادلی   معادلات   به (  57-2)  عبارت

 .دهند می  تشکیل را 2( BVP) مرزی  مقدار

 

1 Reynold 

2 Boundary Value Problem 
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 ایتعادل اندازه حرکت زاویه  

 :است صورت زیر  به کند می  اشغال را 𝑉  حجم  که   ،پیوسته پذیر تغییرشکل  جسم 𝐇  ایزاویه   اندازه حرکت

(2-58 ) 
𝐇 = ∫𝜌𝐫 × 𝝊𝑑𝑉

 

𝑉

 

  اندازه حرکت نرخ    ، رینولد   انتقال   تئوری   از   استفاده  با  ، مجددا.  است  مادی   نقطه   بردار  دهندهنشان    𝐫  که

 : شودبیان می زیر  صورت  به ایزاویه 

(2-59 ) 
𝐇̇ = ∫𝜌(𝐫̇ × 𝝊 + 𝐫 × 𝝊̇)𝑑𝑉

 

𝑉

= ∫𝜌(𝝊 × 𝝊 + 𝐫 × 𝐚)𝑑𝑉

 

𝑉

= ∫𝜌𝐫 × 𝐚𝑑𝑉

 

𝑉

 

به صورت    کلی  طور  به   کنند می   عمل  محیط پیوسته   𝑉  المان حجم دلخواه   یک  در   که  هاییممان   مجموع 

 :شوند می   بیان زیر

(2-60 ) 
Σ𝐌 = ∫𝜌𝐫 × 𝐛𝑑𝑉

 

𝑉

+∫𝐫 × 𝐭𝑑𝑆

 

𝑆

 

  محیط پیوسته   در  المان حجم   هر   در  هامجموع ممان   تا  کند می   ایجاب  ایزاویه   اندازه حرکت بقای    اصل

 :است زیر  شرح  به  که  باشد  المان حجم  آن ایزاویه  اندازه حرکت نرخ  با برابر ، پذیر تغییرشکل

(2-6۱ ) 𝐇̇ = Σ𝐌  ∀𝑉 

جایگذاری حاصل    نهایت  در  ۱جبری  محاسبات  انجام  و(  6۱-2)  در(  60-2)  و (  59-2)  با  زیر  نتیجه 

 :شودمی 

(2-62 ) 𝑒𝑖𝑗𝑘𝜎𝑗𝑘 = 0 

𝑖  برای  فوق  2عبارت  با محاسبه =  : داریم و2و3۱

 

 . است نیاز  مورد ی حجم های انتگرال  به سطحی  های انتگرال  تبدیل برای  نیز واگرایی  قضیه ۱

 .است آزاد اندیس  یک 𝑖  زیرا  است معادله 3 اصل  در( 62-2)  عبارت که باشید  داشته توجه 2
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(2-63 ) 𝛔 = 𝛔𝑇 

 .است متقارن  𝛔  کوشی  تنش تانسور  دهد می  نشانکه 

 بقای انرژی  

  کل   انرژی   توان می  ،شودمتحمل می   را  ۱حرارتی   و  مکانیکی  هایپدیده   فقط   محیط پیوسته   اینکه  فرض  با

 : کرد بیان  زیر شرح به  آن  درونی و  جنبشی  هایانرژی  مجموع  صورت به  را

(2-64 ) 
𝐸 = 𝐾 + 𝑈 = ∫

1

2
𝜌𝝊. 𝝊𝑑𝑉

 

𝑉

+ ∫𝜌𝑢𝑑𝑉

 

𝑉

 

دهنده  𝝊  که   سطح  واحد   در  جسم  درونی   انرژی  نشانگر  𝑢  و   است  پیوسته محیط    سرعت  میدان   نشان 

  سطحی   ییگرما  شار  مؤلفه  یک   ،حرارتی  مؤلفه  یک  مجموع  عنوان  به   د توانمی   منبع انرژی جسم  اکنون.  است

 :شود بیان ، به صورت زیر خارجی نیروهای وجود دلیل   به مؤلفه یک  و

(2-65 ) 
𝐼 = 𝑅 + 𝑄 + 𝑃 = ∫𝜌𝑟𝑑𝑉

 

𝑉

−∫𝐪 ∙ 𝐧𝑑𝑆

 

𝑆

+ ∫𝜌𝐛 ∙ 𝝊𝑑𝑉

 

𝑉

+∫𝐭 ∙ 𝝊𝑑𝑆

 

𝑆

 

  ایجاب   انرژی   بقای اصل.  است  سطح   واحد   هر  در   حرارتی   توان   𝐪  و  جرم  واحد   در  شده   تولید   گرمای   𝑟  که 

 : شود بیان زیر  صورت  به د توانمی  که باشد  جسم در کلی  انرژی  نرخ  با برابر باید  انرژی جسم  منبع که  کند می 

(2-66 ) 𝐼 = 𝐸̇  ∀𝑉 

 :شود، نتیجه زیر حاصل می 3جبری  محاسبات انجام  و ( 65-2و   64-2) از 𝐼  و𝐸̇  2 با جایگذاری

(2-67 ) 𝜌𝑢̇ = 𝛔 ∶ 𝐃 + 𝜌𝑟 − 𝛁 ∙ 𝐪 

 

  فقط  سادگی  خاطر  به بخش  این  در اما  .کرد بیان نیز ( غیره و  مغناطیسی ، الکترواستاتیک  یعنی)  دیگر  هایپدیده فرض با   توانمی را فرض  این ۱

 شوند. می فرض محیط پیوسته در حرارتی و مکانیکی هایپدیده

 . است نیاز مورد 𝐸 از 𝐸̇ بررسی  برای رینولد  تئوری انتقال 2

 . است نیاز مورد یحجم هایانتگرال به سطحی  هایانتگرال  تبدیل برای  نیز واگرایی  قضیه 3
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 آنتروپی  

 : است زیر شرح  به  محیط پیوسته است که  در  𝑉  برابر سطح زیر ناحیه 𝑆  آنتروپی

(2-68 ) 
𝑆 = ∫𝜌𝑠𝑑𝑉

 

𝑉

 

  مجموع   صورت  به  ،𝑉  المان حجم  در  را  𝐼𝑠  آنتروپی  ورودی   نرخ  سپس.  است  جرم  واحد   در  آنتروپی  𝑠که  

 شود:ی، تعریف می سطح  گرمای شار مؤلفه یک  و  حرارت تولید  مؤلفه   یک ؛ اصلی مؤلفه   دو

(2-69 ) 
𝐼𝑠 = ∫

𝜌𝑟

𝜃
𝑑𝑉

 

𝑉

−∫
1

𝜃
𝐪 ∙ 𝐧𝑑𝑆

 

𝑆

 

  همیشه   آنتروپی   نرخ  که   کند می   ایجاب   ترمودینامیک  دوم   قانون   .است  مطلق  حرارت  درجه   𝜃  آن   در   که 

 : داریم  ریاضی صورت به . باشد  محیط پیوسته 𝑉  المان حجم هر  در  آنتروپی   ورودی نرخ ۱مساوی  یا بیشتر باید 

(2-70 ) 𝑆̇  ≥  𝐼𝑠  ∀𝑉 

 : تواند به صورت زیر دوباره بیان شودمی  نامساوی این

(2-7۱ ) 𝑠̇ ≥
𝑟

𝜃
−
1

𝜌
 𝛁 ∙  (

𝐪

𝜃
) 

محدودیت  کلازیوس ،  فوق  به  (  67-2)  در   موجود  انرژی   تعادل   از   .شودمی   گفته   نیز   2دوهم -نامساوی 

 : توان بدست آوردعبارت زیر را می 

(2-72 ) 𝛔 ∶ 𝐃 −
1

𝜃
𝐪 ∙ 𝛁𝜃 − 𝜌(𝜓̇ + 𝑠𝜃̇) ≥ 0 

𝜓  صورت   به  ۱هلمهولتز  آزاد  انرژی  𝜓  که  جایی = 𝑢 − 𝑠 𝜃  دوهم -کلازیوس   نامساوی.  است  شده  تعریف  

  مورد   ساختاری  توابع  برای  هاییمحدودیت   ارائه  با  خاص،  ساختاری  مدل  یک  توسعه   در   بسیاری  اهمیت  از

 .است برخوردار، آنهابه   وابسته متغیرهای همچنین و  استفاده

 

 گیرد. صورت می پذیر  برگشت  هایفرآیند در  فقط مساوی ۱

2 Clausius–Duhem 
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 ها عینیت و نرخ  -8-2

𝐱  حرکت = 𝐱(𝐗, 𝑡)   تغییرشکل  گرادیان   با   را  𝐅(𝐗, 𝑡)   تصور   را   صلب   جسم   یک   حرکت   و   بگیرید   نظر   در  

 : درنتیجه ،کنید 

 𝐱̅(𝐗, 𝑡) = 𝐐(𝑡) ∙ 𝐱(𝐗, 𝑡) + 𝐜(𝑡) 

𝐐(0)  با   متعامد   تانسور   یک   𝐐(𝑡)  که  = 𝜹  انتقال  و   است  𝐜(𝑡)    مانند𝐜(0) =   𝐱̅  و   𝐱  حرکت  دو .  است  𝟎

  را   𝐱̅  جدید   حرکت   به   مربوط   𝐅̅  تغییرشکل  گرادیان.  است  شده   داده   نشان  8-2  شکل   در   شماتیک   صورت  به

 : کرد بیان به صورت زیر آسانی  به فوق  معادله دیفرانسیل  با توانمی 

 𝐅̅(𝐗, 𝑡) = 𝐐(𝑡) ∙ 𝐅(𝐗, 𝑡) 

های کمی و کیفی یک مقدار عینی، تحت تاثیر شرایط مختلف  عینیت درواقع به این معناست که، ویژگی 

  تانسورهای   توانمی   ،است  شده  ثبت  مختلف   ناظر  دو  توسط   𝐱̅  و  𝐱  حرکت  دو   اینکه   فرض   با  گیرد.قرار نمی 

 :کرد تعریف  زیر صورت به را عینی

تأثیر  ناظر بی   حرکت  تحت   که   هستند   عینیتنها در صورتی    𝕭𝟎  در  شده  تعریف  لاگرانژی   تانسورهای .  ۱

 : باشند 

 𝐚̅(𝐗, 𝑡) = 𝐚(𝐗, 𝑡) 

 𝐀̅(𝐗, 𝑡) = 𝐀(𝐗, 𝑡) 

  تغییر   شرایط زیر  با   مطابق  که   هستند   عینی  صورتی   در  تنهانیز    𝕭𝒕  تعریف شده در   اویلری  تانسورهای .  2

 :کنند 

 𝐚̅(𝐱̅, 𝑡) = 𝐐(𝑡) ∙ 𝐚(𝐗, 𝑡) 

 

1 Helmholtz  
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 𝐀̅(𝐱̅, 𝑡) = 𝐐(𝑡) ∙ 𝐀(𝐗, 𝑡) ∙ 𝐐𝑇(𝑡) 

مرتبه دوم3 تانسورهای  زیر  با  مطابق  که   هستند   عینی  صورتی   در   تنهاای هم  نقطه   دو   .    تغییر   شرایط 

 :کنند 

 𝐀̅ = 𝐐(𝑡) ∙ 𝐀     یا   𝐀̅ = 𝐀 ∙ 𝐐𝑇(𝑡) 

  ، اینقطه   دو  عینی  𝐅  تغییرشکل  گرادیان   که   داد   نشان   توانمی   راحتی  به   تعاریف   این   از  استفاده   با

  تنش   و   اویلری   عینی  نیز   𝐃  تغییرشکل   نرخ . همچنین  هستند   اویلری   عینی   𝛕کرشهف    و   𝛔  کوشی   هایتنش

مرتبه    تانسور   یک  اگر   ،براینعلاوه .  هستند   لاگرانژی  عینی   𝚺 و   𝐒 که  حالی  در  ،است   ایعینی دو نقطه   𝐓عمود 

  یک   𝐀  اگر  ،مقابل  در.  است  لاگرانژی  عینی  نیز  𝐀̇  نرخ  که  کرد  ثابت  توانمی   ،باشد   لاگرانژی  عینی  𝐀  دوم

  اویلری   عینی   تانسورهای  هاینرخ   ، حال  این  با .  ۱نیست   عینی   تانسور   یک   𝐀̇   نرخ   ، باشد   اویلری   عینی   تانسور

برای    قوانین  در  خصوصاً  ،پیوسته  محیط   مکانیک  در  اغلب  کرشهف  و  کوشی  هایتنش  مانند  ساختاری 

  اویلری   عینی   نرخ   اصطلاح   تعریف   به   منجر   مورد بعدی .  هستند   ضروری   ، ی محدودهاچرخش   و   هاتغییرشکل

 .است شده  ارائه 3-2 جدول در   [25]  آنها ترینکه متداول  شودی باهم می چرخش

  که   باشد   ایگونه   به  ساختاری  قانون   در   استفاده   مورد   کرنش  و  های تنشنرخ   که  خواهد می   عینیت  اصل

  از   یکی   اجرای   نیازمند   کوشی   تنش   نظر   از   2ساختاری  قانون   تعریف   ،بنابراین.  باشد   عینی   ساختاری   مدل

 . است اویلری عینی 𝛔  زیرا  ،است 2-2  جدول در شده  تعریف عینی هاینرخ 

 

 

 

 

 

 

 . باشد  اویلری عینی نیز  کوشی  تنش  خود اگر  حتی ،نیست عینی σ̇ کوشی   تنش نرخ ،مثال عنوان  به  ۱

 .شودمی معرفی نرخ شکل به   ساختاری  قانون که  معناست  بدان  این 2
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 [ 22] های عینی یک تانسور مرتبه دوم اویلری  نرخ : 2-2  جدول

 تعریف  نرخ 

∘𝐀 ۱تروسدل  = 𝐀̇ − 𝐋 ∙ 𝐀 − 𝐀 ∙ 𝐋𝑇 + tr[𝐋]𝐀 

⊡𝐀 2اولدروید  = 𝐀 − 𝐋 ∙ 𝐀 − 𝐀 ∙ 𝐋𝑇 

∗𝐀 3ریولین -کاتر = 𝐀̇ + 𝐋𝑇 ∙ 𝐀 + 𝐀 ∙ 𝐋 

△𝐀 4نقدی -گرین = 𝐀̇ − (𝐑̇ ∙ 𝐑𝑇) 𝐀 + 𝐀 ∙ (𝐑̇ ∙ 𝐑𝑇) 

∇𝐀 5جومن = 𝐀̇ −𝐖 ∙ 𝐀 + 𝐀 ∙ 𝐖 

 

 جسم صلب  حرکت  ایجاد یک از  بعد و  قبل  یافته  تغییرشکل  هایحالت  و  مرجع  حالت:  8-2  شکل

 

 

1 Truesdell 

2 Oldroyd 

3 Cotter–Rivlin 

4 Green–Naghdi 

5 Jaumann 



 37 37تئوری   2 فصل

 

 بلور شناسی  -9-2

 شبکه بلوری  

.  دهند می   تشکیل را    جامدات بلورین   ،شوند تبدیل   جامد  به حالت  مایع   حالت از   که  هنگامی  فلزات  اکثریت

  نشان  را  فضا در هااتم  از متناوبی   چیدمان ،مایعات و  خود )آمورف( شکلبی همتایان خلاف بر ،جامدات بلورین

می   .دهند می  واحد  سلول  باشد،  بلوری  خصوصیات  بیانگر  و  بوده  متقارن  که  واحدی  کوچکترین    گویند. به 

  موقعیت  بردار  و کند می  مشخص  را  بلوری   شبکه  متعاقباً بعدی  سه   فضای  در  واحد   هایسلول   چیدمان متناوب 

𝐫 باشد به صورت زیر می  شبکه در  دلخواه  نقطه هر : 

(2-73 ) 𝐫 = 𝑢𝐚 + 𝑣𝐛 + 𝑤𝐜 

,𝐚 که در آن 𝐛, 𝐜  در.  هستند  ،دارد   بستگی  نظر   مورد  بلور  به   آنها  گیریجهت   و  طول  که ،بلوری  محورهای  

 ۱براویس   شبکه   ۱4  تعریف  به   منجر   ی بلور  محورهای  بین  طول   و   زاویه   ممکن  ترکیبات   تمام  گرفتن   نظر

  داده   اختصاص  یبلور   محور  سیستم   یک  به   براویس   شبکه   هر.  اند شده   داده   نشان  9-2  شکل  در   شود که می 

مورد  .  نشان دهد   کند،می   پیشنهاد(  2-۱)   معادله  که  همانگونه،  را  موقعیت   بردار  هر   شرح   بتواند   تا  است  شده

  سیستم  7.  کند را مشخص می   بلور   هر   بندی   طبقه   اساس   که   کند می   تعریف  را مجزا    ی بلور  سیستم   7  بعدی،

 .است شده  آورده ادامه در، آنها محورهای  زاویه و  طول  مربوط روابط  مراه ه به ،3-2 جدول  در  ی بلور محور

 هایصفحه   و  هاجهت  به  اغلب  ،آنها  خواص  و  بلورها  مطالعه  در   تسهیل  برای   ،بلورشناسی  زمینه   در

  محورهای   سیستم  به  توجه   با  آنها  توصیف   برای  مناسب  روشی  یافتن  به  بنابراین.  میشود  مراجعه  بلورشناسی

  جهت  به   اشاره  برای   [𝑢𝑣𝑤]  علامت از  در این پروژه    ،ی بلور  یهاجهت   مورد   در.  باشد نیاز می   مناسب  ی بلور

 بلوری 

𝐫 = 𝑢𝐚+ 𝑣𝐛 + 𝑤𝐜   در   که   ،است(  73-2)  عبارت  از  فشرده   شکل  یک  اصل  در  علامت  این.  میشود   استفاده  

,𝑢  آن 𝑣, 𝑤   هایمؤلفه .  کنند   توصیف   را   نظر   مورد   جهت  ند توانمی   که   هستند   ممکن  صحیح   عدد   کوچکترین 

 

1 Bravais 
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 هایخانواده   همان  به  که  بلورشناسی  یهاجهت  و  اند شده   داده   نشان  ۱در بالای شماره   نوار  یک  با  بردار   منفی 

>  صورت  به  2اختصار دلیل به  ، دارند  تعلق جهت 𝑢𝑣𝑤  .شوند می  بیان <

 

 [22]های براویس شبکه :  9-2  شکل

  میلر   هایاندیس.  اند شده   داده  شرح  میلر   هایاندیس  از   استفاده  با  بلورشناسی  هایصفحه   دیگر  طرف   از

  ، رو  این   از .  هستند   مبدأ  نقطه   از   آن   فاصله   گرفتن   نظر   در   بدون   نظر   مورد  صفحه   یک   جهت  توصیف   به   قادر 

  انجام   را   زیر  موارد   باید   پیدا کردن آن   برای  که  شوند می   مشخص   یکسان  میلر   هایاندیس   با  موازی  هایصفحه 

 : [22]  داد

 کنید  پیدا را  نظر مورد ی بلور محورهای و  صفحه  بین  تقاطع نقاط  •

 را معکوس کنید  اعداد این •

,ℎ  ممکن صحیح اعداد کوچکترین   به را گان سه • 𝑘, 𝑙  ساده کنید 

,ℎ  ترتیب به میلر  هایاندیس • 𝑘, 𝑙    هستند 

 

𝒓̂  کریستال جهت  یعنی ۱ = −𝐚 + 𝐛 − 3𝐜  شود مشخص [1̅13̅]صورت    به باید . 

  صورت  به که دهندمی تشکیل را  جهت خانواده یک  و دنشومی تصور  ، هم راستامکعب هایقطر با   هاجهت ،یمکعب های کریستال در مورد ویژه  به طور  2

< 111  .شوندمی مشخص <
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,ℎ  ، میلر  هایاندیس 𝑘, 𝑙  به صورت   مربوطه   صفحه   برای  و  گیرند قرار می   پرانتز  داخل  در  (ℎ𝑘𝑙)  نشان داده  

  نیست،   فرد منحصربه   است  صفحه یک    دهنده   نشان  که   (ℎ𝑘𝑙)  علامت   که   باشید   داشته   توجه   البته .  شوند می 

  آرایش   آن   در  که  ، خاص  صفحات.  شوند می   تعریف   یکسان   میلر   هایاندیس   باآن    موازات   به   صفحات   تمام   زیرا

  مشخص   {ℎ𝑘𝑙}صورت    به   آکولاد   از  استفاده   با  همه آنها  و   هستند   معادل  که   شودمی   فرض   ، است  یکسان  یاتم

 . اند شده

 [22]سیستم محورهای بلوری :3-2  جدول

 نمونه ها  1محورها و زاویه ها سیستم بلوری 

 2تری کلینیک 
𝑎 ≠ 𝑏 ≠ 𝑐 

𝛼̂ ≠ 𝛽̂ ≠ 𝛾 ≠ 90 
𝐾2𝐶𝑟𝑂7 

 3مونو کلینیک 
𝑎 ≠ 𝑏 ≠ 𝑐 

𝛼̂ = 𝛾 = 90 ≠ 𝛽̂ 
𝛽 − 𝑆, 𝐶𝑎𝑆𝑂4 

 4ارتورومبیک 
𝑎 ≠ 𝑏 ≠ 𝑐 

𝛼̂ = 𝛾 = 𝛽̂ = 90 
𝛼 − 𝑆, 𝐹𝑒3𝐶 

  5تتراگونال
𝑎 = 𝑏 ≠ 𝑐 

𝛼̂ = 𝛾 = 𝛽̂ = 90 
𝑇𝑖𝑂2 

 مکعبی  
𝑎 = 𝑏 = 𝑐 

𝛼̂ = 𝛾 = 𝛽̂ = 90 
Fe, Cu, Ni, Au 

 هگزاگونال  
𝑎1 = 𝑎2 = 𝑎3 ≠ 𝑐 

𝛼̂ = 𝛽̂ = 90, 𝛾 = 120 
Zn,Mg 

   6رمبوهدرال 
𝑎 = 𝑏 = 𝑐 

𝛼̂ = 𝛾 = 𝛽̂ ≠ 90 
Sb, Bi 

 

,𝑎که   باشید  داشته توجه ۱ 𝑏, 𝑐  که   حالی در دهد می نشان  را  کریستالی محورهای  𝛼̂, 𝛾, 𝛽̂  دهد می نشان  را  آنها به   مربوط های زاویه. 

2 Triclinic 

3 Monoclinic 

4 Orthorhombic 

5 Tetragonal 

6 Rhombohedral 
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  تجسم   اندازه و صلبهم    هایکره   صورت   به   ،فلزات  بلوری  هایشبکه   در   را  هااتم   ،سازیساده   برای  حال

  این   توانمی   که  شوند   تعریف   مختلفی   هایروش   صورت  به  ند توانمی   واحد   یبلور  ساختارهای  اکنون.  کنند می 

  اصل  3  تحت  فضا  پرکردن   ،2لاوس   و  ۱میتگلدش   هایگفته   طبق .  داد  ترتیب  فضا  پرکردن   برای  را  هاکره 

 :دارد قرار اساسی

 . کنند  پر  را به طور مؤثر فضا بتوانند  اند کهقرار گرفته   ایگونه   به بلوری ساختارهای در  موجود یهااتم  •

 کند.می  ایجاد ساختار در  را ممکن  تقارن حداکثر که   است ایگونه   به هااتم  توسط  شده اشغال فضاهای  •

 .برسد  حداکثر به  آنها 3(CN)کوئوردیناسیون    عدد تا اند قرار گرفته  ایگونه   به هااتم  •

.  گیردمی   شکل  متراکم  ساختارهای  که   ،شوند می داده  ترتیب  ایگونه   به  هااتم  که   دهد می   نشان  اصول  این

 :دهند می  تشکیل را  زیر  متراکم  بلوری مکعبی ساختارهای از یکی  فلزات اکثر

 (BCC)  مرکز پر  ی مکعب •

   (FCC)مکعبی مرکز وجوه پر   •

 (HCP)  )هگزاگونال( فشردهشش گوشه  •

  یها، اتم ها کره   که   جایی  ،است  شده  داده  نشان  ۱0-2  شکل  در  FCC  و  BCC  ساختارهای  واحد   هایسلول

 .است متناسب آنها بین فواصل با هاکره   اندازه و  دهند می نشان  را اشاره شده در بالا

 متراکم هایجهت  و صفحات، لغزش هایسیستم  

  عنوان   به.  تماس دارند   متراکم   هایجهت  و  صفحات  امتداد  در  هااتم ،  بلوری متراکم  ساختارهای  بیشتر  در

>  بلورشناسی  هایجهت  و   متراکم  صفحات  {111}  صفحه  خانواده  صفحات،  مثال 110   متراکم   هایجهت  <

  که   حالی  در   هستند    BCCساختار  متراکم   صفحات  {110}صفحات  ،  دیگر  طرف   از .  هستند   FCC  ساختار

>  آنها متراکم  هایجهت 111  .است <

 

 

1 Goldschmidt 

2 Laves 

3 coordination number 
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 [22](راست)  FCC  و(  چپ) BCC،  فلزات  متداول  بلوری  ساختار  دو  در  ها اتم  آرایش:  10-2  شکل

 

 FCC  )ب(و    BCC  )الف( بلور  یک  لغزش   هایسیستم:  11-2  شکل

صفحات  متراکم  یهاجهت  از  ترکیبی  {ℎ𝑘𝑙}صورت    به   و  < 𝑎𝑏𝑐   را   ساختار  لغزش   هایسیستم  <

بلورها  پلاستیسیته   برای   لغزش   هایسیستم .  کند می   مشخص   لغزش   زیرا   ، هستند   مهم  بسیار  فلزی   ی تک 

  یهاجهت  همچنین  .بیفتد   اتفاق  متراکم   صفحات  در   واقع  متراکم   هایجهت  امتداد  در  د توانمی   تنها  اتمی

  فلزات .  شوند می   لغزش، گفته  صفحات  عنوان  به   متراکم  و صفحات  لغزش   جهت  عنوان  به   معمولاً  نیز   متراکم

FCC  {111}  لغزش   سیستم   ۱2  شامل < 110   5  شامل  تنها  BCC  ساختاربا    فلزات   که  حالی   درهستند،    <

{110}  خانواده   سیستم < 111 که جهت  و  صفحات  نسبی   موقعیت.  هستند   < متراکمی    هایسیستم   های 

  داده   نشان  ،ب  ۱۱-2  و   الف   ۱۱-2  هایشکل  در  ترتیب  به دهند،  را تشکیل می   FCC  و  BCC  ی بلورها  لغزش 

 .است شده

  زیرا  ، چالش برانگیزتر هستند   دارند   ناکشسان  رفتارهای  که   ساختاری  مدل  یک   ایجاد   نظر  از   FCC  بلورهای

  دهد می   نشان   را   FCC  بلورهای  لغزش   سیستم   ۱2  ، 4-2  جدول .  دارند   را   موجود   لغزش   سیستم   تعداد   بیشترین

 .دهند می  نشان را  مربوطه لغزش  جهت و  لغزش   صفحات که 

     

     

(الف) (ب)
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   FCC  بلورهایسیستم لغزش  :  :4-2  جدول

 جهت لغزش  صفحه لغزش  سیستم لغزش 

1 

2 

3 

(111) 

[011̅] 

[1̅01] 

[11̅0] 

4 

5 

6 

(1̅11) 

[1̅01̅] 

[110] 

[01̅1] 

7 

8 

9 

(1̅1̅1) 

[011] 

[1̅1̅0] 

[101̅] 

10 

11 

12 

(111̅) 

[01̅1̅] 

[101] 

[1̅10] 

 

  مفهوم   با  که   است  ضروری ابتدا    ،یبلور   ساختارهای  لغزش   هایسیستم  مورد   در  گیرینتیجه   از  قبل

بهینه  سیستم با جهت  بلور  یک  تغییرشکل  به  لغزش   سیستم  یابیجهت  تأثیر  وهایی    به .  پرداخته شود  تک 

به    تنش  ور تنس  آن  در   که   شودگرفته می   نظر   در   یک تک بلور  محوری تک   کشش  آزمایش  یک  دلیل   همین

 : است زیر ساده  صورت

(2-74 ) 𝛔 = σ𝐏𝐏 

  فقط   تغییرشکل مومسان اینکه  به   توجه   با.  است  بارگذاری   جهت   امتداد  در واحد   بردار   نشان دهنده   𝐏 که 

  ،شودگرفته می   نظر  در   𝐧  عمود واحد   با  لغزش   صفحه  یک  لذا  ، دهد   رخ  د توانمی   معین  لغزش   سیستم   یک  در

  روی   برمؤلفه شده    برشی  تنش .  گیردمی   قرار   𝐬  واحد   بردار  توسط   شده   تعریف   لغزش   جهت  آن   امتداد  در   که 

 : شود بیان به صورت زیر  آسانی به د توانمی  ، (74-2) معادله   به توجه با ، سیستم آن
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(2-75 ) τ = 𝐬 ∙ 𝛔 ∙ 𝐧 ⇒  𝜏 = 𝜎 (𝐬 ∙ 𝐩)(𝐩 ∙ 𝐧) 

  با .  شودمی   تعریف  𝐩  و  𝐬  بین   زاویه  عنوان  به   λ  زاویه   همچنین  و   𝐧  و  𝐩  بین  زاویه   عنوان  به  𝜙  زاویه 

 : داریمشوند، می معرفی واحد   بردارهای عنوان به 𝐩،  𝐬،  𝐧  بردارهای اینکه فرض  با و  تعاریف این از  استفاده

 𝐬 ∙ 𝐩 = cos 𝜆 

 𝐩 ∙ 𝐧 = cos𝜙 

,𝐬)  لغزش  سیستم  روی برشده  مؤلفه برشی  تنش  و 𝐧) شود بیان زیر  صورت به د توانمی ( 75-2)  در : 

(2-76 ) τ = 𝜎 cos𝜙 cos 𝜆 

  ،𝐩،  𝐬  یهاجهت  در   را   ذکر شده در بالا  محوری تک   تنش   قرارگرفتن  از  شماتیکی  تصویر  یک  ۱2-2  شکل

𝐧   ی  ها  زاویه   و𝜙    وλ  حاصلضرب کسینوسی  .  دهد می   نشانcos𝜙 cos 𝜆    ،کند می   تعریف  را   ۱اشمید   فاکتور، 

  بارگذاری   جهت  یک   برای  معین است.  لغزش   سیستم  یک  برای   بهینه   گیری جهت  کنندهتعیین   واقع  در   که

  τ  معرض  دریکسان    شده  اعمال  ماکروسکوپی  σ  برای  ،اشمید   فاکتور  بیشترین  با  لغزش   هایسیستم   معین،

که .  گیرند می   قرار   بیشتری سیستمی  جهت    صورت  به  د توانمی   ،باشد   بزرگترین  آن  اشمید   فاکتور  بنابراین 

  ابتدا  در  سیستم  یک  تنها آن  در که محوریتک   کشش  آزمایش یک  در. شود  اعلام  مومسان  لغزش  برای  بهینه

بهینه وقتی    بلور   ، سیستم  اولین   شدن   فعال  از  پس  است،  در جهت    محور   با   لغزش   جهت  که   چرخد   می تا 

راستا  بارگذاری   فعال   باعث  بلور   چرخش  واقع  در  ، حال  این  با .  شود  صفر   مربوطه   اشمید   فاکتور  و   شود  هم 

 .دهد می  تغییر  را  چرخش  جهت که شودمی  دوم   لغزش   سیستم یک شدن

 

1 Schmid 
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 یک   عمود و لغزش  واحد  بردارهای  برجسته نشان دادن  با   ،محوریتک  کشش  معرض در  تک بلور  نمونه:  12-2  شکل

 دلخواه   لغزش  سیستم

و    ،لغزش   هایسیستم  مثال  عنوان  به )  بلور  اساسی  مفاهیم   درک  و   توصیف   ،است  بدیهی صفحات 

  است بعدی سه فضای در  نظر مورد یهاجهت  و یبلور ساختار تجسم فرآیند  شامل( غیره و  متراکم هایجهت

  از   ۱استریوگرافی   تصویر  روش تر یافت.  ساده   روشی  باید   بنابراین.  همیشه آسان نیست  و   است  دشوار   نسبتا  که 

 .است شده ارائه  زیر  بخش در  و  شودمی استفاده  منظور این  برای که   است یهایروش  ترینمحبوب 

 استریوگرافی   تصویر 

بر    بعدی   3  فضای   از   هندسی  اطلاعات   ترسیم   برای   از آن   که   است   گرافیکی  روشی   استریوگرافی   تصویر 

  بر روی صفحه   بلورشناسی  یهاجهت   تصویر کردن   برای   د توانمی   روش   این .  شودمی   استفاده   روی یک صفحه 

  تصویرسازی،   این  که   داشت   توجه   باید   ، حال  این  با.  گیرد  قرار   استفاده   مورد   یبلور   هایجهت  نشان دادن   و

 .شوند مین محدود   بلورشناسی به  فقط  آن کاربرد های  و  است کلی

بر  تصویرسازی  از  ، بلور   پلاستیسیته   در  نظارت  برای    استفاده   بلوری   بردارهای  و   هاتحولات جهت   عمدتا 

 . دارد  قرار  مومسان تغییرشکل  تحت  بلور زیرا ،شودمی 

 

1 Stereographic 

n

P

S
n

S
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 کروی  و دکارتی مختصات 

 های مؤلفه   محاسبه و  است  یقطب  تصویر  نمودار  در  خاص  نقطه  یک  به  مربوط که  یبلور  جهت تعیین  روند 

موردی   ،معین  جهت  یک   تصویرسازی   برای  قطبی   مختصات  هایسیستم  بین   تبدیل   به  نیاز  که   هستند   دو 

  مدل   یک  درون  محاسبات  در  غالباً  مذکور  هایروش   ،بلورشناسی  خود  از  جدای.  د ندار  کروی  و  دکارتی

  توجه  با  را  نقطه   یک  کروی  مختصات  که  شوند مطرح می   روابطی  ادامه  در.  هستند   نیاز  مورد  بلور  پلاستیسیته

 .دهند می   ارائه برعکس  و  دکارتی  سیستم در  آنها مقادیر  به

  نشان  کروی   و   دکارتی  مختصات  هایسیستم   از  استفاده  با   ترتیب  به   را  𝑃  نقطه   یک   توصیف   ، ۱3-2  شکل

,𝑥1)  دکارتی  مختصات  که  روابطی.  دهد می  𝑥2, 𝑥3)  نقطه  یک  𝑃  با مختصات کروی  (𝑟, 𝜃, 𝜙)    راداده شده  

 :د، به صورت زیر استنکنمی   تعریف

𝑥1 الف(  2-77) = 𝑟 sin 𝜃 cos𝜙 

𝑥2 ب(  2-77) = 𝑟 sin 𝜃 sin𝜙 

𝑥3 ج(  2-77) = 𝑟 cos 𝜃 

 

,𝒙𝟏)مختصات دکارتی :  13-2  شکل 𝒙𝟐, 𝒙𝟑)   و مختصات کروی(𝒓, 𝜽, 𝝓)    یک نقطهP  [22] 

,𝑟)  کروی  مختصات  تعریف   برای  مورد نیاز  روابط همچنین   𝜃, 𝜙)    به ازای  که  (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)   اند داده شده

 : [26] باشد به صورت زیر می 
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 الف(  2-78)
𝑟 = √𝑥1

2 + 𝑥2
2 + 𝑥3

2 

𝜃 ب(  2-78) = cos−1
𝑥3

√𝑥1
2 + 𝑥2

2 + 𝑥3
2
 

𝜙 ج(  2-78) = tan−1
𝑥2
𝑥1

 

  بیان   صورت  این  به  دکارتی   سیستم مختصات  نظر  از  د ننتوامی   کروی  سیستم مختصات  بردارهای  سرانجام

 : [26] شوند 

,e𝑟(𝜃 الف(  2-79) 𝜙) = sin 𝜃 cos𝜙 e1 + sin 𝜃 sin𝜙 e2 + cos 𝜃 e3 

,e𝜃(𝜃 ب(  2-79) 𝜙) = cos 𝜃 cos𝜙 e1 + cos 𝜃 sin𝜙 e2 − sin 𝜃 e3 

,e𝜙(𝜃 ج(  2-79) 𝜙) = e𝑟 × e𝜃 = −sin𝜙 e1 + cos𝜙 e2 

 : [26]  دست آورد توان به صورت زیر می  بهپایه کروی  از را  دکارتی  پایه، فوق  معادلات با معکوس کردن 

e1 الف(  2-80) = sin 𝜃 cos𝜙 e𝑟 + cos 𝜃 cos𝜙 e𝜃 − sin𝜙 e𝜙 

e2 ب(  2-80) = sin 𝜃 sin𝜙 e𝑟 + cos 𝜃 sin𝜙 e𝜃 + cos 𝜃 e3 

e3 ج(  2-80) = cos 𝜃 e𝑟 − sin 𝜃 e𝜃 

 



 

 

 سازی ساختاری مدل 3 فصل

  تانسور  مومسان  قسمت  برای   فرد منحصربه   فرم  یک   تعریف   به  منجر   بلور   پلاستیسیته   فیزیکی   توصیف 

  مومسان -کشسان  رفتار  ، کریستالیپلی ات  فلز  پلاستیسیته  خلاف   بر   ،براینعلاوه .  شودمی   𝐋𝒑  سرعت  گرادیان

مباحث قبلی مطرح    در  که  همانطور .  کرد  تعیین  خاص  تسلیم  معیار  یک  از  استفاده   با  توان می ن  را  تک بلورها

  لغزش   که   باشند می  لغزش   سیستم   ۱2  شامل  ، هستند   نامه   پایان  این   اصلی  محور   که   FCC  بلورهای   ،شد 

 .شودمی   مربوطه  سیستم رفتار تعیین برای  متمایز تسلیم تابع ۱2 تعریف  به منجر شده انجام  مومسان

روابط   و  آسیب  مدل  بلور،  تغییرشکل  سینماتیک  باب  در  تکمیلی  توضیحات  ارائه  ضمن  فصل  این  در 

انتها، این روابط برروی یک مدل    خواهند شد شوندگی مورد استفاده در این مطالعه هم معرفی  سخت و در 

 شوند تا تأییدیه اولیه برای انجام تحلیل مدل اصلی حاصل شود. تک المان تست می 

 یک تغییرشکل بلورسینمات  -1-3

نابجایی  توسط   عمدتاً  مومسان  تغییرشکل  ، فلزات  اکثر   در   خطی   عیوب   هانابجایی.  شودمی   ایجاد   لغزش 

  غیر  مومسان  تغییرشکل.  د ندار  وجود   فلزات  تمام  بلوری   هایشبکه   در   ترمودینامیکی  تعادل  در  که   ،هستند 

  در   دانه  هر   لغزش   هایسیستم   در   که   نابجایی  حرکات  از  بسیاری  نهیبرهم   به  ،ماکروسکوپی  پذیربرگشت

امتداد    در   لغزش   به  قادر  فقط   هانابجایی   که  واقعیت  این.  شود، نسبت داده می افتد   می  اتفاق  فلز  میکروساختار

  بسیار   مومسان  لغزش   یک   اثر  در  شده  ایجاد  تغییرشکل  که  دهد می   نشان  هستند   ترجیحی  یهاجهت

 . است ناهمسانگرد
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با جهت و    دانه  زیادی  تعداد  از  آنها  میکروساختار  که  دارد  وجود   فلزاتی  در  فقط   همسانگرد  پلاستیسیته

  هر   روی   مومسان  لغزش   از   ناشی   ناهمسانگردی  ، دانه  گیری جهت   ذاتی   تنوع .  باشد   شده   تشکیل  تصادفی   اندازه

 .دهد می  ارائه  همسانگردی  به شبیه رفتاری ماکروسکوپی  نظر  از و  برد می  بین از را  دانه

  با  واحد   دانه  یک ناگسستنی    و  پیوسته  طوربه   آن  ی بلور  شبکه  که  است  یجامد   ، تک بلور  یک   حال  این  با

می   فرد منحصربه   یبلور   شبکه   گیریجهت تشکیل  نتیجه،  .  دهد را    با  مرتبط   میکروسکوپی  ناهمسانگردیدر 

نابجایی ماکرو    در   ناهمسانگرد  پلاستیسیته  شکل  به  ،لغزش  داده مقیاس    محدود   تعداد.  شودمی   نشان 

نابجایی   ۱احتمالات    صورت   به   میکروسکوپی  نظر   از  باید   ماکروسکوپی  پلاستیسیته   که  دهد می   نشان  لغزش 

 . شود تفسیر  موجود لغزش  هایسیستم  بر  گسسته  های نابجاییلغزش  نهیبرهم

 هانابجایی   زیرا،  کرد  تشبیه   ساده  برشی  حرکت   یک   توان به می   را   فلزی  تک بلورهای  مومسان  تغییرشکل

  بر و، لغزش  هایجهت امتداد  در نتیجه در بلغزند، بلوری ساختار هر لغزش  هایسیستم روی بر توانند می  فقط 

لغزش   روی  بلور   یک   که   معین   زمان   هر   در ،  تردقیق   طور   به .  گیرند می  قرار   صفحات    مومسان   طور   به  تک 

  فعال   سیستم   را   آن   که  لغزد می   همزمان   لغزش   سیستم  چندین  روی   بر   هالغزش نابجایی،  دهد می   تغییرشکل

  امتداد   در   همزمان   ساده  هایبرش   نتیجه   بلور  پلاستیسیته   ،که  این   بر  مبنی  فیزیکی   فرض.  نامند می 

به صورت زیر    را  پلاستیک  لغزش   با  مرتبط   سرعت  گرادیان   تا  دهد می   اجازه  ما  به  ،است  بلور  فعال  هایسیستم

 (: [24]اس  آراو) کنیم بیان

(3-۱ ) 
𝐋𝑖
𝑝 = ∑ 𝛾̇𝛼(𝑡)𝐬0

𝛼𝐦𝟎
𝜶

𝑁𝑎𝑠

𝛼=1

 

𝐬0  آن   در   که 
𝛼،  𝐦0

𝛼    ترتیب   در   که   ،هستند   لغزش   سیستم   عمود   و  لغزش   امتداد  در   واحد   بردارهایبه 

  و   𝐃  تغییرشکل  نرخ  که(  29-2و    28-2)  معادلات  یادآوری  با  حال  اند.شده  تعریف   𝕭𝟎  مرجع   بندیپیکره

 : توان تعریف کردمی  ،اند شده  معرفی  𝐋  پادمتقارن و  متقارن اجزای  عنوان به ترتیب به 𝐖تانسور دوران  

(3-2 ) 
𝐃𝑖
𝑝 = symm(𝐋𝑖

𝑝) = ∑ 𝛾̇𝛼(𝑡)symm[𝐬0
𝛼𝐦0

𝛼]

𝑁𝑎𝑠

𝛼=1

 ⇒  𝐃𝑖
𝑝 = ∑𝛾𝛼(𝑡)𝐌0

𝛼

𝑁𝑎𝑠

𝛼=1

 

 

 کریستال متراکم های  جهت امتداد  در ۱
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(3-3 ) 
𝐖𝑖
𝑝 = skew(𝐋𝑖

𝑝) = ∑ 𝛾̇𝛼(𝑡)skew[𝐬0
𝛼𝐦0

𝛼]

𝑁𝑎𝑠

𝛼=1

 ⇒  𝐖𝑖
𝑝 = ∑𝛾𝛼(𝑡)𝛀0

𝛼

𝑁𝑎𝑠

𝛼=1

 

 بلور  تک  پلاستیسیته برای  𝐅  تجزیه 

  یک   بهرا    خارجی  نیروهای  اعمال  از  حاصل  کلی  تغییرشکل  ،همسانگرد  فلزات  مانند ه  ،فلزی  تک بلورهای

 اساساً   ،محدود  ۱ناکشسان  هایشکلتغییر نظریه.  کنند می   تفسیر  مومسان  کاملاً  جزء  یک  و   کشسان  کاملاً  جزء

  و   داخلی   نیروهای  از   عاریکه    ،𝕭𝒊  میانی  بندیپیکرهیک    ،طول  مقیاس   یک  در  که  است  استوار  فرض  این  بر

  منظر  از   اما   ، تولید شودبعید است   بندی پیکره   چنین، واقعی  دنیای   در در اکثر موارد . دارد وجود ، است  خارجی

کردن   برای  پیوستهمحیط    مکانیک   در   میانی  بندیپیکره .  است  ضروری  ناکشسان  هایشکلتغییر  فرموله 

  معنا  این  به.  آید می   بدست  صفر  تنش  یافته  تغییرشکل  بندیپیکره   از  محدود  تغییرشکل   الاستوپلاستیسیته

  کشسان  تغییرشکل  با   و   آید می   دست   به   𝕭𝟎  از   ناپذیربرگشت  مومسان  تغییرشکل  یک   اعمال  با   𝕭𝒊، که

 . دارد تفاوت 𝕭𝒕  از پذیربرگشت

  لغزش   که  شودمی  تعریف  2فرضی   حالتیک    صورت   به  ،میانی  بندیپیکره  ، بلور  پلاستیسیته  زمینه  در

  بندیپیکره به    حالت  این   در.  شودمی ن  عمومی،  مختصات  دستگاه  یک  در  یبلور  جهت  تغییر  باعث  مومسان

 .شودمی  گفته 3ایزوکلینیک ، میانی

  به   پلاستیک   تغییرشکل  که   کنیم می   فرض   ،[ 27]  ذاتی   گسسته   نابجایی  زیرساختار  گرفتن   نادیده با  

  مدل  یک  فرمولاسیون  بتواند   تا  دهد می   رخ   لغزش   هایجهت  و   صفحات   روی   بر   صاف  برش   صورت

  بندی پیکره  از  مناسب  تعریف  با  همراه  پیوسته   رویکرد  یک (.  [28]  4هیل )  دهد   انجام   را  پیوسته   پلاستیسیته

  زیر   شرح  به  𝐅  تغییرشکل   گرادیان   ضربی  تجزیه   به   منجر   𝕭𝒕  یافته  تغییرشکل  و  𝕭𝒊  میانی   ،𝕭𝟎  مرجع 

 :شودمی 

 

1 inelastic 

 دهد  می تشکیل را  فرضی ریاضی مفهوم یک   بنابراین و شود  نمی حاصل  از نظر فیزیکی حالت میانی  ،موارد بیشتر در 2

3 isoclinic 

4 Hill 
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(3-4 ) 𝐅 = 𝐅𝑒 ∙ 𝐅𝑝 

 که: 

 𝐅 ∶ 𝕭0 → 𝕭𝑡 

 𝐅𝑝:𝕭0 → 𝕭𝑖 

 𝐅𝑒:𝕭𝑖 → 𝕭𝑡 

  و   𝕭𝑖  میانی  ،𝕭0  مرجع حالت    و همچنین  یکل  تغییرشکل  گرادیان   ضربی  تجزیه  از  یشماتیک  ۱-3  شکل

 .دهد می  نشان را 𝕭𝑡  یافته شکلتغییر حالت

 

 [22]گرادیان تغییرشکل  ضربیتجزیه  :  1-3  شکل

𝐬𝛼  به   تغییرشکلیک    طی   در   و   گیرد قرار می   شبکه   در   𝐬0𝛼  لغزش   جهت  بردار  = 𝐅𝛼. 𝐬0
𝛼   شودمی   تبدیل.  

واحد   ،مقابل  در 𝐦0  لغزش   صفحه  برای   عمود 
𝛼  صورت  به  𝐦𝛼 = 𝐦0

𝛼 . 𝐅𝑒−1  که  طوری  به  ،شودمی  تبدیل  

 .ماند می لغزش   صفحه بر  عمود  مرتباً

  که   است  مادی   مختصات  دستگاه   یک   وجود   اساس   بر   میانی  بندیپیکره   تعریف  ،شد   گفته   که  همانطور

  یک  به توجه با آن هایمؤلفه  بیان  ،سیستم خود  تعریف از  یجدا وجود این با. ماند می  باقی  تأثیربی  𝐅𝑝 توسط 

بعدی    بخش   در   ، مادی  سیستم   چنین  تعریف   برای   کاربردی   روش   یک.  است  مهم  نیز عمومی    مرجع   سیستم

 . شودمی  ارائه
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 محورهای بلوری در برابر محورهای عمومی  -2-3

  سیستم یک یعنی ، مختصات دستگاه از مجموعه  دو تعریف ،بلور نسبی گیریجهت  تعریف  برای روش  یک

  مختصات   دستگاه  واحد   بردارهای   𝐞𝑖  و  بلور   پایه  واحد   بردارهای  𝐧(𝑖). باشد می   عمومی   سیستم  یک   و  بلوری

  توجه   با   𝐬و   𝐩 دلخواه   واحد  بردار   دو   که   کنیم می   فرض   ، فضا  در   بلور   دادن   قرار  برای  .د نباش عمومی می   دکارتی 

  جهت  و   𝐩  بارگذاری   جهت توانند  می   بردار   دو   این  .اند شده   شناخته   عمومی   محورهای  و   ی بلور  محورهای   به

 در اینجا داریم:  (.است ممکن  نیز دیگر هایانتخاب )البته با توجه به دلخواه بودن،  باشند  𝐬   لغزش 

 

 𝐞𝒊و دستگاه مختصات عمومی   𝐧(𝒊)دستگاه مختصات بلوری موضعی :  2-3  شکل

(3-5 ) 𝐩 = 𝑝(1)𝐧(1) + 𝑝(2)𝐧(2) + 𝑝(3)𝐧(3) = 𝑝1𝐞1 + 𝑝2𝐞2 + 𝑝3𝐞3 

(3-6 ) 𝐬 = 𝑠(1)𝐧(1) + 𝑠(2)𝐧(2) + 𝑠(3)𝐧(3) = 𝑠1𝐞1 + 𝑠2𝐞2 + 𝑠3𝐞3 

  صورت  به  صفحه  عمود بر   د توانمی   𝐦 سوم  بردار .  کنند می   تعیین  را صفحه  یک  ، لغزش   و   بار  بردارهای   این

 : شود معرفی زیر

 
𝐦 = 𝐪 × 𝐩 = |

𝐧1 𝐧2 𝐧3

𝑠(1) 𝑠(2) 𝑠(3)

𝑝(1) 𝑝(2) 𝑝(3)
| = |

𝐞1 𝐞2 𝐞3
𝑠1 𝑠2 𝑠3
𝑝1 𝑝2 𝑝3

|  ⇒ 

(3-7 ) 𝐦 = 𝑚(1)𝐧(1) +𝑚(2)𝐧(2) +𝑚(3)𝐧(3) = 𝑚1𝐞1 +𝑚2𝐞2 +𝑚3𝐞3 

P

S
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,𝑝(𝑖)  هایمؤلفه   همه   که   آنجا  از 𝑝𝑖, 𝑠
(𝑖), 𝑠𝑖  های  مؤلفه   یم توانمی   ،اند شده  شناخته𝑚(𝑖), 𝑚𝑖    محاسبه را  

 : کنیم

 𝑚(1) = 𝑠(2)𝑝(3) − 𝑝(2)𝑠(3)                            𝑚1 = 𝑠2𝑝3 − 𝑝2𝑠3 

 𝑚(2) = −𝑠(1)𝑝(3) + 𝑝(1)𝑠(3)                         𝑚2 = −𝑠1𝑝3 − 𝑝1𝑠3 

 𝑚(3) = 𝑠(1)𝑝(2) − 𝑝(1)𝑠(2)                            𝑚3 = 𝑠1𝑝2 − 𝑝1𝑠2 

آوردن    برای   پایه  بردارهای   و   𝐧(𝑖)  ی بلور  پایه   بردارهای  بین  تبدیل   برای  تحلیلی   عبارت  یک بدست 

 :شوند نوشته می  زیر ماتریس  شکل  به( 7-3)  و(  6-3)  ،(5-3) معادلات  ،𝐞𝑖  عمومی سیستم

 
[
𝑝(1) 𝑝(2) 𝑝(3)

𝑠(1) 𝑠(2) 𝑠(3)

𝑚(1) 𝑚(2) 𝑚(3)
]

⏟            
[𝐴]

∙  [
𝐧(1)

𝐧(2)

𝐧(3)
] = [

𝑝1 𝑝2 𝑝3
𝑠1 𝑠2 𝑠3
𝑚1 𝑚2 𝑚3

]
⏟          

[𝐵]

∙  [

𝐞1
𝐞2
𝐞3
]  ⇒ 

 
[
𝐧(1)

𝐧(2)

𝐧(3)
] = [𝐴]−1 ∙ [𝐵]⏟      

[𝑄]

∙ [

𝐞1
𝐞2
𝐞3
] = [𝑄] ∙ [

𝐞1
𝐞2
𝐞3
] ≡ [

𝑛1
(1) 𝑛2

(1) 𝑛3
(1)

𝑛1
(2) 𝑛2

(2) 𝑛3
(2)

𝑛1
(3) 𝑛2

(3) 𝑛3
(3)

] ∙ [

𝐞1
𝐞2
𝐞3
]   

 : ترفشرده   شکل به و

(3-8 ) 𝐧(𝑖) = 𝑄𝑖𝑗𝐞𝑗 = 𝐐 ∙ 𝐞𝑗 

 : که

 [𝑄] = [𝐴]−1 ∙ [𝐵]   ,              [𝑄]−1 = [𝑄]𝑇 ,               𝐐 = 𝑄𝑖𝑗𝐧
(𝑖)𝐧(𝑗) = 𝑄𝑖𝑗𝐞𝑖𝐞𝑗 

  که   حالی  در  ،است  شده  تعریف   ی بلور  سیستم  در   ی بردار   مؤلفه   3  ی با ماتریس   عنوان   به   [𝐴]  ماتریس که  

 .است عمومی سیستم  در  بردارها همان هایمؤلفه  شامل [𝐵]  ماتریس
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 مومسان تغییرشکل طی در واحد بردار یک چرخش 

  سیستم  به  توجه   با  که  ،بگیرید   نظر   در  را  شده  تعریف  𝕭0  مرجع  بندیپیکره  در که    𝐩  واحد   بردار  یک

  تجربه   را  𝐅𝑝  جسم، پلاستیسیته  اینکه  فرض  با.  کند می   نمایان  را  یبلور  جهت  و  است  شده  شناخته  یبلور

  بلور   جهت  که   کنیممی   فرض   ابتدا  در .  تعیین کنیم  𝐅𝑝  نظر   را از   ′𝐩  بلوری   جهت  فعلی   موقعیت   باید   ،کند می 

𝐩  شودمی  بیان به صورت زیر : 

(3-9 ) 𝐩 = 𝑝𝑖𝐧
(𝑖) 

 :شودمی  بیان زیر  صورت به  عمومی  سیستم نظر از مومسان  تغییرشکل  با همراه  تغییرشکل  گرادیان

(3-۱0 ) 𝐅𝑝 = 𝐹𝑖𝑗
𝑝𝐞𝑖𝐞𝑗 

  بیان   به صورت زیر  یبلور   محورهای   به  توجه  با  را  𝐅𝑝  توانمی (  8-3)  در   شده  تعریف   تبدیل  از   استفاده  با

 : کرد

(3-۱۱ ) 𝐅𝑝 = 𝐹̂𝑖𝑗
𝑝𝐧(𝑖)𝐧(𝑗) 

 که 

(3-۱2 ) [𝐹̂𝑝] = [𝑄][𝐹𝑝][𝑄]𝑇 

بردار   ، تغییرشکل  گرادیان  تعریف   از   استفاده   با  اکنون  هر  به    بندی پیکرهاز    تواند می   موقعیت  مرجع 

 :شودمی   استفاده 𝐅𝑝  از ، حالت این در.  کند  تغییر   فعلی بندیپیکره

(3-۱3 ) 𝐩′ = 𝐅𝑝 ∙ 𝐩 

 : گیریممی  نتیجه ( ۱3-3تا  ۱۱-3) معادلات  از استفاده  با

(3-۱4 ) [𝑝′] = [𝑄][𝐹𝑝][𝑄]𝑇{𝑝} 

 .کند می  تعریف ، بود 𝐩  ابتدا در  که   را بردار  فعلی   موقعیت( ۱4-3) معادله 
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 الاستیسیته  ماتریس -3-3

  یک به صورت    ، است  شده  گرفته   نظر   در  FCC  فلزی   یک تک بلور   کشسان  رفتار  برای   که  ساختاری  رابطه 

  و   مستقل مواد   ثابت   3  به   توجه  با   ساختاری  قانون   حالت   این  در .  رسد نظر می به   ی مکعب  تقارن   با خطی    جامد 

 (: [26]آراواس  )  شود  سازیپارامترزیر  صورت  به د توانمی  ی بلور محورهای 

(3-۱5 ) 

{
 
 

 
 
𝜎11
𝜎22
𝜎33
𝜎12
𝜎13
𝜎23}
 
 

 
 

=

[
 
 
 
 
 𝐶11
 
 
 
 
 

𝐶12
𝐶11 
  
𝑠𝑦𝑚

𝐶12
𝐶12
𝐶11
 

 
  
  
 
𝐶44

 
 
  
 

 
 
  
 

    𝐶44  
     𝐶44]

 
 
 
 
 

∙

{
 
 

 
 
𝜀11
𝜀22
𝜀33
2𝜀12
2𝜀13
2𝜀23}

 
 

 
 

 ⟹ {𝜎} = [ℒ𝑒] ∙ {𝜀} 

𝓛𝑒  که  = ℒ𝑖𝑗𝑘𝑙
𝑒 𝐧(𝑖)𝐧(𝑗)𝐧(𝑘)𝐧(𝑙) :و 

 ℒ1111
𝑒 = ℒ2222

𝑒 = ℒ3333
𝑒 ≡ 𝐶11 

 ℒ1122
𝑒 = ℒ2211

𝑒 = ℒ1133
𝑒 = ℒ3311

𝑒 ≡ 𝐶12 

 ℒ1212
𝑒 = ℒ2112

𝑒 = ℒ1221
𝑒 = ℒ2121

𝑒 = 

 = ℒ1313
𝑒 = ℒ3113

𝑒 = ℒ1331
𝑒 = 

 = ℒ2323
𝑒 = ℒ3131

𝑒 = ℒ3223
𝑒 = ℒ2332

𝑒 = ℒ3232
𝑒 = 𝐶44 

  بر طبق   و   ی بلور  محورهای   به   توجه   با   را   𝓛𝑒  الاستیسیته  ماتریس   توان می   که  دهد می   نشان  فوق  معادلات

𝐶𝑖𝑗 بازنویسی کرد : 

 𝓛𝑒 = 𝐶11(𝐧
(1)𝐧(1)𝐧(1)𝐧(1) + 𝐧(2)𝐧(2)𝐧(2)𝐧(2) + 𝐧(3)𝐧(3)𝐧(3)𝐧(3)) + 

 𝐶12(𝐧
(1)𝐧(1)𝐧(2)𝐧(2) + 𝐧(2)𝐧(2)𝐧(1)𝐧(1) + 𝐧(1)𝐧(1)𝐧(3)𝐧(3) + 𝐧(3)𝐧(3)𝐧(1)𝐧(1)) + 

 𝐶44(𝐧
(1)𝐧(2)𝐧(1)𝐧(2) + 𝐧(2)𝐧(1)𝐧(1)𝐧(2) + 𝐧(1)𝐧(2)𝐧(2)𝐧(1) + 𝐧(2)𝐧(1)𝐧(2)𝐧(1)) + 
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 𝐶44(𝐧
(1)𝐧(3)𝐧(1)𝐧(3) + 𝐧(3)𝐧(1)𝐧(1)𝐧(3) + 𝐧(1)𝐧(3)𝐧(3)𝐧(1) + 𝐧(3)𝐧(1)𝐧(3)𝐧(1)) + 

(3-۱6 ) 𝐶44(𝐧
(2)𝐧(3)𝐧(2)𝐧(3) + 𝐧(3)𝐧(2)𝐧(2)𝐧(3) + 𝐧(2)𝐧(3)𝐧(3)𝐧(2) + 𝐧(3)𝐧(2)𝐧(3)𝐧(2)) 

  𝐧(𝑖)  بلوری   محورهایاز نظر  (  8-3)  معادله  از  استفاده  با  ند توانمی   𝐞𝑖عمومی    محورهای   اینکه  یادآوری  با

 الاستیک در سیستم بلوری را در دستگاه مختصات عمومی بیان کرد: توان پاسخ ، می شوند  بیان

(3-۱7 ) ℒ𝑖𝑗𝑘𝑙
𝑒̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑄𝑖𝑚𝑄𝑗𝑛𝑄𝑘𝑝𝑄𝑙𝑞ℒ𝑚𝑛𝑝𝑞

𝑒  

 الاستوپلاستیک  معادلات گیریانتگرال  -4-3

  ایجاد   محدود الاستوپلاستیک  هایشکل تغییر  برای   که   ماده  هایمدل   ساختاری  معادلات   ، سنتی  طور  به

  محاسباتی   حل   راه.  دارد  عددی  گیریانتگرال   به  نیاز  آنها  محاسباتی  اجرای   و  شده  بیان  نرخ  شکل  به  اند شده

𝑡∆  زمانی  فاصله  با  ونمو  هر.  یابد می   توسعه  یونمو  بصورت  غیرخطی  مسائل  همه = 𝑡𝑛+1 − 𝑡𝑛   شده   تعریف  

  در   تغییرشکل  به   مربوط  هایکمیت   تمام.  شوند   گیریانتگرال  ساختاری  معادلات  باید   آن  طی  در  که  است

𝑡 = 𝑡𝑛  باید در  را اند عبور کرده  قبلی  و نمو از که  𝑡𝑛+1 کرد گیری انتگرال. 

, 𝐅𝑛  به   توجه   با  ، نرخ  از  مستقل   پلاستیسیته بلور   در 𝐅𝑛
𝑝, 𝛾𝑛

𝛼, 𝜏𝑐𝑟
𝛼 |𝑛   در  𝑡𝑛    به همراه∆𝑡   و  𝐅𝑛+1   جزء   باید  

𝐅𝑛+1  تغییرشکل  گرادیان  مومسان
𝑝،   کوشی   تانسور تنش  𝛔𝑛+1،  فعال   لغزش   هایسیستم   مجموعه  𝒜𝑛+1   و  

𝛾𝑛+1  مومسان  هایکرنش   همچنین
𝛼   بحرانی   هایتنش   و  𝜏𝑐𝑟

𝛼 |𝑛+1   لغزش   سیستم   هر  از  α ∈ 𝒫،  در  𝑡𝑛+1  ،

  شکلی  به را آنها باید  ابتدا ،کالاستوپلاستی معادلات  گیریانتگرال  فرآیند  از  قبل حال  این با. شوند  روزرسانیبه 

 : کرد بیان 𝐅̇  نظر از  را 𝐋  سرعت گرادیان تانسور توانمی ( 26-2) معادله  یادآوری با . درآورد پذیرانتگرال

(3-۱8 ) 𝐋 = 𝐅̇ ∙ 𝐅−1 

 :توان نوشتمی  شد  معرفی( 4-3) رابطه  در  که  𝐅  ضربی تجزیه با یادآوری  اکنون

𝐅 ( الف 3-۱9) = 𝐅𝑒 ∙ 𝐅𝑝 

𝐅−1 ( ب 3-۱9) = 𝐅𝑝−1 ∙ 𝐅𝑒−1 
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 : داریم(  ۱8-3)  در(  ب  ۱9-3الف و  ۱9-3) جایگذاریبا 

 𝐋 = 𝐅̇ ∙ 𝐅−1 = 𝐅𝑒 ∙ 𝐅𝑝̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̇ ∙ (𝐅𝑝−1 ∙ 𝐅𝑒−1) = 

 = (𝐅̇𝑒 ∙ 𝐅𝑝 + 𝐅𝑒 ∙ 𝐅̇𝑝) ∙ (𝐅𝑝−1 ∙ 𝐅𝑒−1) = 

(3-20 ) = 𝐅̇𝑒 ∙ 𝐅𝑒−1 + 𝐅𝑒 ∙ (𝐅̇𝑝 ∙ 𝐅𝑝−1) ∙ 𝐅𝑒−1 

 :شودمی   تجزیه به صورت زیر  جمعی صورت به  سرعت گرادیان  که دهد می  نشان آخر  معادله 

(3-2۱ ) 𝐋 = 𝐋𝑒 + 𝐋𝑝 

 : که جایی

𝐋𝑒 ( الف 3-22) = 𝐅̇𝑒 ∙ 𝐅𝑒−1 

𝐋𝑝 ( ب 3-22) = 𝐅𝑒 ∙ (𝐋𝑖
𝑝) ∙ 𝐅𝑒−1 

𝐋𝑖 ( ج  3-22)
𝑝 = 𝐅̇𝑝 ∙ 𝐅𝑝−1 

𝐋𝑖  کمیت
𝑝    به  مربوط  سرعت  گرادیان  تعریف  ازحاصل  𝐅𝑝   برای  ،رو  این  از.  است  میانی   بندیپیکره  در  

  به   میانی بندیپیکره از  باید  ،کند می   پیشنهاد (  2۱-3)  معادله   که  همانطور   ،𝐋 کل سرعت   گرادیان  در   مشارکت

  نابجایی با  مرتبط  سرعت گرادیان که   داده شد  نشان 3-۱ بخش  در. شود منتقل 𝐅𝑒  طریق از  فعلی بندیپیکره

𝐋𝑖  ،لغزش  سیستم هر  در
𝑝،  است زیر شکلبه : 

(3-23 ) 
𝐋𝑖
p
= ∑ 𝛾̇𝛼𝐬0

𝛼𝐦0
𝛼

𝑁𝑎𝑠

𝛼=1

 

 : داریم  (23-3)  و(  ج  22-3)روابط  ترکیب با ،بنابراین

(3-24 ) 
𝐅̇p(𝛾̇𝛼) = (∑ 𝛾̇𝛼𝐬0

𝛼𝐦0
𝛼

𝑁𝑎𝑠

𝛼=1

) ∙ 𝐅p(𝛾̇𝛼) 
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تانسور  با  را   معمولی  دیفرانسیل  معادلهیک  (  24-3)  معادله   راه .  کند می  تعریف   𝐅𝑝(𝛾̇𝛼)  ناشناخته  تابع 

 به فرم زیر:  ODE۱  تانسور مرتبه اول حل

 𝐙̇(𝑡) = 𝐀 ∙ 𝐙(𝑡)     𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2] 

 (: [29] همکاران  و  2رتین وگ ) است زیر  شرح  به

 𝐙(𝑡) = exp[(𝑡2 − 𝑡1)𝐀] ∙ 𝐙(𝑡1) 

  کنیم  فرض  اگر  ، بنابراین.  شود  گیری انتگرال  𝑡𝑛+1  و  𝑡𝑛  شده  تعریف  زمان  طول   در  باید (  24-3)  معادله 

𝛾̇𝛼   به صورت    زمانی   بازه   افزایش   طول   در𝑡 ∈ [𝑡𝑛, 𝑡𝑛+1] بماند باقی  ثابت    به  برای(  24-3)رابطه    از  باید .  ، 

 :رابطه زیر انتگرال گرفت آوردن  دست

(3-25 ) 
𝐅𝑛+1
𝑝 = exp(∑∆𝛾𝛼𝐬0

𝛼𝐦0
𝛼

𝑁𝑎𝑠

𝛼=1

) ∙ 𝐅𝑛
𝑝 

𝐅𝑛+1  که حالی  در
𝑝−1 شودمی   بیانبه صورت زیر  آسانی  به فوق کردن عبارت معکوس  با: 

(3-26 ) 
𝐅𝑛+1
𝑝−1 = 𝐅𝑛

𝑝−1 ∙ exp(∑−∆𝛾𝛼𝐬0
𝛼𝐦0

𝛼

𝑁𝑎𝑠

𝛼=1

) 

𝛼  لغزش   سیستم  هر   برای   𝛾𝛼∆  اینکه   فرض   با ∈ 𝑁𝑎𝑠 ≡ 𝒜   موفقیت  با   توانمی   ،باشد   شده   شناخته  

𝐅𝑛+1
𝑝  شدن    شناخته باحال  .  کرد روزرسانیبه   را𝐅𝑛+1   و 𝐅𝑛+1

𝑝،   توانمی 𝐅𝑛+1
𝑒  به  ( الف  ۱9-3)معادله    از  نیز  را

 : کرد  روزرسانیبه صورت زیر 

 𝐅𝑛+1
𝑒 = 𝐅𝑛+1 ∙ 𝐅𝑛+1

𝑝−1 = 𝐅𝑛+1 ∙ 𝐅𝑛
𝑝−1 ∙ exp[𝐁(∆𝛾𝛼)]  ⇒   

(3-27 ) 𝐅𝑛+1
𝑒 (∆𝛾𝛼) = 𝐅𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙

𝑒 ∙ exp[𝐁(∆𝛾𝛼)] 

 

1 ordinary differential equation 

2 Gurtin 
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𝐅𝑡𝑟𝑖𝑎𝑙 ( الف 3-28)
𝑒 = 𝐅𝑛+1 ∙ 𝐅𝑛

𝑝−1 

 ( ب 3-28)
𝐁 = ∑−∆𝛾𝛼𝐬0

𝛼𝐦0
𝛼

𝑁𝑎𝑠

𝛼=1

 

𝐅𝑛+1،  𝐅𝑛+1)   تغییرشکل   گرادیان   هایمؤلفه   همه   که  اکنون 
𝑒،  𝐅𝑛+1

𝑝  )بقیه   توانمی   ،اند شده   شناخته  

جمله    . کرد  روزرسانیبه   زیر  شرح  به   نیز   را   متغیرها 𝐅𝑛+1  به   مربوطگرین  -کوشی  تغییرشکل  تانسوراز 
𝑒   به  

 : شودمی   روزرسانیبه  زیر  صورت

(3-29 ) 𝐂𝑛+1
𝑒 (∆𝛾𝛼) = (𝐅𝑛+1

𝑒 (∆𝛾𝛼))
𝑇
∙ 𝐅𝑛+1
𝑒 (∆𝛾𝛼) 

 : شودگرین به صورت زیر می   کشسانکرنش  تانسور روزرسانیبه  به  منجر که 

(3-30 ) 𝐄𝑛+1
𝑒 (∆𝛾𝛼) =

1

2
(𝐂𝑛+1
𝑒 (∆𝛾𝛼) − 𝜹) 

𝐄𝑛+1  و 𝓛𝑒  الاستیسیته ماتریس نظر از کرشهف-مرتبه دوم پیولا  کشسان تنش
𝑒  است زیر  شرح  به: 

(3-3۱ ) 𝐒𝑛+1
𝑒 (∆𝛾𝛼) = 𝓛𝑒: (𝐄𝑛+1

𝑒 (∆𝛾𝛼)) 

𝐒𝑛+1  از  استفاده  با
𝑒  متقارن   غیر  ماندل  تنش  توانمی   ،است  شده  شناخته  اکنون  که  𝚺    بندی پیکره که در 

 : کرد  روزرسانیبه را به صورت زیر  𝝉و همچنین تانسور تنش کرشهف   میانی تعریف شده 

(3-32 ) 𝚺𝑛+1
𝑒 (∆𝛾𝛼) = 𝐒𝑛+1

𝑒 (∆𝛾𝛼) ∙ 𝐂𝑛+1
𝑒 (∆𝛾𝛼) 

(3-33 ) 𝝉𝑛+1(∆𝛾
𝛼) = 𝐅𝑛+1

𝑒 (∆𝛾𝛼) ∙ 𝐒𝑛+1
𝑒 (∆𝛾𝛼) ∙ (𝐅𝑛+1

𝑒 (∆𝛾𝛼))
𝑇

 

تانسور تنش کرشهف     از   زیرا   کرد  استفاده   𝝈  کوشی  واقعی  تنش   تانسور  روزرسانیبه   برای  توانمی   𝝉از 

 : داریم تنش  دو   تعریف

(3-34 ) 𝝈𝑛+1(∆𝛾
𝛼) = 𝐽𝑛+1𝝉𝑛+1(∆𝛾

𝛼)     که       𝐽𝑛+1 = det[𝐅𝑛+1] 

و    روزرسانیبه   تدریجی  صورت  به (  34-3تا    25-3)   معادلات  گیریانتگرال  از  استفاده  با  هاتنش  سپس

.  هستند   نیاز  مورد   ها،تنش   گیری انتگرال   از  قبل  𝛾𝛼∆  همه   که   باشید   داشته  توجه  حال  این  با.  د نشوکامل می 
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𝛾𝛼 ∀ α∆  محاسبه   و   تنش  گیریانتگرال  ، حقیقت  در ∈ 𝒜𝑛+1   آن   محاسباتی  اجرای   با  مسئله   یک  عنوان   به  

 .شوند می  انجام ،شوند می  شناخته تنش  روزرسانیبه  هایالگوریتم  عنوان به معمولاً که 

 مستقل از نرخمدول مماسی  -5-3

 الاستیسیته  

می  فرض  دارد  بندیپیکره  در   Φ  الاستیک  پتانسیل  یک   که   شودابتدا  وجود    به (  [30])آواراس    میانی 

 : که  ایگونه 

(3-35 ) 𝐒𝑒 = 
𝜕Φ

𝜕𝐄𝑒
𝐒𝑒̅̅      یا       ̅ =  

𝜕Φ

𝜕𝐄𝑒
 

𝐒𝑒  که  جایی = 𝐽𝑒𝐅𝑒−1. 𝛔. 𝐅𝑒−𝑇  دوم مرتبه  𝐒𝑒̅̅   ،کرشهف-پیولا  تنش  ̅ = (𝐽/𝐽𝑒)𝐒𝑒  اکنون  .  است

 : بدست آورد  زمان نسبت به  مشتق گرفتن  باساختاری هایپرالاستیک فوق را  معادلهتوان فرم نرخ  می 

(3-36 ) 
𝐒𝑒̅̅ ̅̇ = 𝓛𝑒̅̅ ̅ ∶  𝐄̇𝑒   که    𝓛𝑒̅̅ ̅ =  

𝜕2Φ

𝜕𝐄𝑒𝜕𝐄𝑒
 

  فرم  در  که  فعلی  بندیپیکره   در   را   فوق   عبارت توان می  ،[ 32]   2نیدلمن   و   [ 3۱]  ۱دافالیاس  نتایج  به   توجه  با

 : داد  گیرد قرارمی  شکل زیر

(3-37 ) 𝛕𝑒 = 𝓛𝑒𝜏 ∶  𝐃𝑒 

 : که

(3-38 ) 𝝉𝑒 = 𝝉̇ + 𝝉 ∙ 𝐖𝑒 −𝐖𝑒 ∙ 𝝉 

(3-39 ) 𝐖𝑒 = 𝐖−𝐖𝑝 

 

1 Dafalias 

2 Needleman 
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(3-40 ) 𝓛𝑒𝜏 = 𝓛𝑒 + 𝝉 

 و

(3-4۱ ) ℒ𝑖𝑗𝑘𝑙
𝑒 = 𝐹𝑖𝑚

𝑒 𝐹𝑗𝑛
𝑒 𝐹𝑘𝑝

𝑒 𝐹𝑙𝑞
𝑒 ℒ̅𝑚𝑛𝑝𝑞

𝑒  

(3-42 ) 𝜏𝑖𝑗𝑘𝑙 =
1

2
(𝜏𝑖𝑘𝛿𝑗𝑙 + 𝜏𝑖𝑙𝛿𝑗𝑘 + 𝛿𝑖𝑘𝜏𝑗𝑙 + 𝛿𝑖𝑙𝜏𝑗𝑘) 

𝓛𝑒̅̅  که   بیاورید   یاد   به  البته به  ̅ به    (۱7-3)  باتوجه    ثابت   از  𝓛𝑒  مدول   که   حالی  در  ،باشد   𝓛𝑒مربوط 

  برای  2جومن   عینی  نرخ  ادامه   در.  شودمی   ایجاد  ۱( ۱6-3)  با  مطابق  یبلور   محورهای  به  توجه  با  𝐶𝑖𝑗  الاستیک

 : شودمی  معرفی   زیر فرم  به ( 37-3)  معادله نوشتن

(3-43 ) 𝝉∇ = 𝓛𝑒𝜏 ∶  𝐃𝑒 + 𝝉 ∙ 𝐖𝑝 −𝐖𝑝 ∙ 𝝉 

 پلاستیسیته  

𝐃صورت    به  تغییرشکل  نرخ  تجزیه   گرفتن   نظر  در  با = 𝐃𝑒 + 𝐃𝑝،  را(  43-3)  در   ساختاری  رابطه  

 : کرد  بازنویسی زیر  فرم در  توانمی 

(3-44 ) 𝝉∇ = 𝓛𝑒𝜏 ∶  (𝐃 − 𝐃𝑝) + 𝝉 ∙ 𝐖𝑝 −𝐖𝑝 ∙ 𝝉 

  به  لغزش  سیستم هر در  لغزش  فعالیت نظر از  دو هر ،𝐖𝑝  تانسور دوران و 𝐃𝑝  مومسان تغییرشکل نرخ اما

 :شوند می  تعریف  زیر  صورت

 
𝐃𝑝 = ∑ 𝛾̇𝛼𝐌𝛼

𝑁𝑎𝑠

𝛼=1

    ,    𝐖𝑝 = ∑ 𝛾̇𝛼𝛀𝛼
𝑁𝑎𝑠

𝛼=1

 

 : که

 

  در  را  کشسان ماتریس  ،تبدیل چرخش ماتریس  از استفاده با  ℒ𝑒̅̅̅̅  نماد  که حالی در  است بلوری  محورهای به  توجه  با   کشسان ماتریس  نشانگر  ℒ𝑒  نماد ۱

 .[Q] کند می بیان عمومی سیستم

 . است جامد  مواد ساختاری مدل  در عینی های نرخ   ترین متداول از  یکی و دارد همبستگی 𝐖𝑝مومسان   تانسور دوران با  جائومن نرخ  2
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𝐌𝛼 الف(  3-46) =
1

2
(𝐬𝛼𝐦𝛼 +𝐦𝛼𝐬𝛼) 

𝛀𝛼 ب(  3-46) =
1

2
(𝐬𝛼𝐦𝛼 −𝐦𝛼𝐬𝛼) 

 𝛼  سیستم  لغزش   صفحه   بر   بردار عمود   و   لغزش   جهت  بردار   نمایانگر  𝐬𝛼،  𝐦𝛼  که   بیاورید   یاد  به  جااین   در

𝐬0با    ترتیب   به   ،اند شده  تعریف   𝕭𝟎  مرجع  بندیپیکره   در   که  لغزش   عمود و   واحد   بردارهای   ،براینعلاوه .  است
𝛼  

𝐦0  و
𝛼  میانی    بندیپیکره   یکشد    فرض  قبلاً  که  آنجا  از.  شوند می   مشخص𝕭𝒊  بردارهای   آن  در  که  وجود دارد  

𝐦0  و  𝐬0𝛼  نظر   از   𝐬𝛼،  𝐦𝛼  هایهستند، لذا جهت  𝕭𝟎  مرجع   هایبندیپیکره   همانند   عمود   و  لغزش 
𝛼   صورت    به

 :شوند زیر بیان می 

 𝐬𝛼 = 𝐅𝑒 ∙ 𝐬0
𝛼                               𝐦𝛼 = 𝐦0

𝛼 ∙ 𝐅𝑒−1   

 :د ن شو بیان زیر صورت  به  د توانمی  نیز  𝐦̇𝛼  و 𝐬̇𝛼  ه مربوط هاینرخ  و

 𝐬̇𝛼 = 𝐋𝑒 ∙ 𝐬𝛼                                𝐦̇𝛼 = −𝐦𝛼 ∙ 𝐋𝑒 

 : داریم(  45-3) و ( 44-3)روابط  ترکیب با  اکنون

 
𝝉∇ = 𝓛𝑒𝜏 ∶  (𝐃 −∑ 𝛾̇𝛼𝐌𝛼

𝑁𝑎𝑠

𝛼=1

) −∑ 𝛾̇𝛼(𝛀𝛼 ∙ 𝝉 − 𝝉 ∙ 𝛀𝛼)

𝑁𝑎𝑠

𝛼=1

 

 
= 𝓛𝑒𝜏 ∶  𝐃 −∑ 𝛾̇𝛼(𝓛𝑒𝜏 ∶  𝐌𝛼 +𝛀𝛼 ∙ 𝝉 − 𝝉 ∙ 𝛀𝛼)

𝑁𝑎𝑠

𝛼=1

 

 :شودمی  𝚽𝛼  و  𝐁𝛼  تعریف   به منجر بالا عبارت

(3-47 ) 𝐁𝛼 = 𝛀𝛼 ∙  𝝉 − 𝝉 ∙ 𝛀𝛼 

(3-48 ) 𝚽𝛼 = 𝓛𝑒𝜏 ∶  𝐌𝛼 + 𝐁𝛼 

 : که باشید  داشته  توجه  و
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(3-49 ) 𝐁𝛼 =
1

2
[(𝐬𝛼𝐦𝛼 −𝐦𝛼𝐬𝛼) ∙ 𝝉 − 𝝉 ∙ (𝐬𝛼𝐦𝛼 −𝐦𝛼𝐬𝛼)] 

(3-49 ) = 𝝉 ∙ (𝐦𝛼𝐬𝛼) − (𝐦𝛼𝐬𝛼) ∙ 𝝉 

 : کرد  تر  ساده را ( 44-3) عبارت توانمی  ، فوق تعاریف  با  اکنون

(3-50 ) 
𝝉∇ = 𝓛𝑒𝜏 ∶  𝐃 −∑ 𝛾̇𝛼𝚽𝛼

𝑁𝑎𝑠

𝛼=1

 

آنگاه    𝐃  نظر م  از   𝛾̇𝛼  بیان  به  قادر  اگر  که  باشید   داشته   توجه  ی  مماس   مدول  (50-3)   عبارتباشیم، 

  استفاده   لغزش   سیستم  هر   در  ثابت و تسلیم  شرایط   از  کار  این  انجام  برای.  کند می   تعریف   را  کالاستوپلاستی

 شود:می 

𝜙𝛼 الف(  3-5۱) = 𝜏𝛼 − 𝜏𝑐𝑟
𝛼 = 0 

 ب(  3-5۱)
𝜙̇𝛼 = 𝜏̇𝛼 − 𝜏̇𝑐𝑟

𝛼 = 0 ⇒  𝜏̇𝛼 −∑ℎ𝛼𝛽𝛾̇𝛽
𝑁

𝛽=1

= 0 

  سیستم   روی  بر  برشی  تنش.  اند شده   تعریف (  ب  5۱-3)   و(  الف  5۱-3)  معادلات  توسط   ترتیب   بهکه  

 : کرد بیانبه صورت زیر   𝝉کرشهف   تنش  به توجه با توان می  را 𝛼  لغزش 

(3-52 ) 𝜏𝛼 = 𝐦0
𝛼 ∙ 𝚺 ∙ 𝐬0

𝛼 = 𝐦0
𝛼 ∙ 𝐅𝑒−1 ∙ 𝝉 ∙ 𝐅𝑒 ∙ 𝐬0

𝛼 = 𝐦0
𝛼 ∙ 𝝉 ∙ 𝐬0

𝛼 

 : داریم( ب 5۱-3) به  نتیجه  ربط دادن و 𝑡  زمان به  توجه   با( 52-3) دیفرانسیل گرفتن از رابطه  با سپس

 𝜏̇𝛼 = 𝐦̇𝛼 ∙ 𝝉 ∙ 𝐬𝛼 +𝐦𝛼 ∙ 𝝉̇ ∙ 𝐬𝛼 +𝐦𝛼 ∙ 𝝉 ∙ 𝐬̇𝛼 = 

 = −𝐦𝛼 ∙ 𝐋𝑒 ∙ 𝝉 ∙ 𝐬𝛼 +𝐦𝛼 ∙ 𝝉̇ ∙ 𝐬𝛼 +𝐦𝛼 ∙ 𝝉 ∙ 𝐋𝑒 ∙ 𝐬𝛼 = 

 = 𝐦𝛼 ∙ (−𝐋𝑒 ∙ 𝝉 + 𝝉̇ + 𝝉 ∙ 𝐋𝑒) ∙ 𝐬𝛼 

 = 𝐦𝛼 ∙ [−(𝐃𝑒 +𝐖𝑒) ∙ 𝝉 + 𝝉̇ + 𝝉 ∙ (𝐃𝑒 +𝐖𝑒)] ∙ 𝐬𝛼 = 
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 = 𝐦𝛼 ∙ [(𝝉̇ + 𝝉 ∙ 𝐖𝑒 −𝐖𝑒 ∙ 𝝉) − 𝐃𝑒 ∙ 𝝉 + 𝝉 ∙ 𝐃𝑒] ∙ 𝐬𝛼 = 

 = 𝐦𝛼 ∙ 𝝉𝑒 ∙ 𝐬𝛼 +𝐦𝛼 ∙ (−𝐃𝑒 ∙ 𝝉 + 𝝉 ∙ 𝐃𝑒) ∙ 𝐬𝛼 = 

 = 𝐦𝛼 ∙ (𝓛𝑒𝜏 ∶  𝐃𝑒) ∙ 𝐬𝛼 +𝐦𝛼 ∙ (−𝐃𝑒 ∙ 𝝉 + 𝝉 ∙ 𝐃𝑒) ∙ 𝐬𝛼 = 

(3-53 ) = 𝐼 + 𝐽 

 : که جایی

(3-54 ) 𝐼 = 𝐦𝛼 ∙ (𝓛𝑒𝜏 ∶  𝐃𝑒) ∙ 𝐬𝛼 

(3-55 ) 𝐽 = 𝐦𝛼 ∙ (−𝐃𝑒 ∙ 𝝉 + 𝝉 ∙ 𝐃𝑒) ∙ 𝐬𝛼 

 : ولی

(3-56 ) 𝐼 = 𝑚𝑖
𝛼ℒ𝑖𝑗𝑘𝑙

𝑒𝜏 𝐷𝑘𝑙
𝑒 𝑠𝑗

𝛼 = (𝐦𝛼𝐬𝛼)𝑖𝑗ℒ𝑖𝑗𝑘𝑙
𝑒𝜏 𝐷𝑘𝑙

𝑒 = 𝐌𝛼 ∶  𝓛𝑒𝜏 ∶  𝐃𝑒 

 :و

 𝐽 = −𝑚𝑖
𝛼𝐷𝑖𝑗

𝑒 𝜏𝑗𝑘𝑠𝑘
𝛼 +𝑚𝑖

𝛼𝜏𝑖𝑗𝐷𝑗𝑘
𝑒 𝑠𝑘

𝛼 = −(−𝑚𝑖
𝛼𝜏𝑗𝑘𝑠𝑘

𝛼)𝐷𝑖𝑗
𝑒 + (𝑚𝑖

𝛼𝜏𝑖𝑗𝑠𝑘
𝛼)𝐷𝑗𝑘

𝑒 = 

 = −(𝐦𝛼𝝉 ∙ 𝐬𝛼)𝑖𝑗𝐷𝑖𝑗
𝑒 + (𝐦𝛼 ∙ 𝝉 𝐬𝛼)𝑗𝑘𝐷𝑗𝑘

𝑒 = −(𝐦𝛼𝝉 ∙ 𝐬𝛼) ∶ 𝐃𝑒 + (𝐦𝛼 ∙ 𝝉 𝐬𝛼) ∶ 𝐃𝑒 = 

(3-57 ) = (𝐦𝛼 ∙ 𝝉 𝐬𝛼 −𝐦𝛼𝝉 ∙ 𝐬𝛼) ∶  𝐃𝑒 = (𝝉 ∙ 𝐦𝛼  𝐬𝛼 −𝐦𝛼  𝐬𝛼 ∙ 𝝉) ∶ 𝐃𝑒 = 𝐁𝛼 ∶  𝐃𝑒 

 :نوشت زیر  صورت به را( 53-3) معادله شوند که بتوان سبب می ( 57-3)  و(  56-3) عبارات

(3-58 ) 𝜏̇𝛼 = 𝐌𝛼 ∶  𝓛𝑒𝜏 ∶ 𝐃𝑒 + 𝐁𝛼 ∶ 𝐃𝑒 = (𝐌𝛼 ∶  𝓛𝑒𝜏 + 𝐁𝛼) ∶  𝐃𝑒 ⇒ 𝜏̇𝛼 = 𝚽𝛼 ∶ 𝐃𝑒 

  اکنون   ،است  𝐃  نظر   از   𝛾̇𝛼  بیان   ، هدف  این نکته که   یادآوری   با   شد،  استفاده   (48-3)  معادله   از   که   جایی

𝐃𝑒  با  را  𝐃 − 𝐃𝑝  و   کرده   جایگزین  𝐃𝑝  به صورت زیر است  شده  پیشنهاد  (45-3)  معادله  در   که  همانطور  را ،  

 کنیم: می  بیان
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(3-59 ) 
𝜏̇𝛼 = 𝚽𝛼 ∶ 𝐃 − 𝚽𝛼 ∶  ∑ 𝛾̇𝛽𝐌𝛽

𝑁𝑎𝑠

𝛽=1

 

 : کنیممی  جایگزین( ب 5۱-3) سازگاری شرایط  در  را فوق  عبارت  اکنون

 
𝚽𝛼 ∶  𝐃 − 𝚽𝛼 ∶ ∑ 𝛾̇𝛽𝐌𝛽

𝑁𝑎𝑠

𝛽=1

−∑ ℎ𝛼𝛽𝛾̇𝛽 = 0

𝑁

𝛽=1

 ⇒  ∑ 𝛾̇𝛽(Φ𝛼 ∶ 𝐌𝛽 + ℎ𝛼𝛽 )

𝑁𝑎𝑠

𝛽=1

= 𝚽𝛼 ∶ 𝐃 ⇒ 

(3-60 ) 
∑𝛾̇𝛽Υ𝛼𝛽
𝑁𝑎𝑠

𝛽=1

= 𝚽𝛼 ∶ 𝐃 

Υ𝛼𝛽  صورت   به   [Υ]  ماتریس   هایمؤلفه   آن  در   که  = 𝚽𝛼 ∶ 𝐌𝛽 + ℎ𝛼𝛽    همچنین.  اند شده   تعریف  Ψ𝛼𝛽 

Υ𝛼𝛽([Ψ]  معکوس   هایمؤلفه   را با  = [Υ]−1)  د توانمی (  60-3)  عبارت   ،تعاریف  این   نتیجه   در   کرده و   تعریف  

 : شود نوشته  زیر  صورت  به

(3-6۱ ) 
𝛾̇𝛼 = ∑Ψ𝛼𝛽𝚽𝛼 ∶ 𝐃 

𝑁𝑎𝑠

𝛽=1

 

 :صورت زیر داریم به 𝚲𝛼  تعریف  با و

(3-62 ) 
𝚲𝛼 = ∑Ψ𝛼𝛽𝚽𝛽 

𝑁𝑎𝑠

𝛽=1

 

 :شودمی   منجر 𝛾̇𝛼  از نظر  𝐃  بیان

(3-63 ) 𝛾̇𝛼 = 𝚲𝛼 ∶ 𝐃   

 آید:می دست  به یمماس  مدول برای تحلیلی عبارت یک ، (63-3)  و(  50-3)  روابط با ترکیب 

 
𝝉∇ = 𝓛𝑒𝜏 ∶ 𝐃 −∑ 𝛾̇𝛼𝚽𝛼 

𝑁𝑎𝑠

𝛼=1

= 𝓛𝑒𝜏 ∶ 𝐃 −∑𝚽𝛼𝚲𝛼 

𝑁𝑎𝑠

𝛼=1

: 𝐃 = (𝓛𝑒𝜏 −∑𝚽𝛼𝚲𝛼 

𝑁𝑎𝑠

𝛼=1

) ∶  𝐃   

 :کند می   تعریف  بلور به صورت زیر  تک پلاستیسیته برای را یمماس  مدول  بالا  پرانتز در  شده  درج کمیت



 65 65ساختاری سازیمدل    3 فصل

 

(3-64 ) 
𝓛𝐽 = 𝓛𝑒𝜏 −∑𝚽𝛼𝚲𝛼  

𝑁𝑎𝑠

𝛼=1

= 𝓛𝑒𝜏 −∑𝚽𝛼∑Ψ𝛼𝛽𝚽𝛽 

𝑁𝑎𝑠

𝛽=1

 

𝑁𝑎𝑠

𝛼=1

= 𝓛𝑒𝜏 −∑∑Ψ𝛼𝛽𝚽𝛼𝚽𝛽
𝑁𝑎𝑠

𝛽=1

𝑁𝑎𝑠

𝛼=1

 

 نهایت،  در و

(3-65 ) 
𝓛𝐽 = 𝓛𝑒𝜏 −∑∑Ψ𝛼𝛽𝚽𝛼𝚽𝛽

𝑁𝑎𝑠

𝛽=1

𝑁𝑎𝑠

𝛼=1

 

(3-66 ) 𝝉∇ = 𝓛𝐽 ∶ 𝐃 

  همیشه  است  ممکن  Ψ𝛼𝛽  ماتریس   ، اول.  [23]  کند می   ایجاد   را  مهم  نگرانی  دو(  65-3)  فرم   ،حال  این  با

  Ψ𝛼𝛽  معکوس   ماتریس  وجود  چراکه.  نیست  همیشه معکوس پذیر  ماتریس  یک  𝛶𝛼𝛽  زیرا  ،باشد   نداشته  وجود

  پیدا  در   توانایی  عدم  ، مورد  چندین  در.  دارد  بستگی  ℎ𝛼𝛽سخت شوندگی    مدول  دقیق  انتخاب  به  شدت  به

  نیاز   مورد   اضافی  اطلاعات  و   ۱ندارد   وجود   فرد منحصربه   حل   راه   یک   که   دهد می   نشان  Υ𝛼𝛽  معکوس   کردن 

همچنین  کند می   تعریف   را  متقارن نا   ماتریس  یک   ، دارد  وجود  Ψ𝛼𝛽  که   مواردی   در   ،ثانیا.  است   را  𝓛𝐽  و 

 .کند می   اعلام متقارن نابلافاصله 

 یشوندگمدل آسیب و سخت  -6-3

های آسیب متفاوت توسط بسیاری از محققین برای تجزیه و تحلیل رفتار شکست در فلزات مطرح  مدل

بر پایه تنش  ۱968در سال    [ 33] ان  کرافت و همکارکاک   شده است. اصلی و کرنش موثر    یک مدل آسیب 

دهد که کرنش  فرض کردند هنگامی شکست رخ می   2005در سال    [ 34] یرزبیسکی و همکاران  ارائه کردند. و

انباشته شده  انحرافی اصلاح شده استمحوری  که توسط تنش سه   ایپلاستیک  به یک مقدار    ،و متغیرهای 

یک معیار گلویی و شکست بر پایه تنش ارائه دادند و این    2009در سال    [ 35]بحرانی برسد. زو و همکاران  

 موفقیت تست کردند. دهی ورق باشکل فرآیند بینی شکست در مدل آسیب را برای پیش

که    ند . بسیاری از مطالعات نشان دادشد کثر کرنش برشی استفاده  از مدل آسیب حدا  ی حاضردر مطالعه 

در این    تری داشته باشد.تواند نتایج دقیق یابد و مدل ناهمسانگرد می رت ناهمسانگرد تکامل می صوآسیب به 

 

 .مجموه سیستم های فعال منحصر به فرد نیست ۱
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طور همسانگرد استفاده شده است و اثر ناهمسانگردی به بینی رفتار گلویی از مدل آسیب  مطالعه برای پیش 

 شود.غیرمستقیم از طریق مدل پلاستیسیته بلور در نظر گرفته می 

توجه کنید که پاسخ یک نمونه فلزی معمولی را در طی یک    3-3برای درک بهتر پدیده آسیب، به شکل  

باشد. مرحله  مل چند مرحله می کرنش در این منحنی شا-تنشدهد. پاسخ  آزمایش کشش ساده نمایش می 

تا    b، نقطه حد الاستیک و منحنی  bدهد، در ادامه نقطه  ، پاسخ خطی الاستیک ماده را نشان می (a-b)اول  

c می نمایش  است  گرفته  قرار  کرنش سختی  تحت  که  را  پلاستیک  ناحیه  این    تغییرشکلدهد.  ،  انتهای  در 

 شود.مرحله، در ناحیه گلویی متمرکز می 

می   cنقطه   را مشخص  آسیب  ابتدای  در  ماده  یاد  وضعیت  آسیب  شروع  معیار  عنوان  به  آن  از  که  کند 

شاهد کاهش قابل    (c-d)باشد. در مسیر  قابل مشاهده می   (´c-d)و    (c-d)، دو مسیر  cشود. پس از نقطه  می 

د ماده  و  است  داده  رخ  آسیب  اثر  در  کاهش  این  که  هستیم  ماده  در  تنش  تحمل  ظرفیت  از  چار  توجهی 

ش ماده را بدون آسیب نشان  منحنی ظرفیت تحمل تن  (´c-d)شوندگی شده است، در صورتی که مسیر  نرم 

 دهد.می 

 

 کرنش یک نمونه فلزی معمولی در حالت متأثر از آسیب و بدون آسیب -منحنی تنش:  3-3  شکل

تنشی است که تحت تاثیر آسیب قرار گرفته    𝜎  تنش بدون آسیب و  𝜎،  متغیر آسیب  Dدر این منحنی  

𝜀𝑓̅و    است  تنش نهایی در شروع آسیب   𝜎𝑦0  حد الاستیک و   𝜎0  است.
𝑝𝑙    کرنش پلاستیک معادل در شکست

 شود.  D=1افتد که متغیر آسیب یعنی  باشد و زمانی اتفاق می می 

تنش بدون آسیب

نرم شوندگی در اثر آسیب
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 مدل آسیب حداکثر کرنش برشی  

یابد که حداکثر کرنش برشی از یک مقدار بحرانی  ب زمانی آغاز شده و تکامل می گوید آسیاین مدل می 

 معین بیشتر شود: 

 

(3-66 ) 

 

𝐷 =

{
 
 

 
 

0                                                               (𝛾𝑚 ≤ 𝛾𝑚,𝑖𝑛𝑖)

𝐷𝑚𝑎𝑥

(𝛾𝑚,𝑚𝑎𝑥 − 𝛾𝑚,𝑖𝑛𝑖)
𝑀 (𝛾𝑚 − 𝛾𝑚,𝑖𝑛𝑖)

𝑀
              (𝛾𝑚,𝑖𝑛𝑖 < 𝛾𝑚 < 𝛾𝑚,𝑚𝑎𝑥)

𝐷𝑚𝑎𝑥                                                           (𝛾𝑚,𝑚𝑎𝑥 ≤ 𝛾𝑚)

 

معادله   این  در  برشی   𝛾𝑚که  کرنش  می   𝛾𝑚,𝑖𝑛𝑖،  حداکثر  آغاز  آسیب  که  برشی  کرنش   شود،حداکثر 

𝛾𝑚,𝑚𝑎𝑥  =  𝛾𝑚,𝑖𝑛𝑖  +  ∆𝛾𝑚   یعنی  حداک خود  مقدار  حداکثر  به  آسیب  اندازه  که  برشی  کرنش    𝐷𝑚𝑎𝑥ثر 

و  می  می   𝑀رسد  آسیب  رشد  کننده  کنترل  وقتی  توان  ناگهانی    𝑀باشد.  تغییر  یک  سبب  باشد،  یک  برابر 

می می  استاتیکی  تحلیل  و  در حل  مشکل  ایجاد  سبب  اوقات  گاهی  ناگهانی  تغییر  این  و  این  شود  در  شود. 

𝑀اینکه تغییرات آرامتر اتفاق بیفتد و همگرایی بهبود یابد، از  مطالعه برای  =  . [۱5]شود  استفاده می  2

 اجرای عددی تکامل آسیب  

یابد. برای سنجیدن میزان کاهش ظرفیت  همراه با تجمع آسیب در ماده، ظرفیت تحمل بار کاهش می 

 شود:تحمل بار از فرمول زیر استفاده می 

(3-67 ) 𝜎𝐷(𝜀,̅ 𝐷) =  (1 − 𝐷)𝜎̅(𝜀)̅ 

̅,𝜎𝐷(𝜀تنش جریان محاسبه شده با استفاده از کرنش پلاستیک معادل و    ̅𝜎(𝜀)در این معادله   𝐷)    تنش

آسیب می  تکامل  گرفتن  نظر  در  با  اصلاح شده  کرنش  ر  باشد. دجریان  و  آسیب  که  است  فرض شده  اینجا 

انتگرالی   نقطه  با فرض یک تکامل آسیب همسانگرد ساده، مقدار آسیب در یک  سختی همسانگرد هستند. 

 ۱شود و آسیب به روش صریح به سیستم لغزش اعمال می (  70-3ه و با حل معادله غیر خطی )محسابه شد 

   شود.طبق مراحل زیر محاسبه می 

 

1 Explicit 
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 الف. محاسبه تنش آزمایشی 

صورت به   [ ۱7]و همکاران    کاملا یکسان توسط یون   تغییرشکل تنش آزمایشی در سیستم لغزش با فرض  

 زیر محاسبه شد:

(3-68 ) 𝜏(𝑛+1)
𝑇(𝑠)   =  𝜏(𝑛)

(𝑠)  +  ∆𝑡𝜏̇(𝑠) = 𝜏(𝑛)
(𝑠)
+ ∆𝑡𝐑(𝑠)  ∶  𝐃 

𝜏(𝑛+1)(،  68-3در معادله )
𝑇(𝑠)  ش برشی مؤلفه شده در گام جاری و  تن𝜏(𝑛)

(𝑠)    تنش برشی مؤلفه شده در گام

( معادله  از  است که  می   𝐑شود.  ( محاسبه می 73-3قبلی  تنسور چرخشی  بر صفحه  یک  به عمود  که  باشد 

از رابطه .  [۱5]  کشسان و تنش وابسته است لغزش، جهت لغزش، مدول   ی زیر  تنش برشی مؤلفه شده هم 

 آید:دست می به 

(3-69 ) 
𝜏(𝑠) = 𝑔0 (

|𝛾̇(𝑠)|

𝛾̇0
)

𝑚

𝑠𝑖𝑔𝑛(𝛾̇(𝑠)) 

𝑔0  که  = 𝑎(𝜀0 + 𝛤)
𝑛   است.  سخت   استحکام دانه  مقیاس  در  تمام    𝛤شوندگی  برروی  انباشته  لغزش 

لغزش است به   سیستم  𝛤صورت  و  =  𝛤𝑛 + 𝛤̇Δ𝑡   شود که  بیان می𝛤̇ =  Σ |𝛾̇(𝑠)|     همچنین    .[۱5]است𝑚  

توان  کرنش  برای رفتار مستقل از نرخ  است. در این مطالعه    مرجع نرخ کرنش    𝛾̇0و    حساسیت به نرخ کرنش

𝑚 = 𝛾̇0  و  0.001 = مقادیر   ،د نشومی درنظر گرفته    0.001 در    این  کالیبراسیون  بدست    4فصل  به هنگام 

 آمدند.

را بر    𝛾̇0  مرجعو نرخ کرنش    𝑚  به ترتیب تاثیر پارامترهای حساسیت به نرخ کرنش  5-3و    4-3شکل  

 دهند.بعد نشان می تنش برشی مؤلفه شده بی 
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 کرنش بر تنش برشی مؤلفه شده منحنی اثر حساسیت به نرخ  :  4-3  شکل

 

  

 منحنی اثر نرخ کرنش اولیه بر تنش برشی مؤلفه شده:  5-3  شکل

 با توجه به معادله غیرخطی زیر  𝜸̇(𝒔) مومسانمحاسبه نرخ کرنش ب.  

( باید با  68-3ی ) لغزش در معادله دهند، تنش سیستم  صورت مومسان تغییرشکل می هنگامی که مواد به 

 ی غیرخطی زیر: ( برابر شود. با حل معادله 69-3ی )تنش برشی مؤلفه شده در معادله 

0

0.5

1

1.5

2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.1
0.01
0.001
0.0001

)( مرجع نرخ کرنش برشی   
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)
ش
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 ̇0

)( مرجع نرخ کرنش برشی   

  
(

)
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(3-70 ) 𝐹(𝛾̇(𝑠)) = 𝜏
(𝑛+1)

𝑇(𝑠) − ∆𝑡∑𝛾̇(𝛼)𝑅(𝑠): 𝑃(𝛼) − (1 − 𝐷(𝑛))

𝛼

𝜏(𝑠) = 0 

پذیری، جریان تنش کاهش  باشد. برای مقابله با آسیبآسیب در گام قبلی می   𝐷(𝑛)(، 70-3ی )در معادله 

با کاری که یون و همکاران این  و   𝐷(𝑛)د متفاوت است. در طی تکرار هر گام،  انجام دادن  [۱7]   یافته است 

 شود. روز می شود و تنها پس از رسیدن به همگرایی در پایان هر گام به روز نمی منظور همگرایی بهتر به به 

 روزرسانی تنش ج.محاسبه نمو آسیب و به  

(3-7۱ ) 
∆𝐷(𝑛+1) = ∫ 𝑑𝐷

𝑡𝑛+1

𝑡𝑛

 

(3-72 ) 𝐷(𝑛+1) = 𝐷(𝑛) + ∆𝐷(𝑛+1) 

(3-73 ) 
𝜏(𝑛+1)
(𝑠)

= (1 − ∆𝐷(𝑛+1)) (𝜏(𝑛+1)
(𝑠)

− ∆𝑡∑𝛾̇(𝛼)𝑅(𝑠): 𝑃(𝛼)
𝛼

) 

𝜏(𝑛+1)گیری و  ی انتگرال آسیب در هر نقطه   ونمو   𝐷(𝑛+1)∆(،  73-3( تا )7۱-3ی )در معادله 
(𝑠)   روز  تنش به

شود،  ( محاسبه می 73-3به کمک رابطه )  ۱شده سیستم لغزش در گام جاری است. از آنجا که نرم شدن تنش 

 شود.( استفاده می 73-3ز نمو آسیب به جای آسیب کل در رابطه )ا

 خواص ماده  

  AA6022-T4آلیاژ آلومینیوم    از جنس   مورد استفاده در این تحقیق   مدل   تر عنوان شد،پیش همانطور که  

و    𝐶11 ،𝐶12سه ثابت الاستیک   FCCباشد. در خواص کشسانی ماده مورد نظر بدلیل تقارن سیستم مکعبی  می 

𝐶44   استخراج شدند که در    [36]شوند. این خواص از مرجع  برای معرفی خواص کشسانی ماده استفاده می

 .دهد را نشان می  ترکیب شیمیایی این آلیاژ   2-3جدول همچنین  .باشد قابل مشاهده می  ۱-3جدول 

 

 

 

1 Stress softening 
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 AA6022-T4مکانیکی آلیاژ آلومینیوم  خواص  :1-3  جدول

 یانگ مدول 

(GPa) 

 چگالی

)3/mmKg( 

𝑪𝟒𝟒 

(GPa) 

𝑪𝟏𝟐 

(GPa) 

𝑪𝟏𝟏 

(GPa) 

70 6-e708/2 5/28 3/6۱ 2/۱08 

 

 AA6022-T4  [37 ]ترکیب شیمیایی آلیاژ آلومینیوم   :2-3  جدول

 Al Tin Ti Zn Cr Mg Mn Cu Fe Si عنصر

≅ درصد وزنی   2/98  02/0  > 025/0 0۱6/0 027/0 57/0 053/0 045/0 ۱0/0 90/0 

 

 بررسی تحلیلی  

بررسیبه  تأیید   منظور  انتگرال  و  المان  روش  تک  حالت  برای  تحلیل  آسیب،  تکامل  مدل  و  تنش  گیری 

المان را نشان می   6-3انجام شد. شکل   ،  0°)  اویلر. تجزیه و تحلیل برای دو مجموعه زوایای  دهد مدل تک 

 نشان داده شده است.  7-3 در شکل FCC  بلورسیستم لغزش  ۱2انجام شده است.  (45°، 0°، 0°)  و  (°0، °0

برش  آغاز می مقادیر حداکثر کرنش  را  آسیب  که  برشیی  کرنش  و  می   کند  باعث  از  که  بعد  آسیب  شود 

به  برسد  خود  مقدار  حداکثر  به  𝛾𝑚,𝑖𝑛𝑖  برابر ترتیب  شروع 

2
= 𝛾𝑚,𝑚𝑎𝑥و    0.2

2
= 

𝛾𝑚,𝑖𝑛𝑖

2
+   باشند. می   0.0188

سخت لغزش   شوندگیبرای  رابطه    سیستم  قسمت    (75-3)از  در  که  شد  داده  ت (  2-7-3)استفاده  وضیح 

زوایای  8-3شکل  شود.  می  برای  تحلیل  نتایج  می   ( 0°،  0°،  0°)  اویلر ،  نشان  بهتر،  را  برای همگرایی  دهد. 

 در نظر گرفته شد. 0/ 5حداکثر مقدار آسیب برابر 
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 تأیید روابط بررسی و  منظور  مدل تک المان به:  6-3  شکل

 

 FCCهای لغزش برای ماده با ساختار  سیستم:  7-3  شکل

با رسیدن حداکثر کرنش برشی به مقدار    8-3در شکل   با تکامل آسیب،  ، آسیب آغاز شده و  2/0الف، 

ب، تنش برشی مؤلفه شده را در    8-3شوندگی در اثر آسیب(. شکلیابد )به علت نرم تنش طولی کاهش می 

همین عمود بر جهت کشش هستند و به   ۱0،  7،  6،  ۱  زش های لغدهد. سیستمطول سیستم لغزش نشان می

جهت لغزش با محور    ۱۱،  9،  8،  2  های لغزش سیستمدر  خاطر تنش برشی مؤلفه شده در آنها صفر است.  

،  4،  3های لغزش  سازد بنابراین تنش برشی مؤلفه شده هم مثبت است. برای سیستممی   45°اری زاویه  ذ بارگ

   mm

 
 

 
m

m

X

Z

UX = 5mm

UY = 0 UZ = 0
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ها صفحه و صفحه لغزش این سیستم عمود    حاصلضرب  باشد، چراکهتنش برشی مؤلفه شده منفی می   ۱2،  5

 منفی است.

 

 

 

 ( 0°، 0°، 0°)لر  یزوایای اونتایج تحلیل برای :  8-3  شکل
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 ۱۱، 9، 8، 2: لغزشی سیستم

 ۱2، 5، 4، 3: لغزشی سیستم

 ۱0، 7، 6، ۱: لغزشی سیستم

(ب)
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 ( 45°،  0°،  0°)لر  یزوایای او  تک المان با نتایج تحلیل  :  9-3  شکل

دهد. در این مورد بلور حول محور  نشان می   (45°،  0°،  0°)   اویلر ، نتایج تحلیل را برای زوایای  9-3شکل  

Z   اند. اند هم دوران کرده نشان داده شده  7-3های لغزش که در شکل دوران کرده و سیستم  45°به اندازه 

موازی یا عمود بر جهت    ۱2، 9، 8،  7،  6،  5،  4،  3های لغزش ای ساختار بلور، سیستم درجه   45°با دوران  

ب، تنش برشی مؤلفه   8-3بنابراین تنش برشی مؤلفه شده در آنها صفر است. همانند شکل اند. اری شده بارگذ 

 . باشد منفی می ۱ لغزش  اند و برعکس در سیستممثبت  ۱۱، ۱0، 2های لغزش شده در سیستم 
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، تنش تسلیم معیار  ۱0-3استخراج شده است. شکل    ۱معیار   همچنین تنش تسلیم مدل به روش تنش 

 دهد.باشد را نشان می می AA6022-T4که از جنس آلیاژ مدل مورد آزمایش  

 

 AA6022-T4تنش معیار محاسبه شده آلیاژ   :10-3شکل  

 تشریح مدل تحلیل  -7-3

 مدل المان محدود برای تست 

پیش  آلومینیوم  برای  آلیاژ  ورق  بر  ضخامت  راستای  در  تنش  تاثیر  و  گلویی  رفتار  ، AA6022-T4بینی 

مدل   و  بلور  پلاستیسیته  روش  شد.  انجام  بلور  پلاستسیته  روش  با  کشش  تست  یک  محدود  المان  تحلیل 

  2ی آباکوس افزار تجاردر نرم  VUMATهای قبلی توضیح داده شد، به کمک  آسیب استفاده شده که در بخش

اثربخشی محاسبات،  به  برای  لذا  نیاز است  انجام تست کشش مورد  برای  المان  زیادی  تعداد  کار گرفته شد. 

شکل  دامنه  مطابق  را  تحلیل  مورد  مدل  می   ۱۱-3ی  تحلیل  دهیم.  کاهش  مورد  مطالعه،مدل  دارای    این 

  mm۱ . در واقع ضخامت ورق  باشد می ضخامت  در  mm5/0 در عرض و   mm   5/۱در طول، mm3 ابعادی با  

 فرض شد و با در نظرگرفتن تقارن آن، نصف این ضخامت برای تحلیل درنظر گرفته شد.  

 

1 Proof Stress 
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 توصیف دامنه محاسباتی و شرایط مرزی مدل تحلیلی :11-3شکل  

هموار  ،  Xجهت  در   دامنه  با  سرعت  یک  با  تمام    0Z  و   0Yهای  در جهت  شود.کشیده می مدل  جابجایی 

 هم وابسته است تا در شرایط کششی و کاهش ضخامت ورق، تمام این نقاط باهم حرکت کنند. ها به گره 

طبق مطالعات    .دهد را نشان می   وجهیهشت  یدانه   ۱4790  تقسیم دامنه مورد تحلیل به  ۱2-3شکل  

و  باشد  می   mm   05/0حدود  AA6022-T4های آلیاژ آلومینیوم  ، اندازه متوسط دانه [۱7]یون و همکارانش  

نیز  این مطالعه  دانه    در  دانه ر  اقد م  همیناندازه  از  گرفته شدند. هریک  به درنظر  بندی  ها  المان  کافی  اندازه 

کار رفته در این مدل از  المان به   های یک دانه اختصاص داده شد.اند و زاویه اویلر مشابه به تمام المانشده

 باشد. می (C3D4) با چهار گره  نوع کانتینیوم چهار وجهی خطی

 

 الماسی شکلبندی الف(مدل کامل، ب(حالت بزرگ نمایی شده، ج(دانه توصیف مدل شبکه :12-3شکل  

Y

Z

X

X0

(الف)

(ب)(ج)
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گیری  طور کلی در این مطالعه تعداد هزار جهتدهد. به مدل را نشان می   ۱گیریتوزیع جهت  3۱-3شکل  

دانه  به  تصادفی  صورت  به  تعداد  این  و  است  شده  است.  تولید  شده  داده  اختصاص  قطبی ها  آلیاژ    2تصویر 

نشان داده شده است. این تصویر به صورت ترجیحی به کمک    ۱4-3هم در شکل    AA 6022-T4آلومینیوم  

به نرم  قطبی  مشابه شکل  تا  است  تولید شده  نحوی  به  متلب  و همکاران  افزار  یون  توسط  آمده    [ ۱7]دست 

از تصویر    اند.دست آورده به   OIM  4و  X   3-صورت تجربی با استفاده از پراش پرتوها این تصویر را به باشد. آن

نشان    ۱4-3شود و شکل  های هر دانه بلور در یک سیستم مرجع استفاده می قطبی برای نمایش دادن جهت

 های بلور در این مدل است.  دهنده متنوع بودن جهت

 

 گیری مدل توزیع تصادفی جهت   :13-3شکل  

 

 

1 Orientation 

2 Pole figure 

3 X-ray diffraction 

4 Orientation imaging microscopy 
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 AA6022-T4( آلیاژ آلومینیوم  1  1  1( و )1 1 0تصویر قطبی صفحات ) :14-3شکل  

 شوندگی سیستم لغزش تعیین روابط سخت  

از طریق آزمایش    [۱5] که توسط کیم و همکارانش    AA6022-T4کرنش آلیاژ آلومینیوم  -ی تنشرابطه 

 باشد: دست آمد، مطابق زیر می کشش در جهت نورد به 

(3-74 ) 𝜎(𝜀)̅ = 479.9(𝜀̅ + 0.001)0.258 

کرنش  -ی تنشباشد و بنابراین رابطه می ( درواقع حاصل میانگین پاسخ هر سیستم لغزش  74-3ی )رابطه 

(  74-3شوندگی دانه رفتاری مشابه رابطه ) ( تفاوت دارد. دراین مطالعه، سخت 74-3ی )در سطح دانه با رابطه 

 باشد:ی زیر می کرنش در مقیاس دانه مطابق رابطه -دارد و قسمت استاتیکی رابطه تنش

(3-75 ) 𝑔0 = 𝑎(𝜀0 + 𝛤)
𝑛 = 151.5(0.001 + 𝛤)0.24 

کرنش   𝛤و    توان کرنش سختی  𝑛،  ثابت مقاومت  𝑎استحکام سیستم لغزش،    𝑔0(،  75-3ی )در رابطه   که

 باشد. می برشی انباشته در کل سیستم لغزش  

دهد. که تغییر  نشان می  𝑔0، را بر استحکام سیستم لغزش 𝑛تاثیر متغیر توان کرنش سختی  ۱5-3شکل  

𝑛  شود.سبب تغییر در شیب منحنی می 
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 بر استحکام سیستم لغزش  𝒏تاثیر توان کرنش سختی   :15-3  شکل

 VUMATگردش کار زیربرنامه  -8-3

 دهد.را نشان می  VUMAT، دیاگرام گردش کار و مراحل اجرای زیربرنامه ۱6-3شکل 

 

 VUMATدیاگرام گردش کار زیربرنامه    :16-3  شکل
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تصحیح تنش برشی مؤلفه 

  و بروزرسانی آن(𝜏T(s))شده 
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 نتایج و بحث  4 فصل

نوشته شده بر اساس   زیر برنامه اند، در این فصل  های دوم و سوم بیان شده بر اساس روابطی که در فصل 

تاثیر تنش   نامه، کهشود و هدف اصلی پایانارائه می   افزار آباکوس معرفی و نتایج حاصل از آن به نرم   بط آن روا

بر شکل د راستای ضخامت  می ر  ورق  از طی چند  پذیری  برای کشش  آزمایباشد، پس  محوره ش  دو  و    تک 

بر روی    شود.بررسی می ،  محوره  اثر فشار عمودی  انجام شد، سپس  پارامترهای آسیب  ابتدا کالیبراسیون  در 

 .ارائه شد ها منحنی آن  در آخر  دهی بررسی وشروع گلویی و نیروی شکل

 تعیین پارامترهای مدل آسیب  -1-4

استفاده شد.  در این زمینه،    [۱5]  مرجعتجربی    برای تطابق نتایج تحلیلی حاصل از تست کشش، از کار

اند. رفتار سخت شوندگی  انجام داده   AA6022-T4آلیاژ آلومینیوم  را برروی    یکسان  آزمایش کشش   3  ،هاآن

آزمایش مشابه هم شد. اما طول منحنی تا شکست کمی متفاوت شد که این تفاوت چشمگیر نیست،   3هر  

اول   آزمایش  از  آن  که    ۱(EXP1)لذا  قرار  نتایج  دیگر  آزمایش  دو  میان  عنوانداشتدر  به  این    ،  در  مرجع 

، نمایش داده  الف  ۱-4ها، در شکل  جابجایی حاصل از آزمایش اول آن -شود. منحنی نیرومطالعه استفاده می 

 شده است.

 

1 Experiment 
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شدن علت عدم ثبات  که نرم   اه با درنظر گرفتن آسیب، مشخص شد شدن همردر تجزیه و تحلیل گلویی 

وابستگی به اندازه المان    نیز ن مطالعه  . در ای[38]ماده است و نتایج ممکن است وابسته به اندازه المان باشد  

 های مختلف و مناسب المان انجام شد.مورد بررسی قرار گرفت و تجزیه و تحلیل برای اندازه 

 

 

 های متفاوت ، ب( اندازه المانآزمایش تجربی کیم و همکارانش  الف(  جابجایی حاصل از-منحنی نیرو:  1-4  شکل

شکل   از  که  می   ۱-4همانطور  کاهش  سپس  و  افزایش  ابتدا  نیرو  است،  را  مشخص  امر  این  دلیل  یابد. 

کند و در اثر کارسختی،  توان اینگونه بیان کرد که پس از اعمال فرآیند کشش، ماده شروع به جریان می می 

تغییرشک به  می مقاومت  افزایش  میل  مقطع  کاهش  به  شروع  هم  ورق  همزمان  نرخ  یابد.  ابتدا  در  اما  کند 

یابد. این افزایش  باشد و لذا نیرو افزایش می افزایش کارسختی از کاهش نیرو بر اثر نازک شدن ورق، بیشتر می 

از آن کاهش سطح مقطع نمونه و در نتیجه  نیرو تا نقطه  اما پس  ادامه دارد،  نهایی  بر  ی تنش  کاهش نیرو 
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می  غلبه  کارسختی  از  از  ناشی  نیروی  نقطه افزایش  در  ابتدا  در  شرایط  این  می کند.  ایجاد  نرخ  ای  که  شود 

رو تمام تغییرشکل مومسان بعدی در این ناحیه  اینکرنش در آن بالاتر و لذا ضعیفتر از بقیه نمونه است. از 

ال چون سطح مقطع سریعتر از افزایش بار ناشی از  کند. حشود و نمونه شروع به گلویی شدن می متمرکز می 

 کند.شود، نیروی واقعی لازم برای تغییرشکل نمونه افت می کارسختی کم می 

نیرو منحنی  تحلیل -های  از  المان جابجایی حاصل  اندازه  برای  مطالعه  این  با  های  قیاس  در  متفاوت  های 

،  است  µm70 و    50امی که اندازه المان برابر  ب، نشان داده شده است. هنگ   ۱-4آزمایش اول کیم در شکل  

 µmاست. رفتار گلویی برای اندازه المان    µm  90رفتار گلویی به مراتب بهتر از حالتی است که اندازه المان  

از    50 بهتر  ولی  شد دیده    µm  70نیز  است  به هم  نزدیک  المان  اندازه  دو  این  برای  نتایج  اگرچه  این  .  در 

 شود. استفاده می  µm50 تر از اندازه المان مطالعه به دلیل دستیابی به نتایج دقیق 

نیرو   ،2-4شکل   از  -رابطه  آمده  با مدل آسیب حداکثر  در حین کالیبراسیون    CPFEMجابجایی بدست 

توان  را می   بینید، اگرچه در نزدیکی ناحیه گلویی کمی خطامانطور که می دهد. هکرنش برشی را نشان می 

آزمایش تجربی کیم تطابق خوبی   با CPFEMروابط بدست آمده از توان گفت،  طور کلی میکرد اما به  مشاهده

 بینی شده است.پیش  CPFEMدارد و منحنی به درستی توسط 

 

 با آزمایش تجربی کیم   CPFEMجابجایی حاصل از  -تطابق منحنی نیرو  :2-4  شکل

تجربی کیمدر  قطعه    ابعاد به با    ، آزمایش  متفاوت است. طول مدل    این مطالعه   کار گرفته شده درمدل 

در نظر گرفته شد.    mm3 است درحالیکه طول مدل تحلیلی در این مطالعه برابر    mm60تجربی کیم برابر  
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رابطه  با  را  تناسب  بهترین  که  نیرو پارامترهایی  داشته -ی  کیم  تجربی  آزمایش  جدول  جابجایی  در    ۱-4اند، 

 اند. نشان داده شده 

 دل آسیب : پارامترهای م 1-4  جدول

 𝒏 𝜸̇𝟎 𝒎 𝒂 𝑴 𝑫𝒎𝒂𝒙 𝜸𝒎.𝒎𝒂𝒙/𝟐 𝜸𝒎.𝒊𝒏𝒊/𝟐 پارامتر

 2/0 2۱88/0 5/0 2 5/۱5۱ 00۱/0 00۱/0 24/0 مقدار 

شبیه  هنگام  مد در  وسازی،  شد  محاسبه  تحلیلی  مدل  یانگ  واقعی    ول  یانگ  مدول  با  خوبی  انطباق 

در بخش خواص ماده آورده    ۱-3مقدار واقعی مدول یانگ این ورق، در جدول    دارد.  AA6022-T4آلومینیوم  

برابر   که  به می  GPa70 شد  یانگ  مدول  و  برابر  باشد  تحلیلی  مدل  از  آمده   باشد. می   GPa  06۱/65دست 

 دهد.، مدول یانگ مدل تحلیلی را نشان می 3-4شکل 

 

 مدول یانگ مدل تحلیلی  :3-4  شکل

R   های تحلیل تا حد زیادی منطبق برخط برازش شده  دهد داده باشد که نشان می ضریب همبستگی می

 باشند. می 

 شروع و تکامل آسیب  -2-4

طول اولیه    است و به کمک  طولی  کرنشاندازه    𝜀𝑔دهد.  را در چند گام نشان می   توزیع تنش  4-4شکل  

(𝑙0)    و جابجایی کششی(𝑢)   ی  مطابق رابطه𝜀𝑔 = ln((𝑙0 +  𝑢 )/𝑙0)   همانطور که انتظار    شود.محاسبه می

σ = 65061 ε
R² = 0.9996
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اثر اختلاف جهت  افتد.ها اتفاق می رود تمرکز تنش در مرزدانه می  های ها بین دانه گیری این تمرکز تنش در 

شد، ناحیه تمرکز تنش    نشان داده  4-4دهد. با افزایش کرنش کششی، همانطور که در شکل  همسایه رخ می 

می  می   ،دو    ج  4-4شکل  در    .یابد افزایش  که مشاهده  شکل    شود  با  مقایسه  در  تنش  که  پ  4-4میزان   ،

 یابد. کاهش می شروع گلویی  از پس یابد. چرا که ظرفیت تحمل بار کاهش می   ،ی آغاز گلویی استلحظه 

برای کرنش   5-4شکل   نشان می توزیع آسیب را  متفاوت  اندازه    دهد.های  زمانی که  تا  این شکل،  طبق 

ی شروع آسیب را نشان  لحظه ،  ب   5-4و شکل    یب آغاز نشده استباشد، آس   0/ 236کرنش کوچکتر مساوی  

می .  دهد می  بیشتر  کرنش  اندازه  می هرچه  افزایش  آسیب  ناحیه  آسیب  شود،  مناطق  ترکیب  منجربه  و  یابد 

شوند. در تحلیل حاضر،  ود در ناحیه گلویی آسیب دیده می شود. درنهایت بیشتر عناصر موجدیده همسایه می 

اندازه کرنش به مقدار  گلویی زمانی آغاز می    در لحظه توزیع آسیب  ،  پ   5-4و شکل    برسد   248/0شود که 

شود که با افزایش کرنش منطقه وسیعی در  مشاهده می   ج و د،   5-4در شکل    .دهد گلویی را نشان می   آغاز

 .  ه استدچار آسیب شد پیرامون ناحیه گلویی 
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 توزیع تنش در طی اعمال کشش :  4-4  شکل

( الف) = 0

( ب) = 0.125

( پ) = 0.248

( ج) = 0.270

( د) = 0.278

Mises (MPa)
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 طی اعمال کشش   در  (𝑫)  آسیبپارامتر  توزیع    :5-4  شکل

 

  = 𝜺𝒈 270/0، ب(   = 𝜺𝒈 236/0بر روی نمودار کالیبره شده الف(    (𝑫): نمایش توزیع پارامتر آسیب  6-4  شکل

( الف) = 0

( ب) = 0.236

( پ) = 0.248
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( د) = 0.278
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پارامتر آسیب در کرنش  6-4شکل   پارامتر آسیب در کرنش  236/0، لحظه شروع  توزیع  بر    270/0و  را 

 روی نمودار با پارامترهای کالیبره شده نشان میدهد. 

تصویر کشیده  تغییرشکل نمونه در زمان قبل و بعد از گلویی به   ناحیه   رنش و ، پارامتر نرخ ک 7-4در شکل  

شکل   در  که  همانطور  از    7-4شد.  قبل  تا  است،  مشخص  تغییرشکل    ،گلوییشروع  الف،  دچار  نمونه  تمام 

، تغییرشکل در آن ناحیه متمرکز شده و گلویی  (ب  7-4شکل )شود، اما درجایی که نرخ کرنش بالا هست  می 

نقاط نمونه تغییرشکل    ،دهد رخ می  ناحیه شده است و در دیگر  به این  از آن تمام تغییرشکل معطوف  پس 

 دهد.کمتری رخ می 

 

 توزیع نرخ کرنش در قبل و بعد از گلویی  :7-4  شکل

 پذیری ورق بررسی اثر تنش در راستای ضخامت بر شکل  -3-4

 تک محوره نتایج برای کشش  

بر شکل راستای ضخامت  در  تنش  اثر  بررسی  محوره،  برای  درحالت کشش تک    آزمایش   7پذیری ورق 

توضیح    ۱-7-3انجام شد. مدل مورد آزمایش، مشابه مدلی است که در بخش    MPa70 تا   ۱0تحت فشارهای  

در راستای    ها، ابتدا در گام اول فشارباشد. در این آزمایش داده شد و شرایط مرزی هم به همان صورت می 

یعنی در جهت   اعمال شد Zضخامت  دامنه هموار  با یک  ماند   ،  تحلیل ورق تحت فشار خواهد  انتهای  تا  .  و 

، کشیده شد. در انتها با  Xسپس در گام دوم، نمونه بدون سرعت اولیه و با یک دامنه هموار سرعت، در جهت  

( الف) = 0.194

( ب) = 0.270
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نیروی   بر  فشار  اثر  فشار،  بدون  حالت  با  نتایج  منحنی حد  دهیشکلمقایسه  از  نقطه  یک  و  گلویی  شروع   ،

 دهی بررسی شد.شکل

نیرو 8-4شکل   آزمایش -، منحنی  از  را  جابجایی حاصل  فشار  بدون  با حالت  مقایسه  های تحت فشار در 

 دهد.نشان می 

 

 مدل تحت فشارهای مختلف و بدون فشار  جابجایی-مقایسه منحنی نیرو:  8-4  شکل

برمی آزمایش چنین  نتایج  برای شکل از  نیاز  نیروی مورد  پیدا  آید که  فشار، کاهش  افزایش  اثر  در  دهی 

  است، در شرایطی که اگر فشار N  ۱96ی گلویی برابرنیرو در لحظه   که در حالت بدون فشار،طوری کند. به می 

MPa 70   ی گلویی بهاعمال شود، نیرو در لحظهN   ۱72   یابد. لذا در صورت اعمال فشار  کاهش میMPa70  ،

هایی با فشارهای  طی آزمایش، تاثیر فشار بر نیرو را  9-4  کند. شکل درصد کاهش پیدا می   ۱2/ 3نیرو حدود  

 دهد.نشان می  متفاوت 

آزمایش این  در  قابل مشاهده  نتایج  دیگر  اعمالاز  اثر  در  گلویی  افتادن  تأخیر  به  می   ها،  در فشار  باشد. 

که تحت  اتفاق افتاد، درصورتی   248/0های انجام شده، درحالت بدون اعمال فشار، گلویی در کرنش  آزمایش

اتفاق می   277/0  ، در کرنش MPa70 فشار   افزایش فشار، گلویی دیرتر  با  افتد.  گلویی مشاهده شد. درواقع 

 دهد. را نشان می  های متفاوتآزمایش، به تاخیر افتادن گلویی در ۱0-4شکل 
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 های مختلف فشاردهی در آزمون: منحنی نیروی بیشینه شکل 9-4  شکل

 

 های مختلف فشارآزمونمنحنی کرنش گلویی در    :10-4  شکل

دهد. مطابق این  های انجام شده نشان میدهی را در آزمایش، یک نقطه از منحنی حد شکل ۱۱-4شکل  

  ۱۱/ 7این نقطه    MPa70 شکل، با اعمال فشار و با افزایش آن، این نقطه به سمت بالا رفته و در اثر فشار  

پور  دست آمده حاصل از مطالعه عاصمه با نتیجه به ک یابد.پذیری بهبود می رنتیجه شکلکند، د درصد رشد می 

همکاران   آن   [2]و  دارد.  شکلهمخوانی  حد  منحنی  بر  فشار  اثر  مارسینیاکها  مدل  مبنای  بر  را  -دهی 

در اثر فشار    AA6011انجام دادند و دریافتند برای ورق    STKM-11Aو   AA6011های کوزینسکی بر روی ورق 

MPa  62 رصد و برای ورق  د  4/۱9دهی  ، نمودار حد شکلSTKM-11A    تحت فشار MPa23۱  ،4/27    درصد

 رود. بالا می
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  دهی ورق تحت فشارهای مختلفیک نقطه از منحنی حد شکل   :11-4  شکل

در دو کرنش یکسان مقایسه    MPa50 ، پارامتر آسیب در آزمون بدون فشار و آزمون فشار ۱2-4در شکل 

شود، در اثر اعمال فشار، توزیع آسیب در ورق کاهش پیدا کرده و لذا  شد. همانطور که در شکل مشاهده می

 ارد.گذ صِحهّ می پذیری ورق، تی بر شکلدست آمده قبلی مبنی بر اثر مثبت تنش ضخام بر نتایج به 

 

 MPa50 مقایسه توزیع آسیب در آزمون بدون فشار و آزمون با اعمال فشار    :12-4  شکل
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 دو محوره نتایج برای کشش  

اثر فشار در حالت کشش   المان محدود توضیح داده شده در بخش   دو محورهبرای بررسی  از مدل   نیز 

ر در  ا. در گام اول فشقابل مشاهده است  ۱3-4که در شکل    ، اما با شرایط مرزی متفاوت استفاده شد 3-7-۱

ورق تحت فشار خواهد    تحلیل و تا انتهای    ، با یک دامنه هموار اعمال شد Zراستای ضخامت یعنی در جهت  

 0Z  ، مدل تحت سرعتی با دامنه هموار کشیده شد. در جهت1Yو    ،Xهای  جهتدر  . سپس در گام دوم  ماند 

گره  تمام  به جابجایی  باهم  ها  نقاط  این  تمام  ورق،  کاهش ضخامت  و  در شرایط کششی  تا  است  وابسته  هم 

نیروی    مشاهده شد،  MPa50 در انتها با انجام آزمایشی در حالت بدون فشار و با اعمال فشار  حرکت کنند.  

برای شکل  نیاز  امامی   ادهی کاهش معناداری پید مورد  به اشباع    کند  رسد، می پارامتر حداکثر کرنش برشی 

  گیرد، خود می غیرواقعی به   یرفتار   ،درواقع تحلیل  افتد.گیرد و گلویی هم اتفاق نمی توزیع آسیب صورت نمی 

برای مسائل  رشی که در این مطالعه درنظر گرفته شد،  توان نتیجه گرفت، مدل آسیب حداکثر کرنش ب لذا می 

 باشد. کشش دومحوری مناسب نمی

 

 توصیف مدل المان محدود در آزمایش دو محوره  :13-4  شکل

جابجایی در جهت طولی و عرضی نمونه را که حاصل  -ترتیب منحنی نیرو، به ۱5-4و شکل    ۱4-4شکل  

آزمایش کشش   نشان می   MPa50 تحت فشار    دو محوره از  بدون فشار است،  از شکل  و  دهد. همانطور که 

 کند.می کاهش پیدا  % ۱2حدود  دهی در اثر اعمال فشار،پیداست، نیروی شکل 

Y

Z

X

X0
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 و بدون فشار MPa50  جابجایی در جهت طولی مدل، تحت فشار-مقایسه منحنی نیرو  :14-4  شکل

 

 و بدون فشار  MPa50  مدل، تحت فشار عرضیجابجایی در جهت  -مقایسه منحنی نیرو :15-4  شکل

نشان می ۱6-4شکل   متفاوت  را در دو کرنش طولی  برشی  پارامتر حداکثر کرنش  طور که  دهد. همان، 

افزایش بسیار جزئی    پارامتر حداکثر کرنش برشیدرصدی کرنش طولی،    30رغم افزایش  مشخص است، علی 

  ، در دو کرنش۱7-4را به همراه داشته که این مقدار برای تشکیل آسیب و گلویی شدن کافی نیست. شکل  

می  نشان  متفاوت،  نمی دطولی  تشکیل  مدل  در  آسیب  که  می هد  لذا  آسیب  شود.  مدل  گرفت  نتیجه  توان 

آزمون کشش   برای  برشی  قابلیت پیش  باشد مناسب نمی   دو محورهحداکثر کرنش  این  و  در  را  بینی گلویی 

 و باید از مدل آسیب دیگری استفاده کرد.   آزمون ندارد
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 های طولی متفاوتتوزیع پارامتر حداکثر کرنش برشی در کرنش :16-4  شکل

 

 

 های طولی متفاوتتوزیع پارامتر آسیب در کرنش  :17-4  شکل

، در  دو محورهبودن مدل آسیب حداکثر کرنش برشی در کشش  نمناسب  نتایج بدست آمده و    با توجه به 

از مدل آسیب کرنش مومسان اصلی تاثیر تنش در راستای ضخامت ورق،  برای بررسی   استفاده شد.  ۱ادامه 

می  مدل  می این  تکامل  و  شده  آغاز  زمانی  آسیب  بحرانی  گوید  مقدار  یک  از  اصلی  مومسان  کرنش  که  یابد 

 معین بیشتر شود: 

 

1 Principal plastic strain damage model 

( الف) = 0.181

( ب) = 0.240

( الف) = 0.256

( ب) = 0.460
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(4-۱ ) 

 

𝐷 =

{
 
 

 
 

0                                                               (𝜀1 ≤ 𝜀1,𝑖𝑛𝑖)

𝐷𝑚𝑎𝑥

(𝜀1,𝑚𝑎𝑥 − 𝜀1,𝑖𝑛𝑖)
𝑀 (𝜀1 − 𝜀1,𝑖𝑛𝑖)

𝑀
              (𝜀1,𝑖𝑛𝑖 < 𝜀1 < 𝜀1,𝑚𝑎𝑥)

𝐷𝑚𝑎𝑥                                                           (𝜀1,𝑚𝑎𝑥 ≤ 𝜀1)

 

معادله   این  در  اصلی،    𝜀1که  مومسان  می   𝜀1,𝑖𝑛𝑖کرنش  آغاز  آسیب  که  اصلی  مومسان   شود، کرنش 

𝜀1,𝑚𝑎𝑥  =  𝜀1,𝑖𝑛𝑖  +  ∆𝜀1   یعن خود  مقدار  حداکثر  به  آسیب  اندازه  که  اصلی  مومسان  کرنش  ی  حداکثر 

𝐷𝑚𝑎𝑥  رسد و  می𝑀  باشد. توان کنترل کننده رشد آسیب می 

با مدل آسیب    دو محوره پذیری ورق درحالت کشش  برای بررسی اثر تنش در راستای ضخامت بر شکل 

و یک آزمایش در حالت بدون اعمال فشار انجام شد. در    MPa70 تا    50آزمایش تحت فشارهای    3جدید،  

 دهی، شروع گلویی بررسی شد.شکلر فشار بر نیروی  انتها با مقایسه نتایج، اث

در مقایسه با حالت بدون فشار را    های تحت فشارجابجایی حاصل از آزمایش -، منحنی نیرو۱8-4شکل  

 دهد.نشان می  طولی و عرضی مدلهای در جهت 
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جابجایی مدل، تحت فشارهای مختلف و بدون فشار الف( جهت طولی، ب(  -نیرومقایسه منحنی    :18-4  شکل

 جهت عرضی

برمی آزمایش چنین  نتایج  برای شکل از  نیاز  نیروی مورد  پیدا  آید که  فشار، کاهش  افزایش  اثر  در  دهی 

 235  ابرترتیب بربه ی گلویی  نیرو در لحظه   و عرضی  در جهت طولیکه در حالت بدون فشار،  طوری کند. بهمی 

اگر فشار  N  476و   نیرو در لحظه   MPa 70 است، در شرایطی که  در جهت طولی و    ی گلوییاعمال شود، 

  ۱8، نیرو حدود  MPa70یابد. لذا در صورت اعمال فشار  کاهش می   N   392و  ۱93  به مقادیر  ترتیببه   عرضی

می  پیدا  کاهش  شکل  درصد  طی  ۱9-4کند.  را  نیرو  بر  فشار  تاثیر  متفاوت آزمایش ،  فشارهای  با  در    هایی 

 دهد.نشان می  راستای طولی و عرضی مدل 
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 های مختلف فشار الف( جهت طولی، ب( جهت عرضیدهی در آزمون منحنی نیروی بیشینه شکل :19-4  شکل

قابل   نتایج  دیگر  آزمایش  بررسی از  این  شروع ها،  در  بر  ضخامت  راستای  در  فشار  اعمال  گلویی    تاثیر 

در  ترتیب  به گلویی  در جهت طولی و عرضی  های انجام شده، درحالت بدون اعمال فشار،  باشد. در آزمایشمی 

لذا گلویی  اتفاق افتاد    4237/0و    2337/0در کرنش    MPa  50و در اثر اعمال فشار    42۱/0و    23۱/0کرنش  

در   معناداری ، تغییرات  MPa 70بیشتر تا مقدار  با اعمال فشاریابد. اما پذیری بهبود می تاخیر افتاده و شکل به 

 دهد.های متفاوت را نشان می گلویی در آزمایش  کرنش،  20-4شکل شروع گلویی مشاهده نشد. 
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 های مختلف فشار الف( جهت طولی، ب( جهت عرضی در آزمون  گلوییکرنش  منحنی   :20-4  شکل
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 پیشنهادها گیری و نتیجه 5 فصل

بر   AA6022-T4مطالعه اثر تنش در راستای ضخامت ورق فلزی  حاصل از  بندی نتایج  در این فصل جمع 

آورده شده و پاسخ مسئله پژوهش تبیین    پلاستیسیته بلورپذیری آن با استفاده از روش اجزاء محدود  شکل

 شده است. مندان ارائه ادامه مسیر پژوهش توسط علاقه  برای شود و در پایان پیشنهادهایی می 

 گیری نتیجه -1-5

پایان این  از  در  بلور  نامه  پلاستیسیته  محدود  المان  راستای    (CPFEM)روش  در  تنش  اثر  بررسی  برای 

. یک مدل سه بعدی از قسمت کوچکی از ورق تحت  شد پذیری استفاده  بر شکل  AA6022-T4  ضخامت ورق 

گرفت.  مورد تحلیل قرار    ، در راستای ضخامتیکسان با فشارهای مختلف    دو محوره اثر کشش تک محوره و  

در   تیلور  وجوه   CPFEMمدل  بلورین  ساختار  دارای  بررسی  مورد  فلزی  ورق  ماده  شد.  گرفته  کار  مرکزپر  به 

(FCC)    نظر گرفته    ۱2با لغزشی در  نیز نرم شد سیستم  و  رفتار کار سخت شوندگی حین تسلیم  شوندگی  . 

بر    دو محوره و در کشش    بر مبنای مدل حداکثر کرنش برشی  تک محورهدر کشش  ی از تکامل آسیب  ناش 

ل تیلور،  مطابق مد   بلورد. بر اساس معادلات حاکم بر رفتار  ش گرفته    درنظر   مبنای مدل کرنش مومسان اصلی

برنامه   با طراحی آزمایش  VUMATیک زیر  اثر  توسعه داده شده، در آبکوس به کار گرفته شد.  های مختلف 

 باشد: دست آمده شامل موارد ذیل می نتایج کلی به  گرفت. بر شروع گلویی مورد مطالعه قرار   فشار

 استفاده کرد. سازی میکروسکوپیک شروع گلویی توان برای مدل از روش پلاستیسیته بلور می  .1
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راستای ضخامت .2 بهبود شکل   ،اعمال تنش در  فرآیند کشش  پذیری ورق می سبب  تک  شود. در 

 بهبود یافت. 7/۱۱%پذیری ، شکل MPa70، با اعمال فشار محوره 

ضخامت .3 راستای  در  تنش  شکل  ،اعمال  برای  نیاز  مورد  داد. نیروی  کاهش  را  فرآین  دهی  د  در 

 کاهش یافت.   3/۱2دهی %، نیروی شکل MPa70کشش تک محوره با اعمال فشار 

گرفته شد، برای آزمون    در نظراین مطالعه    ابتدا برای   مدل آسیب حداکثر کرنش برشی که در  .4

 . بینی گلویی را در این آزمون نداردو قابلیت پیش  باشد محوری مناسب نمی کشش دو

کاهش  ان اصلی در آزمون کشش دو محوری، حاکی از  نتایج حاصل از مدل آسیب کرنش مومس .5

شکل  ۱8% برای  نیاز  مورد  فشار  نیروی  اعمال  اثر  در  شکل   MPa  70دهی  اما  اعمال  بود.  با  پذیری 

 فشارهای متفاوت تغییر چشمگیری نیافت. 

 پیشنهادها  -2-5

 شود:ئه می به منظور ادامه پژوهش در این زمینه، پیشنهادهای زیر ارا 

پایان  .1 این  می نامدر  پیشنهاد  است.  شده  استفاده  ثابت  دانه  اندازه  یک  از  با  ه  طراحی  شود 

 رفتار گلویی بررسی شود.  تاثیر اندازه دانه بر  هایی با اندازه دانه متفاوت،آزمایش

شوندگی با کار تجربی مرجع  منظور کالیبراسیون پارامترهای آسیب و سخت نامه، به در این پایان .2

باشد. با توجه به قابلیت روش پلاستیسته  میذکر شده  ، بافت در نظر گرفته شده مشابه مرجع  [۱5]

 های بعدی تاثیر بافت بر رفتار گلویی بررسی شود. شود در پژوهش بلور در این زمینه، پیشنهاد می

و    از نوع حداکثر کرنش برشی ،در این مطالعهبرای بررسی رفتار گلویی  مدل آسیب مورد استفاده  .3

استفاده و رفتار  دیگر  های آسیب  توان در مطالعات بعدی از مدلباشد. می می   کرنش مومسان اصلی 

 .مورد بررسی قرار دادگلویی را 

پایتون  در مطالعه  .4 به کمک کد  به ساخته شد ی حاضر، هندسه مدل  بعدی  منظور  ، در مطالعات 

 هندسه مدل را ایجاد کرد.  ۱توان به کمک روش ورونی ، می نوآوری

وجهی خطی استفاده شده است، در مطالعات بعدی  چهار  در این مطالعه از مدل المان کانتینیوم   .5

 توان از نوع درجه دوم این المان استفاده کرد. می 

 

1 Voroni-Tesselation Method 
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 چکیده انگلیسی 

Abstract 

Due to the widespread and diverse applications of sheet metals, recently, 

considerable studies have been focused on the formability of metal sheets. Many of these 

researches, consider a plane stress model and neglect the effect of thickness stress. 

Additionally, study of thin sheet metal behavior, demands considering microstructure 

parameters such as grain size and texture. Crystal plasticity finite element method 

(CPFEM) can be applied to such problems. In this dissertation, the effect of through-

thickness pressure stress on the formability of aluminum alloy AA6022-T4 sheet is 

investigated based on CPFEM analysis. A self-hardening behavior is considered for the 

strain hardening behavior of the slip systems. Further, for prediction of necking 

initiation and growth, maximum shear strain criterion is used for damage initiation and 

evolution. In order to implement the model in Abaqus finite element package, a VUMAT 

was developed based on the discretized equations forward Euler integration scheme. 

After verification of the developed code, the parameters of the model were calibrated 

against the tensile test results. For simulating tensile test of 1 mm thick sheet, a 

representative volume of 3x1.5x0.5 mm3،was partitioned into 14790 grains through a 

python code in Abaqus/CAE environment and then discretized using 50 μm tetrahedral 

linear elements. Using the experimental data available in literature and considering 

appropriate texture for the simulation domain, the crystal orientations were determined 

through Euler angles. Then, tensile tests were performed on the sample in the presence 

of the thickness pressure stress. The results show that application of the through 

thickness stress increases the strain corresponding to the necking initiation by 11.7% 

and thus postpones necking. A decrease of about 12.3% in tensile load in observed in 

this case. In biaxial tensile tests, the results show that the maximum shear strain is 

saturated at the initial stage of deformation and thus prevent evolution of damage 

variable and necking was not observed. Therefore, in this case, principal plastic strain 

damage model was employed. Results showed that application of the through thickness 

stress decreased tensile load about 18%, but the necking initiation did not change 

significantly. 

 

Keywords:  Crystal plasticity finite element method, tensile test, sheet metal 

formability, Through-thickness stress, Aluminum alloy, VUMAT subroutine. 
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