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  هچكيد

 وم، مكانيك سيالات، فيزيك پلاسما، ترانتقال جرم انتقال حرارت،  بررسي بسياري از پديده ها از قبيل

توان از روشهاي  آن مي براي حل نجر به حل دستگاه معادلات غير خطي مي شود كهم...الاستيسيته و 

اين معادلات با درجه بالا  با توجه به كوپل بودن و غير خطي بودن. تقريبي، تحليلي و عددي استفاده نمود

با اين وجود برخي از اين مسائل با استفاده از روش . دحل عددي آنها در اكثر مواقع مشكل و پيچيده مي باش

در اين پايان . هاي عددي حل مي شده و برخي ديگر توسط روش هاي تحليلي و نيمه تحليلي حل مي شوند

روش پرتور «مكانيك سيالات و انتقال حرارت از قبيل  نامه به بررسي روش هاي تحليلي  نوين در علوم

پرداخته شده و » بيشن، روش هموتوپي پرتوربيشن، روش حساب تغييرات تكراري و روش تجزيه آدوميان

اين .پس از ارائه مثال هايي، مزايا وكاستي آنها بيان شده و به معرفي روش آناليز هموتوپي پرداخته مي شود

تن نواقص روش هاي پيشين به ارائه راهكار هايي نوين براي حل معادلات پيچيده روش با از ميان برداش

در انتها با ذكر دو مساله كارايي اين روش نشان داده .حاكم بر دستگاه هاي معادلات غير خطي مي پردازد

واب نتايج نشان مي دهد كه جواب هاي بدست آمده از روش آناليز هموتوپي با دقت بالايي با ج. شده است

هاي حقيقي و روش هاي عددي مطابقت دارد و محدوده همگرايي نسبت به روش هاي معرفي شده در پايان 

  .نامه به خوبي كنترل مي گردد

  

  

  

  

  



 و 
  

  :ليست مقالات مستخرج

  

  عنوان مقاله 

Heat and Mass Transfer of a “Second- Grade” Viscoelastic Fluid 

above a Horizontal Moving Flat Plate 

  

  در   (٢٠٠٩ September)  88پذيرفته شده در شهريور

International Journal of Modern Physics B( IJMPB) 

<ijmpb@wspc.sg> 

 

                                 

  

  

  

  

  

  

  

 

 

 

  

  



 ز 
  

  

  فهرست مطالب
  ه  چكيده

  و ليست مقالات مستخرج
  ز  فهرست مطالب

  ط  علائمفهرست 
  ل  اشكالفهرست 
  ن  جداولفهرست 

    
  1  خطيمعادلات ديفرانسيل معمولي و غيرددي در حلعمعرفي برخي از روش هاي تحليلي:فصل اول
  2  مقدمه

  3  روش پرتوربيشن -1-1
  4  اساس كار روش پرتوربيشن -1-1-1
  6  تشريح روش پرتوربيشن با ذكر دو مثال -1-1-2
  HPM 14روش هموتوپي پرتوربيشن -1-2
  15  اساس روش هموتوپي پرتوربيشن -1-2-1
  17  تشريح روش هموتوپي پرتوربيشن با ذكر دو مثال -1-2-2
  VIM 22روش حساب تغييرات تكراري -1-3
  24  اساس روش حساب تغييرات تكراري -1-3-1
  25  تشريح روش حساب تغييرات تكراري با ذكر مثال -1-3-2
  30  روش تجزيه آدوميان -1-4
  30  آدوميان اساس روش تجزيه -1-4-1
  35  باذكر مثال تشريح روش تجزيه آدوميان -1-4-2

  39 روش آناليز هموتپي: فصل دوم 
  HAM      40 مقدمه اي بر روش آناليز هموتپي       - 1- 2
  44 روش آناليز هموتوپي    -2-2
  46  بعضي از قوانين اصلي     -2-3
  47  كنترل ناحيه همگرايي     -2-4



 ح 
  

  48  آناليز هموتپي با ذكر مثالتشريح روش    -2-5
  48 پخش حرارتي در يك پره       -2-5-1
  51 سرمايش جسمي با حرارت مخصوص متغير       -2-5-2

  55 حل مساله :فصل سوم
  56  حل مسأله اول  -3-1
  57  تحليل مسأله       -3-1-1
  HAM 62حل مسأله با روش       -3-1-2
  65 بررسي همگرايي       -3-1-3

  66 حل مسأله دوم  -2- 3
  66 سيال ويسكوالاستيك      -3-2-1
  69  تحليل جريان     -3-2-2
  HAM  74حل معادله مشخصه جريان با استفاده از روش     -3-2-3
  78 تحليل انتقال حرارت    -3-2-4
  81 حل معادله مشخصه انتقال حرارت    -3-2-5

  PST 81حالت:الف                   
  PHF 84حالت:  ب                

  86 بررسي همگرايي    - 2-6- 3
  88  نتايج و نمودار ها :فصل چهارم

  89 نتايج حل مسأ له اول  -4-1
  95  نتايج مسأله دوم  -4-2

 104  منابع

  

  

 

 

  



 ط 
  

  

  فهرست علائم

A  اپراتور غير خطي 
ADM آدوميانروش تجزيه 

nA  چند جمله اي آدوميان 
a  مكش-پارامتر نرخ پاشش 
B  عملگر مرزي 
c  گرماي ويژه 
aC  گرماي ويژه در دماي محيط 
fC  ضريب اصطكاك 
eD  عدد دبوراي موضعي 

d2  نسبت نرخ تغيير شكل 
D  ثابت 

Eg  ضريب قابليت نشر سطوح 
Ec  كرت موضعيعدد ا 

)(rf  تابع تحليلي معلوم 
f  تابع جريان بدون بعد 
wf  كشش ديواره-پارامتر پاشش 
g  شتاب ثقل زمين 
)(g  ميدان دماي بي بعد 
h  ضريب جابجايي حرارتي 

H  هموتوپي تابع 
HAM  روش آناليز هموتوپي 
HPM  روش هموتوپي پرتوربيشن 

)(tH  تابع كمكي غير صفر 
k  نفوذ پذيري محيط متخلخل 
K  عدد دبوراي موضعي 
L  قسمت خطي معادله 

1L  عملگر معكوس مشتق 
ijL  اجزاي تانسور گراديان سرعت 

N  قسمت غير خطي معادله 
1N  اختلاف تنش هاي نرمال اول 
2N  اختلاف تنش هاي نرمال دوم 

(..)O  مرتبه... 



 ي 
  

p  پارامتر بسط روش هموتوپي پرتوربيشن 
PST  دماي سطح مشخص شده 
PHF  شار حرارتي مشخص شده 

pI  بخش ايزوتروپيك تانسور تنش 
q  پارامتر محاط كننده 
wq  شار حرارتي ديواره 

R  بخش باقيمانده قسمت خطي معادله 
xRe  عدد رينولدز موضعي 
s  پارامتر دماي ديواره 
iT  دماي اوليه 
t  زمان 
aT  دماي محيط 
sT  دماي جذب موثر انتقال حرارت تشعشعي 
bT  دماي پايه فين 

T  زمان مشخصه جريان 
T  دماي محيط 
)(xTw  درجه حرارت ديواره 
)(0 tu  حدس اوليه 
u  مولفه محورxسرعت 
u  سرعت در خارج لايه مرزي 
v  مولفه محورyسرعت 

V  حجم سيستم 
VIM  روش حساب تغييرات تكراري 

v  مولفه عمودي سرعت در لبه لايه مرزي 
Wi  عدد وايزنبرگ 

),(0 txZ  حدس اوليه تابع آناليز هموتوپي 
  ضريب پخش حرارتي 

1  پارامتر معرّف ويسكوزيته در تانسور تنش كائوچي  
2  پارامتر معرّف اختلاف تنش نرمال اول 
3  پارامتر معرّف اختلاف تنش نرمال دوم 
  پارامتر ثابت 
  ضريب انبساط حرارتي 
  تابع 
  پارامتر پرتوربيشن بزرگ يا كوچك 
  پارامتر ساختگي 
  چگالي 



 ك 
  

  دانسيته سيال 
  پارامتر بدون بعد حرارتي 
)(  پارامتر ميدان دماي بدون بعد 
  پارامتر بدون بعد زمان 

)( i  مشتق زماني همرفتي پادهمبسته تانسور تنش  
ij  مولفه هاي تانسور تنش 
  محدوده حل 
  ضريب عمومي لاگرانژ 

i  زمان آسودگي از تنش 
  ثابت استفان بولتزمن 
  عدد پراندل 
  متغير مستقل بدون بعد 

0  ويسكوزيته در نرخ برش صفر 
  پارامتر كمكي غير صفر 
),,( ptx  تابع مجهول 
  ويسكوزيته سيال 
  تابع جريان 
  تابع 
  فركانس مشخصه جريان 

.

  نرخ برش جريان 

)(i  برشمشتق زماني پادهمبسته نرخ 
  گراديان 
)(mf



 fتابعmجواب خصوصي مرتبه  

)(mg
  جواب خصوصي مرتبهmتابعg 

)( m

  جواب خصوصي مرتبهmتابع 

  

 

 

 

 

 

 



 ل 
  

  

  
  فهرست اشكال 

  
 

مقايسه جواب هاي ناشي از حل معادله به روش پرتوربيشن و مقايسه آن با حل دقيق : 1-1شكل 
  .هاي مختلفبه ازاي  معادله

9  

  HPM 17نماي شماتيك مثال روش: 2-1 شكل

  VIM 26نماي شماتيك مثال روش:  3-1شكل 
  VIM 29در روش  فين به ازاي پارامتر هاي كوچك مختلفتابع پخش حرارت در :4-1شكل

  36 نماي شماتيك مثال روش آدوميان:  5-1شكل 
fنمودار تغييرات:  6-1شكل به ازاي تغييراتبرايβ38  در روش آدوميان هاي مختلف  

جهت محاسبه ضريب درگ مقايسه روش آناليز هموتپي با روش هاي تئوري قبلي :1-2شكل 
  هروي يك كر

42  

),,(بازاء نمودار پارامتر كمكي در مرحله هفتم از حل: 2-2شكل  500    51  
),.,.(مقايسه روش  هموتپي آناليز با جواب دقيق بازاء:  3-2شكل  90500    51  
ء نموداردما بر حسب  پارامتر كمكي در مرحله دهم از حل بازا : 4-2شكل 

).,.,.,.( 80302010    
54  

).(مقايسه روش آناليز هموتپي با جواب دقيق بازاء:  5-2شكل  50 6.0( و(   54  
  56 نماي شماتيك مسأله اول: 1 -3شكل

1,1نمودار مربوط به همگرايي حل براي: 2-3شكل   wf 65  
  66 نماي شماتيك مسأله دوم: 3-3شكل 
  77  )تابع جريان(به ازاي سه عدد دبوراي مختلف محدوده صحيح انتخاب :4-3شكل 
)0(بر اساستعيين مقدار صحيح: 5-3شكل  به ازايk86  هاي مختلف  
  87  هاي مختلفkبه ازايg)0(بر اساستعيين مقدار صحيح: 6-3شكل 
1اثير پارامتر مكش بر روي تابع جريان، سرعت و دما  براي  ت :1-4شكل    92  
/1تاثير پارامتر مكش بر روي تابع جريان، سرعت و دما  براي   :2-4شكل  3   92  
/1اثير پارامتر مكش بر روي تابع جريان، سرعت و دما  براي ت :3-4شكل  2     93  
0اثير پارامتر مكش بر روي تابع جريان، سرعت و دما  براي ت :4-4شكل     93  
  0wf   94بر روي تابع جريان، سرعت و دما  براي اثير پارامترت: 5-4شكل 



 م 
  

  97 تاثير  تغييرعدد دبورا روي تابع جريان:  6-4شكل
  97 تاثير تغييرات عدد دبورا روي ضخامت ايه مرزي: 7-4شكل

ومنحني تغييرات: 8-4شكل  بر حسبو تاثيرات افزايش عددهاي پراندل و اكرت 
  PSTميدان دما و شار حرارتي و ضخامت لايه مرزي حرارتي در حالت  روي

98  

دما و شار حرارتي و ضخامت  روي ميدانتأثير افزايش عدد دبورا و الاستيسيته سيال: 9-4شكل 
  PSTلايه مرزي حرارتي در حالت 

98  

و شار حرارتي و ضخامت لايه  تاثير تغييرات عددهاي پراندل و اكرت روي ميدان دما: 10-4شكل 
  PHFمرزي حرارتي در حالت 

92  

وضخامت لايه مرزي در حالت روي ميدان دما، شار حرارتيkتاثير مقادير مختلف: 11-4شكل
PHF  

92  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



 ن 
  

  

  

  فهرست جداول

  

  صفحه شماره جدول

  4 ادير پارامتر پرتوربيشن در تئوري هاي مختلفمق: 1-1جدول
  25 و منابع ديگر  [34]مقايسه بدست آمده افزاينده لاگرانژ از كد نوشته شده: 2-1جدول
)0()0(مقادير: 1-4جدول  f1براي مقادير مختلف پارامتر مكش براي 89  
)0()0(مقادير: 2-4جدول  fبراي مقادير مختلف پارامتر مكش براي

3/1  
90  

)0()0(مقادير: 3-4جدول  fبراي مقادير مختلف پارامتر مكش براي
2/1  

90  

)0()0(مقادير: 4-4جدول  f0براي1وwf به ازاء مقادير مختلف
   پارامتر

91  

تابع جريان به ازاي مقادير مختلف از fهاي بدست آمدهمقايسه جواب: 5-4جدول 
  و حل عددي انجام شده HAMطريق روش 

100  

)(مقايسه نتايج بدست آمده: 6-4جدول از طريق روشHAM  با حل عددي
cEk به ازاي مقادير مختلف ,  

100  

با حل عددي به  HAMاز طريق روشg)(مقايسه نتايج بدست آمده: 7-4جدول
cEk ازاي مقادير مختلف ,  

101  

  

  

  

  



١ 
  



١ 
  

  : )مقدمه(فصل اول
  ددي در حل معادلات عمعرفي برخي از روش هاي تحليلي 

  خطيديفرانسيل معمولي و غير 
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  : مقدمه

هاي حـل معـادلات    علم مكانيك سيالات و انتقال حرارت به علت معادلات حاكم بر آنها همواره با روش

ماهيت غيرخطي اينگونه مسـائل و جـذابيت حـل    . غيرخطي حاكم بر فيزيك مسائل آميخته بوده است

  . هاي تحليلي براي حل اينگونه مسائل شده است تحليلي آنها باعث گسترش روش

  1هاي تشـابهي  باشد و غالباً حل به علت ماهيت غيرخطي اينگونه مسائل، جواب دقيق براي آنها نادر مي

. شوند تبديل مي 3به معادلات ديفرانسيل معمولي 2ها، معادلات مشتقات جزئي دارند كه در اينگونه حل

اغلـب بـه وسـيله     باشـد و  البته بعد از اين تبديل نيز حل دقيـق بسـياري از ايـن مسـائل ممكـن نمـي      

  . شود هاي تقريبي و نيمه تحليلي به حل اينگونه معادلات پرداخته مي روش

افزارهاي محاسـباتي بـا كيفيـت نظيـر      اگر چه امروزه با داشتن كامپيوترهاي با عملكرد بالا و برخي نرم

Maple وaMathematicهـاي   توانند در محـيط  هاي عددي معمولاً مي روش. اين امر آسانتر شده است

  . پيچيده جهت حل مسائل غيرخطي به كار گرفته شوند

  

برتـري بـوده و معـادلات غيرخطـي را در     يـك سـري    هاي تحليلي داراي  حلهاي عددي نسبت به حل

پيوسته از يك نمودار را نتيجه هاي عددي فقط نقاط نا نمايند ولي روش محيط محاسباتي ساده حل مي

  .توان نمودار را كامل كرد دهند كه اغلب با توجه به صرف هزينه و وقت مي مي

  

. تـوان يـك فهـم كلـي و لازم از معـادلات غيرخطـي داشـت        شكل مـي ماز اين گذشته از نتايج عددي 

باشد يـا    4هاي منحصر به فرد همچنين مشكلات عددي در جاهايي كه معادلات غيرخطي شامل جواب

هـا و   اي تحليلـي برتـري  ه ـ هـاي عـددي و حـل    حـل . شـود  هاي متعددي داشته باشند ظاهر مي جواب
                                                 

1 - similarity solutions  
2 - Partial differential equations  
3 - Ordinary differential equations  
4 - particular answers  



٣ 
  

ي مربوط به خود را داشته و بنابراين لازم نيست كه يكي را انجـام داده و ديگـري ناديـده    ها محدوديت

از آنهـا مـورد   متدهاي تحليلي فراواني براي حل معادلات غيرخطي وجود دارندكـه برخـي   . گرفته شود

  :گيرند بررسي قرار مي

  

 :روش پرتوربيشن -1-1

باشد و  مي 1روش پرتوربيشن هاي تحليلي تقريبي و با دقت بالا ترين روش ترين و قديمي يكي از معروف

توسـط روش پرتوربيشـن، بسـياري از    . [3-1]به طور وسيع در مسايل غيرخطي بكار گرفته شده اسـت 

يكي از نتايج جالب از تكنيكهـاي پرتوربيشـن كشـف    . شود بيان ميهاي آنها  هاي مهم و مشخصه پديده

اخيراً متدهاي پرتوربيشن آسان به عنـوان يكـي   . [4]باشد  هاي خورشيدي مي نهمين سياره در سيستم

بنـابراين  . [5]از ده پيشرفت برتر تئوري و رياضيات كاربردي در قرن بيستم در نظرگرفته شـده اسـت   

  . هاي مهندسي دارند هاي پرتوربيشن نقش مهمي در دانش و شاخه غيرقابل ترديد است كه روش

هاي پرتوربيشن بر اساس وجود پارامترهاي كوچك و بزرگ يا متغيرهايي كه مقـادير پرتوربيشـن    روش

ها از مقـادير پرتوربيشـن جهـت انتقـال يـك مسـأله غيرخطـي بـه          اين روش. باشد شوند مي ناميده مي

اب هاي چنـد معادلـه اول، جـو    اي نامتناهي از مسايل استفاده نموده و سپس مجموع جواب زيرمجموعه

  . باشد وجود مقادير پرتوربيشن اساس اين روش مي. زند نهايي را تقريب مي

  :[6]شود به عنوان مثال  مقادير پرتوربيشن بر اساس فيزيك مسأله مشخص مي

  

  

  

  

                                                 
1 - MethodonPerturbati  
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  مقادير پارامتر پرتوربيشن در تئوري هاي مختلف:1-1جدول

>>1 Mach number Janzen-Rayligh 

Expansion    

<<1 Thickness ratio  Thin-airfoil Theory  

>>1 Aspect ratio Lifting-line Theory  

<<1 Reynolds Number  Stoekes , Oseen flow  

>>1 Reynolds Number  Boundry-layer 

Theory  

(γ-1)<<1 Mach Number>>1  Newton-Busemann 

Theory  

<<1 Reduced frequency  Quasi-Steady Theory 

>>1 Knudsen number Free-molecule 

Theory  

  

 :اساس كار روش پرتوربيشن -1-1-1

ر پرتوربيشـن در نظـر گرفتـه    هـاي پـارامت   در اين روش جواب معادله به صورت سري نامتناهي از تـوان 

  .شود مي

)1-1(  





0

)()(
n

n
n xyxy  
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گيريم و با  نظر ميبا توجه به دقت موردنظر تعداد متناهي از سري بالا را به عنوان جواب معادله در 

، يا بزرگ  1جايگزيني اين جملات در معادله اصلي و بسط دادن معادله بر اساس پارامتر كوچك

و مساوي صفر قرار دادن هر يك از اين  هاي برابر  فاكتورگيري از معادله بر حسب ضرايب توان

  .كنيم اي از معادلات خطي تبديل مي ضرايب، معادله ديفرانسيل غيرخطي را به مجموعه

  

، ضرايب پارامتر با حل اين معادلات خطي و قرار دادن شروط مرزي در معادله حاصل از ضرايب 

قت شود كه در حل د. شود جواب معادله حاصل مي پرتوربيشن در سري موردنظر بدست آمده و

  . شود شرايط مرزي صفر در نظر گرفته مي... ، 1 ،2معادلات، ضرايب 

  

تقسيم  3»عادي«و   2»منحصر به فرد« هاي حاصل از حل معادله به روش پرتوربيشن به دو دسته بسط

باشد ولي در بسط  در بسط عادي، جواب بدست آمده در تمام محدوده حل معتبر مي [7-6]شوند  مي

  : باشد هاي زير مي منحصر به فرد، بسط جواب در قسمتي از بازه حل داراي محدوديت
  .نهايت شود بي 4جواب معادله به ازاي برخي از مقادير متغيرهاي مستقل - 1
  . ي حل گسسته شود اي از محدوده جواب معادله در بازه  - 2

  . جواب معادله برخي از شرايط مرزي را ارضا نكند  - 3

 . [7]باشد »تكين اساسي«جواب معادله شامل نقاط   - 4

  

  

  
                                                 

1 - parametersmall  
2 - Singular  
3 - egularR  
4 - VariabletIndependen  
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 تشريح روش پرتوربيشن با ذكر دو مثال -1-1-2

  :مثال اول

 

 Lumpedسـرمايش يـك سيسـتم   اولين مثال ارائه شده براي حل معادلـه بـا اسـتفاده از ايـن روش،     

و c، گرمـاي ويـژه،    دانسـيته برابـر   . اسـت Aو مساحت سطح آن برابر  Vحجم سيستم. باشد مي

بـا دمـاي    1سيستم در معرض يك محيط همرفتي 0tدر زمان . در نظر گرفته شود iTدماي اوليه 

aT با يك ضريب جابجاييh شود كه گرماي ويژه گيرد و فرض مي قرار ميc    يك تابع خطـي از دمـا

  .[7]به فرم زير است

)1-2(  )](1[ aa TTcc   

ط اوليه آن به صورت ذيل و شراي 2معادله سرمايش. يك ثابت است و aTگرماي ويژه در  acكه 

  .:مي باشد

)1-3(  
i

a

TTt

TThAdtVcdT




0

0)(/ 

  :[7]بعد زير از پارامترهاي بيبا استفاده 

)1-4(  
ai

a

TT

TT




 

 )1-5(  
)/(hAVc

t


  

 )1-6(  )( ai TT   

  .آيد به شكل زير در مي)  3-1( له معاد

                                                 
1 - Convective  
2 - Cooling  
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)1-7(  0)1(  
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 )1-8(  10   
)1-9(  ...2

2
10   

  .ي، معادلات زير حاصل مي شودو انجام عمليات مقدمات) 7-1(قرار دادن اين سري در معادله و با 
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  .شود داده مي گانه مساوي صفر قراربطور جدا هاي  ضرايب توان

)1-12(   
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  .آيد به فرم زير در مي ) 12-1(با حل معادله 

)1-15(    e0 

  .رم ذيل حاصل مي گرددو حل آن ف) 13-1(و با جاگذاري در معادله 
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)1-16(  
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1
1   
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
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  .به شكل زير در مي آيد 1كه از آنجا 

)1-17(   2
1

  ee 

  .جواب زير بدست مي آيد 2و به همين ترتيب براي 

)1-18(  

)1-19(  
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  .آيد جواب نهايي به فرم زير در ميو 

)1-20(  )
2

3
2()( 3222     eeeeee 

  .شود نجر به جوابي به صورت زير ميم) 7-1(حل دقيق معادله 

)1-21(    )1(ln 

2.0,2.0,0نتايج حل دقيق و حل به روش پرتوربيشن بـه ازاي      نمـايش داده  ) 1-1(در شـكل

  . شده است
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  به روش پرتوربيشن و مقايسه آن با حل دقيق معادلهمقايسه جواب هاي ناشي از حل معادله: 1- 1شكل 

  .هاي مختلفبه ازاي 
  

  
  
  

  :مثال دوم

  .ايط مرزي آن نيز بيان گرديده استمثال دوم بررسي معادله ديفرانسيلي به شكل زير مي باشد كه شر

)1-22(  0)(  y
dx

dy
yx  

  

)1-23(  11  yx 

2ها به فرم  با فرض اينكه جواب
2

10 yyyy   و مرتب ) 22-1(باشد و با قرار دادن آن در معادله

  .معادلات ذيل حاصل مي گردند هاي  كردن عبارات نسبت به توان



١٠ 
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  .آيد دلات فوق نتايج ذيل بدست ميبا حل معا
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  .بدين گونه خواهد شدهاي  ري جوابو س

)1-30(  
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هـاي بعـدي بـا     يك نقطه منفرد وجود دارد و يكتايي در ترم 0xنقص اين جواب اين است كه در 

هـاي بدسـت آمـده از ايـن روش در      بنـابراين جـواب  . يابـد  در مخرج كسرها افزايش ميxافزايش توان 

  . باشد مأيوس كننده مي 0xهمسايگي 

ه به صورت زير در نظر گرفتـه  و يافتن پارامتر مناسب بسط، معادل) 22-1(جهت بررسي بيشتر معادله 

  .شود
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)1-31(  

)1-32(  

)1-33(  
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كند  ميل مي 0xدر زماني كه 
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  .باشد بسط پرتوربيشن به صورت زيرگونه در نظر گرفته شود كه فرم  حال فرض مسأله اين

)1-36(  2
2

1
1

0 yyyy   
 

 هـاي   ، بسط و مساوي صـفر قـرار دادن ضـرايب تـوان    )30-1(با قرار دادن اين فرم جواب در معادله 

101براي  ,,   معادلات زير مشاهده مي شوند.  
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  .دهد ت فوق نتايج زير را بدست ميحل معادلا
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)1-41( )1(
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1
)1(1 221   xxy  

  . شود كه نقطه ناپيوستگي در آن مشاهده نمي

باشند ولي اين مقدار پرتوربيشن  همانطور كه مشاهده شد وجود مقادير پرتوربيشن اساس اين روش مي

اولاً غيرممكن است كه هر معادله غيرخطي شامل مقادير .شود هايي براي اين روش مي باعث محدوديت

هاي تحليلي از  ثانياً تقريب. باشد اين يك محدوديت آشكار براي اين روش مي. پرتوربيشن باشد

ي بالا باشند داراي مشكل  هاي غيرخطي زياد و يا داراي رتبه معادلات غيرخطي هنگامي كه ترم

  . هاي غيرخطي ضعيف معتبر است نها براي معادلاتي با ترمبنابراين تقريب پرتوربيشن ت. شوند مي

  
ناشي از جريان يكنواخت روي كره را كه يك مسأله كلاسيك در مكانيك سيالات اسـت   1نيروي دراگ

هنگـامي كـه    1851از سـال  . باشـد  مي 2اين مسأله بر اساس معادلات ناويراستوكس. را در نظر بگيريد

هاي  فت بسياري از دانشمندان مبادرت به حل آن با استفاده از تئورياستوكس اين مساله را در نظر گر

هاي قبلـي تنهـا بـراي     نمودند اما تمام اين تئوري 4، پرتوربيشن تطبيقي3خطي مانند پرتوربيشن آسان

بيان نمود كه تفكـر   5بنابراين همانگونه كه وايت.اعداد رينولدز پايين با نتايج آزمايشگاهي مطابق بودند

ه از جريان خزشي در جهت بسط و گسترش آن به رينولدزهاي بالا موفـق نبـوده اسـت ممكـن     استفاد

هاي پرتوربيشن با هـيچ روشـي همگرايـي حـل و      است تا حدي مربوط به اين واقعيت باشد كه تكنيك

                                                 
1 - Drag   
2 - Stockes  
3 - ionPerturbatrwardStraightfo  
4 - Matching onPerturbati  
5 - White  



١٣ 
  

هاي پرتوربيشـن بـه مقـادير و     بستگي روش. نمايند هاي پرتوربيشن را كنترل نمي همچنين نرخ تقريب

 1892در سـال  . تواند با معرفي يـك پـارامتر كوچـك سـاختگي اجتنـاب شـود       هاي كوچك ميپارامتر

xtAمعادله   1لياپونو
dt

dx
او يك پـارامتر  . را در نظر گرفت، كه يك ماتريس متناوب زماني است  :).(

  .گونه در معادله قرار داد را اين را مطرح نمود و اين پارامتر )(ساختگي 

)1-42(  .).(: xtA
dt

dx
 

هـا در   ها او اثبات نمـود كـه سـري    در بسيار از حالت. را محاسبه كرد سپس بسطهاي سري بر روي 

1 1توان  شوند و بنابراين مي همگرا مي ايـن روش پـارامتري   . را در آخرين عبارت قرار داد

در جهت پيشنهاد روشي به نـام   3اين تفكر بعدها توسط كارميشينتال. شود ناميده مي 2ساختگي لياپونو

را در معادلـه   را معرفي كرد و آن وي يك پارامتر ساختگي ديگر بنام . بكار گرفته شد  [8]بسط 

  .اين گونه قرار داد

)1-43(  
1

1
1

5




 xx

xx
 

و در . بدسـت آورد Padeهـا را بـا اسـتفاده از تقريـب      بسط داده و جـواب  وي آنگاه معادله را حول 

توجه شـود  . باشد با روش آقاي لياپونو يكسان مي 4روش بسط . در نظر گرفت 4را در برابر نهايت 

. باشـد  اگر چه مكان اين دو پـارامتر مختلـف مـي   . كنند هر دو روش يك ضريب ساختگي را معرفي مي

  .ف شخص آزادي عمل دارددر مكانهاي مختل علاوه بر اين در قرار گرفتن 

)1-44(  15  xx 

  

                                                 
1 - Lyapunov  
2 - Lyapunov artificial small parameter  
3 - talKarmishine  
4 - Expansion  
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آيد بسيار از مكان قرارگيري  ي بالا بدست مي همانطور كه كارميشينتال بيان كرد، تقريبي كه از معادله

 احتيـاج بـه قـانون    باشد واضح است هر دو روش پارامتر ساختگي لياپونو و بسـط   بدتر مي قبلي 

در معادلـه بـه خـوبي مشـخص     ) يـا   (هاي اصولي دارند تا مكان قرارگيري مناسب اين پارامترها  

هـاي تقريـب زده    اين دو روش هم مانند روش پرتوربيشن قادر به كنترل نمودن حل و نرخ سري. شود

  .باشند شده نمي

 HPMوتوپي پرتوربيشن روش هم -1-2

و بـراي يـك سـري     [9]ارائـه نمـود    1998را براي اولين بار در حال  2روش هموتوپي پرتوربيشن 1هي

از مرتبه غيرخطي درجـه سـوم مـورد     3معادلات ديفرانسيل معمولي غيرخطي از جمله معادله دافينگ

هـاي   تقريـب . استفاده قرار داد و نشان داد كه روش جديد بر روش پرتوربيشـن كلاسـيك مزيـت دارد   

بدست آمده از اين روش نه تنها براي مقادير كوچك از پارامتر پرتوربيشن بلكه براي مقادير بزرگ نيـز  

  . داراي اعتبار است

رتوربيشن را براي يكسري از معـادلات غيرخطـي ارتعاشـي مـورد     روش هموتوپي پ 2000وي در سال 

پـس از آن   [10]استفاده قرار داد و مزاياي اين روش را نسبت به روش پرتوربيشن كلاسـيك برشـمرد   

وي . سازهاي غيرخطي داراي گسستگي به كار برد اين روش را براي تحليل كمي نوسان 2004در سال 

ز اين روش براي تحليل يك مدل دينـاميكي غيرخطـي جديـد از    به كمك همكارانش ا 2005در سال 

ماشين نخ تابي استفاده كرد و در تحقيق خود زاويه بهينه همگرايي دو رشته نخ را در موقعيـت تعـادل   

همچنين او در همين سـال ايـن روش را در   . [11]درجه بدست آورد  270درجه و رزونانس را در  90

از ايـن روش بـراي حـل معـادلات      2006وي در سـال   [12]ار برد حل معادلات موج غيرخطي نيز بك

سـازهاي   ديفرانسيل معمولي غيرخطي با مرتبـه غيرخطـي درجـه دوم و سـوم كـه مربـوط بـه نوسـان        

                                                 
1 - He 
2 - MethodonPerturbatiHomotopy  
3 - Duffing  
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در نظر گرفتـه   1اي كه حدس اوليه به شكل تابع بيضوي ژاكوبي غيرخطي هستند استفاده كرد؛ به گونه

مقايسه گرديد و مشاهده شد كه با اين حدس اوليـه الگـوريتم   و نتيجه بدست آمده با حل عددي . شد

به جز او مولفان ديگري نيز از ايـن روش در   [13]باشد  بسيار ساده شده و داراي دقت بسيار بالايي مي

در حـل   2006و همكـاران او در   2كـوي  به عنوان مثال سـيدي . حل معادلات غيرخطي استفاده كردند

از ايـن   [14]ه باريك از سيال غيرنيوتني بـر روي يـك تسـمه متحـرك     معادلات مربوط به حركت لاي

در حــل معــادلات 2006و همكــارانش در ســال  3همچنــين  دوميــري گنجــي. روش اســتفاده نمودنــد

در حل معـادلات غيرخطـي در انتقـال حـرارت از ايـن روش       2007و در سال  [15]غيرخطي تشعشع 

  . [16]استفاده نمودند 

  

 پرتوربيشناساس روش هموتوپي  -1-2-1

همانطور كه در بخش پرتوربيشن توضيح داده شد، روش پرتوربيشن در عـين سـادگي و كـارايي داراي    

يكي از مهمترين معايب اين روش، عدم وجود پارامتر بزرگ يا كوچـك در بسـياري از   . باشد معايبي مي

افي دارد بطوريكـه  ثانياً مشخص نمودن پارامتر كوچك در اين روش نياز به مهـارت ك ـ . باشد مسايل مي

آل بدسـت مـي دهـد در صـورتي كـه انتخـاب نامناسـب،         انتخاب پارامتر كوچك مناسب جـواب ايـده  

  . جوابهايي كاملاً دوراز واقعيت را در پي خواهد داشت

  :[17]كه معايب ذكر شده را ندارد پرداخته خواهد شد HPMدر اين بخش به تشريح روش 

   .شودمعادله غيرخطي زيررا در نظر گرفته 

  

                                                 
1 - Jacoby  
2 - Siddiqui  
3 - GanjiDD ..  
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)1-45(    

  

  .كه داراي شرايط مرزي زير است

)1-46(    

محـدوده حـل    تـابع تحليلـي معلـوم،     rf)(عملگـر مـرزي،   Bعملگر عمومي مشتق،  Aكه در آن 

  . باشد مي

  .شود تقسيم مي Nو  Lبه دو قسمت خطي و غيرخطي  Aعملگر 

  .آيد ميبه صورت زير در ) 45-1(معادله 

)1-47(  0)()()(  rfuNuL 
Rprv هموتپي    [19-18]به كمك تكنيك هموتوپي  د كـه معادلـه   شـو  ساخته مي),(:]1,0[

  .كند زير را ارضا مي

)1-48(   

  يا

)1-49(   rprfvNpupLuLvLpvH ],1,0[,0)]()([)()()(],[ 00 

باشـد كـه    مي) 48-1(تقريب اوليه از معادله  uاست،  1يك پارامتر محاط كننده p]1,0[كه در آن 

  .شود نتيجه مي) 49-1(يا ) 48-1( از معادله. كند شرايط مرزي را ارضا مي

  

)1-50(  0)()()0,( 0  uLvLvH 

)1-51(   

  

                                                 
1 - embedding  

 rrfuA ,0)()(

 rnuuB ,0)/,(

 rprfvApuLvLppvH ],1,0[,0)]()([)]()()[1(],[ 0

)()()1,( rfvAvH 
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),( ، 1به سمت  0از pا ميل نمودن مقدار ب prv  از)(ru  به)(ru ايـن  1در توپولوژي. كند ميل مي ،

)()(هاي  شود و ترم ناميده مي» 2تغيير شكل«فرايند  uLvL   و)()( rfvA   ناميـده   3هموتوپيـك

  . [17,20]شوند مي

بـه  )45-1(كنـد و جـواب معادلـه     بجاي پارامتر كوچك در پرتوربيشن عمل مـي pپارامتر  HPMدر 

  .شود در نظر گرفته ميpصورت توانهايي از 

)1-52(  ...2
210  pvpvvv 

  . كند ميل مي 7سري فوق به سمت جواب معادله  1pبا ميل نمودن 

)1-53(  ...lim 2101



vvvu vp

 

بستگي  vA)(با اين وجود نرخ همگرايي به عملگر غيرخطي . باشد سري فوق در اكثر مواقع همگرا مي

  . دارد

  
  هموتوپي پرتوربيشن با ذكر دو مثالتشريح روش  -1-2-2

  

                                                 
1 - TOPOLOGY  
2 - nDeformatio  
3 - Homotopic  
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 Lumped [21]سيستم تركيبي جابجايي و تشعشع سرمايش: )2-1(شكل                                    

 

  
  

  :مثال اول
نشـان داده شـده   ) 2-1(با تركيبي از جابجـايي و تشعشـع در شـكل    Lumpedيك سيستم سرمايش 

  .[21]حاكم بر آن به شكل زير استاست و معادله حرارت 

)1-54(  0)()()( 44  sad

d 

 

0با فرض  sa  معادله به فرم ذيل در مي آيد  طيهاي خطي و غيرخ و جداسازي قسمت.  

)1-55(  0][])[( 4  



d

d 

  .به شكل زير استفرم هموتپي تشكيل شده 

)1-56(  0)()()()(),( 4
00  vppLLvLpvH  

  

)1-57(  
000 /)(

/)(







ddL

vddvvL 

  

ــرض   ــا ف 00ب  


d

d ــذاري 2...و جايگ
2

1  vppvvv   ــه ),(در معادل pvH  ــس از و پ

  .دادن هر يك از آنها خواهيم داشت و مساوي صفر قرار pجداسازي ضرايب توانهاي

 

)1-58(  
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)1-59(  

 
  

  

)1-60(  

10

0

0

0
00





v

v
d

dv
p


 

 )1 -61(  

00

0

1

4
01

11





v

vv
d

dv
p




 

)1-62(  

00

04

2

1
3
02

22





v

vvv
d

dv
p




 

  

  .هاي زير خواهد شد منجر به جواب حل اين معادلات

)1-63(   ev0 

)1-64(  )(
3

4
1

  eev 

)1-65(  )2(
9

2 742
2

   eeev 
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)1-66(  )2(
9

2
)(

3

1
...)( 7424

10
1

  


 eeeeeepvv

p

 

  .كه جواب معادله مي باشد
  

  :مثال دوم
  اي سـاخته  كـه از مـاده  Lبعدي در يك قطعه به ضـخامت   يك 1مثال دوم حل معادله حاكم بر رسانش

فرض بر ايـن اسـت كـه دو    . باشد مي kشده است كه درجه حرارت آن وابسته به ضريب انتقال حرارت

21طرف ماده در دماهاي ثابت  ,TT  21كه TT  معادله كنترل و شرايط مرزي حـاكم  . است، قرار دارند

  .[20]بر آن به صورت زير است

  

)1-67(  
2

10

0)(

TTLx

TTx
dx

dT
k

dx

d






 

  

  

  :زير تغيير كندچنانچه هدايت گرمايي با دما بنا به معادله 

)1-68(  )(1[ 22 TTkk   
  

  . باشد يك ثابت مي و  2Tضريب هدايت حرارتي در دماي  2kكه 

  .بعد زير ساخته مي شوند ترهاي بيپارام

)1-69(  
21

2

TT

TT




 

)1-70(  
2

21
21 )(

k

kk
TT


  

                                                 
1 - Conduction  
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)1-71(  
L

x
X  

  .[20]آيد معادله كنترل به شكل زير در مي

  

)1-72(  
01

10

0])1[(











X

X
dX

d

dX

d

 

  :و فرم هموتوپي آن نيز به شكل زير مي باشد

)1-73(  
0])([)()()(],[ 2

2

2

00 
dX

d

dX

d
ppLLvLpvH

 

)1-74(  

)1-75(  
2
0

2

0

2

2

)(

)(

dX

d
L

dX

vd
vL

 


 

0با فرض 
2

2


dX

d   2...و جاگذاري
21  pvpvvv   و جداسازي توانهاي )   73-1( در معادله

pن آنها معادلات ذيل ظاهر مي شوندو معادل صفر قرار داد.  

 

)1-76(  
01

10

0

0

0

2
0

2
0






vX

vX
dX

vd
p

 

  

)1-77(  
01

00

0))((

0

0

20
2
0

2

02
1

2
1






vX

vX
dX

dv

dX

vd
v

dX

vd
p 

 

  

)1-78(  
01

00

02(

2

2

10
2
0

2

12
1

2

02
2

2
2






vX

vX
dX

dv

dX

dv

dX

vd
v

dX

vd
v

dX

vd
p 

 

  .آيد وجواب هاي زير بدست مي 

)1-79(  10  Xv 
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)1-80(  XXv
22

2
1


 

)1-81(  
XXXv

2
)

2

1
(

2
232

2

  

)1-82(  
XXXXXX

2
)

2

1
(

22
1

2
2322   

  
 » VIM« روش حساب تغييرات تكراري -1-3

را براي حل معادلات موجود در  2براي اولين بار روش عمومي ضرايب لاگرانژ 1اينوكوتي 1978در سال 

  : مشخصه كلي اين روش عبارت است از. [22]هاي پيوسته پيشنهاد كرد مكانيك محيط

 سازي و به كارگيري تقريب اوليه در تابع آزمايشي  حل مساله رياضي با استفاده از فرض خطي

  . گيرد صورت مي

 گردد سپس تقريبي با دقت بالاتر در برخي نقاط خاص حاصل مي . 

  .تم غيرخطي زير را در نظر بگيريدسيس

)1-83(  )(xgNuLu  

L يك عملگر خطي وNبا فرض اينكه . باشند يك عملگر غيرخطي مي)(xu   جواب قسمت خطي

براي مثال  -،  عبارتي براي اصلاح مقدار نقاط خاص»0Lu«مسأله باشد  1x  بدست

  .[23-22]ميĤيد

)1-84(  
 
1

0

000 )()1()1( dxgNuLuuucor  

  

مشخص  1ضريب عمومي لاگرانژ است كه بصورت بهينه از طريق تئوري تغييرات كه در آن 

  . نامند مي 2جمله دوم معادله سمت راست را تصحيح كننده. [23]گردد مي
                                                 

1 - Inokuti  
2 - Lagrange  
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و براي يك  [24]ارائه گرديد  1997براي اولين بار توسط هي در سال  3روش حساب تغييرات تكراري

غيرخطي از جمله معادله  PDEل مشتق جزئي سري معادلات معمولي و معادلات ديفرانسي

پس از آن در سال . ديفرانسيل معمولي دافينگ از مرتبه غيرخطي درجه سوم مورد استفاده قرار گرفت

به  4اين روش را براي معادلات ديفرانسيل غيرخطي با عوامل غيرخطي از نوع ضرايب كانولوشن 2000

و معادله نفوذ جريان  [26] 5ر حل معادلات بلازيوسوي در همين سال از اين روش د [25]كار گرفت 

با استفاده از روش  2000در سال . نيز استفاده كرد [27] 6با مشتقات كسري در اجسام متخلخل

VIM را مورد مطالعه قرار داد و جواب تحليلي معادله  7ديناميك سيستم غيرخطي ياتاقان غلطشي

ن روش را براي سيستمهاي معادلات ديفرانسيل وي در همان سال اي[28]را بدست آورد  8مسيو

مفاهيم روش حساب تغييرات تكراري و كاربرد  2006وي در سال . [29]معمولي مستقل به كار گرفت

در سال  9به جز او ابوالوفا [30]اي سيستماتيك تشريح كرد  سازهاي غيرخطي به گونه آن در نوسان

در حل مسايل انتقال  2007گنجي در سال  و [31]در تحليل سيال غيرخطي درون لوله  2005

  .از اين روش استفاده كردند [15]حرارت غيرخطي

  

  

  

 اساس روش حساب تغييرات تكراري -1-3-1

                                                                                                                                               
1 - theoryVarial  
2 - Corrective  
3 - MethodIterationlVariationa  
4 - nConvolutio  
5 - Blasius  
6 - Porous  
7 - Rotating  
8 - Mesio  
9 - Abolvafa  
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  .[23]به اصلاح روش بيان شده توسط اينوكوتي به صورت زير پرداخت 1999اي در سال  هي در مقاله

)1-85(  
 
1

0

000 )()1()1( dxgNuLuuucor  

  

xu)(كه   براي هر . باشد با مجهولات مشخص مي 1يك تقريب اوليهx  توان  را مي (3)دلخواه معادله

  .[15,23]به صورت زير نوشت

)1-86(  
 

x

nnnn dguNLuxuxu
0

~

1 )}()()({)()(  

داراي مزايايي ماننـد كـارايي،    VIMروش اصلاح شده  .شود ناميده مي 2يك تابع اصلاح) 86-1(معادله

  . باشد سادگي كاربرد، دقت بالا براي بسياري از معادلات غيرخطي و سرعت بالاي همگرايي مي

tu)(مساله مهم در استفاده از اين روش تعيين ترم اوليه   زيـرا ايـن تـرم بـه صـورت اختيـاري       . است

بهترين حالت براي ايـن انتخـاب،   . گردد و بايد در شرايط مرزي داده شده معادله صدق كند انتخاب مي

انتخاب يك تابع از درجه مناسب با ثوابت معين است كه با توجه به بالاترين درجه معادلـه ديفرانسـيل   

  . [15]شود تعيين مي

كـه افزاينـده لاگرانـژ نـام دارد      محاسـبه  . باشد يكي از مسايل مهم در اين روش مي پيدا نمودن 

تكميـل شـده و    [23 ]هاي معادله داشته و اولين بار توسط هي  تأثير زيادي در سرعت همگرايي جواب

اي كه توسط گنجـي   صلاح شدهدر روش ا. توسعه داده شد[15]و دوميري گنجي [32]  3توسط دهقان

قـرار   VIMمحاسـبه شـده و در فرمـول     ارائه شده بدون نياز بـه حـل دسـتي، ضـريب     ] 20-33[

  . گيرد مي

                                                 
1 - iontapproximaInitial  
2 - functionCorrection  
3 - Dehghan  



٢٥ 
  

 همچنـين در . شـود  محاسبه شده نمـايش داده مـي   براي برخي از معادلات مقدار )  1-1(در جدول

  .محاسبه اين ضريب نوشته شده استد كُ [34] مقاله اي

  و منابع ديگر  [34]مقايسه بدست آمده افزاينده لاگرانژ از كد نوشته شده):1-1(جدول

  
  

 تشريح روش حساب تغييرات تكراري با ذكر مثال -1-3-2

انتقـال حـرارت   .باشـد  پرداخته شود به شـرح زيـر مـي    VIMمثالي كه با آن به بررسي الگوريتم روش 

سطح فـين  . را در نظر بگيريدpو محيط Aو مقطع عرضي Lبعدي در يك فين مستقيم به طول  يك

 ).را ببينيد) 3-1(شكل. (كند منتقل مي 1گرما را از دو طريق رسانش و تشعشع

                                                 
1 - Radiation  
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 [35]انتقال حرارت در يك فين مستقيم: )3-1(شكل                                                         

  

همچنين دماي پايـه  . است sTبراي انتقال حرارت تشعشعي  1، دماي جذب موثرaTدماي هواي اطراف 

همچنين فرض شده است كه ضريب انتقال . باشد و انتقال حرارتي از نوك فين وجود ندارد مي bTفين 

توانـد   مـي  kدر حالي كه ضريب رسانش . اند ثابت gE 2و ضريب قابليت نشر سطح hجابجايي  حرارت

  .[35]معادله انرژي و شرايط مرزي براي فين به صورت زير است. تغيير كند

   

)1-87(  
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

00

0)()()( 44

 

kي از درجه حرارت به شكل زير استيك تابع خط.  

)1-88(  ))(1( aa TTkk  

  

  
                                                 

1 - TempratureSinkEffective  
2 - surfaseoftcoefficienEmissivity  
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  .پارامترها به طريق ذيل مي باشد بعدسازي و تغيير بي
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  .آيد در مي به فرم زير) 87-1(له گونه معاد و بدين
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0با فرض  sa داريم.  
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  .شود دله قبل به فرم زير ساخته مي، تابع تصحيح معاVIMمطابق روش 
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)1-98(  dttttttNtxx nnnnn

x

nnn ))())()(())(()()(()()( 4
21
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1    

، با حل معادلات زير بـه  [34]با استفاده از روش توضيح داده شده. افزاينده لاگرانژ عمومي است كه 

 يابيم دست مي.  
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  .آيد به صورت زير  بدست مي و 

)1-100(  
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



 
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N

ee xtNtxN )()(
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1 

بايسـتي شـرايط    xn)(و در نظر گرفتن اين نكته كه ) 98-1( بدست آمده در معادله  با جاگذاري 

گردد كه بايد در هر موضـوع آشـفتگي معـين     معرفي مي ncمرزي را ارضا كنند ضريب ديگري به نام 

  . گردد
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  .ليه را ارضا كند به شكل زير استحدس اوليه دلخواهي كه شرايط او

)1-102(  )cosh()(sec)(0 NxNhx  

  .جواب ذيل حاصل مي گرددxn)(براي  VIMو با استفاده از تكنيك 
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  .به شكل زير بدست مي آيد) 104-1( در معادله فوق معادله x)(با قرار دادن مقدار 
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  :دهد نشان مي N=1پخش حرارت را در فين به ازاي ) 4-1(شكل 

  
  تابع پخش حرارت در فين به ازاي پارامتر هاي كوچك مختلف):4-1(شكل
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 روش تجزيه آدوميان -1-4

ميلادي براي حل مسايل مختلف از جمله  80در دهه  2آدوميان. توسط ج  1روش تجزيه آدوميان

صورت بهينه شده روش آدوميان براي حل معادلات ديفرانسيلي خطي . مسايل غيرخطي ارائه شد

  .[35]به كار گرفته شده است 3منحصر به فرد و غير منحصر به فرد
  

 :اساس روش تجزيه آدوميان -1-4-1

tgFu)(اي به فرم كلي  معادله   را در نظر بگيريد كهF      معادلـه ديفرانسـيل غيرخطـي معمـولي بـا

اپراتـور  Lنمـايش داده مـي شـود كـه     Luقسمت خطي معادله با . باشد هاي خطي و غيرخطي مي ترم

حـال  . باشـد  4پذير اي بايد باشد كه اين اپراتور به راحتي وارون به گونهLانتخاب . باشد مي  خطي مسأله

RuLuقسمت خطي مسأله با   نمايش داده شده كهL موجود در ترم خطـي    بالاترين مرتبه مشتق  

)(با انتخاب بالاترين مرتبه مشتق به عنوان اپراتور، وارون اين عملگر . باشد مي 1L   به صورت انتگـرال

Rهاي باقيمانـده از قسـمت خطـي مسـأله  بـا       ترم. شود هم مرتبه با بالاترين مرتبه مشتق حاصل مي

بنابراين فرم كلـي معادلـه   . شوند نمايش داده ميNuترمهاي غيرخطي مسأله با . نمايش داده مي شود

  .زير استبه صورت 

)1-105(  gNuRuLu  
  .از معادله فوق مي توان نوشت 

                                                 
1 - MethodionDecompositAdomian  
2 - AdomianG.  
3 - SingularNon   
4 - invertible 



٣١ 
  

)1-106(  NuRugLu  
)1-107(  NuLRuLgLLuL 1111   

  

nبراي  1Lبراي مسايل مقدار اوليه، اپراتور 

n

dt

d
L   به صورت انتگرال مرتبهOrderthn   تـا   0از

t2براي مثال براي اپراتور . باشد مي

2

dt

d
L  مي توان نوشت.  

)1-108(  )0()0(1 utuuLuL  
)1-109(  NuLRuLgLutuu 111)0()0(   

  

  :شود در مورد مسايل مقدار مرزي عملگر مشابهي به صورت زير تعريف مي

BtAu. يك انتگرال نامحدود باشد 1Lفرض كنيد    همان)(u باشد كه مقادير  ميBA بايد &

فرم كلي جواب به صورت . از شرايط مرزي بدست آيند





n

nuu در نهايت با فـرض اينكـه   . باشد مي

Nuتوان  يك عبارت تحليلي است ميNu را به صورت








n

nu uuuAN ),...,,( در نظر گرفت كه  1

nAاين جملات فقط بـه مقـادير   . باشند خاص مي براي عبارت غيرخطي 1اي آدوميان جمله همان چند

u  تاnu دهند بستگي دارند و يك سري با همگرايي سريع را تشكيل مي .nA    به صورت زيـر تعريـف

  .[36]شود مي

                                                 
1 - spolynomialsnAdomia   
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اي آدوميان به صورت  و فرم كلي چند جمله






1

)( )(),(
v

v
n ufnvCA باشد مي.  

uufدر حالت خطي كه   )( باشد،  ميnA  بهnu 2شود براي مثال اگر  تبديل مي)( uuf    باشـد

2آنگاه 
 uA   11و 2 uuA   2و

2
12 2 uuuA  3213و 22 uuuuA   ...نكته قابـل توجـه   . است

 nبرابـر  nAهاي جملات آدوميان  هاي هر يك از ترم هاي بالا مجموع زيرنويس اين است كه در عبارت

امروزه ثابت شده است كه مجموع . باشد مي


n
nA  برuN     حـول   1برابر مجمـوع سـري عمـومي تيلـور

xu)(نقطه   باشد كه  مي


n
nu   برابر با سري عمومي تيلور حول نقطـهu  هـا بـا    ايـن سـري  . اسـت

سرعت 
)!(

1

mn
جـواب يـك   . باشـد  بالاترين ترم خطـي معادلـه مـي    mكنند كه به سمت صفر ميل مي 

  .[37-36]شود به فرم زير است معادله غيرخطي كه به روش آدوميان حل مي
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  .زير است صورتبسط معادله بالا به 

)1-112(    












 
0 0 0

11
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nnn ALuRLuuuuuu 
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  .كه نتايج زير را بدست مي دهد

 )1-113(  
0

1
0

1
1 ALRuLu   

)1-114(  
1

1
1

1
2 ALRuLu   

  

 1uو  uبه  1A. شوند هاي ديگر به راحتي حاصل مي ترم [36]دارد 0uفقط بستگي به 0Aاز آنجا كه 

uuuبه  2Aو . بستگي دارد ,, تـوان سـري آدوميـان را تـا تعـداد       بسته به دقت مورد نظـر مـي  ... و  12

بـه اثبـات    1همگرايي اين سري بوسـيله يـرس شـارلوت   . جملات دلخواه براي حل مورد نظر توليد كرد

  . [36]رسيده است

هاي آدوميان يـك فـرم عمـومي از سـري      اي براي اينكه نشان داده شود كه سري حاصل از چند جمله

  .بكار مي رود) 115-1(دهند، معادله  كيل ميتيلور را تش

)1-115(  






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1()0()1(

1)0(
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ufuufu
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nAuf 

  .تواند به صورت زير مرتب شود مي كه

)1-116(  








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  باشد، كه عبارت بالا سري تيلور حول نقطه موردنظر مي

مثال سـري آدوميـان   فرمول چگونگي بدست آوردن جملات سري آدوميان توضيح داده شد، به عنوان 

  .[37-36]براي چند تابع دلخواه به صورت زير است

  3uNu  
                                                 

1 - cherruaultYres  



٣٤ 
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هاي تحليلي موجود بـراي   ذكر اين نكته در اينجا ضروري است كه روش آدوميان يكي از قويترين روش

معادلات «باشد كه علاوه بر حل معادلات ديفرانسيل چند بعدي  حل معادلات ديفرانسيل غيرخطي مي

اي نيـز   ههـاي بهينـه شـد    روش آدوميـان داراي فـرم  . باشد را نيز دارا مي» ديفرانسيل با مشتقات جزئي
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هاي ديگر ايـن روش قابليـت حـل     از جمله قابليت. باشد كه در اين بحث به آن پرداخته نشده است مي

  . باشد و نيز شرط مرزي انتگرالي مي 1مسائل با شرايط مرزي نيومان

 باذكر مثال تشريح روش تجزيه آدوميان -1-4-2

  ):5-1(شكل (براي يك گوه 2اسكن - حل معادله فالكنر

  .[37]اي به صورت زير موجود است بعد شده ي بي معادلهفرض كنيد 

  

)1-118(  

 

1:

0,00

01 2
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
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  .قسمت خطي معادله بصورت زير است مطابق روش آدوميان، بالاترين مرتبه مشتق

)1-119(  
3

3

d

fd
L 

  .ر الگوريتم اين روش مي توان نوشتو با توجه به توضيحات بكار رفته د

)1-120(  )1( 2fffLf   
)1-121(  
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 [36]شكل مربوط به مثال روش آدوميان: )5-1(شكل 

   

)1-122(  ))1(()0(
2

1
)0()0()( 212 fffLffff    

با فرض اين كه  )0(f       و توجه به اين كه دو ترم اول سمت راست معادلـه فـوق بنـا بـه شـرايط

  .مرزي مساله صفراست مي توان نوشت

)1-123(  ))1((
2

1
)( 212 fffLf    

  

  :آدوميان بيان نمود 

)1-124(  





0

)()(
n

nff  

)1(همچنين بنا به الگوريتم روش ترم غيرخطي معادله كه شامل  2fff   توانـد   باشد مي مي

به صورت سري به شكل 





n

nAfN )( هاي  هاي آدوميان از فرمول اي چند جمله. نوشته شود)1-

  .[36]باشد آيد كه براي اين مثال به فرم زير مي بدست مي)  110
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32با تعريف 

6

1

2

1  f  در صورتي با هـم برابرنـد   ) 112-1(و از آنجايي كه دو سمت معادله

      .لذا رابطه زير صادق است ،هاي دو سمت با هم مساوي باشند كه جملات متناظر سري

,...2,1,0)()( 1
1  
 nALf nn   )1-126(  

  

   .زير بدست مي آيدجواب هاي )  126-1( در معادله ) 125-1(از معادلات  nAبا جاگذاري 

  

  

)1-127(  

  .و جواب نهايي به فرم زير است

)1-128(  





0

10 ...)(
n

n ffff 

fنمودار تغييرات ) 6- 1(در شكل    به ازاي تغييرات رسم شده است.  
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fنمودار تغييرات ): 6-1(شكل   به ازاي تغييرات برايβ هاي مختلف  

  

بجز محدوديت انتخاب پارامتر كوچك يا بزرگ در روش پرتوربيشن، مباحث مربوط به بازه همگرايي و 

نيز كنترل همگرايي جواب هاي بدست آمده از روش هاي فوق الذكر، از معايب مهم اين متد ها مي 

همچنين ارضاء شرايط مرزي بي نهايت با تكنيك هاي . بهينه سازي دارند باشد  كه نياز به اصلاح و

يكي از اين .توضيح داده شده نيازمند استفاده از تكنيك هاي ديگري اضافه بر روش هاي ياد شده است

  .مي باشد كه در اين پايان نامه به آن پرداخته نشده است Padeتكنيك ها، تكنيك 

مشخص مي كند كه محدوده همگرايي  [37]ل نشان داده شده براي تشريح روش آدوميان بررسي مثا

جواب ها در اين مثال كوچك بوده و اثري از همگرايي پارامتر بدون بعد
U

u  3به ازاي  نمي باشد

همچنين در فصل بعدي پس از معرفي روش جديدي . كه نشان از محدوده كوچك جواب صحيح دارد

پرداخته و نشان  HPMدر حل معادلات ديفرانسيل غير خطي، با ذكر مثالي به مقايسه آن با روش 

  .مي دهد كه بازه همگرايي جواب ها در روش هموتوپي پرتوربيشن كوچك است
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  روش آناليز هموتپي
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  مقدمه اي بر روش آناليز هموتپي  -1- 2

  

اين روشها  ما را در جهت همگرايي   ،با وجود كارايي بسيار روش هاي توضيح داده شده در فصل اول

بيشن و روشهايي غير از آن ربطور خلاصه روشهاي پرتو. حل و نرخ سريهاي تقريبي ياري نمي رساند

روش پارامتر كوچك ساختگي و روش آدميان نمي توانند راهي براي تنظيم و كنترل  ،مانند بسط 

كارايي تقريب معادلات  .همگرايي حل، افزايش محيط همگرايي و تعداد سريهاي تقريبي ارائه دهند

است روشهاي تحليلي جديدي توسعه داده شوندكه داراي غيرخطي به طور كافي بررسي نشده و لازم 

  :مشخصه هاي زير باشند 

براي مسائلي با قسمتهاي غيرخطي بالا معتبر باشند، حتي اگر اين معادلات شامل  - 1

  .پارامترهاي كوچك و بزرگ نباشد

تقريب زده شده ارائه ي راهي مناسب جهت كنترل نمودن همگرايي حل و تعداد سريها - 2

  .دهند

  .اين امكان را فراهم آورند كه شخص در انتخاب توابع پايه لازم، ضروري و مناسب آزاد باشد - 3

پيشنهاد  [43]بر اساس هموتپي   [42-38] 1يك نوع از روشهاي تحليلي، بنام روش آناليز هموتپي

را در نظر  ديفرانسيل زير براي مثال ، معادله. ايده هموتپي بسيار آسان و سرراست مي باشد .شد

  .بگيريد

)2-1(  0)]([ tuA 

 

A  ،اپراتور غيرخطي مي باشدt  اشاره به زمان دارد وu(t) 0)(فرض كنيد .متغير نامعلوم مي باشد tu 

  : معرف اپراتور خطي كمكي با اين خصوصيت باشد كه  Lو  tu)(معرف حدس اوليه

)2-2(  0)( fL 

                                                 
1 - MethodAnalysisHomotopy  
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  :سپس مي توان فرم هموتپي را ساخت

)2-3(       )q;t(qA)t(u)q;t(L)q(q);q;t(H   01 

  

]1,0[q يك پارامتر محاط كننده  و);( qt  تابعي بر حسبt وq  0مي باشد، هنگامي كهq و

1q مي باشد روابط زير بر قرار خواهد بود:  

)2-4(     )t(u);t(L
q

q);q;t(H 00
0




 

  و

)2-5(     );t(A
q

q);q;t(H 1
1

 


 

  

);0()(واضح مي باشد كه ) 4-2(با توجه به معادله  0 tut   حل معادله  0
0

);;( 
q

qqtH    

);1()(و tut   حل معادله  0
1

);;( 
q

qqtH  بنابراين هنگامي كه پارامتر .مي باشدq  از

به . ختم مي شود tu)(يعني ) 1- 2(صفر به يك تغيير مي كند جواب از حدس اوليه به حل معادله 

0)(عبارت ديگر اين تغييرات پيوسته از  tu  به)(tu تغيير شكل ناميده مي شود.  

 [45-44]بر اساس ايده هموتپي بعضي از روشهاي عددي مثلاً روش پيوسته و روش پيوسته هموتپي 

 يا  اگر پارامتر فرضي  روش پارامتر كوچك فرضي و روش بسط در در واقع ، . توسعه داده شدند

اگرچه راه حل . مي توانند توسط هموتپي تشريح شوند گردد جايگزين (q)با پارامتر محاط كننده 

، ولي از نقطه نظر روشهاي عددي كافي باشد سنتي ذكر شده در بالا براي ساختن هموتپي شايد از

و حدس  Lبه اين دليل كه در انتخاب اپراتور دلخواه . ديدگاه تحليلي به اندازه كافي مناسب نيست

مهمتر اين كه، روش قديمي براي . اوليه آزاد هستيم ولي در هدايت اين انتخابها قانوني وجود ندارد
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ساخت هموتپي نمي تواند يك روش مناسب جهت تشخيص ناحيه همگرايي و تعداد سريهاي به كار 

  .برده شده جهت تخمين حل مناسب را ارائه دهد

و جهت نشان  [4] شرح داده شده 1هموتپي بر اساس نظر ليائودر اين فصل ايده اصلي روش آناليز 

اين روش نشان ميدهد كه محاسبه درگ روي  .دادن درستي اين روش چهار مسئله ارائه گرديده است

يك كره در جريان يكنواخت با اطلاعات تجربي در يك ناحيه بزرگتر از همه روشهاي تئوري قبلي كه 

  ).1- 2(آمده است مطابقت خيلي خوبي دارد ، شكل در صد و پنجاه سال اخير بدست 

  
  مقايسه روش آناليز هموتپي با روش هاي تئوري قبلي-1-2شكل

  [4]جهت محاسبه ضريب درگ روي يك كره
  

    

                                                 
1 - Liao  
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بطور خلاصه روش هموتپي آناليز بر اساس جزئيات هموتپي مي باشد ولي بجاي استفاده از هموتپي 

)(رصفر ليائو پارامتر كمكي غي ،قديمي   و تابع كمكيH(t) ديد به غيرصفر براي ساختن هموتپي ج

  .كند فرم زير را معرفي مي

)2-6(       ),,;()()(),,;()1(,,;
~

0 HqtAtHqtuHqtLqHqH   

  

تنها يك حالت ) 3- 2(عمومي تر مي باشد ، به اين دليل كه معادله ) 3- 2(كه بسيار نسبت به معادله 

)(1و 1، هنگامي كه ) 6-2(خاص از رابطه tH  است مي باشد يعني :  

)2-7(     1,1,;,,;
~  qHHqH  

  

از صفر به يك افزايش پيدا مي كند،  qبطور مشابه، هنگامي كه  ),,;( Hqt   0)(از حدس اوليه tu 

تغيير مي كند، بهرحال  tu)(به سمت جواب دقيق  ),,;( Hqt  از معادله  0),,;(
~  HqtH  

. نيز بستگي خواهد داشت tH)(و تابع كمكي  دارد بلكه به پارامتر كمكي qنه تنها بستگي به 

بنابراين بر خلاف معادله . بستگي دارد H(t)و تابع كمكي  حل هنوز به پارامتر 1qبنابراين در

قديمي هموتپي ، اين روش مي تواند يك خانواده از سريهاي تقريبي فراهم آورد كه ناحيه همگرايي 

احيه همگرايي و كه با استفاده از اين دو پارامتر ن H(t)آن بستگي خواهد داشت به پارامتر كمكي 

  .تعداد سريهاي تقريبي مي تواند انتخاب شود

اين . روش آناليز هموتپي براي معادلات غيرخطي معمولي و جزئي، عمومي تر و معتبرتر مي باشد 

، انتقال  [47]، جريانهاي لايه مرزي  [46] 1روش در بسياري از مسائل مهندسي از قبيل نوسان

، [50] ، جريانهاي مغناطيسي غيرنيوتني [49]، جريانهاي ويسكوز در محيط متخلخل  [48]حرارت 

.شده است به كار گرفته [64-52]و خيلي از مسائل ديگر [51]موجهاي غيرخطي آب 
                                                 

1 - osccilation 
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  روش آناليز هموتوپي - 2- 2

  :بطوري كه. معادله غير خطي زير را در نظر بگيريد

)2-8(  0)],([ txZN 
  

tx,  اشاره به متغير مستقل دارند و),( tx ليائو با توجـه بـه روش    .نشان دهنده تابع مجهول مي باشد

  :هموتپي فرم مرتبه صفر را اين گونه تعريف نمود
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pبســط ، پــارامتر  ، پــارامتر كمكــيH  ، تــابع كمكــيL، 0),(اپراتــور خطــي txZ حــدس اوليــه و

);,( ptx ها و توابع كمكـي دلخـواه آزاد   در اين روش شخص در انتخاب پارامتر .تابع مجهول مي باشد

از صفر به يك تغيير مي كنـد ، جـواب از حـدس اوليـه بسـمت حـل دقيـق تغييـر مـي           pوقتي  .است

   :بطوري كه.نمايد

)2-10(  ),()0,,( 0 txZtx   1(),(و;,( txZtx  

),;(اگر  ptx با توجه به بسط تيلور داده شود ،p  رابطه زير بدست مي آيد :  
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 1pبنحوي انتخاب گردند كه سري تيلور در  اگر اپراتور خطي دلخواه ،حدس اوليه و پارامتر كمكي 

  :همگرا شود، آنگاه رابطه زير برقرار خواهد شد 

)2-13(  





1

0 ),(),(),(
m

m txZtxZtxZ
 



٤٥ 
  

در روش . بيشن تبديل مي شـود ربفرم معادله هموتپي پرتو) 9-2(انتخاب شود آنگاه  معادله 1اگر 

  .بسط داده مي شوند pبيشن معادلات بر اساس رهموتپي پرتو

بردار 

nZ بشكل زير تعريف مي شود:  

( 2-14 )  


 ),(),....,(),,( 10 txZtxZtxZZ nn 

مساوي صفر قـرار داده شـود و    pمشتق گرفته شود و سپس  pبار با توجه به  m) 9-2(اگر از معادله 

  :بطوري كه بدست مي آيد، mتقسيم شود ، فرم مرتبه m!نهايتا بر 
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صادق بوده و با توجه به شرايط مرزي مسئله قابـل حـل مـي     1mبراي  mمعادله تغيير شكل مرتبه 

  .باشد
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  :بعضي از قوانين اصلي  -2-3

0)(و حدس اوليه  (L)همانطور كه در بالا گفته شد در انتخاب اپراتور خطي دلخواه  tV  و تابع كمكي

H(t)  جهت ساختن فرم تغيير شكل مرتبه صفر آزاد هستيم ولي از نقطه نظر عملي اين آزادي بنظر

  .زياد بوده و لازم است كه در جهت هدايت مسئله تعدادي قوانين اصولي وجود داشته باشد

مشخص است كه . وجود حل تحليلي جهت بيان حل مسئله توسط توابع پايه مناسب امكان پذير است

مي تواند توسط تعداد زيادي توابع پايه تقريب زده شود و بنابراين مي  xf)(قي مانند يك تابع حقي

خوشبختانه با آزاد . نوع توابع پايه جهت موثر بودن در حل مسئله غيرخطي مهم است. تواند موثرتر باشد

در بسياري از موارد با . حاصل مي شود tV)(بودن در انتخاب متغيرهاي ذكر شده حل هاي زيادي از 

آناليز كردن فيزيك مسئله و يا حدس اوليه مسئله و يا شرايط مرزي و يا نوع غيرخطي آن مي توان 

  :فهميد چه نوع توابع پايه جهت حل مسئله مناسب مي باشند، براي مثال فرض كنيد

)2-18(  ,....}2,1,0)({ ktek 

( )ke t مي توان حل را به فرم يـك سـري   . به يك دستگاه از توابع پايه براي مسئله داده شده اشاره دارد

  :بيان كرد
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nC  يك ضريب مي باشد، در زمانيكه يك دستگاه از توابع پايه مشخص مي شود، تابع كمكي)(tH  ،

0)(حدس اوليه  tV  و اپراتور خطيL  بايد بگونه اي انتخاب شوند كه تمامي حل هاي بدست آمده از فرم

اين شرط يك قانون اصلي جهت . تغيير شكل مرتبه بالا بتوانند بوسيله اين نوع تابع پايه بيان شوند
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0)(حدس اوليه  ، tH)(انتخاب تابع كمكي  tV و اپراتور خطي(L) فراهم مي آورد كه قانون بيان حل 

  .ناميده مي شود1

  

  

  :كنترل ناحيه همگرايي -2-4

 ـ بطـور عـام نـرخ    .  انـدازه كـافي، همگـرا شـوند    ه بسيار مهم مي باشد كه سريهاي جواب در يك ناحيه ب

بـر خـلاف روشـهاي    . سريهاي تقريب زده شده و ناحيه همگرايي توسط توابع پايـه مشـخص مـي شـوند    

تحليلي قبلي در اين جا در انتخاب توابع پايه آزادي عمل وجود دارد، بنـابراين مـي تـوان سـريهاي حـل      

ديده شده اسـت كـه پـارامتر    . كي باشد را بدست آوردهمگرا شده در يك ناحيه اي كه داراي معناي فيزي

مي تـوان نـرخ سـريهاي     اغلب در ناحيه همگرايي تأثير مي گذارد بنابراين با انتخاب درست  كمكي 

بدسـت آورده شـده    فرض  كنيد جواب با استفاده از پـارامتر  .تقريبي و ناحيه همگرايي را تشخيص داد

براي همگرا شدن حـل در ناحيـه    سوال اين است كه چگونه ميتوان تشخيص داد  مقدار مناسب. است

  بيشتر چيست؟

بسياري از مسائل غيرخطي شامل كميتهاي فيزيكي از قبيل فركانس نوسان كننده ها، ضريب اصـطكاك  

مي باشند، به اين دليل كه حل هاي بيان شده با روش هموتپي حتمـاً  ... و غيرهسطح در جريان ويسكوز 

بـه   بنابراين با توجه به.مي باشند  مي باشند، اين كميتهاي فيزيكي نيز شامل داراي ضريب كمكي

  :فرض شود كه . آسان مي باشد عنوان متغير مستقل، كشيدن شكلهاي اين نوع از كميتها بر حسب
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1.Rule of solution expression 
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اشـاره بـه مشـتق نسـبي     ) ·(در اين جا . اشاره داشته باشد به يك كميتي كه معناي فيزيكي مهمي دارد

  .كشيده شود و بنابراين مي تواند توسط شكل تابعي است بر حسب بنابراين.  زمان دارد

به يك مقدار واحد همگرا مي شوند و بنابراين يك خط افقي  توسط مقادير مختلف تمامي حل هاي 

بـراي  . نمايش داده مـي شـود اشـاره دارد    Rكه با ايجاد مي شود كه به يك ناحيه از  در شكل

در آن قـرار دارنـد    مي شود و ناحيه مربوطه كه مقادير مناسب ناميده) Curve -(اختصار اين نمودار 

انتخـاب  ) Rhقرار گرفتـه شـده در ناحيـه     (بنابراين اگر هر مقداري از . مي نامند 1)ناحيه درست (را 

فيزيكي ديگري نيز وجود داشته باشد مي توان مقادير مطمئناً اگر كميتهاي  .شود ،حل همگرا شده است

) -Curve (بنابراين  .را رسم نمود)Curve - (     يـك راه راحـت جهـت نشـان دادن تـأثير    بـر ناحيـه

  .حل خاتمه مي يابد همگرايي و نرخ سريهاي تقريبي را نشان مي دهد و با انتخاب درست

  

  :تشريح روش آناليز هموتپي با ذكر مثال-2-5

  : پخش حرارتي در يك پره-2-5-1

، aT، دماي محيط  bTدماي پايه پره .پره اي را در نظر بگيريد كه هدايت حرارتي آن وابسته به دما باشد

A ، سطح مقطعp  ، محيط پرهb معادله انـرژي بـراي ايـن پـره     . طول پره و انتهاي پره عايق مي باشد

  :بصورت زير مي باشد 

)2-21(0)(])([  aTTph
dx
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d
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  :هدايت حرارتي پره تابعي از دما مي باشد ، بطوري كه

)2-22(])(1[)( TaTkTk a   

ak  هدايت حرارتي در دماي محيطيaT  و جهـت  .پارامتر تغيير هدايت حرارتي نسبت به دما مي باشد

  .ز پارامترهاي زير استفاده مي شودبي بعد سازي مسئله ا

                                                 
1 - Valid region of  
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  :فرم بي بعد شده مسئله اين گونه خواهد بود

)2-24(  0)( 22
2

2

2

2

 









d

d

d

d

d

d 

)2-25(  










11

00







at

at
d

d

 

با توجه به شرايط مرزي اپراتـور خطـي اينگونـه    . براي شروع ، ابتدا بايد توابع پايه مناسب انتخاب شوند 

  :تعريف مي شود
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  .توجه به قسمت خطي انتخاب مي گرددحدس اوليه با 
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  .عادله اصلي مشخص مي شوداپراتور غير خطي با توجه به م
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  .ساخته مي شوند mRفرم مرتبه  هاي بالا با توجه به تعريف 
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  :بصورت زير مي باشد mفرم مرتبه 
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  :روابط زير حاصل مي شوند  1mاكنون با اعمال شرايط مرزي براي 
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را انتخـاب   مي تـوان مقـدار درسـت    )  2-2(در شكل . بديهي است پارامتر كمكي هنوز مجهول است

دقت جواب را در مقايسه )  3-2(شكل  . نمود و بعد از قراردادن آن در جواب نهايي حل خاتمه مي يابد

  .با حل دقيق نشان مي دهد



T را در

  

 

aTي محيطـي    

 

بازاء   از حل

و دمـايiTيي 

.  

ب دقيق بازاء 

ر مرحله هفتم
(  

 :ر

رايط اوليه دماي

ي خطي باشد

 آناليز با جواب
,( 0 

٥١

رامتر كمكي در
),, 500  

خصوص متغير

در شر يته

رابطه اي ص و دما

روش  هموتپي
,., 50  

نمودار پار):2-2

 با حرارت مخ

، دانسيAقطع

رارت مخصوص

مقايسه ر):3-
).90

2(شكل 

ايش جسمي

 V سطح مق ،

 رابطه بين حر

-2(شكل
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اگر .ظر بگيريد
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)2-37( )](1[ TaTcc a   

  :،معادله انرژي بصورت زير برقرار مي شود hبا توجه به ضريب انتقال حرارت جابجايي
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  :فرم بي بعد شده مسئله اين گونه خواهد بود
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  .توجه به قسمت خطي انتخاب مي گرددحدس اوليه با 
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  .توجه به معادله اصلي مشخص مي شوداپراتور غير خطي با 
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  .ساخته مي شوند mRفرم مرتبه  هاي بالا با توجه به تعريف 
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  :فرم عمومي بصورت زير مي باشد  1mبراي
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  .روابط زير حاصل مي شود  1mاكنون با اعمال شرايط مرزي براي 
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م شده همراه جايي آزاد روي يك صفحه عمودي گربحل سري لايه مرزي جا -3-1

      متخلخل اشباع شده در يك محيطباشار جرمي جانبي 

  
 [69]جريان لايه مرزي ناشي از جابجايي آزاد در يك محيط متخلخل :)1-3(شكل

  

و فرايندهاي صنعتي  1ژئوفيزيك هاي  لخل يك پديده مهم در سيستمجريان لايه مرزي در محيط متخ

هاي حرارتي، سيستم ذخيره  هاي زيرزميني، عايق حيطه كاربرد آن شامل جريان آب. [65]است

هاي تفصيلي زيادي در خصوص وجوه  بررسي. باشد و كشاورزي ومخازن نفتي مي هاي صنعتي انرژي

از سطوح  2هاي جابجايي آزاد ته كه اكثر آنها در حوزه جريانفهاي جابجايي انجام گر مختلف جريان

 . [60]اند باشد كه در يك محيط متخلخل قرار گرفته عمودي تحت حرارت مي

 

  

                                                 
1 - geophysics  

2 - convectionnatural  
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روي جابجايي آزاد حول يك صفحه صـاف عمـودي    [68] 1مينكوويچ هاي ابتدايي بوسيله چنگ و فعاليت

كه دماي مشخصه ديواره، تـابعي تـواني از ارتفـاع     3با خواص ايزوتروپيك 2در محيط متخلخل اشباع شده

  . است صورت گرفته است

مرزي جابجايي آزاد روي يك صفحه عمـودي تحـت حـرارت بـا شـار جرمـي         در اين قسمت، مسأله لايه

هدف از اين كـار بررسـي صـحت    . كه در يك  محيط متخلخل اشباع قرار دارد بررسي شده است 4جانبي

 -چندين دماي ديواره جهت توضيح دادن اثر پارامتر مكـش . باشد مي HAMحل تشابهي به وسيله روش 

روي يـك   همچنـين تـأثير پـارامتر   . روي جريان و انتقال حرارت موردتوجه قرار گرفته اسـت  5پاشش

 . سطح غير قابل نفوذ نيز بررسي شده است و با نتايج حاصل از حل عددي مقايسه گرديده است

  

 تحليل مسأله -3-1-1

  

كه به وسيله يك ديوار عمودي تحت حرارت با شـار   6يك جريان لايه مرزي جابجايي آزاد دوبعدي پايدار

  )1-3شكل. (اع شده، ايجاد گرديده را در نظر بگيريدجرمي جانبي در يك محيط متخلخل اشب

 

  .[68]باشند معادلات حاكم به شرح ذيل مي
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1 - &Cheng Minkowycz  
2 - Saturated  

3 - Isotropic  

4 - Lateral mass flux  

5 - Injection Suction   

6 - Steady  



٥٨ 
  

)3-3(  
)(

2

2

y

T

y

T
v

x

T
u










 

 
  .ر مسأله نيز به فرم ذيل مي باشدط مرزي حاكم بايو شر

)3-4(      )()0,(),()0,( xvxvxTxT ww  

)3-5(  0)0,(,),(   xuTxT 

 :كه در آن پارامتر هاي ذيل تعريف مي شود

  

xمحور مختصات موازي صفحه عمودي  u : مولفه سرعت در راستايx  

y:محور مختصات عمود بر صفحه v:مولفه سرعت در راستايy  

T :درجه حرارت  k :محيط متخلخل 1نفوذپذيري  

g :شتاب جاذبه زمين   :2ضريب پخش حرارتي  

:ضريب انبساط حرارتي  :سيال 3دانسيته  

:سيال 4ويسكوزيته T :دماي محيط  

)(xTw :درجه حرارت ديواره  

 

  

  

k        كه معرّف نفوذپذيري يك محيط متخلخل است براي يـك جريـان دائـم يـك جهتـه در يـك محـيط

يكنواخت به صورت 
x

pk
u







باشد و به هندسـه   اين ضريب مستقل از نوع سيال مي. شود تعريف مي 

كه معرّف ضريب پخش حرارتي اسـت بـا فرمـول     . محيط متخلخل بستگي دارد
pc

k


    تعريـف

                                                 
1 - typermeabili  

2 - tcoefficienExpansionTermal  

3 - Density 

4 - osityVisc  
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نرخ توزيع انرژي گرمايي در . دهنده نسبت رسانش گرمايي به ظرفيت حرارتي ماده است گردد و نشان مي

  . شود زياد مي طول ماده با افزايش 

TxTwبعلت اختلاف نسـبي دمـا   . يابند توسعه ميشوند و  هاي سيال در طول صفحه گرم مي لايه  )( ،

در . شـود  سيال تحت يك نيروي شناوري رو به بالا قرار گرفته كه منجر بـه يـك حركـت جابجـايي مـي     

جابجايي آزاد صفحه عمودي ناشي از تفاوت دماي ديوار و محيط، شار حرارتـي و ضـخامت لايـه مـرزي     

ي بينهايـت نيـز    توانند براي شـرايط دمـاي ديـواره    حلهاي تشابهي مي. كند تغيير مي xحرارتي با ارتفاع

در معادله كنترل . بسط داده شوند مشروط بر اينكه آنها از قانون تواني، قانون نمايي يا خطي تبعيت كند

ت ويسـكوز غيرقابـل   بـراي سـيالا  [65] 1بوسينسـك  -شود كه مدل مورد استفاده مدل دارسـي  فرض مي

AxTxTwبا شرايط مرزي 2تراكم  )(    2و شار جرمـي جـانبي

)1( 




axvw   ميباشـد كـه در آنA 

براي پاشش و  0a. مكش است -نرخ پاشش aتحت حرارت،  سطح عموديثابت تناسب مثبت براي 

0a 3تابع جريان. [65]براي مكش كاربرد دارد [69-68]گردد به شكل زير تعريف مي.  
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 .[69-68]گيرد هاي تشابهي زير توسط معادلات زير انجام مي تبديل

  

)3-7(  )()]([ 2/1 



 fTT
gk

w 
  

)3-8(  ))()]([ 



fTT
gk

u w  
 

)3-9(  
)()](

4
[ 2/1 





  TT

x

gk
v w 

                                                 
1 - nesqBoussiDarcy  

2 - Incompressible  

3 - Stream function  
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  .گردد بعد شده زير تبديل مي رم بيمعادلات كنترل به ف
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  .كه شرايط مرزي زير را دارايند
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0)(,)0(  fff w 

 

0)(,1)0(   

)(f بعد،  تابع جريان بي)( ؛ ميدان دما و مشتقات بر حسب لحاظ شده است . 

  

wfمكش كه قدرت نرخ انتقال جرم را اندازه گرفته و شار جرمي جانبي طـي ديـوار را    -، پارامتر پاشش

 .[69]آيد نمايد، از معادله زير بدست مي كنترل مي
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 . باشد براي پاشش سيال مي 0wfبراي مكش و  0wfكه در آن  

  

  .باشد نمايانگر سطوح نفوذناپذير مي 0wfمعرف سطح نفوذپذير و  0wfبنابراين واضح است كه 
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0از معادله  f گردد نتايج زير حاصل مي.  
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)3-19(  )()(  f 

  .كنترلي به شكل زير حاصل مي گردد و معادله
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  .[69]كه شرايط مرزي زير را دربر دارد

)3-21(  0)(,1)0(,)0(  ffff w 

AxTxTwروي دماي مشخصه ديوار  بسته به طبيعت پارامتر با نفوذ   )(    و شار جرمـي جـانبي

2

)1( 




axvw [69]گيري موارد ذيل را در نظر مي. 

  

  :1) الف

)(شار جرمي يكنواخت  معرّف  avw  باشد و دمـاي ديـوار بـه صـورت خطـي نسـبت بـه         ميx  تغييـر

  . كند مي

) ب
2

1
:  

وجود  0wf، حل تشابهي فقط براي براي  مقدارطي اين . باشد مي مكشمعرفّ لايه مرزي ناشي از 

  . دارد

  :0) ج

ntContaxTw( معرفّ صفحه هم دما )( (دهد كه معادله باشد و نشان مي مي  

 ݂ ′′′ ൅ 1ାఒ
2 ݂݂ ′′ െ ݂ߣ ′2 ൌ 0به صورت ,0

2




ff

f شود كه همان معادله بلازيوس است تبديل مي.  
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همچنين مقادير جواب به ازاي 
3

1
     جهت نشـان دادن تـأثيرات واضـحwf    روي سـطوح نفوذپـذير

و  1هاي خاص  همچنين توجه شود كه نمونه. نشان داده شده است
3

1
 هاي صـريح بـه    جواب

 .شكل ذيل دارند
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   HAMحل مسأله با روش  -3-1-2

  .ستمعادله كنترل و شروط مرزي آن به فرم زير ا كهثابت شد 

 0
2

1 2 


 ffff 

 0)(,1)0(,)0(  ffff w

 

 

  .نهايت به شكل زير است م تابع بيفر ،نهايت در مسأله با توجه به وجود شرايط بي
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و لزومي ندارد كه حتماً از فرم فوق جهت حدس  كند تا حدس اوليه انتخاب شود تابع بيان حل كمك مي

  .جواب اوليه استفاده شود

  .شود اين گونه معرفي مي) 20-3(رل اپراتور خطي و حدس اوليه براي معادله كنت

)3-25(    eff w1)(0

)3-26(  ,)( fffL 

)3-27(  ,0)( 321   ececcL

123كه ضرايب  ,, ccc مجهولند و بايد با توجه به شرايط مرزي در هر مرتبه مشخص شوند .  

 

  معادلات تغيير شكل مرتبه صفر 

 .اوليه فرم اوليه هموتوپي را ساختتوان با توجه به اپراتور خطي و حدس  اكنون مي
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 .روابط زير برقرار خواهد بود 1pو  0pبراي 
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)3-33(  )()1;(  ff 

اگـر  . از صفر به يك تغيير كند حل مسأله از حدس اوليه به حل نهايي منجـر خواهدشـد   pهنگامي كه 

1pشود ها مشخص مي شود فرم جواب.  
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  هموتوپي براي مسأله  mفرم مرتبه 
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  .ها اين گونه خواهد بود مومي جوابفرم ع

)3-41(   
  eCeCCfff mmm

mmmm 3211 )()()( 

123به طوريكه  ,, ccc شوند ضرايب ثابتي هستند كه با توجه به شرايط مرزي انتخاب مي.  
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  : بررسي همگرايي -3-1-3

هـاي لازم جهـت همگرايـي، نمـودار پـارامتر       حل و تعداد سـري  1مطابق نظر ليائو براي بررسي همگرايي

  . كمكي را بايد ترسيم كرد

f)0(اين نمودار را بر اساس )   2-3( شكل    1و به ازاي مقاديرwf  1و   2و براي چنـد مرتبـه 

  .رسم شده و محدوده همگرايي مشخص شده است

  
1,1نمودار مربوط به همگرايي حل براي .: )2- 3(شكل   wf.  

  

تفاسير فيزيكي كه صحت حل مسـأله  نتايج حل معادله حاكم بر مسأله در فصل چهارم بيان شده است و 

  .را مشخص مي كند نيز ارائه گرديده است

 

 

 

  

                                                 
1 - Convergence  
2 - Order  
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بررسي تحليلي جريان وانتقال حرارت سيال ويسكوالاستيك بر روي يك  -3-2
  صفحه صاف متحرك نيمه بي نهايت افقي

  

  .حركت صفحه صاف متحرك نيمه بي نهايت با سرعت ثابت:)3-3(شكل
  
  ويسكوالاستيكسيال  -3-2-1

از . باشند را دارا مي 2موادي هستند كه به طور توامان خواص ويسكوز و الاستيك 1مواد ويسكو الاستيك

و در جامدات تابعي از خودبرش ميباشد لذا اين مواد به  3آنجايي كه در سيالات، تنش تابعي از نرخ برش

زماني مهم كه در اين نوع سيالات نقش دو مشخصه . باشند طور همزمان داراي خواص جامد و سيال مي

زمان آسودگي از . باشد مي 5و زمان رهايي از تغيير شكل 4اساسي دارند شامل زمان آسودگي از تنش

شود تا از اين تنش  شود كه پس از قطع تنش برشي وارد بر سيال صرف مي تنش به بازه زماني گفته مي

حركت صفحه بالايي  6همچنين اگر در جريان كوئت. ستبراي سيالات نيوتني اين زمان صفر ا. رها گردد

گردد كه به  به طور ناگهاني قطع گردد برخلاف سيالات نيوتني، صفحه بالايي مقداري به عقب برمي

بازگشت صفحه . گويند زمان حركت به سمت عقب تا توقف كامل صفحه زمان رهايي از تغيير شكل مي

سيال است اما اين بازگشت به دليل وجود خاصيت ويسكوز، بالايي به عقب ناشي از خاصيت الاستيك 

                                                 
1 - Viscoelastic  

2 - Elasticity  

3 - Shear rate  

4 - Relaxation time  

5 - Retrdation time  
6 - Couette  
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هاي  تغيير شكل 1نسبت به جامدات الاستيك كندتر است كه از اين پديده به عنوان، حافظه جهت دار

  .[70]برند مواد ويسكوالاستيك نام مي
شد ولي با هاي نرمال همواره ثابت و مساوي فشار استاتيكي مي در جريان كوئت يك سيال معمولي تنش

شود كه ناشي از رفتار الاستيك  هاي نرمال مشاهده مي در يك سيال ويسكوالاستيك اختلافي بين تنش

  .مال به شكل ذيل قابل بيان هستندهاي نر اختلاف تنش. ماده است

)3-42(  yyxxN  1 

)3-43(  zzyyN  2 

داراي  1Nهمچنين از نظر جهت . باشد مي 2Nبزرگتر از  1Nهاي انجام شده در اكثر مواد  مطابق بررسي

اندازه گيري نشده و از نظر  2Nمعمولا در مسائل مطروحه . باشد اغلب منفي مي 2Nعلامت مثبت و 

هاي نرمال باعث بوجود آمدن  وجود اختلاف تنش. گردد لحاظ مي 1Nمقدار   10%مقدارش ،يگبزر

 . [21,70]گردد رفتارهاي متفاوتي در سيالات ويسكوالاستيك مي

  

. باشد مي 3و وايزنبرگ 2بعد در بررسي جريان يك سيال ويسكوالاستيك عددهاي دبورا دو پارامتر مهم بي

گردد؛ براي يك  به عنوان نسبت زمان آسودگي از تنش به زمان مشخصه سيال تعريف مي eD عدد دبورا

عدد دبورا در گازها و مايعات نيوتني ) نسبت مقياس طولي به مقياس سرعت معين(زمان مشخصه معين 

 . گ استعددي بسيار كوچك و در جامدات الاستيك عددي بسيار بزر

  

همچنين عدد وايزنبرگ بر اساس نسبت نيروي ناشي از خاصيت الاستيك به نيروي ناشي از ويسكوزيته 

بديهي است كه اگر اعداد . بالا بودن عدد وايزنبرگ به معناي غيرنيوتني بودن آن است. گردد تعريف مي

ماده شانس جاري شدن پيدا  وايزنبرگ و دبورا براي يك ماده مشخص مقداري كوچك داشته باشند،

                                                 
1 - Directional memory  

2 - Deborah number  

3 - Weissenberg number  
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جهت مشخص نمودن وضعيت ويسكوالاستيك ماده استفاده  1معمولا از دياگرام پيپكين. كند مي

بعد ياد شده به صورت ذيل  بي هاي دو پارامتر فرمول. گردد كه شرح آن از موضوع بحث خارج است مي

  .است

 )3-44(  
  

  . مقياس زمان مشخصه يك ماده ويسكوالاستيك كه همان زمان آسودگي از تنش است: كه 

T : زمان مشخصه جريان كه معمولاً به صورت
u

x شود در نظر گرفته مي .  

 : فركانس مشخصه جريان وr باشد نرخ برش جريان مي .  

. هاي مختلفي ارائه گرديده است سازي و تحليل رياضي جريان سيالات ويسكوالاستيك مدل جهت شبيه

، دلتر 4، برگرز3ويت- ، كلوين2سازي ياد شده از قبيل ماكسول هاي معروف جهت شبيه برخي مدل

هاي اولدرويد دو  در ميان مدل. باشد مي 6هاي اولدرويد و خانواده مدل» ماكسول توسعه يافته« 5ولچرت

ثابت تنش نرمال دوم قرينه ثابت تنش نرمال اول  A در مدل. ترند نسبتاً كاربردي Bو  Aمدل اولدرويد 

مال تنش اول ثابت نر Bسازگاري كمتري دارد در حالي كه در مدل  تجربيشود كه با نتايج  لحاظ مي

مطابق توضيحات ارائه شده اين مدل . گردد وجود داشته ولي ثابت تنش نرمال دوم صفر فرض مي

 .[72]فرمول اين مدل مطابق شكل ذيل است. باشد كارآمدتر مي

  

)3-45(    

                                                 
1 - Pipkin s diagram  
2 - Maxwell  

3 - VoigtKelvin  

4 - Burgers  

5 - Dleter velchert  

6 - Oldroyd  

.
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، 2مشتق زماني پاد همبسته نرخ برش: i)(و  1مشتق زماني همرفتي پاد همبسته تانسور تنش i)(كه 

i  زمان آسودگي از تنش و باشند ويسكوزيته در نرخ برش صفر مي .  

01چنانچه  Bدر مدل اولدروئيد    يعني ترم مربوط به زمان آسودگي از تنش صفر فرض گردد به

رسيم كه  مدل سيال مرتبه دور مي )2()1( 20  [70]باشد مي.  

)3-46(    

برروي يك صفحه  3در اين بخش به حل تشابهي موضعي براي جريان سيال ويسكوالاستيك مرتبه دو

پرداخته شده و نتايج با متدهاي عددي انجام گرفته مقايسه  HAMمتحرك با استفاده از روش 

 .گردد مي

  

  جريانتحليل  -3-2-2

و تراكم ناپذير و در حال سكون روي يك  4ويسكوالاستيك مرتبه دوم همگن سيال) 3- 3(مطابق شكل 

كنترل Kتاثيرات رفتار غيرنيوتني سيال با عدد دبورا . وجود دارد Uصفحه متحرك با سرعت ثابت

   .گردد مي

 ه نسـبتاً محـدود  بدون بعد و مشتقات تابع در يـك تاثيرات الاستيسيته سيال روي مشخصات جريان تابع 

يسيته سيال كاهش پيدا كرده تسرعت در يك نقطه با افزايش الاس. گيرد مورد بررسي قرار ميkوسيع از 

فرض مسأله اين است كـه دمـاي سـطح تغييـر بـا      . يابد شود تقليل مي و نيز مقدار سيالي كه كشيده مي

  :انتقال حرارت در دو حالت بررسي شده است. داردقانون تواني 

                                                 
1 - Contrava riant convected time derivative of the stress tensor  

2 - Contravariant convected time derivative of the shear rate  

3 - Second grade  

4 - Homogenise 
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A ( سطح در دماي معيني باشدPST1  

B ( سطح در معرض شار حرارتي معيني باشدPHF2  

 

)(همانگونه قبلاً بيان شد مدل سيال مرتبه دوم بـه صـورت    )2()1(      شـود  نشـان داده مـي .

  :[73]شود به صورت زير نمايش داده مي 4وابسته به ميدان تغيير شكل 3تانسور تنش كائوچي
)3-47(  

332211 AAAIT p   

 

123بخــش ايزوتروپيــك تانســور تــنش،  -pIكــه  ,,  123هــاي مــواد و  مــدول ,, AAA  تانســورهاي

  : [70]سينماتيك هستند كه تعاريف آنها به شرح ذيل است
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  .تانسور گراديان سرعت است Vكه 

 

                                                 
1 - Prescribed surface temprature  

2 - fluxheatrescribedP  

3 - stressCauchy  

4 - fieldndeformatio  
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 ,23. اسـت  در واقع ضريب ويسـكوزيته   1بر پايه واكنش سيال مرتبه دو به جريان برشي پايدار 

12اختلاف تنشهاي نرمال اول و دوم  , NN هاي تجربي ما در اين مسـأله   دهند كه بنا به داده را نشان مي

03  دهيم قرار مي . 

  

  .[72]شده استاستفاده d2از نسبت نرخ تغيير شكل  1Aبجاي تانسور سينماتيكي 
)3-49(  
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t

d
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ijij 


  

ويسكوزيته و  كه 
1

2

2
  [74]باشد  مي  
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ijL اند  اجزاي تانسور گراديان سرعت)(
j

i

x

u


.  

بـه   y , xدر راسـتاي   1حال با فرض سيال غيرقابل تراكم، جريان خطـي و دوبعـدي، معـادلات مـومنتم    

  .صورت زير است
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  .شرايط مرزي به صورت ذيل استهاي ريب تق
)3-52(  
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OuOx
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1 - Momentum  
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هاي  ترم
xy
xxyy


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هاي الاستيك اين معادلـه و در تـرم    ترم ,
xy
xyyx





 

هـاي ويسـكوز ايـن     تـرم  ,

  .معادله هستند
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   .شوند بنابراين معادلات مومنتم به شكل زير تبديل مي
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هاي فوق به شـكل زيـر    جهت جريان وجود ندارد معادلهفشار در  ناپذير كه تغييرات براي يك سيال تراكم

  .آيند در مي
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 :براي سيال مرتبه دوم ijبا استفاده از تعريف تنش 
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و تعريف تابع جريان به فرم 
x
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
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   .به فرم زير است ,
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   .گردد بعد مي همچنين تابع جريان به فرم زير بي
)3-58(   f

x U




 

  . جريان است 1ويسكوزيته سينماتيكي vكه 

f  تابع جريان بدون بعد و متغير تشابهي تعريف شده به فرم زير است :  
)3-59(  Rex

y

x
  

  .ذيل مي باشندشكل هاي سرعت به  و مولفه
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عادله ديفرانسيل معمـولي  بعد زير در آمده كه يك م با استفاده از تعاريف فوق معادله مومنتم به شكل بي

 .باشد مي

  
)3-61(  21
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1 - Kinematic  
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  :فصل چهارم

  نتايج و نمودار ها
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  :نتايج حل مسأ له اول -4-1

حل سري لايه مرزي جايجايي آزاد روي يك صفحه در اين بخش، نتايج بدست آمده از 

جانبي كه در يك محيط متخلخل اشباع شده قرار عمودي گرم شده همراه با شار جرمي 

 .بررسي مي گردد گرفته است

  

  .زير استمعادله مشخصه حاكم بر شرايط مسأله  و شر ايط مرزي آن به شكل 
 

0
2

1 2 


 ffff  

 0)(,1)0(,)0(  ffff w 

  
ــداول  ــف  ) 3-4(و ) 2-4(و ) 1-4(ج ــادير مختل )0()0(مق  f   ــادير ــراي مق ــا   را ب ــاوي ب مس

3/1,2/1,0  0()0(مقادير مختلـف  ) 4-4(همچنين جدول . مورد بررسي قرار داده است(  f  را

0  1وwf  به ازاي مقادير دهد مختلف نمايش مي.  

)0()0(مقادير):1-4(جدول  f براي مقادير مختلف پارامتر مكش
  1براي

wf HAM Shooting  

Method 

ADM[19]  

-1 -0.61814 -0.61855 -0.61803 

-0.8 -0.67715 -0.67763 -0.67703 

-0.4 -0.81989 -0.82047 -0.81980 

0.0 -0.99999 -0.99999 -1.00000 

1.0 -1.61776 -1.6181 -1.61803 
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)0()0(مقادير ): 2-4(جدول  fبراي مقادير مختلف پارامتر مكش براي
3/1 

wf HAM Shooting  
Method 

ADM[19] 

0.0 0.00410 -0.00090 0.00000 

1.0 -0.33316 -0.3328 -0.33334 

2.0 -0.66614 -0.66603 -0.66602 

3.0 -0.96568 -0.96572 -0.96577 

5.0 -1.66467 -1.66666 -1.66661 

  

 

 

  

)0()0(مقادير ): 3-4(جدول  fبراي مقادير مختلف پارامتر مكش براي
2/1 

wf HAM Shooting  
Method 

ADM[19] 

1.0 0.23749 0.20001 0.21754 

3.0 -0.58336 -0.58776 -0.59728 

5.0 -1.14910 -1.15061 -1.15999 

10.0 -2.44446 -2.45110 -2.46521 
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)0()0(مقادير):4-4(جدول  f0براي1وwf به ازاي مقادير مختلف
  پارامتر 

 HAM Shooting  Method ADM[19] 

8.0 -0.78640 -0.78657 -0.78659 

9.0 -0.78639 -0.78656 -0.78646 

10.0 -0.78637 -0.78642 -0.78642 

11.0 -0.78635 -0.78640 -0.78641 

  

- 4(در نمودارهاي    ،wfتاثير پارامتر مكش بر روي تابع جريان، سرعت و دما به ازاي مقادير مختلف 

يعني معرف   0wfبراي حالت ) 5-4(و در شكل . مشخص شده است) 4-4(و )4-3(، )4-2(،  ) 1

  .نمايان است ارامتر سطح غيرقابل نفوذ تاثير پ
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  )الف)                                                         (ب(                            
1براي    )ب(، سرعت و دما)الف(اثير پارامتر مكش بر روي تابع جريانت ):1-4(شكل    

  

    
  )الف)                                                         (ب(                              

/1براي    )ب(، سرعت و دما)الف(تاثير پارامتر مكش بر روي تابع جريان):2-4(شكل  3  .  
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  )الف)                                                             (ب(                        

/1براي   )ب(، سرعت و دما)الف(اثير پارامتر مكش بر روي تابع جريانت ):3-4(شكل  2     
  

  

    
  )الف)                                                           (ب(                       

0براي   )ب(، سرعت و دما)الف(اثير پارامتر مكش بر روي تابع جريانت ):4-4(شكل     
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   0wfبر روي تابع سرعت و دما  براي  اثير پارامتر ت): 5-4(شكل 

  

  

  :با توجه به نمودارها و جداول فوق توجه به نكات ذيل ضروري است

)0(علامت منفي   و در ) انتقال حرارت مستقيم(تعيين كننده جهت جريان از ديواره به سمت سيال

)0(0در حالتي كه. مي باشد) معكوس(صورت مثبت بودن، انتقال حرارت از سيال به سمت ديواره  

امتر پار با افزايش. هيچ گونه انتقال حرارتي وجود نداشته و در اصطلاح، سطح آدياباتيك مي باشد

)0( شار حرارتي روي ديواره از مقادير منفي به مقادير مثبت، پاشش-مكش  پديده  .يابد افزايش مي

گردد ولي پديده پاشش ضخامت لايه مرزي را افزايش  مكش باعث كاهش ضخامت لايه مرزي مي

براي پديده مكش مواجهيم توجه به  0wfپديده پاشش و  0wfدهد از آنجايي كه به ازاي  مي

)0(شود  سرعت صفر مي در . كند نمودارها صحت حل را تصديق مي f  اين امر بدليل

  . باشد كه در آن سرعت در خارج لايه مرزي صفر است مي) آزاد(وجود جابجايي طبيعي 

  :باشد روي ضخامت لايه مرزي حرارتي نيز در نوع خود جالب مي تاثير پارامتر 

AxTTwهاي مثبت با توجه به فرمول به ازاي     0وA ، اختلاف دماي،در قبال افزايش   

TTw 0به ازاي . و گراديان آن زياد شده و در نتيجه ضخامت لايه مرزي كاهش مي يابد  نيز
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||باشد بدين صورت كه هر چه مقدار  تحليل مشابهي قابل ارائه مي   بزرگتر شود ضخامت لايه مرزي

هاي منفي هاي مثبت نسبت به به ازاي . باشد يابد كه ناشي از كاهش گراديان دما مي افزايش مي

AxTTwنيز با توجه به فرمول    زي اختلاف دما و گراديان آن بيشتر و در نتيجه ضخامت لايه مر

  . تر است پايين

  نتايج مسأله دوم -4-2

بر روي يك  مرتبه دوم بررسي تحليلي جريان وانتقال حرارت سيال ويسكوالاستيكنتايج  

  .در اين قسمت نشان داده شده استصفحه صاف متحرك نيمه بي نهايت افقي 

  :معادلات حاكم بر جريان و انتقال حرارت اين مسأله به شكل ذيل مي باشند

  .به صورت ذيل است حاكم بر جريان سيال معادله

 21
(2 )

2 2
ivK

ff f f f f ff         
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0)0(
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

f
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  .به شكل زير نشان داده شده است PSTمعادله انتقال حرارت در حالت 
 

02
2

2  fEcff  

    0 1, 0.    

  

 

  .زير نمايش داده مي شودنيز به فرم  PHFمعادله انتقال حرارت در حالت 

  2 0,
2

g fg E f
       
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    0 1, 0,g g     

به تاثير افزايش عدد دبورا روي جريان و ضخامت لايه مرزي و همچنين ) 7- 4(،  ) 6-4(در نمودارهاي 

  .روي پروفيل سرعت پرداخته شده است

و  را كه منحني تغييرات ) 8-4(نمودار  PSTهاي بدست آمده براي معادله مربوط به حالت  از جواب

   بر حسب باشد رسم شده و تاثيرات افزايش عددهاي پراندل و اكرت روي ميدان دما و شار  مي

تأثير افزايش عدد ) 9-4(همچنين در نمودار . حرارتي و ضخامت لايه مرزي حرارتي بررسي شده است

) 10-4(در نمودار   . بررسي گشته است PSTدبورا و الاستيسيته سيال روي پارامترهاي بالا در حالت 

نيز تاثير تغييرات عددهاي پراندل و اكرت روي ميدان دما، شار حرارتي و ضخامت لايه مرزي حرارتي در 

روي پارامترهاي  نام برده در Kتاثير مقادير مختلف ) 11 -4(بررسي شده و در شكل  PHFحالت 

تابع جريان fهاي بدست آمده  جواب) 5-4(همچنين در جدول . نمايش داده شده است PHFحالت 

نتايج ) 7-4(    و) 6-4(جداول. مقايسه شده است [78]با نتايج عددي حاصل kبه ازاي مقادير مختلف 

)(بدست آمده    و)(g  را به ازاي مقادير مختلفK ،  با نتايج حاصل از حل عددي مقايسه

  .نموده است
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  تاثير  تغييرعدد دبورا روي تابع جريان) :6-4(شكل

  

  

  

  
  تاثير تغييرات عدد دبورا روي ضخامت لايه مرزي ):7-4(شكل
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و  منحني تغييرات ): 8- 4(شكل    بر حسب و تاثيرات افزايش عددهاي پراندل و اكرت روي  

  PSTميدان دما و شار حرارتي و ضخامت لايه مرزي حرارتي در حالت  

  

  

  
  تأثير افزايش عدد دبورا و الاستيسيته سيال روي ميدان): 9- 4(شكل 

 PSTدما و شار حرارتي و ضخامت لايه مرزي حرارتي در حالت  
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  تاثير تغييرات عددهاي پراندل و اكرت روي ميدان دما):10-4(شكل
  PHFو شار حرارتي و ضخامت لايه مرزي حرارتي در حالت  

  

  
  روي ميدان دما، شار حرارتي Kتاثير مقادير مختلف ): 11-4(شكل

  PHFوضخامت لايه مرزي در حالت  
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و حل عددي  HAMتابع جريان به ازاي مقادير مختلف از طريق روش  fهاي بدست آمده مقايسه جواب): 5- 4(جدول 
  انجام شده

K  HAM [78] K  HAM [78] 

0.18 0.53617 0.53315 0.85 1.14944 1.14916 

0.2 0.54453 0.54652 0.865 1.17298 1.17153 

0.4 0.67914 0.67907 0.8735 1.18437 1.18446 

0.59307 0.84514 0.84307 0.95 1.30910 1.30986 

0.75 1.01329 1.01467 1 1.40361 1.40238 

  

)(مقايسه نتايج بدست آمده ): 6- 4(جدول   از طريق روشHAM با حل عددي به ازاي مقادير مختلف , cK E  

K  cE   0  

  0.71    3    10    

  HAM [78] HAM [78] HAM [78] 

0.59307 0.2 0.9975 0.9908 2.27382 2.27011 4.25280 4.28479 

 0.05 1.0279 1.0322 2.35825 2.35837 4.45832 4.47923 

 0.0 1.0381 1.0371 2.38771 2.38779 4.50800 4.54401 

0.2 0.2 1.07987 1.0781 2.39195 2.38795 4.46208 4.47166 

0.59307 0.2 0.9975 0.9908 2.27382 2.27011 4.25280 4.28479 

1.0  0.8563 0.8530 2.02650 2.02479 3.89862 3.84277 
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, با حل عددي به ازاي مقادير مختلف HAMاز طريق روش  g)(مقايسه نتايج بدست آمده): 7- 4(جدول cK E   

K  cE  )0(g  

  0.71    3    10    

  HAM [78] HAM [78] HAM [78] 

0.5930 0.2 3.46679 3.53058 1.50169 1.50179 0.95294 0.9527 

 0.05 3.33543 3.39494 1.31976 1.32014 0.70624 0.7063 

 0.0 3.29228 3.35067 1.25912 1.25959 0.62403 0.6244 

        

0.2 0.2 3.06240 3.20343 1.33547 1.34018 0.80558 0.81233 

0.5930  3.46679 3.53058 1.50169 1.50179 0.95294 0.9527 

1.0  4.18908 4.38586 1.86630 1.86656 1.27845 1.2889 

» وجود الاستيسـيته در جريـان  «Kنتايج حل معادلات حاكم بر جريان اين مسأله مشخص مي كند كه 

كند يعني نسبت  يك شتاب به سيال وارد مي
U

u   دليـل ايـن امـر    . كنـد  سريعتر به سمت صفر ميـل مـي

  . دهند هاي الاستيك در سيال است كه ماهيتي كششي دارند و به سيال شتاب مي افزايش تنش

گـردد و   محدود شدن اثرات الاستيك بـه ناحيـه نـازكي نزديـك ديـواره مـي       باعثKهمچنين افزايش 

افزايش عدد دبورا به ازاي مقادير كوچـك آن بـه علـت انحـراف كـم      . يابد ضخامت لايه مرزي كاهش مي

نرمال توليد شده در جريان كـه    در اين حالت تنش. هاي سيال نيوتني زياد نيست رفتار سيال از مشخصه
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توانـد بـر آنهـا مسـلط      مـي  ضخامت لايه مرزي دارند خيلي بزرگ نيستند و تـاثيرات  تمايل به كاهش 

در همـان حالـت بـاقي     هاي عمودي بزرگ و بزرگتر شده در حالي كه اثرات  تنشKبا افزايش  .گردد

هاي بزرگ تقليل نسبتاً زيادي در ضخامت لايـه مـرزي   K بيني است كه در  بنابراين قابل پيش .ماند مي

  . بوجود آيد

Reدر سيالات غيرخطي امكان تشكيل لايه مرزي در  0x  در حالي كـه بـراي سـيالات    . نيز وجود دارد

در سـيالات  . مشـاهده مـي شـود    1نيوتني، لايه مرزي يك ناحيه نازك اسـت كـه در آن غلظـت گردابـه    

وجود يك لايه مرزي امكان دارد مشروط بر اين كـه   2غيرنيوتني به علت اثرات الاستيك يا اثرات اينرسي

بـراي يـك سـيال    . به سمت مقدار بحراني مشخص ميل كند eDيا  Reبعد مشخصه اين اثرات  عدد بي

ويسكوزيته آنها ثابت اسـت، آثـار اينرسـي بحرانـي وجـود       دليل اين كه مشابه سيالات نيوتنيمرتبه دو ب

يـك مقـدار بحرانـي در    Kهاي تجربي مشخص است براي  ندارد ولي بدليل وجود رفتار الاستيك و داده

  . [76]وجود دارد 1نزديكي عدد 

باشد يعني تـنش برشـي ديـوار، مقياسـي از الاستيسـيته       تابعي از عدد دبوراي موضعي مي fcهمچنين 

ايجـاد   fcبحراني يك شيب زيـاد در صـعود    Kشود در محل  زياد مي K  ،fcسيال است و با افزايش

كـه معـرف    vو نيـز  . هاي ذكر شده در خصوص ضخامت لايه مـرزي سـازگار اسـت    شود كه با يافته مي

  . [77]يابد كاهش مي Kشود با افزايش  مقدار سيالي است كه به وسيله سطح كشيده مي

                                                 
1 - Vorticity  
2 - Inertia  
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 )(با بررسي نتايج معادلات انتقال حرارت حاكم بر اين مسأله واضح است كه با افـزايش عـدد پرانـدل    

لي كه براي هر دو حالت در نظر گرفته شده افزايش عـدد اكـرت   كاهشي در دما اتفاق خواهد افتاد در حا

  . منجر به افزايش دما خواهد شد

و  رفتار     نيز در هر دو شرايط، بررسي شده و مشخص گشت كـه افـزايشK     عـدد دبـورا، باعـث ،

بـراي  . آيد گردد كه اين افزايش دما براي اعداد دبوراي بزرگتر بيشتر به چشم مي افزايش دماي سيال مي

cteEcو براي  نظر از  صرف PSTنمونه در حالت   با افزايش ،K   گراديان دمـاي ديـوار ، )( 

در نزديكـي ديـواره،    )(به عبارت ديگر پروفيل دماي . يابد و حتي ممكن است منفي شود كاهش مي

ايـن  . كنـد  يك جهش حرارتي دارد يعني دماي سيال در نزديكي ديوار از دماي لبه لايه مرزي تجاوز مـي 

,بعد  جهش دمايي زماني واضح است كه هر دو پارامتر بي K   ز دليـل بـرو  . مقدار بزرگي داشـته باشـند

  .اي به شرح زير است چنين پديده

افتـد در   باشد اتفاق مـي  مي TTwجريان حرارتي از سطح به سيال زماني كه Kقادير كوچك براي م

ويسـكوز و   1حـرارت توليـد شـده كـافي ناشـي از تركيـب اثـرات اتـلاف        Kحالي كه براي مقادير بزرگ 

 . گردد نيز شود هم از سيال به سطح منتقل مي TTwالاستيسيته سيال حتي زماني كه 

 

 

 
                                                 

1 - Dissipation  
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Abstract 
Study of many phenomena such as heat transfer,mass transfer,fluid 

mechanics and plasma physics leads to the system of non-linear equations 

which can be solved either by an approximate,analytical or numerical 

method. 

In most cases owing to the non-linearity and the coupling of high orders 

equations their numerical solution is difficult and comple. However, some of 

these problems are solved by numerical methods and in some cases the 

analytical and semi-analytical methods are employed. 

In this thesis, some modern analytical methods like Perturbation, Homotopy 

Perturbation, Variational iteration and Adomian decomposition are studied. 

The methods are applied in few cases of engineering sciences such as fluid 

mechanics and heat transfer. The analytical methods are explained with 

some examples which are preceded with advantage and disadvantages. 

Homotpy analysis which remove the shortage of previous methods offer new 

solutions for the complex non-linear governing equations. 

Finally, the performance of method is investigated by introducing two 

problems.The results derived from Homotopy analysis method are exactly 

similar to the Numericals as well as Exact solutions. The convergence area is 

well controllable in relation to the methods introduced in this thesis. 
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