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یا                       خدا
 نه شناخت ترا توان و نه ثنای تو را زبان و نه دریای جلال و کبریای تو را کران؛

 پس تو را مدح و ثنا چون توان...
ز خانواده ام با سپاس ا  

 و
 استاد بزرگوار جناب  آقای دکتر حمیدرضا ایپک چی
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د رشته مهندسی مکانیکک دانشککده مکانیکک  ارشناسی ارش دی دانشجوی دوره کاینجانب سپیده احم

ای ویسکوالاستیک بکا خیکز ی استوانهدانشگاه شاهرود نویسنده پایان نامه حل تحلیلی و عددی پوسته

هکا تحکت راهنمکادی دکتکر ار داخلی متحرک به کمکک تئکوری کلاسکیک پوسکتهنسبتا زیاد تحت فش

 می شوم.چی متعهد حمیدرضا ایپک

نامه توسط اینجانب انجام شده اسکت و از حکحت و احکابت برخکوردار   تحقیقات در این پایان •

 است.

 در استفاده از نتایج پژوهشهای محققان دیگر به مرجع مورد استفاده استناد شده است. •

ب مندرج در پایان نامه تاکنون توسط خود یا فرد دیگری برای دریافت هیچ نوع مکدرک ابمط •

 ت.یازی در هیچ جا اراده نشده اس یا امت

کلیه حقوق معنوی این اثر متعلق به دانشگاه حنعتی شاهرود می باشد و مقالات مستخرج بکا  •

« به چکا  Shahrood  University of Technologyنام » دانشگاه حنعتی شاهرود « و یا »

 خواهد رسید.

در یان نامه تأثیرگذار بوده انکد حقوق معنوی تمام افرادی که در به دست آمدن نتایح احلی پا •

 مقالات مستخرج از پایان نامه رعایت می گردد.

در کلیه مراحل انجام این پایان نامه ، در مواردی که از موجود زنده ) یا بافتهای آنها ( استفاده  •

 ت ضوابط و احول اخلاقی رعایت شده است.شده اس 

دسترسی   ه به حوزه اطلاعات شخصی افراددر کلیه مراحل انجام این پایان نامه، در مواردی ک •

 یافته یا استفاده شده است احل رازداری ، ضوابط و احول اخلاق انسانی رعایت شده است.
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 مالکیت نتایج و حق نشر 

م  اثر و  این  یانه ای،  کلیه حقوق معنوی  را برنامه های  نرم  حصولات آن )مقالات مستخرج، کتاب، 

( متعلق به دانشگاه شاهرود می باش  ر ها و تجهیزات ساخته شده است  اید به  افزا ب این مطلب  د. 

مربوطه ذکر شود.   نحو مقتضی در تولیدات علمی 

ب اس  امه بدون ذکر مرجع مجاز نمی  ن تایج موجود در پایان  ز اطلاعات و ن  اشد. تفاده ا

 

مه تعهد نا  
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 کیده:چ

بتا زیاد، تحت بار متحرک ی ویسکوالاستیک با خیز نسنامه تحلیل ریاضی و عددی پوستهدر این پایان

هکا تخمکین یی به کمک تئوری کلاسیک پوسکتهاجه است. در استخراج معادلات، میدان جابهاراده شد 

ککارمن تبعیکت -ی فکنجایی از رابطهجابه -نشی هوک و کرکرنش از رابطه-شود. روابط تنشزده می

کنند. معادلات حاکم بر حرکت پوسته، یک دستگاه معادلات دیفرانسکیل ییکر خطکی بکا مشکتقات می

اند. حل ه و به کمک احل همیلتون تعیین شدهجزدی و با ضرایب ثابت هستند که به یکدیگر کوپل بود

عکددی حکل  تعیین شکده اسکت. همینکین    ممستقیبسط    روش   تحلیلی به کمک تئوری ایتشاشات و

 شده است. انجامافزار انسیس  مسأبه با نرم

های طبیعی پوسته، تعیین پاسخ بر حسب در این تحلیل عبارتند از: تعیین فرکانس  شده  موارد بررسی

ی ویسکوالاستیک بر روی ی هندسی و مادهان، تعیین سرعت بحرانی، بررسی تأثیر پارامترهامکان و زم

 ی نتایج در تعیین فرکانس با حل عددی.ایسهقنس، پاسخ و سرعت بحرانی و مفرکا

 کلمات کلیدی:

ی ویسکوالاستیک، تئوری کلاسیک، تحلیل فرکانسکی، تئکوری ایتشاشکات، خیکز نسکبتاد زیکاد، پوسته

 حرانیسرعت ب
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 اراتعلادم و اختص

v* بعد سرعت بی  τ  زمان رهایش 

x* بعد مکان بی  u0
1,u

0
2,w

ی میانی یی حفحهاججابه 0  

t* بعد یزمان ب  αφ ی میانیزوایای چرخش حفحه  

u* ، w* بعد های بیجاییجابه  K  ضریب تصحیح برشی 

w6 جایی شعاعیماکزیمم جابه  K  مدول رهایش بابک 

t0 شاخص زمان G  مدول برشی 

h0 ضخامت شاخص  E  مدول الاستیسیته 

c  سرعت موج υ  ضریب پواسون 

ε اشپارامتر ایتش  H(t) ای تابع پله  

G0
* ،  G1

بعد بی های ویسکوالاستیک مدول *  L  طول پوسته 

ω  فرکانس طبیعی Ro  شعاع میانی پوسته 

[Bi] های ضرایب ماتریس  H  ضخامت پوسته 

η  ضریب ویسکوزیته ρ چگابی 

ds ابمان سطح (x,θ,z) ای مختصات استوانه  

D  جایی ی میدان جابههمؤبف  ،  ،  اپراتور مشتق زمانی  

σθ, σx, σz های نرمال تنش  γθz, γθx, γxz های برشی کرنش  

U*  چگابی انرژی کرنشی εθ, εx, εz های نرمالکرنش  

T*  چگابی انرژی جنبشی τθ, τx, τz برشی های تنش   

, ,x z xN N M  

,x xzQ M  

,N M   

های تنش تجهمن  fx ، fz های فشارمؤبفه  
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 مقدمه:  -1-1

های حکاکم داخته شده، سپس تئوریاین فصل ابتدا به معرفی بار متحرک و اثر آن در محاسبات پردر  

ر، خصوحکیات شنایی با ساختاه به اهمیت آشوند. با توجطور اجمابی معرفی میها بهها و پوستهبر ورق

هکا ی فصل به معرفی مواد ویسکوالاسکتیک و خصوحکیات آندر بررسی آن، در ادامهو رفتار یک ماده  

-مدلورد استفاده در  های ردوبوژیکی ممدل  کرنش،-پرداخته شده است. سپس معادلات بنیادین تنش

ر نهایکت مکرور تنش این مواد بیان شکده و د  سازی مواد ویسکوالاستیک و فرضیات متداول در تحلیل

 نامه آورده شده است.مقالات مرتبط با پایان

 بار متحرک : -2-1

-تحرک نامیده مکیهای مهندسی تحت بارهای متغیر با مکان و زمان، در احطلاح مکانیکی بار مسازه

رک اسکت  ار متحککنکد، بکعبارت دیگر باری که با گذشت زمان محل اعمابش تغییر مکی[. به1]  شوند 

هکای اخیکر در [. در سال2] ...و1هانقلیه درحال عبور از پل، قطار در مسیر، هدایت کننده  مانند: وسایل

حکورت یل نقلیه ت و وزن وسای میزان سرعهای بزرگی در زمینههای حمل و نقل پیشرفتتمام شاخه

و بکار  یکت زیکادی برخوردارنکد هکای دینکامیکی از اهمها ارتعاشات و تنشه است. در این پژوهشگرفت

های بالا اثر زیادی بر تنش دینکامیکی در خصوص در سرعتمتحرک به علت ایجاد ارتعاشات شدید، به

 جاییجابهارهای  ی اپراتوری بین بردهبعدی معمولا با یک رابطگذارد. ارتعاشات یک جسم سهسازه می

r(x,y,z,t)  و بار خارجیp(x,y,z,t) شود:می شکل زیر تعریفبه 

 

(1-1) ( ) ( ), , , , , ,L r x y z t P x y z t=    
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ی یک اپراتور دیفرانسیلی خطی یا ییرخطی است. باتوجه به شرایط مرزی و اوبیه، دهندهنشان  Lنماد  

 [.1]کند ا تعریف میازه رمشتقات جزدی( رفتار س ی بالا )معمولا معادبه با معادبه

 شود:ر اعمال میزی هایشکلهای محاسباتی بار معمولا بهدر مدل

 یروی ساده بدون جرمیک ن -1

 سازیک نوسان -2

 یک نیروی اینرسی )جرم و نیروی بدون جرم( -3

ستند بارهای ییر اینرسی ه ها تحت بار متحرک، تقریبا تمام مسادل مربوط بهدر مسادل ارتعاشات سازه

وتری ی از آنها به حورت کد کامپیای که در این حوزه وجود دارد، تعداد کمتردهل گسو در مقابل مساد

اند. نرم افزارهای تجاری شناخته شده قادر به تجزیه و تحلیل مسادل پیییده مکانیکی با منعکس شده

در واقع اگکر یکک  [.2] اند خیلی موفق نبوده ی ییرخطی هستند اما درمورد بار متحرکهندسه و ماده

-سکی درنظکری مکورد بررمنحنی روی سازه  بار متحرک، مانند یک جرم درحال حرکت در یک مسیر

است: اثر وزن یا گرانش، اثر بار متحرک   شامل این موارد  باتوجه به احل دالامبر، اثرات آن  گرفته شود

شکود و از جکرم بکار زن درنظرگرفتکه  اگکر تنهکا اثکر و  شکل.  و اثرات اینرسی جرم بار در ساختار تغییر

ککه جکرم د بود و در حورتیی کرنش آسان خواهسبهد، محانظر شومتحرک  در برابر جرم سازه حرف

 تر خواهد شکد. امکا دشکوارترین حابکت زمکانیسازه در برابر جرم بار قابل ایماض باشد، شرایط پیییده

 درنظرگرفته شوند. ربا یکدیگ ارهای متحرک است که اثرات گرانش و اینرسی ب

 ها:ها و پوستههای ورقتئوری -3-1

ها های گنبدی و موشکها، پوششحت فشار، هواپیماها، پلها از قبیل مخازن تاز سازهطراحی بسیاری 

های مختلف از نظکر ی سادگی طراحی سازهباتوجه به درجههاست.  ها و پوستههای ورقبراساس نظریه

سکازی آب طور مثال، یک مخزن ذخیرهشود. بهیاز، تئوری مناسب اتخاذ میساختار و دقت مورد ن  نوع
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ککه طراحکی یکک طور رضایت بخشی طراحکی ککرد. درحکابیبه  1ییی یشاتوان با تئوری پوستهرا می

طکور منظور به حداقل رساندن وزن و مکواد دارد. بکهتر بهکلاهک موشکی نیاز به تجزیه و تحلیل دقیق

محدود  یاای نیاز به تجزیه و تحلیل اجزدر یک راکتور هستهتصال نازل به سیلندر مشابه طراحی یک ا

که همان نازل در یک بکاتری هکوا در یکک وگیری از شکست خستگی دارد  درحابیای برای جلپیییده

 د.شود که شرایط تعادل را برآورده سازتری طراحی میایستگاه گاز توسط معادلات ساده

از منکابع ها را پوشش دهد، وجود ندارد. برخی  ها و پوستههای تئوری ورقام جنبهعموما منبعی که تم

کننکد و هکا را مطکرح مکینند: خمش حفحات، کمانش، ارتعاشات یا تئوری پوستههایی خاص مانظریه

... آب وازن ، مخکهای بتنی، مخازن تحت فشکاردرمقابل منابعی به بررسی موضوعات خاص مانند: سازه

 [.3] ند پردازمی

وچک تخت هستند که به علت ک  طوحیها س باشند. ورقهای جدارنازک میها جزء سازهها و پوستهورق

بیکان نمکود. درواقکع  z و x,yها را تنها به کمک دو محور از سه محور توان آنبودن بعد ضخامت، می

ک جسکم دوبعکدی توان ورق را ییود، منظر ش خاطر کوچک بودن آن حرفچنانیه از ضخامت ورق به

هستند  zو  yو  x هر سه محورنا و تابع  دارای انح  ها سطوحیپوسته  حساب آورد.در فضای دوبعدی به

خکاطر داشکتن هکا بکهشکوند. پوسکتههای ضخیم تقسیم میهای نازک و پوستهی پوستهو به دو دسته

هکای ز طریکق تکنشهکا هسکتند و ایلکب ارقانحنای اوبیه، دارای مقاومت خمشی بیشتری نسبت به و

ها رفتار ورقاختلاف بین  له باید گفت کهکنند. در یک جمدرمقابل بارهای خارجی مقاومت مییشایی 

  [.4ها دانست ]ی پوستهتوان ناشی از انحنای اوبیهرا می هاو پوسته

ی تهی الاستیسکیشکوند. تئکورهکای بکزرم مکیهای کوچک دچار تغییر شکلبرخی مواد تحت کرنش

کوچکک هسکتند. و مشکتقات آنهکا    جکاییجابکههکا  دهد که در آنا مواردی را پوشش مییک تنهکلاس 

های ییرخطی الاستیسیته معرفکی شکوند. بینی رفتار این مواد تئوریاست برای پیش  براین ضروریبنا

 هکاییئکوررفته. تهکای پیشککلاسکیک و تئکوری  هکایوریاند: تئها شامل دو دستهطور کلی تئوریبه

 
1 Membrane shell theory 
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های جدیدتر برش نیز که در تئوری، درحابیگیرند های برشی را درنظر نمیدتا تغییر شکلیک عمکلاس 

 [.5گردد ]به بحاظ میدر مسأ

 تئوری کلاسیک: -1-3-1

شود. هرچند درواقع ای تخت درمعرض بارهایی است که سبب خمش آن میک، سازهی نازیک حفحه

بعکدی الاستیسکیته چنانیکه توسکط تئکوری سکهبعدی است، امکا تحلیکل  چنین عضوی یک جسم سه

تغییرات معقول و منطقی از طریق   ق کوچک است، ضروری نیست. باضخامت آن درمقایسه با ابعاد ور

ی توان مسأبه را به یک یا دو بعد ککاهش داد. ایکن نظریکهها میها و تنش، کرنشجاییجابهضخامت،  

ی کلاسکیک یکل علمکی اسکت، نظریکهی تجزیکه و تحلترین مورد برااربردیترین و کدوبعدی که رایج

(CPT)1 [6] شودی نازک نیز شناخته میحهی حفه عنوان نظریههمینین بشود  که نامیده می. 

 اند عبارتند از:فرضیات سینماتیکی که در این تئوری استفاده شده

 مانند.شکل، مستقیم باقی میی میانی بعد از تغییرخطوط مستقیم و عمود بر حفحه -1

 مانند.باقی می ی میانی بعد از تغییرشکل، عمودخطوط مستقیم و عمود بر حفحه -2

 .[7] کنند فحه در حین تغییرشکل تغییر نمیضخامت ح -3

 :[7] جاییجابهمیدان   -بفا

 عبارت است از: در این تئوری  جاییجابهیدان  م

 

0
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

=

 

 

 (1-2) 

 

 

 
1 Classical plate theory 
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راسکتای   رمحکور د  تند و  ی میانی ورق تغییر نیافتکه هسکمختصات دکارتی روی حفحه      و   

ی حکفحه جکاییجابه ی میانی هستند و، حفحه1ایهای حفحهجاییجابه و  ضخامت است. 

 است. میانی در راستای 

 :[7] جاییجابه-ط کرنشوابر  -ب

یانی معمولا کمتکر از ی مهای حفحهاند و چرخشچکنهایت کوها در ورق بیبرای وضعیتی که کرنش

 عبارتند از: جاییجابه-ده درجه هستند، روابط کرنش

 

 (1-3) 
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اهند بود. اگر چکرخش ییر حفر خوای هستند،  حفحه  رونهای دکه در جهت  هاییبنابراین تنها کرنش

. فرضکیات اسکتفاده ککرد  2ککارمن-نهای فکان از کرنشوتدرجه باشد می  10-15ی میانی بین  حفحه

 آیند:سینماتیکی به شکل زیر درمی

 

 

(1-4) 
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 .این تئوری ییرخطی است جاییجابه-های درجه دوم در روابط کرنشبه دبیل وجود جمله

 
1 In-plane 
2 Von karman 
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 ی تغییرشکل برشی مرتبه اول:نظریه -1-3-2

ی لاو است ککه براسکاس محاسکبه-یرشهفی ورق کنر یک بسط از نظریهرایس-ی ورق میندبیننظریه

توسکط ریمونکد مینکدبین   1951شکل برشی از طریق ضخامت ورق است. ایکن نظریکه در سکال  تغییر

رایسنر پیشنهاد شده بود  وبکی   ط اریکتوس 1945ظریه، در سال  [. مشابه این ن8پیشنهاد شده است ]

 ها سطح میکانیخیم هستند که در آنهای ضهردو نظریه برای ورق  این دو کاملا باهم یکسان نیستند.

 .[9] ماند حاف است اما بزوما عمود باقی نمی بعد از تغییر شکل

بعکد ضکخامت   هایی که درجهی حفحهاهی تغییرشکل و تنشرایسنر برای محاسبه-ی میندبیننظریه

لاو در -فی کیرشکهککه نظریکهدرحابید،  گیرها یک دهم ابعاد دیگر است مورد استفاده قرار میر آند

 های نازک قابل استفاده است. حفحه

ی ی نظریکهو توسکعه یافتکه بکودهای های برشکی درون حکفحهشامل کرنشرایسنر  -میندبینی  نظریه

ی تغییرشککل ایلب نظریکه این نظریه. ی اول ترکیب شدهاثرات برشی مرتبهبا  ، کهاست  لاو-کیرشهف

 [.10] شودنامیده میبرشی مرتبه اول 

 :[7جایی ]جابهیدان  م -بفا

 جایی در این تئوری عبارت است از:یدان جابهم
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 (1-5) 

 

 

راسکتای   محکور در  تغییر نیافتکه هسکتند و  ی ورق  ی میانفحهارتی روی حمختصات دک    و     

ی جکایی حکفحهجابکه ی میانی هستند وای، حفحههای حفحهجاییجابه و   ضخامت است.

 تند.ی میانی هسزوایای چرخش حفحه φα است. میانی در راستای 
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 [:7جایی ]ابهج-روابط کرنش -ب

اشد ککه بکر تواند وجود داشته بها میشا توجه به میزان چرخش حفحه، دو تقریب متفاوت برای کرنب

جکایی جابکه-روابکط ککرنش  های کوچک،رخشها و چبرای کرنش  ی فرضیات سینماتیکی هستند.پایه

 عبارتند از:

 

 (1-6) 
( ) ( )

( )

0 0 3
, , , ,

0

3 ,

33

1

2 2

1

2

0

x
u u

w

        

  

  

 



= + − +

= +

=

 

ضخامت ورق در نظکر گرفتکه شکده، هرچنکد ککرنش نش برشی در سراسر رشی و به تبع آن تش بکرن

ی هکایی بکا هندسکهیست چون تنش برشی حتی بکرای ورقثابت دارد، که فرض دقیقی ن  برشی مقدار

-سبب عدم دقت در کرنش  برشی، یک ضریب تصحیح برشی اعمال میسهموی شکل است. به  ،ساده

 بینی شود:این تئوری پیش از انرژی داخلی توسط شود تا مقدار ححیحی 

(1-7) ( )0

3 ,

1

2
k w   = +  

 تیک:سکوالاس وی -4-1

های موادی است که تحت تغییرشکل، هر دو ویژگکی الاستیسکیته و ه از جمله ویژگیویسکوالاستیسیت

کرنش خطی که بکا دهند. مواد چسبناک مانند عسل در برابر جریان برشی و  ویسکوزیته را نمایش می

و بکا حکذف تکنش، کنند. در کرنش مواد الاستیک پس از کشش یابد، مقاومت میتنش بروز می  اعمال

مواد ویسکوالاستیک، موادی هستند که این عناحر را  گردد.میی خود بازبه حابت اوبیه ماده به سرعت

ی کشکش ی پیوستگ عمولا نتیجهعنوان مثال، کرنش وابسته به زمان است. الاستیسیته مباهم دارند. به

هکا هکا یکا موبککولی نفوذ اتکمجهدر یک جامد و ویسکوزیته نتی 1های کریستابوگرافیامتداد حفحه  در

 .[11] است 2ی آمورفدرون یک ماده

 
1 Crystallographic 
2 Amorphous 
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یابد که به ایکن در مواد ویسکوالاستیک چنانیه تنش ثابت نگه داشته شود، کرنش با زمان افزایش می

یابد که به ش با زمان کاهش مینگه داشتن کرنش، تن  شود. همینین با ثابتگفته می  1خاحیت خزش 

 شود.اطلاق می 2آن رهایش

دهند. در فلزات معموبی مانند فولاد یا آبومینیوم و نشان می  کوالاستیک از خودویس  پاسخ  ی موادهمه

ی از الاستیسکیته  فانحکراای اسکت ککه  گونههمینین کوارتز، در دمای اتاق و کرنش کوچک، رفتار به

در دمای بالا، اثرات   های انسانی و همینین فلزات. پلیمرهای مصنوعی، چوب و بافتچیز استی ناخط

 .[12] دهند الاستیک قابل توجهی را نشان میوویسک

 

 [12پلاستیک ]-ویسکوالاستیک خطی و مواد الاستیک کرنش برای برای مواد-( منحنی تنش1-1شکل )

 ستیک: سکوالااکم بر مواد ویمعادلات ح -5-1

ی ل کلی انتگرابکی و دیفرانسکیلکرنش در مواد ویسکوالاستیک، به دو شک_بیان معادلات بنیادین تنش

 شود.پذیر است، در ادامه به بیان روش دیفرانسیلی پرداخته میامکان

یز حساس تنش و کرنش ن  هایخ آن به مشتقی ایزوتروپیک که پاس ی ساختاری برای یک مادهمعادبه

 شود:زیر نوشته می کلی حورتبهاست، 

(1-8) . .. . ..( , , ,..., , , ,...) 0f       =  

 حورت زیر است:ی فوق بهراتوری معادبهباشند. شکل اپکه در آن تنش و کرنش وابسته به زمان می

 
1 Creep 
2 Relaxation 

(1-9) ( ) (t) Q(D) (t)ij ijP D  =  
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 شوند:حورت زیر تعریف میبه Q(D)و  P(D)که 

(1-10) 

0
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
             
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r

r
r

D Q
t=


=


    

D =   وrP  وrQ اند.ل ردوبوژیکی انتخابی وابستهباشند و به مد ثابت می 

 2و اتساعی  1تم تحت کشش چند محوری، قسمت برشیسجهت توحیف رفتار ویسکوالاستیک یک سی

ی ویسکوالاستیک به برش و اتسکاع ت مادهمتفاو  ه به دبیل پاسخکنند. این قاعد تنش را از هم جدا می

 حورت زیر جدا کرد:توان بهاع را میهای برش و اتسنکته، مؤبفه باشد. باتوجه به این)بابک( می

(1-11) 
1 1

d d

ij ijP Q = 2 2ij ijP Q =                

 باشند:شکل کلی زیر میایی بهتورهاپرا 2Qو  1P  ،2P  ،1Qمعرف بخش انحرافی و  dبالانویس 

(1-12) 2

1 0 1 2 2
...

n

n n
P p p p p

t t t
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  
 

K  وG شوند:حورت زیر تعیین میباشند، بهبرش میبابک و هایش ترتیب مدول رکه به 

(1-13) 
1
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 ول رهایش بابک و برش عبارت است از:ب پواسون برحسب مد الاستیسیته و ضری دولی مو رابطه

(1-14) 9

3

KG
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K G
=

+

3 2

6 2

K G

K G


−
=

+
                  

-شکل اپراتوری بکهدر عبارات فوق، مدول الاستیسیته و ضریب پواسون به(  13-1)با جایگذاری روابط  

 [(.14[ و ]13آیند )]دست می

 

 

 
1 Deviatoric 
2 Dilatational 
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 تداول در ویسکوالاستیسیته: ضیات مفر -6-1

بکر یسکوالاستیک مشکل و زمانواد وه زمان برای خصوحیات مآوری اطلاعات وابسته باز آنجا که جمع

هایی بر روی خصوحیات مکاده ضکروری است، برای حل مسادل تحلیل تنش در این حوزه، اعمال فرض

یا مدول یانک   G(t)برش خصوحیات مدول ستیک، یکی از کوالای ویس. بنابراین ایلب برای مادهاست

E(t) شود:ن مییر تعییساس یکی از فرضیات زشود و مدول دیگر براتعریف می 

ی مسکادل الاسکتیک خطکی، در حابکت های کوچک در حکوزهناپذیری: برای تغییرشکلتراکم -1

مشکابه، است. تحت شکرایط یت نهایا مدول بابک بی 0.5ناپذیری، ضریب پواسون برابر با  تراکم

نهایت و مدول بابک بی  0.5ناپذیر ویسکوالاستیک، ضریب پواسون برابر  ی تراکممادهبرای یک  

 باشند.های اتساعی حفر میباشد. بنابراین با وجود این شرط، کرنشمی

0K(t) = k را داشته و  0kالاستیک در اتساع )بابک(: در این حابت مدول بابک، مقدار ثابت  -2

H(t)  باشد، کهمی  H(t)  است. این فرض بر این اساس است که تغییکرات مکدول   1ایتابع پله

و زمان بسیار کم است. در این حابت ضریب پواسون، تابعی   نسبت به مدول برشی، با دما  بابک

ی ویسکوالاستیک در اتسکاع، معمکولا از زمان است. بنابراین، فرض رفتار الاستیک، برای ماده

 سبی است.فرض منا

شود که نسبت مدول بابکک بکه برشکی مدول بابک و برشی: در این حابت فرض می  2زمانیهم -3

مقداری ثابت است. بنکابراین در ایکن  1cکه  G(t) 1K(t) = cکه طوری مقدار ثابتی باشد، به

باشکد. حکحت ایکن ها متفاوت مینحابت وابستگی زمانی این دو یکسان بوده و فقط مقادیر آ

 [.14ریب پواسون یک مقدار ثابت است ]ست. در این حابت ضشدت وابسته به دمافرض به

 

 

 
1 Heaviside Step Function 
2 Synchronous 
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 : ی خطیسکوالاستیسیته تاری ویهای ساخمدل -7-1

های و حتی بافت 1مواد ویسکوالاستیک مانند پلیمرهای آمورف، پلیمرهای نیمه بلورین، زیست بسپارها

و سایر فعل و انفعالات مثل   یجایجابهنیرو و    منظور تعیین تنش و کرنش یاتوان بهزنده و سلول را می

ویکت و مکدل جامکد -نکلکوی : مدل ماکسول، مکدلانند ها ماین مدل ها، مدل کرد.وابستگی زمانی آن

شکوند. رفتکار بینکی رفتکار یکک مکاده در شکرایط بارگکذاری اسکتفاده مکیاستاندارد خطی، برای پیش

مکدل   2هکاطی فنرها و دشکپاتست که با ترکیب خویسکوالاستیک دارای اجزای الاستیک و ویسکوز ا

 شود.می

 :3مدل ماکسول -1-7-1

هکم  طکور سکری بکهپر حرفا ویسکوز است که بهک و یک دمک فنر حرفا الاستیمدل ماکسول شامل ی

 اند.متصل شده

 

 [ 12( مدل ماکسول ]2-1شکل )

 شود:این مدل از طریق فرمول زیر بیان می 

  
(1-15) 0 1sd dd d

dt dt dt E dt

   


= + = +  

 

وقتی ماده تحت تنش  د.شوبراساس این مدل، اگر ماده تحت کرنش ثابت باشد، تنش به تدریج رها می

این مورد مربوط به فنر است    دهد   مورد اول در جزء الاستیک رخ میدو مؤبفه دارد  باشد کرنشثابت  

ش اعمکال مانی تنسکوز است که تا زشود. مورد دوم در جزء ویکه بعد از کاهش تنش بلافاحله رها می

-ه پکیشدر با حادق است. این مدل قاتقریبا در مورد پلیمره  کند کهبا گذشت زمان رشد می  شودمی

 
1 Biopolymers 
2 Dashpots 
3 Maxwell Model 
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طکور خطکی بکا کند که فشار بکهبینی خزش با دقت نیست و برای شرایط خزش یا تنش ثابت ادعا می

-زایش مکیبا زمان اف  ها نرخ کرنشقسمتکه در پلیمرها در بیشتر  زمان افزایش خواهد یافت  درحابی

 .[15]د یاب

 :1ویت-مدل کلوین -1-7-2

اند و از آن برای ک است که به موازات هم وحل شدهنر الاستیمپر نیوتنی و یک فاین مدل شامل یک د

 شود. توضیح رفتار خزش پلیمرها استفاده می

 

 [12ویت ]-( مدل کلوین3-1شکل )

 شود.ی اول بیان مییل خطی مرتبهسیک معادبه دیفرانی ساختاری به شکل رابطه

  
(1-16) 

 

( )
( ) ( )

d t
t E t

dt


  = +  

پذیر تحت کرنش ویسکوالاستیک است. به محض اعمال یک امد برگشتی یک جدهندهاین مدل نشان

. شکودحورت مجانبی به کرنش حابت پایدار نزدیک میتنش ثابت تغییرات ماده با یک نرخ کاهشی، به

)خکزش(، تنش ثابت    ر. دشودتدریج در حابت تغییر نیافته رها میشود ماده بهزاد میمانی که تنش آز

کنکد. ماننکد مکدل میل می نهایت به  کند که کرنش در زمان بیبینی مینه پیشبیناکاملا واقع  مدل

د موفکق ر بسکیاری از مکوارهایی دارد  این مدل در خکزش دویت نیز محدودیت-ماکسول، مدل کلوین

 [.16ی رهایش دقت بسیار کمی دارد ]اما در زمینهاست 

 
1 Kelvin-Voigt Model 
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 :1رد خطی )مدل زنر(مد استاندامدل جا -1-7-3

(( یا ابمان ماکسول موازی با فنر )شکل 4-1حورت سری با فنر )شکل )ویت به-ترکیبی ازابمان کلوین

 .(( است1-5)

 [ 12]  ( اوبین مدل جامد استاندارد خطی4-1شکل )

 

 

 [ 12( دومین مدل جامد استاندارد خطی ]5-1)شکل 

 

 ت از:ت اس عبار اولی ساختاری مدل رابطه

 

 (1-17) 

2
1

2

1 2

E d
E

E dtd

dt E E

 
 



 
+ + − 

 =
+

 

 و رابطه ساختاری مدل دوم:

 (1-18) 
1 1

2 2

1oE E

E E

 
 

 

 
+ = + + 

 
 

 ی اول:مدول رهایش در معادبه

  

(1-19) 

1
2 1

0 1 2

1

( )
( ) exp( )

Et t
G t E E

E E

E



 




− 
= = + +  

=
 

 
1 Standard Solid (Zener) Model 
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 معادبه دوم: مدول رهایش در

 (1-20) 
1 2( ) exp

t
G t E E



− 
= +  

 
 

دهد که قسمت الاستیک آن است و رنش رخ میکند و بخشی از کا تغییر میتحت تنش ثابت ماده فور

شود ککه ایکن حورت مجانبی به حابت پایدار کرنش نزدیک مییابد و بهبعد از آن تغییرشکل ادامه می

-مد استاندارد خطی از مدل ماکسکول و کلکوینرچه مدل جایته کرنش است. اگبخش قسمت ویسکوز

ظر ریاضی بکرای ککرنش تحکت شکرایط بارگکذاری تر است، اما از نمواد دقیقبینی پاسخ  ویت در پیش

 .[(18[،]17[،]13)] گرداند ، نتایج نادرستی را برمیخاص که محاسبه نسبتا دشوار است

 ه:مدل ماکسول تعمیم یافت -1-7-4

تکرین شککل مکدل نیز معروف است که عمکومی  1وییرت-م یافته به مدل ماکسولمیتعمدل ماکسول  

دهکد تواند رهایشکی را ککه در زمکان واحکد رخ نمکیاین مدل می  یسیته است.برای ویسکوالاست  خطی

 های مختلفگیرد. با توجه به توزیع موبکوبی طولگزارش کند که اببته در یک توزیع زمانی حورت می

وجکود   های زمانی مختلفیهای بلندتر مشارکت کمتری دارند، توزیعتر از طولتاهکو  هایطولو اینکه  

توان این توزیع را دهد که با داشتن تعداد زیادی فنر و دشپات ماکسول میمی رییرت نشاندارد. مدل  

 .[19] با دقت نشان داد

 سری پرونی: -8-1

طی آزمون ثابت گیرد که درنی قرار میحت یک کرنش ناگهادر یک آزمایش رهایش یک بعدی، ماده ت

 یه ناشی از پاسخ الاستیک مکادهشود. تنش اوبگیری میندازهشود و تنش درطول زمان انگه داشته می

طور معمکول طول زمان با توجه به اثرات ویسکوزیته ماده است. بهاست و بعد از آن رها شدن تنش در

حاحکل هکای  شکوند. تکنشمکیکرنش برشی اعمکال  ،  فشار بابک یا  هریک از مقاومت کششی، فشاری

 
 Maxwell-Wiechert 1 نویسنده
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طبیکق داد. تغییکرات نمادهکا وابسکته بکه ا معادلاتی به نام مکدل تن بتواهای زمان را میدرمقابل  داده

نشکان داده   Kو بابک با نماد    G، برشی با نماد  Eکششی با نماد  -کرنش اعمابی است  رهایش فشاری

 است:ت اررهایش برشی عب سری پرونی برای شود.می

 (1-21) 

1

( ) exp( )
N

i

i i

t
G t G G




=

−
= −  

های رهایش هستند. مقکادیر زمان  ماده است.    کامل  مدت پس از رهایش  بلند   مدول  که در آن  

ز هکا بکا اسکتفاده اداده شود.تری رها میها به این معنی است که تنش درمدت زمان طولانیبزرگتر آن

شکوند و ظیم  ( تنشوند تا پارامترهای )سازی با معادبه تطبیق داده مینهیمیک ابگوریتم ک

 [.20کاهش یابد ] دست آمدهبینی شده و مقادیر بهپیش خطای بین مقادیر

شکود، عبکارت شکل جایگزینی که باتوجه به ارتباط بین مدول الاستیک و مدول بلند مدت حاحل می

 است از:

 

 (1-22) 
0

1

0

1

( 0)

( ) [1 exp( )]

N

i

i

N

i

i i

G t G G G

t
G t G G





=

=

= = = +

−
= − −




  

دسکت های رهایش بهادهمستقل از د  ک  ین شکل برای زمانی مناسب است که مدول برشی الاستیا

طور جداگانه آید  یا در محاسبات کامپیوتری، هنگامی که هدف مشخص کردن خواص الاستیک بهمی

 [.21از خواص ویسکوالاستیک است ]

 ت:ور مقالامر -9-1

ی ر پوسکتهاثر سرعت بار بر پاسخ دینامیکی، نیروی یشایی و ممان خمشکی د  1968سال  ن در  ریسما

، 1971[. در سکال  22ک، تحت فشار متحرک را با تئوری کلاسکیک بررسکی ککرد ]جدار نازک الاستی

یک تحکت بکار ی تیر تیموشینکو و اویلر برنوبی بر بسکتر الاسکتاستیل با روش بسط مجانبی به مطابعه



 

17 

 

وپکوف در سکال [. لارسکن و پ23کو را با پوسته مقایسکه نمکود ]تیر تیموشین  پرداخته و نتایج  متحرک

ی الاستیک کروی و کمانش خزشی یک کلاهک کروی دی رفتار پس کمانش پوستهبا روش عد   1973

 1978  ی الاسکتیک و در سکالپوسته  1976[. هان  در سال  24را با تئوری کلاسیک بررسی کردند ]

[. 27[،]25لاستیک تحت بار متحرک را بکا تئکوری برشکی مرتبکه اول مطابعکه ککرد ]سکوای ویپوسته

ی ویسکوالاسکتیک تحکت بارهکای سکطحی متقکارن بکا روی پوسته  1977ل  فیزبقی و همکاران در سا

ار ی الاستیک تحت ب، پابیوال و راش به بررسی پوسته1992[. در سال  26تئوری کلاسیک کار کردند ]

های کی پوستهو اثر پارامترهای پوسته و فونداسیون بر  رفتار استاتیکی و دینامیپرداخته  ای ثابت  نقطه

، 2005[. کارگرنوین و همککاران در سکال 28ی یک فونداسیون الاستیک مطابعه کردند ]ای رواستوانه

کو و ئوری تیر تیموشینپاسخ و اثر فرکانس بار بر سرعت را در تیر تحت بار متحرک هارمونیک توسط ت

هکا بکر پاسکخ و سکرعت کننکدهاثر تقویت    2006[. روزن و باز در سال  29ی تعیین نمودند ]اویلر برنوب

 2008[. یان  و همکاران در سال 30ی الاستیک تحت بار متحرک بررسی کردند ]رانی را در پوستهبح

طابعه کرده و وش تفاضل محدود می کامپوزیتی تحت بار متحرک را با تئوری کلاسیک و ریک پوسته

سکال   [. در همکین31بررسکی کردنکد ]  ها، پارامترهای هندسی و خواص مکواد رایهاندازه و عمق لا  اثر

ی الاستیک تحت بار متحرک را با تئوری کلاسیک بررسی کرده و فرکانس را با فربس و راندا نیز حلقه

نواخکت، تعیکین و توزیکع ییریکر، فاز متغیکر  تغیی می حرکت دینامیکی در حابت بار با اندازهمحاسبه

ستیک تحت بار متحرک ای ویسکوالااستوانهنل نیمچیوپین و همکاران، پ  2010[. در سال  32نمودند ]

ی میانی توسکط تئکوری کلاسکیک بکه حکورت عکددی و را به منظور تعیین پاسخ با فرض بغزش لایه

بحرانکی و دینامیکی، سکرعت  ریب مقاومت تقویت[  همینین سوفیه نیز ض33تحلیلی مطابعه کردند ]

نیروی محوری بکا  تحت بار متحرک و FGMی وستهی پوسته بر آنها را در پاثر خواص مواد و هندسه

بکر روی پنکل ویسکوالاسکتیک   2012[. ساکسا و همکاران در سکال  34تئوری کلاسیک بررسی کرد ]

تفاضکل زی مختلف بکا روش  شدید در شرایط مرتحت بار متحرک مطابعه نموده و اثر خواص مواد بر ت

تحکت  FGMی ستهان سال به حل عددی پوزاده و حیدرپور در هم[. ملک35محدود بررسی کردند ]
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-، کمانش و خرابی پوسته2013[. اکسو و همکاران در سال  36بار متحرک و فشار حرارتی پرداختند ]

زاده و ملکک  2014  [. در سکال37دنکد ]ی الاستیک تحت فشار جکانبی بکا تئکوری دانکل مطابعکه نمو

نکاقص   تقارن بر پاسکخ را در مخکروط  همکاران مشخصات ماده، هندسه، شرایط مرزی و تقارن یا عدم

[. کارتونن و هرتزن نیکز پارامترهکای 38ی اول بررسی کردند ]تحت بار متحرک با تئوری برشی مرتبه

بکار متحکرک یک تحکت ی الاستتهیک پوس ای در فونداسیون بر سرعت بحرانی در حابت کرنش حفحه

ی تحکت بکار عبدابغنی تیر اویلر برنوب  2015[. در سال  39توسط تئوری تیموشینکو را مطابعه کردند ]

[. در همکین 40متحرک با روش گابرکین و رانچ کوتا به منظور بررسی سرعت بر پاسخ بررسکی ککرد ]

اد ی ارتعاشکات آزرا بکرای بررسک  (FGV)سال حسینی و همکاران یک پنل ویسکوالاستیک هدفمنکد  

 [.41ماده با تئوری برشی مرتبه اول مطابعه کردند ]
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 بندی:جمع -10-1

های دا به معرفی بار متحرک و چگونگی بررسی آن در مسادل پرداخته شده سپس تئوریدر این فصل، ابت

ار توضیح ی اول به اختصبهی تغییر شکل برشی مرتها بیان شده، تئوری کلاسیک و نظریهها و پوستهورق

ت متداول ند. فرضیابر آنها بررسی شد   ها و معادلات حاکمشدند. مواد ویسکوالاستیک، رفتار و ویژگی  داده

طکور ی خطکی بکههکای سکاختاری ویسکوالاستیسکیتهبر ویسکوالاستیسیته مطرح شده و پس از آن مدل

رتبط بکا ر نهایکت مقکالات مکث قرار گرفته و داجمابی معرفی شدند. سری پرونی و روابط آن نیز مورد بح

 FGMسکوالاسکتیک و مکواد ویمتحرک است و اخیکرا    نامه بررسی شده  در اکثر مقالات بارموضوع پایان

 اند.های عددی بیشتر مورد استفاده قرار گرفتهاند. در حل معادلات روش مورد توجه بیشتری قرار گرفته
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 دوم فصل  
 م معادلات حاک   استخراج و حل 
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 مقدمه:  -1-2

ای تحکت فشکار داخلکی ی اسکتوانهلات حاکم بر ارتعاشات پوسکتهر این فصل، ابتدا به استخراج معادد

. این مطابعه براساس تئوری کلاسیک و با استفاده از احکل همیلتکون  انجکام شودمیمتحرک پرداخته  

الاسکتیک در بکرش و الاسکتیک در ویسکوحورت ی پوسته بهار مادهفتر  سپس با درنظرگرفتن  شود.می

مکیم داده شکده اسکت. در اسکتخراج بکرای حابکت ویسکوالاسکتیک، تعاتساع، معادلات استخراج شده  

 شود:می معادلات حرکت، فرضیات زیر درنظرگرفته

 .کارمن است-نف یجایی مطابق رابطهجابه-ی کرنشخیز نسبتا زیاد بوده و رابطه

 گن است.پوسته، ویسکوالاستیک و هم

 ن هوک است.کرنش مطابق قانو-ی تنشرابطه

 ابت است.و مقدار فشار ثسرعت حرکت بار 

 محوری است.به، متقارنمسأ

حورت یک دستگاه معادلات دیفرانسیل، شامل دو معادبه با مشتقات جزدی نسبت به مکان معادلات به

شکود، ئوری ایتشاشات استفاده مکیحل این دستگاه معادلات از تو زمان هستند. از آنجا که در تعیین  

 و در نهایکت سکرعت بحرانکی  سکخپاهکای طبیعکی،  از آن فرککانسبعد خواهند شد و پس  معادلات بی

 شود.محاسبه می
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 تعریف مسأله:  -2-2

 

 ای ی استوانه ( پوسته1-2شکل )

 مفکروض ρ گکابیو چ h، ضکخامت oR نییام ، شعاعl( با طول 1-2)ای مطابق شکل ای استوانهپوسته

اسکتفاده  (x,θ,z)ای استوانه ستم مختصاتبندی از سیقرار دارد. برای فرمول  Pاست. پوسته تحت بار  

 شده است.

 :[45] شودجایی به حورت زیر درنظرگرفته میبراساس تئوری کلاسیک، میدان جابه
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و   xت  محورهای مختصکا  جایی در راستایی میدان جابهترتیب سه مؤبفهبه  و    ،  که در آن  

θ   وz    .هکا کرنش باشند.ی میانی میجایی حفحهدارای بعد طول بوده و معرف جابه  و    هستند

 [:42حورت زیر هستند ]کارمن به-نجایی فجابه-براساس روابط کرنش
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 شود:حورت زیر تعیین می(، میدان کرنش به1-2جایی )ابهبراساس میدان ج
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 تانسیل: ی انرژی پمحاسبه -3-2

 [:43شود ]زیر تعریف می کرنشی به شکلچگابی انرژی 

(2-4) *2 x x z z z z x x zx zxU                 = + + + + +  

های تنش، عبارت اسکت با جایگزینی مقادیر حفر برخی از مؤبفه  U*ی کرنشی  چگابی انرژ  1و تغییرات

 از:

(2-5) *2 x xU      = +  

-آید. ابمان حجکم بکهیبدست می حجم  ژی کرنشی بر روگیری چگابی انربا انتگرال  Uانرژی کرنشی  

هکای ییرات مؤبفهی تغه است و در آن محدودهد ش درنظرگرفته    r=z+Rه  ک    dv=rdxdθdzحورت  

 باشد.می l 0≤x≤ ،0≤θ≤2π ،-h/2≤z≤h/2محورهای مختصات به حورت 
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 +
 
 
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(2-6) 

 :[44] اند زیر تعریف شده رتحوتنش به هایانرژی کرنشی منتجهدر 

 
1 Variation 
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 ژی جنبشی:ی انرمحاسبه -4-2

 [:44عبارت است از ] T*چگابی انرژی جنبشی، 

(2-8) 2 2

* 1
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x z
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T
t t


     

= +   
     

 

انکرژی نکرژی جنبشکی روی حجکم،  گیکری از چگکابی ا( و انتگرال1-2جایی )با جایگذاری میدان جابه

 آید:دست میحورت زیر بهجنبشی پوسته به
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−          



  

 روی خارجی:کار نی -5-2

 [:44از ] استعبارت کار حاحل از نیروهای خارجی ناشی از فشار متحرک 

(2-10) ( )0 x x z z

s

W f u f u ds  = +  

حورت زیر تعیکین به براساس هندسه مسأبهابمان سطح بوده و  dsو فشار های  مؤبفه  zfو    xfکه در آن  

 شود:می

(2-11) 2 ids rdx=  
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، تغییکرات گیری از تغییکرات آن در راسکتای طکول( و انتگرال10-2( در )11-2ی )رابطهبا جایگذاری  

 شود.تعیین می 0wناشی از فشار خارجی 

 

(2-12) 
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 لات حرکت: تعیین معاد -6-2

براساس احل لتون را ارضا کنند. احل همی( باید t1t,2ی زمانی )معادلات حاکم بر حرکت پوسته در بازه

 [:45همیلتون ]

 

(2-13) 
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تیک ی الاسک( در احل همیلتون، معادلات حرکت پوسکته12-2( و )9-2(، )6-2کارگیری روابط )با به

 های تنش عبارتند از:برحسب منتجهعادلات شوند. میین میتع

 

 

 

(2-14) 
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 [:46ی ویسکوالاستیک ]لات حرکت به پوستهتعمیم معاد -7-2

ی تغییر حجکم ی برشی را از مؤبفهی ویسکوالاستیک یک سیستم، اثر مؤبفهجهت توحیف رفتار ماده 

-نش، رفتارهای رهایش متفاوتی دارند. همکانی و حجمی تهای انحرافبخش  زیرا  کنند.خابص جدا می
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ه در بابک )اتساع(، الاستیک و در برش، ویسکوالاستیک رفتار مادشد در این مطابعه  طور که قبلا بیان  

 ی ویسکوالاستیک شامل مراحل زیر است.شود. بنابراین تعیین معادلات حاکم در حوزهدرنظرگرفته می

  قانون هوک: -2-7-1

کنکد یروی مکیبعدی ایزوتروپیک الاستیک که از قانون هوک پکرنش یک جسم جامد سه-تنش  روابط 

 ت:حورت زیر اس به
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 ( هستند.13-1حورت روابط )به Gو  Kکه ضرایب 

 های تنش:تعیین منتجه -2-7-2

 شوند:به این حورت حاحل میتنش های ( منتجه7-2لات )با جایگزین کردن روابط فوق در معاد
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 نتخاب مدل ویسکوالاستیک:ا -2-7-3

-ی تکنشسازی ویسکوالاستیک از اوبین مدل جامد استاندارد خطی استفاده شکده و رابطکهبرای مدل

-( بکه13-1ی )در رابطه    1Qو      1P( است. در این حابت اپراتورهای  71-1ی )هن مطابق رابطکرنش آ

 شوند:جایگزین می زیر حورت
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 نیز عبارتند از:  2Qو   2Pاپراتور مشتق زمانی می باشند. اپراتورهای  Dزمان رهایش و  τکه 

(2-18) 
2

2 0

1

3 ,
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= =                

 انتخابی: تعیین معادلات براساس مدل -2-7-4

محاسکبه  Gو  Kهای شوند. سپس مدولتعیین می  2Qو    1P    ،2P    ،1Qبی، مقادیر  براساس مدل انتخا

نش درحابکت ویسکوالاسکتیک های تشوند، به این ترتیب منتجه( جایگزین می16-2شده و در روابط )

ضکرب   2P1Pو حاحکل در   ( جایگزین شوند 14-2ی )آیند  چنانیه روابط حاحل در رابطهیدست مبه

حورت زیکر خواهنکد جایی بهبرحسب جابهی ویسکوالاستیک با خیز نسبتا زیاد،  وستهپ  معادلات    شود،

 بود:
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(2-19) 
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 عبارتند از:  2dو   0d ، 1dکه ضرایب 
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 نین:و همی
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ی دیفرانسیل با مشتقات جزدی ییرخطی اسکت معادلات حاضر، یک دستگاه معادلات شامل دو معادبه

آینکد. دست مکیبه  ه از احل همیلتون شرایط مرزی نیزیکدیگر کوپل هستند. با استفاد  که معادلات به

 حورت زیر خواهند بود:ههای تنش بشرایط مرزی پوسته براساس منتجه
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 شود:توان تعیین نمود. مثلا برای شرایط مرزی گیردار نتیجه می( شرایط مرزی مسأبه را می22-2از )
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(2-23) 

0 0u = 0,x l=   at      

0 0w = 0,x l=   at     

0 0
w

x


=


0,x l=    at      

 لیلی:حل تح -8-2

بعکد سکازی شود. در ابتدا بکه بکیادلات، از تئوری ایتشاشات استفاده میدر تعیین حل این دستگاه مع

 شود.یعی سیستم و در قسمت بعد پاسخ تعیین میهای طبفرکانسشود سپس معادلات پرداخته می

 بعد سازی معادلات:بی -2-8-1

 شوند:حورت زیر تعریف میبعد بهپارامترهای بی
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*x      و*t    بعد ترتیب مکان و زمان بیبه  ،*u    و  *w    0هکای  بعد مؤبفکههای بیجاییجابهu   0وw   ،بکوده

6w  جایی شعاعی و  معرف ماکزیمم جابهh0    0وt  ها نهای ضخامت و زمان هستند که مقادیر آشاخص

 معرف سرعت موج بوده و برابر است با : cر گرفته شده است. درنظ l/c0t=و  h0h=حورت به

(2-25) 
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c
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=  

 بعد زیر نیز قابل تعریف هستند:(، پارامترهای بی19-2بعد در معادلات )اعمال پارامترهای بی با
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(2-26) 

0

2

0

0 0

0

t

h
e

k t

h

l








=

 
=  

 

=

0

0

2
R

z
h

=           

*

0

6
6

0

2

0
6

P
P

k

w

h

h
w

l



=

=

=

              

ε   بعکد شود. در نهایت معادلات بکیه میعنوان پارامتر ایتشاش درنظر گرفتو بهپارامتری کوچک است

 شکل زیر هستند:شده، شامل دو معادبه دیفرانسیل جزدی ییرخطی و به

(2-27) 2 * 3 * * 2 *
2 2 2

0 1 2 0*2 *2 * * *2

2 * 2 * 2 *
2

4 1 3*2 *2 * *

3 * 3 * 3 *
2 3

1 5 6*2 * *3

w w w u
a a a a

x x t x x

u w w
a a a

t x x t

u u w
a a a

x t t

   

 

 

            
+ − +        

             

         
− + −      

          

     
+ − −   

      
*3

4 * 3 * 4 *
3

7 8 9*3 * * *2 * *3
0

x

w w w
a a a

x t x t x t
  

 
 
 

       
− + + =     

          
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(2-28) 2 * 3 * * 2 *
2 2 * 2

0 1 2 2*2 *2 * * *2

2
2 * 3 * *

2 2 2

0 1 2*2 *2 * *

2 * 2 *
2 3

0 1*2 * *

1
3 3

2

3

w w u w
a a a a w

x x t x x

w w w
a a a

x x t x

u w
a a

x x t

   

  

 

            
+ + −        

             

         
+ + −      

          

    
+  

     
+

2 *

*2 *

*2 * 3 *
2

3 1* * *2 *

2 * * 2 * 2 *
2 * 3

3 10 0 1*2 * * * *2

2 *
2

1 3*2

( )

w

x w

xw u
a a

x t x t

w w w u
a a x a

x x x t x

w
a a

x



 

   



  
  

    
   

       
− +           

           
− + +       

            

  
+ +  

  

2 * 3 * 2 *
3

6 4* * *3 *2

3 * 3 * 4 *
* * 3

8 5 11 0 7* *2 *3 *3 *

4 * 4 *
2

6 8*4 *2 *2

* 2

5 *
2

7 9*4 *

( )

2

u u w
a a

x t x t

w w u
a a a x w a

x t t x t

w w
a a

x x t
z R

w
a a

x t

 

  







       
+ −     

         

       
− − − +     

         

    
+   

     
−

  
− + 

  

3 *
* 2

3 *2 *5 *

*2 *3

*4 * * *
* * *0 1

9 0* *3 *

0

2 0
2

w
a w

x tw

x t

h Gu P h
a G P z R

x t k t






 
 

  
−   

     
     

       
− + + − =      

        

 

*
0G   و*

1G اند.که قبلا تعریف شدهبعد هستند های ویسکوالاستیک در حابت بیمدول 

 های طبیعی:فرکانستعیین  -2-8-2

های طبیعی پوسته، تحریک دینامیکی تاثیری بر مقکدار فرککانس طبیعکی نخواهکد در تعیین فرکانس

( نتیجکه 28-2( و )27-2)در معکادلات  ε/*X = xی با تعریف های طبیعداشت. جهت یافتن فرکانس

 شود:می
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(2-29) 2 * 3 * * 2 *

0 1 2 02 2 * 2

2 * 2 * 2 *

4 1 3*2 2 *

3 * 3 * 3 *

1 5 62 * *3 3

4 *

7 3 *

w w w u
a a a a

X X t X X

u w w
a a a

t X X t

u u w
a a a

X t t X

w
a

X t

            
+ − +        

             

         
− + −      

          

       
+ − −     

        


−

 

3 * 4 *

8 9*2 *3
0

w w
a a

X t X t

      
+ + =     

        

 

(2-30) 2 * 3 * * 2 *
*

0 1 2 22 2 * 2

2
2 * 3 * *

0 1 22 2 *

2 * 2 * 2 *

0 12 * 2

2 *

3 *

1
3 3

2

3

w w u w
a a a a w

X X t X X

w w w
a a a

X X t X

u w w
a a

X X t X

w
a

X t

            
+ + −        

             

         
+ + −      

          

      
+    

       
+


−

 

*

3 *

1 2 *

2 * * 2 * 2 *

3 10 0 12 * 2

2 * 2 * 3 * 2 *

1 3 6 42 * 3 *2

( )

w

Xu
a

X t

w w w u
a a X a

X X X t X

w u u w
a a a a

X X t X t



 
 

  
  

      
+         

           
− + +       

            

           
+ + + −      

            
3 * 3 * 4 *

*

8 5 11 0 7*2 *3 3 *

4 * 4 *

6 84 2 *2 3 *
* *

3 2 *5 * 5 *

7 94 * 2 *3

4 *

9 *3

( )

2

w w u
a a a X w a

X t t X t

w w
a a

X X t w
z R a w

X tw w
a a

X t X t

u
a

X t




 



       
− − − +     

         

     
+    

         
− −   

        
− +           

 
− 

 

* * *
* * *0 1
0 *

0

2 0
2

h G P h
G P z R

k t

     
+ + − =     

     
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 در معادلات فوق ضرایب عبارتند از:

 

 

 

 

(2-31) 

* *

0 11

* *

1 10

* *

2 0

* *

3 1

* * *

4 0

* * *

5 1

*3

6 11

2

2

2

3

2

3

2

2

12

a h R z a

a h R z a

a h G

a h G

a h R z eG

a h R z e G

h
a a





=

=

 
= − 

 

 
= − 

 

=

=

=

*3

6 11

*3

7 10

*3
*

8 0

*3
*

9 1

*

10 1

*

11 0

12

12

12

12

4

3

4

3

h
a a

h
a a

h
a eG

h
a e G

a G

a G





=

=

=

=

 
= + 

 

 
= + 

 

        

گکردد. در تئوری ایتشاشکات اسکتفاده مکی در 1دلات فوق، از روش بسط مستقیمبرای حل تقریبی معا

 شود:می حورت زیر درنظر گرفتهی ارتعاشات بهههای دامنابتدا مؤبفه

(2-32) ( )

( )

* * * *

0 1

* * * *

0 1

( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

w X t w X t w X t

u X t u X t u X t

 

 

= +

= +
 

 εهکای مختلکف (، معادلات براسکاس مرتبکه30-2( و )29-2( در معادلات )32-2با جایگزینی روابط )

 ( عبارتند از:یکی )مرتبه ،تبهشوند. جملات با کوچکترین مرل میحاح

 

 

(2-33) 

2 2 2

0 0 0 0
2 0 4 32 *2 *

3 3 3

0 0 0
1 5 62 * *3 3

4 3 4

0 0 0
7 8 93 * *2 *3

0

w u u w
a a a a

X X t X t

u u u
a a a

X t t X

w w w
a a a

X t X t X t

         
− + − −      

           

       
+ − −     

        

       
− + + =     

          

 

 

 
1 Straight Forward Expansion 
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(2-34) 

2 3

0 0 0 0
2 10 0 3 6* 3

2 3 3

0 0 0
4 8 5 11 0 0*2 *2 *3

4 4 5 5
* 0 0 0 0

6 8 7 94 2 *2 4 * 2

( )

( )

2

u w u u
a a X a a

X X X t X

w w w
a a a a X w

t X t t

w w w w
z R a a a a

X X t X t X





         
− + +      

           

       
− − − −     

        

        
− + − +     

          
*3

4 4

0 0
7 93 * *3

0

t

u u
a a

X t X t

   
  

   

    
+ − =   

      

 

شککل تکوان بکه( یک دستگاه معادلات دیفرانسیل خطکی هسکتند ککه مکی34-2( و )33-2معادلات )

 ماتریسی زیر نمایش داد:

 

(2-35) 

 

4 * 3 * 2 * *
*

5 4 3 2 14 3 2

3 * 2 * *
*

9 8 7 6*3 *2 *

0*

0

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]y

[ ] [ ] [ ] [ ]y {0}

d y d y d y dy
B B B B B

dX dX dX dX

d y d y dy
B B B B

dt dt dt

w
y

u

+ + + +

+ + + + =

 
=  

 

 

های ی هردستگاه و عناحر ماتریستوابع وابسته  { شاملy*که }
1B  9تاB ضرایب جملات معکادلات ،

 حورت:( هستند. با درنظر گرفتن حل به34-2( و )2-33)

(2-36)    
** ( ) i ty V X e =  

 شود:( نتیجه می35-2( در )36-2ی )رابطهبعد است و با جایگذاری طبیعی بیفرکانس  ωکه در آن 

(2-37) 

 
 

( )

4 3 2

5 4 3 2 14 3 2

3 2

0 6 7 9 6

0
d V d V d V dV

B B B B B
dX dX dX dX

B B i B B B  

         + + + + =         

         = + − −         

 

حکورت توان به( را که یک دستگاه معادلات دیفرانسیل با ضرایب ثابت است می37-2ی )پاسخ معادبه

 زیر درنظر گرفت:

(2-38)    ( ) XV X A e=  
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{Aبرداره }  ویژه و  ایβ ی (، معادبه مشخصکه37-2( در )38-2د. با جایگذاری )باشنمقادیر ویژه می

 شود:حورت زیر تعیین میسیستم به

(2-39)    4 3 2

5 4 3 2 1 0B B B B B A    + + + + =   

 ی فوق این است که دترمینان ماتریس ضرایب حفر باشد.شرط داشتن جواب ییر حفر برای معادبه

(2-40) ( )4 3 2

5 4 3 2 1det 0B B B B B   + + + + =  

تعیکین  ,jβ (6(j=1,2,3,4,5است و از حل آن شش مقکدار ویکژه  1ی تفرق(، معادبه40-2ی )رابطه

آید. ایکن دست می( به38-2ی )یک بردار ویژه وجود دارد که از معادبه  شود. به ازای هر مقدار ویژهمی

ادیر ویژه و بردارهکای ویکژه هستند. پس از یافتن مق ωمقادیر ویژه و بردارهای ویژه شامل مقادیری از 

 شود:حورت زیر نوشته می( به37-2ی )کلی معادبهپاسخ  

(2-41) 
   

6

1

j X

j j
j

V C A e


=

=   

jC  یک دستگاه معادلات د. با اعمال شرایط مرزی در دوببهشوو از شرایط مرزی تعیین می  ثابت است ،

است. شرط وجود جواب   jC  شامل عناحر  {C}شود که  حاحل می  {0}={C}[ax]حورت  جبری به

  است jβو  ωی پیییده بین است. این معادبه یک رابطه [ax]حفر بودن دترمینان ماتریس  ییر حفر،

هکای از روش  ωشکوند. بکرای تعیکین تعیکین مکی ωو از حکل آن مقکادیر   است ωیز تابع  ن jβمقادیر  

ی فکوق بکرای حکل معادبکه  2نصکیفنامه از ابگکوریتم تشود. در این پایانمحاسبات عددی استفاده می

(، شکل 39-2ی )به کمک رابطهاده شده است. پس از تعیین مقادیر فرکانس طبیعی هر دستگاه، استف

-2)  یرابطکه  ی اول، با جایگذاریی حل به کمک معادلات مرتبهشوند. برای ادامهتعیین میمدها نیز  

 شوند:حاحل می دومی (، معادلات مرتبه30-2( و )29-2( در معادلات )32

 
1 Dispersion 
2 Bisection 
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 حورت زیر هستند:بوده و به های ناهمگن معادلاتبخش 2kو  1kکه 
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(2-44) 

( )

( )

*
0

2 2

1 2 2 1
0 1 0 2 2

2

2 22

1 2 1
3 0 2 1 3 02

( ) ( ) ( ) ( )
2

( ) ( )
2 ( )

2

i t

d A X dA X d A X dA X
i a a

dX dX dX dX
k e

d A X a dA X
a i a A X a i

dX dX





 

        
+ +        

        
=  

    
− + − +     

    

 

0ω همینینباشد فر میفرکانس طبیعی حاحل از حل معادلات مرتبه ح .: 
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رنکد. بکا حکل ایکن های سکولار وجود نداشود که جملهص میبا دقت در بخش ناهمگن معادلات مشخ

ادامکه  3εی  ( بسط تکا مرتبکه32-2ی )چنانیه در رابطه  معادلات مقادیر فرکانس تغییر نخواهند کرد.

توان وابسکتگی   در این حورت میهای سکولار ظاهر خواهند شد جمله  ومی س یابد، در معادلات مرتبه

 ه تعیین کرد.های چندگانبندی مسأبه به روش مقیاس لفرکانس به دامنه را با فرمو

 تعیین پاسخ: -9-2

 εدر تعیین فرکانس طبیعی به روش بسط مستقیم در تئوری ایتشاشات اشاره شد و معادلات برحسب 

 زیر در نظر گرفته شده است:حورت حل به ،مه برای تعیین پاسختعیین شدند  در ادا

 

(2-46) 
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-(، دسکتگاه معکادلات بکه34-2( و )33-2گذاری حل در معکادلات )است. با جای h= 1/p lکه در آن، 

 حورت زیر خواهد بود:

 

 (2-47) 
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1np    2وnp  سب  عباراتی برح)*(t1nf    و)*(t2nf  01=نها و و مشتقات آF  و*Q=2F باشند. براسکاس می

 دست آورد:حورت زیر بهرا  به  2npو  1npمقادیر توان ( می47-2از روابط )ه ی فوریبسط نیم دامنه
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از روش تبدیل لاپکلاس اسکتفاده  هاهم هستند که برای حل آنی کوپل به( دو معادبه48-2معادلات )

  ه است.شد 

بکود.   ( خواهنکد 43-2( و )42-2حورت )ی دو بهمعادلات مرتبه، 2εدر ادامه با در نظر گرفتن ضرایب  

 شود:حورت زیر در نظر گرفته میحل به
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بخش  سپس اند.ی یک بدست آمدهت مرتبهدر حل معادلا  t2nf)*(و    t1nf)*(که در روابط فوق مقادیر  

ی یک خواهد بکود بکا معادلات مرتبه  بخش همگن شبیهحل  شوند.  همگن و ناهمگن معادلات جدا می

یک حل خصوحی  در بخش ناهمگن [.47] نیز حفر است 2F( مقدار 47-2ی )تفاوت که در رابطه این

 شود:در نظر گرفته می t2nff)*(و  t1nff)*(برای جملات 

 

(2-50) 
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ma    وmb      ،ضرایب مجهولmF  همگن معکادلات و شامل جمکلات موجکود در بخکش نکاn  تعکداد ایکن

( در معادلات و جداسازی ضرایب مجهول، معادلات برحسکب 50-2با جایگذاری روابط )  .جملات است

 شوند.این ضرایب حل می
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 سرعت بحرانی:  -10-2

ای بار متحرک، مقدار سرعت مجهول قرار داده رعت بحرانی، در معادلات پاسخ بربرای بدست آوردن س 

معادلات جایگزین کرده و بخش همگن و  ( را در46-2نند قبل است  یعنی روابط )شده، مراحل حل ما

 شود:تعریف می Vشوند. برای حل بخش همگن بردار ناهمگن معادلات از هم جدا می

(2-51)  
*

1 2, mtV p p e=  

خکش همگکن ی فکوق در باست. رابطکه    2nf(*t)و    1nf(*t)ر گرفته شده برای  که در واقع حل در نظ

ی دوم جایگزین شود و پاسخ در معادبهحل می  1pی اول برحسب  ادبههردو معادبه جایگزین شده و مع

 12p=فکرض  حل شده و با mی شش است برحسب از مرتبه mی حاحل که نسبت به شود. معادبهمی

 شود:حورت زیر حاحل می، حل عمومی بهVحل در بردار و جایگزینی مقادیر حا

(2-52) 
1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6Fg cV c V c V c V c V c V= + + + + +  

 شود:حورت زیر در نظر گرفته میناهمگن حل بهدر قسمت 

(2-53) 

 
( ) ( )* *

0 1 0 1

1

( ) ( ) ( ) (0) (0)
n

i

fv a i a i t axa i a a t
=

= + + +
 

 موجکود در معکادلات نکاهمگن expبکع ، تواaxaی ناهمگن است و ، تعداد جملات معادبهnکه در آن 

 است.

گیکرد معادلات برحسب مجهولات حورت می، حل با جمع این حل و حل عمومی و اعمال شرایط اوبیه

خواهد بود. چنانیه نمودار قدرمطلق پاسخ به ازای سرعت رسم شود، مقدار  vمانده تنها مجهول باقی  و

 نیمم در نمودار، سرعت بحرانی خواهد بود.می

بکر   گراف ایکن خیزهکای حکداکثرهای مختلف و رسم  برای سرعتی حداکثر خیز  همینین با محاسبه

ت، در حکل معکادلا  تکوانرعت بحرانی اسکت.یا مکیبا س   نقطه پیک گراف، نقطه متناظررعت،  حسب س 

 .تا سرعت بحرانی تعیین شود های مخرج را به دست آوردریشه
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 بندی:جمع -11-2

الاستیک با خیز نسبتا زیاد براساس تئکوری ی  دلات حاکم بر ارتعاشات پوستهدر این فصل، نخست معا

ویسکوالاسکتیک جامکد اسکتاندارد   پراتوری برای مکدل، سپس با اعمال روش اهکلاسیک استخراج شد 

ی ویسکوالاستیک با خیز نسبتا زیکاد بدسکت آمکد. در معکادلات حرککت، خطی، معادلات برای پوسته

-شوند. معادلات بکهکارمن ظاهر می-نجایی فجابه-ربوط به روابط کرنشجملات ییرخطی هندسی م

با مشکتقات جزدکی نسکبت بکه   ی دیفرانسیلیفرانسیل، شامل دو معادبهحورت یک دستگاه معادلات د

جکایی های میدان جایکهمتغیرهای زمان و مکان هستند که به یکدیگر کوپل بوده و برای تعیین مؤبفه

عادلات حورت گرفته و با استفاده از روش بسکط بعدسازی محل شوند. در ادامه بیزمان باید  طور همبه

ی سرعت ی محاسبهدر نهایت نحوه آمد.  دستبه  پاسخپذیری،  ت لاپلاس و شرط حلمستقیم و تبدیلا

 در فصل چهارم نتایج حاحل از این فصل اراده خواهد شد.نیز بیان شد.  بحرانی
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 فصل سوم 
   حل عددی 
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 قدمه: م -1-3

ه اراده خواهکد شکد. در ابتکدای فصکل بک  1سیسافزار انر این فصل حل عددی مسأبه با استفاده از نرمد

هکای اسکتفاده تعیین خصوحیات ویسکوالاستیک با استفاده از سری پرونی پرداخته شده، سپس ابمان

ی و شککل هکای طبیعکدال و تعیین فرکانسوم  مراحل حلدر نهایت  شوند.  شده در تحلیل معرفی می

 شوند.بررسی میمدها نیز  

 [: 48الاستیک براساس سری پرونی ]تعیین خصوصیات ویسکو -2-3

-شود. در نرمتعیین خصوحیات ویسکوالاستیک ماده، از مدول رهایش بابک و برشی استفاده میبرای  

 کرد: حورت زیر بیانی توانی پرونی بهتوان برحسب جملاتی از سرافزار انسیس این توابع را می
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iG    و∞G  ستیک برشی،  مدول الاiK    و∞K  مکدول الاسکتیک بابکک  ،G
iτ   وK

iτ   زمکان رهکایش بکرای

 شکل:به 2های تناسبیهرکدام از اجزای سری پرونی است. با معرفی مدول
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 توان بازنویسی کرد:شکل زیر میک را بهتوابع رهایش و باب

 
1 Ansys 12.1 
2 Relative Moduli 



 

45 

 

 

(3-4) 0

1

0

1

G G
i

K K
i

t
n

G G

i

i

t
n

K K

i

i

G G e

K K e





 

 

 −
 
 
 



=

 −
 
 
 



=

 
 = +
 
 

 
 = +
 
 




 

 K∞و    G∞سریع یا مدول آنی و  به ترتیب مدول برشی و مدول بابک در بارگذاری    0Kو    0Gدر اینجا  

 Gnجملات سری پرونی برای برش    باشند. تعدادهای کند یا مدول نهایی میمربوط به بارگذاری  لمدو

های رهایش است که لازم نیست این دو مشابه باشند. این مطلب در مورد زمان  Knرفتار بابک  و برای  

G
iτ   وK

iτ  .نیز حادق است 

 ی و بالک:تعیین مدول رهایش برش  -3-3

ن رفتکار از سکازی ایکل، رفتار ماده در برش ویسکوالاستیک بوده و برای مدلبراساس فرضیات فصل قب

حورت تابعی از زمکان تعیکین به  Gشود و مدول رهایش  خطی استفاده میاوبین مدل جامد استاندارد  

 Kیکب مکدول بابکک  شود. همینین رفتار ماده در بابک الاستیک در نظر گرفته شده و به ایکن ترتمی

 ن وابستگی به زمان است.عددی ثابت و بدو

 مدول رهایش برشی: -3-3-1

الاستیک در انسیس اسکتفاده از سکری پرونکی های تعیین خصوحیات مواد ویسکورین روش یکی از بهت

های مختلفی برای تعیین این سری در انسیس وجود دارد. اوبین روش این اسکت ککه داده است. روش 

طکور مسکتقیم دست آمده است، بکهآزمایش رهایش بههایش برشی نسبت به زمان، که از های مدول ر

کنکد. انسکیس در هکا منطبکق مکیا بر این دادهافزار سری پرونی رحورت نرمدر این  د.وارد انسیس شو

قدار گیرد و مترتیب اوبین و آخرین داده در نظر میرا به  G∞و    0Gها،  هنگام انطباق تابع نمایی بر داده

iα  و  iτ 0وبکی بعکد از آن،    کند،محاسبه می  راG  و∞G رو مقکدار دارد. از ایکنرا در حافظکه نگکه نمکی
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انسکیس آن را ، υو ضریب پواسون    Eی و با تعیین مدول الاستیک  مدول آن  0G(،  G∞و    0Gمجهول )

 کند.براساس فرمول زیر محاسبه می

(3-5) 

( )0
2 1

E
G


=

+
 

 شاهی، در حورتی که آخرین داده حفر باشد، مدول رهایهای آزمایشگ این است که در دادهنکته دیگر  

 آید.دست میکسول بهابمان ما

حلیل برای تعیین سری پرونی مورد استفاده قرار گرفته، این است که بکا توجکه بکه روشی که در این ت

ی رفتار برشی مکاده اسکتفاده شکده سازکه در حل تحلیل مسأبه از مدل جامد استاندارد برای شبیهاین

 حورت زیر تعیین گردیده است.است، ضرایب سری پرونی به

(3-6) 

( )
G
i

t

iG t G G e


 −
 
  

= +  
 

 ن:که در آ

(3-7) 
1 2

1 2

G G
G

G G
 =

+    
1 2

G

i
G G


 =

+    ،  

2

1

1 2

i

G
G

G G
=

+
  ،   

 

حورت زیکر تعیکین شکده ( به4-3ی اول )در رابطه  t=0قرار دادن  نیز با    0Gو مقدار مدول برشی آنی  

 است.

(3-8) 
0 1G G=  

 

 شود.( تعیین می2-3( و )7-3(، )8-3( از روابط )4-3ی )ابطهدر نتیجه ضرایب سری پرونی ر
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توان را نمی  0Gشود، وبی  طور مستقیم وارد انسیس می  به iτ  و  iαحال ضرایب سری پرونی مورد نظر  

و  Eل الاسکتیک گونه که قبلا اشاره شد، انسیس این مقدار را برحسکب مکدوهمان  وارد انسیس کرد و

 کند.یمحاسبه م υضریب پواسون 

 مدول بالک: -3-3-2

شود، برای حابت بابکک سکری پرونکی با توجه به اینکه رفتار ماده در بابک الاستیک در نظر گرفته می

پواسون، انسیس مقدار مدول بابک را براساس  وارد کردن مدول الاستیک و ضریب شود و باتعریف نمی

 کند:به میی زیر محاس رابطه

(3-9) 

( )3 1 2

E
K


=

−
 

 [: 49] معرفی المان -4-3

 

 

 

 

 

 Plane183 [48]( ابمان 1-3شکل )

381Planeتککنش 2ستیسکیتههایپرالا، خکزش، 1، ابمکانی دو بعکدی بکا قابلیکت تحلیککل پلاستیسکیته ،

-ه دارای دو درجههشت گره و هر گر شش یا زیاد و کرنش بزرم است. این ابمان دارای، خیز  3تقویتی

ای نتایج های هشت گرههستند. ابمان yو  xهای به حرکت انتقابی در جهت  ی آزادی است که مربوط

 
1 Plasticity 
2 Hyperelasticity 
3 Stress Stiffening 
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های نامنظم نسبتا خوب شکلدهند و برای  بندی اتوماتیک مثلثی و مربعی اراده میخوبی را برای مش

 دارند. هایی با مرزهای منحنی سازگاری خوبیها برای مدلند  این ابمانهست

 :تعیین مش بهینه -5-3

حکورت دوبعکدی، بکا سازی به( است. در مدل1-3پوسته و خواص مکانیکی مطابق جدول )مشخصات  

-که تکیه  شودپوسته تعریف می  محور بودن مسأبه مستطیلی به ابعاد طول و ضخامتتوجه به متقارن

( 2-3شککل ) شود.ر مش بندی میباشد. پس از تعیین خواص مکانیکی، تیحورت گیردار میآن بهگاه 

 دهد.ی سازه را نشان میبندی شدهمش یهیک نمون

 پوسته  مشخصات(  1-3جدول )

 l=0.4 ( mول ) ط 

 0.155iR= ( mشعاع داخلی ) 

 0.165oR= ( mشعاع خارجی ) 

 h=0.01 ( m)   ضخامت 

 K=2.12e7 ( 2N/mمدول بابک ) 

 6=9.8e1G ( Paهای ویسکوالاستیک ) مدول 

6=2.45e2G 

 2.74e3η= ( Pa.sضریب ویسکوزیته ) 

 0.3υ= یب پواسون ضر 

 7800ρ= ( 3kg/mچگابی ) 
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 ی سازه بندی شدهی مش( یک نمونه2-3شکل )

س طبیعی اول ، فرکانهای مختلفازای ابمان  دال انجام شده و بهوبرای بررسی حساسیت مش، آنابیز م

شکود ابمان نتیجکه مکی  98ج مش بهینه به ازای  گزارش شده که نتیجه به قرار زیر است. براساس نتای

 ((.2-3)جدول )

 (rad/s)سازی دو بعدی های مختلف در مدل( مقادیر فرکانس طبیعی به ازای مش2-3جدول )

تعکککککداد 

 ابمان

60 70 80 90 96 98 100 110 

فرکانس  

 طبیعی

175.58

6 

175.58

4 

175.58

3 

175.58

2 

175.58

2 

175.58

1 

175.58

1 

175.58

1 

 

 دال:وحل م -6-3

-های طبیعی و شکل مد آن، در فرکانس مورد نظر اسکتفاده مکین فرکانسدال جهت تعییواز آنابیز م

ه دارد. درعکین هکای آن سکازگکاهشود. مقدار فرکانس طبیعی هر سازه بستگی به شکل، جنس و تکیه

اشکد. بکه همکین دبیکل تواند در مقدار فرکانس طبیعی موثر بها و نوع آن نیز میگذاریحال، مقدار بار

نامکه از روش تنش ( را اراده کرده است. در این پایکاندال ) بدون تنش و پیشونابیز مافزار دو نوع آنرم

 .استتنش استفاده شده بدون
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 بندی:جمع -7-3

در ابتدای فصل به چگکونگی تعیکین خصوحکیات مکواد وند حل عددی مسأبه اراده شد.  در این فصل ر

ککار به  رونی پرداخته شد. سپس ابماندول رهایش برشی و بابک ( براساس سری پویسکوالاستیک ) م

دال بیان شکد.در فصکل وسازی و حل می مدلرفته در تحلیل معرفی شده و توضیح مختصری از نحوه

 .حل از این فصل اراده خواهد شد حاچهارم نتایج 



 

 

 

 

 

 

 

 صل چهارم ف 

 نتایج بررسی  
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 مقدمه: -1-4

دوم و سکوم پرداختکه هکای های اراده شده در فصلروش  ین فصل به بیان و بررسی نتایج حاحل ازدر ا

انجام شده است. ابتدا نتایج مربوط بکه فرککانس طبیعکی  Maple15خواهد شد. محاسبات در محیط 

ی ف بر فرکانس اول بررسی شده است، سپس به بیان نتایج پاسخ کلاده شده و تاثیر پارامترهای مختلار

 ( است مگر خلاف آن ذکر شود.1-3سبات براساس جدول )محات بحرانی پرداخته شده است. و سرع

 فرکانس طبیعی:  -2-4

شکود. عددی مقایسه مکی  های طبیعی برای حابت ویسکوالاستیک محاسبه و با نتایج حلابتدا فرکانس

 درحد است. دهد که نتایج مطابقت خوبی دارند و خطا کمتر از دهنشان می (1-4جدول )

 ( rad/s) عی های طبی( فرکانس1-4جدول )

 5 4 3 2 1  ماره مد ش 

 258.10 218.69 207.53 194.39 181.91 نتایج حل تحلیلی 

 236.43 204.24 191.77 183.88 175.35 نتایج حل عددی 

 

چنکین هکم دهکد.را نشکان مکی   1Gی  بکا مکدول الاستیسکیته  عیطبی  ( تغییرات فرکانس2-4)  جدول

، >1e11)2G(1e3>ی  ، در محکدوده2Gی  ستیسکیتهدهد، با تغییر در مکدول الابات نشان میمحاس 

ی در محکدوده  نیکز  تغییکر در ضکریب ویسککوزیته  شکود.تغییری در فرککانس طبیعکی مشکاهده نمکی

(1e5<η<1e11) اثر ندارد.، بر فرکانس طبیعی  

 بر فرکانس طبیعی 1G( تاثیر مدول الاستیسیته 2-4) دولج

)(Pa1G 9.81e6 3.81e7 6.81e7 9.81e7 9.81e8 9.81e9 

 179.95 180.6 181.26 181.91 188.87 193.08 (rad/s)فرکانس طبیعی 
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دهد. نمودار فرکانس نشان می بر فرکانس طبیعی را  ،ضخامت  به  شعاعنسبت  ( اثر تغییرات  1-4شکل )

وسته است. با توجه ضخامت پ hو  شعاع میانی zs=R/h ،Rاراده شده که  zsازای تغییرات  عی بهطبی

 سبب کاهش فرکانس طبیعی خواهد شد. zsشود که افزایش دار مشاهده میبه نمو

 

 

 

 

 

 

 )a=1656 , b= bsa.z=ω ,-(0.797بر فرکانس طبیعی    ضخامت نسبت شعاع به( اثر تغییرات 1-4شکل)

 

دهد. نمودار فرکانس طبیعی بر فرکانس را نشان می  ،طولبه    ضخامتنسبت  ( اثر تغییرات  2-4شکل )

مطکابق نمکودار بکا   طول پوسکته اسکت.  lو    ضخامت  N=h/l  ،hرسم شده است که    Nییرات  به ازای تغ

 یابد.، فرکانس کاهش میNافزایش مقدار 

 

 )a=10.24 , b= ba.N=ω ,-(0.753یعی طول بر فرکانس طب نسبت شعاع به ت( اثر تغییرا2-4شکل )
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ه گیردار و سکاده ارادکه شکده اسکت. و گاکانس طبیعی اول برای پوسته با تکیه( پنج فر3-4در جدول )

 است. و گیردار گاه سادهشکل مد مربوط به حرکت عرضی پوسته با تکیهدو ( 3-4همینین شکل )

 

 (rad/s)اده و گیردار   گاه سهای طبیعی پوسته با تکیهس( فرکان 3-4جدول )

 مد پنجم  مد چهارم  مد سوم  مد دوم  مد اول  گاه وع تکیه ن 

 249.11 210.77 200.30 187.83 171.41 گاه ساده تکیه 

 258.10 218.69 207.53 194.39 181.91 گاه گیردار تکیه 

 

 

 

 گاه گیردار شکل مد اول تکیه 

 

 

 

 گاه گیردار ه شکل مد دوم تکی 

 

 د عرضی ( شکل م3-4شکل )
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 پاسخ: -3-4

، خطی و ، سینوسیN/m100با شدت    های ثابتگذاریدر این بخش به بررسی پاسخ پوسته تحت بار

 در  عرضی پوسته  جایی( جابه4-4در شکل )  شود.پرداخته می  m/s10با سرعت    در نهایت بار متحرک

-ا سکایر بارگکذاریدارای معادل استاتیکی متفکاوتی بکچون بار متحرک    است.  رسم شده  t*3=  زمان  

 شود.حورت جدا بررسی میهاست، به

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 های مختلفاری خیز عرضی پوسته تحت بارگذ( 4-4شکل )

*بار ثابت: 

0

100 1
l

Q H t
t

  
= − −   

  

*بار خطی:              

0

1
x l

Q H t
l t

  
= − −   

  

 

: بار سینوسی
( )

( ) *

0

100
sin 1

1 cos

l l
Q X H t

l t

  
= − −   −   

 

 

ان زمک t در شککل دهکد.های مختلف نشکان مکیمتحرک را به ازای زمان  خیز عرضی بار  (  5-4شکل )

  باشد.می 4 بعد زمان بی برابر بارسیدن بار به انتهای پوسته است که 
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 ( خیز عرضی پوسته تحت بار متحرک5-4)شکل

( )( )* *1Q H X V t= − − 

 

 دهد.ارگذاری نشان مینوع ب سهبرحسب زمان را به ازای جایی ( جابه6-4شکل )

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 x*=0.3وسته در ( مقایسه خیز عرضی پ6-4شکل )
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 دهد.کز پوسته تحت بار متحرک را نشان می( خیز عرضی مر7-4شکل )

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ( پاسخ عرضی مرکز پوسته 7-4شکل )

ه شککل دهد. با توجه بکپاسخ را نشان می( تاثیر تعداد جملات بسط مستقیم، در همگرایی 8-4شکل )

 پاسخ به ازای یک جمله از بسط، همگرا خواهد بود.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 l/2*x=مستقیم بر همگرایی پاسخ ( تأثیر تعداد جملات بسط8-4شکل )
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( بررسی شده است. کاهش نسبت 10-4( و )9-4های )اثر ضرایب هندسی بر همگرایی پاسخ در شکل

R/h  نین کاهش نسبت  شود. همییی حل خطی و ییرخطی میسبب افزایش همگراh/l     نیز اثر مشابه

 دارد.

 

 

 

 

 

 

 

 

  l/2*x=به همگرایی پاسخ  R/hاثر نسبت  (9-4شکل )

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  l/2*x=به همگرایی پاسخ  h/l( اثر نسبت 10-4شکل )
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طکور همان  د.شو( اثر تغییرات ویسکوزیته بر خیز عرضی برای بار متحرک مشاهده می11-4در شکل )

های شکل  است.  ماندامنه و میل نوسانات به حفر با افزایش زکاهش  ثر ویسکوزیته،  رود اکه انتظار می

نیز سبب   2Gو    1Gافزایش    دهند.را نشان می  2Gو    1Gبه ترتیب اثر تغییرات    ( نیز31-4( و )21-4)

 کاهش دامنه نوسانات خواهد شد.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  l/2*x=حرکیسکوزیته بر خیز عرضی در بار مت( اثر تغییرات و11-4شکل )

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  l/2*x=عرضی در بار متحرکبر خیز  1G( اثر تغییرات 21-4کل )ش
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  l/2*x=بر خیز عرضی در بار متحرک 2G( اثر تغییرات 31-4شکل )

 رانی: سرعت بح  -4-4

ه عبکارت اسکت از نسکبت خیکز کک   1های مختلف نمودار ضریب تقویکت دینکامیکیاگر به ازای سرعت

مکاکزیمم باشکد،  dlaآن ، برای مرکز پوسته رسکم شکود  سکرعتی ککه در استاتیکیبه خیز  کی  دینامی

ی ، از رابطکه0Pهای نازک تحت فشار استاتیکی ثابکت خیز استاتیکی برای پوسته  .سرعت بحرانی است

 .[49] شودزیر حاحل می

 

 

 

 

 

 

 

 های مختلفزای سرعتتحت بار متحرک به ا ی مرکز پوسته( ضریب تقویت دینامیک14-4شکل )

 
1 Dynamic Load Amplification 
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(4-1) 2

0 0
.sta

P R
W

Eh
=  

 بکالاترهکای ضریب تقویت دینکامیکی بیشکتر از سکرعت 51.7  بعد بی  توجه به نمودار فوق در سرعت  با

عت و سکر 15دهد، مقدار سرعت بحرانی اول ( نشان می1-3های جدول )است. نتایج محاسبات با داده

 هستند. m/s258و  m/s75 عادلباشد که ممی 51.7بحرانی دوم 

 .شودبررسی می ت بحرانیبر سرع h/lو نسبت  R/h، نسبت1G ،2Gه، اثر تغییرات ویسکوزیت در ادامه

 ( اثر تغییرات ویسکوزیته بر سرعت بحرانی4-4ل )جدو

η(Pa.s) 1.074e4 5.074e4 9.074e4 1.307e5 1.707e5 2.107e5 

 258 263 268 271 273 275  (m/s)بحرانی دوم سرعت 

 بر سرعت بحرانی 1G( اثر تغییرات 5-4ل )جدو

Pa)(1G 9.808e5 4.980e6 9.808e6 4.980e7 9.808e7 

 276 273 271 261 258  (m/s)سرعت بحرانی دوم 

 نیبر سرعت بحرا 2G( اثر تغییرات 6-4ل )جدو

(Pa)2G 2.45e6 2.45e7 2.45e8 2.45e9 2.45e10 

 254 258 271 276 277  (m/s)سرعت بحرانی دوم 

 

 

 

 

 

 

 

 

  حرانیسرعت ب بر R/h ( اثر تغییرات15-4شکل )
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 بر سرعت بحرانی h/lاثر تغییرات ( 16-4شکل )

شود افزایش ویسکوزیته با افزایش سرعت بحرانی همراه است، ( مشخص می4-4)-(6-4های )از جدول

دهد. توجه به شکل را افزایش میآن    2Gش  اما افزای  سرعت بحرانیباعث کاهش    1Gهمینین افزایش

 عت بحرانی خواهند شد.سبب کاهش سر نیز h/lو  R/hزایش مقدار ( اف16-4( و )4-15)

 بندی:جمع -5-4

هکای دوم و سکوم پرداختکه های اراده شده در فصلدر این فصل به بیان و بررسی نتایج حاحل از روش 

هکا بکه پارامترهکای خ و سرعت بحرانکی و حساسکیت آنهای طبیعی، پاس مربوط به فرکانس  شد. نتایج

 ی و تحلیلی حورت گرفت.ای بین نتایج عددچنین مقایسهشد. هم سیستم بررسی
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 مقدمه:  -1-5

حت بار متحرک ی ویسکوالاستیک با خیز نسبتا زیاد تپوستهنامه به حل تحلیلی و عددی  در این پایان

رخطی پوسته استخراج کلاسیک، معادلات حاکم بر ارتعاشات یی  پرداخته شد. در ابتدا، براساس تئوری

شد. این معادلات شامل مشتقات جزدی نسبت به متغیرهکای مککان و زمکان بکوده و بکه کمکک احکل 

هکای و فرککانس کردن معادلات، از تئوری ایتشاشات اسکتفاده بعد همیلتون استخراج شدند. پس از بی

حکورت یکز بکهدال سیسکتم نوچنین حکل مکعیین گردید. همطبیعی، پاسخ و سرعت بحرانی سیستم ت

 افزار انسیس اراده شد.عددی با کمک نرم

 نتایج:  -2-5

ایج بکا ی جکدار نکازک توسکط تئکوری کلاسکیک محاسکبه شکده و نتکفرکانس طبیعی برای پوسته  -1

 خطای کمتر از ده درحد دارند. ANSYSمحاسبات عددی انجام شده توسط 

فرکانس طبیعی  1Gر بزرگتر با افزایش اثری بر فرکانس طبیعی ندارد، در مقادی 1Gمقادیر کوچک    -2

 یابد.افزایش می

 .در فرکانس طبیعی اثر ندارد 1e1121e3<G>ی در محدوده 2Gی تغییر در مدول الاستیسیته -3

 فرکانس طبیعی خواهد شد.افزایش نسبت شعاع به ضخامت،سبب کاهش  -4

 طول، سبب کاهش فرکانس طبیعی خواهد شد.افزایش نسبت ضخامت به  -5

گاهی ساده و گیردار بررسکی شکده و شککل مکدهای اول و دوم فرکانس طبیعی در دو حابت تکیه  -6

 مقدار بیشتری دارد. اند. فرکانس طبیعی در حابت گیردارهرکدام گزارش شده

اند و رد بررسی قرار گرفتهنامه موثابت، سینوسی، خطی و متحرک در این پایان  چهار نوع بارگذاری  -7

، در سه نوع اول به جهت دارا بکودن معکادل اسکتاتیکی t*3=خیز عرضی پوسته در زمان    مقایسه بین

 یکسان حورت گرفت، بین آنها بار ثابت دارای خیز بیشتری است.
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رسکم دارای اول  نکوع بارگکذاری    سهب زمان برای هر  ، نمودار خیز عرضی برحسx*0.3=در مکان    -8

 یشترین و در بار سینوسی کمترین مقدار را دارد.ی نوسانات در بار ثابت بدامنهه است  شد 

رسکم ، ε2ی  خیز عرضی مرکز پوسته تحت بار متحرک برای سیستم خطی و ییرخطکی تکا مرتبکه  -9

 یتشاشی همگراست.و مشخص شد سیستم به ازای یک جمله از بسط اشده است 

یل نوسانات به حفر با افزایش ویسکوزیته سبب کاهش دامنه و م  انتظار استمورد  همان طور که    -10

 افزایش زمان است.

 ی نوسانات خواهد شد.، سبب کاهش دامنه2Gو  1Gی های الاستیسیتهافزایش مدول -11

امیکی برحسکب مککان بکه ازای سته هم از طریق رسم نمودار ضریب تقویت دینسرعت بحرانی پو  -12

جهول قرار دادن سرعت محاسبه رک و هم از طریق حل معادلات پاسخ با مهای مختلف بار متحسرعت

 باشد.می 51.7و سرعت بحرانی دوم  15مقدار سرعت بحرانی اول  شده است.

وی ایکن تغییرات بزرگتکری را داراسکت، بررسکی نتکایج ری به علت اینکه سرعت بحرانی دوم بازه  -13

 ب افزایش سرعت بحرانی خواهد شد.سرعت حورت گرفته است. افزایش ویسکوزیته سب

 شود.، سبب کاهش سرعت بحرانی می1Gی فزایش مدول الاستیسیتها -41

 شود.، سبب افزایش سرعت بحرانی می2Gی افزایش مدول الاستیسیته -51

شیب  R/hین روند در مقادیر کوچک شود. ا، سبب کاهش سرعت بحرانی میR/hنسبت افزایش   -16

 بیشتری دارد.

 شود.نی می، سبب کاهش سرعت بحراh/lافزایش نسبت  -17

 پیشنهادها: -3-5

 بررسی مسابه با تئوری های تغییر شکل  برشی

 بررسی مسابه تحت بار با سرعت متغیر

 به زمان با خواص وابسته FGبررسی استوانه 
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کولار ظاهر خواهند شد  بکرای ی سوم جملات س که در فصل دوم بیان شد در معادلات مرتبههمانطور  

 گیرد.های چندگانه حورت میبندی مسأبه به روش مقیاس تگی فرکانس به دامنه ، فرمولبیان وابس

 شود:  حل معادلات به حورت زیر در نظر گرفته می

 

 

 

 رتبه یک به حورت زیر خواهند بود:(، معادلات م30-2( و )29-2)روابط فوق در معادلات   ذاریبا جایگ 
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 :شودگرفته میهای طبیعی، حل به حورت زیر در نظر رای تعیین فرکانسب
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 دا نمود:توان بخش مکانی و زمانی آن را نیز جکه می
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، سکپس بکا حکفر قکرار داده شودده و در ماتریسی قرار را محاسبه کر 2aو  1aدو معادبه ضرایب در هر  

آینکد ککه دارای سکه مقکدار متفکاوت اسکت و بکا دست میبه β11دادن دترمینان این ماتریس، مقادیر  

 شود.متر حاحل میاحتساب علامت، شش جواب برای این پارا

 2aو    1aهای  رایهکه شامل دشود  تعریف می  V، سپس بردار  کنیمحل می  1aی اول را برحسب  معادبه

 .شودجایگزین میعدد یک  2aجای ی اول برحسب آن و به، حل معادبه1aجای هستند که به
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ش مقدار وجود دارد، در نتیجه حکل عمکومی بکه شککل زیکر ش  β11همانطور که توضیح داده شد برای

 د بود:خواه

 (7-)ابف
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 شود.با توجه به اینکه معادلات همگن بودند با اعمال شرایط مرزی حل کلی حاحل می

 از: ی دوم در این روش عبارتند بندی معادلات مرتبهفرمول
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( 10-ابط )ابکفرو  حاحل  ر معادلاتاگر د.  شوند گزین می( را در معادلات جای5-مشابه قبل روابط )ابف

 ، حفر خواهد شد. T0ωieی از بین رفته و ضریب جمله 1T، وابستگی معادلات به جایگزین شوند 

 

 (10-)ابف
1 1 2 1 2

2 1 2 2 2

A ( , , ) ( , )

A ( , , ) ( , )

X T T A X T

X T T A X T

=

=  

 

 شود:در نظر گرفته می در ادامه حل معادلات به این حورت
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 ( عبارتند از:  01-در  رابطه )ابف 2Aو 1Aضرایب 

 (12-)ابف
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( , ) Y [1] ( )

( , ) Y [2] ( )
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=

=  
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 شود:پس از جایگزینی روابط فوق در معادلات تعریف می

 (13-)ابف

1

1

( ) ( )

( ) ( )

m

P

n

m

P

n

U a n eq n

W b n eq n

=

=
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=




 

ن معادبکه، و تعکداد جمکلات موجکود در آ  mشوند ککه  معادلات جایگرین می  این روابط در هرکدام از

eq(n)  .معادبکه بکه همکراه 36جمله خواهد بود و در مجموع  18برای هر معادبه   خود آن معادبه است

 گردد.می شود که از حل این دستگاه معادلات جواب نهایی حاحلضریب مجهول ایجاد می 36

 ن روش عبارتند از:ی سوم در ایمعادلات مرتبه
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Abstract 

In this research, the mathematical and numerical analysis of viscoelastic cylindrical 

shells with moderately large deflection under moving load are presented. These 

equation are derived  using the Hamilton’s principle based on the classical plate 

theory. The kinematic of problem is according to the von-Karman strain-

displacement relations and the Hook’s law is used as the constitutive equation. The 

governing equations are a system of coupled nonlinear partial differential 

equations with constant coefficients. They are solved analytically with the 

perturbation technique and straight forward expansion method. The response of the 

system, the critical velocity and the natural frequencies, are determined for a given 

set of initial values. Finally, a parametric study is performed to investigate the 

effects of the various parameters such as the thickness, radius, modulus of 

viscosity and elasticity on the system response, natural frequencies and critical 

velocity. The results of natural frequencies are compare with the numerical method 

too. 

 

Keywords: Viscoelastic shell, Classical shell theory, Frequency analysis, 
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