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 ه مقدم -1-1

شود. این  می   یاست که شامل اثرات حرارت   ته یسیالاست  ی تئور  گسترش یافته در واقع   ته یسیترموالاست

بر روی مبحث  مطالعه    .[1]  است  کیو اجسام الاست  حرارتی  دانیم  نیب  تمربوط به فعل و انفعالا  تئوری 

آغاز شده    [ 2]   1885نیومان در سال  و    [ 1]  1837دوهامل در سال    با کارهای  کلاسیک   ترموالاستیسیته 

  .[3]  ایزوتروپیک پیشنهاد داده بودند را برای اجسام  خطی  ترموالاستیسیته غیر کوپل  است که معادلات  

که توسط    خطی  در تئوری ترموالاستیسیته غیرکوپلنقص    ن یغلبه بر اول  یبرا   [ 4]   1956بیوت در سال  

در واقع آن تئوری    را ارائه داد.   کوپل خطی کلاسیک  ترموالاستیسیته    ی تئور  ،ه بودارائه شد   دوهامل و نیومان

معادله انتقال    اینکه  اولاً  ی نداشت.سازگار  یکیزی با مشاهدات ف  بینی کرده بود که را طوری پیش   دهیدو پد 

سرعت    که  بود   ویسهماز نوع    معادله انتقال حرارت   . دوماً [3]  نبود گونه ترم الاستیکی  چیشامل هحرارت  

به  های ترموالاستیسیته تعمیم یافته  تئوری   ،هابعد   . ردکی م  ینیبش یپ  حرارتیامواج    یرا برا  نهایتانتشار بی

  [ 5]   1967لرد و شولمان در سال    .ند ارائه شد   ترموالاستیسیته غیرکوپل   یهایبردن کاست  ن یمنظور از ب

  ی برا  را به عنوان یک قانون جدید هدایت حرارتی  1تئوری ترموالاستیستیه کوپل شده با یک زمان آسایش

  شکل   از نوع موج  یتئور   نیا  انتقال حرارت دراز آنجا که معادله  توسعه داد.    هیفور   کیقانون کلاس   ینیگزیجا

در    یندزیو ل  نیگر  .کند ی م  نیرا تضم  مواج حرارت و الاستیکا  یمتناههای  است، به طور خودکار سرعت 

به  وابسته    ترموالاستیسیتهتئوری    ک ی  توسعه   یبرا   مسئله   ی رهایمتغ  ان یدر مرا  نرخ دما    [ 6]   1972سال  

تقارن باشد، نقض    ی مورد نظر دارا  جسمکه    یرا هنگام  هی فور  یحرارت  تیکه قانون هدا  اضافه کرد  نرخ دما

و همچنین سرعت انتشار امواج حرارتی نیز محدود باشد. این تئوری به تئوری ترموالاستیسیته با دو    نکند 

در مراجع    1993و    1992در سال های    یو نقد   ن یتحولات مرتبط توسط گرزمان آسایش مشهور است.  

به    مواد ایزوتروپیک همگن  تعمیم یافته در   تهیسی مدل ترموالاست  سه   ه به توسعآنها    آورده شده که  [ 8,  7]

 پرداختند.  3و نوع  2، نوع  1های نوع عنوان مدل 

 
1 Relaxation Time 
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،  حرارتی  تیهدا  ی کل  ی شامل تئور  که   رد یگیها را در بر م ده یاز پد   ی دسته بزرگ  تهیسیالاستترمواصطلاح  

  ع ی و اثر معکوس توز  ک یدر اجسام الاست  یحرارت  ان یتوسط جر  های ایجاد شده کرنش و    حرارتی   یهاتنش

بالای هواپیماهای فوق سریع  در زمینه هوانوردی، سرعت    .[4]  باشد می   کیشکل الاست  رییاز تغ  یدما ناش 

شود که  های حرارتی شدید میباعث ایجاد گرمای آیرودینامیکی شده که این به نوبه خود باعث ایجاد تنش 

ای، درجه حرارت  دهد. ثانیا، در زمینه هسته با کاهش حد الاستیک، مقاومت ساختار هواپیما را کاهش می 

گذارد. به  ای هستند، بر طراحی و عملکرد آنها تأثیر می ی هسته های بسیار بالا که منشاء راکتورهاو گرادیان 

های پیشرانه مانند موتورهای جت و موشک، درجه حرارت بالا همراه با  همین ترتیب، در توسعه سیستم

وسایل  های  فناوری های مشابه در  پدیده .  حرارتی ناخواسته است  هایایجاد تنش منشأ    فرآیندهای احتراق 

در معـرض دمـاهای بـالا و یـا تغییرات شدید دمایی  که    های بزرگ بخار، در توربینهاموشک و    نقلیه فضایی

های حرارتی و در  این شوک حرارتی باعث ایجاد تنششود. دیده می نیز و حتی در کشتی سازی   قرار دارند 

های تحت  حیط احتیاج به درک بهتری از پدیده انتقال حرارت در م  شود. بنابرایننهایت شکست آنها می 

لی در زمینه هدایت  ئباشد. برای مثال، گرمایش لیزری و نانوتکنولوژی باعث ایجاد مساشوک حرارتی قوی می 

 .  [10, 9]اند های کوچک شده حرارتی در مقیاس 

استفاده   مرزی  المان  و  محدود  المان  روش  دو  هر  ترموالاستیسیته خطی،  مسائل  عددی  تحلیل  در 

  [ 11]مرجع    در ای در یک صفحه ایزوتروپیک  لبه سازی ترک  اند. روش المان مرزی دوگانه برای مدل شده

شود. این روش برای  که دو معادله انتگرال مرزی مستقل )جابجایی و ترکشن( را شامل می   ه استارائه شد 

بارگذاری    شرایط تیک در  و رشد ترک شبه استا  [12]تحلیل ترک ترموالاستیک غیرکوپل در حالت گذرا  

. روش المان  ه استنیز ارائه شد   [ 14]در حالت سه بعدی    دارای ترکو همچنین مسائل    [13]ترمومکانیکی  

  مراجع   ای تحت بارگذاری حرارتی درمرزی برای محاسبه ضرایب شدت تنش برای یک ماده هدفمند صفحه 

برای محاسبه ضریب  پیشنهاد شده است. اسلامی، حسینی   [16,  15] تهرانی و همکارانشان این روش را 

ای ساکن در یک ناحیه  ها برای یک ترک لبه با استفاده از روش همبستگی تغییر مکان  شدت تنش مود یک

ولمان  ش -، لرد[ 17]های ترموالاستیسیته کلاسیک  بر اساس تئوری   حرارتی دو بعدی محدود تحت شوک  
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قدار ضریب شدت تنش  اینرسی و کوپل بر م  هایترم توسعه دادند. همچنین اثر    [ 19] لیندزی  - و گرین  [18]

ترموالاستیسیته تئوری  اساس  بر  لرد  و تعمیم   [20]  کلاسیک   مود یک  این مطالعات    - یافته  در  شولمان 

 .  ه استگزارش شد 

سازی ترک در مواد مرکب هدفمند در حالت ایزوتروپیک عرضی به وسیله  به مدل   [ 21]کاظمی و گلی  

نیز ضریب شدت تنش مود یک را برای    [ 22]   یافته پرداختند. زمانی و اسلامیروش المان محدود توسعه 

با در نظر گرفتن    حرارتیای تحت شوک  یک باریکه ساخته شده از مواد مرکب هدفمند شامل ترک لبه 

یک اغتشاش حرارتی موج  -دوم   اثر صوت  همچنین  تئوری ترموالاستیسیته کلاسیک محاسبه کردند. آنها

لرد-شود شکل که به عنوان صدای معمول )موج( شناخته می  بر اساس مدل  بر روی ضریب  -را  شولمان 

های تکین برای رصد  حاوی ترک عمودی بررسی کردند. در این مطالعه، المان   صفحه شدت تنش برای یک 

تنش   ناحیهمناسب  استفاده    در  ترک  غیرکوپل  شده  نوک  ترموالاستیک  تحلیل شکست  است. همچنین 

اثر عبارات مرتبه بالاتر    [ 23] دینامیکی یک ترک ساکن   توابع و  بر روی  غنی   در    مقدارسازی نوک ترک 

المان محدود توسعه  .  [24]  است  یافته گزارش شدهضریب شدت تنش محاسبه شده در چارچوب روش 

و همکارانش در ترموالاستیسیته شبه استاتیکی، برای    گلی یافته توسط  المان محدود توسعه   استفاده از روش 

 استشده نیز گزارش   کنشبا استفاده از انتگرال برهم  شدت تنش در مواد مرکب هدفمند  محاسبه ضرایب 

تنش    ضرایب  [26]  لی و همکاران  .[25] به    دینامیکی یکشدت  ترک داخلی  ترموالاستیک حاوی  نوار 

  .ند موازات سطح گرم شده را تحت تأثیر شوک حرارتی با تبدیل فوریه و تبدیل لاپلاس مورد بررسی قرار داد

در شرایط    مواردی کهدر مقایسه با    اینوسان کننده   و حالت  شدت تنش دامنه بالاتر  ضرایبآنها دریافتند که  

حرارت دارند. معمولی    فوریه  انتقال  آمدند  لی    بدست  و  لایه    [ 27] ونگ  یک  ماده  شکست  جنس  از 

علاوه    مورد مطالعه قرار دادند.  فوریه هدایت حرارتی  قانون  ر چارچوب  درا  پیزوالکتریک با یک ترک داخلی  

یک کامپوزیت    [ 28] ونگ و هان  .  بر مواد همگن، از قانون غیر فوریه در مواد غیرهمگن نیز استفاده شده است

نتایج نشان داد که  .  شار حرارتی مورد مطالعه قرار دادند   اعمال  تحت   در سطح مشترک را دو لایه با ترک  

استفاده از مدل  با    [29] ونگ  .  دهد ترک به طور قابل توجهی شار حرارتی محلی و توزیع دما را افزایش می 
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تاثیر وابستگی و عدم وابستگی خواص    به روش المان محدود،  ترموالکتریک   لایه از جنس مواد سازی یک  

فو و  ر روی دمای لایه و تنش حرارتی به وجود آمده در آن را مورد بررسی و تحلیل قرار داد.  ماده به دما ب

استفاده    با هسته فوم ترک خورده با   ی ساندویچپانل  در یک    حرارتیشدت شار    ضریب بر روی    [ 30]همکاران  

و هندسه ترک بر روی پاسخ   کوپلاثر خواص مواد، پارامتر  کار کردند. روش های تبدیل فوریه و لاپلاس  از

 .ه استشکست حرارتی مشاهده شد 

اسلامی   باطنی مدل    [31]و  طبق  باریکه  یک  در  تنش  و  جابجایی  دما،  امواج  انتشار  مطالعه  به 

و به این نتیجه رسیدند که اهمیت    هشولمان پرداخت-یرخطی حرارتی لردغترموالاستیسیته تعمیم یافته  

در مرجع    آنها  همچنین.  باشد دمایی زیاد می تحلیل غیرخطی برای مسائلی مناسب است که در آنها تغییرات  

  میدان دمایی و جابجایی این باریکهسازی دقیق شرایط مرزی حرارتی و اثرات آنها در پاسخ  به شبیه   [32]

ضخیم  جدار  یک کره  در  ته غیرخطی حرارتی  یبه بررسی پاسخ ترموالاستیس  [33] پرداختند. کیانی و اسلامی  

شولمان پرداخته و با نوشتن معادلات حاکم برای یک کره ایزوتروپیک همگن، به این  -بر اساس تئوری لرد

سازه دقیق  تحلیل  برای  حرارتی  خطی  تئوری  که  رسیدند  خصوص  نتیجه  به  گرمایی  بارهای  تحت  ها 

دماحرارتیهای  شوک  کوپل  اثر  کردن  لحاظ  نیست- ،  مناسب  بزرگ  آسایش  زمانهای  و  و  کرنش  رومن   .

از  [34]همکارانش   استفاده  فرمول   با  به  غیرخطی  الاستیک  مواد  مکانیکی  ترموالاستیسمدل  ته  یبندی 

دهد که در توزیع دما در دیواره  پرداختند. نتایج بررسی آنها نشان می  المان محدودبه وسیله روش  غیرخطی  

اثر   قابل ملاحظه می   تغییرات داخلی،  ایگناچاک  دمایی بزرگ  ایگناچاک  [35]باشد.  و    [ 36]، هتنارسکی 

مدلی ارائه کردند که بر اساس یک متغیر حالت مستقل جدید و جریان حرارتی الاستیک، منجر به یک  

داد. این کارها بر اساس تئوری ترموالاستیسیته تعمیم  معادله حاکم شده که اجازه رشد صوت دوم را می 

همکارانش   و  ابوالنور  بود.  پایین  دماهای  در  حرارتی  غیرخطی  یک   [37]یافته  معادلات  بعدی نیز 

آوردند.  های محدود و تغییرات دمایی بدست  ترموالاستیسته غیرخطی را در یک محیط پیوسته تحت کرنش

سپس با اعمال شرایط مرزی جابجایی، معادلات حاکم را از دو روش بسط مستقیم و مقیاس چندگانه حل 

روشنی   باشد.های مسئله مهم می کرده و به این نتیجه رسیدند که اثر کوپل حرارتی در تغییر جزئی شاخص
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با استفاده از روش المان محدود توسعه یافته و استخراج ضرایب شدت تنش در    [38]زرمهری و همکاران  

لیندزی به این نتیجه رسیدند که  -ده از تئوری گرینیک صفحه ایزوتروپیک تحت شوک حرارتی با استفا 

بر رو   یهاسرعت موج  اعمال    ه یاول  یهاشدت تنش به خصوص در زمان  ب یمقدار ضرا  ی تنش و حرارت 

محیط   ه محاسبهب   [ 39]  ن شاهسو.  دارد  یاد یز  ر یتاث  ی شوک حرارت تنش در یک    محدود   ضرایب شدت 

نقدی و با استفاده از روش المان  -تحت شوک حرارتی بر اساس تئوری ترموالاستیسیته گرین   ایزوتروپیک 

تئوری ترموالاستیسیته  برای  ضرایب شدت تنش  محدود توسعه یافته پرداخته و به این نتیجه رسید که  

با    [40] عصمتی  د.  شولمان بزرگتر هستن-اتلاف به صورت چشمگیر از نتایج مدلهای کلاسیک و لرد   بدون

ای به محاسبه ضریب  ترک خورده در معرض یک شوک حرارتی غیرفوریه   صفحهاستفاده از مدلسازی یک  

مچنین اثر زمان آسایش بر روی توزیع دما و  محدود توسعه یافته پرداخته و ه  المان شدت تنش به روش  

به بررسی رفتار    [41] زاده رخی  نظری و مهدی   . دادنیز مورد بررسی و مقایسه قرار  را  ضرایب شدت تنش  

-ترک در یک ماده ایزوتروپیک تحت شوک حرارتی پرداخته و ضرایب شدت تنش را بر اساس تئوری گرین 

های دیگر ترموالاستیسیته از جمله  نقدی و روش المان محدود توسعه یافته بدست آورده و نتایج را با تئوری 

 شولمان و کلاسیک مقایسه کردند.  -لرد

حرارت  در یک محیط با دمای بالا، خصوصیات حرارتی و مکانیکی مواد مانند مدول یانگ، چگالی،    

بر این اساس، هنگامی   .[45-42]  ، هدایت حرارتی و مقاومت کششی بسیار حساس به دما هستند مخصوص

که گرادیان درجه حرارت نادیده گرفته نشود باید در شرایط بارگذاری حرارتی، خصوصیات مواد وابسته به  

بر اساس مدل   تابعیغیر همگن و مواد نتایج تحقیقات مرتبط در مواد همگن، مواد . دما در نظر گرفته شود

سه نمونه  آزمایشی را بر روی    [ 46]به عنوان مثال، هان و وان  ند.  اکلاسیک فوریه گزارش شده حرارت    انتقال

، یک لایه سرامیکی تحت  حرارتی یک لایه سرامیکی تحت یک شوک    به ترتیب:   متفاوت   مرزی   شرایط تحت  

تابعی از دما  تمام خواص مواد  د انجام دادند.  یک شوک سر  تحتیک شوک سرد و یک پوشش سرامیکی  

  این مطالعات اهمیت ترکیب خواص مواد وابسته به دما را در مقاومت در برابر شوک حرارتی اند. فرض شده 

و   یافته نتایج نشان داد که سطح تنش حرارتی بطور قابل توجهی کاهش . د ندهمواد سرامیکی نشان می  در
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تا حد   دماشوک حرارتی مواد سرامیکی برای مدل وابسته به دما نسبت به مدل مستقل از  در برابر  مقاومت 

  اده متشکل از م  طویلرفتار دینامیکی غیرخطی یک سیلندر توخالی    [ 47]دای و رائو    یابد.زیادی بهبود می 

دما    (1FGM)  تابعی به  کردند.  را  معرض شوک حرارتی در  وابسته  سیلندر  این  در  واد  م   خواص  بررسی 

 اند.فرض شدهپواسون، وابسته به دما   نسبت به جز  FGتوخالی 

 

 

 نوآوری، فرضیات و هدف -1-2

تحت شوک    یک جسم دارای ترکگزارشی در مورد مطالعه رفتار  تاکنون  ده،  ام ش بنابر جستجوهای انج

اختلاف دمای ایجاد شده در جسم  که در آن    غیرخطی حرارتی  تئوری ترموالاستیسیته   با استفاده ازحرارتی  

 ، انجام نشده است.  نسبت به دمای مرجع قابل توجه است

نامه، محاسبه ضرایب شدت تنش برای ترکی در یک محیط محدود  این پایاناز انجام  هدف  بنابراین  

دما  ایزوتروپیک   به  وابسته  از   تی حرارتحت شوک  با خواص  استفاده  ترموالاستیسیته  با  کلاسیک    تئوری 

 شود.یافته حل می مساله با استفاده از روش المان محدود توسعه  همچنین .استغیرخطی حرارتی 

 باشند: اند، به شرح زیر مینامه لحاظ شدهفرضیاتی که در این پایان 

 .قابل ملاحظه است  مرجعاما تغییرات دما نسبت به دمای  ند ها بسیار کوچکتغییرشکل -1

 رفتار ماده الاستیک در نظر گرفته شده است. -2

 .  شده استاز نیروهای حجمی صرف نظر  -3

 .شده استمدل المان محدود به صورت دو بعدی در نظر گرفته  -4

شرح  کنش  انتگرال برهمرابطه  روش عددی المان محدود توسعه یافته و  ،  پایان نامهاین    فصل بعد   در

غیر خطی    کلاسیک   ابتدا معادلات حاکم با در نظر گرفتن تئوری ترموالاستیسیته اند. در فصل سوم  شده   داده 

 
1 Functionally Graded Material 
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ایزوتروپیک محیط  یک  برای  و ارائه    حرارتی  و    شده  شده  بعد  بی  ضعیف  شکل  از  استفاده  با  سپس 

اند که بتوان  آمده بدست  به فرم ماتریسی  شده  سازی آنها به وسیله روش گالرکین، معادلات کوپل  گسسته 

در فصل چهارم    .استفاده کردبرای حل مسئله  آنها  از    نیومارک در قلمرو زمانغیرخطی  روش  با استفاده از  

از معادلات بدست آمده در فصل قبل و   با استفاده  از  نیز  المان محدود توسعه  استفاده  چند مثال  روش 

بندی و حل معادلات مربوطه و  کلیه مراحل حل مسئله از جمله المان دوبعدی دارای ترک حل شده است.  

گیری و پیشنهاداتی ارائه  ر نیز نتیجه در فصل آخ.  شده استانجام    1متلب افزار  استخراج نتایج به کمک نرم 

. اند شده

 
1 MATLAB 



 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

  روش المان محدود توسعه یافته ودوم: فصل 

 کنش انتگرال برهم  رابطه
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 مقدمه  -2-1

هایی که دانشمندان در قرن بیستم به بشریت کردند، اختراع رایانه بود که  کمکیکی از بزرگترین 

با استفاده از مکانیک محاسباتی به    مرتبط بسیار کمک کرده است.به توسعه صنعت و تحقیقات علمی  

محدود و حجم    تفاضلهای  های جدید مانند روش المان محدود، روش عنوان نمونه، بسیاری از روش 

سنتی    مسائل ها، بسیاری از  اند. به لطف این روش توسعه یافته   رایانه محدود به سرعت همزمان با اختراع  

. مهمتر از همه، تعدادی از  کردبه صورت عددی شبیه سازی و تجزیه و تحلیل    وانترا می در مکانیک  

. همزمان با رشد و توسعه فناوری اطلاعات  توان الگوبرداری و حل کرد مهندسی و علمی را می  سائلم

نوین و علوم محاسباتی، مهندسی و علوم مبتنی بر شبیه سازی در کاوش اسرار علم به دانشمندان کمک  

های مهندسی یا توسعه محصول با قابلیت اطمینان  اجرای نوآوری   درو ابزاری مؤثر برای مهندس  کرده  

( تنها یکی از ابزارهای قدرتمند مهندسی و علوم مبتنی  1FEMکند. روش المان محدود ) بالا فراهم می 

 . [48]  بر شبیه سازی است

، مقالات و کتب بسیاری در این باره منتشر  50در اواسط دهه    FEMاز زمان ظهور اولین مقاله  

اند. داشته   FEMهای تجربی موفق و یک سری مقالات نقش مهمی در توسعه  شده است. برخی از گزارش 

  ه و تحلیل تجزی تأثیر بسیار زیادی در    FEMمحدود،    مبتنی بر المان   هایبا ظهور نرم افزار  1960از دهه  

. ظهور تعداد زیادی نرم افزار پیشرفته نه تنها نیاز مهندسی و علوم مبتنی  داشت  رایانه مهندسی به کمک  

  روش اگر  .  شودمی   روش اجزاء محدودخود  کند، بلکه باعث توسعه بیشتر  بر شبیه سازی را برآورده می 

FEM  مهم شاخه  چندین  رشد  کنیم،  مقایسه  بزرگ  درخت  یک  با  درخت  را  ایجاد    مانند به    این 

مرزی، روش بدون    هایالمان ترکیبی،    هایالمان  جمله استفاده ازن  م  FEMهای جدید در روش  قابلیت

 . [48] شده استباعث شکوفایی این درخت خاص  بوده که محدود توسعه یافته و غیره   المانشبکه، 

 
1 Finite Element Method 
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در تجزیه و تحلیل با استفاده از روش المان محدود معمولی، مدل فیزیکی که باید حل شود به یک  

با این حال    د.نشونامیده می   "مش"که معمولاً    شدهدر یک ترتیب خاص تقسیم  بهم  سری عناصر متصل  

  داشته باشند، وجود    بررسی ناحیه مورد  در    ...ها، حفره ها و  داخلی مانند ترک   عیوبهنگامی که برخی از  

با لبه هندسی نقص    المان از یک طرف، مرز    ند.نکرا ایجاد می   یمشکلات   مش بندی در روند   در  باید 

خواهد شد. از طرف دیگر، اندازه مش بستگی به اندازه هندسی    المان در  اعوجاج  باشد که باعث  تلاقی  

  بوده   ریزعیوب  های اطراف  در آن مش که    شده  مش  منجر به توزیع غیر یکنواخت  کهکوچک دارد    عیوب

به    عیوب اطراف    های ریز در مش   از طرفی   هستند.  درشت  باشند می   عیبدور از   هدر حالی که آنهایی ک 

روش  ها با استفاده از  این کاستی  رفع با هدف    . [48]  د ندهمحاسباتی را افزایش می   هایشدت هزینه 

روش جدید    [49]بلیچکو و مویز  ،  عیوبترک یا سایر  مسائل شامل  معمولی برای حل  المان محدود  

( را پیشنهاد دادند و پیشرفت مهمی در  1XFEM)  "روش المان محدود توسعه یافته"محاسباتی به نام  

طور مداوم بهبود و توسعه    به   XFEM  . در ده سال گذشته،معمولی ایجاد کردند   FEMپایه و اساس  

یافته و در حال حاضر به روشی قدرتمند و امیدوارکننده برای مقابله با مشکلات پیچیده مکانیک مانند  

 های ناپیوسته، تغییر شکل موضعی، شکست و ... تبدیل شده است.میدان

 

 (XFEM) توسعه یافتهروش المان محدود  -2-2

  لحاظ کردن پیوسته به عنوان پایه یک تابع شکل برای  استفاده از یک تابع نا  XFEM  در  ایده اصلی

بنابراین در محاسبات،    جابجایی( در حوزه محاسباتی است.  متغیرهای میدانی )به عنوان مثال  درپرش  

  مواجه برای  روش  این  در نتیجه    است.  بندی  ناپیوسته کاملاً مستقل از مش   میدانتوضیحات مربوط به  

ها بلکه برای  نه تنها برای شبیه سازی ترک   XFEM  مناسب است.  بسیار  مسائل در زمینه شکستبا  

مولی  مع  FEMاز  در هنگام استفاده    . همچنینشوداستفاده می   نیزشبیه سازی مواد ناهمگن با حفره ها  

 
1 Extended Finite Element Method 
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استفاده    ریزمانند میدان تنش در نزدیکی نوک ترک، باید از مش بسیار    تکینبرای مدل سازی میدان  

سازی،  شکل غنی  توابع در    هانابجایی ها یا  ترک   جابجایی معلومبا معرفی    XFEM  شود. با این حال در 

صفحه ای را    1–2شکل   را تحت یک مش نسبتاً درشت بدست آورد.  یرضایت بخش  پاسختوان یک  می 

توان به عنوان تابعی از طول  دهد. ضریب شدت تنش را می در لبه سمت چپ نشان می  ایبا ترک اولیه 

بدون استفاده از مش ریز در نزدیکی نوک ترک، ضریب    XFEM  شبیه سازیدر  .  ترک محاسبه کرد

تواند به خوبی با  می   های یکساناز المان   41در    41یک شبکه  محاسبه شده برای    (1SIF)  شدت تنش

 . [48] رابری کند حل تحلیلی ب

 

 

 [ 48]ضریب شدت تنش برای یک ترک استاتیکی در یک صفحه محدود :  1–2شکل  

 

 : [48]  توان به شرح زیر خلاصه کردرا می XFEM  با توجه به موارد فوق، خصوصیات و مزایای

های با هندسه پیچیده را  . ترک کند امکان مدل سازی و رشد ترک در داخل المان را فراهم می .1

بندی  به صورت المان به المان بدون مشتواند  های ساختاری مدل کرده و می توان با شبکهمی 

 دهد.دوباره رشد کرده که در نتیجه هزینه محاسباتی را تا حد زیادی کاهش می 

 
1 Stress Intensity Factor 
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اند به طوری که از  های ترک با درجات آزادی اضافی غنی شده های حاوی سطوح و نوک المان .2

شود.  استفاده میتابع شکل ناپیوسته برای گرفتن تکینی میدان تنش در نزدیکی نوک ترک  

 توان پاسخ دقیقی بدست آورد. بنابراین با استفاده از یک مش درشت می 

، نگاشت از متغیرهای میدانی پس از رشد ترک  FEMزنی دوباره در در مقایسه با تکنیک مش  .3

 ضروری نیست.  XFEM  در

مسائل    ای یا چند فازی به ویژهمسائل چند ماده   برای   XFEM  المان مرزی،در مقایسه با روش   .4

 مربوط به غیرخطی های هندسی و تماسی کاربرد دارد. 

 سازی آن در نرم افزارهای تجاری مانند آباکوس، انسیس و ... راحت است. پیاده .5

 دارای کاربردهای بسیار خوبی است. XFEMتمام ویژگی های بالا نشان می دهند که چرا  

 

 هایوستگ یناپ یساز یغن -2-2-1

در زمینه مکانیک شکست الاستیک خطی    یافتهتوسعه المان محدود    کاربرد روش در این بخش،  

نشان داده    2–2شکل  کند در  می تقسیم    مجزا  را به دو قسمتای  ناحیه که    ترک یک  .  ارائه شده است

آن  در  که  دهنده    𝛤𝑑  شده  است.سطوح  نشان  ناپیوستگی   ترک  سازی    میدان در    قوی   با هدف مدل 

که    غنی شده است   1علامت استفاده از تابع  محدود کلاسیک با    المان، تقریب  ترک  طول جابجایی در  

  شود ریف می بوده که به صورت زیر تع  منفی یک و در سمت دیگر آن    مثبت  آن در یک سمت ترک مقدار  

[50] : 

1   if    
( )

1   if    

X
H X

X

+

−

+ 
= 

− 
  )1-2( 

 
1 Sign Function 
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باشد توسط ترک  می   گره شود که المانی که شامل آن  غنی می   علامتبا تابع    1در صورتی یک گره 

 دهد.نمونه ای از این روش غنی سازی را نشان می  2–2شکل  . به طور کامل قطع شده باشد 

 

 

 علامتبه وسیله تابع  مشخص شده با مربع های قرمز   هایگره.  dΓو ترک  ها بندی المانمش:  2–2شکل  

 غنی شده اند. 

 

، تقریب  دهیم نشان می   𝐼𝐻که آنها را با    علامتتابع  های غنی شده با  مجموعه گره با استفاده از  

XFEM   [50]  شودبه صورت زیر نوشته می برای یک مسئله دوبعدی و دینامیکی در این حالت : 

 

( )( , , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )
H

h u u

i j j j j

i I j I

x y t N x y t N x y H x y H x y t
 

= + − u u a   )2-2( 

توابع   𝑁𝑖و   علامت درجات آزادی اضافه مربوط به تابع بردار  𝐚  بردار جابجایی، 𝐮  رابطه فوق که در 

 .هستند شکل استاندارد 

 

 
1 Node 
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 سازی نزدیک نوک ترک غنی -2-2-2

به منظور  کند.  نهایت میل می به سمت بی   میدان تنش حاصل از روابط تئوری در نزدیکی نوک ترک،  

بهتر   دما  تنش    ،جابجایی  میدان توصیف  می و  ترک،  نوک  نزدیکی  محدود    هایتقریب توان  در  المان 

توابع  این  ای از  مجموعه مهار شود.   عبارت حاکم در این روابط غنی سازی کرد که    ی را با توابع کلاسیک

فقط از  در مواد ایزوتروپیک  میدان دما  سازی    غنیبرای    . [51]باشند  می به صورت زیر    فوق   با ویژگی

 :   شوداستفاده می  این مجموعه  لتابع او 

1 2

3 4

( , ) sin , ( , ) cos
2 2

( , ) sin sin , ( , ) cos sin
2 2

F r r F r r

F r r F r r

 
 

 
   

= =

= =

  )3-2( 

نیز    3–2شکل    که در بوده  نوک ترک  نقاط نسبت به  قطبی  محلی  مختصات    𝜃و    𝑟  در این روابط 

داده شده است. توابع     𝐹توابع   همچنین  نشان  یا  معمولاً  ترک  نوک  نوک غنی سازی  نامیده    1نزدیک 

ناپیوسته    تنها تابع  𝐹1  توان دریافت که از این شکل می اند.  نشان داده شده   4–2شکل  در    که شوند  می 

در نوک ترک    𝐹1این واقعیت که ناپیوستگی  .  هستند   توابع پیوسته دیگر    تابع سه    بوده وترک    طول در  

 .  دهد می  المان را ازی نوک ترک در داخل مدل س به ما اجازه  ، شودمتوقف می 

 

 

 نوک ترک مختصات قطبی  :  3–2شکل  

 

 
1 Near-tip Functions 
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 [50] نزدیک نوکبع  : توا4–2شکل  

 

در اینجا به این صورت است سازی  استراتژی غنیدر نظر بگیرید.    5–2شکل  یک ترک مطابق  حال  

گره  المان که  شده های  قطع  کامل  طور  به  ترک  توسط  که  تابع    ،اند هایی  شوند    علامتتوسط  غنی 

باشند توسط هایی که شامل نوک ترک میهای المانطور که در بخش قبل توضیح داده شد( و گره )همان

 .  غنی شوند  نزدیک نوکتوابع 

 

 

 

 سازی برای ترک مرزی : استراتژی غنی5–2شکل  
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و مجموع    𝐼𝐻را با    علامت شده با تابع  های غنی، مجموع گره   𝐼ها را در مش با  اگر مجموع تمام گره 

های جابجایی و دما به شکل  نشان دهیم، تقریب میدان  𝐼𝑇را با    نزدیک نوکشده با توابع  های غنی گره 

 : [50]  خواهند شد زیر 

( ) ( )

( ) ( )

4

1

1 1

( , , ) ( , ) ( )

( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )

( , , ) ( , ) ( )

( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )  

H T

H T

h u

i

i I

u u m

j j j j k m m k k k

j I k I m

h T

i

i I

T T

j j j j k k k

j I k I

x y t N x y t

N x y H x y H x y t N x y F x y F x y t

T x y t N x y T t

N x y H x y H x y c t N x y F x y F x y



  =



 

=

 
+ − + − 

 

=

+ − + −



  



 

u u

a b

( )kd t

 (2-4 )  

𝑁𝑖  در رابطه فوق 
𝑢    و𝑁𝑖

𝑇   های جابجایی و دما، توابع شکل استاندارد مربوط به میدان  𝐚    و𝑐    به ترتیب

های  میدان  در های قطع شده توسط ترک  المانبرای    علامتدرجات آزادی اضافه مربوط به تابع  مجموعه  

هر یک از توابع  درجات آزادی اضافه مربوط به  مجموعه  نیز به ترتیب    𝑑و    𝐛  همچنین  و جابجایی و دما  

 د. نباش می  های جابجایی و دما( در میدان های شامل نوک ترکالمان )برای  نزدیک نوک 

 

 

 سط ترک های قطع شده توبرای المان گیری عددیانتگرال -2-2-3

در روش المان    و توابع نزدیک نوک  علامتتابع  با استفاده از  با توجه به غنی سازی توابع شکل  

کاملا  ترک )  توسط   برش خورده  هایگیری در المان ای به انتگرال محدود توسعه یافته، باید توجه ویژه 

استفاده از روش انتگرال گاوس  همچنین    ( برای جلوگیری از خطا شود.برش خورده یا نیمه برش خورده

توسط باربر و همکاران    1دیلانسی مثلث  روش  برای حل این مشکل،  شود.  ی می منجر به تخمین ضعیف

 
1 Delaunay Triangulation 
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بنابراین برای محاسبه انتگرال    . در نظر گرفته شده است  توسط ترک   برش خورده های  برای المان   [ 52]

هایی تقسیم بندی شوند که دیگر هیچ کدام توسط  ها باید به مثلث، این الماندر نقاط گوسی  عددی

بندی  برای مش   1گیری عددی از نرم افزار آباکوس سازی دقت انتگراله برای بهین  ترک قطع نشده باشند.

های مورد نیاز برای محاسبات در نقاط گوسی وارد  های برش خورده استفاده شده و سپس داده این المان 

 اند. شده متلب نرم افزار 

 : مجموعه نقاط در نظر گرفته شده برای مثلث عبارتند از

 رئوس المان  •

 نوک ترک  •

 های الماننقاط تلاقی ترک با لبه  •

شده توسط    قطع   هایالمان،  نشان داده شده است   6–2شکل  که در    فرآیند مثلث بندیاین  از    پس

 اند.   طع نشده شده که دیگر توسط ترک قتقسیم  چندین مثلث کوچک ترک به 

 

 

 

های قطع شده توسط ترک با کمک نرم المان  برای انتگرال گیری عددی در: استراتژی مش بندی  6–2شکل  

 اند.(نشان داده شده  قرمز و آبی های  بردار ترک به ترتیب با رنگ  بالا و پایین)نقاط گوسی در   افزار آباکوس

 
1 Abaqus 
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,f(X1تابع  یک    انتگرالاکنون مسئله   X2)    المان مساحت یک  روی  را  eΩ   که به    در نظر بگیریدnt  

,Ti  مثلث i = 1,2, … , nt  [53]  به صورت زیر نوشتتوان انتگرال را می این شود. تقسیم می : 

1 2 1 2 1 2 1 2

1

( , ) ( , )
e i

nt

T
i

f X X dX dX f X X dX dX


=

=    )5-2( 

مختصات محلی )مربوط به تک تک آنها( خواهیم    ها در با نوشتن این انتگرال برای هر کدام از مثلث 

 : [53] داشت

21 1

1, 2 1 2 1 2 1 2
0 0

( ) ( , )  
iT
f X X dX dX f X X J d d



 
−

=     )6-2( 

دت با  برابر  ن اکوبیژرمینان  که در آن  |  است  | 2 iJ A=    کهiA    مثلث از    iTها  مساحت هریک 

توان در شکل کلاسیک آن برای سمت راست این معادله استفاده  می   باشد. روش انتگرال گوس را می 

 : [53] که در نهایت خواهیم داشتکرد 

1 2 1 2 1 1 2 2 1 2

1

( , ) 2 ( ( , ), ( , ))
i

ngp
i j j j j j

T
j

f X X dX dX A f X X    
=

=   )7-2( 

آن  در  گوسی،  ngpکه  نقاط  و    jتعداد  وزنی  1تابع  2( , )j j j  =    گوسی نقاط  مختصات 

 د.  نباش می 

در    1ناهنجارهمچنین ذکر این نکته ضروریست که برای جلوگیری از به وجود آمدن ماتریس سفتی  

نیومارک در حوزه   از روش  با استفاده  از  زمان حل کردن دستگاه معادلات    استراتژی برای این  زمان، 

های برش خورده توسط ترک بر اساس تعریف ناحیه اطراف یک گره استفاده  ها در المانسازی گره غنی

مانی توسط تابع علامت  شود، گره تحت بررسی زمی   مشاهده  7–2شکل  طور که در  همان شده است.  

  بزرگتر باشد   2−10شود که مقدار بدست آمده توسط فرمول زیر از حد تلرانس مجاز  غنی می   علامت

  آورده شده است.  8–2شکل  در این زمینه در   مثالی. [54]

( )1 2min ,

total

A A
tol

A
   )8-2( 

 
1 Ill Conditioned Stiffness Matrix 
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 های کاملا برش خورده توسط ترک : استراتژی غنی سازی یک گره در المان7–2شکل  

 

 

 

 ای عبور کرده است. ای در یک المان زمانی که ترک از نزدیکی نقطه گره: اصلاح غنی سازی گره8–2شکل  

 

 

 J انتگرال -2-3

پدیده شکست را با استفاده از انتگرال کانتوری مستقل از مسیر    [ 55]   جان رایس   1968در سال  

نرخ رهایش انرژی در    است با  عادلانتگرال م  تجزیه و تحلیل کرد. وی ثابت کرد که این   Jبه نام انتگرال  

  ناحیه بر روی یک    Jانتگرال    9–2شکل  مطابق  دارای ترک.    ک جسم الاستیک )خطی یا غیرخطی( ی

 : [22] شود کوچک احاطه شده در نوک ترک به صورت زیر نوشته می 

( ) 1 2

1 1

  d
j j

ij i i j

u u
J SE KE qn d q

x x
  

+ −  +

  
= − + −  

  
    )9-2( 
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 [ 22]حول نوک ترک    Jانتگرال    ناحیه:  9–2شکل  

 

Γبه صورت    کانتور بسته آن    که در  = Γ1 + Γ+ + Γ− + Γ0   ،    𝑞    ،تابع وزنی𝐧    بردار یکه عمود بر

 باشند: مطابق زیر می بوده که  2ی جنبشی گالی انرژ چ KE  و 1ی کرنشی چگالی انرژ  SEسطح، 

1

2

m

ij ijSE  =   )10-2( 

1
u u

2
i iKE =   )11-2( 

های داخل دایره احاطه  برای تمامی گره   𝑞تابع وزنی    شده است،  نشان داده   10–2شکل  که در    همانطور

 (.در شکل های مشخص شده با رنگ قرمز )گره  باشد شده در نوک ترک دارای مقدار یک می 

 

 

رابطه های انتخاب شده حول نوک ترک برای محاسبه ضریب شدت تنش با استفاده از  : المان10–2شکل  

 کنش انتگرال برهم

 
1 Strain Energy Density 

2 Kinetic Energy Density 
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𝛆𝑚برابر   در رابطه فوق کرنش الاستیک )مکانیکی(  = 𝛆𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 − 𝛆𝑡ℎ𝑒𝑟𝑚𝑎𝑙  با فرض عاری  د. باش می

 رژانس خواهیم داشت: از تنش بودن سطوح ترک و اعمال قضیه دیو

( )
( )

1 1

1 1

 q dA
j j

ij i ij k
A A

i i k

u u SE KEq
J SE KE dA

x x x x x
   

    +    
= − + + −   

        
    

(12-2 ) 

 :توان نوشتبا بسط رابطه فوق می  

( )

( ) ( )

1

1

2

, 1

1 1 exp

J = 

       q dA

j

ij i
A

i

j j

ij i ij k
A

i k kimplicit licit

u q
SE KE dA

x x

u u SE KE SE KE

x x x x x

 

  

  
− + + 

  

     +  +   
  + − +   

           





  

(13-2 ) 

 : در نهایت با ساده سازی خواهیم داشت

(2-14 ) 

( )

( ) ( )

1

1

2

,

1 1

1 1 exp

 J = 

 q dA

j

ij i
A

i

j j

ij i ij

i

A

implicit licit

u q
SE KE dA

x x

u u

x x x

SE KE SE KE

x x

 

 

  
− + + 

  

  
+ 

   
  +  +   
 − −   

      





 

)  ترم
𝝏(𝑺𝑬+𝑲𝑬)

𝝏𝒙𝟏
)𝒆𝒙𝒑𝒍𝒊𝒄𝒊𝒕  ی کرنشی و جنبشی نسبت به  مشتق صریح چگالی انرژ𝒙𝟏   باشد.  می

خواص باید با توجه به قانون هوک و نسبت به مکان  از  زمانی که خواص ماده نسبت به مکان تغییر کند،  

ترم   [ 22] مشتق گرفته شود   این  اینجا  در  مکان  که  به  وابستگی خواص  دلیل عدم  گرفته    به  نادیده 

 شود.می 

برابر با  ی ترک  ی دارا در مکانیک شکست الاستیک خطی برای مسائل دو بعد   𝐺  1ینرخ رهایش انرژ 

 : [50]  باشد در حالت مد ترکیبی مطابق زیر می بوده که   𝐽انتگرال 

 
1 Strain Energy Release Rate 
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2 2 2

* *
+ +

2

I II IIIK K K
G J

E E 
 =   )15-2( 

 شود:به صورت زیر تعریف می  ∗𝐸ای،  و کرنش صفحه  ایصفحه  ت تنش برای حالا

* 2
   Plane Strain

  1

        Plane Stress

E

E

E






= −



  )16-2( 

 

 

 1کنش برهم انتگرالاستفاده از یب شدت تنش با امحاسبه ضر-2-3-1

کنش را برای محاسبه ضرایب شدت تنش روش انتگرال برهم  1980در سال   [56]یایو و همکاران 

 مود اول و دوم ارائه کردند.  

,𝐮)به صورت    2اصلی گیریم، حالت  ر می یک جسم دارای ترک در نظ  برایدو حالت تنش را   𝛆, 𝛔) 

کمکی  حالت  صورت  3و  ,𝐮𝒂𝒖𝒙)  به  𝛆𝒂𝒖𝒙, 𝛔𝒂𝒖𝒙)   تنش  که شدت  را    ضرایب  با  آنها  ترتیب  به 

(𝐾𝐼 , 𝐾𝐼𝐼)   و(𝐾𝐼
𝑎𝑢𝑥, 𝐾𝐼𝐼

𝑎𝑢𝑥)  دهیم. انتگرال  نشان می𝐽 ی جمع این دو حالت در بارگذاری درون  برا

 : [50]   با ای برابر خواهد شد صفحه 

(2-17 ) ( ) ( )
( )

2 2

( )

* *

2
 = 

aux aux

I I II IImain aux aux aux aux

I I II II

K K K K
J J J K K K K

E E

+
+ + +

= + + + 

 :دو حالت اصلی و کمکی به صورت زیر نوشت حسبتوان بر می   ار( 14- 2) ه رابطبنابراین 

 
1 Interaction Integral 
2 Main 
3 Auxiliary 
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( ) ( ) ( )( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

1

( ) 1

2

1

2

1 1

1

1

2

1

2

            

aux aux aux aux

ij ij j j kj kj kj kj i

main aux

A
iaux

k k i

aux aux aux aux

ij ij j j ij ij j j

i i

main aux

u u
x q

J dA
x

u u
t

u u u u
x x x x

SE KE

x

      

 

   

+

+

 
+ + − + +  

 = +
 

− +  

   
+ + + + + 

   



 + 
− 
   



 q dA
A








  )18-2( 

 :با بسط عبارت فوق به صورت زیر خواهیم داشت

(2-19 ) ( ) ( ) ( ) ( , )main aux main aux main auxJ J J M+ = + + 

ذکر شده در قبل    کمکیو    اصلی   دو حالتبرای    که  نامیده شده   کرنشانتگرال برهم   𝑀در رابطه فوق  

 : [22]  شودتعریف می مطابق زیر 

( )

( , )

,1 ,1 1 1 1

, ,1 , ,1 , 1 , 1

1

1 1
  

2 2

                     

main aux aux aux aux aux aux

ij j ij j kj kj i kj kj i k k i

iA

main aux

aux aux aux aux

ij i j ij i j ij j i ij j i

q
M u u u u dA

x

SE KE
u u u u qdA

x

         

   

+

 
= + − − − +   

  + 
 + + + −  

   


  )20-2( 

به صورت  (  𝐾𝐸𝑀و      𝑆𝐸𝑀)   چگالی انرژی کرنشی و چگالی انرژی جنبشی انتگرال برهم کنش  نوشتنبا  

 : زیر خواهیم داشت

( ) ( )M 1
2

2

aux aux aux aux

ij ij ij ij ij ij ij kk ij ij ijSE T           = + = = + −   )21-2( 

M aux

i iKE u u=   )22-2( 

 د: نشوبه صورت زیر نوشته می  𝑥1مشتق ضمنی دو عبارت فوق نسبت به  

 

,1 ,1 ,1

1 1 1 1

2

auxM M M M M
ij ij aux aux

ij ij ij ijaux

ij ij

M
aux aux aux aux

ij ij kk ij ij ij ij ij ij

SE SE SE SE T SE
T

x x x T x T

SE
T

T T T T

 
   

 

  
        

      
= + + = + +

       

   
= + − −

   

  )23-2( 
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,1 ,1

1 1 1

auxM M M
aux auxi i
i i i iaux

i

u uKE KE KE
u u u u

x u x u x
 

   
= + = +

    
  )24-2( 

 : [53]  همچنین می دانیم 

, 1 ,1

,1 ,1 ,1

, 1 ,1

,1 ,1 ,1

     ,        

    

aux aux

ij j i ij ij

ij ijkl kl ij ijkl kl ijkl klaux aux

ij j i ij ij

aux aux aux

ij ij ijkl kl ij kl kl

u
C C C

u

C

  
    

  

     

 =
=  = +

=

= =

  )25-2( 

در نهایت شود.  باشد، صرفنظر می تانسور سفتی میهای مولفه مشتق مکانی بیانگر که  𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙,1از ترم   

 خواهیم داشت:  (20-2)با قرار دادن روابط بدست آمده در بالا در معادله 

(2-26 ) 

, 1 , 1

( , )

,1 ,1 1

, ,1 , ,1 , 1 , 1

,1 ,1

  

      

              

j

aux aux
ij j i ij j i

main aux aux aux M aux

ij j ij j k k i

iA

aux aux aux aux

ij i j ij i j ij j i ij j i

u

M
aux aux

ij ij ij ij

u u

q
M u u SE u u dA

x

u u u u

SE

T



 

   

   

   


 = + − − +  

+ + +


− + +





,1 ,1

 
aux aux

i i i i

qdA

u u u u 

 
 
 
  
  

+ +  
  
  

 

ترم کمکی جابجایی در نوک    )مشتق زمانی میدان   𝐮̇𝒂𝒖𝒙  های شامل به علت وجود ترک ساکن 

𝝈𝒊𝒋,𝒊ترم شوند.  از رابطه فوق حذف می   ترک( 
𝒂𝒖𝒙    نیز که معرف مشتق مکانی از مولفه های کمکی میدان

 شود.باشد، با توجه به عدم وابستگی خواص ماده به مکان از رابطه فوق حذف می تنش می 

کنش به  سازی آن، فرمول نهایی انتگرال برهم ه و ساد   ( 26-2)   رابطه در نهایت با اعمال موارد فوق در  

 :آید صورت زیر بدست می 

(2-27 ) ( , )

,1 ,1 ,1   
M

main aux aux aux M aux

ij j ij j j j

iA

q SE
M u u SE dA u u qdA

x T
  

  
 = + − + −     
 

 :تم داش یخواه  ( 27- 2)و ( 19-2) ، (17- 2)ط رواببه با توجه 

(2-28 ) ( )( , )

*

2main aux aux aux

I I II IIM K K K K
E

= + 

𝐾𝐼)مود خالص اول    به عنواناگر حالت کمکی  
𝑎𝑢𝑥 = 1 , 𝐾𝐼𝐼

𝑎𝑢𝑥 = نظر گرفته شود، ضریب  در    (0

 : [50]  شودیر محاسبه می به صورت ز (28-2) استفاده از رابطه شدت تنش مود اول با 
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*

mode I
2

I

E
K M=   )29-2( 

𝐾𝐼)  اگر حالت کمکی به عنوان مود خالص دوم و همچنین   
𝑎𝑢𝑥 = 0 , 𝐾𝐼𝐼

𝑎𝑢𝑥 = در نظر    (1

  شود زیر محاسبه می   به صورت  (28-2)  از رابطهگرفته شود، ضریب شدت تنش مود دوم با استفاده  

[50] : 

*

mode II
2

II

E
K M=   )30-2( 

در روابط    E*باشند، مقدار لازم به ذکر است چون در این پایان نامه خواص ماده تابعی از دما می 

 شود. دمای نوک ترک محاسبه می   درفوق  

  

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 سوم: روابط حاکم فصل 
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 مقدمه  -3-1

، معادلات  حرکت ، شامل معادلات  قوانین اساسی ترموالاستیسیته، مشابه قوانین نظریه الاستیسیته

  های تنش میدان دما در یک پیوستار الاستیک منجر به    ات به طور کلی، تغییر  است.   ساختاریسازگاری و  

  طریق رابطه ساختاری از    ترموالاستیسیتهتأثیر میدان دما در معادلات حاکم  ضمن اینکه  .  شودحرارتی می 

شود، معادلات  را شامل می  فوریه حرارت  قانون کلاسیک انتقال    که   ترموالاستیسیته کلاسیکدر.  است

الاستیک ایزوتروپیک    یک جسماگر  بدان معناست که  .  [57]  باشند سهموی می -حاکم از نوع هذلولوی 

به تمام    اعمال شدهو همگن در معرض شوک حرارتی قرار گیرد، اثر شوک به طور لحظه ای از نقطه  

ترموالاستیک در    اغتشاش بدان معنی است که سرعت انتشار یک    فیزیکیاز نظر  .  می رسد جسم  نقاط  

نهایت است.  این حالت ترموالاستیسیته کلاسیک  با استخراج  این فصل    بی  تئوری  بر  معادلات حاکم 

 شود.غیرخطی حرارتی آغاز می 

 

 معادلات حاکم  -3-2

و    غیرخطی حرارتی برای یک محیط همگن  کلاسیکترموالاستیسیته    در این بخش، روابط اولیه 

 د. نشوارائه می با فرض تغییر شکل های کوچک ایزوتروپیک 

به صورت زیر    در غیاب نیروهای حجمی  نقطه از ماده در یک محیط پیوستهمعادله حرکت برای یک  

 : [58] است

(3-1 ) ,ij j iu = 

 : [58]  عبارتند از الاستیک خطی برای یک محیط  معادلات ساختاری

ij ijkl klD =   )2-3( 

 : [58]  ایزوتروپیک الاستیک خطی داریم برای مواد  یبا استفاده از معادله ساختار

( )=2ij ij kk ijT    + −   )3-3( 
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بارگذار می فرض  همچنین   فرآیند  تغییر شکل شود که تحت  باقی    هایی، محیط در محدوده  کوچک 

 : [58] از  عبارتند کرنش -بنابراین روابط جابجایی ماند.می 

(3-4 ) ( ), ,

1

2
ij i j j iu u = + 

از   استفاده  ی  ( 4- 3)و    (3-3)   ،(1-3)  معادلات با  به  پیوسته   حیط م  ک برای  ایزوتروپیک،  و  همگن  ی 

 رسیم: ی دما و جابجایی می هابرحسب میدان (1)معادلات ناویر  معادلات حرکت

( ), , ,i jj j ij i iu u T u    + + − =   )5-3( 

  دما-مدول تنش  𝛽  و  های لامهثابت  𝜇و    𝜆چگالی،   𝜌  تانسور کرنش، 𝛆تانسور تنش،   𝛔در روابط فوق  

شرایط تقارنی و برای یک ماده  با در نظر گرفتن  بوده که    4تانسور سفتی مرتبه  D همچنین    باشند.می 

 :[53] آید به فرم زیر در می الاستیک و ایزوتروپیک 

( )ijkl ij kl ik jl il jkD       = + +   )6-3( 

و به فرم زیر  یک تانسور مرتبه دوم  صورت  ای به  که با توجه به رابطه فوق و در شرایط کرنش صفحه 

 : [53]خواهد شد 

2 0

2 0

0 0

  

  



+ 
 

= +
 
  

D   )7-3( 

بط ریاضی توان حرارتی  ی غیرخطی حرارتی با رواترموالاستیسیته تئوری  ی وابسته به  استنتاج معادله انرژ 

 :[58] شود شروع می 

(3-8 ) ,i iQ q R= − + 

  تحمیلی در مرز   حرارتی  ی به محیط برابر مجموع شارکه کل حرارت ورود   کند رابطه فوق بیان می 

ترمودینامیک    دیگر با استفاده از قانون دوم  ازطرف  .استمحیط  سطوح و گرمای تولید شده در داخل  

 : [58]  توان به صورت زیر نیز نوشتدر بیان کلازیوس، توان حرارتی را می 

 
1 Navier Equations 
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(3-9 ) 
( )

ij

ij

ij ij

ij

ij

ds s s
Q Tds Q Ts T ds d dT

dt T

d dds ds dt dT
Q T T c

d dt dT dT dt dt


 


 
 



 
= → = = → = +

 

 = + = +

 

 : [58]  داریم 𝑅داخل    تولید شده درحرارت  درغیاب  (9- 3) و  ( 8-3) معادلات با مساوی قراردادن  

(3-10 ) ( ),i i ij ijq T c T  = − + 

فوریه    جایگذاریبا   در   در قانون  فوق  بر    رابطه  حاکم  انرژی  معادله  به    سیته ترموالاستیتئوری  نهایت 

 : [58] به فرم زیر می رسیم    ی همگن و ناهمسانگردیک محیط پیوسته برای    غیر خطی حرارتی  کلاسیک

(3-11 ) , 0ij ij ij ijT c T k T  + − = 

هدایت   𝑘منبع حرارتی،    𝑅بردار شار حرارتی،    𝐪توان حرارتی یا کل حرارت ورودی،    𝑄در روابط بالا  

  شوند.آنتروپی ویژه نامیده می  𝑠و  گرمای ویژه در کرنش ثابت  𝑐𝜀حرارتی،  

نسبت به دمای  تغییرات دما  را    𝑇  اگر  .باشد غیرخطی حرارتی می   𝑇𝛽𝑖𝑗𝜀𝑖̇𝑗ترم    ه فوقدر معادل

نظر    𝑇0مرجع   اینصورت    بگیریم، در  را  در  صورت  توان  می دما  𝑇0(1به  +
𝑇

𝑇0
تئوری  در    نوشت.   (

کوچک  𝑇0 خطی فرض که بر این بود که تغییرات دما نسبت به دمای مرجع   ترموالاستیسیته کلاسیک 

   1 >>بوده یعنی ترم 
𝑇

𝑇0
به آن پرداخته   پایان نامهاما در حالت غیرخطی که در این  شودصرفنظر می و  

 شود که این ترم کوچک نبوده و دارای تاثیری هرچند کم خواهد بود. شده است، فرض می 

بر پایه    انرژی   معادله در نهایت به   جابجاییمیدان  های  مولفه   بر حسب   ( 11-3) معادله  بازنویسی  با  

به صورت    برای یک ماده الاستیک و ایزوتروپیک  ی کلاسیک غیرخطی حرارتیترموالاستیسیته تئوری  

 رسیم: زیر می 

0 , ,

0

1 0i i ii

T
T u c T kT

T
 

 
+ + − = 

 
  )12-3( 

کوپل شده و نهایی  بنابراین معادلات  شود.  تغییرات دما نسبت به دمای مرجع فرض می   𝑇که در اینجا  

برای یک ماده ایزوتروپیک  ی کلاسیک غیرخطی حرارتی  ترموالاستیسیته   مسئله بر اساس تئوری  حاکم بر
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نیروهای حجمی و  و همگن   تولید شده در داخل(  )با فرض عدم وجود  زیر  حرارت  نوشته  به صورت 

 : شوند می 

(3-13 ) ( ), , , 0i jj j ij i iu u T u    + + − − = 

(3-14 ) 
0 , ,

0

1 0i i ii

T
T u c T kT

T
 

 
+ + − = 

 
 

 :به صورت زیر بیان کرد توان را می ( 14-3) و  ( 13-3) ت حاکممعادلادر حالت دو بعدی 

(3-15 ) 
( ) ( )

( ) ( )

1,11 1,22 2,21 ,1 1

2,22 2,11 1,12 ,2 2

2 0

2 0

u u u T u

u u u T u

      

      

+ + + + − − =


+ + + + − − =

 

(3-16 ) ( ) ( )0 1,1 2,2 ,11 ,22

0

1 0
T

T u u c T k T T
T

 
 
+ + + − + = 

 
 

 : [58] استزیر  رابطه تنش نیز به صورت 

( ), , ,ij i j j i k k ij iju u u T     = + + −   )17-3( 

 :شوند میزیر انتخاب پارامترهای بی بعد سازی به صورت ابتدا برای بی بعد سازی معادلات فوق، 

1 1 1 1 1ˆˆˆ ˆ ˆ;    t = ;    u ;    ;    i i i i

c c c c c

x x t u T T
x t u T

 


= = = =   )18-3( 

 بنابراین:

( )

( )
( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )

( )

2
,

, ,2 2

2 2

, ,2 2 2 2

ˆû
ˆ ˆ;     ;    

ˆ ˆ

ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ;    ;    ;   

ˆˆ

û
ˆ ;      

ˆ

i jc ii c i c
i j i jj

j c j cc j c j

c c
c c c c

j jj

j c j c c ccc j

c ii c
i

cc

uuu u u u
u u

x x x xx x x x

T T T TT T T TT T T T
T T T T

x x x x t t t tt tx x

uu u
u

t tt t

 
= = = =

  

    
= = = = = =

   

 
= =

 

( )
( )

2

2 2

, , ,2

ˆ

ˆ
ˆ ˆ;     u = u

ˆ

i c
i

c

i
i c c

i j i j i j

j c c c cc j

u u
u

t t

uu u u
u

x x t x tx x

=



= =

 

  )19-3( 

 اشت:د  اهیمخو (16- 3)  و  (15-3) م حاک تمعادلابا جایگذاری روابط فوق در 
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( ) ( )

( )
( )

1,11 1,22 2,21 ,1 12 2 2 2

2

22

ˆˆ ˆ ˆ ˆ2 0

2
2

c c c c c

c c c c c

b b b
cc b b

b b

c b b b

c b

c b
c b

c b

c c b
c

c b
b

b

u u u T u
u u u T u

x x x x t

T l
uu T

x l
x l

T T
T T

x l

u u l
t

t vl

v

      




 
 

→ + + + + − − =

 
= 

+= → 
+  =


 = → =




= → =
 
 
 

  )20-3( 

( )
( ) ( )

( )
( )

( )

1,11 1,22 2,21

2

,1 12

2

ˆ ˆ ˆ2
2 2 2

ˆ ˆ 0
2

1ˆ
2

1
ˆ=

2

ˆ
2

ˆ    

b b b b b b

b b b b b b b b b

b b b b b

b b b b

b b

b b

b

b b

b

T T T
u u u

l l l

T T l v
T u

l l

v

  
    

     


 

 

 
 

 
 

 
 






→ + + + +
+ + +

− − =
+


= +



 +

 
 =
 +

 =



  )21-3( 

بوده که به دلیل    در دمای مرجع مربوط به خواص ماده    𝑏، زیر اندیس  و پیش رو  بالاروابط  در  

 برای روند بی بعد سازی انتخاب شده است.وابستگی خواص ماده به دما 
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( ) ( )

( )
( ) ( )

( )

1,1 2,2 ,11 ,222

1,1 2,2 ,11 ,22

ˆ
ˆ ˆ ˆˆ ˆ(1 ) 0

1ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ(1 ) 0
2

2

1
ˆ

1
ˆ

1ˆ

c c c c
b

b c c c c

b
b

b b b b

b b

b b b b

b

b

b b b b

T T u T T
T u u C T k T T

T x t t x

T T u u c T k T T
l v

T

c

c c
c

k k
c l v







 





 


 

 


 

  

 




→ + + + − + =

+ + + − + =
+


= +




=


 
 =


 =



  )22-3( 

 باشد. پارامتر کوپل می  𝜅و    سرعت مشخصه در دمای مرجعطول و به ترتیب  𝑣𝑏و    𝑙𝑏که در بالا،  

در حالت دو بعدی به    حرکت و انرژی(کوپل  ت حاکم )معادلات  بی بعد شده معادلانهایی  بنابراین فرم  

 صورت زیر خواهد شد:

( ) ( )

( ) ( )

1,11 1,22 2,21 ,1 1

2,22 2,11 1,12 ,2 2

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ2 0

u u u T u

u u u T u

      

      

 + + + + − − =



+ + + + − − =


  )23-3( 

( )( ) ( )1,1 2,2 ,11 ,22
ˆˆ ˆ ˆ ˆˆˆ ˆ ˆ1 0T u u c T k T T + + + − + =   )24-3( 

 شود: معادله ساختاری نیز در حالت بی بعد مانند روند فوق به صورت زیر نوشته می 

( )

( )
( )

( )

, , ,

, , ,
ˆˆ ˆ ˆ

2 2

ˆ

ij i j j i k k ij ij

b b b b
ij i j j i k k ij b ij

b b b b

ij

ij

b b

u u u T

T T
u u u T T

T

     

 
     

   






= + + −

= + + −
+ +


 =



  )25-3( 
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ˆ ˆ ˆ(3 2 ) (3 2 ) (3 2 )
2 2

2
ˆ

b b
c c

c b b b b

b b

b

 
             

    

 
 



= + → = → = + = + → =
+ +

+
 =

 (3-26 )  

   :توان به صورت زیر نوشترا میبی بعد بنابراین فرم نهایی معادله ساختاری در حالت 

( ), , ,
ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ij i j j i k k ij iju u u T     = + + −   )27-3( 

 

 

 حاکم شکل ضعیف معادلات -3-3

استفاده  گسسته سازی گالرکین    معادلات حاکم، از روش به منظور به دست آوردن شکل ضعیف  

  های جابجایی وزنی میدان   ع معادلات فوق در تواب   لضرب گیری از حاصانتگرالبا  شود به طوری که  می 

(𝛿𝐮)   و دما   (𝛿𝑇)   از نوشتن  از اینجا به بعد برای ساده سازی  ت )خواهیم داش   روی دامنه تعریف شده

 (:شودصرفنظر می  ( ^)  بی بعد کننده مشخص  نماد 

( ) ( )

( ) ( )

1 1,11 1,22 2,21 ,1 1

2 2,22 2,11 1,12 ,2 2

2 0

2 0

u u u u T u d

u u u u T u d

       

       





  + + + + − −  = 


 + + + + − −  =  





  )28-3( 

( )( ) ( )1,1 2,2 ,11 ,221 0T T u u c T k T T  


 + + + − + =    )29-3( 

توان به صورت  را می، روابط فوق  )انتگرال گیری جزء به جزء(  برای مسائل ناپیوسته  گرینبا اعمال قضیه  

 : زیر باز نویسی کرد

( )

( )

1 1,1 1 1,2 1 2,2 1 2,1 1

1,1 1,1 1,2 1,2 1,1 2,2

1,2 2,1 1,1 1 1

2

- 2

0

u u u u u u u u u T

u u d u u d u u d

u u d u Td u u d

       

    

    

  

  

+ + + + −

+ − − 

− + −  =

  

  

  )30-3( 
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( )

( )

2 2,2 2 2,1 2 1,1 2 1,2 2

2,2 2,2 2,1 2,1 2,2 1,1

2,1 1,2 2,2 2 2

2

- 2

0

u u u u u u u u u T

u u d u u d u u d

u u d u Td u u d

       

    

    

  

  

+ + + + −

+ − − 

− + −  =

  

  

  )31-3( 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )1,1 2,2 ,1 ,1 ,2 ,2 ,1 ,21 0T T u u d c TTd k T T T T d k T T T      
  

+ + + + + − + =  

 (3-32 )  

با ساده سازی روابط فوق، فرم ضعیف شده معادلات حاکم در حالت بی بعد به صورت زیر در نوشته  

 : شوند می 

(3-33 ) 
( ) ( )

( )
1,1 1,1 1,2 1,2 2,1

1 11 12 1

1,1 2,2 1,1 1 1

2 u u u u u
d u n

u u u T u u

   
  

    

 + + +
 = + 

 + − + 
 

(3-34 ) 
( ) ( )

( )
2,2 2,2 2,1 1,2 2,1

2 22 21 2

2,2 1,1 2,2 2 2

2 u u u u u
d u n

u u u T u u

   
  

    

 + + +
 = + 

 + − + 
 

(3-35 ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1,1 2,2 ,1 ,1 ,2 ,2 1 1 2 21 T T u u c TT k T T T T d T q n q n      


+ + + + +  = + 

 

 

 

 معادلات حاکمسازی گسسته -3-4

المان  گسسته   ش رو  از   (35-3)و    ( 34- 3)،    ( 33-3)  انتگرالیسازی معادلات  برای گسسته  سازی 

های شامل نوک  و المانهای قطع شده توسط ترک  محدود توسعه یافته برای اعمال غنی سازی المان

توضیحات بیان شده در  مطابق  و دما    ای جابجاییهمیدان   درغنی شده  با استفاده از توابع شکل  ترک  

 : [50]  شودمی استفاده   فصل قبل
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( ) ( )

( ) ( )

4

1

1 1

( , , ) ( , ) ( )

( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )

( , , ) ( , ) ( )

( , ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )  

H T

H T

h u

i

i I

u u m

j j j j k m m k k k

j I k I m

h T

i

i I

T T

j j j j k k k

j I k I

x y t N x y t

N x y H x y H x y t N x y F x y F x y t

T x y t N x y T t

N x y H x y H x y c t N x y F x y F x y



  =



 

=

 
+ − + − 

 

=

+ − + −



  



 

u u

a b

( )kd t

 (3-36 )  

توان به صورت نمادی  های جابجایی و دما را می محدود غنی شده فوق برای میدان های المان  تقریب 

 مطابق زیر نوشت: 

( , , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )

( , , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )

h std hev tip

u u u

h std hev tip

T T T

x y t N x y t N x y t N x y t

T x y t N x y T t N x y c t N x y d t

= + +

= + +

u u a b

  )37-3( 

Nuفوق،    روابط در  
std    جابجایی،  میدان  ماتریس توابع شکل استانداردNu

hev    وNu
tip    به ترتیب ماتریس

NTباشند. همچنین  و نوک ترک می   علامتوابع  جابجایی مربوط به تمیدان  غنی شده    توابع شکل
std 

NT،  میدان دماماتریس توابع شکل استاندارد  
hev    وNT

tip    میدان  به ترتیب ماتریس توابع شکل غنی شده

 شوند: بوده که به صورت زیر تعریف می و نوک ترک  علامت مربوط به توابع  دما

 
( )

( )

( )

( )

std

u

1..4

hev

u

1..4

4

1tip

u 4

1 1..4

( , ) 0
N

0 ( , )

( , ) ( , ) ( , ) 0
N

0 ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) 0

N

0 ( , ) ( , ) ( , )

i

i i

j j j

j j j
j

k m m k k

m

k m m k k

m k

N x y

N x y

N x y H x y H x y

N x y H x y H x y

N x y F x y F x y

N x y F x y F x y

=

=

=

= =

 
=  
 

 −
 =
 −
 

  
−  

  =
  

−  
  





 (3-38 )  
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( )

( )

std

T 1..4

hev

T
1..4

tip

T 1 1 1..4

N [ ( , )]

N ( , ) ( , ) ( , )

N ( , ) ( , ) ( , )

i i

j j j
j

k k k k

N x y

N x y H x y H x y

N x y F x y F x y

=

=

=

=

 = −
 

= −  

  )39-3( 

های جابجایی و دما را نیز  ق توابع شکل استاندارد و غنی شده مربوط به هر یک از میدانتشهمچنین م

 توان به صورت ماتریسی مطابق زیر نوشت:می 

(3-40 ) 

( )

( )

( ) ( )

std

u

1..4

hev

u

( , )
0

( , )
B 0

( , ) ( , )

( , )
( , ) ( , ) 0

( , )
B 0 ( , ) ( , )

( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

i

i

i i

i

j

j j

j

j j

j j

j j j j

N x y

x

N x y

y

N x y N x y

y x

N x y
H x y H x y

x

N x y
H x y H x y

y

N x y N x y
H x y H x y H x y H x y

y x

=

 
 

 
 

=  
 

  
 

  

 
− 

 
 

= − 
 

  
− − 

   

( )

( )

( )

1..4

4 4

1 1

tip

u

4 4

1 1

4

1

( , ) ( ,
( , ) ( , ) ( , )

B 0 .....

( , ) ( ,
( , ) ( , ) ( , )

0

( , )
          ( , ) ( , )

j

k m
m m k k k

m m

k m
m m k k k

m m

k
m m k k

m

N x y F x y
F x y F x y N x y

x x

N x y F x y
F x y F x y N x y

y y

N x y
F x y F x y

y

=

= =

= =

=

    
− +    

    
=


   
− +        


−



 

 

( )

4

1

4 4

1 1 1..4

( ,
( , )

( , ) ( ,
( , ) ( , ) ( , )

m
k

m

k m
m m k k k

m m k

F x y
N x y

y

N x y F x y
F x y F x y N x y

x x

=

= = =




  

+   
   


    − +       

 

 
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( )

( )

( )

( )

std

T

1..4

hev

T

1..4

1
1 1

tip

T

1 1

( , )

B
( , )

( , )
( , ) ( , )

B
( , )

( , ) ( , )

( , ) ( , )
( , ) ( , ) ( , )

B
( , )

( , ) ( , ) (

i

i

i

j

j j

j

j j

j

k
k k k

k
k k k

N x y

x

N x y

y

N x y
H x y H x y

x

N x y
H x y H x y

y

N x y F x y
F x y F x y N x y

x x

N x y
F x y F x y N

y

=

=

 
 
 =
 
  

 
− 


 =
 

−  

 
− +

 
=


− +



1

1..4

( , )
, )

k

F x y
x y

y
=

 
 
 

 
  

  )41-3( 

روی دامنه تعریف شده برای هر یک از    𝛿𝑇و    δ𝐮توان روابط فوق را برای توابع وزن  به طور مشابه می 

 های جابجایی و دما به صورت زیر نوشت:میدان

( ) ( )

( ) ( )

4

1

1 1

( , , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

H T

H

h u

i i i

i I

u u m

j j j j k m m k k k

j I k I m

h T

i i i

i I

T T

j j j j k k k

j I

x y t N x y x y

N x y H x y H x y N x y F x y F x y

T x y t N x y T x y

N x y H x y H x y c N x y F x y F x y

 





  =





 = 

 
+ −  + −  

 

=

+ − + −



  





u u

a b

 
T

k

k I

d




 (3-42 )  

- 3)  تا   ( 33-3)آمده  با جایگزینی روابط بدست آمده در این بخش در فرم ضعیف معادلات حاکم بدست  

توان در نهایت آنها را به فرم ماتریسی به  سازی و مرتب کردن معادلات بدست آمده، می  و ساده  (35

 صورت زیر نوشت:

( )

UU UU UT

TT TT

0 0M 0 K K

C C0 0 0 K

u

TU TTT T T

           
+ + =           

           

u u u F

F
  )43-3( 
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( ) ( )  

 

UU enr enr

u u

TU enr enr TT enr enr

T u T T

UU enr enr UT enr

u u u T

TT enr enr

T T

M [N ]   [N ] d ,

C [N ] 1  1 1 0  [B ] ,      C [N ]  [N ] ,

K [B ] [D][B ] ,     K [B ] 1 1 0 [N ] ,

K [B ]  [B ] 

T

T T

TT T enr

T

T T d c d

d d

k d





 





 

 



= 

= +  = 

=  = − 

= 



 

 



  

(44-3 ) 

…]بالا نویس   فوق،  روابط در  ]T  و  برای یک ماتریس   نماد ترانهاده{𝐹𝑢}   و{𝐹𝑇}   به ترتیب بردارهای

 باشند. ای مربوط به میدان جابجایی و دما می نیروهای گیره 

 

 

 

 روش نیومارک -3-5

 : [59]های گام زمانی را بر اساس معادلات زیر توسعه داد  از روش  ایمجموعه نیومارک  1959در سال 

(3-45 ) ( ) ( )1 11i i i ix x t x t x + += + −  +    

(3-46 ) ( ) ( )( ) ( )2 2

1 10.5i i i i ix x t x t x t x + +
   = +  + −  +     

شخص کرده و همچنین  مرا  زمانی  تغییرات شتاب در هر گام    𝛾و    𝛽پارامترهای  در روابط فوق،  

  دارمق   ولاد. معمنکنمیزان پایداری و دقت روش را تعیین می 
1

2
ی  و بازه   𝛾برای    

1

6
≤ 𝛽 ≤

1

4
 𝛽برای    

تواند پایداری و دقت حل را ارضا نماید. ترکیب دو معادله فوق با معادله تعادل در پایان  می   موارددر اکثر  

𝑖در زمان  را    𝑥̈𝑖+1و    𝑥𝑖+1  ،𝑥̇𝑖+1  گام زمانی، اساس محاسبه مقادیر + مقادیر    با مشخص بودن  1

 . [59]  د ندهتشکیل می  𝑖در زمان    𝑥̈𝑖و   𝑥𝑖  ،𝑥̇𝑖  معلوم
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نیاز  به تکرار    ای حل آن ، بر(46-3)   و  (45- 3)  معادلاتانتهای  در    𝑥̈𝑖+1  ترمبه دلیل ظاهر شدن  

ح کرد که نیازی به  ای اصلا توان معادلات اصلی نیومارک را به گونه های خطی می است، اما برای سیستم 

 تکرار نداشته باشد که در ادامه به آن اشاره خواهد شد.

 

 1های خطی با روش شتاب متوسط ثابتسیستم -3-5-1

 به صورت زیر است:معادله حرکت برای یک سیستم غیراستاتیک 

(3-47 ) 1 1 1 1M C Ki i i ix x x F+ + + ++ + = 

  معادله از با استفاده شوند. ی سفتی نامیده م های جرم، میرایی و به ترتیب ماتریس K  و  M  ،Cکه در آن  

 : [59]به صورت زیر نوشت   𝑥i+1را بر حسب   𝑥̈i+1  توانمی   (46-3)

(3-48 ) 
( )

( )1 12

1 1 1
1

2
i i i i ix x x x x

t t  
+ +

 
= − − − − 

   
 

 : [59]ن نوشت  توای م ( 45- 3) معادله با جایگذاری رابطه فوق در 

(3-49 ) ( )1 1 1 1
2

i i i i ix x x x t x
t

  

  
+ +

   
= − + − + −   

    
 

𝑖  زمان  در  (47- 3)رکت سیستم  ح  لهدر معاد  (49- 3)و    (48-3)  روابط ر نهایت با جایگذاری  د + 1 

 : [59]خواهیم داشت  

(3-50 ) 1 1
ˆ ˆK i ix F+ += 

 که در آن: 

(3-51 ) 
( ) 2

1
K̂ K C M

t t



 
= + +

 
 

 

 
1 Constant Average Acceleration 
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(3-52 ) 
( )

1 1 2

1 1ˆ M C M 1 C

1
        1 M 1 C

2 2

i i i i

i

F F x x
t t t

t x

 

   



 

+ +

    
= + + + + −    

      

    
+ − +  −    

    

 

که    iو همچنین حالت سیستم در زمان   K و   M ،C های  ، ماتریس از خواص سیستم  𝐹̂و   K̂ن با دانست

𝑖ن  توان جابجایی را در زمامی   ،شوند مشخص می   𝑥̈𝑖و    𝑥𝑖  ،𝑥̇𝑖  با +  :[ 59]به صورت زیر محاسبه کرد    1

𝑖از رابطه فوق بدست آمد، سرعت و شتاب در زمان    𝑥𝑖+1بنابراین زمانی که   + ترتیب با  به    1

برای پایداری    𝛽و    𝛾شوند. همچنین پارامترهای  ی محاسبه م  ( 48- 3)  و  ( 49-3)معادلات  از  استفاده  

 .  [59]باشند می 25/0و  5/0 مقادیر  شرط در روش شتاب متوسط ثابت به ترتیب برابر باو بدون قید 

 

   1مستقیم  های غیرخطی با روش تکرارسیستم -3-5-2

روش   بخش،  این  سیستم  نیومارکدر  برای  ابتدا  در  شده  که  داده  توضیح    برای ،  بود های خطی 

غیرخطی  سیستم می های  داده  شرح  ماتریس  .شودنیز  از  هرکدام  تابعی  چون  سیستم  خواص  های 

در روش  باشد.  باشند، بنابراین در اینجا در هر گام به تکرار نیاز می می  𝑥𝑖+1غیرخطی نسبت به مجهول  

 : [60]باشد به صورت زیر می  ام r  در تکرار  حلتکرار مستقیم، 

(3-53 )  ( )    ( 1) ( )ˆ ˆK
r r

x x F
−  =

 
 

rبا استفاده از حل معلوم از تکرار    K̂که ماتریس   − آید. در هر گام با استفاده از اعمال  بدست می  1

جدید را بدست آورده و خطای آن را نسبت به   𝑥  شرایط مرزی و حل سیستم معادلات، مقادیر مجهول

کنیم که اگر مقدار این خطا از تلرانس مشخصی کمتر بود، این مقدار قابل قبول  تکرار قبل محاسبه می 

م. بنابراین  آوریجدیدی بدست می  𝑥معادلات را حل کرده و مقدار    بوده، در غیر اینصورت دوباره سیستم

 در شکل زیر آورده شده است:  تکرار مستقیم   فلوچارت حل مسأله با استفاده از روش نیومارک غیرخطی 

 
1 Direct Iteration Procedure 
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تکرار مستقیم   : فلوچارت حل مسأله با استفاده از روش نیومارک غیرخطی1–3شکل  

 خواندن هندسه،شرایط
 ورودی هایمرزی و داده 

 

 

 

 

 چک کردن همگرایی

 

 خیر بله

 گسسته سازی ناحیه به 
محدود   هایالمان   

 

 ها غنی سازی گره

 XFEMبا روش   

 

 های محاسبه ماتریس

  M  ،C   وK 

 

اعمال روش نیومارک  
 غیرخطی

 XFEMبا روش   

 

شدت تنش با  ضرایبمحاسبه 

 کنشروش انتگرال برهم 

 ها نمایش خروجی



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 فصل چهارم: نتایج و بحث 
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 مقدمه  -4-1

ی پیشنهادی، چندین مثال به صورت  به منظور نشان دادن عمکلرد روش المان محدود توسعه یافته 

نیومارک برای  و صحت عملکرد روش  مثال اول برای نشان دادن دقت  اند.  عددی بررسی و تحلیل شده

  گی . در مثال های بعدی اثر وابستارائه شده استدر حالت غیرخطی بودن معادلات حاکم    حل مسائل

به دما و تاثیر آن در ضرایب شدت تنش و دمای نوک ترک بر اساس  تشکیل دهنده صفحه خواص ماده  

بررسی    در حالات مختلف بارگذاری و مکان ترکغیرخطی حرارتی    کلاسیک  تئوری ترموالاستیسیته

از نرخ تولید حرارت داخلی و    عایق فرض شده و  به صورت  ترک   ی عددیهادر تمامی مثال اند.  شده

شده  ن صرفنظر  حجمی  المان یروهای  از  همچنین  گره است.  چهار  کرنش  های  شرط  با  لاگرانژین  ای 

های مثال متن  در    ̂   بی بعد   ذکر این نکته ضروری است که از نوشتن نماد  ای استفاده شده است.صفحه 

 صرفنظر شده است.  در نوشتن  دلیل سادگی این بخش به  

 

 

 تحت شوک حرارتی  لایهیک  -4-2

تکرار    غیرخطی  در اعمال روش نوشته شده  و صحت کد  دقت    بررسی اولین مثال در این بخش برای  

انجام    ،مسائل غیرخطی بر اساس تئوری ترموالاستیسیته کلاسیک غیرخطی حرارتی   بر روی  مستقیم 

در نظر گرفته    1–4شکل    مطابقبعد  در فضای بی ایزوتروپیک و همگن  یک بعدی  لایه  شده است. یک  

رایط ، ش باشد می  [31]برگرفته از مقاله باطنی و اسلامی    عددی  این مثالبا توجه به اینکه  شده است.  

  لبه سمتدر    xمحور    با درنظر گرفتن مبدا.  باشند می مقاله  اولیه و مرزی و خصوصیات ماده مطابق با آن  

𝑇0  آن به مقدارو دمای اولیه    چپ این لایه = شوک حرارتی از نوع تابع پله  ابتدا  ،  بعد در فضای بی   1

𝑇(𝑡)صورت    بهواحد   = 𝐻(𝑡)    اعمال    آن  با فرض عاری از تنش بودن  لایهچپ این  لبه سمت  به

خصوصیات  در این مثال  مقید شده و عایق حرارتی در نظر گرفته شده است.    آن سمت راست    لبه   شود.می 

،  1و پارامتر کوپل به ترتیب  ، سرعت موج گرما  سرعت موج تنشاند که  ماده طوری در نظر گرفته شده
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بی   05/0و    1 باشند در فضای  ثابت در حالتاز روش  .  بعد  تکرار    غیر خطی  نیومارک شتاب متوسط 

کوپل شده استفاده شده است.    حرارتی   غیر خطی   ترموالاستیسیته کلاسیک   معادلاتمستقیم برای حل  

،  0.25  بی بعد زمان    سه در  غیر خطی  حالت  در    لایه در طول    و تنش   جابجایی،  دما  مقادیر در نهایت،  

همانگونه    اند.شده  ارائه  4–4  شکل  و   3–4شکل    ،2–4شکل    در به ترتیب  و    بدست آمده  2.5و    0.75

  که موید   شود مشاهده می  [ 31]  مرجع   و نتایج  بدست آمدهنتایج  بین  شود، اختلاف کمی  که مشاهده می 

 و دقت کد نوشته شده است. صحت

 

 به سمت چپ آندر لواحد  تحت شوک حرارتی از نوع تابع پله   لایه: یک  1–4شکل    

 

 

  حرارتی  بر اساس تئوری ترموالاستیسیته کلاسیک غیر خطی  لایهبی بعد در طول  ی  : توریع دما2–4شکل  

 سه زمان مختلف در  

 

𝜎. 𝑛 = 0 

∇𝑇 = 0 

𝑢 = 0 

𝑇 = 𝐻(𝑡) 

𝐿 

𝑥1 
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 بر اساس تئوری ترموالاستیسیته کلاسیک غیر خطی  لایه بی بعد در طول  جابجایی  توریع  :  3–4شکل  

 سه زمان مختلف در    حرارتی

 

 

 

  حرارتی  بر اساس تئوری ترموالاستیسیته کلاسیک غیر خطی  لایهبی بعد در طول  تنش  توریع  :  4–4شکل  

 سه زمان مختلف در  
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 ای تحت شوک حرارتی صفحه مستطیلی دارای ترک لبه -4-3

نوشته شده   بررسی دقت و صحت کد  برای  مثال  تنش  حالت  در  دومین  استخراج ضریب شدت 

یک صفحه  انتخاب شده است.    [ 22]  در مرجع   اسلامی مقاله زمانی و  از    حرارتی در یک مسئله دینامیکی

با فرض برقرار بودن شرط    در نظر گرفته شده است.  5–4شکل    مطابق   ایلبه   ترک   مستطیلی دارای 

بعد به ترتیب  در فضای بی  نسبت طول به عرض صفحه و طول ترک به طول صفحه   ای،کرنش صفحه 

  برابر با
𝑊

𝐻
= و    0.25

𝑎

𝑊
= در این مثال    هخواص ماد اند.  شده انتخاب    [41]مطابق با مرجع      0.5

𝐸:  [16]عبارتند از   = 200 (GPa)  ،𝜐 = 0.3  ،𝛼 = 6.68 × 10−6 (
1

𝐾
)  ،𝑘 = 17 (

W

mK
)  ،

𝜌 = 7833 (
Kg

m3
𝑐𝜀و    ( = 461 (

J

Kg K
طول مشخصه و سرعت مشخصه در این مسئله  همچنین  .  (

𝑙𝑏  مقادیر  به ترتیب برابر با = 10−3 (m)   و𝑣𝑏 = 0.00470782 (
m

s
 .اند فرض شده  (

 

 

 تحت شوک حرارتی در سمت چپ  ایلبهصفحه مستطیلی دارای ترک  :  5–4شکل  

 

𝑎 

𝑊 

𝑥1 

𝑥2 

𝑻 

𝐻
/2

 
𝐻

/2
 



48 

𝑇0دمای اولیه  برای اعمال شوک حرارتی، صفحه در ابتدا در   = 273 K   نگه داشته شده و سپس  

𝑇مقدار    ا شود. بنابراین شوک حرارتی بخنک می صفر کلوین  دمای لبه سمت چپ آن تا    ناگهان = −1  

شود. سایر لبه های این صفحه عایق حرارتی  ه لبه سمت چپ این صفحه اعمال میب در فضای بی بعد  

  استفاده شده است. ای با ابعاد یکسان  گره   4المان    9751برای مش بندی این صفحه از  اند.  فرض شده 

های استفاده شده است. همچنین ترم   روش نیومارک شتاب متوسط ثابت  ،برای حل مسئله در حوزه زمان

حل   در  نیز  اینرسی  و  مرجع    مسئله این  کوپل  خلاف  تئوری  .  اند شده   لحاظ  [ 22] بر  از  استفاده  با 

𝑡زمان بی بعد  ی مود اول تا  ترموالاستیسیته کلاسیک خطی، ضریب شدت تنش حرارت  = استخراج    0.6

  [ 61]نتایج حل تحلیلی در مرجع  با  بدست آمده    نتیجه . با مقایسه  است  نشان داده شده  6–4شکل  در    و

، تطابق  [22]در مرجع    اسلامیزمانی و  روش المان محدود توسعه یافته توسط  حل عددی توسط  و  

 شود.این حالت مشاهده می خوبی در 

 

 

 : تاریخچه زمانی ضریب شدت تنش مود اول در مثال دوم صحت سنجی6–4شکل  
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 متقارن شوک حرارتیای تحت دارای ترک لبهمستطیلی صفحه  -4-4

نسبت طول به عرض صفحه و طول ترک  با    ایزوتروپیک و همگنیک صفحه مستطیلی  در این مثال  

به طول صفحه به ترتیب برابر با  
𝑊

𝐻
= و    0.25

𝑎

𝑊
=   5–4شکل  در فضای بی بعد مطابق با     0.5

𝑊  این مثال و مثال های بعد   برایدر نظر گرفته شده است.    ( مثال قبل)شکل   = 1،  𝐻 = 𝑎  و   4 =

لبه سمت چپ سپس  . شده استکلوین فرض   500برابر با  . دمای اولیه این صفحه اند انتخاب شده  0.5

ناگهانی  )لبه ترک   آن بتا دمای صفر کلوین خنک  دار( به طور  بنابراین شوک حرارتی  و  مقدار    اشده 

𝑇(𝑡 > 0) =   شده در اینجا فرض    شود.به لبه سمت چپ این صفحه اعمال می بعد  بی در فضای    1−

که ضریب انتقال حرارت سطح نامحدود بوده به طوریکه شدیدترین بارگذاری ناشی از شوک حرارتی به  

عایق حرارتی  بدون هیچ گونه قید مکانیکی و به صورت  فحه  سطوح دیگر این ص  شود.وارد می سطح  

 مسئله در نظر گرفته شده است.حل ای در شرط کرنش صفحه  .اند شدهفرض 

در نظر گرفته شده است که خواص آن وابسته به دما بوده    ZrO2جنس ماده تشکیل دهنده صفحه  

 : [62] شوند و از روابط زیر تعیین می 

3 6 2

4 2 7 3

6 9 12 2

3 3

3

( ) 1.71 0.21 10 0.116 10 [ / (  )]

( ) 274 0.795 6.19 10 1.71 10 [ / (  )]

( ) 13.31 10 18.9 10 12.7 10 [1/ ]

( ) 3657 / [1.0 ( )( 300)] [ / ]

( ) 132.2 50.3 10 31.4 10

k T T T W m k

c T T T T J kg K

T T T K

T T T kg m

E T T



 

− −

− −

− − −

− −

= +  + 

= + −  + 

=  −  + 

= + −

= −  −  6 2[ ]

0.333

T GPa

 =

 )1-3( 

𝑅  ثابت  انتخاب شعاع انتگرال بر هم کنش با   = 𝑡انتهایی    زمان  و  0.1 = های زمانی  با گام   2

∆𝑡 = المان  0.02 برای چند مش بندی    ای ، آزمون همگرایی مش گره   4های یکسان  و استفاده از 

  مود یک   مقدار ضریب شدت تنشبر    هاتاثیر آنکه  انجام شده  جهت انتخاب مش مناسب    صفحه مختلف  

  طبق آزمون همگرایی اند.  شده    نشان داده   8–4شکل  و    7–4شکل  در    به ترتیب و دمای نوک ترک  

50مش یکنواخت  ،  انجام شده × ایده عنوان  به    200 انتخاب ومش  های  برای این مثال و مثال   آل 

های مختلف  شود. همچنین تاثیر شعاعدر نظر گرفته می   باشند()که ابعاد صفحه در آنها یکسان می   بعدی
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نشان داده شده است.   9–4شکل  نیز در  ضریب شدت تنش مود اول    مقدار  در  کنشبرهم  ناحیه انتگرال 

 .اند و پارامتر کوپل نیز لحاظ شده   اینرسی ترم  ، اثر  انجام شده  اتمحاسبتمامی  در  شایان ذکر است که  

طول مشخصه    h) که    1.5h  بزرگتر از  کنشانتگرال برهم   هایشعاع   برایشود،  طور که مشاهده می همان

مقدار شعاع  در همین راستا،  شود.تغییر خاصی در ضریب شدت تنش مشاهده نمی باشد(یک المان می 

در حل مسائل عددی    فرضهای بعدی به عنوان مقدار پیشبرای این مثال و مثال   3hکنش  انتگرال برهم 

شکل  در    نیزشدت تنش  ب  در مقدار ضری  𝑡∆همچنین تاثیر گام زمانی    شود.می در نظر گرفته  این بخش  

کنش و گام زمانی مناسب، مسئله  ، شعاع انتگرال برهممشبعد از انتخاب نشان داده شده است.  10–4

که  فعلی با استفاده از روش المان محدود توسعه یافته در دو حالت خطی و غیرخطی حرارتی زمانی  

 باشند مورد تحلیل و بررسی قرار گرفته است. مستقل از آن می   خواص وابسته به دما و

 

 

بر اساس تئوری   مود اولهای مختلف مش صفحه در مقدار ضریب شدت تنش  : تاثیر اندازه7–4شکل  

 حرارتی در حالت خواص وابسته به دما   ترموالاستیسیته کلاسیک غیرخطی

 



51 

 

 تهیسیترموالاست  ی نوک ترک بر اساس تئور  یدما   مقدارمختلف مش صفحه در   یهااندازه  ر یتاث:  8–4شکل  

 ته به دما در حالت خواص وابس  یحرارت  یخطریغ  کیکلاس

 

 

کنش در مقدار ضریب شدت تنش بر اساس تئوری های مختلف ناحیه انتگرال برهم: تاثیر شعاع9–4شکل  

طول مشخصه یک المان   hی حرارتی در حالت خواص وابسته به دما )ترموالاستیسیته کلاسیک غیرخط

 باشد.(می
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بر اساس تئوری ترموالاستیسیته    مود اول در مقدار ضریب شدت تنش   𝐭∆گام زمانی : تاثیر  10–4شکل  

 ی حرارتی در حالت خواص وابسته به دما کلاسیک غیرخط

 

  11–4شکل  بعد که در  با توجه به نمودار تغییرات دمای نوک ترک بر حسب زمان در فضای بی 

دمای نوک ترک    که خواص ماده وابسته به دما باشند،  غیرخطی و زمانی   در حالتی ترسیم شده است  

خواص ماده تشکیل دهنده  وابستگی  اثیر  تهمچنین    شود.کمی زودتر به حالت پایدار خود نزدیک می 

روی   بر  دما  به  اولمقدار  صفحه  مود  تنش  ترموالاستیسیته کلاسیک    ضریب شدت  تئوری  اساس  بر 

همان طور که مشاهده  است.    شده   ارائه  12–4شکل    درغیرخطی حرارتی و مقایسه آن با حالت خطی  

زمانی که خواص ماده مستقل از دما باشند، حالت غیرخطی با حالت خطی اختلاف ناچیزی  شود،  می 

 . شودداشته اما زمانی که خواص ماده وابسته به دما باشند، این اختلاف بیشتر می 
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  تهیسیترموالاست  یبر اساس تئور  دمای نوک ترک   ی خواص ماده به دما بر رو  یوابستگ  ری تاث: 11–4شکل  

 یحرارت  یخطریو غ  یخط  کیکلاس

 

 

بر   وابستگی خواص ماده به دما بر روی مقدار ضریب شدت تنش مود اول : تاثیر وابستگی و عدم  12–4شکل  

 حرارتیخطی و غیرخطی  ترموالاستیسیته کلاسیک    اساس تئوری
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حرارتی هدایت  می فوریه    کلاسیک  قانون  کهبیان  ماده    کند  در  حرارت  انتشار  نامحدود  سرعت 

صفحه    ، بلافاصله تمام نقاطگیرد می که صفحه در معرض شوک حرارتی قرار  زمانی  ،. بنابراینباشد می 

به همین علت است که از همان ابتدا ضریب شدت تنش مود اول  متوجه این اغتشاش حرارتی شده و  

با رسیدن موج الاستیک به   شود.کرده و بنابراین ترک کم کم باز می به طور یکنواخت شروع به افزایش 

در این حالت، سرعت موج الاستیک نیز    زیرا  کند می در این حالت، این افزایش ادامه پیدا   نوک ترک نیز 

.  کند با آن تغییر می  بنابراین تابعی از تغییرات دمای صفحه بوده وبه دلیل وابستگی خواص ماده به دما  

𝑡در مقابل در حالت عدم وابستگی خواص ماده به دما، روند افزایشی اولیه تا زمان   ≈ در جریان    0.5

0.5بوده و سپس در فاصله زمانی   < 𝑡 < توان به  ماند. علت این امر را می می تقریبا بدون تغییر     1.5

وباره آن نسبت  اثر عبور موج الاستیک از نوک ترک تا زمان برخورد آن به لبه سمت راست و برگشت د

بر روی ضریب شدت تنش  بخشی کمتری  اثر  توان گفت در این حالت، اغتشاش حرارتیبنابراین می   داد.

شبکه تغییر  ی صفحه با زمان،  جابجایی و دمابهتر چگونگی تغییرات  برای نشان دادن  مود اول دارد.  

یافته   14–4شکل    و  13–4شکل    ترتیب دربه  دما در سه زمان مختلف رسم و  کانتورهای  و    شکل 

 اند. نمایش داده شده 

 

 

𝒕الف(   در سه زمان مختلف:    شبکه تغییر شکل یافته:  13–4شکل   = 𝟎. 𝒕ب(       𝟏 = 𝟎. 𝒕ج(     𝟓 = 𝟎. 𝟖 
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𝒕الف(    مختلف: صفحه در سه زمان   توزیع دمایکانتور  :  14–4شکل   = 𝟎. 𝒕ب(       𝟏 = 𝟎. 𝒕ج(     𝟓 =

𝟎. 𝟖 

 

 

 

 ای تحت شوک حرارتی نامتقارندارای ترک لبهمستطیلی صفحه  -4-5

در مثال قبل به دلیل متقارن بودن بارگذاری وارده بر صفحه نسبت به مکان ترک، فقط ضریب  

مکان  شدت تنش مود اول وجود داشت. در این مثال با اعمال یک شوک حرارتی نامتقارن نسبت به  

  د نخواهصفر  مخالف  به نیمه بالایی صفحه، هر دو ضریب شدت تنش مود اول و دوم  و اعمال آن  ترک  

𝑊بعد به ترتیب  با طول و عرض بی و همگنی  ایزوتروپیک  صفحه مستطیلی    15–4شکل  مطابق    .بود =

𝐻و   1 =  سازی شده است.مدل ای در شرایط کرنش صفحه   5/0 بعد بی  ای به طول دارای ترک لبه  4
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 ای تحت شوک حرارتی نامتقارن در سمت چپصفحه مستطیلی دارای ترک لبه:  15–4شکل  

 

بالایی لبه سمت چپ  نیمه   این مثال در    .شده استکلوین فرض    500دمای اولیه این صفحه برابر با  

که باعث   شدهبه طور ناگهانی تا دمای صفر کلوین خنک  )نیمه بالایی آن نسبت به مکان ترک(  صفحه  

بعد    با مقدارایجاد یک شوک حرارتی   𝑇(𝑡بی  > 0) = ماده شود.  می   1− تشکیل دهنده    خواص 

  با استفاده از روش المان محدود توسعه یافتهد. نباش مطابق با مثال قبل می و سایر شرایط مرزی   صفحه 

وابستگی خواص ماده تشکیل  با توجه به  و    بر اساس تئوری ترموالاستیسیته کلاسیک غیرخطی حرارتی و  

نشان    16–4شکل  بعد در  ی تغییرات دمای نوک ترک بر حسب زمان در فضای ب،  دهنده صفحه به دما

ک با  دمای نوک تر یابیم که  درمی در مثال قبل،    11–4شکل  با مقایسه این شکل با    داده شده است.

تغییرات دمای نوک  مقدار  تقریبا نصف  شود که مقدار آن  تری به حالت پایدار خود نزدیک می شیب ملایم 

مقدار بازشدگی ترک در این  توان به اینصورت بیان کرد که  دلیل آن را می   .باشد ترک در مثال قبل می 

تغییرات  .  شودثال جابجا میهای ترک در این محالت کمتر از حالت قبلی بوده زیرا که فقط یکی از لبه 

داده    نشان   17–4شکل  ضرایب شدت تنش مود اول و دوم بر حسب زمان در فضای بی بعد نیز در  

 اند. شده

𝑎 

𝑊 

𝑥1 

𝑥2 

𝑻 𝐻
/2

 
𝐻

/2
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  : تغییرات دمای نوک ترک بر حسب زمان بر اساس تئوری ترموالاستیسیته غیرخطی حرارتی16–4شکل  

 در حالت وابستگی خواص ماده به دما 

 

 

 

: تغییرات ضرایب شدت تنش مود اول و دوم بر حسب زمان بر اساس تئوری ترموالاستیسیته 17–4شکل  

 در حالت وابستگی خواص ماده به دما   غیرخطی حرارتی

 

  گی و لغزشی( ضرایب شدت تنش مود ترکیبی )مود بازشد تنها تفاوت این مثال با مثال قبل، وجود  

در این حالت، همزمان با  که باعث تحریک آن شده است.    بودهبر صفحه    به علت نوع بارگذاری وارد

که تا   شروع به حرکت کرده ضریب شدت تنش مود اول، ضریب شدت تنش مود دوم نیز از مقدار صفر  
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𝑡زمان   ≈ بعد از این اوج  رسد.  به نصف مقدار ضریب شدت تنش مود اول در پیک اول آن می   0.5

0.65گیری، مقدار آن دوباره به نزدیک صفر رسیده و در بازه زمانی   < 𝑡 < تقریبا بدون تغییر    0.9

𝑡سپس با اوج گیری نسبی ضریب شدت تنش مود اول در زمان ماند.  می   باقیدر مقدار صفر اولیه   >

برداشته که در زمان حدودی  از مقدار قبلی صفر خود دوباره خیز  شدت تنش مود دوم نیز  ، ضریب   0.9

𝑡 ≈ به دومین پیک خود می رسد. سپس از این زمان به بعد، هر دو ضریب شدت تنش تا زمان    1.35

𝑡 ≈ مختلف  تغییرات جابجایی و توزیع دمای صفحه در چند زمان    کنند. روند افزایشی پیدا می   1.8

 اند.نشان داده شده  19–4شکل  و   18–4شکل  روند به ترتیب در  بهتر اینشدن ن داده برای نشا

 

 

 

𝒕در سه زمان مختلف: الف(    شبکه تغییر شکل یافته:  18–4شکل   = 𝟎. 𝒕ب(      𝟐 = 𝟎. 𝒕ج(     𝟒 = 𝟏 
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𝒕: کانتور توزیع دمای صفحه در سه زمان مختلف: الف(  19–4شکل   = 𝟎. 𝒕ب(    𝟐 = 𝟎. 𝒕ج(    𝟒 = 𝟏 

 

 شوک حرارتیتحت  مایلداخلی دارای ترک مستطیلی صفحه  -4-6

𝑎بعد  با طول بی   دارای یک ترک داخلی مایل  یک صفحه ایزوتروپیک و همگن = با زاویه  و    0.5

𝜃 = 30o    و ابعاد صفحه، شرایط مرزی  .  یرید در نظر بگ   20–4کل  ش با  مطابق  را  افق    محور نسبت به  

 .اند فرض شده ل دومهمانند مثا آنماده تشکیل دهنده  خواص 

 شوک حرارتی در سمت چپصفحه مستطیلی دارای ترک داخلی مایل تحت :  20–4کل  ش

𝜃 

𝑇𝑖𝑝 1 

𝑇𝑖𝑝 2 

𝑥2 

𝑥1 

𝑊 

𝑻 

𝐻
/2

 
𝐻

/2
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با استفاده از تئوری ترموالاستیسیته کلاسیک غیرخطی حرارتی و استفاده از روش المان محدود  

در    ترک   2و    1های  تغییرات زمانی دمای نوک ،  دماخواص ماده به    یوابستگ   با توجه به و    توسعه یافته

پدیده  ابتدا با اعمال شوک حرارتی و با توجه  از همان    اند.ترسیم شده   21–4شکل  بعد در  فضای بی 

شروع به حرکت کرده  به طور یکنواخت    دمای هر دو نوک ترک از مقدار صفر،  ایانتقال حرارت فوریه 

ترک   نوک  دمای  ادامه    1که  ملایم در  اینکهگرفته  تری  شیب  پایدار خود  انهایت  تا  حالت  نزدیک    به 

  شوند.می 

 

 

 

ترموالاستیسیته  بر حسب زمان بر اساس تئوری  مایل  ترک    2و     1: تغییرات دمای نوک  21–4شکل  

 در حالت وابستگی خواص ماده به دما   کلاسیک غیرخطی حرارتی

 

( و  Tip 1)  ترک   1  برای نوکبعد  در فضای بی   و دومضرایب شدت تنش مود اول  زمانی  تغییرات  

یب شدت تنش اضر  .اند نشان داده شده   23–4شکل  و    22–4شکل  ترتیب در    به(  Tip 2)  ترک   2نوک  

با سرعت  صفر    از همان ابتدا از مقدار  ،تیب شدت تنش مود دوم در این حالاابر خلاف ضرمود اول  

  ها حرارتی بر روی آن  حرکت کرده که نشان دهنده تاثیر سرعت نامحدود انتشار امواج  شروع بهیکنواختی  

به ترتیب در   ترک 2و    1های های الاستیک به نوک این روند حرکتی آنها تا زمان رسیدن موج  باشد.می 

𝑡های  زمان ≈ 𝑡و    0.25 ≈ نمودارها(    0.65 در  پیک  می )نقاط  سپس  ادامه  موج  با  یابد.  رسیدن 
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بعد از آن روند    ترک که   2)بر خلاف نوک    ترک   1برای نوک  ، ضریب شدت تنش مود اول  الاستیک

ضرایب شدت   دهد.تقویت شده و با سرعت کمتری به حرکت افزایشی خود ادامه می گیرد( کاهشی می 

𝑡  هایزماندر  بعد از رسیدن امواج الاستیک به ترتیب  ترک    2و    1  های تنش مود دوم برای نوک  ≈

𝑡و     0.25 ≈ شبکه کنند. بر این اساس،  بعد از تغییرات کم اولیه، آغاز می روند حرکتی خود را    0.65

شکل  و   24–4شکل و توزیع دمای صفحه برای ترسیم بهتر این رفتارها به ترتیب در  شکل یافته تغییر 

 اند.شده ارائه  25–4

 

 

بر اساس تئوری   ترک  1  بر حسب زمان برای نوک  و دوم  : تغییرات ضریب شدت تنش مود اول 22–4شکل  

 خواص ماده به دما   یحالت وابستگدر    ترموالاستیسیته کلاسیک غیرخطی حرارتی

 

 

بر اساس تئوری   ترک  2نوک    بر حسب زمان برایاول و دوم  : تغییرات ضریب شدت تنش مود  23–4شکل  

 خواص ماده به دما   یدر حالت وابستگ  ترموالاستیسیته کلاسیک غیرخطی حرارتی
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𝒕در سه زمان مختلف: الف(    شبکه تغییر شکل یافته:  24–4شکل   = 𝟎. 𝒕ب(      𝟏 = 𝟎. 𝒕ج(     𝟐 = 𝟎. 𝟓 

 

 

 

 

𝒕کانتور توزیع دمای صفحه در سه زمان مختلف: الف(  :  25–4شکل   = 𝟎. 𝒕ب(    𝟏 = 𝟎. 𝒕ج(    𝟐 = 𝟎. 𝟓



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ها گیری و پیشنهادپنجم: نتیجهفصل 
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 مقدمه  -5-1

وابسته بودن  توجه به  )با  ضرایب شدت تنش در یک ماده ایزوتروپیک دارای ترک  نامه،  در این پایان

کلاسیک غیرخطی    با در نظر گرفتن تئوری ترموالاستیسیته به دما(    تشکیل دهنده صفحه   خواص ماده 

سازی  محاسبه و بررسی شدند. برای حل این مسئله از روش اجزا محدود توسعه یافته برای مدل   حرارتی

 ترک استفاده شده است.   قطع شده توسط های برای المان ال توابع شکل غنی سازی شده ترک و اعم

 

 گیری نتیجه -5-2

که برای محاسبات علمی و عددی  متلب    نویسینامه از نرم افزار پیشرفته برنامه برای انجام این پایان 

زنی  نیز برای مش آباکوس  باشد، استفاده شده است. همچنین از نرم افزار المان محدود  بسیار مناسب می 

که  گره ای با نسبت ابعادی کم  3های مثلثی با استفاده از المان ترک  قطع شده توسط های دقیق المان 

به خصوص در مسائلی که ترک دارای زاویه    ری عددیگیانتگرال  باعث ایجاد کمترین خطا در محاسبات

دهد که  نشان میباشد، استفاده شده است. بررسی و صحت سنجی نتایج بیان شده در فصل قبل نیز  می 

 باشد. کد نوشته شده دارای کمترین خطا می 

 اند: نتایج بدست آمده در فصل قبل به طور خلاصه در زیر آورده شده 

های سرمایشی  به خصوص در اثر شوک   دما بر روی ضرایب شدت تنش وابستگی خواص ماده به   -1

 اثر زیادی دارد.  قوی به دلیل وجود اختلاف دماهای بالا در صفحه

ماده مستقل از دما باشند،    تئوری ترموالاستیسیته کلاسیک غیرخطی حرارتی در هنگامی که خواص  -2

ناچیزی داشتهبا حالت خطی   باشند،    به  وابستهاده  اما در هنگامی که خواص م  اختلاف  این دما 

 شود. اختلاف بیشتر می 
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 هاپیشنهاد -5-3

 بهتر است در صورت امکان، موارد زیر برای بررسی و مطالعات پیش رو به کار گرفته شوند:

مطالعه رشد ترک تحت شوک حرارتی با در نظر گرفتن تئوری ترموالاستیسیته کلاسیک   -1

حرارتی  رشد   غیرخطی  معیارهای  از  استفاده  ایزوتروپیک  با  مواد  در  از    ترک  استفاده  و 

 های متحرک های کمکی برای ترک میدان

برای  -2 دما  به  ماده  خواص  وابستگی  حالت  در  تنش  شدت  ضرایب  تابعی    محاسبه  مواد 

(FGM)  و ارتوتروپیک 

باشد، تر می بعدی که به واقعیت نزدیک در حالت سه اعمال روش المان محدود توسعه یافته   -3

 مراتب بیشتری برخوردار خواهد بود. از اهمیت به 
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Abstract 

In this thesis, a homogeneous isotropic medium with temperature-dependant 

material properties containing a crack has been studied under a classical thermal 

shock. For this purpose, the coupled governing equations for the thermally 

nonlinear classical theory of thermoelasticity are derived. After 

nondimensionalizing and writing the weak form of the governing equations, the 

eXtended finite element method (XFEM) is utilized for their discretization. The 

Newmark direct iteration method is used for solving the coupled nonlinear 

thermoelastic equations in the time domain. Finally, the thermal stress intensity 

factors (SIFs) are extracted using the interaction integral method. First, two 

numerical examples are given to validate the written code. Then, three more 

numerical examples are presented to obtain the thermal SIFs and analyze them in 

cases where boundary conditions and crack geometry are different. The results 

show that the thermally nonlinear classical theory of thermoelasticity differs 

slightly from the linear state when the material properties are temperature- 

independent, but increases when the material properties are temperature-

dependent. 
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