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 تشکر و قدردانی
 

 

از ها، تو مرا بارال ت بندگی تو را بچشم.عطا فرمودی تا لذ پروردگارا، سپاسگزارم که به من نعمت حیات

 .گر میسرم باشو با نور خود روشن های نفسم نجات دهتاریکی

 

 

ی رشد و تحصیل شان زمینههای معنوی و مادیبا حمایتکه  پدر بزرگوار و روح مادر عزیزم با تشکر از

کی از تنها بخش کوچجانب فراهم آوردند. قطعاً گذشتتتتن از این مستتتیر پر فراز و نشتتتیب را برای این

 .ام  سپاسگزارمباشد. از صمیم قلبم از تمامی اعضای خانوادهم میی عزیزخانوادههای کانون گرم حمایت

 

 

چی ایپک ترکآقای د ویژهبه دانشتتکدهگرانقدر استتتادهای  جناب آقای دکتر قنّاد و ،ماز استتتاد راهنمای

سگزارم سته هایجانب با راهنمایی. قطعاً اینسپا شان در این زمینه توان پیش بروم.  به و ام گام بردارمای

نم دکتر و ستتترکار خا پهلوانیمهندس  ،قارونی دکتر حامدآقایان ویژه بهدوستتتتان ی از کلیهدر انتها 

 اند.داشته جانباینهای شایانی به کمک تدر این مدّسپاسگزارم که  صدیقی
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ی ی مهندستتی مکانیک دانشتتکدهرشتتته کترایی ددانشتتجوی دوره د پرهیزکار یعقوبیمحمّ جانبینا

تحلیل "عنوان  با رستتاله ینویستتندهمهندستتی مکانیک و مکاترونیک دانشتتگاه صتتنعتی شتتاهرود 

سته ستیک پو ستوانهترموالا ضخیم متغیر های ا ی پیزوالکتریک به کمک نظریه FGMای 

 شوم:می متعهد دکتر مهدی قناّدتحت راهنمائی  "اوّل یتبهمرتغییر شکل برشی 

 انجام شده است و از صحت و اصالت برخوردار است.جانب این تحقیقات در این رساله توسط 
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  مطالب مندرج در رستتاله تاکنون توستتط خود یا فرد دیگری برای دریافت هیع نور مدر  یا امتیازی در

 هیع جا ارائه نشده است.
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 رسید.
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 ست، موجود زنده )یا بافت ی مراحل انجام این رساله، در مواردی که ازدر کلیه ستفاده شده ا های آنها( ا

 ضوابط و اصول اخلاقی رعایت شده است.
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 .استفاده شده است؛ اصل رازداری، ضوابط و اصول اخلاق انسانی رعایت شده است.
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 ایج و حق نشرنتمالکیت 
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صنعت زاتتجهی شگاه  شده( متعلق به دان شدیشاهرود م یساخته  ض دیمطلب با نی. ابا ر د یبه نحو مقت
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 باشدیموجود در رساله بدون ذکر مرجع مجاز نم جیاز اطلاعات و نتا استفاده. 

 



 

 ز

 

 چکیده

ناهمگن  ریجدار متغ یااستتتتوانه یهاپوستتتته یبرا یلیحل تحل کیپژوهش  نیدر ا

گذار کیزوالکتریپ بار حت  کان یکه ت و  یداخل یهاهیدر   یکیو الکتر ، حرارتییکیم

گرفته  درنظر یتوان صتتورتبهمواد  یناهمگن عی. توزشتتودیمارائه  ،ندخود قرار دار یخارج

ستفاده از تئورشودیم س ی. با ا و  ی اوّلهمرتبتئوری دمای ، ی اوّلمرتبه یکیالکتر لیپتان

ش رییتغ یتئور ستگاه معاد ت  یروش انرژ یریکارگو به ی اوّلمرتبه یشکل بر اکم حد

. دستتتگاه معاد ت شتتودمیمختلف در دو ستتر استتتوانه استتتخراج  یمرز طیشتترا یبرا

سید ستگاه کی ،حاکم لیفران سید  تمعاد د ضرا یامرتبه لیفران ست ریمتغ بیبا  ه با ک ا

ستفاده از  شات کیتکنی ها زیرمجموعهتطابق مجانب لییروش تحلا شا  یراآن ب حل ،اغت

ستوانه با  سرا س یو دارا رداریگ دو   جی. نتاشودمیمشخص انجام و دمای  یکیالکتر لیپتان

س عیمربوط به توز س یتنش برا عیو توز ییجاجابه دانیم ،دما ،یکیالکتر لیپتان  یهاتوانها

 یکیمکانترمورفتار الکترو یخواص بر رو یناهمگن آثارو  شتتتودمیاستتتتخراج  ریمتغجدار 

س ستوانه برر . شودمی سهیمقا ،ودمحد یروش اجزا به شده ینیبشیپ جینتابا  و شده یا

جسم  یروترمومکانیکبر رفتار الکت ریگچشم یاثر ،صخوا یکه ناهمگن دهدنشان می جینتا

ضر متحلیلی از حل  توانو می دارد  یزسا نهیبهتابع هدف جهت  کیبه عنوان  توانیحا

 نمود. یرفتار مطلوب طراح با یابهره جست و سازه

نه واژگان کلیدی: ناهمگن پیزوالکتریک )مادّه، ی جدار متغیراستتتتوا (، FGPMی 

(، تحلیل FEM(، روش اجزای محدود )FSDT) ی اوّلمرتبهتغییر شتتکل برشتتی  ینظریه

  الکتروترمومکانیکی، 



 

 ح

 

 رسالهاز لیست مقالات مستخرج 
 

1- Mohammad Parhizkar Yaghoobi, Mehdi Ghannad; "An analytical Solution for 

Heat Conduction of FGM Cylinders with Varying Thickness Subjected to non-uniform 

Heat Flux Using a First-Order Temperature Theory and Perturbation Technique", 

International Communications in Heat and Mass Transfer, Accepted, 2020, (ISI). 

 

2- Mohammad Parhizkar Yaghoobi, Mehdi Ghannad; "Electro-elastic Analysis of 

Functionally Graded Piezoelectric Variable Thickness Cylindrical Shells by Using First-

Order Electric Potential Theory and Perturbation Technique", Journal of Intelligent 

Material Systems and Structures, Accepted, 2020, (ISI). 

 

3- Mohammad Parhizkar Yaghoobi, Mehdi Ghannad; "An Analytical Solution for 

Temperature Distribution and Thermal Strain of FGM Cylinders with Varying Thickness 

and Temperature-Dependent Properties Using Perturbation Technique", Journal of 

Computational Applied Mechanics (JCAMECH), Accepted, 2020, (ISC). 

 

4- Mohammad Parhizkar Yaghoobi, Mehdi Ghannad; "Electro-Elastic Analysis of 

Finite Length FGPM Cylinders Subjected to Electromechanical Loading Using First-

Order Electric Potential Theory", Mechanics of Advanced Composite Structures 

(MACS), Accepted, 2020, (ISC). 

 

جدار  یهااستتتتوانه کیالکتروا ستتتت یدوبعد لیتحل"قناّد؛  یمهد ،محمد پرهیزکار یعقوبی -5

ستفاده از نظر کیزوالکتریپ میضخ ش رییتغ یهایهبا ا س یشکل بر ، "کی یمرتبه یکیالکتر لیو پتان

 .(ISC)، 1398آبان  24 خیاز تار نیانتشار آنلا، شدهپذیرفته، ریرکبیام کیمکان یمهندس یهینشر

 

6- Mehdi Ghannad, Mohammad Parhizkar Yaghoobi; "2D thermo elastic behavior of 

a FG cylinder under thermomechanical loads using a first order temperature theory", 

International Journal of Pressure Vessels and Piping, Published, Vol. 149, 2017, (ISI). 



 

 ط

 

 مطالب

 1 ................................................................................................................................................... مقدّمه 1فصل 

 2 ............................................................................................................................................ گفتارشیپ 

 4 .......................................................................................................................... هاپوسته یبنددسته 

 6................................................................................................................ هاپوسته لیتحل یهاهینظر 

 6....................................................................................................... ناز  یهاپوسته یهینظر 

 8 .................................................................................................... میضخ یهاپوسته یهینظر 

 12 ............................................................................................................................... روند بهبود مواد 

 13 ................................................................................................................. کیزوالکتریمواد پ 

 FG ................................................................................................ 14مواد  یاضیر یسازمدل 

 17 ........................................................................................................................... پژوهش یهنیشیپ 

 17 ........................................................... ریجدار ثابت و متغ یهااستوانه کیا ست لیتحل 

 21 ................................................... ریجدار ثابت و متغ یهااستوانه کیترموا ست لیتحل 

 27 .................................................... ریجدار ثابت و متغ کیزوالکتریپ یهااستوانه لیتحل 

 40 ......................................................................................................................................... یبندجمع 

 43 ................................................................................................................................. معاد ت حاکم 2فصل 

 44 ......................................................................................................................................... گفتارشیپ 

 44 ................................................................................................................................. معاد ت حاکم 

 44 ...................................................................................................... حاکم بر مساله اتیفرض 



 

 ی

 

 45 ..................................................... اولّ یمرتبه یشکل برش رییتغ یهینظر یریکارگبه 

 48 ........................................................................ یادر مختصات استوانه انیمعاد ت گراد 

 50 ...................................................................... مورد مطالعه یاستوانه یمعاد ت ساختار 

 52 ................................................................................... یکیالکتروترمومکان لیپتانس یانرژ 

 54 ...................................................................................... یکیالکتروترمومکان یکار بارگذار 

 56 ..................................................................................................................... یاصل کار مجاز 

 57 ........................................................................................................ دستگاه معاد ت حاکم 

 61 ....................................................................................................................................... یلیحل تحل 

 61 ................................................................................................. معاد ت حاکم یسازبعدیب 

 65 ...................................................................... ناهمگن ریجدار متغ یهااستوانه یحرارت لیتحل 3فصل 

 66 .......................................................................................................................................... گفتارشیپ 

 66 ......................................................................................................... یرسانش حرارت یلیحل تحل 

 66 ............................................................................................................................ یحل خارج 

 67 ........................................................................ (x*=0استوانه ) نییدر مرز پا یحل داخل 

 70 ........................................................................... (x*=1در مرز با  استوانه ) یحل داخل 

 72 ........................................................................................................................... یبیحل ترک 

 73 ..................................................................................................................... محدود یاجزا لیتحل 

 73 ..................................................................................... یکیالکتروترمومکان یعدد لیتحل 

 74 .................................................................................... مساله یبندانتخاب المان و شبکه 



 

  

 

 75 .................................................................................................................. یعدد یسازمدل 

 76 .............................................................................................................................. یمورد یمطالعه 

 89 ......................................................................................................................................... یبندجمع 

 93 ........................................................ ناهمگن ریجدار متغ یهااستوانه کیالکتروا ست لیتحل 4فصل 

 94 ......................................................................................................................................... گفتارشیپ 

 94 .......................................................................................................... کیالکتروا ست یلیحل تحل 

 96 ............................................................................................................................ یحل خارج 

 99 ....................................................................... (x*=0استوانه ) نییدر مرز پا یحل داخل 

 106 ......................................................................... (x*=1در مرز با  استوانه ) یحل داخل 

 107......................................................................................................................... یبیحل ترک 

 108................................................................................................................... محدود یاجزا لیتحل 

 108........................................................................................................................... یمورد یمطالعه 

 126 ....................................................................................................................................... یبندجمع 

 129...................... کیزوالکتریناهمگن پ ریجدار متغ یهااستوانه کیالکتروترموا ست لیتحل 5فصل 

 130....................................................................................................................................... گفتارشیپ 

 130................................................................................................ کیالکتروترموا ست یلیحل تحل 

 131................................................................................................................... محدود یاجزا لیتحل 

 131........................................................................................................................... یمورد یمطالعه 

 149....................................................................................................................................... یبندجمع 



 

 ل

 

 153............................................................................................................. شنهادهایو پ یریگجهینت 6فصل 

 154....................................................................................................................................... گفتارشیپ 

 155....................................................................................................................... یریگهجیبحث و نت 

 156 ....................................................................................................................................... شنهادهایپ 

 158............................................................................................................................................................. مراجع

  



 

 م

 

 هالشک

 6....................................... و رفتار یماد ،یهندس یهادگاهیپژوهش حاضر از د یبنددسته 1-1شکل 

 13 ............................................................................................. خواص در مواد مختلف راتییتغ 2-1شکل 

 16 ........................................................................................ ناهمگن یخواص در استوانه عیتوز 3-1شکل 

 16 ............................................... ناهمگن یدر استوانه یصورت کسر حجمخواص به عیتوز 4-1شکل 

 41 .................................. بر معاد ت حاکم یهندسه، مادهّ و بارگذار راتییاز تغ یآثار ناش 5-1شکل 

 45 ................................................................... ناهمگن ریجدار متغ یمقطع استوانه کیشمات 1-2شکل 

 55 .................................................................................... ناهمگن ریجدار متغ یمقطع استوانه 2-2شکل 

 75 ................................................................................. محدود یاجزا لیتحل یینمودار همگرا 1-3شکل 

شات کی یصفر و مرتبه یدما )حل مرتبه راتییصفر تغ یمرتبه یمؤلفه 2-3شکل  (یترم اغتشا

 ................................................................................................................................................................................... 78 

شات کی یصفر و مرتبه یدما )حل مرتبه راتییتغ کی یمرتبه یمؤلفه 3-3شکل  شا (یترم اغت

 ................................................................................................................................................................................... 79 

ستوانه عیتوز 4-3شکل  1nناهمگن ) یهادما در ا یحرارت یمختلف بارگذار یهالیپروف ی( برا

 ................................................................................................................................................................................... 80 

1nناهمگن ) یهادر استوانه یشار حرارت عیتوز 5-3شکل  یمختلف بارگذار یهالیپروف ی( برا 

 82 ...................................................................................................................................................................... یحرارت

کل  نه یکرنش حرات عیتوز 6-3شتتت 1nناهمگن ) یهادر استتتتوا مختلف  یهالیپروف ی( برا

 83 .................................................................................................................................................... یحرارت یبارگذار

همگن ) یدما در استوانه عیتوز 7-3شکل 
1 1,i i o oH H H H ) ..................................................... 84 

همگن ) یدر استوانه یشار حرارت یمحور یمؤلفه عیتوز 8-3شکل 
1 1,i i o oH H H H ) ....... 85 



 

 ن

 

همگن ) یدر استوانه یکرنش حرارت عیتوز 9-3شکل 
1 1,i i o oH H H H ) ................................ 85 

ستوانه یداخل یهیدما در   عیتوز 10-3شکل  ناهمگن ) ریجدار متغ یهاا
1 1,i i o oH H H H )

 .................................................................................................................................................................................... 86 

ناهمگن ) یهااستوانه یانیم یهیدر   یشار حرارت عیتوز 11-3شکل 
1 1,i i o oH H H H ) ..... 86 

مختلف ) یناهمگن یهاثابت یبرا یشار حرارت عیتوز 12-3شکل 
1 1,i i o oH H H H ) ............ 87 

ستوانه یخارج یهیدر   یکرنش حرارت عیتوز 13-3شکل  ناهمگن ) یهاا
1 1,i i o oH H H H )

 ................................................................................................................................................................................... 88 

ترم  کی یصفر و مرتبه یحل مرتبه یبه ازا یمحور ییجاصفر جابه یمرتبه یمؤلفه 1-4شکل 

 110..............................................................................................................................................................یاغتشاشات

ترم  کی یصتفر و مرتبه یحل مرتبه یبه ازا یمحور ییجاجابه کی یمرتبه یمؤلفه 2-4شتکل 

 110..............................................................................................................................................................یاغتشاشات

ترم  کی یصفر و مرتبه یحل مرتبه یبه ازا یشعاع ییجاصفر جابه یمرتبه یمؤلفه 3-4شکل 

 111..............................................................................................................................................................یاغتشاشات

ترم  کی یصفر و مرتبه یحل مرتبه یبه ازا یشعاع ییجاجابه کی یمرتبه یمؤلفه 4-4شکل 

 111..............................................................................................................................................................یاغتشاشات

س یمرتبه یمؤلفه 5-4شکل  ترم  کی یصفر و مرتبه یحل مرتبه یبه ازا یکیالکتر لیصفر پتان

 112..............................................................................................................................................................یاغتشاشات

س کی یمرتبه یمؤلفه 6-4شکل  ترم  کی یصفر و مرتبه یحل مرتبه یبه ازا یکیالکتر لیپتان

 112..............................................................................................................................................................یاغتشاشات

1nناهمگن ) یهادر استوانه یشعاع ییجاجابه عیتوز 7-4شکل  ) .............................................114 

1nناهمگن ) یهادر استوانه یمحور ییجاجابه عیتوز 8-4شکل  ) ............................................115 

1nناهمگن ) یهادر استوانه یکیالکتر لیپتانس عیتوز 9-4شکل  ) ............................................ 116 



 

 س

 

1n) یکیالکترومکان یناهمگن بر اثر بارگذار یهاشکل استوانه رییتغ 10-4شکل  ) ...............118 

1nناهمگن ) یهادر استوانه یکیالکتر دانیمقدار و جهت م عیتوز 11-4شکل  ی( بر اثر بارگذار 

 119....................................................................................................................................................... یکیالکترومکان

 یناهمگن یهاثابت یبه ازا ریجدار متغ یدر داخل استتتوانه یکیالکتر دانیم عیتوز 12-4شتتکل 

 120.................................................................................................................................................................... مختلف

 121.......... یانیم یهیناهمگن در   ریجدار متغ یدر استوانه یشعاع ییجاجابه عیتوز 13-4شکل 

 121........ یداخل یهیناهمگن در   ریجدار متغ یدر استوانه یمحور ییجاجابه عیتوز 14-4شکل 

ستوانهتنش عیتوز 15-4شکل   ،یطی( تنش محa)) یانیم یهیناهمگن در   ریجدار متغ یها در ا

(bتنش برش )ی ( وc)123.................................................................................................................... ( تنش مؤثر 

 124...... ناهمگن یهااستوانه یداخل یهیدر   یکیالکتر دانیم یمحور یمؤلفه عیتوز 16-4شکل 

 125........ ناهمگن یهااستوانه یانیم یهیدر   یکیالکتر دانیم یشعاع یمؤلفه عیتوز 17-4شکل 

 132...................................................................................... دما راتییصفر تغ یمرتبه یمؤلفه 1-5شکل 

 133....................................................................................... دما راتییتغ کی یمرتبه یمؤلفه 2-5شکل 

 134........................................................................... یمحور ییجاصفر جابه یمرتبه یمؤلفه 3-5شکل 

 134............................................................................ یمحور ییجاجابه کی یمرتبه یمؤلفه 4-5شکل 

 135............................................................................ یشعاع ییجاصفر جابه یمرتبه یمؤلفه 5-5شکل 

 135............................................................................. یشعاع ییجاجابه کی یمرتبه یمؤلفه 6-5شکل 

 136 .............................................................. یکیالکتر لیصفر پتانس یمرتبه یمؤلفهمشتق  7-5شکل 

 136 ............................................................................ یکیالکتر لیپتانس کی یمرتبه یمؤلفه 8-5شکل 

1nناهمگن ) یدر استوانه ییجاو جابه یکیالکتر لیپتانسدما،  عیتوز 9-5شکل  ) .................137 

1nناهمگن ) یاستوانه رشکلییو تغ یکیالکتر دانیم ،یشار حرارت عیتوز 10-5شکل  ) .......139 

 140...................... کیزوالکتریناهمگن پ ریجدار متغ یداخل استوانه یشارحرارت عیتوز 11-5شکل 



 

 ر

 

 141............. کیزوالکتریناهمگن پ ریجدار متغ یداخل استوانه یکیالکتر دانیم عیتوز 12-5شکل 

 کیزوالکتریناهمگن پ ریجدار متغ یاستتتوانه رشتتکلییو تغ ییجاجابه دانیم عیتوز 13-5شتتکل 

 142...................................................................................................................................................... یتحت بارگذار

 143................................................................... کیزوالکتریهمگن پ یدما در استوانه عیتوز 14-5شکل 

 143.................................. کیزوالکتریهمگن پنا یهااستوانه یسطح خارجدما در  عیتوز 15-5شکل 

 144......................................... کیزوالکتریهمگن پ یدر استوانه یشعاع ییجاجابه عیتوز 16-5شکل 

 144.......... کیزوالکتریهمگن پنا یهااستوانه یسطح داخلدر  یشعاع ییجاجابه عیتوز 17-5شکل 

 145........................................کیزوالکتریهمگن پ یدر استوانه یمحور ییجاجابه عیتوز 18-5شکل 

 145......... کیزوالکتریهمگن پنا یهااستوانه یانیم یهی در  یمحور ییجاجابه عیتوز 19-5شکل 

ستوانهتنش عیتوز 20-5شکل  شعاعa)) یانیم یهیناهمگن در   ریجدار متغ یها در ا ، ی( تنش 

(bتنش مح )یطی ( وcتنش محور )146 ........................................................................................................... (ی 

ستوانهتنش عیتوز 21-5شکل  ش( تنش a)) یانیم یهیناهمگن در   ریجدار متغ یها در ا  و یبر

(b)147..................................................................................................................................................... ( تنش مؤثر 

 148..... ناهمگن یهااستوانه یداخل یهیدر   یکیالکتر دانیم یمحور یمؤلفه عیتوز 22-5شکل 

 148........ ناهمگن یهااستوانه یانیم یهیدر   یکیالکتر دانیم یشعاع یمؤلفه عیتوز 23-5شکل 

 

  



 

 ف

 

 هاولجد
 36 ............................................................................................................. شدهانجام یهاپژوهش 1-1جدول 

 77 ....................................................... ناهمگن ریجدار متغ یاستوانه یداخل یهیخواص   1-3جدول 

 77 ............... استوانه یو خارج یدر سطوح داخل یحرارت یمختلف بارگذار یهالیپروف 2-3جدول 

) یحرارت یبارگذار جینتا 3-3جدول 
1 1,i i o oH H H H ناهمگن جدار  ی( در وسط طول استوانه

 89 ......................................................................................................................................................................... ریمتغ

 109............................. کیزوالکتریناهمگن پ ریجدار متغ یاستوانه یداخل یهیخواص   1-4جدول 

 126 .................. کیزوالکتریپ ریناهمگن جدار متغ یدر وسط طول استوانه یعدد جینتا 2-4جدول 

 149.................. کیزوالکتریپ ریناهمگن جدار متغ یدر وسط طول استوانه یعدد جینتا 1-5جدول 

  



 

 ص

 

 علائم

ru
 

 جایی شعاعیجابه

r شعاعی( یهختصمشعار استوانه یا  ،ایاستوانه یهتقارن )در پوستی هر نقطه از پوسته تا محور فاصله 

1 2,  C C
 

 برای استوانه  مه ینظریهاز  ناشی ی دیفرانسیلمعادلههای ثابت

R (ی میانی استوانهصفحه شعار ،ایاستوانه یهدر پوستاز محور تقارن ) پوسته ی سطح میانیفاصله 

z از سطح میانی پوسته هر نقطهی فاصله 

0

ru
 

 شعاعیجایی ی صفر جابهی مرتبهمؤلفه

1

ru
 

 جایی شعاعیی یک جابهی مرتبهمؤلفه

2

ru
 

 جایی شعاعیی دو جابهی مرتبهمؤلفه

U ی اولّمرتبهتغییر شکل برشی  ینظریهجایی در همیدان جاب 

0U ی اولّمرتبهشکل برشی تغییر  ینظریهجایی در همیدان جاب ی صفرمرتبه هایمؤلفه 

1U ی اولّمرتبهتغییر شکل برشی  ینظریهجایی در هی یک میدان جابی مرتبههامؤلفه 

xU ی اولّمرتبهتغییر شکل برشی  ینظریهدر  جایی محوریجابه 

0

xU
 

 ی اولّمرتبهتغییر شکل برشی  ینظریهجایی محوری در ی صفر جابهی مرتبهمؤلفه

1

xU
 

 ی اولّمرتبهتغییر شکل برشی  ینظریه درجایی محوری ی یک جابهی مرتبهمؤلفه

U  ی اولّمرتبهتغییر شکل برشی  ینظریهدر  جایی محیطیجابه 

0U  
 ی اولّمرتبهتغییر شکل برشی  ینظریهجایی محیطی در ی صفر جابهی مرتبهمؤلفه

1U  
 ی اولّمرتبهتغییر شکل برشی  ینظریه درجایی محیطی ی یک جابهی مرتبهمؤلفه

zU ی اولّمرتبهتغییر شکل برشی  ینظریهدر  جایی شعاعیجابه 

0

zU
 

 ی اولّمرتبهتغییر شکل برشی  ینظریهجایی شعاعی در ی صفر جابهی مرتبهمؤلفه

1

zU
 

 ی اولّمرتبهتغییر شکل برشی  ینظریه جایی شعاعی دری یک جابهی مرتبهمؤلفه

ir شعار داخلی استوانه 

or شعار خارجی استوانه 

iPr ی داخلی استوانهخاصیت مادّه در  یه 

oPr ی خارجی استوانهخاصیت مادّه در  یه 

Prn  خاصیتثابت ناهمگنی 

r در استوانه داخلیشعار به  نسبت شعار 

T 
 دمای ثابت مثبت مرجع 


 پتانسیل الکتریکی 



 

 ق

 

  مثبت مرجعتغییرات دمایی از دمای ثابت 

V الکتروترمومکانیکیپتانسیل  انرژی 

W مکانیکی، الکتریکی و حرارتی کار ناشی از نیروهای 

 ی محیطی استوانهمختصه 

x ی محوری استوانهمختصه 

zu یی شعاعیجاجابه 

u
 جایی محیطیجابه 

xu جایی محوریجابه 

h ایی استوانهی پوستهضخامت دیواره 

CL ایی استوانهطول پوسته 

0 ی اولّی تغییر شکل برشی مرتبهنظریهدر  ی صفر پتانسیل الکتریکیی مرتبهفهمؤل 

1 ی اولّی تغییر شکل برشی مرتبهنظریهدر جایی شعاعی ی یک جابهی مرتبهمؤلفه 

0 ی اولّی تغییر شکل برشی مرتبهنظریهدر  رات دماییی صفر تغییی مرتبهفهمؤل 

1 ی اولّی تغییر شکل برشی مرتبهنظریهدر ی یک تغییرات دمایی ی مرتبهمؤلفه 

,  ,  r x   ایدر مختصات استوانه های نرمالکرنش 

,  ,  z x   ی اولّی تغییر شکل برشی مرتبهنظریهدر  های نرمالکرنش 

,  ,  r rx x    ایبرشی در مختصات استوانه هایکرنش 

,  ,  z zx x    ی اولّی تغییر شکل برشی مرتبهنظریهدر  های برشیکرنش 

 ی اولّمرتبهی تغییر شکل برشی تانسور میدان کرنش در نظریه 

,  ,  r xE E E ایهای بردار میدان الکتریکی در مختصات استوانهمؤلفه 

,  ,  z xE E E ی اولّی تغییر شکل برشی مرتبهنظریهدر  های بردار میدان الکتریکیمؤلفه 

E ی اولّشکل برشی مرتبه ی تغییربردار میدان الکتریکی در نظریه 

,  e ,  r xe e ایهای بردار میدان حرارتی در مختصات استوانهمؤلفه 

,  e ,  z xe e ی اولّی تغییر شکل برشی مرتبهنظریهدر  های بردار میدان حرارتیمؤلفه 

e ی اولّتغییر شکل برشی مرتبهی بردار میدان حرارتی در نظریه 

11 12 22

23 44 55

,  ,  

,  ,  

c c c

c c c
 های ا ستیکثابت 

11 12 35,  ,  e e e تنش-های پیزوالکتریکثابت 

11 22,    دما-های تنش حرارتیثابت 

11 22,    الکتریکهای دیثابت 



 

 ر

 

11 22,  k k ّضرایب هدایت حرارتی ماده 

0 0 0

11 12 22

0 0

23 55

,  ,  

,  

c c c

c c
 های ا ستیک در شعار داخلی استوانهثابت 

n کل ناهمگنی ثابت 

0 0 0

11 12 35,  ,  e e e تنش در شعار داخلی استوانه-های پیزوالکتریکثابت 

0 0

11 22,     دما در شعار داخلی استوانه-های تنش حرارتیثابت 

0 0

11 22,    الکتریک در شعار داخلی استوانههای دیثابت 

0 0

11 22,  kk ضرایب هدایت حرارتی در شعار داخلی استوانه 

0 0

11 22,     در شعار داخلی استوانه حرارتیضرایب انبساط 

T 
 چگالی انرژی جنبشی 

V 
 چگالی انرژی الکتروترمومکانیکی 

,m m

z

m

x

N N

N


 های مکانیکیمنتجه 

,m m

xM M های مکانیکیمنتجه 

,m m

xz xM Q های مکانیکیمنتجه 

SK ضریب تصحیح برشی 

,e e

z xN N های الکتریکیمنتجه 

e

xM های الکتریکیمنتجه 

,t t

z xN N های حرارتیمنتجه 

t

xM های حرارتیمنتجه 

Pi
 فشار داخلی 

Qi
 ی داخلی استوانهشار الکتریکی وارده به  یه 

Hi
 ی داخلی استوانهشار حرارتی وارده به  یه 

Po
 فشار خارجی 

Qo
 استوانهی خارجی شار الکتریکی وارده به  یه 

Ho
 ی خارجی استوانهشار حرارتی وارده به  یه 

1 2 3, ,K K K از سطر اول، پنجم و هفتم دستگاه معاد ت دیفرانسیل  گیریهای انتگرالثابت 

, i  مقادیر ویژه 

d چند یهی های استوانهضخامت  یه 

nPr یهخاصیت در  ی nام 



 

 ش

 

n

mr یهشعار متوسط  ی nام 

n

ir یهشعار داخلی  ی nام 

LayerA با خواص ثابت مساحت هر  یه 



 

1 

 

 

 

 

 

 

 

 مقدّمه 1 فصل
  



 مقدّمه

2 

 

 گفتارپیش 
ابتدا  دهد.و اهمیت آن ارائه می ، تعریفستتتاله مورد پژوهشی مدرباره ایخلاصتتته ،فصتتتلاین 

. شده استآنها بیان های موجود برای تحلیل و نظریه ارائه های مختلفاز دیدگاه 1هاپوستهبندی دسته

تکامل مواد به  سیر یتاریخچه . در ادامه،شودو دامنه کاربرد آنها بیان می ها بررسیهریک از این نظریه

صار بیان شده در این گردند. در پایان، پژوهشمعرفی می 2کتریکو مواد ناهمگن پیزوال اخت های انجام 

 .شودبیان میی نوآوری این پژوهش بندی جنبهگیرند و با جمعو بررسی قرار می تحقیقراستا مورد 

ستند ک شگران به دنبال موادی ه صیت دارا بودنه علاوه بر امروزه، پژوه ای سازههای مطلوب خا

ستحکام  های مطلوب دیگری نیز باشند تا بتوان توسط این دسته ویژگی دارایبا  و ... نظیر وزن کم، ا

ها ها و تجهیزات مکانیکی ایجاد کنند. پیزوالکتریکها، دستتتگاهشتتگرف را در ستتازه پیشتترفتی ،مواداز 

اعمال و بر اثر شود می الکتریکی در آنها تولیدا، میدان موادی هستند که بر اثر ایجاد تغییر شکل در آنه

توان به عنوان مواد ها را میگردند. پیزوالکتریکمیدان الکتریکی بر روی آنها دچار تغییر شتتتکل می

 از این مواد بتوان شود که تاکه رفتار الکترومکانیکی این دسته مواد باعث می ، زیراتلقی کرد 3هوشمند

نمود. در راستتتتای افزایش  ستتتازه استتتتفاده 4فعال یکنندهها و یا کنترلبه عنوان حستتتگرها، محر 

یده یا مواد ناهمگن نیز مطرح و عملیاتی گردید که این  5ی مواد متغیر تابعیمطلوبیت خواص مواد، ا

نستتبت به مواد کامپوزیتی متداول از این مواد د تغییرات توزیع خواص بهبود یابد و شتتوامر ستتبب می

خواص در جستتم  گی تغییرات توزیعپیوستتتگی و یکپارچگی خواص بهتری برخوردار باشتتند. یکپارچ

ستحکام ای ها حالت پیوستهها و گرادیان آن، توزیع تنششودمیمتغیر تابعی سبب   مادهّپیدا کنند و ا

سازهامروزه، رو افزایش یابد. از این شگرانهایی از این نور تحلیل رفتار  سیاری از پژوه را جلب  توجه ب

 اند.پرداختهمواد متغیر تابعی طالعه و بررسی های مختلف به ماز دیدگاهآنها و  کرده

                                                 
1. Shells 

2. Piezoelectric 

3. Smart Materials 

4. Active Controler 

5. Functionally Graded Materials (FGMs) 
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امر را  برخوردارند که ازجمله د یل اینای ها از اهمیت ویژههای مختلف، پوستتتتهستتتازهدر میان 

ای ی استوانهها، پوسته[. در میان پوسته1ی با ی رفتاری آنها در برابر تحمل بار دانست ]توان بازدهمی

شکی و ...، نظر ربرد زیاد در صنایع گوناگون مانند هوافضا، ریلی، خودرو، پزبه دلیل فروانی ساخت و کا

ها در ین پوستهابه دلیل استفاده  ،ویژهبهپژوهشگران را از دیرباز به خود جلب کرده است. صنعتگران و 

احان و طرّها در برخی کاربردها، وزن ستتازه بهینه ستتازیو اهمیت  متغیر ،یکنواختناهای فشتتار محیط

 اند.با ضخامت متغیر ساخته یای استوانههاپوسته استفاده ازبه خود را معطوف مهندسان توجه 

تحلیلی برای بررسی رفتار الکتروترموا ستیک یک پوسته  ارائه روشی ،این پژوهشهدف از انجام 

الکتروترمومکانیکی متقارن محوری، ناهمگن و ناهمسانگرد با ضخامت متغیر تحت بارگذاری  یااستوانه

ست. ناهمگنی خواص  یداخلی در  یه ستوانه ا  شودمیشود و فرض توانی درنظر گرفته می صورتبها

تغییرات ضتتخامت و بارگذاری الکتروترمومکانیکی در استتت.   1راستتتای شتتعاعی پلاریزه استتتوانه درکه 

 ست.تابعی از متغیر مساله در راستای طول پوسته ا داخل استوانه ی یه

سائل با  ستفاده از کامپیوتر و بهرهامروزه حل م صنعتی و روشگیری از نرما های عددی افزارهای 

د ه قوت خوبهای تحلیلی در حل مسائل همچنان اما تمایل به استفاده از روش ،بسیار رواج یافته است

ستفاده از روشپابرجاست. از  ارد پرداخت.ن موایذکر توان به می های تحلیلیجمله د یل پابرجا بودن ا

ی و .... به تحلیلی ارتباط رفتار ستتیستتتم با پارامترهای آن از قبیل هندستته، بارگذاری، شتترایط مرز در

ی رفتار پارامتریک اثر یک متغیر بر رو یویژه زمانی که هدف مطالعهاستتتت. بهراحتی قابل توصتتتیف 

هی کاهش محاسبات را به مقدار قابل توجتواند زمان باشد، روش تحلیلی می آن بهینه سازیسیستم و 

اه به همر نتایج را ییداهای عددی، بحث اعتبارستتنجی و تشتتایان توجه استتت که روش چنینهم. دهد

تواند های هرکدام، میعددی و تحلیلی با توجه به محدودیت هایخود دارند. در واقع استتتتفاده از روش

 فراهم آورد.بینی نتایج و پیشمسائل ابزاری سودمند را برای پژوهشگران جهت تحلیل 

                                                 
1. Radialy plorized 
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 هاپوسته بندیدسته 
 .[2] شوندمی بندیی و رفتاری دستهمادّ، دگاه هندسیاز دی هاوستهدر این بخش، پ

 دیدگاه هندسیالف( 

استتت خارج از ر ی در امتداد خطیا ستتطح مادّ: از انتقال یک منحنی 1ی حاصتتل از انتقالپوستتته

 شود.ی قوس، حاصل میصفحه

 ی قوس،در صفحه ی حول محور واقعیا سطح مادّاز دوران یک منحنی  :2ی حاصل از دورانپوسته

 شود.حاصل می

از  ترکوچکآن  4ای که نسبت ضخامت به شعار انحنای سطح میانیپوسته :3ی جدار ناز پوسته

1

20
 باشد. 

 از تربزرگای که نسبت ضخامت به شعار انحنای سطح میانی آن : پوسته5ی جدار ضخیمپوسته

1

20
 باشد. 

 یمادّدیدگاه ب( 

هر  و جهات مربوط به مختلف نقاط در پوستتته مکانیکی خواص :6همگن و همستتانگرد یپوستتته

 .نقطه یکسان است

ولی  است یکسان جسم مختلف نقاط در پوسته مکانیکی خواص: 7و ناهمسانگرد همگن یپوسته

 .یکسان نیست طهدر جهات مربوط به هر نق

ولی  نیست یکسان جسم مختلف نقاط در پوسته مکانیکی خواص :8همسانگردناهمگن و  یپوسته

                                                 
1. Shell of Translation 

2. Shell of Rotation 

3. Thin Shell 

4. Middle Surface 

5. Thick Shell  

6. Homogeneous and Isotropic Shell 

7. Homogeneous and Anisotropic Shell 

8. Inhomogeneous and Isotropic Shell 



 مقدّمه

5 

 

 .ستیکسان ا در جهات مربوط به هر نقطه

و هم  جسم مختلف نقاط درهم  پوسته یمادّه مکانیکی: خواص 1ناهمسانگردناهمگن و  یپوسته

 ست.یکسان نی جهات مربوط به هر نقطه در

 دیدگاه رفتاریج( 

شکل سته با تغییر  شرایط بارداری و بیجایی هر نقطه : جابه2های کوچکپو سته بین  باری، از پو

 کوچک است )رفتار خطی از نظر هندسی(.

، باریو بیاز پوستتته بین شتترایط بارداری جایی هر نقطه : جابه3های بزرگپوستتته با تغییر شتتکل

 از نظر هندسی(. غیرخطیکوچک نیست )رفتار 

رنش از قانون عمومی هو  ک-و روابط تنش پذیرندبازگشتها تغییر شکل :4پوسته با رفتار کشسان

 ی(.مادکنند )رفتار خطی از نظر پیروی می

عمومی نش از قانون کر-و روابط تنش ناپذیرندبازگشتتتها : تغییر شتتکل5ته با رفتار مومستتانپوستت

 ی(.ماداز نظر  غیرخطیکنند )رفتار هو  پیروی نمی

 دهد.نشان میو رفتاری  هندسی،های مختلف بندی پژوهش حاضر را از دیدگاهتقسیم 1-1شکل 

                                                 
1. Inhomogeneous and Anisotropic Shell 

2. Small Deflection 

3. Large Deflection 

4. Elastic Behavior 

5. Plastic Behavior 
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 های هندسی، مادی و رفتاربندی پژوهش حاضر از دیدگاهدسته 1-1شکل 

 ها های تحلیل پوستهنظریه 
های ناز  و ضتتتخیم پوستتتته ینظریهبه دو بخش  هاهای تحلیل پوستتتتهنظریهدر این بخش 

 .شودته میپرداخها نظریه شرح و توضیح مختصر برخی از اینبه  شوند و سپسیبندی متقسیم

 های نازکپوسته ینظریه 

1از  ترکوچک Rبه شعار سطح میانی hهای ناز ، نسبت ضخامت پوستهدر پوسته

20
باشد. می 

ی خطی بنا شده است. به طور کلی به ا ستیسیته ینظریهها بر مبنای این دسته از پوسته ینظریه

شود؛ ی سه بعدی استفاده نمیا ستیسیته ینظریهدلیل کوچک بودن یک بعد نسبت به ابعاد دیگر، 

 دستبههای ناز  تقریبی برای تحلیل پوسته-های تحلیلیسازی روابط ا ستیسیته، روشبلکه با ساده

ین لاوسازی روابط ا ستیسیته دارد. ی سادهگی به درجههای ارائه شده بستنظریهآورند. دقت نتایج می

 کاربهها پوسته ینظریهها ارائه کرد که پس از آن در بسط ی ورق( درباره1850) 1فکیرشهفرضیات را 

                                                 
1. Kirchhoff 
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شهف معرفی کرد، اما کار وی کامل کیرها را مبتنی بر فرضیات پوسته ینظریه( 1874) 1. ارونشد برده

کلاسیک  ینظریههای ناز  را ارائه کرد که اکنون به عنوان معاد ت عمومی پوسته( 1888) 2و نبود. 

 [:3کیرشهف عبارتند از ]-فرضیات  وکیرشهف مشهور است. -و  ینظریههای ناز  یا پوسته

ی تهنسبت ضخامت پوسته به شعار انحنای سطح میانی در مقایسه با واحد، کوچک است )پوس -1

 ناز (؛

 در مقایسه با ضخامت پوسته، کوچک هستند )خیز کوچک(؛خیزها  -2

پوشی است )تنش های تنش، قابل چشمی تنش عمود بر سطح میانی نسبت به سایر مؤلفهمؤلفه -3

 ای(؛صفحه

مقاطع مستتتوی و عمود بر ستتطح میانی پوستتته، پس از بارگذاری و تغییر شتتکل، همچنان  -4

ستوی و عمود باقی می شی و مؤلفهرض، کرنشمانند. با این فم سطح میهای بر انی، ی کرنش عمود بر 

 ای(.شوند )کرنش صفحهصفر درنظر گرفته می

را  4های حاصل از دوران متقارن محوریو تحلیل پوسته ( با استفاده از فرضیات 1912) 3رایسنر

دو را با لحاظ ی ها با تقریب مرتبهپوستتته ینظریهین کستتی استتت که اول( 1932) 5ارائه نمود. فلوگه

سته ستاندارد پو شناخته کردن خیزهای کوچک ارائه کرد. معاد ت وی به عنوان معاد ت ا های ناز  

ها با تقریب پوسته ینظریهها سازی آنباشند. با سادههای خاص قابل حل میشود و فقط در حالتمی

شد1944) 6نظریات فلوگه توسط بیرنه آیند.می دستبهصفر ی یک و مرتبه ( 1957نقدی ) .( تکمیل 

 7. ستتندرزاستتتمشتتکل  هاآنکارگیری بندی کرد که بههای ناز  را فرمولغیرخطی پوستتته ینظریه

( امکان 1964) 8ها را با استتتفاده از اصتتل کار مجازی ارائه کرد و نووژیلفبندی پوستتته( فرمول1959)

                                                 
1. Aron 

2. Love 

3. Reissner 

4. Axisymmetric Shell of Revolution 

5. Flugge 

6. Byrne 

7. Sanders 

8. Novozhilov 
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ستهی نظریهارائه شان داد ی پو شکل مختلط ن شرده صورتبهاین ترتیب معاد ت  و بهها را به  تری ف

 نوشته شدند.

 .بندی کردتقسیم گونهبه اینتوان های ناز  را میعمومی پوسته ینظریه

 ؛(1غشایی ینظریه) ی صفربا تقریب مرتبه نظریه -1

 ؛(2خمشی ینظریه) ی یکبا تقریب مرتبه نظریه -2

 .فلوگه( ینظریه) ی دوبا تقریب مرتبه نظریه -3

 های ضخیمپوسته ینظریه 
های جدار دقیق استوانه حل، 4مستویی ا ستیسیته ینظریه( با استفاده از 1852) 3ین بار  مهاول

شار یکنواخت داخلی را که ضخیم متقارن محوری با جدار ثابت شت برای تحت ف ی همگن مادّه قرار دا

 ل مختلف مهندسی کاربرد فراوانی داشته است.مسائ حل[، که تاکنون نیز در 4کرد ]و همسانگرد ارائه 

. آورد دستبها ستیسیته های ضخیم را با استفاده از معاد ت اساسی ( روابط پوسته1930) 5گالرکین

های ی برای پوستتتهحلی خطی، معاد ت قابل ا ستتتیستتیته ینظریه( با استتتفاده از 1949) 6و ستتف

 7برشی تغییر شکل ینظریهلحاظ اثر برش عرضی و اینرسی دورانی،  ( با1956ضخیم ارائه کرد. نقدی )

سته ضخیم پایهرا برای پو سکیهای  تغییر  ینظریهکارگیری ( با به1958) 9و هرمان 8گذاری نمود. میر

                                                 
1. Membrane Theory 

2. Bending Theory 

3. Lame´ 

4. Plane Elasticity Theory (PET) 

5. Galerkin 

6. Vlassov 

7. Shear Deformation Theory (SDT) 

8. Mirsky 

9. Hermann 
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[. 5کردند ]ای جدار ضتتخیم را ارائه های استتتوانه، تحلیل ارتعاشتتی پوستتته1اولی شتتکل برشتتی مرتبه

ستوانه( مقادیر ویژه1960) 2پنگرینس ستهنظریهضخیم را با  جدار یی ا های ناز  و های مختلف پو

 مقایسه نمود. ضخیم

 .بندی کردتقسیم گونهبه اینتوان های ضخیم را میعمومی پوسته ینظریه

 ؛ی خطیا ستیسیته ینظریه -1

 .تغییر شکل برشی ینظریه -2

 خطی یهالاستیسیت ینظریهالف( 

سیته ینظریهی در طور کل به ستی  با حل آنها، توانمیمعادله وجود دارد که  15بعدی، سه ی ا 

ی ی تعادل )تنش(، شتتتش معادلهاز: ستتته معادله اندعبارت؛ معاد ت آورد دستتتتبهمجهول را  15

از: شش  اندعبارتکرنش( و مجهو ت -ی رفتاری )تنشجایی( و شش معادلهجابه-سینماتیک )کرنش

ی ی کرنش )تانستتور متقارن کرنش( و ستته مؤلفهی تنش )تانستتور متقارن تنش(، شتتش مؤلفهمؤلفه

ها را به رفتاری پوسته بعدی هرچند مشخصاتسه ی ا ستیسیته ینظریهجایی(. جایی )بردار جابهجابه

باشد و یچیده میمعاد ت آن بسیار پ حلشود ولی دقیق می حلکند و منجر به طور کامل توصیف می

توان معاد ت با  را کاهش داد و می ایشوندهسادهاست. با فرضیات ناپذیر امکان هاآنکارگیری عملاً به

نها ستتتتیستتتیته ینظریه  ینظریهبرد. در  کاربهها ی دو بعدی )مستتتتوی( را برای تحلیل استتتتوا

 وانه، پس ازاستتت مرکزی محورشتتود که مقاطع مستتتوی عمود بر ی مستتتوی، فرض میا ستتتیستتیته

مانند. درحقیقت کرنش برشتتی و محور باقی میو تغییر شتتکل، همچنان مستتتوی و عمود بر  بارگذاری

صفر درنظر گرفته می سته ینظریهاما برخلاف  شودتنش برشی  جایی هر های ناز ، جابهکلاسیک پو

سته برابر جابه سطح میانی درنقطه از پو ستوانه نظریهد. این شونظر گرفته نمیجایی  ی را  مه برای ا

                                                 
1. First-Order Shear Deformation Theory (FSDT) 

2. Greenspon 
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ها د و توزیع تنش را در استتتوانهاستتتفاده کرهمستتانگرد ی همگن و مادّهجدار ثابت متقارن محوری از 

 [.4های ضخیم مشهور است ]توانهکلاسیک اس ینظریه مه به  ینظریهآورد.  دستبه

 عبارت است از: ،جدار ثابتضخیم  یحاکم بر استوانه دیفرانسیل یمعادله

(1-1) 
2

2

2

1
0 0r r r

r r r

d u du u
or r u ru u

dr r dr r
      

 

 :با است برابر ru استوانه جاییجابه و

(1-2) 2
1r

C
u C r

r
 

 

r استوانه، شعار 
1C  2وC آیندمی مرزی شرایط با که هستند معادله هایثابت. 

 تغییر شکل برشی ینظریهب( 

شتتود بلکه با جایی ستتطح میانی توصتتیف نمیجایی هر نقطه از پوستتته با جابه، جابهنظریهدر این 

سطح میانی و جابهمجمور جابه سطح میانی بیان میجایی  سبت به  ی . به طور کلشودجایی آن نقطه ن

 (R) از محور تقارن سطح میانی یفاصلهبرابر است با ( r)ی هر نقطه از پوسته تا محور تقارن فاصله

 ، یعنی:(zآن نقطه از سطح میانی ) یفاصله هعلاوب

(1-3) ;  1
z

r R z
R

  

لی ی فرانستتتت ی جز  د ختصتتتته و  م یر  ی غ ت ین کتتار، ستتتتبتتب   شتتتتودمی zبتته  r، از 1ا

d , ( , , ) d , ( , , )r r x z z x  است. (4-1)رابطه  صورتبهپوسته  جایی هرنقطهو میدان جابه 

(1-4) 

( , , )

( , , )

( , , )





 

z z

x x

U U z x

U U z x

U U z x

 







 

ی فوق در رابطه
zU ،U 

و  
xU جایی در راستتتتای شتتتعاعی، محیطی و های میدان جابهمؤلفه

جایی حول  یه های میدان جابهباشند؛ با استفاده از بسط تیلور و نوشتن بسط تیلور مولفهمحوری می

 .میانی پوسته خواهیم داشت

                                                 
1. Differential element 
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(1-5) 

2 32 3

2 3

0 0 0

2 32 3

2 3

0 0 0

22

0
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2! 3!

...

( , , ) ( , , ) ( , , )
(0, , )

2! 3!

...

( , , ) ( , , )
(0, , )

2!

z z z
z z

z z z

z z z

x x
x x

z

U z x U z x U z xz z
U U x z

z z z

U z x U z x U z xz z
U U x z

z z z

U z x U z xz
U U x z

z

  
 

  


  


 


  

  



  
   

  



  
   

  



 
  

 

33

2 3

0 0

( , , )

3!

...

x

z z

U z xz

z z



 











 







 

 توان بازنویسی کرد.تر به شکل زیر میساده صورتبهرابطه فوق را 

(1-6) 

0 1 2 2 3 3

0 1 2 2 3 3

0 1 2 2 3 3

0 1 2 2 3 3

0 1 2 2 3 3

0 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ...

...

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ...

...

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ...

    

    

    

    

    

 

z z z z z

z z z z

x x x x x

x x

U U x zU x z U x z U x

U zU z U z U

U U x zU x z U x z U x

U zU z U z U

U U x zU x z U x z U x

U zU

    

   

   

   

   

2 2 3 3 ...










    x xz U z U

 

ساس شعاعی را یک ی با ، جابهرابطه بر ا سب ایچندجملهجایی  شت. اگرمی z بر ح ) توان نو

0z ) شانگر جابه شد، ن سطح میانیبا سته جایی  ست. اگر فقط جمله پو شو نظردر اولی ا )د گرفته 

0

r ru u)خمشی  ینظریهشود که مشابه های جدار ضخیم میی صفر پوسته، تحلیل با تقریب مرتبه

یه) به ینظر تهمرت یک در پوستتت ناز ( و اگری  له های  ته در از این بستتتط دو جم شتتتود نظر گرف

0 1

r r ru u z u ینظریهشتتود که مشتتابه های جدار ضتتخیم میی یک پوستتته، تحلیل با تقریب مرتبه 

 باشد.های ناز ( میی دو در پوستهمرتبه ینظریهفلوگه )

اینرستتتی دورانی و  توانمی ،پیچش ر نیروهای محوری، برش، خمش و، علاوه بر اثنظریهدر این 

 اولی تغییر شتتکل برشتتی مرتبه ینظریهی یک به با تقریب مرتبه نظریهگرفت.  نیزرا  1میدان حرارتی

در  2میندلین ینظریه چنینهمتیموشنکو در تیرها و  ینظریههرمان شهرت دارد که تعمیم -میرسکی

 عبارت است از: نظریهر این د U جاییباشد. میدان جابهها میورق

                                                 
1. Thermal Field 

2. Mindlin 
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شی مرتبه ینظریهدر  شکل بر سطح میانی، پس از تغییر اولی تغییر  ستوی و عمود بر  ، مقاطع م

 نظردرمانند ولیکن الزاماً عمود نیستند، یعنی کرنش برشی و تنش برشی صفر شکل، مستوی باقی می

دقیق مستتائل  حلی ستته بعدی، منجر به ا ستتتیستتیته ینظریهکارگیری شتتوند. هرچند بهگرفته نمی

)به غیر از  جدار ضتتخیمهای کاملی برای پوستتته حلشتتود، ولیکن به دلیل اینکه تاکنون هیع راه یم

ستفاده از  موارد سیته ینظریهخاص( با ا ستی ست، ا  شده ا سه بعدی ارائه ن شکل  ینظریهی  تغییر 

مرزی،  ای مختلف با انوار جداره، انوار مواد، انوار بارگذاری و شرایطهای پوستهبرشی برای تحلیل سازه

 باشد.روش مناسبی می ،1ی نامتقارن محوریحت

 مواد بهبود روند 
صتتتنایع مختلف ایجاد  هایی درمحدودیت ،صهمستتتانگرد به دلیل یکنواختی خوامواد همگن و 

اند که از مواد جدید با خواص برتر استتتفاده کنند. کنند؛ بنابراین پژوهشتتگران همواره در تلاش بودهمی

در صتتنایع دریایی عملی  1950ی و آغاز دهه 1940ی ها( در پایان دهه)کامپوزیت بمرکّی مواد ایده

آیند که خواص فیزیکی متفاوت و می وجودبهی ناهمستتتاز مادّهاز ترکیب دو یا چند  بمرکّمواد شتتتد. 

سنخیت رفتار سازگار دارند. این عدم  ها مواد، باعث تمرکز تنش و ایجاد گسستگی در مرز  یه گاهی نا

، ولیکن از )میکروستتکوپی(، ناهمگن و ناهمستتانگرد هستتتند ها از دیدگاه متالورژیشتتود. کامپوزیتمی

، بمرکّی مواد شتتوند. اشتتکال عمده)ماکروستتکوپی(، همگن و ناهمستتانگرد تلقی می دیدگاه مکانیکی

ریزی شتتد که ستتبب ی تغییر تدریجی خواص مواد پیاستتت، لذا ایده تغییر ناگهانی مواد و خواص آنها

شکل  ناهمگن هستند. FGکاملاً پیوسته و تدریجی ایجاد شود. مواد  صورتبهگردید؛ تغییرات خواص 

 دهد.را نشان می FGMی بین تغییرات خواص در مواد ایزوتروپ، کامپوزیت و مقایسه 1-2

                                                 
1. Nonaxisymmetric 
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 تغییرات خواص در مواد مختلف 2-1شکل 

 پیزوالکتریکمواد  
آنها  یک میدان الکتریکی در ،کیموادی هستتتتند که تحت تاثیر کرنش مکانی ،یکمواد پیزوالکتر

شتتود. کرنش آید، ایجاد میدان الکتریکی در این مواد به عنوان اثر پیزوالکتریکی شتتناخته میپدید می

وجود آید؛ نیرو، فشتتار، شتتو  حرارتی و ... بهتواند توستتط هر عامل خارجی از قبیل مکانیکی فوق می

جاد کرنش در مواد پیزوال چنینهم یدممکن استتتت برای ای یک م تاثیر  حت  ان کتریک این مواد را ت

یک معکوس موستتتوم استتتت ] به عنوان اثر پیزوالکتر یده  پد که این  ند  [. مواد 6الکتریکی قرار ده

صیت پیزوال سان نیز خا ستخوان ان ست؛ پوست و ا کتریکی پیزوالکتریک از گستردگی زیادی برخوردار ا

پلاریزه [. در صتتورتی که مواد پیزوالکتریک خاصتتیت پیزوالکتریک خود را از دستتت دهند، دی7دارند ]

 شتتدن پلاریزهدیروند. از بین می مادّههای موجود در پلاریزه شتتدن دو قطبیگردند؛ در حین دیمی

 تواند منشا الکتریکی، مکانیکی و یا حرارتی داشته باشد.می

سیاری را می شی از این کاربردها که توان کاربردهای ب شد، که بخ صور  برای مواد پیزوالکتریک مت

های پیزوالکتریک استتتفاده به عنوان ستترامیک ،ی[ آمده استتت. یکی از کاربردهای استتاستت8] مرجع در
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ی تنش ولتاژ بستتیار با ی تولید شتتده در ستترامیک پیزوالکتریک به وستتیله باشتتد.می 1ی گاززنهآتش

سبب جرقه شدن گاز و م 2مکانیکی،  توانند به های پیزوالکتریک میسرامیک چنینهم. شودمیشتعل 

شتاب شگرهای پیزوالکتریک در تجهیزات سنجها و تنشسنجعنوان  ستفاده قرار گیرند. ارتعا ها مورد ا

شاتی مکانیکی می صافیارتعا سانگر3توانند به عنوان  شوند.  4، محر  و یا نو ستفاده  امواج  چنینهما

نه 5فراصتتتوتی فاده قرار میدر زمی ناگونی مورد استتتت یکهای گو کاربرد پیزوالکتر ند و  ها در گیر

های گرهای غیر مخرب، زمینهفراصتتوتی، آشتتکارستتاز زیرآبی و ردیاب ماهی، ستتنجش 6هایمیکروفن

 باشند.ای از این کاربردها میی تشخیص تا درمان و جراحی و ... نمونهدر گستره الکترونیکی-پزشکی

 FGریاضی مواد  سازیمدل 
توزیع کند. تدریجی و پیوستتته تغییر می صتتورتبهیر تابعی خواص در مواد متغ 2-1شتتکل مطابق 

سته از مواد ستوانه خواص این د شعار آن بیان میمعمو ً  ،را در ا ه عمدتاً ؛ ک[10-9] کنندبا توابعی از 

 .این قرارند از

 7توانیالف( توزیع 

(1-8) ( ) Pr

Pr

n

i i

i

n
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Pr r Pr Pr r
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 8ب( توزیع نمایی

(1-9)  
1

1
( ) i

Pr
Pr
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r r
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Pr r Pr e Pr e

 
 

   

 9ج( توزیع کسر حجمی

                                                 
1. Gas igniter 

2. Spark 

3. Filter 

4. Oscillator 

5. Ultrasonic 

6. Microphones 

7. Power 

8. Exponential 

9. Volume Fraction 
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(1-10) ( ) ( )
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در روابط فوق 
ir، or  شتتتعار استتتتوانه و

iPr، 
oPr داخلی و  یهبه ترتیب در  ی مادّه خاصتتتیت

ستوانه می خارجی شدا که  با
iPr و 

oPr صیتتواند می مدول  قبیلاز  ، حرارتی و الکتریکیمکانیکی خا

 ،5حرارتی ضتتریب انبستتاط خطی ،4حرارتی ضتتریب هدایت ،3پواستتون نستتبت ،2، چگالی1ا ستتتیستتیته

باشتتتد.  7الکتریکدی هایثابت و 6پیزوالکتریک هایثابت
Prn  خاصتتتیتدر روابط فوق ثابت ناهمگنی 

کند در  تواند مقادیر حقیقی مثبت را اختیارکه ثابت ناهمگنی فقط می (10-1) یهاستتتت؛ جز رابط

ند اختیارنیز می مقادیر حقیقی منفی را (9-1)و  (8-1) روابط 0Prnکند.  توا  یه  ها،توزیع یدر کل

 .دهنده مواد همگن استنشان

ای توانی و نمایی در استوانه صورتبهبرای مشخص شدن توزیع خواص  (9-1)و  (8-1) ابطوطبق ر

ثابت ناهمگنی مربوط به آن تعیین  داخلی استوانه و یهخواص در  ی ی مشخص، کافی استبا هندسه

ی داخلی و ثابت ناهمگنی مربوط به  یه خواص یینعلاوه بر تعکسر حجمی توزیع در  حال آنکه شود؛

 .باشدمی ی خارجی استوانه نیزآن، نیاز به تعیین خواص در  یه

 الف( توزیع توانی و نمایی

ی جدار ضتتخیم ناهمگن، نستتبت به خواص در توزیع خواص ناهمگنی را در استتتوانه 3-1شتتکل 

ستوانه،  یه شان می صورتبهی داخلی ا ست 3-1شکل که از  همان طوردهد. توانی و نمایی ن  ؛پیدا

ی یه )خواص در  یهاولتا تغییرات خواص با اختلاف بیشتتتری از حالت  شتتودمیتوزیع نمایی ستتبب 

صورت گیرد. این امر بدان معناست که می ستوانه(،  توان توزیع نمایی با داخلی ا
Prn خاص را، با توزیع 

 کرد. سازیمدلباشد، از حالت نمایی می تربزرگآن  Prnتوانی که 

                                                 
1. Elasticity Modulus 

2. Density 

3. Poisson's Ratio  
4. Heat Conduction Coefficient 

5. Thermal Linear Expansion Coefficient 

6. Piezoelectric Constants 

7. Dielectric Constants 
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 ی ناهمگنتوزیع خواص در استوانه 3-1شکل 

 کسر حجمی ( توزیعب

شان می صورتبهتوزیع خواص مکانیکی را  4-1شکل  ستوانه ن سر حجمی در ا طور  هماندهد. ک

ی داخلی و بین خواص مکانیکی در  یه ی ناهمگناز شتتکل پیداستتت خواص مکانیکی در استتتوانه که

ها ثابت و که ثابت ناهمگنی صتتفر استتت خواص مکانیکی در کل  یهکند. هنگامیتغییر می آن خارجی

با افزایش ثابت ناهمگنی و میل کردن آن به ستتتمت  چنینهمی خارجی استتتت؛ برابر خاصتتتیت  یه

صیت  یهنهایت، خواص مکانیکی در کل  یهبی از  که طور همان. شودمیی داخلی ها ثابت و برابر خا

Prn,0ل پیداست، در توزیع کسر حجمی، دو حالت شک  باشند.، بیانگر مواد همگن می 

 

 ی ناهمگنکسر حجمی در استوانه صورتبهتوزیع خواص  4-1شکل 
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 پژوهش یهپیشین 
 ویژهبهها های بستتتیاری بر روی پوستتتتهطور که در ابتدای فصتتتل نیز گفته شتتتد؛ پژوهشهمان

است. هر  گرفته انجام هاآنای از گذشته تا به امروز، به دلیل اهمیت و کاربرد فراوان های استوانهپوسته

سته ،دیدگاهی خاصها از کدام از این پژوهش ستوانهپو اند؛ داده سی قرارای را مورد تحلیل و بررهای ا

جه به اشتتد که با توبهای موجود میتنها بخش اندکی از پژوهش ،شتتودمیآنچه که در پیرو مطلب ذکر 

ضوعی شدهو نزدیکی آن ارتباط مو ضر، انتخاب  ر یک، به هاند؛ با نظر به تقدم تاریخی ها به پژوهش حا

 گردند.این صورت ارائه می

 ثابت و متغیرهای جدار تحلیل الاستیک استوانه 
ستوانه سال ا ضخیم برای اولین بار در  سط  مه ] 1852های جدار  [ مورد تحلیل قرار گرفت. 4تو

ی ی ا ستتتیستتیتهیهنظر گرفت و با استتتفاده از نظرها را همگن و همستتانگرد درستتتوانهوی جنس ا

 آورد. دستبهها را معاد ت حاکم را استخراج کرد و حل دقیق آن 1مستوی

ی مستوی، معاد ت حاکم ی ا ستیسیته[ با استفاده از نظریه11هورگان و چان ] 1999در سال 

فشار داخلی و خارجی قرار  که تحترا  FGساخته شده از مواد های جدار ضخیم ها و دیسکبر استوانه

شتند ضریب  ،دا شان  سونحل کردند. ای سیته را به پوا ستای را ثابت و مدول ا ستی صورت توانی در را

شان دادند خلا چنینهممتغیر فرض کردند؛  ،شعاعی ستوانهن های همگن که بیشینه تنش محیطی ف ا

اهمگن صادق نبوده و ممکن است در شعار های ندهد، این امر در استوانهالزاماً در شعار داخلی رخ می

 خارجی رخ دهد که این موضور بستگی به ثابت ناهمگنی مواد دارد.

ی جدار ی مستتتوی، استتتوانهی ا ستتتیستتیته[ با استتتفاده از نظریه12جان و همکاران ]-هونگ

ضریب را ضخیمی سون که  سیته پوا ستی ، در کردو نمایی تغییر میخطی  صورتبهی آن و مدول ا 

مورد تحلیل قرار دادند. استتتوانه تحت فشتتار داخلی و خارجی قرار داشتتت و در تمامی  2006ستتال 

                                                 
1. Plane Elasticity Theory (PET) 
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را ثابت  پواسونبا خواص متغیر خطی، ضریب  یبوط به حل تحلیلی برای استوانهها جز حالت مرحالت

ستبهگرفتند. حل درنظر صفحه د صفحهآمده مربوط به حالت تنش  شان ای بود. نتایای و کرنش  ج ن

داد که تغییر خواص از نمایی به خطی و یا بالعکس، باعث تغییر چندانی بر روی توزیع تنش شعاعی می

 کند.خوش تغییر میجایی شعاعی را با شدت بیشتری دستاما این امر تنش محیطی و جابه شودمین

ار ضتتتخیم های جدبر استتتتوانهرا [ معاد ت حاکم 13ژیفای و همکاران ] 2007در اوایل ستتتال 

شتند ناهمگن که تحت شار داخلی و خارجی قرار دا سیته ،ف ستی ستفاده از ا  ستوی، تنها در با ا ی م

ی ناهمگن را تنها برای ای استتتخراج نمودند. ایشتتان تغییرات خواص در استتتوانهحالت کرنش صتتفحه

خطی مدل کردند. ستتپس معاد ت حاکم را با دو  صتتورتبهگرفتند و درنظری آن مدول ا ستتتیستتیته

کارگیری حل  مه هایی با خواص ثابت و بهکردن استتتوانه به  یه چند یهروش، یک بار با استتتفاده از 

ها جایی شتتعاعی بین  یههمراه با روش بازگشتتتی که از شتترایط مرزی پیوستتتگی بر روی تنش و جابه

نشان دادند که  چنینهمگیری استوانه با خواص متغیر، حل کردند. ردرنظکرد و بار دیگر با استفاده می

آمده در داخل استوانه  دستبهجایی شعاعی ها، مقدار جابهکردن با افزایش تعداد  یه چند یهدر روش 

سال، توتونچو ]کاهش می شته ]14یابد. اندکی بعد در همین  شابه با کار گذ شی م [ را انجام 12[ پژوه

کارگیری سری فریبینیوس، استوانه جدار ی مستوی و بهی ا ستیسیتهداد. ایشان با استفاده از نظریه

سیته آن  ستی شت و مدول ا  شار داخلی قرار دا یر نمایی تغی صورتبهضخیم ناهمگن را که تحت ف

ای حل کرد. در این پژوهش اثر تغییر ثابت ناهمگنی بر روی توزیع در حالت کرنش صتتتفحه، کردمی

 جایی شعاعی مورد مطالعه قرار گرفت.تنش شعاعی و محیطی و جابه

سال 15لی و پنگ ] ستفاده از نظریه 2009[ در  سیتهبا ا ستوی و بهی ا ستی کارگیری روش ی م

آوردند.  دستتبههای جدار ضتخیم ناهمگن تحت فشتار داخلی را استتوانهحل دقیق  1انتگرال فردهولم

ستوانه  شان توزیع ناهمگنی خواص را در ا گرفتند اما نتایج را تنها برای حالتی درنظردلخواه  صورتبهای

سیته،  ستی شده تغییر می صورتبهکه مدول ا  ساده  سر حجمی  کرد، بیان کردند. توزیع توانی و ک

                                                 
1. Fredholm 
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آمده  دستتتبهی توزیع خواص، در تغییر نتایج دادند که تغییر نحوه [ نشتتان12] مرجع مانند چنینهم

 برای تنش شعاعی اثری کم و در تنش محیطی اثری مشهود دارد.

 ی اوّلمرتبهی تغییر شتتکل برشتتی [ با استتتفاده از نظریه16نژاد ]، قنّاد و زمانی2010در ستتال 

گیردار را که تحت فشتتار داخلی قرار داشتتت، مورد تحلیل قرار دادند و تنش دو ستتری همگن استتتوانه

استوانه تنش دو سربرشی را در استوانه بررسی کردند. ایشان نشان دادند که در مناطق دور از مرزهای 

صفر میل می سمت  شی به  سبب بر ستوانه و جابه تا تنش شودمیکند و  شعار ا جایی، تابعی تنها از 

مشاهده کردند در نقاط  چنینهمکه در حوالی مرز تابعی از شعار و طول استوانه است و باشد درحالی

سیتهدور از مرز توافقی خوبی بین نظریه ستی شی و ا  شکل بر ستوی وجود دارد.ی تغییر  اندکی  ی م

ستفاده از نظریه17نژاد ]و زمانی بعد، قنّاد سیته[ با ا ستی ساختاری در ی ا  ستوی و تعریف روابط  ی م

های جدار ضتتخیم ناهمگن را که ای(، حل کامل استتتوانهصتتفحه و کرنش ایصتتفحه )تنش یحالت کلّ

آوردند. ایشتتتان ناهمگنی خواص برای مدول  دستتتتبهتحت فشتتتار داخلی و خارجی قرار داشتتتتند را 

نشان  چنینهمباشد. ثابت می پواسونگرفتند و فرض کردند ضریب درنظرتوانی  صورتبهیسیته ا ست

جایی، باید مقادیر مثبت یا منفی برای ثابت ناهمگنی اختیار دادند برای افزایش یا کاهش تنش و جابه

شان ] ستفاده از نظریه18گردد. در همین زمان ای ستوانه[ با ا شی ا شکل بر ضخیم ی تغییر  های جدار 

ناهمگن را که تحت فشتتار داخلی و خارجی قرار داشتتتند، مورد تحلیل قرار دادند. ایشتتان با بررستتی و 

سه نظریه شی مقای شکل بر ستهبا نظریه ی اوّلمرتبهی تغییر  ستوی در نواحی دور از ی ا ستی دو ی م

ستوانهسر شان دادند با افزایش  ا ستوانهن شی حل نیمه تحلیلی یا نظریه ،ضخامت ا شکل بر ی تغییر 

بیان نمودند که  چنینهمو  شتتودمیی مستتتوی دور ی ا ستتتیستتیهاز حل دقیق یا نظریه ی اوّلمرتبه

عاعی، جایی شی مستوی در میزان جابهاز ا ستیسیته ی اوّلمرتبهی تغییر شکل برشی اختلاف نظریه

 شد.بامی %25ی میانی آن است، در حدود ی استوانه برابر شعار  یهوقتی ضخامت جداره

سال  ستوانه19] اد و همکارانقنّ 2013در  ضخیم متغیر را [ تحلیل ا ستیک ا های ناهمگن جدار 
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ی تبهمرو تئوری تغییر شکل برشی  1که تحت فشار داخلی قرار داشتند با استفاده از تئوری اغتشاشات

ستیک  اوّل ضخامت و محور  صورتبهارائه کردند. در این پژوهش تغییرات مدول ا  ستای  توانی در را

ضریب  درنظر گرفته سونشد و به دلیل تغییرات اند   صیت پوا مقداری ثابت  صورتبه مادّه، این خا

ستگاه معاد ت حاکم  درنظر گرفته ستبهشد. د ستگاه معاد  د با  ایمرتبهت آمده در این پژوهش د

شات اقدام به  شا ستفاده از روش تئوری اغت شد حل آنضریب متغیر بود که با ا پژوهش  . در اینانجام 

سراثر گیردار بودن  ستوانه و توزیع تنش در آن دو  ستیک ا ستوانه و ناهمگنی خواص بر روی رفتار ا  ا

 مطالعه و بررسی قرار گرفت.مورد 

تحلیلی چند یه کردن حل -با استتتفاده از روش نیمه 2015 [ در ستتال20نژاد و همکاران ]زمانی

ستوانه ستیک ا شار داخلی قرار ا  ضخیم متغیر ناهمگن چرخان را که تحت توزیع دلخواه ف های جدار 

درنظر که به دلیل تغییرات اند  ثابت  پواستتونوردند. در این پژوهش جز ضتتریب آ دستتتبهداشتتت، 

ستوانه شد؛ تغییرات چگالی و مدول ا گرفته ستیک ا ستوانه فرض  صورتبه  ستای محور ا توانی در را

ستگاه معاد ت مرتبه ستخراج گردید که د ساله ا ستفاده از روش انرژی معاد ت حاکم بر م ای شد. با ا

ستگاه معاد ت ناهمگن مرتبه ست. این د ضرایب متغیر ا ستفاده از ناهمگن با  ضریب متغیر با ا ای با 

ضخیم متغیر به چندین دیسک جدار ثابت که بر روی هم روش چند یه کردن و  ستوانه جدار  تبدیل ا

ای ناهمگن با ضرایب ثابت شد که قرار گرفته است تبدیل به چندین دستگاه معاد ت دیفرانسیل مرتبه

معاد ت مربوط به شتتترایط  چنینهمباشتتتند، تحلیلی و روش های مرستتتوم قابل حل می صتتتورتبه

سک ستگی بین دی سان بودن جابههپیو سکا با توجه به یک شیب در با  و پایین دی های میانی جایی و 

شتتد. این پژوهش اثر توزیع فشتتار و ناهمگنی خواص را بر روی رفتار مکانیکی استتتوانه  درنظر گرفته

[ تحلیل 21] 2017شتترعیات و علیپور در ستتال  ناهمگن جدار متغیر چرخان را مورد مطالعه قرار داد.

ستوانهخمش و تنش  سبت های جدار متغیر و مخروطرا برای ا سونهای ناقص ناهمگن با ن  2منفی پوا

                                                 

1. Perturbations Theory 

2. Auxetic 
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و  FSDTتحقیق نمودند. در این تحقیق، ایشتتان با استتتفاده از  ه تحت بارگذاری عمومی قرار داشتتت،ک

حاکم را استخراج نمودند و با استفاده از تبدیل تیلور حل آن  معاد ت ،پتانسیل کل کمینهاصل انرژی 

 آوردند. دستبهرا 

 های جدار ثابت و متغیرلیل ترموالاستیک استوانهتح 
سال 22] زیرمان و لوتز ستوانه 1999[ در  که تحت گرمای یکنواخت قرار  را FGهای حل دقیق ا

شرایط  شتند، تحت  ستبه ایصفحه کرنشدا شعاعی و محیطی این پژوهش تنش آوردند. در د های 

 رای استوانه ناهمگن محاسبه گردید.ب مؤثرمورد بررسی قرار گرفت و ضریب انبساط حرارتی 

ستوانه هایتوزیع دما و تنش گذرا در حال خنک شدن در  صورتبهکه  FGهای ناهمگن حرارتی ا

سیواکومار ]تو ،بودندسطح داخلی خود  سال 23سط آواجی و  شد. ناهمگنی خواص  2001[ در  ارائه 

ستوانه صورتبه سر حجمی، ا ( و انتقال حرارت ایصفحهطویل )حالت کرنش  صورتبهی ناهمگن ک

ضخامت(  صورتبه ستای  های شد. نتایج مربوطه به تنش درنظر گرفتهیک بعدی )انتقال حرارت در را

 ترسیم و مورد ارزیابی قرار گرفت.استوانه  داخلی یکاری  یهخنکحرارتی و دمای گذرا در حالت 

های تنشمحدود [ با استتتتفاده از روش عددی تفاضتتتل 24ال نگار و همکاران ] 2002در ستتتال 

ستوانه سانگرد )ارتوتروپیکهای نحرارتی گذرا را در ا ستبه( چرخان را اهمگن و ناهم شان  د آوردند. ای

فرض کردند. ناهمگنی  ایصتتفحها در حالت کرنش نیز انتقال حرارت را یک بعدی و استتتوانه ناهمگن ر

 شد. درنظر گرفتهیک تابع توانی  صورتبهخواص در این پژوهش 

 چند یههای ناهمگن با طول محدود با استفاده از روش حل نیمه تحلیلی ترموا ستیسیته استوانه

سال کردن  سرشد.  ارائه[ 26-25] 2005در  ستوانهدو  شرایط مرزی( انتهای ا  صورتبههای ناهمگن )

 1شد. ایشان با استفاده از روش چند یه کردن درنظر گرفتهگاه ساده مکانیکی و دارای دمای ثابت تکیه

ایی از استتتتوانه همگن که با یکدیگر در تماس بودند، تبدیل کردند و استتتتوانه ناهمگن را به مجموعه

                                                 
1. Multi Layer Method 
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. نمودنداقدام ترموا ستیسیته آنها حل به  ،های در سطح تماس استوانهسپس با اعمال شرایط پیوستگ

 های ناهمگن با استتتفاده از تبدیل  پلاس انجام شتتدتحلیل یک بعدی گذرای ترموا ستتتیک استتتوانه

 هایشتتده استتتوانهترموا ستتتیستتیته جفت[ تحلیل 29بهتویی و استتلامی ] 2007در ستتال . [27-28]

 1مرتبه اولّو تئوری دمای  FSDTآوردند. ایشتتتان با استتتتفاده از  دستتتتبهناهمگن با طول محدود را 

ستوانه ستخراج نمودند. معاد ت معاد ت حرکت و انرژی را برای ا شو  حرارتی ا های ناهمگن تحت 

مکان تبدیل کردند. با روش  یزمان به حوزه ی پلاس از حوزهحاکم را با استتتتفاده از روش تبدیل 

نمودند و سپس با روش عددی تبدیل معکوس  پلاس  مکان حل یگالرکین معاد ت حاکم را در حوزه

  های ناهمگن تحت شو  حرارتی را استخراج نمودند.حل نهایی ترموا ستیسیته استوانه

سال 30حیدرپور و همکاران ] ستفاده از نظریه 2012[ در  سیبا ا ستی ته، معاد ت حاکم بر ی ا 

ستای ضخامت )یک بعدی(  ستوانه ناهمگن چرخان که تحت فشار داخلی و انتقال حرارت پایدار در را ا

کردن استتتتوانه و  چند یههای قرار داشتتتت را در حالت کلی استتتتخراج کردند و با استتتتفاده از روش

اه با اعمال شرایط پیوستگی همر 2سازی معاد ت دیفرانسیل حاکم با روش مربعات دیفرانسیلیگسسته

جایی، تنشی، دمایی و انتقال حرارتی منجر به ایجاد دستگاه معاد ت خطی شدند و آن را و مرزی جابه

گرفتند و نشان درنظرکسر حجمی و وابسته به دما  صورتبهحل کردند. ایشان ناهمگنی خواص را تنها 

 جایی و تنش دارد.هدادند وابستگی خواص به دما تاثیر مشهودی بر روی جاب

سال  ستوانه[ حل دقیق و تخمینی را برای تنش31] 2015سیفی در  های های ترموا ستیک در ا

ضخیم ناهمگن  صرف  دستبهجدار  سیته مستوی و  ستفاده از تئوری ا ستی آورد. در این پژوهش، با ا

شعاعی حل دقیق و تخمینی ب ستای  شی و فرض انتقال حرارت در را ستوانهنظر از تنش بر های رای ا

 صتتتورتبهآمد. معادله تعادل برای استتتتوانه ناهمگن  دستتتتبهناهمگن با توزیع توانی و نمایی خواص 

سیل مرتبه ستفاده از معادله دیفران ستوانه ناهمگن با توزیع توانی با ا ست که در این پژوهش برای ا ای ا

                                                 
1. First-order temperature theory (FTT) 

2. Differential Quadrature Method (DQM) 
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صورت می ستوانه ناهمروش اویلر اقدام به حل آن  ستفاده از تغییر گیرد و برای ا گن با توزیع نمایی با ا

سل حل آن انجام می ستفاده از توابع ب ستفاده از روش متغیر و ا کردن  چند یهشود. حل تخمینی با ا

جایی کند و شتترایط پیوستتتگی جابههای همگنی با ضتتخامت یکستتان تبدیل میکه استتتوانه را به  یه

آید. نتایج نشتتان می دستتتبهکند  یه اعمال می شتتعاعی، تنش شتتعاعی و دمایی را در مرز تماس هر

های زیاد از دقت با یی برخوردار است و دهند حل تخمینی در صورت تقسیم استوانه به تعداد  یهمی

اثر بارگذاری حرارتی غالب بر اثر بارگذاری فشتتتاری  چنینهمنتایج آن بر حل دقیق منطبق استتتت. 

 باشد.می

شتده کلاستیک را ترموا ستتیستته جفت[ حل تحلیلی 32] 2015ستال کوچکزاده و انتظاری در 

 درنظر گرفتهآوردند. در این پژوهش ستتازه تحت شتتو  حرارتی  دستتتبههای چرخان برای دیستتک

کرد در واقع  نشده استفادهجفتدیگر نتوان از تحلیل ترموا ستیسیته  شودمیشود همین امر سبب می

کند؛ تغییر شکل نیز سبب ایجاد تغییر دما در د تغییر شکل در سازه میعلاوه بر این که تغییر دما ایجا

نظر از تنش برشی و استفاده از تئوری ا ستیسیته مستوی و در نظرگیری ایشان با صرف. شودمیجسم 

 ت دیفرانسیل جزئی جایی معاد ت حاکم را که دستگاه معادشدگی کلاسیک میدان دما و جابهجفت

ست ستبه، ا ستفادهآو د سپس با ا سل-1از روش تحلیلی تبدیلات فوریه ردند.  سته 2ب ای را برای حل ب

کننده بر دورانی و پارامتر جفتسرعت  آثارپژوهش جایی و دما در جسم ارائه دادند. در این میدان جابه

 روی رفتار ترمومکانیکی دیسک مورد مطالعه و بررسی قرار گرفت.

[ حل 20[ با استتتتفاده از روش چند یه کردن مشتتتابه ]33] 2015جبّاری و همکاران در ستتتال 

ستیک نیمه ستوانه جدار متغیر چرخان ناهمگن -ترموا  ستبهتحلیلی برای ا آوردند. در این پژوهش  د

شد و فرض شد انتقال حرارت تنها در راستای شعاعی  درنظر گرفتهیک بعدی  صورتبهانتقال حرارت 

دهد. با توجه به فرض انتقال حرارت یک بعدی و استتتتفاده از روش در استتتتوانه جدار متغیر رخ می

                                                 
1. Fourier 

2. Bessel 
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شرط مرزی  ستوانه، حل معادله انتقال  دمایچند یه کردن و اعمال  معلوم در جدار داخلی و خارجی ا

روی هم قرار گرفته بود و استوانه جدار متغیر ناهمگن را تشکیل های همگن که بر کدیسبرای حرارت 

داد انجام شتتتد. بر اثر این پژوهش اثر بارگذاری مکانیکی، حرارتی و ناهمگنی خواص بر روی رفتار می

 مکانیکی استوانه مورد بررسی قرار گرفت.

های جدار ثابت ناهمگن را با استوانهترموا ستیک  تحلیل بندیفرمول[ 34] 2015عارفی در سال 

برای توزیع های مختلف ناهمگنی ارائه نمود. ایشان با  با  یبرشی مرتبهاستفاده از تئوری تغییر شکل 

و  با  یبرشی مرتبهگرفتن فرض معلوم بودن توزیع دما در جسم، استفاده از تئوری تغییر شکل درنظر

های جدار ثابت ناهمگن با تابع دلخواه توزیع خواص را ارائه نمود روش انرژی، معاد ت حاکم بر استوانه

اثر ناهمگنی  چنینهمآمده را برای توزیع توانی و نمای خواص نشتتتان داد.  دستتتتبهو حل معاد ت 

[ 35خواص بر روی رفتار مکانیکی استوانه تحت بارگذاری مکانیکی بررسی شد. در همین سال ایشان ]

ستبه ،کردتغییر میا دما که خواص آنها ب را های ناهمگنیستوانهتحلیل حرارتی غیرخطی ا آوردند.  د

درنظر نمایی  صتتورتبهتوانی و وابستتتگی خواص به دما  صتتورتبهدر این پژوهش ناهمگنی خواص را 

شعاعی منجر به ایجاد یک  مادّهشد. متغیر بودن خواص  گرفته ستای  با دما و انتقال حرارت تنها در را

. که ایشان با استفاده از شودمیای برای معادله تعادل حرارتی حاکم یفرانسیل غیرخطی مرتبهمعادله د

نمود اقدام به حل این روش تحلیلی و تقریبی که معادله را به دو بخش خطی و غیر خطی تقستتتیم می

ست که  سری صورتبه آمده دستبه. حل معادله کردند سبه جملهبازگشتی ا اول )مربوط به  یبا محا

سیل( می آورد  دستبهن ترتیب جملات بعدی را دوم و به همی یتوان جملهبخش خطی معادله دیفران

سبه انتگرل خطا می شد که میو معیار همگرایی در این روش محا ست از میزان مجاز با  درنظر گرفتهبا

و وابستگی دمایی خواص بر خواص ناهمگنی  آثار ،شده کمتر باشد. شایان به ذکر است در این پژوهش

 روی توزیع میدان دمایی در جسم مورد مطالعه و بررسی قرار گرفت.

های [ حل دو بعدی ترموا ستتتتیستتتیته استتتتوانه36] 2015اد و پرهیزکار یعقوبی در ستتتال قنّ

 یه داخلی خود تحت فشتتار و شتتار حرارتی قرار داشتتتند را برای شتترایط مرزی  جدارضتتخیم را که در
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کارگیری تئوری تغییر شکل ان با استفاده از روش انرژی و بهاستوانه ارائه کردند. ایشدو سر مختلف در

شی  ستگاه معاد ت حاکم را  مرتبه اوّلبر ضخامت، د ستای  و فرض تغییرات خطی میدان دمایی در را

گرفت آوردند.با استفاده از روش حل معاد ت اقدام به حل این دستگاه معاد ت حاکم صورت  دستبه

گیردار  دو سرمکانیکی در  صورتبهل اوّ یهای دستهاستوانهو نتایج برای دو دسته استوانه نشان دادند. 

سربودند و از لحاظ دمایی دارای دمایی معین در  سته دو  ستوانه دوم یبودند و د یک  هایی بودند کها

سر دیگر انها آزاد سر شده بودند. در  گیردار و دارای دمای معین بودند و  بود و از لحاظ حرارتی عایق 

شرایط مرزی مختلف بر روی رفتار ترموا ستیک استوانه مورد مطالعه و بررسی قرار گرفت  شاین پژوه

 های جدار ضخیم ارائه گردید.و حل دوبعدی ترموا ستیسیته استوانه

سال  سایی در  ستوانه37] 2016مو قابل تراکمی را انجام های ناهمگن غیر[ تحلیل ترموا ستیک ا

داد که خواص آنها وابستتته به دما بود. در این پژوهش با فرض طویل بودن استتتوانه مورد تحلیل انتقال 

شد.  درنظر گرفتهیک بعدی  صورتبهحرارت بدون وجود منبع تولید حرارت داخلی در حالت پایدار و 

شد که معادله انتقال ستگی خواص به دما منجر به این امر  سیل مرتبه واب ای حرارت یک معادله دیفران

و توزیع میدان دمایی در  انجام شتتداغتشتتاشتتات حل این معادله غیرخطی باشتتد که به وستتیله تئوری 

سم  ستبهج ستوانه،  د ستفاده از فرض طویل بودن ا شیصرف نظر از تنشآمد. در ادامه با ا و  های بر

های جدار ضخیم با استفاده از ک حاکم بر استوانهاستفاده از تئوری کلاسیک معادله تعادل ترموا ستی

ای و بارگذاری فشتتاری محوری با معلوم بودن میدان دمایی در صتتفحه حالت کرنش ناویر در دوروش 

ستوانه ها و جابهو تنش شودمیجسم حل  ستگی می دستبهجایی در ا آید و اثر ناهمگنی خواص و واب

 شود.دمایی آنها مورد بررسی واقع می

بارهای غیریکنواخت و متغیر مکانیکی و حرارتی را بر  آثار[ 38] 2016 در ستال عارفی و همکاران

بررسی کردند.  FGهای روی پاسخ ترموا ستیک دو بعدی )در راستای شعاعی و طول استوانه( استوانه

رها معادله انتقال حرارت رسانشی در استوانه ناهمگن با استفاده از روش جداسازی متغی ایشان در ابتدا

ستوانه را تحلیلی حل و توزیع میدان دما در  صورتبهرا  ستبها ستفاده از تئوری  د سپس با ا آوردند، 



 مقدّمه

26 

 

ستخراج و با روش مقدار ویژ اوّل یمرتبهتغییر شکل برشی  و بردار  هدستگاه معاد ت تعادل حاکم را ا

سال دویژه آن را حل کردند.  سین 2017ر  سکای-یا [ تحلیل یک بعدی گذرای دما و 39] 2و توکاوا 1ا

ساله تنش ستفاده از کاهش به یک م شده با ا ستوانه ناهمگن انجام دادند. حل ارائه  های حرارتی را در ا

سیته  ستی ستبهمعکوس ترموا  سته  د سایی دما واب شنا های در یکی از  یه به زمانآمد. این تحلیل 

ی  یه جایی شتتعاعی دره استتتوانه ناهمگن را با توجه به معلوم بودن اطلاعات دما و جابهمحدود کنند

 دهد. محدود کننده دیگر، انجام می

سال زمانی را برای تحلیل  3کردن چند یهکلی روش  بندیفرمول[ 40] 2017نژاد و همکاران در 

ت جدار دلخواه ارائه کردند. در این های ضخیم حاصل از دوران با پروفیل و ضخامترموا ستیک پوسته

سازه سک پژوهش  ستای طول  به تعدادی دی سان در را ضخامت یک  رفتنگ نظردرشد که با تبدیل با 

، معاد ت حاکم بر FSDTیک بعدی )در راستتتتای شتتتعاعی( و استتتتفاده از  صتتتورتبهانتقال حرارت 

سته صل از دوران جدار متغیهپو ضخیم حا سپس ر ای  شد،  ستخراج  ستگی در ا شرایط پیو با اعمال 

سک شد. سطح تماس دی سیته آنها ارائه  ستفاده از 41اری و همکاران ]در ادامه جبّها، حل ا ستی [ با ا

یل تنش 40روش ] جدار ضتتتخیمطبرای مخرورا [، تحل ناقص  گذ های  بار که  اری حرارتی و متغیر 

های ناقص جدار ثابت چرخان با تحلیل ترموا ستتتتیک مخروط، ارائه نمودند. مکانیکی قرارداشتتتتند

در  تبار و همکارانمبتنی بر مربعات تفاضلات و بسط فوریه توسط مهدی ایجملهنداستفاده از روش چ

شد که انتقال حرارت تنها 42] 2018سال  شد. در این تحقیق فرض  یک بعدی )در  صورتبه[ ارائه 

بعدی معاد ت تعادل سه ا ستیسیتهبا استفاده از تئوری  دهد وراستای ضخامت مخروط ناقص( رخ می

حاکم بر مخروط ناقص جدار ثابت استتتخراج شتتد. ستتپس دستتتگاه معاد ت حاکم با استتتفاده از روش 

 حل شد. 4فرانسیلدی اتعمربّ

ستیک در لوله شده در ت FGهای تحلیل غیرخطی گذرای ترموا  ستفاده  سات گازاا طبیعی  سی

                                                 
1. Yasinskyy 
2. Tokova  
3. Multi Layer Method 

4. Differential Quadrature Method (DQM) 
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سلیمان و همکارن ] سط  سال [ 43تو شد. در این پژوهش توزیع ناهمگنی خواص 2018در  سی   برر

سیگموئید صورتبه ستفاده از روش عددی و فرض حالت کرنش  درنظر گرفته 1توابع توانی و  شد. با ا

[ تحلیل 44] 2018در ستتتال  و همکاران لیمستتتاله مذکور ارائه شتتتد. امیدی بیدگ ، حلایصتتتفحه

ستوانه ستیک ا شتاور ترموا  شته و تحت گ صطکاکی قرار دا ستر ا های ناهمگن چرخان را که بر روی ب

شان انتقال حرارت در  شتند را، مورد پژوهش و تحقیق قرار دارند. ای خارجی و بارگذاری حرارتی قرار دا

را در استتتوانه ناهمگن ، حل کردند و میدان دما درنظر گرفتهیک بعدی  صتتورتبهاستتتوانه ناهمگن را 

معاد ت حاکم بر استوانه را  اوّل یمرتبهبرشی آوردند. سپس با استفاده از تئوری تغییر شکل  دستبه

 ی ویژه آن را حل کردند.اوردند و با استفاده از روش مقادیر ویژه و بردارها دستبه

 جدار ثابت و متغیر پیزوالکتریک هایاستوانه تحلیل 
-ی پیزوالکتریک خطی و فرضیات  وی ناز ، بر اساس نظریهپوسته 2رموا ستیکی پیزوتنظریه

سط تزو و هووارد ] شهف تو سال 45کیر ستخراج گردید؛ در این پژوهش  1994[ در   صورتبه مادّها

هایی که مبتنی بر ستتازیشتتد، ستتپس ایشتتان با استتتفاده از ستتاده درنظر گرفته 3همستتانگرد عرضتتی

های مختلف پیزوالکتریکی، از را برای محیط عار انحناها بود کاربرد این نظریهپارامترهای  مه و شتتت

[ کاری مشابه 46و تیر نشان دادند. در سال بعد، تزو و باو ] 4ی دایرویای، حلقهی استوانهقبیل پوسته

معاد ت گرفتند و درنظرناهمستتانگرد  صتتورتبهرا  مادّهپژوهش پیشتتین انجام دادند با این تفاوت که 

 استخراج کردند. 6را با استفاده از اصل همیلتون چند یهی حاکم بر پوسته 5ترموالکترومکانیکی

سال  شرایط مرزی را در 47کاپوریا و همکاران ] 1996در  سیلی که  ستفاده از توابع پتان دو [ با ا

ای متقارن محوری هی استوانپیزوترموا ستیک پوسته کرد؛ حل تحلیلیمی ارضاای استوانهی پوستهسر

                                                 
1. Sigmoid 

2. Piezothermoelastic 

3. Transversely isotropic 

4. Circular ring 

5. Thermo-electromechanical 

6. Hamilton 
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ستفاده از سری ستوانهآوردند. در این پژوهش جنس پوسته دستبهها محدود را با ا ای، همسانگرد ی ا

ضی  شده بود؛  درنظر گرفتهعر ستای محور خود پلاریزه  بارگذاری متقارن  چنینهمشده بود که در را

سری فوریه سترش  ستای محوری  1محوری از گ ضرایب در مجموعهشده ب درنظر گرفتهدر را ی ود و 

سیل نامحدود شش معادلهبرای هر مؤلفه توابع پتان شی از اری ی فوریه، از حل  شرایط  ضاجبری که نا

آمد. ایشان نشان دادند؛ حداکثر می دستبهای بود، ی استوانهی داخلی و خارجی پوستهمرزی در  یه

 اربرد مناسب بار الکتریکی سطحی، کاهش داد. توان با کجایی شعاعی را، میمیزان تنش محوری و جابه

عه[ 48دو ]جیبن 2000در ستتتال  طال حدود  ستتتازیمدلی اجمالی بر پیشتتترفت م اجزای م

ی استتتتخراج انجام داد. در طی این مطالعه، ایشتتتان نحوه 2انطباقی ایهای ستتتازهپیزوالکتریک المان

پینتو کورریا و همکاران در ستتتال  ردند.را نیز ارائه ک 4برای محیط الکترومکانیک 3معاد ت وردشتتتی

در این پژوهش یک [. 49با  یه های پیزوالکتریک را ارائه نمودند ]  کنترل فعال مخروط ناقص 2002

ل معاد 6با  یشکل برشی مرتبهترکیبی استفاده شده که ترکیبی از تئوری تغییر  5محدود روش اجزای

شان دادن رفتار مکانیکی با تفکیک  یهتک شان دادن  یه برای ن ضخامت برای ن ستای  توزیع ای در را

سیل الکتریکی هر  یه پ ستیزوالکتریک در اجزای مخروط ناقص پتان در این پژوهش برای  چنینهم. ا

 های محر  پیزوالکتریک و ستتنستتور پیزوالکتریک یه شتتدگی بینجفتکنترل فعال از تحقق فرآیند 

ستوانه شده و نتایج برای ارتعاش آزاد و اجباری یک ا ستفاده  شان داده  47-سرب زیرکونات تیتانات ا ن

 شده است.

سته ستیک پو ستوانهحل دقیق پیزوترموا  سط  FGای های ا سری توانی و فوریه، تو ستفاده از  با ا

سال 50هونگ و همکاران ]-ژیاو ستوانه  2003[ در  شان توزیع ناهمگنی را در ا شد. ای  صورتبهارائه 

                                                 
1. Fourier 

2. Adaptive 

3. Variational 

4. Electro-mechanical 

5. Finite Element Method (FEM) 

6. Higher Order Shear Deformation Theory (HSDT) 

7. PZT-4 
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ی انتقال حرارت هدایتی فوریه در معادله 1توانی مورد مطالعه قرار دادند و با استتتتفاده از تبدیل هانکل

معین در معاد ت فرض کردند؛ ایشتتان معاد ت حاکم را  صتتورتبهحالت پایدار را حل و میدان دما را 

شرایط مرزی مکانیکی و الکتریکی در ح سرالتی حل کردند که  ستوانه  دو  سادهتکیه صورتبها و  2گاه 

صال زمین  شهود بر روی  درنظر گرفتهات شد ثابت ناهمگنی اثری م شان داده  شود. در این پژوهش ن

 رفتار پیزوالکتریکی دارد.

حساب وپیزوالکتریک همراه با ترمی [ نظریه51سون ]آریدو و آندریانجیبن 2005در اوایل سال 

شمندچند یههای کامپوزیترا برای  تغییرات سال، ژیفایارائه کردند.  3ی هو و ینگ تحلیل  در همین 

ستوانه ستیک تحت تابعی  شده از مواد متغیرساخته ییک ا را  4ایصفحهکرنش شرایط پیزوترموا 

یک تابع درجه دو  صورتبهتنش -پیزوالکتریک ایهثابت[. در این پژوهش یکی از 52آوردند ] دستبه

کرد، فرض شتد و با استتفاده از فرض طویل بودن استتوانه که در راستتای ضتخامت استتوانه تغییر می

  ای( حل دقیق مساله استخراج گردید.)شرایط کرنش صفحه

 یبعدستتهمدل اجزای محدود اقدام به تحلیل ، ستتنتوس و همکاران با ارائه یک 2006در ستتال 

سته سورها و محر پو سن [. در این 53کتریک نمودند ]های پیزوالهای چند یه متقارن محوری دارای 

سعه مدل نیمهپژوهش با  ستفاده از اجزای مح تحلیلیتو سته با ا سیته بعدیسهتئوری دود پو ستی  ا 

 صورتبه جاییهخطی تحلیل الکتروا ستیک ارائه شد. در این پژوهش، معادله حرکت با بیان میدان جاب

سط  سعهب شامل هارمونیک یافته فوریهتو ستای محیطی به معاد ت دوبعدی  های محیطی تبدیل در را

شده،  محدود اجزای بندیفرمولدر  چنینهمشد.  ستفاده  سیل الکتریکی و ا سته، پتان متغیرهای واب

سط فوریه برش خورده  صورتبهبارگذاری  ستیک  درنظر گرفتهب ستبهشد و تحلیل الکتروا  آمد.  د

مورد مقایسه و بررسی قرار گرفت و  های اجزای محدودر حلآمده با نتایج حاصل از سای دستبهنتایج 

 توافق خوبی میان نتایج مشاهده شد.

                                                 
1. Hankel 

2. Simply suport 

3. Smart 

4. Plane strain 
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، که دارای را دارای دو انحنا FGهای پوسته 1مگنتوالکتروا ستیک بعدیسهحل [ 54وو و تسای ]

، در ستتال ی خود بودندگاهی در لبهده تکیهزی مکانیکی، الکتریکی و مغناطیستتی کاملاً ستتاشتترایط مر

ند. 2007 ئه کرد مان، ارا ناهمگنی خواص را  در هیمن ز کستتتر حجمی  صتتتورتبهایشتتتان توزیع 

ک پوسته کلاسی 2یشدهی جفتآمده از نظریه دستبهگرفتند و نشان دادند؛ میدان سینماتیک درنظر

زمانی که  ویژهبهو مگنتوالکتروا ستتتیک مناستتب نباشتتد؛  های متغیر تابعیبرای پوستتته ممکن استتت

دینگ یک حل دقیق برای کنترل   وونگ  ن ستتال،در همی بارهای مغناطیستتی و الکتریکی وجود دارد.

 [.55پیزوالکتریک ارائه نمودند ] چند یه ( چرخانایصفحهشرایط کرنش های طویل )تنش در استوانه

فضتتا استتتخراج گردید و نتایج مروبط به تنش شتتعاعی و محیطی -حل دقیق توستتط روش حالت این

سی قرار گرفت.  سیم و مورد بحث و برر ستوانه و  و دایتر همکاران تحلیل رفتار الکترومگنتوا ستیک ا

 [. در این پژوهش56را انجام دادند ] 3متغیر تابعی پیزوالکتریک مادّههای جامد ستتتاخته شتتتده از کره

سازه ستای ضخامت  ستفاده از تحلیل یک بعدی توزیع ناهمگنی خواص در را شد و با ا ها در نظرگرفته 

ناهمگنی خواص بر روی رفتار  آثارآمد.  دستبهها در راستای ضخامتشان حل تحلیلی دقیق رفتار سازه

 ها، پتانسیل الکتریکی و بردار میدان مغناطیسی مورد بحث و بررسی قرار گرفت.تنش

[ با استتتتفاده از نظریه ا ستتتتیستتتیته مستتتتوی تحلیل 57] 2010دای و همکاران در ستتتال 

ستوانه ستیک ا ستبههای ناهمگن را الکتروترمومگنتوا  شان توزیع ناهمگنی خواص را در  د آوردند. ای

ستوانه  ستاتیک  چنینهمگرفتند، درنظرتوانی  صورتبها در این پژوهش انتقال حرارت و تعادل الکتروا

شعاعی  صورتهب ستای  ستوانه در میدان یکنواخت  درنظر گرفتهیک بعدی و در را شد ا شد و فرض 

ای مغناطیستتتی در راستتتتای محور خود قرار دارد این امر منجر به ایجاد معاد ت دیفرانستتتیل مرتبه

تار  عه و بررستتتی رف طال به م عاد ت و اعمال شتتترایط مرزی  با حل این م ناهمگن شتتتد. ایشتتتان 

نه تحت بارگذاری الکتروترمومکانیکی پرداختند.الکتروترم و  در همین ستتتال، دای ومکانیکی استتتتوا

                                                 
1. Magneto-electro-elastic 

2. Coupled 

3. Functionally Graded Piezoelectric Material (FGPM) 
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ستفاده از نظریه58همکاران ] سیته[ با ا ستی سازهی ا  ستوی حل تحلیلی  های توخالی از جنس ی م

ی توخالی که تحت آوردند. طبق این پژوهش استتتوانه و کره دستتتبهرا  مواد پیزوالکتریک متغیر تابعی

کرد، مورد بررستتی قرار توانی تغییر می صتتورتبهبارهای مکانیکی و الکتریکی قرار داشتتت و خواص آن 

 چنینهمداد، ثابت ناهمگنی تاثیر زیادی بر روی تنش و پتانسیل الکتریکی دارد گرفت؛ نتایج نشان می

بعد، لی و همکاران توان توزیع تنش را در جستتم کنترل کرد. اندکی با ایجاد بار الکتریکی مناستتب می

ی ی ا ستتتیستتیته[ انجام دادند. ایشتتان با استتتفاده از نظریه58[ کاری مشتتابه پژوهش پیشتتین ]59]

را برای هر توزیع اهمگن پیزوالکتریک های نرال فردهولم حل دقیق استتتوانهکارگیری انتگمستتتوی و به

ستبهدلخواه ناهمگنی خواص،  سر  صورتبهآوردند و نتایج را، تنها برای زمانی که خواص  د توانی و ک

 . آوردند دستبه[ 58کرد، نشان دادند و نتایجی مشابه ]حجمی تغییر می

پیزوالکتریک تحت بارهای برشی توسط ای ههای تحلیلی برای دو نور محر حل، 2010در سال 

شد ] ژیفایو  1تائوتائو ستفاده از  [.60ارائه  شعاعی( با ا ستای  در ادامه، یک حل دقیق یک بعدی )در را

های ناهمگن پیزوالکتریک و ای برای استتتوانهتئوری ا ستتتیستتیته مستتتوی در شتترایط کرنش صتتفحه

، 61مواد متغیر تابعی پیزوالکتریک بودند، توسط ونگ ] ای از جنسهستهدارای ساندویچی سه  یه که 

نمایی در راستتتای ضتتخامت برای هستتته  صتتورتبه[، ارائه شتتد. در این مقاله، تغییرات خواص را 62

آن بر روی رفتار الکتروا ستیک سیلندر ساندویچی مورد  آثارشد و  درنظر گرفتهناهمگن پیزوالکتریک 

 بحث و بررسی قرار گرفت.

 ی اوّلمرتبهشتتی ی تغییر شتتکل بری نظریهبه وستتیله[ 63، رحیمی و همکاران ]2012  ستتالدر 

 صتتورتبهرا مورد تحلیل قرار دادند. در این پژوهش ناهمگنی خواص  نناهمگی جدار ضتتخیم استتتوانه

ستوانه تحت فشار داخلی قرار داشت. ایشان نشان دادند نظریه سازیمدلتوانی  ی تغییر شکل شد و ا

کند و در نواحی دور از مرز تطابق بینی میپیش ت خوبیجایی را با دقّل مقادیر جابهاوّ یمرتبه برشتتی

بعدی ستته عارفی و رحیمی معاد ت حرکت، در ادامه ی مستتتوی دارد.ی ا ستتتیستتیتهخوبی با نظریه

                                                 
1. Taotao 
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های ناهمگن پیزوالکتریک حاصل از دوران با شعار انحنا و جدار متغیر دلخواه که دارای حاکم بر پوسته

 [. 64بودند را با استفاده از روش انرژی استخراج و بیان کردند ]توزیع ناهمگنی دلخواه در سازه 

که تحت بارگذاری  ناهمگن پیزوالکتریکهای چرخان و همکاران تحلیل تنش را در استتتتوانه دای

[. با استتتفاده از فرض طویل بودن استتتوانه 65دادند ] انجام ،الکتریکی قرار داشتتتحرارتی، مکانیکی و 

یک تابع توانی در استوانه  صورتبهدر راستای ضخامت  مادّهتغییر خواص  ای( و)شرایط کرنش صفحه

 آمد. تحلیل کنترل فعال دستتتتبهانجام و توزیع تنش  ه مذکورالمستتتبعدی ناهمگن، حل دقیق یک 

سته شات پو سط لیهای مخروطی با اارتعا شد ] ستفاده از مواد پیزوالکتریکی تو [. 66و همکاران انجام 

معاد ت حاکم پیچیده و دارای کوپلینگ الکترومکانیکی  همیلتونایشان با استفاده روش انرژی و اصل 

ستخراج نمودند سته مخروطی ا ستفاده از روش بازخورد  ،را برای پو کننده تنظیمسرعت و سپس با ا

د. تحلیل نمودن اجزای محدودخطی اقدام به تحلیل کنترل فعال ارتعاشتتتات با تکنیک  دوم یدرجه

ستیکالکتروا ستوانه    تحت بارگذاریترتیب را که به چند یهساندویچی ناهمگن پیزوالکتریکی های ا

[ ارائه شد. در 67] و تسای وو شتند، توسطهای داخلی و خارجی استوانه قرار دامکانیکی در  یهالکترو

جایی، همیدان جابکاملاً ستتاده برای  صتتورتبهاستتتوانه دو ستتر گاهیتکیهاین پژوهش شتترایط مرزی 

سیل الکتریکی و دما  ستفاده از فرض تغییر ناهمگنی خوا درنظر گرفتهپتان یک  صورتبهص شد و با ا

له مذکور تحلیل شد. عارفی و همکاران مسا 1پاجنو آمیزموفقیتروش تابع نمایی در راستای ضخامت و 

نه68] حل دقیق استتتتوا یل [  یکناهمگن پیزوالکهای طو عدی  تر یک ب گذاری  بار حت  که ت را 

و ارائه  ندآورد دستبه[ 65مشابه ] ،قرار داشتندالکتروترمومکانیکی قرار گرفته و در میدان مغناطیسی 

شعاعی و محیطی در راستای  ناهمگن پیزوالکتریکهای تحلیل دوبعدی الکتروا ستیک استوانه نمودند.

سط  شارکیجعفریتو شد ] و ف ستفاده از 69همکاران انجام  سط  سازی متغیرهاجداروش [ و با ا و ب

با تغییرات خواص در راستتتای  ناهمگن پیزوالکتریکهای مختلط، یک حل تحلیل برای استتتوانه فوریه

                                                 
1. Pagano 
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شد. ضخام سته2رایو  1شاهت ارائه  شات پو های مخروطی ناقص کامپوزیتی تقویت ، کنترل فعال ارتعا

 [.70کامپوزیت پیزوالکتریک را با استفاده از روش اجزای محدود ارائه کردند] 3-1شده با 

ستوانه [ حل دقیق مگنتو ترموا ستیک 71] 2014لقمان و پارسا در سال  ی طویل را که ادو یها

تحت  آوردند. در این پژوهش استتتوانه دستتتبهجنس استتتوانه داخلی ناهمگن و خارجی همگن بود را 

کردند و میدان یک بعدی دمایی و مغناطیستتتی قرار داشتتتت که تنها در راستتتتای شتتتعاعی تغییر می

ایط ا ستیسیته در شعار داخلی و خارجی تحت بارگذاری فشاری قرار داشت. با استفاده از شر چنینهم

ستوانه )حالت  شی( و طویل بودن ا ستوی )عدم وجود تنش بر ستخراج معاد ت  ،(ایصفحهکرنش م ا

شدحاکم  سیل مرتبه صورتبهکه معاد ت حاکم  انجام  ضرایب متغیر دو معادله دیفران ای ناهمگن با 

ست ست. در این پژوهش با ا ستوانه ناهمگن داخلی و همگن خارجی ا شی-اویلر ز روشفاده ابرای ا  کو

شدحل معاد ت حاکم  شرایط  انجام  ستگی برای ناحیهو  ستوانه یپیو داخلی و خارجی برابر  تماس ا

شد و اثر ناهمگنی و بارگذاری مگنتوترموا ستیک  درنظر گرفتهجایی شعاعی و تنش شعاعی بودن جابه

ستوانه جدار شد. در ادامه، بر روی ا سی و مطالعه  ستیک یک  3ونگ  ثابت دو  یه برر تحلیل الکتروا 

های پیزوالکتریک را ارائه با فایبر همراه با محر  شتتتدهتقویتکامپوزیتی های چند یه بعدی استتتتوانه

فضتتا برای استتتخراج حل دقیق الکتروا ستتتیک استتتفاده -[. در این تحقیق از روش حالت72نمودند ]

 گردید.

سال  ستوانه73] 2015جبّاری و اقدم در  ستیک ا ستوانه [ تحلیل ترموا  سه  یه که از دو ا های 

وردند. در این پژوهش، استوانه آ دستبهشد، را همگن پیزوالکتریک و یک استوانه ناهمگن تشکیل می

های پیزوالکتریک در استتتوانهگیرد. هدف از همگن پیزوالکتریک قرار می یناهمگن در بین دو استتتوانه

ستفاده به عنوان حسگر و محرّداخلی و خا ی یه سترجی ا سیله آنها رفتار مکانیکی    ا تا بتوان به و

ستفاده از تئ شان با ا ستوانه را کنترل نمود. ای سیتها ستی ستوی حالت کرنش  یوری ا  و  ایصفحهم

                                                 
1. Shah 

2. Ray 

3. Wang 
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سیل مرتبه فرض تغییرات یک بعدی میدان شعاعی معاد ت دیفران ستای  ای حرارتی و الکتریکی در را

ر مساله را استخراج کردند و با استفاده از شرایط مرزی و پیوستگی اقدام به حل معاد ت حاکم حاکم ب

نمودند. شرایط پیوستگی برای میدان دما و مکانیکی به ترتیب برابر بودن دما و انتقال حرارت در محل 

مگنی خواص شد. در این پژوهش اثر ناه درنظر گرفتهجایی و تنش شعاعی تماس و یکسان بودن جابه

 های پیزوالکتریک مشاهده و بررسی شد.و کنترل رفتار مکانیکی سیلندر توسط  یه

تحلیل  1فن کارمن [ با استتتتفاده از تئوری خطی پوستتتته74] 2015دای و جیانگ در ستتتال 

 صورتبهی ناهمگن را انجام دادند. در این پژوهش تغییرات دما اهای استوانهگنتوا ستیک پوستهترموم

شد و فرض شد استوانه تحت میدان یکنواخت مغناطیسی  درنظر گرفتهیک بعدی و در راستای شعاعی 

سیلندر  سبب ایجاد نیروی حجمی در داخل  ستوانه قرار گرفته که  شعاعی ا ستای  . روش شودمیدر را

دستتتگاه معاد ت  صتتورتبهگرفته شتتده و فرضتتیات ستتبب گرید تا معاد ت حاکم بر مستتاله  کاربه

سیل مرتبهد ستگاه یفران ستفاده از روش حل معاد ت اقدام به حل د شد که با ا شدای با . در این انجام 

ناهمگنی، بارگذاری  آثارشتتتد و  درنظر گرفتهتابع کستتتر حجمی  صتتتورتبهپژوهش ناهمگنی خواص 

 گرفت. قرار ترمومگنتوا ستیک و شرایط مرزی بر رفتار مگنتومکانیکی استوانه مورد مطالعه و بررسی

سال  ستوانه75] 2015عطریان و همکاران در  ستیک ا های ناهمگن پیزوالکتریک [ تحلیل ترموا 

های آوردند. در این پژوهش فرض شتتد استتتوانه دستتتبهرا که تحت بارگذاری نامتفارن محوری بود را 

د؛ رفتار نظر کرتوان صتترفباشتتند و از رفتار آنها در راستتتای طولی میجدارضتتخیم ناهمگن بلند می

و محیطی مور  دوبعدی و در راستای شعاعی صورتبهالکتروترمومکانیکی استوانه جدار ضخیم ناهمگن 

ناهمگن فرض شدند و ناهمگنی  صورتبه، سایر خواص پواسونمطالعه و بررسی قرار گرفت. جز ضریب 

ستای  صورتبهخواص  از فرض  چنینمهگردید.  سازیمدلکرد شعاعی تغییر میتابع توانی که در را

ستوانه شتن ا ساده قرار دا شد که منجر به  ستفاده  سیل الکتریکی متقارن محوری ا سازی تحت پتان

رها با استفاده از روش جداسازی متغی مکانیکی و الکتریکی گردید و ت تعادل میداناد معشدگی جفت

                                                 
1. Von Karman 
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ساله  سری فوریه حل دقیق م ستفاده از  ستبهو ا ست که حل معادله  چنینهمآمد.  د شایان توجه ا

، انجام گردید. در این [ ارائه شتتده بود76فوریه که توستتط ]انتقال حرارت با استتتفاده از روش ستتری 

مطالعه  ناهمگن مورد یروی رفتار استوانهپژوهش اثر ناهمگنی و تاثیر بارگذاری الکتروترمومکانیکی بر 

 و بررسی قرار گرفت.

سال  سا و  لقمان، 2016در  ستوانها ستیک را برای حل دقیق الکتروترمومگنتوپار  توخالی ییک ا

[. در این تحلیل، 77آوردند ] دستبهبود را  مواد متغیر تابعی پیزوالکتریکدو یه که  یه خارجی آن از 

با استفاده از فرض طویل بودن استوانه و حل دستگاه معاد ت دیفرانسیل حاکم، حل دقیق در راستای 

بر استتاس تئوری شتتکستتت  مؤثرتوان، مقدار بهینه تنش میآمد و نشتتان دادند که  دستتتبه شتتعاعی

را توستتط مقدار ثابت ناهمگنی، تعیین نمود. حل دقیق برای رفتار الکتروترموا ستتتیک یک میزس فن

ستوانه جدار ناز   سیّ ناهمگن پیزوالکتریکا شده از  سط  الپر  سال و همکاران  دایتو ارائه  2017در 

یک بعدی  صورتبه[. در این پژوهش، انتقال حرارت و تعادل الکتریکی در راستای ضخامت و 78شد ]

ستخراج معاد ت میدان مکانیکی از ت شد و درنظر گرفته ستوانهئوری کلاسیک پوستهجهت ا ی اهای ا

ش ستتازه و استتتفاده گردید. این پژوهش اثر ناهمگنی مواد را بر روی رفتار الکتروترموا ستتتیک اندرکن

 مورد تحقیق و بررسی قرار داد. ناهمگن پیزوالکتریکدر استوانه  ال راسیّ

نهتبار مهدی، 2018در ستتتال  ناهمگن های چرخان و همکاران تحلیل ترموا ستتتتیک استتتتوا

روش [. ایشان با استفاده از 79را که تحت اثر بارهای دینامیکی قرار داشتند ارائه نمودند ] پیزوالکتریک

 را ناهمگن پیزوالکتریک هایا ستتتیک استتتوانه-ترمو-تحلیل دوبعدی دینامو یدیفرانستتیل ستتازیعمربّ

ها تحلیل تنش و کنترل فعال استوانه آوردند و اثر ناهمگنی خواص را بر روی آن بررسی کردند. دستبه

سک ستفاده ناهمگن پیزوالکتریکهای و دی سیته  با ا ستی ستوی بهاز تئوری ا  های حالتترتیب در م

و  پرهیزکار یعقوبی مکانیکی توستتتطترموای تحت بارگذاری الکتروصتتتفحهو تنش  ایصتتتفحهکرنش 

 مکانیکیالکتروترمورفتار یک بعدی ارائه شتتد. در این پژوهش اثر ناهمگنی مواد بر روی [ 80همکاران ]

 ها در راستای شعاعی مورد تحقیق و بررسی قرار گرفت. ها و دیسکاستوانه
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به، 2019در ستتتال  یل الکتروا ستتتتیک تنش و جا تهتحل های دارای دو انحنا جایی در پوستتت

با   [.81ارائه شتتد ]عارفی و بیدگلی و تحت ولتاژ اعمالی توستتط  1بستتتر وینکلر پیزوالکتریک بر روی

و فرض معلوم بودن نحوه تغییرات پتانسیل الکتریکی  اوّل یمرتبهبرشی تئوری تغییر شکل استفاده از 

ستخراج  سیل ا سازی انرژی پتان صل کمینه  ستفاده از ا سته معاد ت حاکم با ا ضخامت پو ستای  در را

گاهی ستتتاده مکانیکی و همگن پتانستتتیل تکیهگرفتن شتتترایط مرزی درنظرگردید. در این پژوهش با 

به ئالکتریکی در ل پارامترهایهای پوستتتته، حل عددی ارا تاثیر  تاژ اعمالی و  ه شتتتد و  مهم نظیر ول

محمدی . م مورد تحلیل و مطالعه قرار گرفتبر روی رفتار الکتروا ستیک جس ینکلربستر وپارامترهای 

ای با هستتته متخلخل و و همکاران تحلیل الکتروا ستتتیک مخازن تحت فشتتار ستتاندویچی استتتوانه

سترهای جانبی پیزوالکتریک بر روی یورقه سترنا  ک ب ستفاده از [. 82را ارائه کردند ] 2پا شان با ا ای

سیک ، [83]روش  ستفاده از روش کلا سپس با ا ستگاه معاد ت حاکم نمودند و  ستخراج د اقدام به ا

ضرایب بستر و ضرایب هسته  آثارمسائل مقدار ویژه، حل تحلیلی مساله را ارائه نمودند. در این پژوهش 

 مورد بررسی و واکاوی قرار گرفت. متخلخل بر روی تغییر شکل جسم

 د.شوارائه می وارفهرست صورتبهرا های انجام شده پژوهش 1-1جدول 

 شدهانجامهای پژوهش 1-1جدول 

 موضور پژوهش پژوهشگر سال

 PETهای جدار ضخیم همگن با حل دقیق استوانه [4 مه ] 1852

 [45] و هوواردتزو  1994
خطی  ی پیزوالکتریکی ناز  بر اساس نظریهپوسته پیزوترموا ستیک ارائه تئوری

 کیرشهف-و فرضیات  و

 [46تزو و باو ] 1995
با استفاده از اصل  چند یه ناهمسانگردی ارائه تئوری پیزوترموا ستیک پوسته

 [(45همیلتون )مشابه ]

1996 
 و همکاران کاپوریا

[47] 
ئوری تبا  سری فوریه به روش ای جدار ضخیمهاستوانهتحلیل الکتروترموا ستیک 

 ا ستیسیته

 PETهای جدار ضخیم ناهمگن با ها و دیسکحل دقیق استوانه [11هورگان و چان ] 1999

                                                 
1. Winkler 

2. Pasternak 
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 PETهای جدار ضخیم ناهمگن با حل دقیق ترموا ستیک استوانه [22زیرمان و لوتز ] 1999

 [48دو ]جیبن 2000
ئه  عهارا اجزای محدود پیزوالکتریک  ستتتازیمدلای اجمالی بر پیشتتترفت مطال

 ای انطباقیهای سازهالمان

2001 
آواجی و سیواکومار 

[23] 

یل  گذرای تحل یک  نهترموا ستتتت ناهمگن استتتتوا جدار ضتتتخیم   به روشهای 

 PETسازی با چند یه

2002 
ال نگار و همکاران 

[24] 

 چرخان به روشهای جدار ضتتخیم ناهمگن استتتوانهترموا ستتتیک گذرای تحلیل 

 PETبا  عددی تفاضل محدود

2002 
پینتو کورریا  و 

 [49] همکاران
ناقص  عال مخروط  با  های پیزوالکتریکبا  یهکنترل ف به روش اجزای محدود 

HSDT  

2003 
 و همکارانهونگ -ژیاو

[50] 

ستتری  همگن به روشهای جدار ضتتخیم نااستتتوانهحل دقیق پیزوترموا ستتتیک 

 با تئوری ا ستیسیته توانی و فوریه

 [25شائو ] 2005
ستیک تحلیل  ستوانهترموا  ضخیم ناا و سازی چند یه همگن به روشهای جدار 

 تئوری ا ستیسیتهبا گونه حل سری

 [26روحی و همکاران ] 2005
ستیک تحلیل  ستوانهترموا  ضخیم ناا و سازی چند یه همگن به روشهای جدار 

 [(25تئوری ا ستیسیته )مشابه ]با بسط سری فوریه 

2005 
دو و جیبن

 [51] سونآریآندریان
 ی هوشمندچند یههای ترموپیزوالکتریک همراه با وردش برای کامپوزیتارائه 

 PETهای جدار ضخیم ناهمگن با استوانه پیزوترموا ستیکتحلیل  [52ژیفای و ینگ ] 2005

2006 
جان و همکاران -هونگ

[12] 
 PETسازی با چند یه به روشهای جدار ضخیم ناهمگن استوانه لیلحت

 [27] و تانیجاوااوتائو  2006
ستیک تحلیل  ستوانهگذرای ترموا  ضخیم ناا به روش تبدیلات  همگنهای جدار 

 PETبا   پلاس

 [28شائو و ما ] 2006
همگن با توزیع نمایی های جدار ضتتخیم نااستتتوانهترموا ستتتیک گذرای تحلیل 

 [(27)مشابه ] PETبا به روش تبدیلات  پلاس خواص 

2006 
 و همکارانسنتوس 

[53] 

سته بعدیسهتحلیل  جهتارائه یک مدل اجزای محدود  های چند یه متقارن پو

 های پیزوالکتریکمحوری دارای سنسورها و محر 

2007 
ژیفای و همکاران  

[13] 
 [(12)مشابه ] PETهای جدار ضخیم ناهمگن با تحلیل استوانه

 [(12)مشابه ] PETهای جدار ضخیم ناهمگن به روش سری توانی با حل استوانه [14توتونچو ] 2007

 [29بهتویی و اسلامی ] 2007
همگن به روش های جدار ضتتخیم نااستتتوانهشتتده ترموا ستتتیک کوپلتحلیل 

 FSDTبا تبدیلات  پلاس و گالرکین 

 [54] وو  و تسای 2007
ناهمگن دارای دو انحنا با تئوری  هایمگنتوالکتروا ستیک پوسته بعدیسهتحلیل 

 ا ستیسیته

 [55ونگ و دینگ ] 2007
به روش  چرخان  یه پیزوالکتریکچندهای کنترل تنش در استتتتوانه حل دقیق

 PETفضا با -حالت

 PETناهمگن با های جامد الکترومگنتوا ستیک استوانه و کره تحلیل [56دای و همکاران ] 2007
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 [15لی و پنگ ] 2009
ستوانه ضخیم ناهمگن به روش انتگرال فردهولم با حل ا شابه  PETهای جدار  )م

[12)] 

 FSDTهای جدار ضخیم همگن با حل تحلیلی استوانه [16نژاد ]اد و زمانیقنّ 2010

 PET های جدار ضخیم ناهمگن بااستوانه تحلیل الکتروترمومگنتوا ستیک [57دای و همکاران ] 2010

 PET ایی توخالی ناهمگن باهای پوستهتحلیل الکتروا ستیک سازه [58دای و همکاران ] 2010

 [(58)مشابه ] PET ایی توخالی ناهمگن باهای پوستهتحلیل الکتروا ستیک سازه [59لی و همکاران ] 2010

 [60] و ژیفایتائوتائو  2010
های پیزوالکتریک تحت بارهای محر استتتتوانه دو نور تحلیل الکتروا ستتتتیک 

 PETبا  سازیچند یهبه روش  برشی

 PETجدار ضخیم ناهمگن با های حل دقیق الکتروا ستیک استوانه [61ونگ ] 2011

 [17نژاد ]اد و زمانیقنّ 2012
)در حالت تنش و  PETهای جدار ضتتتخیم ناهمگن با حل کامل دقیق استتتتوانه

 (ایصفحهکرنش 

 FSDTهای جدار ضخیم ناهمگن با حل تحلیلی استوانه [18نژاد ]اد و زمانیقنّ 2012

2012 
حیدرپور و همکاران 

[30] 

یل  نهترموا ستتتتیک تحل نااستتتتوا به های جدار ضتتتخیم  روش همگن چرخان 

 تئوری ا ستیسیتهبا سازی دیفرانسلی و مربعسازی چند یه

 [62ونگ ] 2012
ستوانه ستیک ا ستههای حل دقیق الکتروا  سه  یه دارای ه  ناهمگن ساندویچی 

 PETبا  پیزوالکتریک

2012 
رحیمی و همکاران 

[63] 
 FSDTبا پیزوالکتریک های ناهمگن جدار ضخیم ا ستیک استوانهالکتروتحلیل 

 [64عارفی و رحیمی ] 2012
سهارائه  ستهمعاد ت حرکت  صل های ناهمگن پیزوالکتبعدی حاکم بر پو ریک حا

 از دوران با شعار انحنا دلخواه و جدار متغیر

ستوانهالکتروتحلیل  [65دای و همکاران ] 2012 ستیک ا ضخیم ا  با چرخان پیزوالکتریک های ناهمگن جدار 
PET 

 [66لی و همکاران ] 2012
شات سته تحلیل اجزای محدود کنترل فعال ارتعا سیله پو مواد های مخروطی به و

 FSDT پیزوالکتریکی با

 [67] و تسای وو 2012
ستیک  ستوانهتحلیل الکتروا  ساندویچی چندهای نا به   یهاهمگن پیزوالکتریکی 

 روش پانجو با تئوری ا ستیسیته

 [68عارفی و همکاران ] 2012
 های ناهمگن پیزوالکتریک در میدان مغناطیسیحل دقیق الکتروا ستیک استوانه

  PETبا 

2012 
فشارکی و جعفری

 [69همکاران ]

های ناهمگن پیزوالکتریک در راستتتای تحلیل دوبعدی الکتروا ستتتیک استتتوانه

 با تئوری ا ستیسیته شعاعی و محیطی

 [70شاه و رای ] 2012
ته عاشتتتات پوستتت عال ارت حدود کنترل ف یل اجزای م ناقص تحل های مخروطی 

 FSDTکامپوزیت پیزوالکتریک با  یک تا سهکامپوزیتی تقویت شده با 

 [19همکاران ] اد وقنّ 2013
نه های ناهمگن جدار ضتتتخیم متغیر به روش تئوری تحلیل ا ستتتتیک استتتتوا

 FSDTاغتشاشات با 
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 PETبا هسته ناهمگن با  و ترموا ستیک استوانه دو یهحل دقیق مگنت [71لقمان و پارسا ] 2014

 [72ونگ ] 2014
های چند یه کامپوزیتی تقویت شتتده با فایبر حل دقیق الکتروا ستتتیک استتتوانه

 PET های پیزوالکتریک باهمراه با محر 

2015 
نژاد و همکاران زمانی

[20] 

های ناهمگن جدار ضتتخیم متغیر به روش حل نیمه تحلیلی ا ستتتیک استتتوانه

 FSDTسازی با چند یه

 [31سیفی ] 2015
به روش های جدار ضتتخیم ناهمگن استتتوانه دقیق و تخمینی ترموا ستتتیک حل

 [(12)مشابه ] PETسازی با چند یه

2015 
 کوچکزاده و انتظاری

[32] 

-های چرخان به روش تبدیلات فوریهشتتده دیستتکترموا ستتتیک کوپلتحلیل 

 PETبا  پلاس 

2015 
جبّاری و همکاران 

[33] 

روش همگن چرخان به ضتتخیم نامتغیر های جدار استتتوانهترموا ستتتیک تحلیل 

 FSDTسازی با چند یه

با ناهمگن  جدار ضتتتخیم هایتحلیل ترموا ستتتتیک استتتتوانه بندیفرمولارائه  [34عارفی ] 2015
FSDT 

 دماخواص وابسته به  های ناهمگنتحلیل حرارتی غیرخطی استوانه [35عارفی ] 2015

2015 
اد و پرهیزکار یعقوبی قنّ

[36] 

ستوانهدوبعدی تحلیل  و تئوری دمای  FSDT باضخیم جدار  هایترموا ستیک ا

 ی اوّلمرتبه

 [73اری و اقدم ]جبّ 2015
هسته ناهمگن و  ساخته شده از یه های سهحل دقیق الکتروترموا ستیک استوانه

 PETبا های پیزوالکتریک  یه

 FSDTبا  ی ناهمگناهای استوانهگنتوا ستیک پوستهترموم دوبعدی تحلیل [74دای و جیانگ ] 2015

2015 
عطریان و همکاران 

[75] 

های ناهمگن پیزوالکتریک تحت بارگذاری ترموا ستتتیک استتتوانه دوبعدی تحلیل

 با تئوری ا ستیسیته نامتفارن محوری

با  وابستتته به دماناپذیر خواص تراکمناهمگن  هایحلیل ترموا ستتتیک استتتوانهت [37موسایی ] 2016
PET 

 [38عارفی و همکاران ] 2016
ستوانهدوبعدی تحلیل  ستیک ا ناهمگن به روش تفکیک ضخیم جدار  هایترموا 

  FSDT متغیرها و مقادیر ویژه  با

 [77لقمان و پارسا ] 2016
ی خارجی  یهاستوانه دو یه تشکیل شده از ا ستیک حل دقیق الکتروترمومگنتو

 PETبا  پیزوالکتریک ناهمگن

ستوانه [21شرعیات و علیپور ] 2017 ستیک ا ضخیم متغیر به روش تبدیل تیلور با تحلیل ا  های ناهمگن جدار 
FSDT 

2017 
اسکای و توکاوا -یاسین

[39] 

نهت به روش  وابستتتته به دماناهمگن خواص  هایحلیل ترموا ستتتتیک استتتتوا

 PETسازی به مساله معکوس با تبدیل

2017 
نژاد و همکاران زمانی

[40] 

سته سازیچند یهکلی روش  بندیفرمولارائه  ستیک پو های برای تحلیل ترموا 

 ضخیم حاصل از دوران با پروفیل و ضخامت جدار دلخواه

2017 
 اری و همکارانجبّ

[41] 

سازی روش چند یهبه ضخیم متغیر جدار  های ناقصترموا ستیک مخروطتحلیل 

 FSDTبا 

 [78دای و همکاران ] 2017
حل دقیق الکتروترموا ستیک استوانه جدار ناز  ناهمگن پیزوالکتریک پر شده از 

 هابا تئوری خطی کلاسیک پوسته سیال
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2018 
تبار و همکاران مهدی

[42] 

 ستتازیبه روش مربع های ناقص جدار ثابت چرخانتحلیل ترموا ستتتیک مخروط

 تئوری ا ستیسیتهبا  تفاضلات و بسط فوریه

2018 
سلیمان و همکاران 

[43] 

شده در تاسیسات های ناهمگن استفادهلوله حلیل غیرخطی گذرای ترموا ستیکت

 PETبه روش عددی با  گاز طبیعی

2018 
امیدی بیدگلی و 

 [44همکاران ]

بر روی بستتتر جدار ضتتخیم ناهمگن چرخان  هایتحلیل ترموا ستتتیک استتتوانه

 FSDTبا  اصطکاکی

2018 
تبار و همکاران مهدی

[79] 

ناهمگن پیزوالکتریک به روش  چرخانهای استتتتوانهترموا ستتتتیک الکتروتحلیل 

 تئوری ا ستیسیتهبا سازی دیفرانسیلی و تفاضل محدود مربع

2018 
پرهیزکار یعقوبی و 

 [80همکاران ]
 PETبا  های ناهمگن پیزوالکتریکها و دیسکتحلیل تنش و کنترل فعال استوانه

 [81عارفی و بیدگلی ] 2019
های دارای دو انحنا پیزوالکتریک بر روی بستتتتر تحلیل الکتروا ستتتتیک پوستتتته

 FSDTبا  وینکلر

2019 
 محمدی و همکاران

[82] 

ستوانه ناهمگن حلیل الکتروا ستیک مخازنت سته متخلخل و ساندویچی ا ای با ه

 FSDTبا  های جانبی پیزوالکتریک بر روی یک بستر پاسترنا ورقه

 بندیجمع 
شان میمرور پژوهش ستوانههای گذشته مقا تی ن های ناهمگن دهد؛ تحلیل الکتروترموا ستیک ا

ست و  ،ضخیم متغیرجدار پیزوالکتریک  شده ا سادهدر مواردی با اعمال فرضانجام ن شونده نظیر های 

سازی اقدام چند یهتقریبی -های تحلیلیتغییر میدان دمایی تنها در راستای شعاعی و استفاده از روش

ک ه است. در اغلب موارد تحلیل الکتروترموا ستیشد انجامناهمگن  هایبه تحلیل ترموا ستیک استوانه

ستوانه سادهها ناهمگن با جدار ثابت تحا ضیات  شرایط مرزی خاص یا فر شدشونده ت  ست. انجام  ه ا

ی اهای استتتتوانه ت حاکم بر پوستتتتههندستتته، جنس و بارگذاری را بر روی معاد آثار 5-1شتتتکل 

ستفاده از نتایج  ستبهپیزوالکتریک تحت بارگذاری الکترومکانیکی با ا شان د سی مقا ت، ن آمده از برر

 دهد.می



 مقدّمه

41 

 

 

 و بارگذاری بر معاد ت حاکم مادّهناشی از تغییرات هندسه،  آثار 5-1شکل 

سیل الکتریکی  در پژوهش  ستفاده از تئوری پتان ستین بار با ا شرو برای نخ ، تئوری 1مرتبه اوّلپی

شی  و 2مرتبه اوّلدمای  شکل بر ستگاه معاد ت حاکم بر  مرتبه اوّلتئوری تغییر  ستخراج د اقدام به ا

ستتازی انرژی کمینهمجازی و با استتتفاده از روش کار  ناهمگن پیزوالکتریکروی استتتوانه جدار متغیر 

یل  تانستتت جام میپ گذاری شتتتودان بار حت  خارجی خود ت یه داخلی و  جدار متغیر در   نه  . استتتتوا

خود  دو ستتتردلخواه الکتریکی و مکانیکی در  الکتروترمومکانیکی قرار داشتتتته و دارای شتتترایط مرزی

معاد ت  ،اغتشاشاتتکنیک  یوعهزیرمجم 3هاتطابق مجانبباشد. سپس با استفاده از روش تحلیلی می

همگرایی آن بسیار  چنینهم. حل ارائه شده از دقت مطلوب و بلایی برخوردار بوده و شودمیحاکم حل 

                                                 
1. First Order Electrical Potential Theory (FEPT) 

2. First Order Temperature Theory (FTT)  
3. Matched Asyomptotic Expansion (MAE) 

شرای  مرزی یا 
مادهّ و یا بارگ اری 
به نحوی باشد که 
تنش برشی ایجاد 

گردد 

جدار 
متغیر

الاستیسیته ی 
مستوی

تغییر شکل برشی

ت وری تغییر 
شکل برشی

 

جدار ثابت

شرای  مرزی  
مادهّ و بارگ اری 
به نحوی باشد که 
تنش برشی ایجاد 

ن ردد 

هم نی

ناهم نی
در راستای 
ضخامت

معادلات دیفرانسیل ضریب متغیر 
همراه دست اه معادلات جبری برای 

اعمال شرای  مرزی

معادلات دیفرانسیل همراه 
دست اه معادلات جبری برای 

اعمال شرای  مرزی

هم نی

ناهم نی 
در راستای 
ضخامت

دست اه معادلات 
دیفرانسیل

دست اه معادلات 
دیفرانسیل

ناهم نی
در راستای  

طول

دست اه معادلات 
دیفرانسیل

با ضرایب متغیر 

هم نی یا 
ناهم نی

دست اه معادلات 
دیفرانسیل

با ضرایب متغیر 

پوسته ی استوانه ای 
پیزوالکتریک
تحت بارگ اری 

الکتروترمومکانیکی 
حالت پایدار

وابست ی 
خوا  به دما

دست اه معادلات 
دیفرانسیل  یرخطی

با ضرایب متغیر 

وابست ی 
خوا  به دما

دست اه معادلات 
دیفرانسیل  یرخطی با 

ضرایب متغیر

وابست ی 
خوا  به دما

دست اه معادلات 
دیفرانسیل  یرخطی

وابست ی 
خوا  به دما

دست اه معادلات 
دیفرانسیل  یرخطی

وابست ی 
خوا  به دما

معادلات دیفرانسیل  یرخطی 
ضریب متغیر همراه دست اه 

معادلات جبری برای اعمال شرای  
مرزی

وابست ی 
خوا  به دما

معادلات دیفرانسیل  یرخطی 
همراه دست اه معادلات جبری برای 

اعمال شرای  مرزی
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های داخلی و خارجی بارگذاری در ستتتطوح  یه خواص، ناهمگنی آثاروهش پژ در این ستتتریع استتتت.

استوانه جدار متغیر تحت بررسی  رفتار های مختلف جدار استوانه بر رویاستوانه جدار متغیر و پروفیل

نتایج پژوهش حاضتتتر با نتایج حاصتتتل از روش اجزای محدود مورد  چنینهمگیرد. و مطالعه قرار می

 .شودمیکه توافق خوبی میان دو روش مشاهده گیرد مقایسه و ارزیابی قرار می
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 معادلات حاکم 2 فصل
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 گفتارپیش
 فرضیاتبا توجه به  ،یافتهتوسعهده از اصل همیلتون با استفا به کمک منابع موجود و در این فصل

ستخراج معاد ت حاکم ستگاه معاد تگیرد. انجام می ا ستخراج د  بیان حل آن ینحوه ،حاکم پس از ا

 .شودمی

 معادلات حاکم 
به ، بر مستتاله و با استتتفاده از فرضتتیات حاکم یافتهتوستتعهدر این بخش به کمک اصتتل همیلتون 

 شود.پرداخته میحاکم  استخراج معاد ت

 ألهفرضیات حاکم بر مس 
ستوانهپوسته شرایط مرزی متقارن محوری نظر هندسهی مورد تحلیل از ای ا ، جنس، بارگذاری و 

ست و ستوانه می ا ستای محیطی ا ( )نظر کرد )صرف توان از تغییرات در را 0






بنابراین توابع ؛ (

 باشند.استوانه می xو محور  rتنها تابعی از شعار  حرارتی رفتار مکانیکی، الکتریکی و یهکنندبیان

به شتتکل در این حالت  ، پتانستتیل الکتریکی و دماجاییهتوجه به آنچه که بیان شتتد؛ میدان جاب با

 .باشدزیر می

(2-1) 

( , )

0

( , )

r r

x x

u u r x

u

u u r x







 

 

(2-2) ( , )r x  

(2-3) ( , )T T r x 

ru ،u
و  

xu که  ر راستای شعاعی، محیطی و محوری هستندجایی دهای جابهمؤلفه
ru  وxu، 

) ز شتتعار و محور استتتوانهتوابعی نامعلوم ا , )ru r x  و( , )xu r x چنینهم .باشتتندمی وT به ترتیب 

از شتتعار و محور استتتوانه  تابعی استتت که در استتتوانه جدار متغیرو توزیع دما پتانستتیل الکتریکی 
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 .باشندمی

ست ستوانه یهپو ست دارای جداری  ای مورد مطالعها سانگرد  و از جنس موادمتغیر ا ناهمگن و هم

ناهمگنی . باشدآن در راستای شعاعی متفاوت از دو راستای دیگر می یمادّهاست که خاصیت  1عرضی

که در فصل ( 7-1ی )هشود و با استفاده از رابطمی درنظر گرفتهتوانی  صورتبهخواص در این پژوهش 

 شود.تحلیل پرداخته می مگنی خواص جهتناه سازیمدلبه  به آن اشاره شد، اول

 ی اوّلمرتبه تغییر شکل برشی ینظریهکارگیری به 
ی هر نقطه فاصله 1-2شکل  ، مطابقی اوّلمرتبهی تغییر شکل برشی کارگیری نظریهبه منظور به

 بعلاوه zی میانی استتوانهی آن تا  یهفاصتله صتورتبه rای تا محور تقارن آن ی استتوانهاز پوستته

صله ستوانه ی  یهفا )ی میانی تا محور تقارن ا )R x شود. این کار، سبب تغییر مختصه و جز  بیان می

d) شودمی zبه  r، از 2دیفرانسیلی , ( , ) d , ( , )r r x z z x.) 

Radial

r

A
xi

a
l



( )R x

C
L

i
r

z

( )xor

x

2

h

2

h

M
id

d
le

L
a
ye

r

a
h

b
h

 
 ی جدار متغیر ناهمگناستوانه مقطع شماتیک 1-2شکل 

                                                 
1. Transversely Isotropic 

2. Differential Element 
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 .و نتایج آن داریم rشعاعی  یهتغییر مختصبرای 

(2-4)  ( , , ) ( , , )r x z x ; d d  r z   , 
2 2

h h
r R z z     

)در روابط فوق )h x  .در ادامه،  چنینهمضتتخامت استتتوانه استتت که تابع طول استتتوانه استتت

ی میان شعار داخلی رابطه
ir  و خارجی( )or x ی میانی استوانه استوانه با شعار  یه( )R x  و ضخامت

( )h x  شودمیبیان. 

(2-5) 
( )

( )
2

o ir x r
R x


 

(2-6) ( ) ( )o ih x r x r  

 باشد.زیر می صورتبه نیز CL طول استوانه و xمحوری یهمختص یهرابط

(2-7) 0 Cx L  

 ی اوّلمرتبهجایی میدان جابه

شی  شکل بر صفحه  ی اوّلمرتبهدر نظریه تغییر  ست و عمود بر  ست که خطوط را فرض بر این ا

ست باقی می شکل، را ستند،میانی، پس از تغییر صفحه میانی نی یعنی کرنش  مانند ولی الزاماً عمود بر 

با  ی متقارن محوریاستتتوانهی پوستتتهجایی برای . میدان جابهشتتودمیبرشتتی و تنش برشتتی لحاظ 

ستفاده از تئوری شی مرتبه ا شکل بر  شودصورت زیر بیان میبه (6-1ی )همانند رابطه ی یکتغییر 

[19.] 

(2-8) 

0 1 0 1

0

0 1 0 1

0

( , )
( , ) (0, ) ( ) ( )

0

( , )
( , ) (0, ) ( ) ( )

z
z z z z z z z

z

x
x x x x x x x

z

U z x
U U z x U x z U x zU x U zU

z

U

U z x
U U z x U x z U x zU x U zU

z







 
      








       



 

فوق  یهدر رابط
zU ،U 

و  
xU جایی در راستتتتای شتتتعاعی، محیطی و های میدان جابهمؤلفه

0 ،تغییر شتتکل برشتتی ینظریهبا توجه به  چنینهمباشتتند؛ محوری می

zU  1و

zU های به ترتیب مؤلفه

شعاعیصفر و یک جابه یهمرتب 0و  جایی 

xU  1و

xU جایی صفر و یک جابه یههای مرتببه ترتیب مؤلفه
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 باشند.می xمحوری  یهمحوری است که تنها تابعی از مختص

 ی اوّلمرتبهپتانسیل الکتریکی 

را حول  یه  به این که میتوان بستتط تیلور تابع بیان کننده توزیع پتانستتیل الکتریکیبا توجه 

0zاستتتوانه ) میانی  فرض بر این استتت که  مرتبه اوّل( نوشتتت و در تئوری پتانستتیل الکتریکی

ضخامت  ستای  سیل الکتریکی در را ست. بنابراین می صورتبهتغییرات پتان توان رفتار تابع را با خطی ا

 [.48گرفت ]درنظرتقریب خوبی با دو جمله از سری تیلور آن 

(2-9) 
2

0 1

2

0 0

( , ) ( , )
( , ) (0, )

2!z z

z x z z x
z x x z z

z z

 
    

 

 
      

 
 

سیل الکتریکی  یههای مرتببه ترتیب مؤلفه 1و  0که  که تنها تابعی  بوده صفر و یک پتان

 .است xمحوری  یهاز مختص

 ی اوّلمرتبهتغییرات دمایی 

 حول  یه میانینیز را  دما توان بستتط تیلور تابع بیان کننده توزیعمیهمانند پتانستتیل الکتریکی، 

ستوانه ) 0zا  شت و در تئوری ست که تغییرات مرتبه اوّل دمای( نو ستای  دما فرض بر این ا در را

تابع را با تقریب خوبی با دو جمله از سری تیلور  رفتار دما . بنابراین[29] خطی است صورتبهضخامت 

 .گرفتدرنظرتوان، میآن 

(2-10) 
2

0 1

2

0 0

( , ) ( , )
( , ) (0, )

2!z z

T z x z T z x
T T z x T x z T zT

z z 

 
      

 
 

ی های مرتبهبه ترتیب مؤلفه 1Tو 0T (10-2) یدر رابطه ،ی اوّلمرتبهدمای  با توجه به تئوری

 .هستند xی محوری صفر و یک دما است که تنها تابعی از مختصه

Tگرفتندرنظر با  مرجع به عنوان دمای مرجع، برای تغییرات دما از دمایT T     خواهیم

 داشت.

(2-11) 0 1 0 1( ) ( )T T x z x z           

ط یب  1و  0 (11-2) یهدر راب فهبه ترت بهمؤل یک تغییرات دمایی  یهای مرت  صتتتفر و 
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 .هستند xمحوری یهباشند که تنها تابع مختصمی

 ایمعادلات گرادیان در مختصات استوانه 
ستفاده از در  ستوانه گرادیان روابطاین بخش با ا صات ا ستفاده از روابط  [84و  51] ایدر مخت و ا

اج میدان ، پتانستتتیل الکتریکی و تغییرات دمایی، به استتتتخرجاییجابهبرای میدان  (11-2) تا (2-8)

 شود.کرنش، میدان الکتریکی و میدان حرارتی پرداخته می

 میدان کرنش -الف

 جاییجابهبا میدان  xمحوری و   محیطی ،r های نرمال شعاعیابتدا روابط کرنش ،در ادامه

 ،zشعاعی  های نرمالکرنش (8-2) یه، سپس با استفاده از رابطشودمیای بیان مختصات استوانه در

)یا مختصتتات  ی اولمرتبه تغییر شتتکل برشتتی ینظریه، برای xو محوری  محیطی  , , )z x 

 .شودمیاستخراج 

(2-12) 1          r z
r z z

u U
U

r z
 

 
   
 

 

(2-13) 
0 11

          r z z z
u u U U z U

r r R z R z


  



 
    

  
 

(2-14) 
0 1d d

          
d d

x x x x
x x

u U U U
z

x x x x
 

 
    
 

 

شی های، روابط کرنشچنینهم محوری -و محیطی rxمحوری -شعاعی ،rمحیطی -شعاعی بر

x،  یهبیان شتتده در رابط جاییجابهمیدان  کارگیریبهد و با نگردبیان می ایاستتتوانهدر مختصتتات 

شیکرنش (2-8) برای  xمحوری -و محیطی zxمحوری -شعاعی ،zمحیطی -شعاعی های بر

)مختصات  , , )z x  شودمیاستخراج. 

(2-15) 
1

          0
( )

r z
r z

u u U Uu U

r r r R z R z z

   
  

 

  
       

     
 

(2-16) 
0 1

1d d
          

d d

r x z x z z
rx zx x

u u U U U U
z U

x r x z x x
 

   
       
   
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(2-17) 1 1
          0x x

x x

u Uu U

x r x R z

 
  

 

  
     
    

 

 .داریم ی اوّلمرتبه تغییر شکل برشی ینظریهدر  ،میدان کرنش تانسور  برای

(2-18) 

0 1
1 1

0 1

0 1 0 1
1

d d1
0

2 d d

0 0

d d d d1
0

2 d d d d

z z
z x

z z

z z x x
x

U U
U z U

x x

U z U

R z

U U U U
z U z

x x x x



  
   

  
 
 

 
  
    
   

 

 میدان الکتریکی -ب

به استتتتخراجدر  تدا  فه این بخش اب عاعی  هایمؤل یدان xEو محوری  E، محیطی rEشتتت ، م

ستوانه الکتریکی صات ا سپس ای پرداخته میدر مخت سیل الکتریکی شود،  مرتبه با توجه به تئوری پتان

، میدان الکتریکی در مختصات xEو محوری  E، محیطی zEشعاعی  هایمؤلفه( (9-2)ی )رابطه اوّل

( , , )z x آید.می دستبه 

(2-19) 

1

0 1

1 1
           0

( )
d d

d d

r z

x x

r zE E

E E
r R z

E E
z

x xx x

 

 


 

 
  

   
           
           

               
           

        
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 داریم. مرتبه اوّلتئوری پتانسیل الکتریکی در  ،Eمیدان الکتریکی بردار برای 

(2-20) 
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 یدان حرارتیم -پ

ند بخش پیش،   مان فهه عاعی  هایمؤل تxeو محوری  e، محیطی reشتتت یدان حرارتی  در ، م

شعاعی  های، مؤلفه(11-2) و (10-2) ابطوگردند، سپس با استفاده از رعیین میای تمختصات استوانه

ze محیطی ،e  و محوریxe شودمیمشخص  مرتبه اوّلتئوری دمای ، میدان حرارتی برای. 
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(2-21) 
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 ، داریم.eبرای بردار میدان حرارتی 

(2-22) 
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 مورد مطالعه یهمعادلات ساختاری استوان 
ستوانه  ساختاری برای ا ضی با در نظرگرفتن قطبیناهمگن و معاد ت  سانگرد عر در بودن آن  هم

 .شودمیبیان  ،[86و ] [85]راستای شعاعی با استفاده از 

(2-23) 
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(2-24) 
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(2-25) 
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-پیزوالکتریک هایثابت 35eو  11e ،12eا ستتتتیک،  هایثابت 55cو  11c ،12c ،22c ،23c ،44cکه 

ضتتترایب  22kو 11kالکتریک و دی هایثابت 22و  11دما، -تنش حرارتی هایثابت 22و  11تنش،
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شند.، در روابط فوق میمادّههدایت حرارتی  ست؛ اندیس با به ترتیب بیانگر  3و  2، 1های شایان ذکر ا

 های شعاعی، محیطی و محوری هستند.جهت

میدان حرارتی صتتفر الکتریکی و میدان های میدان کرنش، که برخی از مؤلفهبا توجه به این نکته 

 .زیر بیان نمود یهیافتکاهش ا به شکلر (25-2) تا (23-2) توان روابط ساختاریند؛ میهست

(2-26) 
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(2-28) 11
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 خوا در ناهم نی  سازیمدل

شد؛  همان طورخواص، در ناهمگنی  سازیمدلجهت  ساله بیان  که در بخش فرضیات حاکم بر م

توانی، فرض  صتتورتبهلذا توزیع خواص در جستتم  شتتود.توانی استتتفاده مییا توزیع ( 8-1) یهاز رابط

 شود.می

(2-29) 
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سی بهتر ناهمگنی خواص، کلیه ناهمگنی ست؛ برای برر  (9-2)های خواص در رابطه شایان ذکر ا
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ناهمگنی خواص در استتوانه جدار متغیر  (10-2)مطابق رابطه  چنینهمشتود، می درنظر گرفته nبرابر 

0استتتت. (x-( و )طولz-ناهمگن تابعی از دو متغیر )شتتتعار

ijc 0،یکهای ا ستتتتمقدار ثابت

ije  مقدار

0،تنش-های پیزوالکتریکثابت

ij 0دما،-تنش حرارتیهای مقدار ثابت

ij و الکتریکهای دیمقدار ثابت

0

ijk باشند. ی جدار متغیر ناهمگن میی داخلی استوانهدر  یه ضرایب هدایت حرارتی 

 الکتروترمومکانیکی پتانسیل انرژی
Vالکتروترمومکانیکی پتانسیل چگالی انرژی  پتانسیل الکتروترمومکانیکی وانرژی برای محاسبه   

 داریم.[ 51و  48مطابق ]

(2-30) 
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 .[51و  48] داریمالکتروترمومکانیکی پتانسیل برای تغییرات انرژی  چنینهم

(2-31) 
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صه بر حسبفوق  بیان روابطگسترش و با  شکل برشی  ینظریههای مخت )تغییر  , , )z x،  برای

 الکتروترمومکانیکی خواهیم داشت. پتانسیل انرژیتغییرات 

(2-32) 
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 .شودمیبه شکل زیر بازنویسی  (32-2) یه، رابط(22-2) تا (12-2) اکنون به کمک روابط

(2-33) 
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 هاتعریف منتجه

، هاآنشتتتود تا به کمک پرداخته میهای مکانیکی، الکتریکی و حرارتی تعریف منتجه اکنون به

 صورت گیرد. (33-2) یهسازی رابطساده

 های مکانیکیمنتجه

m مکانیکی هایمنتجه

zN ،mN   وm

xN شوند.زیر تعریف می صورتبه 
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mMهای مکانیکی برای منتجه چنینهم   وm

xM .داریم 

(2-35) 
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mهای مکانیکی منتجه

xQ  وm

zxM  با استتتفاده از تنش برشتتی
zx گران پژوهشتت شتتوند.تعریف می

 معتقدند توزیع تنش برشی
zx  حال ؛ دو است یوار یا به شکل درجهسهمی صورتبهدر جدار استوانه

شکل برشی  ینظریه ،(16-2) یهبا توجه به رابط آنکه برشی  توزیع تنش ی اوّلمرتبهتغییر 
zx  را در

 استفاده از ضریب تصحیح برشی بنابراین ایشان کند،بینی میخطی پیش صورتبهداخل جدار استوانه 

SK  5اند که این ضریب تصحیح در این حالت برابر جهت رفع این تفاوت پیشنهاد کردهرا
6

باشد می 

mبا توجه به آنچه بیان شد؛ برای  [.87]
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zxM .داریم 
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 های الکتریکیمنتجه

eهای الکتریکی منتجه
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xN گردند.در ادامه تعریف می 
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eالکتریکی  یهبرای منتج چنینهم

xM .داریم 
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 های حرارتیمنتجه

tهای حرارتی برای منتجه
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xN شودمیزیر تعریف  یهرابط. 
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tبرای  چنینهمو 

xM .داریم 

(2-40) 
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فاده با استتتت جه اکنون  طاز منت کانیکی، حرارتی و الکتریکی، راب بر توان را می (33-2) یههای م

 تر زیر بیان نمود. ها به شکل سادهمنتجه حسب

(2-41) 
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 بارگ اری الکتروترمومکانیکی کار 
ستوانه 2-2شکل  شان میالکتریک ناهمگن پیزوجدار متغیر ی مقطع ا دهد که تحت بارگذاری را ن

Piداخلی تحت فشار  استوانه در سطح کی، الکتریکی و حرارتی قرار دارد.مکانی
 یوارده ، شار الکتریکی

Qi
شار حرارتی  Hi یوارده و 

سطح  شار  و در  Poخارجی خود تحت ف
شار الکتریکی Qo یوارده ، 

و  

Ho یوارده شار حرارتی
 قرار دارد. 
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 جدار متغیر ناهمگنی مقطع استوانه 2-2شکل 

 .[51و  48] داریم لکتریکی و حرارتیی، اکار ناشی از نیروهای مکانیک برای

(2-42) 
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Poz(42-2)در رابطه 
Poxو

های فشار وارده به سطح خارجی در راستای شعاعی و به ترتیب مولفه 

ست صات  (42-2) یهبا بیان رابط .محوری ا )در مخت , , )z x  ستفاده از روابط  (22-2) تا (12-2)و ا

 خواهیم داشت.
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(2-43) 
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 داریم. برای تغییرات کارو 

(2-44) 
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 کار مجازیاصل  
صل کار مجازی، تغییر ساس ا صل برا ساس ا سازه، برابر با بر ا سیل الکترومکانیکی  ات انرژی پتان

Wالکترومکانیکی اعمالی به سازه است )تغییرات کار ناشی از نیروهای خارجی  V [ )48 51 و.]  

 .خواهیم داشت آن و بازنویسی (42-2) یهبا انجام عملیات ریاضی بر روی رابط
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(2-45) 
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 دست اه معادلات حاکم 
ستفاده از روابط اکنون  شرایط مرزی، (45-2) و (44-2)با ا ستگاه معاد ت حاکم و  سب د  بر ح

 دستتتتبه، الکتریکی و حرارتی جاییجابهن های میداهای مکانیکی، الکتریکی و حرارتی و مؤلفهمنتجه

 د.نآیمی
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(2-46) 
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. برای شرایط شودمیاستوانه برقرار هستند، ارائه دو سربیانگر شرایط مرزی که در  در ادامه روابط

 مرزی مکانیکی داریم.

(2-47) 

0

0,

1

0,

0

0,

1

0,

( ) 0

( ) 0

( ) 0

( ) 0

C

C

C

C

m

x x x L

m

x x x L

m

x z x L

m

zx z x L

R x N U

R x M U

R x Q U

R x M U

















 

 





 


 

 برای شرایط مرزی الکتریکی داریم. چنینهم

(2-48) 
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 برای شرایط مرزی حرارتی نیز داریم.

(2-49) 
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 8و  7مربوط به تعادل الکتروا ستتتیک و معاد ت  6تا  1، معاد ت (46-2)در دستتتگاه معاد ت 

استتت. با توجه به اینکه جدار متغیر ناهمگن  یمربوط به تعادل حرارتی )رستتانش حرارتی( در استتتوانه
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عادل الکتروا ستیک یک سویه است )تغییرات دما منجر کوپلینگ معاد ت تعادل حرارتی با معاد ت ت

توان ، اما عکس آن صتتادق نیستتت.(. میشتتودمیبه تغییر شتتکل و تغییر میدان الکتریکی در جستتم 

بهره جستتت و نیازی به  6تا  1را مستتتقلاً حل نمود و از نتیجه آن برای حل معاد ت  8و  7معاد ت 

 ، از معاد ت اول،(46-2)سازی دستگاه معاد ت برای سادههم زمان نیست. صورتبهحل کل دستگاه 

 شود و خواهیم داشت.این دستگاه انتگرال گرفته می و هفتم پنجم

(2-50) 
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دستگاه  و هفتم پنجم از معادله اول،گیری های حاصل از عملیات انتگرالثابت 3Kو 1K،2Kکه

 اختصاری به فرم زیر نشان داد. صورتبهتوان باشد. این دستگاه را میمی (46-2)معاد ت 
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(2-51) 
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و استتتتفاده از معاد ت  (51-2)در دستتتتگاه معاد ت  (40-2)تا  (34-2)معاد ت  با جایگذاری

دستتتتگاه معاد ت بر این ، ((29-2) تا (26-2)( و معاد ت ستتتاختاری )(22-2)تا  (12-2)گرادیان )

سب مؤلفه صفر و های مرتبهح سیل الکتری ،جاییمیدان جابه ی یکمرتبهی  0) و دما کیپتان
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 است. آن بدین صورتفرم کلی باشد؛  ی خطی با ضرایب متغیر میامرتبه
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 باشند.اپراتورهای دیفرانسیلی می 8تا 1که

 تحلیلی حل

 حاکم معادلاتسازی بعدبی 
حاکم  تحلیلی حلبرای  عاد ت  گاه م نب در این پژوهش از روش (51-2)دستتتت جا طابق م  ها ت

شات  یزیرمجموعه شا ستفاده میتکنیک اغت ستگاه ا ست در ابتدا د ضروری ا شود. برای این منظور، 

شده ذیل، بیمعاد ت حاکم بی ستفاده از پارامترهای تعریف  شود. با ا سازی  ستگاه  بعد سازی د بعد

 گیرد.معاد ت حاکم صورت می
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0(53-2)در رابطه 

mc،0

me،0

m و
0

mk ثابت ثابت ،های ا ستتتتیکبه ترتیب میانگین مقدار  های مقدار 

ستوانه  ضرایب هدایت حرارتیدما و -تنش حرارتیهای مقدار ثابت، تنش-پیزوالکتریک در  یه داخلی ا

یک پارامتر اغتشتتاشتتاتی کوچک  و  ضتتخامت شتتاخص بوده 0h چنینهمجدار متغیر می باشتتند. 

 های بی بعد است. در این پژوهش،پارامترها نشانگر کمیتبر روی ( )باشد. وجود علامت ستاره می

 دسازی، فرم بی بع(53-2)بعد شود. با استفاده از پارامترهای بیبه عنوان پارامتر اغتشاشات انتخاب می

 آید. می دستبه (51-2)شده دستگاه معاد ت 
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صفر )به منظور کاهش حجم نوشتاری معاد ت حاکم بی بعدسازی شده، از فرض ثابت ناهمگنی برابر 

0n  ستفاده ستگاه معاد ت حاکم بیشودمی( برای ارائه معاد ت در ادامه ا شده با . لذا د سازی  بعد

0nعنایت به    آید.می دستبهبه فرم زیر 
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های استتت که با حذف ترم 2معاد ت دیفرانستتیل مرتبه  (61-2)تا  (54-2) معاد ت دیفرانستتیل

شوند؛ مطابق مرتبه کاهش یافته و تبدیل به معاد ت جبری می 2ی آنها تبه(، مرشامل اغتشاشات )

ست که دو  یه مرزی در  ضور بیانگر این ا شات؛ این مو شا سرتئوری اغت سته وجود دارد. یا به دو  پو

عبارتی حل مساله شامل دو بخش است؛ یک بخش مربوط به حل خارجی در نواحی دور از مرزها بوده 
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 [.88باشد ]پوسته میدو سرو بخش دیگر مربوط به حل داخلی در نواحی مرزی یا 

شتاری معاد ت بی که همانگونه سهولت و کاهش حجم نو شد؛ جهت  شده، ثابت بیان  سازی  بعد

0nشتتد ) درنظر گرفتهبرابر صتتفر  ناهمگنی  حل ناهمگنی نیز، روند  هایثابت(. برای ستتایر مقادیر

ست بی ست و تنها کافی ا شابه ا سازیم شود بعد . در معاد ت با توجه به مقدار ثابت ناهمگنی انجام 

حل تحلیل الکتروا ستتتتیک ) (،(61-2)و  (60-2)معاد ت حل های آتی به تحلیل حرارتی )فصتتتل

ستیک گرفتن اثر حرارت یا دمادرنظربدون  (59-2)تا  (60-2)(54-2)معاد ت  ( و تحلیل الکتروترموا 

ئه (61-2)تا  (54-2))معاد ت  حل خارجی و داخلی باتوجه به معاد ت حاکم ( یا به عبارتی، به ارا

 شود.پرداخته می شده بعدسازیبی
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 های جدار متغیر ناهم ناستوانهتحلیل حرارتی  3 فصل
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 گفتارپیش 
به کمک تئوری اغتشاشات در استوانه جدار  رسانش حرارتی یتحلیلحل  یدر این فصل ابتدا نحوه

ضیح داده میمتغیر  پایان برای شود؛ در حرارتی پرداخته میاجزای محدود به تحلیل  سپس شود،تو

  شوند.و نتایج بررسی می شودمیی موردی انجام مطالعه ارائه شده، هایتحلیل

 رسانش حرارتی یحل تحلیل 
شته بیان صل گذ ستوانه شد؛ همانطور که در ف ناهمگن جدار متغیر که  هایبرای تحلیل حرارتی ا

دو و دارای شتتترایط مرزی در  ستتتطوح داخلی و خارجی خود قرار داشتتتتهتحت بارگذاری حرارتی در 

بعدشده اند؛ می بایست ( بیکه به کمک ترم اغتشاشاتی ) (61-2)و  (60-2)معاد ت  ،خود استسر

حل شتتوند. مطابق آنچه پیشتتتر بیان شتتد؛ حل معاد ت فوق شتتامل دو بخش استتت؛ حل خارجی که 

 استوانه است.دو سراخلی که مربوط به نواحی مرزی یا مربوط به نواحی دور از مرزهاست و حل د

 حل خارجی 
شتتتود. می درنظر گرفته( ) یک ستتتری یکنواخت از ترم اغتشتتتاشتتتاتی صتتتورتبهحل خارجی 

ل (61-2)و  (60-2)در معاد ت  باجایگذاری این ستتتری یکنواخت ب، این و در نظرگرفتن جملات غا

 و خواهیم داشت: شودمیصورت بیان  ( بدینسری )حل خارجی
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 0هایو در نظرگیری ضرایب ترم (61-2)و  (60-2)در در معاد ت  (1-3) یرابطه گذاریبا جای

 آید.می دستبهو یک به فرم زیر  ی صفرمرتبهدستگاه معاد ت جبری مربوط به حل خارجی  1و
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ی مرتبهبه ترتیب دستگاه معاد ت جبری مربوط به حل خارجی  (3-3)و  (2-3)دستگاه معاد ت 

) ی صتتفرمرتبه توان حل خارجیو می قابل حل استتت باشتتند که به راحتیو یک می صتتفر
0Y و حل )

) ی یکمرتبهخارجی 
1Y لذا خواهیم داشت: .نمود( را تعیین 
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 (x*=0حل داخلی در مرز پایین استوانه ) 
تکنیک اغتشتتاشتتات برای انجام حل در نواحی مرزی  یزیرمجموعه هاتطابق مجانبروش  مطابق

پایین بایستتتت از متغیر ستتتریع استتتتفاده گردد. برای انجام حل داخلی در نواحی مرزی نزدیک به می

xسیلندر،





 شعار  یه سریع انتخاب می متغیربه عنوان ضخامت،  سط تیلور بارگذاری،  شود و ب

0xمیانی در حوالی مرز پایین ) ) شود. بنابراین خواهیم داشت:نوشته می 

(3-6) 
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 شود.می درنظر گرفته به این صورت حل داخلی

(3-7) 
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عاد ت  گذاری م جای عاد ت  (6-3)و  (7-3)با  یب در نظرگیری و (61-2)و  (60-2)در م  ضتتترا

و یک به فرم زیر  ی صتتفرمرتبهدستتتگاه معاد ت دیفرانستتیل مربوط به حل داخلی  1و 0هایترم

 آید.می دستبهبرای مرز پایین 

(3-8) 
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(3-9) 
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معاد ت هایکه در این دستگاه
2 2 2 2 2 2[ 2 ] ,[ 1 ] ,[ 0 ]D i D i D i  

}های ضرایب،ماتریس  0 }, { 1 }F i F i 

ها و های غیر صتتفر این ماتریسباشتتند. مولفهبردارها )ترم ناهمگنی دستتتگاه معاد ت دیفرانستتیل( می

 باشند.بردارها به شرح ذیل می
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 صورتبه (9-3)و  (8-3)دستگاه معاد ت  حل عمومی    i

iY V e


 که شودمی درنظر گرفته

i مقادیر ویژه و iV وردن مقادیر ویژه کافی آ دستتتبه [. برای89باشتتد ]برادر ویژه متناظر با آن می

گذاری کنیم. با عنایت به جای (9-3)و  (8-3)در فرم همگن دستتتگاه معاد ت حل عمومی را استتت، 

 (8-3)یکی می باشد، لذا حل عمومی هر دو دستگاه  (9-3)و  (8-3)اینکه فرم همگن دستگاه معاد ت 

 یکسان بوده و خواهیم داشت. (9-3)و 

(3-11)     2

2 2
{ } {0}; [ 2 ] [ 1 ] [ 0 ]i i iC V C D i D i D i 


    

قادیر یافتن م به منظور 
i عاد ت  بایستتتت؛می گاه م بدیهی ) (11-3)دستتتت دارای جواب غیر 

  0iV ( صفر ضرایب برابر  شد. بنابراین با قراردادن دترمینان  ]det( با ] {0}C  صه شخ (، معادله م

می آید. این معادله مشخصه،  دستبهن، مقادیر ویژه یا همان مقادیر  با حل آ آمده که دستبهدستگاه 

سبب  2یک معادله درجه  دو مقدار برای مقادیر ویژه تعیین گردد و با  شودمیجبری بوده که حل آن 

. باید توجه داشتتت؛ با توجه به اینکه شتتودمیتوجه به هر مقدار ویژه، بردار ویژه متناظر با آن محاستتبه 

هایی از معادله باید مقدار حل داخلی در نواحی دور از مرزها باید مقداری محدود داشته باشد لذا ریشه

نهایت شتتوند قستتمت حقیقی آنها منفی بوده و مقدار آنها در بیمشتتخصتته )مقادیر ویژه(، انتخاب می

متناظر با آن، انتخاب  . بنابراین یک مقدار ویژه )دارای مقدار حقیقی منفی( و بردار ویژهشودمیمحدود 

 و برای حل عمومی خواهیم داشت. شودمی

(3-12)   1

1 1{ }gY C V e


 

ستگاه معاد ت  }با توجه به بخش ناهمگن آنها به ترتیب (9-3)و  (8-3)حل خصوصی د 0 }F i و

{ 1 }F i  شد؛ لذا حل مقداری ثابت می (8-3). باتوجه به اینکه بخش ناهمگن معاد ت شودمیتعیین با

 صورتبه (8-3)خصوصی برای دستگاه معاد ت  0 0{ }pY K شود که با جایگذاری می درنظر گرفته

، بردار (8-3)حل درنظر گرفته شتتده در دستتتگاه معاد ت 0K  حل کلی دستتتگاه  .شتتودمیتعیین

صتتورتبه، (8-3) معاد ت
0{ } { } { }g pY Y Y  آید که ثابتمی دستتتبه

1C  موجود در حل با اعمال

شرایط مرزی مربوط به ترم آخر بردار Y 0درx  آید. می دستبه 
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های باشتتد که یک بخش شتتامل ترمدارای دو بخش می (9-3)قستتمت ناهمگن دستتتگاه معاد ت 

ترم ناهمگن  هایبخش. بنابراین، با توجه به استتت 2های نماییو بخش دیگر شتتامل ترم 1ایجملهچند

ستگاه معاد ت  صی نیز (9-3)د صو شود. بخش مربوط به می درنظر گرفتهدو بخش  صورتبه، حل خ

صتتورتبهحل خصتتوص  ایجملهچند   11 1 0{ }pY K K  شتتود.یم درنظر گرفته 0K و 1K 

، با توجه به بخش (9-3)در دستتتتگاه معاد ت  بردارهای ثابت بوده که باجایگذاری حل خصتتتوصتتتی

شتتوند. با توجه به اینکه بخش نمایی ناهمگنی دستتتگاه معاد ت ترم ناهمگنی تعیین می ایجملهچند

حل عمومی نیز می (3-9) مل  حل خصتتتوصتتتی شتتتتا مایی  لذا، بخش ن  صتتتورتبهباشتتتتد؛ 

       12

12 2 1 0{ }p i i iY V V V e
    شتتتود کهمی درنظر گرفته 0iV، 1iV و 2iV  بردارهای

، با توجه به بخش نمایی ترم ناهمگنی تعیین (9-3)ثابت بوده و با جایگذاری در دستتتتگاه معاد ت 

ستگاه معاد تمی  صورتبه، (9-3)شوند. حل کلی د
11 12{ } { } { } { }g p pY Y Y Y   ستبه آید می د

}که ثابت موجود در ان با اعمال شرایط مرزی مربوط به ترم آخر بردار }Y 0درx  آید.می دستبه 

 (x*=1حل داخلی در مرز بالا استوانه ) 
ستفاده میآنچه در بخش قبل توضیح داده شد، در  مطابق شود. برای مرز با  نیز از متغیر سریع ا

سیلندر، *انجام حل داخلی در نواحی مرزی نزدیک به با ی  1x





  ستفاده  متغیربه عنوان سریع ا

*شود و بسط تیلور بارگذاری، ضخامت، شعار  یه میانی در حوالی مرز با  )می 1x ) شود. نوشته می

 بنابراین خواهیم داشت:

                                                 
1. polynomial 

2. exponential 
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(3-13) 
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 شود.می درنظر گرفتهحل داخلی در مرز با  به این صورت 

(3-14) 
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در نظرگیری ضتتترایب و  (61-2)و  (60-2)معاد ت در  (14-3) و (13-3) با جایگذاری معاد ت

و یک به فرم زیر  ی صتتفرمرتبهمعاد ت دیفرانستتیل مربوط به حل داخلی دستتتگاه  1و 0هایترم

 آید .می دستبهبرای مرز با  

(3-15) 
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(3-16) 
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گاه عاد تکه در این دستتتت های م
2 2 2 2 2 2[ 2 ] ,[ 1 ] ,[ 0 ]D I D I D I  

یب،ماتریس  های ضتتترا

{ 0 }, { 1 }F I F I سیل( می ستگاه معاد ت دیفران شند. مولفهبردارها )ترم ناهمگنی د صفر با های غیر 

 باشند.این بردارها بدین صورت می
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(3-17) 
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 (9-3)و  (8-3)به ترتیب مشتتابه حل دستتتگاه معاد ت  (16-3)و  (15-3)حل دستتتگاه معاد ت 

با عنایت به اینکه پاسخ  (16-3)و  (15-3)در فرآیند حل دستگاه معاد ت  توجه است؛ باشد. شایانمی

بایستتت مقداری محدود داشتتته باشتتد؛ لذا مقادیر ویژه نهایت منفی(، میدر نواحی دور از مرز با  )بی

 گردند.دارای بخش حقیقی مثبت انتخاب می

 حل ترکیبی 
تکنیک اغتشتتتاشتتتات، حل ترکیبی یرمجموعهزیها تطابق مجانبمطابق روش 

compositeY مجمور ،

م باشتتتد. بنابراین، برای حل ترکیبی خواهیهای داخلی و خارجی منهای نواحی هم پوشتتتانی میحل

 داشت.

(3-18) ( ) ( )inner Inner

composite outer inner Inner outer outerY Y Y Y Y Y     

( )inner

outerY و( )Inner

outerY های مشتتتر  )یکستتان( حل داخلی و خارجی در نواحی مرزی بخش

سر)نزدیک  ستوانه( میدو  صل ا ستفاده از ا شند که با ا ستبه 2ون دیا  1سازیمنطبقبا آیند می د

گرال88] ت ن یری از [. بتتا ا لفتتهگ بع  یمؤ بی، تتتا ی ک تر 0اول حتتل  * آیتتد )می دستتتتتبتته

0 1
* *d * 4x K


   0(. با اعمال شتترایط مرزی *  3هایثابتاستتتوانه، دو ستتردرK 4وK 

 گردند.تعیین می

افزار میپل ی نوشته شده در نرمشده، جهت انجام حل تحلیلی، توسط برنامهعملیات ریاضی بیان 

                                                 
1. Matching Principal 

2. Van Dyke 
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صل از مطالعهانجام می 131 سط این نرمشود که در ادامه نتایج حا شان داده خواهد ی عددی تو افزار ن

 شد.

 تحلیل اجزای محدود 
 .شودمیدر این پژوهش، استفاده  12.02انسیس  افزاراز نرممنظور تحلیل اجزای محدود  به

 الکتروترمومکانیکیعددی  تحلیل 
شته3شدهجفت-تحلیل میدان سی )میدان، ترکیبی از تحلیل ر های فیزیکی( متفاوت با های مهند

د، بنابراین اغلب از تحلیل شتونی کلی مهندستی استتفاده میباشتد که برای حل مستالهاثر متقابل می

تحلیل یک میدان  ورودی زمانی که. شتتتودمییاد  4فیزیکی عنوان تحلیل چند شتتتده بهجفت-میدان

 .[90] باشدشده میوابسته به نتایج تحلیل میدان دیگری باشد، تحلیل جفت

داشته باشند. برای مثال در مسائل تنش حرارتی،  5سو گی یکشدتوانند جفتها میبرخی تحلیل

سازه سازه به طورکند اما ای ایجاد میمیدان دمایی کرنش حرارتی را در میدان  ای تاثیری کلی کرنش 

تر های پیچیدههای دو میدان نیست. نمونهبر توزیع دما ندارد، بنابراین نیازی به انجام تکرار متوالی حل

برای مثال تحلیل پیزوالکتریک که تاثیر متقابل میدان الکتریکی  .باشندمی 6سو گی دوشدشامل جفت

شود. اعمالی و یا برعکس، استفاده می جاییجابهبرد برای حل توزیع ولتاژ بر اثر می به کارای را و سازه

 .[90] بین دو میدان فیزیکی تا همگرا شدن دارند این دسته مسائل نیاز به انجام تکرار متوالی حل

ستگی به این امر دارد که چه میدانجفت-فرآیند تحلیل میدان اند، اما شدهجفت باهمهایی شده ب

 .[90] ه شده استبه کار گرفت انسیسدر  دو روش مجزای مستقیم و انتقال بار، برای این منظور

                                                 
3. Maple 13 

4. ANSYS 12.0 

5. Coupled-field 

1. Multiphysics 

2. One-way 

3. Two-way 
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 روش مستقیمالف( 

شامل تنها یک تحلیل می ستقیم اغلب  شد که از یک المان میدانروش م شده با تمامی جفت-با

های المان و بردارهای ی ماتریسمحاستتبه شتتدگی باکند. جفت، استتتفاده میمورد نیازدرجات آزادی 

ای از روش مستتقیم تحلیل شتود. نمونهباشتند، اعمال مینیروی المان که شتامل عبارات مورد نیاز می

و  2273جامدو  2226جامد ،2231صفحه هایشده، تحلیل پیزوالکتریک با استفاده از المانجفت-میدان

 .[90] باشدمی 1265ترنس ستفاده از المانبا ا 4های میکروالکترومکانیکتحلیل سیستم

 روش انتقال بارب( 

شامل ست روش انتقال بار  شود. در طول میدان متفاوتی انجام می هر کدامکه  دو یا چند تحلیل ا

های شتتتوند. نوربه عنوان بار برای میدان دوم، دو میدان با یکدیگر جفت می اولن با اعمال نتایج میدا

 .[90] متفاوتی از تحلیل انتقال بار وجود دارد

ای و نیاز ی استوانهشد، به دلیل خاصیت پیزوالکتریک موجود در پوسته با توجه به آنچه که گفته

به روش مستقیم  12.0انسیس به انجام تحلیل الکتروترمومکانیکی باید تحلیل اجزای محدود آن را در 

 .[90] انجام داد

 بندی مسألهانتخاب المان و شبکه 
ساله حالت متقارن شد؛ م صل دوم بیان  ساله، در ف ضیات حاکم بر م  نظر به آنچه که در بخش فر

بعدی  های دوتوان از الماننیستتتت و می بعدیستتته ستتتازیمدلمحوری دارد. در این حالت نیازی به 

ستفادهنرم ستخراج کرد بعدیسه صورتبهنتایج را کرد و حتی  افزار که قابلیت تقارن محوری دارند، ا  ا

[91]. 

سیسافزار در نرم ستفاده از المان  ان ستهتوان می 223صفحهبا ا صل از دورانپو  را تحلیل های حا

                                                 
4. PLANE223 

5. SOLID226 

6. SOLID227 

7. Micro-Electromechanical Systems (MEMS) 

8. TRANS126 
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ستیک شتبعدی از  کرد. این المان دو الکتروترموا  شده که تا چهار درجه آزادی )دو  ه شکیل  گره ت

سیل الکتریکی و یک درجه برای دما( را برای هر گره تامین ، یک جاییجابهدرجه برای  درجه برای پتان

 .است ت با  برای تحلیل مسائل متقارن محوریدقکند. این المان دارای می

ساله  سازیمدل بنابراین  2-2شکل شود. برای این منظور مطابق دو بعدی انجام می صورتبهم

ی انجام گیرد صورتبهباید  بندیشبکه .شودمی سازیمدلدو بعدی  صورتبه مقطع استوانه جدار متغیر

شبکه اجزای محدودکه تحلیل  ستقل از  شد م ستبهو نتایج بندی با شند. برای  اطمینانقابلآمده  د با

 ی جدار متغیرایی شکل استوانهذوزنقه بر روی مقطع 1یعمربشبهبه شکل  223صفحهاین منظور المان 

 .گیردقرار می

 

 اجزای محدودنمودار همگرایی تحلیل  1-3شکل 

مساحت مقطع ) زمانی کهدهد، بندی مناسب جهت تحلیل را نشان میشبکه 1-3شکل 
SectionA )

مربعی شتتکل )شتتبهبرابر مستتاحت المان  150حدود 
ElementAاجزای تحلیل  ( باشتتد؛ نتایج حاصتتل از

 خواهد بود. با تقریب خوبی قابل پذیرشتحلیل نتایج رسد و می %99حدود  به همگرایی محدود

 عددی سازیمدل 
شد در مواد ناهمگن خواص  صل اول بیان  کند. در تدریجی تغییر می صورتبههمان طور که در ف

                                                 
1. Quasi-Square 
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مواد ناهمگن وجود ندارد؛ بنابراین برای تحلیل،  سازیمدلالمانی جهت تعریف و  0,12انسیس  افزارنرم

شود؛ به طوری تقسیم میدر راستای شعار  d های زیادی با ضخامت یکسان یهبه جدار متغیر استوانه 

و بتوان  نباشتتد(  %2)تغییرات خواص در یک  یه بیش از  باشتتد که تغییرات خواص در هر  یه اند 

 خواص ثابتی را به هر  یه نسبت داد.

(3-19) ;
2

n
m

n n n

m ir r

d
Pr Pr r r



 
   

 
 

nام استتت که با توجه به شتتعار متوستتط آن  nی خاصتتیت در  یه nPr، (19-3) یدر رابطه

mr 

n،شودمیتعیین 

ir ی نیز شعار داخلی  یهn خواص برای هر  یه  (29-2) هابطام است. با استفاده از ر

ی شتتوند و استتتوانهها به هم متصتتل مییابد، ستتپس این  یهشتتود و به آن اختصتتاص میمحاستتبه می

آورند، در حقیقت این کار تقریب بستتتیار خوبی از تغییر تدریجی وجود میرا به ناهمگن جدار متغیر

 [.91باشد ]خواص در استوانه می

مقطع  2-2شتتکل مطابق کافی استتت  ،دو بعدی صتتورتبهمستتاله  ستتازیمدلجهت بنابراین، 

ستتپس با توجه به ابعاد  گردد؛ ستتازیمدلدو بعدی  صتتورتبهجدار متغیر  یشتتکل استتتوانه اییذوزنقه

که تغییرات خواص در  شتتودمیهایی تقستتیم به  یه کردن آن، مقطع آن چند یهو هندستتی مستتاله 

 یابد.خواص به هر  یه اختصاص می (19-3)ی و با استفاده از رابطه اند  است

ی یکستتان تقستتیم هابه  یه ی جدار متغیر ناهمگناستتتوانه بندی، مقطعبرای شتتبکه چنینهم

ر  یه هشوند که نسبت مساحت ای پوشانده میونهمربعی شکل به گشبههای شود و هر  یه با المانمی

 یا بیشتر باشد. 150مربعی شکل حدود های شبهاز استوانه به مساحت المان

 موردیی مطالعه 
40irبه منظور مطالعه عددی یک استوانه جدار متغیر ناهمگن با مشخصات  mm،20bh mm،

10ah mm  و
0 10h mm  شتتود.  یه داخلی می درنظر گرفتهمتر استتت، میلی 800که دارای طول
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بوده و خواص آن در دمای  1وانادیوم %4آلومینیوم و  %6آلیاژ تیتانیوم با  این استتتوانه ناهمگن از جنس

25Tمثبت مرجع  C   [.92می باشد ] 1-3جدول مطابق 

 جدار متغیر ناهمگن یداخلی استوانه یخواص  یه 1-3جدول 

Metal Alloy (Ti-6Al-4V) 

E = 66.2  مدول( ا ستیکGpa) 

ν = 0.3  پواسوننسبت 

α = 10.3 ضریب انبساط حرارتی (1/°K) 

k = 18.1 ضریب هدایت حرارتی (W/m°K) 

های مختلف گرم بارگذاری حرارتی بر روی رفتار استوانه جدار متغیر، پروفیل آثار به منظور بررسی

دو شتتتود و می درنظر گرفته 2-3جدول مطابق  کردن در  یه داخلی و ستتترد کردن در  یه خارجی

ستوانه نیز دارای دمای ثابت مثبت مرجع سر 25Tا C شد. می سی ناهمگنی  چنینهمبا جهت برر

پروفیل گردم کردن خواص بر روی رفتار استتتوانه، استتتوانه با 
3iH  در  یه داخلی و با پروفیل ستترد

کردن 
2oH  شود و ثابت ناهمگنی می درنظر گرفتهدر  یه خارجیn  2و  -1، 0، 1، 2به ازای مقادیر- 

 گیرد.مورد مطالعه و بررسی قرار می

 های مختلف بارگذاری حرارتی در سطوح داخلی و خارجی استوانهپروفیل 2-3جدول 

 کردن پروفیل خنک

 خارجی استوانه ی یه

 کردنپروفیل گرم

 داخلی استوانه ی یه

2( )oH W m 2( )iH W m 

1 100oH   1 150iH  

2 125 150oH x  2 125 200iH x   

3 125 50oH x   3 125 100iH x  

0توابع به ترتیب  3-3شکل و  2-3شکل  * 1و *  ترم  ی یکمرتبهو  ی صفرمرتبهبه ازای حل

شاتی برای شا سانش حرارتیمعاد ت  اغت ستوانه ر 1nناهمگن ) یبرای ا ( تحت بارگذاری حرارتی )

                                                 
1. Ti-6Al-4V 
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1 2,i i o oH H H H  )ظه نشتتتتان می که ملاح مانطور هد. ه نب؛ روش شتتتودمید جا طابق م ها ت

شده و حل مرتبه  یزیرمجموعه سریع همگرا  سیار  شات ب شا ستبه1تکنیک اغت آمده از این روش  د

1کند. اصتتلاح ایجاد شتتده بر روی تابعاصتتلاح چشتتمگیری بر روی توابع ایجاد نمی *  نستتبت به تابع

0 *  سردر نواحی نزدیک به صلاح دو  ستوانه قابل ملاحظه تر بوده و در بیشترین حالت، مقدار این ا ا

 .درصد است 2ز حدوداً کمتر ا

 
 (ترم اغتشاشاتی ی یکمرتبهو  ی صفرمرتبهحل ) تغییرات دما ی صفری مرتبهمؤلفه 2-3شکل 
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 (ترم اغتشاشاتی یک یمرتبهو  ی صفرمرتبهحل )تغییرات دما  ی یکی مرتبهمؤلفه 3-3شکل 
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1nهای ناهمگن )در استوانه دماتوزیع  4-3شکل  حرارتی بارگذاریهای مختلف ( برای پروفیل 

های لهای ناهمگن جدار متغیر ضتتتخیم برای پروفیتوزیع دما را در مقطع استتتتوانه 4-3شتتتکل 
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شان میکمختلف گرم سرد کردن  یه خارجی ن دهد. اگرچه مقدار بارگذاری حرارتی ردن  یه داخلی و 

ستوانهدر  یه سبب های داخلی و خارجی ا های ناهمگن ثابت بوده، اما تغییر پروفیل بارگذاری حرارتی 

ستوانه جدار متغ ست. بیشترییتغییرات مقدار و نحوه توزیع دما در ا ن کاهش دما و افزایش دما ر شده ا

که بر اثر  استتتتوانه بودهدو ستتتر درصتتتد نستتتبت به دمای 30و  10ها به ترتیب حدود در استتتتوانه

بیشتترین و کمترین اختلاف دما  چنینهمها رخ داده استت. های حرارتی مختلف در استتوانهبارگذاری

است. در حقیقت  استوانهدو سر درصد نسبت به دمای 11و  35ها به ترتیب حدود رخ داده در استوانه

توان های مناسب خنک کاری  یه خارجی و یا گرم کردن  یه داخلی میبا کنترل و استفاده از پروفیل

های ناهمگن را کنترل نمود و از تغییر ستتاختار میزان حداکثر یا حداقل دمای ایجاد شتتده در استتتوانه

 یری نمود.های حرارتی با  در جسم جلوگمواد یا ایجاد تنش

های مختلف حرارتی در های ناهمگن برای بارگذاریتوزیع شتتار حرارتی را در استتتوانه 5-3شتتکل 

؛ مقدار و جهت شتتار شتتودمیدهد. همانطور که مشتتاهده های داخلی و خارجی استتتوانه نشتتان می یه

داخلی و خارجی  یاستتتفاده از بارگذاری حرارتی مناستتب در  یه بان تواها را میحرارتی در استتتوانه

دو استتتتوانه، محدود و کنترل نمود. به عبارتی، اگر هدف جلوگیری از خروج شتتتار حرارتی از یکی از 

شد، میسر ستوانه جدار متغیر با ستوانه به نحوی ا توان بارگذاری حرارتی را در  یه داخلی و خارجی ا

 ز خروجی شار حرارتی  )جریان حرارت( از ان سر استوانه جلوگیری به عمل آید.انجام داد تا ا
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1nهای ناهمگن )در استوانهشار حرارتی  توزیع 5-3شکل  بارگذاری حرارتیهای مختلف ( برای پروفیل 
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1nهای ناهمگن )در استوانهکرنش حراتی  توزیع 6-3شکل  بارگذاری حرارتیهای مختلف ( برای پروفیل 

های ناهمگن جدار متغیر ضخیم برای را در مقطع استوانه (T) توزیع کرنش حرارتی 6-3شکل 
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هد. اگرچه مقدار بارگذاری دهای داخلی و خارجی نشان میهای مختلف بارگذاری حرارتی در  یهپروفیل

ها ثابت است، اما تغییر پروفیل بارگذاری حرارتی سبب تغییرات مقدار و نحوه توزیع حرارتی در این  یه

. بیشترین کرنش حرارتی انبساطی و انقباضی در شودمیناهمگن  متغیرکرنش حرارتی در استوانه جدار 

ها های حرارتی مختلف در استوانهکه بر اثر بارگذاریمیکرون است  25و  100ها به ترتیب حدود استوانه

ها به ترتیب بیشترین و کمترین اختلاف کرنش حرارتی رخ داده در استوانه چنینهمرخ داده است. 

میکرون بوده است. شایان توجه است؛ برخلاف میدان دما که بیشترین مقدار دما در  40و  110حدود 

اده است ولیکن بیشترین کرنش حرارتی در  یه خارجی استوانه جدار  یه داخلی استوانه ناهمگن رخ د

های ناهمگن غالب دهد. در حقیقت، اثر ضریب انبساط حرارتی در  یه های خارجی استوانهمتغیر رخ می

توان میزان حداکثر کرنش حرارتی های مناسب بارگذاری حرارتی میباشد. با استفاده از پروفیلمی

 (خمشسازه ) نمود و رفتارهای مکانیکی ناهمگن را محدود هایاضی ایجاد شده در استوانهانبساطی و انقب

 را کنترل نمود.

 
) ی همگندر استوانه دما توزیع 7-3شکل 

1 1,i i o oH H H H ) 
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) ی همگندر استوانهمحوری شار حرارتی  یمؤلفه توزیع 8-3شکل 

1 1,i i o oH H H H ) 

 
) ی همگندر استوانهحرارتی  کرنش توزیع 9-3شکل 

1 1,i i o oH H H H ) 

شار حرارتی و کرنش حرارتی را در  یه یمؤلفهتوزیع دما،  9-3شکل تا  7-3شکل  های محوری 

آمده از حل  دستتتبه؛ نتایج شتتودمیدهد. همانطور که مشتتاهده یی همگن نشتتان ممختلف استتتوانه

ستفاده از نرم محدود تحلیلی و روش اجزای سیس افزار با ا شابه  0,12ان سان را رفتاری م و مقداری یک

آمده از دو روش برهم منطبق بوده و دو روش از توافق  دستتتتبهکنند. نتایج بینی میبرای آنها پیش

 باشند.خوبی برخوردار می
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) ناهمگن جدار متغیر هایداخلی استوانه یتوزیع دما در  یه 10-3شکل 

1 1,i i o oH H H H ) 

های ناهمگن جدار اثر تغییرات ناهمگنی را بر روی توزیع دما در  یه داخلی استتتوانه 10-3شتتکل 

؛ با افزایش ثابت ناهمگنی مقدار ماکزیمم دما در  یه شودمیدهد. همانطورکه ملاحظه نشان می متغیر

 و به دهدبا افزایش ثابت ناهمگنی، مکان بیشتتتینه دما تغییر محل می چنینهمیابد. داخلی کاهش می

 .شودتر میر نزدیکیجدار متغ یبا ی استوانه

 
) های ناهمگنی میانی استوانهتوزیع شار حرارتی در  یه 11-3شکل 

1 1,i i o oH H H H ) 

 محاسبه شده است، در (20-3)ی توزیع مقدار شار حرارتی کل را که براساس رابطه 11-3شکل 
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تغییرات ثابت ناهمگنی سبب تغییرات مشهود بر روی  .دهدهای ناهمگن نشان میمیانی استوانه ی یه

و بیشتتترین تغییرات ایجاد شتتده در اثر تغییر ثابت  شتتودمیدر  یه میانی ن کل مقدار شتتار حرارتی

وی مقدار شتتتار ثابت ناهمگنی بر ر آثارتوان از درصتتتد، بنابراین با تقریب خوبی می 6ناهمگنی حدود 

ی . بیشتتینه مقدار شتتار حرارتی کل در نواحی مرزی استتتوانهنظر کردحرارتی کل در  یه میانی صتترف

 دهد.جدار متغیر رخ می

(3-20) 2 2

total z xh h h  

ستوانه 12-3شکل  دهد. همانطور که متغیر نشان می رهای ناهمگن جداتوزیع شار حرارتی را در ا

سبب ایجاد تغییر در اندازه )مقدار( شار حرارتی شده و  ، تنها؛ تغییرات ثابت ناهمگنیشودمیمشاهده 

تواند باعث ، افزایش ثابت ناهمگنی میچنینهمارهای شتتتار حرارتی ندارد. برد تاثیری بر روی جهت

کردن افزایش، کاهش و یا عدم تغییر در مقدار شتتار حرارتی گردد که بستتتگی به نحوه بارگذاری )گرم

 کردن  یه خارجی( و پروفیل تغییرات جدار استوانه ناهمگن دارد. یه داخلی و خنک

x

r

2n  

0n 

2n 

 
) ناهمگنی مختلف هایثابت برای توزیع شار حرارتی 12-3شکل 

1 1,i i o oH H H H ) 
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) های ناهمگنخارجی استوانه یتوزیع کرنش حرارتی در  یه 13-3شکل 

1 1,i i o oH H H H ) 

های جدار متغیر ناهمگن نشان بیرونی استوانه یتوزیع کرنش حرارتی را در  یه 13-3شکل 

افزایش ثابت ناهمگنی مقدار کرنش  دهد. اثر ثابت ناهمگنی بر روی کرنش حرارتی چشمگیر بوده و بامی

با افزایش ثابت ناهمگنی، مکان بیشینه کرنش حرارتی تغییر محل  چنینهمیابد. حرارتی افزایش می

 شود.تر میر نزدیکیپایین استوانه جدار متغ و به دهدمی

؛ شودمیدهد. همانطور که ملاحظه را مورد مقایسه و بررسی قرار می جدار متغیر نتایج 3-3جدول 

شایان ذکر است؛ درصد اختلاف . شودمیبینی شده از دو روش مشاهده اتفاق نظر خوبی بین نتایج پیش

 در نتایج، با مبنا قرار دادن نتایج روش تحلیلی بیان شده است.
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بارگذاری حرارتی ) نتایج 3-3جدول 
1 1,i i o oH H H H ) ی ناهمگن جدار متغیردر وسط طول استوانه 

n = 2 n = 0 n = -2    

27.26 28.26 29.53 Analytical   

27.26 28.26 29.54 FEM 
T 

(°C) 
Middle 

layer 

0.00 0.00 0.03 Difference 

(%) 
  

27.22 28.21 29.46 Analytical   

27.23 28.22 29.46 FEM 
T 

(°C) 
Outer 

layer 

0.04 0.04 0.00 Difference 

(%) 
  

151.80 148.38 141.41 Analytical   

154.74 148.60 142.14 FEM 
totalh 

)2W/m(  
Middle 

layer 

1.93 0.15 0.52 Difference 

(%) 
  

206.97 148.36 103.67 Analytical   

161.42 132.05 115.23 FEM 
totalh 

)2W/m( 
Outer 

layer 

22.01 10.99 11.15 Difference 

(%) 
  

3.28 3.36 3.31 Analytical   

3.28 3.36 3.32 FEM 
Tε 

)510(  
Middle 

layer 

0.00 0.00 0.30 Difference 

(%) 
  

4.41 3.30 2.38 Analytical   

4.32 3.31 2.45 FEM 
Tε 

)510(  
Outer 

layer 

2.04 0.30 2.94 Difference 

(%) 
  

 بندیجمع 
صل در این ستوانه ف  سطوحدر  حرارتیتحت بارگذاری که های جدار متغیر ناهمگن حل تحلیلی ا

ثابت  دارای دمایدو سراستوانه جدار متغیر با  برای نتایجارائه شد.  خود قرار داشتند،داخلی و خارجی 

نتایج این  چنینهمبارگذاری حرارتی مورد بررسی و ارزیابی قرار گرفت.  ناهمگنی و آثاراستخراج شد و 

سه  صل از روش اجزای محدود نیز مورد مقای صل  شدبا نتایج تحلیل حا که توافق خوبی میان نتایج حا

به طور خلاصه بدین  توانرا می آمده از این فصل دستبهنتایج بندی جمعاز دو روش مشاهده گردید. 

 .نمودارائه  شرح
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برای میدان حرارتی و کرنش حرارتی ارائه  گونه یک حل تحلیلی دوبعدی ستتری در این فصتتل -1

. در حقیقت حل شودمیهمگرا  تریگونه با سرعت بسیار با های حل سریکه نسبت به سایر روش شد

رسد و دقت بسیار با  و قابل قبول در پاسخ می ارائه شده تنها با دو جمله از سری خود به همگرایی و

نیاز به استتتفاده از ستتایر جملات ستتری را ندارد. لذا دارای حجم محاستتبات کمتر، دقت با تر و نیاز به 

توان از این حل به . روشن است که به خوبی میاستزمان کمتر جهت محاسبات نسبت به سایر روشها 

نظیر پروفیل تغییر مواردی ی نهی و دستتت یابی به مقادیر بهیعنوان یک تابع هدف جهت بهینه ستتاز

 ضخامت، ثابت ناهمگنی، پروفیل بارگذاری سطوح خارجی و داخلی  و ... استفاده کرد.

در ستتطوح داخلی و خارجی حرارتی های مختلف بررستتی و ارزیابی نتایج حاصتتل از بارگذاری-2

 یب یک پروفیل مناستتب بارگذاری حرارتی در  یهدهد؛ با انتخاهای جدار متغیر نشتتان میاستتتوانه

نمود که جریان  محدود توان جریان حرارتی )شتتتار حرارتی( را به نحویخارجی می یداخلی و یا  یه

ستوانه خارج گردد. بنابراین اگر هدف هدایت جریان حرارتی از  سر ا شار حرارتی( تنها از یک  حرارت )

 استفاده از پروفیل مناسب خنک کاری در سطح خارجی و یا پروفیلتوان با یک سر استوانه باشد؛ می

سطح سب گرم کردن در  صوص مقدار و محل  منا ضور در خ ساخت. این مو داخلی، این امر را محقق 

توان این بیشتتینه دما و کرنش حرارتی رخ داده در داخل استتتوانه جدار متغیر نیز صتتادق استتت و می

کرنش  محدود و کنترل نمود. محدود نمودنگذاری حرارتی مناستتب موضتتور را نیز با استتتفاده از بار

 کنترل گردد.  سازه سازد تا رفتار مکانیکیحرارتی در استوانه جدار متغیر این امکان را فراهم می

در استتتوانه جدار متغیر ناهمگن الزاماً حداکثر کرنش حرارتی در  داد کهبررستتی نتایج نشتتان  -3

شد سم رخ نمیمحل حداکثر دما ایجاد  ستگی به دهد و میه در ج تواند در محل دیگری رخ دهد که ب

 .داردداخل سیلندر  درتوزیع خواص نظیر ضریب انبساط حرارتی ی نحوه

شان می -4 صل از دو روش تحلیلی و اجزای محدود ن سه نتایج حا سی و مقای ضمن انکه برر دهد؛ 

آمده از دو  دستبهو نتایج  بودهنیز برخوردار ، از دقت مطلوبی شودمیروش حاضر بسیار سریع همگرا 

 روش دارای توافق بسیار خوبی می باشند. 
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چشتمگیری بر روی میدان دما و کرنش حرارتی ایجاد  آثار دهد؛ ثابت ناهمگنینتایج نشتان می-5

ستوانه کاهش  ستوانه جدار متغیر دارد. با افزایش ثابت ناهمگنی، میدان دما در ا ته یافشده در داخل ا

های ناهمگن باید به دنبال مقدار . لذا در طراحی ستتتازهیابدکرنش حرارتی در استتتتوانه افزایش می اما

بهینه ثابت ناهمگنی بود زیرا که با کاهش ثابت ناهمگنی ضتتتمن ایجاد میدان دمایی کمتر در ستتتازه، 

شتر شتر و به تبع آن تنش حرارتی بی بی در طراحی مطلوکه عامل  شودمیایجاد ی کرنش حرارتی بی

 .نیست

های د؛ تغییرات ثابت ناهمگنی مقدار شتتتار حرارتی را در داخل استتتتوانهندهنتایج نشتتتان می -6

شمگیر نمی ستخوش تغییرات چ شار حرارتی ناهمگن د . در واقع اثری نداردکند و بر روی جهت بردار 

اهمگن تابعی از پروفیل های جدار متغیر نجهت بردار شتتار حرارتی )جریان حرارت( در داخل استتتوانه

 است.بارگذاری حرارتی و پروفیل تغییر ضخامت استوانه 
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های جدار متغیر تحلیل الکتروالاستیک استوانه 4 فصل

 ناهم ن
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 گفتارپیش 
به کمک تئوری  ی جدار متغیراستتتتوانه الکتروا ستتتتیک یی حل تحلیلدر این فصتتتل ابتدا نحوه

ی موردی در پایان مطالعهو  شودمی مساله بحث اجزای محدودتحلیل  پسس، شودارائه می اغتشاشات

 شوند. و نتایج بررسی میگرفته  انجام

 الکتروالاستیک یتحلیلحل  
صل  شد؛ 3همانطور که در ف ستیک بیان  ستوانه برای تحلیل الکتروا   های ناهمگن جدار متغیرا

در ستتطوح داخلی و خارجی خود قرار داشتتته و دارای  الکترومکانیکیکه تحت بارگذاری  پیزوالکتریک

( که به کمک ترم اغتشتتاشتتاتی ) (59-2) تا (56-2)خود استتت، معاد ت دو ستترشتترایط مرزی در 

0با فرض عدم بارگذاری حرارتی ) ؛اندبعدشتتدهبی 1* * 0   )،  .لذا، با در می بایستتت حل شتتوند

 نظرگیری فرض مذکور برای دستگاه معاد ت حاکم خواهیم داشت.

(4-1) 

1
1 00 3 0 0

22 12 23

0 0

2 12

1
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d *
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d *
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x
z zc h c h R c h

x
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e R F R





 

   

 

(4-2) 
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ست؛ حل خارجی که مربوط به نواحی دور از  (6-4)تا  (1-4) حل معاد ت شامل دو بخش ا فوق 

 استوانه است.دو سرزی یا مرزهاست و حل داخلی که مربوط به نواحی مر

 حل خارجی 
شتتتود. می درنظر گرفته( ) یک ستتتری یکنواخت از ترم اغتشتتتاشتتتاتی صتتتورتبهحل خارجی 

سری یکنواخت سری  (6-4)تا  (1-4)در معاد ت  باجایگذاری این  و در نظرگرفتن جملات غالب، این 

 و خواهیم داشت: شودمیصورت بیان  ( بدین)حل خارجی

(4-7) 
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ضرایب ترم (6-4)تا  (1-4)در در معاد ت  (7-4)ی رابطه گذاریبا جای و 0هایو در نظرگیری 

1  آید.می دستبهو یک به فرم زیر  ی صفرمرتبهت جبری مربوط به حل خارجی دستگاه معاد 
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ی مرتبهبه ترتیب دستگاه معاد ت جبری مربوط به حل خارجی  (9-4)و  (8-4)دستگاه معاد ت 

) ی صفرمرتبه توان حل خارجییو م بودهقابل حل  که به راحتی استو یک  صفر
0Y و حل خارجی )
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) ی یکمرتبه
1Y نمود( را تعیین.  

 (x*=0حل داخلی در مرز پایین استوانه ) 
تکنیک اغتشتتاشتتات برای انجام حل در نواحی مرزی  یزیرمجموعهها تطابق مجانبروش  مطابق

بایستتتت از متغیر ستتتریع استتتتفاده گردد. برای انجام حل داخلی در نواحی مرزی نزدیک به پایین می

xسیلندر،
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سریع انتخاب می شعار  یه به عنوان متغیر  ضخامت،  سط تیلور بارگذاری،  شود و ب

0xایین )میانی در حوالی مرز پ ) شود. بنابراین خواهیم داشت:نوشته می 
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 شود.می درنظر گرفته به این صورت حل داخلی
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(4-11) 
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هایترم ضرایب در نظرگیری (6-4)تا  (1-4)در معاد ت  (10-4)و  (11-4)با جایگذاری معاد ت 

0 1و  سیل مربوط به حل داخلی ستگاه معاد ت دیفران صفرمرتبهد و یک به فرم زیر برای مرز  ی 

 آید.می دستبهپایین 
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(4-13) 1
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معتتاد ت هتتایکتته در این دستتتتگتتاه
6 6 6 6 6 6[ 2 ] ,[ 1 ] ,[ 0 ]D i D i D i  

هتتای ضتتترایتتب،متتاتریس 

6 1 6 1{ 0 } , { 1 }F i F i 
های غیر صفر باشند. مولفهبردارها )ترم ناهمگنی دستگاه معاد ت دیفرانسیل( می 

 باشند.می و بردارها بدین شرح هااین ماتریس
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ستگاه معاد ت  حل عمومی  صورتبه (13-4)و  (12-4)د    i

iY e
 شودمی درنظر گرفته 

که
i مقادیر ویژه و i وردن مقادیر ویژه کافی آ دستبه [. برای89باشد ]برادر ویژه متناظر با آن می

گذاری کنیم. با عنایت به جای (13-4)و  (12-4)معاد ت در فرم همگن دستگاه حل عمومی را است، 

یکی می باشتتد، لذا حل عمومی هر دو دستتتگاه  (13-4)و  (12-4)معاد ت اینکه فرم همگن دستتتگاه 

 یکسان بوده و خواهیم داشت. (13-4)و  (4-12)

(4-21)     2

6 6
{ } {0}; [ 2 ] [ 1 ] [ 0 ]i i iS S D i D i D i  


    

قادیر یافتن م به منظور 
i عاد ت  بایستتتت؛می گاه م بدیهی ) (21-4)دستتتت دارای جواب غیر 

  0i ( صفر ضرایب برابر  شد. بنابراین با قراردادن دترمینان  ]det( با ] {0}S  صه شخ (، معادله م

می آید. این معادله مشخصه،  دستبهن، مقادیر ویژه یا همان مقادیر  آمده که با حل آ دستبهدستگاه 

مقدار برای مقادیر ویژه تعیین گردد و  هشت شودمیجبری بوده که حل آن سبب  8یک معادله درجه 

سبه  شت؛ با توجه به اینکه شودمیبا توجه به هر مقدار ویژه، بردار ویژه متناظر با آن محا . باید توجه دا

هایی از معادله دار حل داخلی در نواحی دور از مرزها باید مقداری محدود داشته باشد لذا ریشهباید مق

نهایت شتتوند قستتمت حقیقی آنها منفی بوده و مقدار آنها در بیمشتتخصتته )مقادیر ویژه(، انتخاب می
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نابراین شتتتودمیمحدود  نا چهار. ب قدار حقیقی منفی( و بردار ویژه مت قدار ویژه )دارای م با آن، م ظر 

 و برای حل عمومی خواهیم داشت. شودمیانتخاب 

(4-22)        31 2 4

1 1 2 2 3 3 4 4{ }gY C e C e C e C e
            

}با توجه به بخش ناهمگن آنها به ترتیب (13-4)و  (12-4)حل خصوصی دستگاه معاد ت  0 }F i 

}و 1 }F i باشتتد؛ لذا مقداری ثابت می (12-4). باتوجه به اینکه بخش ناهمگن معاد ت شتتودمین تعیی

ستگاه معاد ت  صی برای د صو  صورتبه (12-4)حل خ 0 0{ }pY K شود که با می رفتهدرنظر گ

ستگاه معاد ت شده در د ، بردار (12-4)جایگذاری حل درنظر گرفته  0K  حل کلی شودمیتعیین .

صورتبه، (12-4)دستگاه معاد ت 
0{ } { } { }g pY Y Y  هایثابتآید که می دستبه

1C 4تاC  موجود

در حل با اعمال شرایط مرزی مربوط به ترم آخر بردار Y 0درx  آید. می دستبه 

ستگاه معاد ت  سمت ناهمگن د شامل ترمدارای دو بخش می (13-4)ق شد که یک بخش  های با

های ترم ناهمگن استتتت. بنابراین، با توجه به بخش ییهای نماو بخش دیگر شتتتامل ترم ایجملهچند

شود. بخش مربوط به می درنظر گرفتهدو بخش  صورتبه، حل خصوصی نیز (13-4)دستگاه معاد ت 

صتتورتبهحل خصتتوص  ایجملهچند   11 1 0{ }pY K K  شتتود.می درنظر گرفته 0K و 1K 

، با توجه به بخش (13-4)بردارهای ثابت بوده که باجایگذاری حل خصتتتوصتتتی در دستتتتگاه معاد ت 

شتتوند. با توجه به اینکه بخش نمایی ناهمگنی دستتتگاه معاد ت ترم ناهمگنی تعیین می ایجملهچند

حل عمومی نیز می (4-13) مل  حل خصتتتوصتتتی شتتتتا مایی  لذا، بخش ن  صتتتورتبهباشتتتتد؛ 

      
4

2

12 2 1 0

1

{ } i

p i i i
i

Y V V V e
 



   شتتتود کتتهمی درنظر گرفتتته 0 i
V، 1 i

V و 2 i
V 

، با توجه به بخش نمایی ترم ناهمگنی (13-4)بردارهای ثابت بوده و با جایگذاری در دستتتگاه معاد ت 

 صورتبه ،(13-4) شوند. حل کلی دستگاه معاد تتعیین می
11 12{ } { } { } { }g p pY Y Y Y   دستبه 

های دوم، ستتوم، چهارم و آخر برداراعمال شتترایط مرزی مربوط به ترمآید که ثابت موجود در ان با می

{ }Y 0درx  آید.می دستبه 
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 (x*=1حل داخلی در مرز بالا استوانه ) 
ستفاده میآنچه در  مطابق شود. برای بخش قبل توضیح داده شد، در مرز با  نیز از متغیر سریع ا

سیلندر، *انجام حل داخلی در نواحی مرزی نزدیک به با ی  1x





  ستفاده سریع ا به عنوان متغیر 

*شود و بسط تیلور بارگذاری، ضخامت، شعار  یه میانی در حوالی مرز با  )می 1x ) شود. نوشته می

 بنابراین خواهیم داشت:

(4-23) 

1 1 1 0

* 1

1 1 1 0

* 1

1 1 1 1

* 1

1 1 1 1

* 1

1

d *
*( *) * d ; * *(1), d

d *

d *
*( *) * d ; * *(1), d

d *

d *
*( *) * d ; * *(1), d

d *

d 1*
1*( *) 1 * d 1 ; 1 * 1*(1), d 1

d *

2*( *) 2 *(

x

x

x

x

R
R x R R R R R

x

h
h x h h h h h

x

m
m x m m m m m

x

F
F x F F F F F

x

F x F

















     

     

     

     

 1 1 1

* 1

1 1 1 1

* 1

1 1 1 1

* 1

1 1 1 1

d 2*
1) d 2 ; 2 * 2*(1), d 2

d *

d 3*
3*( *) 3 *(1) d 3 ; 3 * 3*(1), d 3

d *

d 4*
4*( *) 4 *(1) d 4 ; 4 * 4*(1), d 4

d *

d 5*
5*( *) 5 *(1) d 5 ; 5 * 5*(1), d 5

x

x

x

F
F F F F

x

F
F x F F F F F

x

F
F x F F F F F

x

F
F x F F F F F















    

     

     

     
* 1

0 1 1 1

* 1

d *

d 6*
6*( *) 6 *(1) d 6 ; 6 * 6*(1), d 6

d *

x

x

x

F
F x F F F F F

x
































      


 

 شود.می درنظر گرفتهحل داخلی در مرز با  به این صورت 

(4-24) 

0 1

1 1
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;
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   
   
   
   
    
   
   
   
 


 
 

 

یب و  (6-4)تا  (1-4)معاد ت در  (24-4) و (23-4) با جایگذاری معاد ت در نظرگیری ضتتترا
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و یک به فرم زیر  ی صتتفرمرتبهدستتتگاه معاد ت دیفرانستتیل مربوط به حل داخلی  1و 0هایترم

 آید .می دستبهبرای مرز با  

(4-25) 

02

2

2 2

0

1

2

[ ] { 0 };

d { } d{ }
[ ] [ 2 ] [ 1 ] [ 0 ]{ }

d d
( )

[ 2 ] [ 2 ], [ 1 ] [ 1 ], [ 0 ] [ 0 ]

0
{ 0 }
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I

IL F I

L D I D I D I
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D I D i D I D i D I D i

F I
F I

Y

F I

 

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

     
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 
  

  
  
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




 

(4-26) 
12

1

1

2

[ ] { 1 };

( ) 1
{ 1 }

1

IIL F I

O

Y

F I
F I

F I






  
  
 

 

گاه عاد تکه در این دستتتت های م
6 6 6 6 6 6[ 2 ] ,[ 1 ] ,[ 0 ]D I D I D I  

یب،ماتریس  های ضتتترا

6 1 6 1{ 0 } , { 1 }F I F I 
 باشند.بردارها )ترم ناهمگنی دستگاه معاد ت دیفرانسیل( می 

ها و مشتتتابه ماتریس (26-4)و  (25-4)های ضتتترایب و بردارهای ترم ناهمگنی معاد ت ماتریس

ها و بردارهای است. با این تفاوت که در ضرایب غیر صفر ماتریس (13-4)و  (12-4)معاد ت  بردارهای

*های مربوط به بستتتط تیلور حول مرز با  )ترم (26-4)و  (25-4)معاد ت  1x  ) با بیان برحستتتب

*های مربوط به بسط تیلور حول مرز پایین )جایگزین ترم(، در مرز با  )متغیر سریع  1x )  با بیان

سریع در مرز پایین ) سها و بردارهای معاد ت  (برحسب متغیر  صفر ماتری ضرایب غیر  و  (12-4)در 

 شده است.  (4-13)

 (13-4)و  (12-4)به ترتیب مشابه حل دستگاه معاد ت  (26-4)و  (25-4)حل دستگاه معاد ت 

با عنایت به اینکه پاسخ در  (26-4)و  (25-4)در فرآیند حل دستگاه معاد ت  توجه است؛ . شایاناست

شد؛ لذا مقادیر ویژه دارای نهایت منفی(، مینواحی دور از مرز با  )بی شته با ست مقداری محدود دا بای

 گردند.بخش حقیقی مثبت انتخاب می

 حل ترکیبی 
تکنیک اغتشتتتاشتتتات، حل ترکیبی یزیرمجموعهها تطابق مجانبمطابق روش 

compositeY مجمور ،
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باشتتتد. بنابراین، برای حل ترکیبی خواهیم های داخلی و خارجی منهای نواحی هم پوشتتتانی میحل

 داشت.

(4-27) ( ) ( )inner Inner

composite outer inner Inner outer outerY Y Y Y Y Y     

( )inner

outerY و( )Inner

outerY های مشتتتر  )یکستتان( حل داخلی و خارجی در نواحی مرزی بخش

[. 88آیند ]می دستبه ون دیا  سازیمنطبقباشند که با استفاده از اصل استوانه( میدو سر)نزدیک 

0اول و پنجم حتتل ترکیبی، توابع یمؤلفتتهگیری از بتتا انتگرال * 0و *xU آیتتد )می دستتتتتبتته

0 01 1
* *d * 5, * *d * 6xU x K x KV 





    مال شتتترایط مرزی با اع  .)0 * 0و *xU  دو در

 گردند.تعیین می 6Kو 1K،2K،5Kهایثابتاستوانه، سر

افزار میپل ی نوشته شده در نرمنامهشده، جهت انجام حل تحلیلی، توسط برعملیات ریاضی بیان 

صل از مطالعهانجام می 13 سط این نرمشود که در ادامه نتایج حا شان داده خواهد ی عددی تو افزار ن

 شد.

 تحلیل اجزای محدود 
ستوانه های جدار متغیر ناهمگن پیزوالکتریک مشابه تحلیل تحلیل اجزای محدود الکتروا ستیک ا

افزار نرم 223جدار متغیر ناهمگن است. در این بخش نیز با استفاده از المان صفحههای حرارتی استوانه

 یه سازی هندسه اقدام به تحلیل اجزای محدود آن همانند فصل قبل صورت -انسیس و به کمک  یه

 گیرد.می

 موردیی مطالعه 
( جدار متغیر 1انه )شود. استومی درنظر گرفتهاستوانه  3 و بررسی هندسه به منظور مطالعه عددی

20bhبا مشخصات mm  10وah mm  ستوانهو جدار ثابت به ترتیب با ضخامت با ( 3) ( و2های )ا

سایر مشخصات هندسی این سه استوانه یکسان بوده و عبارتند از. باشدمیلیمتر می 20میلیمتر و  10

40ir mm،
0 10h mm  ها ناهمگن بوده و  یه داخلی هر متر استتت. این استتتوانهمیلی 800و طول
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 [.94و  93، 80است ] که خواص آن مطابق باشدمی 41-سرب زیرکونات تیتانات سه آنها از جنس

 پیزوالکتریک جدار متغیر ناهمگن یداخلی استوانه یخواص  یه 1-4جدول 

 (GPa)ا ستیک  هایثابت

11c 12c 22c 23c 55c 

115 74 139 78 25.6 

 )2C/m(تنش -پیزوالکتریک هایثابت

11e 12e 35e 

15.1 -5.2 12.7 

 )C/Vm8-10(الکتریک دی هایثابت

11 22 

0.562 0.646 

 )K°/1 6-10( ضریب انبساط حرارتی

11 22 

2.62 1.97 

 (W/(m°K)) حرارتی هدایتضریب 

11k 22k 

5.1 2.1 

 

7ها، تحت چگالی بار الکتریکی سطحی ی داخلی این استوانه یه 215 10 ( / )iQ C m  ی و  یه

)600خارجی آن تحت فشتتار  )oP kPa  های پیزوالکتریک این استتتوانهدو ستتربوده و شتترایط مرزی

جهت بررستتتی ناهمگنی خواص بر روی رفتار  چنینهمگیردار با پتانستتتیل الکتریکی صتتتفر استتتت. 

 گیرد.ار میمورد مطالعه و بررسی قر -2و  -1، 0، 1، 2به ازای مقادیر  nها، ثابت ناهمگنی استوانه

                                                 
1. PZT-4 
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 ترم اغتشاشاتی ی یکمرتبهو  ی صفرمرتبهحل  جایی محوری به ازایجابه ی صفری مرتبهمؤلفه 1-4شکل 

 
 ترم اغتشاشاتی ی یکمرتبهو  ی صفرمرتبهحل  جایی محوری به ازایجابه ی یکی مرتبهمؤلفه 2-4شکل 
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 ترم اغتشاشاتی ی یکمرتبهو  ی صفرمرتبهبه ازای حل  شعاعیجایی ی صفر جابهی مرتبهمؤلفه 3-4شکل 

 
 ترم اغتشاشاتی ی یکمرتبهو  ی صفرمرتبهبه ازای حل  شعاعیجایی ی یک جابهی مرتبهمؤلفه 4-4شکل 
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 ترم اغتشاشاتی ی یکمرتبهو  ی صفرمرتبهبه ازای حل  پتانسیل الکتریکیی صفر ی مرتبهمؤلفه 5-4شکل 

 
 ترم اغتشاشاتی ی یکمرتبهو  ی صفرمرتبهزای حل به ا پتانسیل الکتریکیی یک ی مرتبهمؤلفه 6-4شکل 

0توابع ، 6-4شکل تا  1-4شکل  1 0 1 0*, *, *, *, *z z x xU U U U 1و *  ی صفرمرتبهبه ازای حل را 

؛ شتتودمیدهد. همانطورکه ملاحظه نشتتان می (27-4)ی معادله ترم اغتشتتاشتتاتی برای ی یکمرتبهو 

 دستبه1تکنیک اغتشاشات بسیار سریع همگرا شده و حل مرتبه  یزیرمجموعهها تطابق مجانبروش 

1د شده بر روی تابعکند. اصلاح ایجاآمده از این روش اصلاح چشمگیری بر روی توابع ایجاد نمی *xU 

 باشد.استوانه قابل ملاحظه تر میدو سرنسبت به سایر توابع در نواحی دور از 
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ستوانهتوزیع جابه 7-4شکل  شعاعی را در مقطع ا ضخیم جایی  شان پیزوالکتریک های ناهمگن  ن

توان از های جدار ثابت در نواحی دور از مرز می؛ در استتتتوانهشتتتودمیدهد. همانطورکه ملاحظه می

( به لحاظ مقاومت 1جایی شعاعی در راستای طولی صرف نظر نمود. استوانه جدار متغیر )تغییرات جابه

تری ( از عملکرد ضتتعیف3( و )2های جدار ثابت )جایی شتتعاعی در مقایستته با استتتوانهر برابر جابهد

جایی شعاعی استوانه است؛ می بایست برخوردار است. بنابراین در طراحی اگر هدف مقید نمودن جابه

 نباشد. ایی انجام پذیرد که تا حد امکان تغییرات جدار استوانه زیادگونهطراحی استوانه به
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1n) های ناهمگندر استوانهشعاعی جایی توزیع جابه 7-4شکل  ) 
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1nهای ناهمگن )ی در استوانهمحورجایی توزیع جابه 8-4شکل  ) 
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1nهای ناهمگن )در استوانه پتانسیل الکتریکی توزیع 9-4شکل  ) 
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جایی محوری و پتانستتتیل الکتریکی را در مقطع توزیع جابهبه ترتیب  9-4شتتتکل و  8-4شتتتکل 

تغییرات و مقدار  ؛شودمیدهد. همانطورکه ملاحظه نشان مییک پیزوالکترهای ناهمگن ضخیم استوانه

های جدار ثابت اند  است. مقدار های جدار متغیر نسبت به استوانهجایی محوری استوانهماکزیمم جابه

های جدار ثابت ( جدار متغیر نسبت به استوانه1و دامنه تغییرات توزیع پتانسیل الکتریکی در استوانه )

ستوانهشودمیبل توجهی کمتر است که این امر سبب به مقدار قا های جدار متغیر ؛ عملکرد و کارکرد ا

 تر باشد.بمطلو ،سیکلی و متناوبیکسان اما های های جدار ثابت در مقابل بارگذارینسبت به استوانه

های جدارثابت و جدار متغیر را بر اثر بارگذاری الکترومکانیکی تغییر شتتکل استتتوانه 10-4شتتکل 

ها بر اثر بارگذاری الکترومکانیکی، میدان دهد. به منظور مشتتاهده بهتر تغییر شتتکل استتتوانهنشتتان می

ستوانهجابه ست یا به عبارت دقیق 1000ها جایی ا شده ا جایی در عدد ان جابهتر میدمرتبه بزرگنمایی 

ست. همانطورکه مشاهده  1000 شده ا ستوانهشودمیضرب  ی جدار ها؛ اگرچه توزیع تنش برشی در ا

سرمتغیر در نواحی دور از  شد اما مقدار غالب توزیع دو  شته و دارای مقدار می با ستوانه نیز مفهوم دا ا

؛ مقدار و جهت شودمیمشاهده  چنینهماستوانه وجود دارد. دو سرها در مناطق مرزی یا آن در استوانه

ستوانه ستفاده از پروفیل هندسه ضخامت با توانها را میتغییر شکل در ا ستوانه، محدود ا  مناسب در ا

 نمود.



 ناهمگن ریجدار متغ یهااستوانه الکتروا ستیک لیتحل

118 

 

x

r

Cylinder (1)

Un-deformed

Deformed

 

x

r

Cylinder (2)

Un-deformed

Deformed

 

x

r

Cylinder (3)

Un-deformed

Deformed

 
1n)های ناهمگن بر اثر بارگذاری الکترومکانیکی تغییر شکل استوانه 10-4شکل  ) 
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1n)های ناهمگن توزیع مقدار و جهت میدان الکتریکی در استوانه 11-4شکل  بر اثر بارگذاری الکترومکانیکی ) 

های ناهمگن نشتتان گیری میدان الکتریکی را در داخل جدار استتتوانهمقدار و جهت 11-4شتتکل 
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ستوانهمی سرهای ناهمگن جدار ثابت در نواحی دور از دهد. در ا ستوانه، میدو  توان از تغییرات مقدار ا

ستای طول و میدان الکتریکی در ر شترین مقدار  یمؤلفها صرف نظر نمود. بی محوری میدان الکتریکی 

توزیع میدان الکتریکی به دلیل وجود چگالی بار الکتریکی ستتتطحی در  یه داخلی، در نواحی مرزی 

دهد که می بایستتت در طراحی اجزا  پیزوالکتریک به این موضتتور توجه داشتتت. داخلی رخ می ی یه

مقدار و  توانهای هندستته مناستتب برای تغییرات جدار استتتوانه، میبا استتتفاده از پروفیل چنینهم

نمود و به رفتارهای  و محدود های ناهمگن کنترلگیری میدان الکتریکی ایجاد شده را در استوانهجهت

 دلخواه الکتریکی و مکانیکی سازه دست یافت.

x

r

2n  

0n 

2n 

 
 ناهمگنی مختلف هایثابتی جدار متغیر به ازای توزیع میدان الکتریکی در داخل استوانه 12-4شکل 

ستوانهتوزیع میدان الکتریکی را در داخل  12-4شکل  به  ناهمگن پیزوالکتریکی جدار متغیر هاا

بتازای  یدان الکتریکی در نواحی دور از دهد. جهتناهمگنی مختلف، نشتتتان می هایثا دو گیری م

میدان الکتریکی در راستتتای طولی  یمؤلفهتوان از استتتوانه، تقریباً در راستتتای شتتعاعی بوده و میستتر

؛ کاهش ثابت ناهمگنی سبب افزایش مقدار میدان الکتریکی شودمینظر کرد. همانطورکه مشاهده صرف

های میدان الکتریکی را در داخل استتتتوانه تغییر گیری مولفهدر استتتتوانه جدار متغیر شتتتده و جهت

های جدار متغیر، تغییر مقدار میدان الکتریکی است؛ می دهد. بنابراین اگر هدف در طراحی استوانهنمی
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ست ثابت ناهمگن ست؛ بای سم ا شده در ج ی تغییر کند و اگر هدف تغییر جهت میدان الکتریکی ایجاد 

ستوانه یا نحوه اعمال بارگذاری )می چگالی بار الکتریکی سطحی(  ویژهبهبایست پروفیل هندسه جدار ا

 ابد.در سطوح خارجی و داخلی تغییر ی

 
 ی میانیی جدار متغیر ناهمگن در  یهجایی شعاعی در استوانهیع جابهتوز 13-4شکل 

 
 داخلی یی جدار متغیر ناهمگن در  یهدر استوانه محوری جاییتوزیع جابه 14-4شکل 

 کهدهد؛ همانطورجایی شعاعی را در استوانه جدار متغیر ناهمگن نشان میتوزیع جابه 13-4شکل 
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یابد. جایی شعاعی درون استوانه کاهش می، با افزایش مقدار ثابت ناهمگنی مقدار جابهشودمیمشاهده 

دارای دو نقطه اکستتترمم در نزدیکی مرزهای استتتوانه جدار متغیر استتت که جایی شتتعاعی توزیع جابه

جایی شتتعاعی در نزدیک مرز با ی استتتوانه )قستتمتی از استتتوانه جدار متغیر که بیشتتترین مقدار جابه

جایی محوری را در استتتوانه جدار توزیع جابه 14-4شتتکل . دهددارای ضتتخامت اند  استتت(، رخ می

جایی محوری نیز دارای دو نقطه جایی شتتتعاعی، جابهدهد؛ همانند جابهمتغیر ناهمگن نشتتتان می

جایی دهد. برخلاف جابهاکستتترمم استتت و بیشتتینه مقدار آن در نزدیک مرزی با ی استتتوانه رخ می

قادیر توزیع آن منفی بوده و در راستتتای شتتعاعی استتتوانه منقبا شتتده استتت؛ اما شتتعاعی که تمام م

شده و در بخش شش )افزایش طول(  ستای طولی در بخش نزدیک به مرز با یی دچار ک ستوانه در را  ا

 شده است. شدگیدچار کوتاه دیگر

( را که براساس تئوری شکست c) مؤثر( و تنش b(، تنش برشی )aتوزیع تنش محیطی ) 15-4شکل 

دهد. های ناهمگن نشان میمیانی استوانه یمحاسبه شده است، در  یه (28-4)ی رابطه میسزفن

درصد بوده و با افزایش ثابت ناهمگنی مقدار  6تغییرات ثابت ناهمگنی بر روی تنش محیطی حدود 

ات تنش برشی بر اثر تغییر ثابت تاهمگنی اندکی بوده تنش محیطی در استوانه افزایش می یابد. تغییر

نظر استوانه صرف ی میانیثابت ناهمگنی بر روی تنش برشی در  یه آثارو با تقریب خوبی میتوان از 

بوده و با درصد  9حدود  بر اثر ثابت ناهمگنی مؤثر، تغییرات ایجاد شده بر روی تنش چنینهمکرد. 

 نزدیک به رفتار تنش محیطی است. مؤثرمحیطی رفتار تنش  توجه به غالب بودن اثر تنش

(4-28) 
0.5

2 2 2 21
( ) ( ) ( ) 6

2
eff z x z zx                  
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( c)تنش برشی و ( b)تنش محیطی، ( a)میانی )ی ی جدار متغیر ناهمگن در  یهها در استوانهتوزیع تنش 15-4شکل 

 (مؤثرتنش 
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های محوری و شتتعاعی میدان به ترتیب توزیع مولفه 17-4 شتتکلو 16-4 ، شتتکل15-4شتتکل 

شان می ستوانه ناهمگن جدار متغیر ن ثابت  آثار؛ شودمیدهند. همانطورکه مشاهده الکتریکی را داخل ا

فهناهمگنی بر روی  محوری میدان الکتریکی ناچیز بوده و میتوان با فرض نستتتبتاً خوبی رفتار  یمؤل

محوری میدان الکتریکی را مستتتتقل از ثابت ناهمگنی دانستتتت. در حالیکه وابستتتتگی رفتار  یمؤلفه

توان شعاعی میدان الکتریکی به ثابت ناهمگنی کاملاً مشهود بوده و با تغییر ثابت ناهمگنی می یمؤلفه

صد تغییرات، مقدار قابل ملاحظه 80را حدود  این مولفه ستخوش تغییر نمود. این در صد د ایی بوده در

 ایی نمود.بایست به آن هنگام طراحی توجه ویژهکه می

 
 مگنناه هایداخلی استوانه یمحوری میدان الکتریکی در  یه یمؤلفهتوزیع  16-4شکل 
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 های ناهمگنمیانی استوانه یشعاعی میدان الکتریکی در  یه یمؤلفهتوزیع  17-4شکل 

نتایج حاصتتتل از حل تحلیلی و حل اجزای محدود را مورد مقایستتته و بررستتتی قرار  2-4جدول 

شده د؛ اتفاق نظر خوبی بین نتایج پیشهای قبل نیز ملاحظه گردیدهد. همانطور که در شکلمی بینی 

شاهده  صد اختلاف در نتایج، با مبنا قرار دادن نتایج روش شایان ذک .شودمیاز دو روش م ست؛ در ر ا

 تحلیلی بیان شده است.
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 پیزوالکتریک ی ناهمگن جدار متغیردر وسط طول استوانهنتایج عددی  2-4جدول 

n = 2 n = 0 n = -2    

-0.00058 -0.00081 -0.00108 Analytical   

-0.00058 -0.00081 -0.00108 FEM 
ru 

(mm) 
Middle 

layer 

0.00 0.00 0.00 Difference 

(%) 
  

-0.00060 -0.00083 -0.00112 Analytical   

-0.00061 -0.00085 -0.00114 FEM 
ru 

(mm) 
Inner 

layer 

1.67 2.41 1.79 Difference 

(%) 
  

-2206.5 -2174.9 -2074.3 Analytical   

-2198.7 -2177.2 -2092.6 FEM 
θσ 

(kPa) 
Middle 

layer 

0.35 0.11 0.88 Difference 

(%) 
  

-1967.4 -2726.1 -3654.3 Analytical   

-1895.6 -2553.3 -3326.0 FEM 
θσ 

(kPa) 
Inner 

layer 

3.65 6.34 8.98 Difference 

(%) 
  

 بندیجمع 
های جدار متغیر ناهمگن پیزوالکتریک تحت بارگذاری در این فصتتتل حل تحلیلی برای استتتتوانه

شرایط مرزی الکترومکانیکی در  سطوح داخلی و خارجی و  سرالکترومکانیکی در  شد. دو  ستوانه ارائه  ا

ستوانه جدار متغیر با  سرمطالعه عددی برای حالت ا سیل الکتریکیدو  صفر انجام  گیردار و دارای پتان

ستوانهناهمگنی بر روی رفتا آثارشد و  سی و ارزیابی یی جدار ثابت و متغر الکترومکانیکی ا ر مورد برر

این نتایج با نتایج حاصل از روش اجزای محدود نیز مورد مقایسه و بررسی گرفت  چنینهمقرار گرفت. 

صل از این پژوهش را می شاهده گردید. نتایج حا صل از دو روش م  توانکه توافق خوبی میان نتایج حا

 ارائه کرد. ه بدین شرحبه طور خلاص

صل یک -1 سری در این ف سبت  شدبرای رفتار الکتریکی و مکانیکی ارائه  گونه حل تحلیلی  که ن

سایر روش سریبه  س گونههای حل  سیار با همگرایی رعت دارای  شمی تریب د. در حقیقت حل ارائه با

رسد و نیاز به استفاده از قابل قبول در پاسخ می و به دقت شده تنها با دو جمله از سری خود به همگرا
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سبات کمتر، دقت با تر و نیاز به زمان کمتر  سری را ندارد. لذا این حل دارای حجم محا سایر جملات 

توان از این حل به عنوان یک جهت محاسبات نسبت به سایر روشها است. واضح است که به خوبی می

نظیر پروفیل تغییر ضتتخامت،  مواردی ینهبی به مقادیر بهیتابع هدف جهت بهینه ستتازی و دستتت یا

 استفاده کرد. و ... ثابت ناهمگنی

دهد؛ با انتخاب های جدار متغیر و جدار ثابت نشان میبررسی و ارزیابی نتایج حاصل از استوانه-2

را به  توان میدان الکتریکی ایجاد شتتده در جستتمیک پروفیل مناستتب برای تغییرات جدار استتتوانه می

نمود که دارای جهت گیری در بازه مطلوب و مناستتتب طراحی باشتتتند. در واقع جهت  محدودنحوی 

های جدار متغیر ناهمگن تابعی از پروفیل تغییر ضتتخامت استتتوانه و میدان الکتریکی در داخل استتتوانه

 . استپروفیل بارگذاری 

انسیل الکتریکی در داخل استوانه جایی و پتدر خصوص مقدار و محل ایجاد بیشینه میدان جابه-3

توان با استفاده از پروفیل مناسب تغییرات ضخامت جدار استوانه، می جدار متغیر پیزوالکتریکناهمگن 

 مقدار و محل آن را دستخوش تغییر نمود. 

دهد؛ در استوانه جدار متغیر ناهمگن، تنش دارای مقدار غالب در ما بین بررسی نتایج نشان می -4

 میستتزفنکه بر استتاس معیار تستتلیم  مؤثررفتار تنش  شتتودمیا، تنش محیطی بوده که ستتبب هتنش

سبه  ستوانه چنینهم؛ تحت تاثیر آن باشد. شودمیمحا  یاگرچه تنش برشی در نواحی دور از مرز در ا

حوری م یمؤلفه .باشداین مقادیر ناچیز بوده و قابل چشم پوشی می است اماجدار متغیر دارای مقادیر 

شده  نیز میدان الکتریکی شکیل  ست و میدان الکتریکی ت ستوانه جدار متغیر دارای مقدار اند  ا در ا

 باشد.عمدتاً ناشی از مولفه شعاعی میدان می

دهد؛ ضمن اینکه بررسی و مقایسه نتایج حاصل از دو روش تحلیلی و اجزای محدود نشان می -5

آمده از دو روش  دستتتبهو نتایج  بودهی نیز برخوردار روش حاضتتر ستتریع همگرا شتتده، از دقت مطلوب

 دارای توافق بسیار خوبی می باشند. 

شان می-6 شمگیری بر روی میدان جابه آثار دهد؛ ثابت ناهمگنینتایج ن شعاعی چ جایی و مولفه 
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میدان الکتریکی ایجاد شتتتده در داخل استتتتوانه جدار متغیر دارد. با افزایش ثابت ناهمگنی، میدان 

یابد ولیکن تنش جایی و مولفه شتتعاعی میدان الکتریکی )میدان الکتریکی( در استتتوانه کاهش میجابه

های ناهمگن باید به دنبال مقدار بهینه ثابت . لذا در طراحی ستتتازهشتتتودمیدر استتتتوانه افزایش  مؤثر

الکتریکی کمتر در جایی و میدان ناهمگنی بود زیرا که با کاهش ثابت ناهمگنی ضمن ایجاد میدان جابه

 .نیست در طراحی یمطلوبکه عامل  شودمیبیشتر در آن ایجاد  مؤثرسازه، تنش 
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های جدار تحلیل الکتروترموالاستیک استوانه 5 فصل

 ناهم ن پیزوالکتریکمتغیر 
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 گفتارپیش 
صل به جمع صلبندی تحلیلدر این ف شده در ف شده و تحلیل های انجام  شته پرداخته  های گذ

های ناهمگن پیزوالکتریک جدار متغیر تحت بارگذاری الکتروترمومکانیکی الکتروترموا ستتتیک استتتوانه

 با شتتود و، مطالعه عددی و بررستتی نتایج پرداخته میاجزای محدود مه به تحلیلدر ادا شتتود.ارائه می

 .یابداین فصل خاتمه می آینده،ژوهش در ی به منظور پادهایپیشنه

 حل تحلیلی الکتروترموالاستیک 
های ناهمگن استتتتوانه برای تحلیل الکتروترموا ستتتتیک بیان شتتتد؛ 2همانطور که در فصتتتل 

در ستتطوح داخلی و خارجی خود قرار  گذاری الکتروترمومکانیکیمتغیر که تحت بارجدار پیزوالکتریک 

 شامل عدد 9تعداد مجهو ت )به دلیل اینکه حل شوند.  (61-2) تا (54-2)معاد ت می بایست ، رنددا

00 1 1 1*, *, *, *, *, *, *, *z z xU U U V  1و *( با تعداد معاد ت )عدد( برابر نیستتت، امکان  8

 به حل ابتدا ، برای تحلیل الکتروترموا ستتتتیکهمزمان وجود ندارد. لذا صتتتورتبهحل این معاد ت 

شا 2تعداد معجهو ت ) کهشود پرداخته می (61-2)و  (60-2)معاد ت  1و *ملعدد  *در آنها ) 

به طور کامل مورد بحث  3در فصتتل  (61-2)و  (60-2)برابر استتت. حل معاد ت این معاد ت با تعداد 

عاد ت  حل م با  فت.  طه (61-2)، (60-2)قرارگ فاده از راب ی و استتتت
0d *

*
d *x

 


  مجهو ت

0*, * 1و *  توان حل نمود. حل معاد ت را می (59-2)تا  (54-2)و معاد ت  شتتتودمیتعیین

یک حل خارجی و دو  دارد و دارایذکر شد،  4روندی مشابه آنچه که در فصل نیز  (59-2)تا  (2-54)

 است. حل داخلی در مرز با  و پایین

در تحلیل الکتروترموا ستیک مشابه و مطابق آنچه  (59-2)تا  (54-2)روند حل خارجی معاد ت 

ست. با جایگذاری حل خارجی در معاد ت بی شد، ا صل گذشته ذکر  شده و مرتبدر ف سازی آنها بعد 

ساس مرتبه شابرا ستگاه معاد ت جبری مربوط به حل خارجی ی ترم اغت صفرمرتبهشاتی، د و یک  ی 

 آید.می دستبهو یک  ی صفرمرتبهآید. با حل این دستگاه معاد ت جبری، حل خارجی می دستبه
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شابه  (59-2)تا  (54-2)روند حل داخلی معاد ت  ستیک م شتهدر تحلیل الکتروترموا  صل گذ  ف

ست ست. ابتدا می بای سط تیلورا محور را با توجه به اینکه حل داخلی در مرز توابع معلوم از  یکلیه ، ب

شتتتده در معاد ت بی بعد (23-4) یا (10-4)  استتتت، حول مرز پایین یا با  همانند روابط پایین یا با

0نوشتتت. باتوج به اینکه وضتتعیت توابع  (59-2)تا  (2-54) * 1و * حل معاد ت  در قستتمت قبل(

پایین یا با  بدین صورت معلوم شد، می بایست بسط تیلور این توابع نیز حول مرز  ((61-2)و  (2-60)

 د.نوشته شو

(5-1) 

0
0 0

0 0 0 0

* 0

1
1

0 0 0 0

* 0

d *
*( *) * d ; * *(0), d

d *

d *
*( *) * d ; * *(0), d

d *

x

x

x
x

x
x

    








       


           

 

(5-2) 

0
0 0

1 1 1 1

* 1

1
1

1 1 1 1

* 1

d *
*( *) * d ; * *(1), d

d *

d *
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x

x
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    
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ستتتازی آنها بعد شتتتده و مرتبستتتپس با جایگذاری حل داخلی مرز پایین یا با  در معاد ت بی

ساس مرتبه ستگاه معاد ت برا شاتی، د شا سیلی ترم اغت صفرمرتبه مربوط به حل داخلی دیفران و  ی 

ل داخلی ح ،ایحل این دستگاه معاد ت دیفرانسیل مرتبهآید. با می دستبهمرز پایین یا با   براییک 

 آید.می دستبهو یک در مرز پایین یا با   ی صفرمرتبه

 تحلیل اجزای محدود 
های جدار متغیر ناهمگن پیزوالکتریک مشتتابه تحلیل اجزای محدود الکتروترموا ستتتیک استتتوانه

ستیک آنها  شته تحلیل الکتروا  صل گذ صفحهدر ف ستفاده از المان  ست. در این بخش نیز با ا  223ا

  گیرد. یه سازی هندسه اقدام به تحلیل اجزای محدود آن صورت می-زار انسیس و به کمک  یهافنرم

 موردیی مطالعه 
ستوانه به منظور مطالعه عددی سه یک ا سی هند شخصات یو برر 20bhجدار متغیر با م mm،
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10ah mm،40ir mm،
0 10h mm  استتتتوانه . اینشتتتودمی درنظر گرفته مترمیلی 800و طول 

جدول  که خواص آن مطابقاستتت  4-ستترب زیرکونات تیتانات از جنس آن ناهمگن بوده و  یه داخلی

 است. 4-1

7ها، تحت چگالی بار الکتریکی ستتتطحی ی داخلی این استتتتوانه یه 215 10 ( / )iQ C m   و

)2150کنندهشارحرارتی گرم / )iH W m شار و  یه )600ی خارجی آن تحت ف )oP kPa  شار و 

)2100کننده حرارتی خنک / )oH W m  .ست سر شرایط مرزی ا ستوانهدو  های پیزوالکتریک این ا

جهت بررستی ناهمگنی  چنینهماستت.  و دمای ثابت مثبت مرجع گیردار با پتانستیل الکتریکی صتفر

مورد مطالعه و  -2و  -1، 0، 1، 2به ازای مقادیر  nها، ثابت ناهمگنی خواص بر روی رفتار استتتتوانه

 گیرد.بررسی قرار می

 
 تغییرات دما ی صفری مرتبهمؤلفه 1-5شکل 
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 تغییرات دما ی یکی مرتبهمؤلفه 2-5شکل 

0توابع به ترتیب  2-5شکل  و 1-5شکل  * 1و *  ترم  ی یکمرتبهو  ی صفرمرتبهبه ازای حل

شاتی برای شا سانش حرارتیمعاد ت  اغت ستوانهدر  ر تحت بارگذاری حرارتی زوالکتریک پی همگن یا

شان می ((61-2)و  (60-2))معاد ت  سریع ؛شودمیدهد. همانطورکه ملاحظه ن نتایج کاملاً  همگرایی 

1بر روی تابعی یک سط حل مرتبهتواصلاح ایجاد شده است.  مشهود *  0نسبت به تابع *  بیشتر

 .رسدمیدرصد  5/0ز حدوداً کمتر ا یمقداربه  و در بیشترین حالتاست 
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 محوریجایی جابه ی صفری مرتبهمؤلفه 3-5شکل 

 
 جایی محوریجابه ی یکی مرتبهمؤلفه 4-5شکل 
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 شعاعیجایی ی صفر جابهی مرتبهمؤلفه 5-5شکل 

 
 شعاعیجایی ی یک جابهی مرتبهمؤلفه 6-5شکل 
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 پتانسیل الکتریکیی صفر ی مرتبهمؤلفهمشتق  7-5شکل 

 
 پتانسیل الکتریکیی یک ی مرتبهمؤلفه 8-5شکل 

1توابع ، 8-5شکل تا  3-5شکل  0 1 0*, *, *, *, *z z x xU U U U 1و *  صفرمرتبهبه ازای حل را  ی 

 همگن یاستتتتوانهدر  تعادل الکتروترموا ستتتتیکمعاد ت  ترم اغتشتتتاشتتتاتی برای ی یکمرتبهو 

یک  گذاری پیزوالکتر بار حت  کانیکیت عاد ت  الکتروترموم هد. نشتتتتان می ((59-2)تا (54-2))م د

ستتریع همگرا تکنیک اغتشتتاشتتات  یزیرمجموعهها تطابق مجانب؛ روش شتتودمیهمانطورکه ملاحظه 

ستبه1شده و حل مرتبه  شمگیری  د صلاح چ 1بر روی توابع را آمده از این روش ا *xU  و*  ایجاد
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1توابع روی اصلاح ایجاد شده بر بیشینه مقدار کند. می *xU  و*  درصد  50و  100به ترتیب حدود

 است.
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r
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10m
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10zu
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1n) ی ناهمگندر استوانه جاییو جابه پتانسیل الکتریکیدما، توزیع  9-5شکل  ) 

جدار ی را در مقطع استوانه و محوری جایی شعاعیجابه دما، پتانسیل الکتریکی، وزیعت 9-5شکل 

تابعی از شتتعار و  اگرچه رفتار الکتروترمومکانیکی استتتوانهدهد. نشتتان میپیزوالکتریک ناهمگن متغیر 

جایی محوری در راستتتای کند اما تغییرات دما و جابههر دو راستتتا تغییر می درو  محور استتتوانه استتت
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 .است ترقابل ملاحظه محوری نسبت به راستای شعاعی
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x

r

Heat Flux

 

x

r

Electric Field

 

x

r

Un-deformed

Deformed

 
1n) ی ناهمگناستوانه میدان الکتریکی و تغییرشکل توزیع شار حرارتی، 10-5شکل  ) 
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ستوانه 10-5شکل  شکل ا پیزوالکتریک را تحت ی ناهمگن شار حرارتی، میدان الکتریکی و تغییر 

حرارت اعمالی به  یه داخلی استوانه بخشی از سمت با  و  دهد.بارگذاری الکتروترمومکانیکی نشان می

سمت پایین  شی دیگر از  ستوانه خارج بخ شده در داخل  گیریجهت .شودمیا میدان الکتریکی ایجاد 

ستای شعاعی بوده و با تقریب خوبی می ستوانه عمدتاً در را توان فرض نمود که میدان الکتریکی ایجاد ا

شار حرارتی جهت ست بر خلاف  شعاعی ا ستای  ستوانه تنها در را شعاعی و محوری شده در ا گیری 

ستوانه دارد. سه نتایج  چنینهم داخل ا شخص  10-5شکل با مقای شته، م صل گذ  شودمیبا نتایح ف

بارگذاری حرارتی سبب شده تا استوانه از تغییرشکل از انقباضی به انبساطی در راستای شعاعی تغییر 

شتتتایان ذکر استتتت؛ در این بخش به دلیل بارگذاری حرارتی و افزایش میزان میدان جابهجایی یابد. 

، میدان مکانیکیترموبر اثر بارگذاری الکترو مشتتتاهده بهتر تغییر شتتتکل استتتتوانهبه منظور شتتتعاعی، 

دد جایی در عتر میدان جابهیقمرتبه بزرگنمایی شتده استت یا به عبارت دق 100ها جایی استتوانهجابه

 ضرب شده است. 100

x

r

2n  

0n 

2n 

 
 ناهمگن پیزوالکتریکی جدار متغیر داخل استوانه شارحرارتیتوزیع  11-5شکل 

دهد. نشان می پیزوالکتریکمتغیر  رهای ناهمگن جداتوزیع شار حرارتی را در استوانه 11-5شکل 
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بردارهای شتتار  بر روی جهت چشتتمگیری اثر، ؛ تغییرات ثابت ناهمگنیشتتودمیهمانطور که مشتتاهده 

مقدار شتتار حرارتی خروجی از ستتطح  شتتودمیستتبب بت ناهمگنی ثا کاهش، چنینهمندارد.  حرارتی

 .بهتر انجام شود سطح خارجی استوانه جدار متغیر ناهمگنخارجی سیلندر افزایش یابد و خنک کاری 

x

r

2n  

0n 

2n 

 
 ناهمگن پیزوالکتریکی جدار متغیر داخل استوانه میدان الکتریکیتوزیع  12-5شکل 

 ناهمگن پیزوالکتریکی جدار متغیر هاتوزیع میدان الکتریکی را در داخل استتتتوانه 12-5شتتتکل 

دو گیری میدان الکتریکی در نواحی دور از دهد. جهتنشتتتان می تحت بارگذاری الکتروترمومکانیکی،

ستوانه، تقریباً سر شعاعی تنها ا ستای  ستدر را شاهده ا ؛ کاهش ثابت ناهمگنی شودمی. همانطورکه م

تقریباً شده و در سطوح خارجی آن  ویژهبهسبب افزایش مقدار میدان الکتریکی در استوانه جدار متغیر 

 .دهدلکتریکی را در داخل استوانه تغییر نمیهای میدان اگیری مولفهجهت

شکل جاییجابهتوزیع میدان  13-5شکل  ستوانه و تغییر را  ناهمگن پیزوالکتریکی جدار متغیر ا

؛ افزایش ثابت ناهمگنی علاوه برآنکه بر شتتودمیهمانطور که مشتتاهده دهد. نشتتان می ،بر اثر بارگذاری

، ستتتبب تغییر جهت بردارهای شتتتودمیثیر گذاشتتتته و باعث کاهش آن جایی تامقدار میدان جابه

 شود.جایی نیز میجابه
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 تحت بارگذاری پیزوالکتریکناهمگن ی جدار متغیر استوانه جایی و تغییرشکلمیدان جابهتوزیع  13-5شکل 

ستوانهیب توزیع دما را در به ترت15-5شکل و  14-5شکل  و  پیزوالکتریک جدار متغیر همگنی ا

دهد. همانطور که مشتتاهده نشتتان می پیزوالکتریک ی جدار متغیر ناهمگنی خارجی استتتوانه یهدر 

آمده برای توزیع دما از روش اجزای محدود و حل تحلیلی از انطباق خوبی  دستتتتبهنتایج  ؛شتتتودمی
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 ها کاهش می یابد.داخل استوانهبرخوردار بوده و با افزایش ثابت ناهمگنی توزیع دما در 

 
 پیزوالکتریک ی همگندر استوانه دما توزیع 14-5شکل 

 
 پیزوالکتریک همگننای هااستوانهسطح خارجی در  دما توزیع 15-5شکل 

شعاعیبه ترتیب توزیع جابه 17-5شکل و  16-5شکل  ستوانه را در جایی   ی جدار متغیر همگنا

دهد. همانطور نشتتان می پیزوالکتریک ی جدار متغیر ناهمگناستتتوانه ی داخلی یهدر و  پیزوالکتریک

ها جایی شتتعاعی در داخل استتتوانهجابه توزیعمقدار  ،با افزایش ثابت ناهمگنی ؛شتتودمیکه مشتتاهده 

 یابد.کاهش می
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 پیزوالکتریک ی همگندر استوانهشعاعی  جاییجابه یعتوز 16-5شکل 

 
 پیزوالکتریک همگننای هااستوانهی سطح داخلدر  جایی شعاعیجابه توزیع 17-5شکل 

ستوانه جایی محوری را دربه ترتیب توزیع جابه 19-5شکل و  18-5شکل  ی جدار متغیر همگن ا

دهد. همانطور که نشان می پیزوالکتریک ی جدار متغیر ناهمگناستوانه میانیی  یه در وپیزوالکتریک 

جایی محوری و دامنه تغییرات ، قدر مطلق مقدار توزیع جابهنی؛ با افزایش ثابت ناهمگشودمیمشاهده 

 یابد.ها کاهش میجایی محوری در داخل استوانهتوزیع جابه
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 پیزوالکتریک ی همگندر استوانه محوری جاییجابه توزیع 18-5شکل 

 
 پیزوالکتریک همگننای هااستوانهی میانی  یهدر  جایی محوریجابه توزیع 19-5شکل 

 یهااستوانه یانیم یهی( را در  c) حوریم ( وb) محیطی (،a) شعاعی هایتنش عیتوز 20-5شکل 

 در مقایستتته باشتتتعاعی تنش  یبر رو یثابت ناهمگن راتیی. تغدهدینشتتتان مپیزوالکتریک ناهمگن 

ها در استوانه با افزایش مقدار ثابت ناهمگنی مقدار این تنش وهای محیطی و شعاعی اند  است تنش

ست که تنش نرمال غالب تنش محوری بوده که در جدار متغیر ناهمگن افزایش می شایان توجه ا یابد. 

 ی جدار متغیر( رخ داده است.ترین ضخامت استوانهسر با ی استوانه )بخش ناز 
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و  محیطیتنش ( b)، شعاعیتنش ( a)ی میانی )ی جدار متغیر ناهمگن در  یهها در استوانهتوزیع تنش 20-5شکل 

(c )حوریتنش م) 
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ی رابطه میسزفن( را که براساس تئوری شکست c) مؤثر و (bبرشی ) هایتنشتوزیع  21-5شکل 

در  تنش برشی مقداردهد. های ناهمگن نشان میمیانی استوانه یمحاسبه شده است، در  یه (4-28)

توان از و با تقریب خوبی می استثر تغییر ثابت تاهمگنی اندکی بر ا ات آنو تغییرنواحی دور از مرزها 

با توجه به غالب ، چنینهمنظر کرد. استوانه صرف ی میانیثابت ناهمگنی بر روی تنش برشی در  یه راث

ی ورنزدیک به رفتار تنش مح مؤثرتنش رفتار  هانرمال محوری در بین سایر تنشتنش  مقداربودن 

 است.

 

 
 (مؤثرتنش ( b) و برشیتنش ( a)ی میانی )ی جدار متغیر ناهمگن در  یهها در استوانهتوزیع تنش 21-5شکل 

های محوری و شعاعی میدان الکتریکی را داخل به ترتیب توزیع مولفه 23-5شکل و  22-5شکل 
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شان ستوانه ناهمگن جدار متغیر ن شاهده می ا ثابت ناهمگنی بر روی  آثار؛ شودمیدهند. همانطورکه م

شتتتعاعی میدان  یمؤلفهدر حالیکه وابستتتتگی رفتار  استتتت،محوری میدان الکتریکی ناچیز  یمؤلفه

را دچار ه توان این مولفالکتریکی به ثابت ناهمگنی کاملاً مشتتتهود بوده و با تغییر ثابت ناهمگنی می

 مود.تغییرات قابل توجه ن

 
 ناهمگن هایداخلی استوانه یمحوری میدان الکتریکی در  یه یمؤلفهتوزیع  22-5شکل 

 
 های ناهمگنمیانی استوانه یشعاعی میدان الکتریکی در  یه یمؤلفهتوزیع  23-5شکل 
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بررستتتی قرار  نتایج حاصتتتل از حل تحلیلی و حل اجزای محدود را مورد مقایستتته و 1-5جدول 

 دهد.می

 پیزوالکتریک ی ناهمگن جدار متغیردر وسط طول استوانهنتایج عددی  1-5جدول 

n = 2 n = 0 n = -2    

0.00209 0.00305 0.00428 Analytical   

0.00286 0.00276 0.00268 FEM 
ru 

(mm) 
Middle 

layer 

36.6 8.6 37.5 Difference 

(%) 
  

0.00172 0.00251 0.00353 Analytical   

0.00236 0.00218 0.00188 FEM 
ru 

(mm) 
Inner 

layer 

37.4 9.9 46.7 Difference 

(%) 
  

3370.6 3900.2 4397.2 Analytical   

4598.8 3553.6 2305.0 FEM 
effσ 

(kPa) 
Middle 

layer 

36.4 8.9 47.6 Difference 

(%) 
  

2400.6 3916.3 6225.6 Analytical   

2048.3 4148.0 7667.2 FEM 
effσ 

(kPa) 
Inner 

layer 

23.2 5.9 14.7 Difference 

(%) 
  

 

 بندیجمع 
های جدار متغیر ناهمگن پیزوالکتریک تحت بارگذاری در این فصتتتل حل تحلیلی برای استتتتوانه

شرایط مرزی الکترومکانیکی در ترموالکترو سطوح داخلی و خارجی و  سرمکانیکی در  ستوانه ارائه دو  ا

و  ، دارای دمای ثابت مثبت مرجعگیرداردو ستترشتتد. مطالعه عددی برای حالت استتتوانه جدار متغیر با 

ی مکانیکی استتتوانهترموناهمگنی بر روی رفتار الکترو آثاردارای پتانستتیل الکتریکی صتتفر انجام شتتد و 

صل از جدار  سی و ارزیابی قرار گرفت. نتایج حا صه ژوهش را میپ کلمتغیر مورد برر توان به طور خلا

 بدین شرح ارائه کرد.

های جدار در این پژوهش با استتتفاده از روش انرژی به استتتخراج معاد ت حاکم بر استتتوانه -1
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ناهمگن  گذاری پیزوالکتریک متغیر  بار حت  خارجی خود ت که در ستتتطوح داخلی و  پرداخته شتتتد 

سرالکتروترمومکانیکی بوده و در  شردو  ستند. اگرچه روش خود دارای  ایط مرزی الکتروترمومکانیکی ه

ستطوح که  یمواردجامعی استت اما گاهاً در  استتفاده شتده در استتخراج معاد ت حاکم روش نستبتاً

تحت شرایط بارگذاری نباشند برای مثال زمانی که یک شفت صلب با قطری بیشتر خارجی  داخلی یا

شد دیگ شده با ستوانه جدار متغیر جازنی  ستخراج داخل ا شده در این پژوهش برای ا ستفاده  ر روش ا

شرایطی که دمای سطوح داخلی و خارجی استوانه ثابت  چنینهمدستگاه معاد ت حاکم کاربرد ندارد. 

افتد که استتتوانه در ستتطوح داخلی یا خارجی خود با ستتیالی در استتت که این شتترایط زمانی اتفاق می

 ت.تماس باشد که در حال جوشش یا میعان اس

 دهدمیمکانیکی ارائه  ، حرارتی وبرای رفتار الکتریکی یک حل تحلیلی سری گونه پژوهش این -2

 معمو ًباشد. حل ارائه شده با  می همگراییگونه دارای سرعت های حل سریکه نسبت به سایر روش

ه استتتفاده از نیاز ب اغلب رستتد ودقت قابل قبول در پاستتخ می و ییبا دو جمله از ستتری خود به همگرا

را ندارد. لذا این حل دارای حجم محاسبات کمتر، دقت با تر  دو(ی مرتبهمرتبه با تر )بیش از جملات 

توان از این حل می واضح است کهپر و نیاز به زمان کمتر جهت محاسبات نسبت به سایر روشها است. 

ی مواردی نظیر پروفیل تغییر ینهبه عنوان یک تابع هدف جهت بهینه سازی و دست یابی به مقادیر به

 ضخامت، ثابت ناهمگنی و ... استفاده کرد.

گیری میدان الکتریکی و شار حرارتی ایجاد شده در داخل جسم بر ؛ جهتدهندنتایج نشان می -3

جایی مستتتتقل از تغییرات ثابت ناهمگنی بوده و با تغییر تابت ناهمگنی گیری میدان جابهخلاف جهت

 کنند.میدان الکتریکی و شارحرارتی ایجاد شده در جسم تغییر میتنها مقادیر 

شان می -4 ستوانه جدار نتایج ن ضخامت ا دهند؛ با اعمال بارگذاری غیر یکنواخت یا تغییر پروفیل 

 توان جهت شارحرارتی و میدان الکتریکی ایجاد شده در جسم را تغییر داد.متغیر می

وانه جدار متغیر ناهمگن الزاماً حداکثر کرنش حرارتی در بررستتی نتایج نشتتان داد که در استتت -5

ی تواند در محل دیگری رخ دهد که بستتتگی به نحوهدهد و میمحل حداکثر دما ایجاد شتتده رخ نمی
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 ضریب انبساط حرارتی دارد. ویژهبهتوزیع خواص 

شان می -6 صل از دو روش تحلیلی و اجزای محدود ن سه نتایج حا سی و مقای زمانی که دهد؛ برر

تحلیل میدان  ورودیالکتروترمومکانیکی باشتتتد، اغلب به دلیل اینکه  صتتتورتبهتحلیل چندفیزیکی 

های کوچک در میدان حرارتی حرارتی است؛ بروز اختلاف وابسته به نتایج تحلیل میدانالکترومکانیکی 

شتتود. حال آنکه در می های نتایج الکتروترمومکانیکیبینیهای نستتبتاً بزرگ در پیشمنجر به اختلاف

ارای توافق بستتتیار خوبی آمده از دو روش د دستتتتبهنتایج های ترمومکانیکی و الکترومکانیکی تحلیل

 باشند.می

شان می-7 شمگیری بر روی  آثاردهد؛ ثابت ناهمگنی نتایج ن میدان  ،کرنش حرارتی ،میدان دماچ

داخل استتتوانه جدار متغیر دارد. با افزایش جایی و مولفه شتتعاعی میدان الکتریکی ایجاد شتتده در جابه

جایی و مولفه شتتتعاعی میدان الکتریکی )میدان الکتریکی( در میدان جابه ،میدان دماثابت ناهمگنی، 

ستوانه کاهش می ستوانه افزایش  اما کرنش حرارتییابد ا های ناهمگن . لذا در طراحی سازهشودمیدر ا

کاهش مطلوب مگنی بود زیرا که با کاهش ثابت ناهمگنی ضتتتمن باید به دنبال مقدار بهینه ثابت ناه

 ناستتازگار طراحی با قیودکه  پیدا کنند برخی پارامترها ممکن استتت ستتایر پارامترها افزایش نامطلوب

 .باشد
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 گفتارپیش 
به  کیزوالکتریپ غیر ناهمگنتم جدار یااستوانه یهاپوسته کیترموا ست لیتحلدر این پژوهش به 

ش رییتغ یهینظر کمک صل اوّل، پژوهشاوّل یمرتبه یشکل بر شد. در ف شته که ، پرداخته  های گذ

صل دوّم، با  سی و تحقیق قرار گرفتند. در ف شتند، مورد برر ضور این پژوهش دا ارتباطی نزدیک با مو

ستفاده از روش کار مجازی  صل کمینها ستم، و ا سی ستگاه سازی انرژی الکتروترمومکانیکی  معاد ت د

نه ایحاکم بر داخلی و خارجی خود تحت بارگذاری  یالکتریک که در  یهگن پیزوهای ناهماستتتتوا

ست شتند، ا شد و الکتریکی، مکانیکی و حرارتی قرار دا ستگاه  آن انجام گرفت. بی بعدسازیخراج  این د

است  2معاد ت دیفرانسیل مرتبه ، یک دستگاه )شامل تعادل مکانیکی، الکتریکی و حرارتی( معاد ت

و تبدیل به معاد ت یابد میمرتبه کاهش  2ی آن (، مرتبهتشتتاشتتات )های شتتامل اغکه با حذف ترم

این موضتتور بیانگر این استتت که دو  یه مرزی در دو  ،د؛ مطابق تئوری اغتشتتاشتتاتشتتوی میجبر

ارجی در سرپوسته وجود دارد. به عبارتی حل مساله شامل دو بخش است؛ یک بخش مربوط به حل خ

در  .استتتوانه استتت و بخش دیگر مربوط به حل داخلی در نواحی مرزی یا دو ستترنواحی دور از مرزها 

ستوانه سوّم، تحلیل حرارتی ا صل  ستفاده ف  هاتطابق مجانب یلیاز روش تحلی جدار متغیر ناهمگن با ا

شات کیتکن یرمجموعهزی شا شد و نتایج مربوط به توزیع میدان دما،  اغت شار حرارتی و کرنش انجام 

ستوانه ی جدار متغیر حرارتی مورد بحث و بررسی قرار گرفت. در فصل چهارم، تحلیل الکتروا ستیک ا

انجام شتتد و نتایج مربوط به توزیع  هاتطابق مجانب یلیاز روش تحلناهمگن پیزوالکتریک با استتتفاده 

ای ایجاد شتده در جستم مورد بحث و هجایی، پتانستیل الکتریکی، میدان الکتریکی و تنشمیدان جابه

جدار متغیر های ناهمگن بررستتتی قرار گرفت. در فصتتتل پنجم، تحلیل الکتروترموا ستتتتیک استتتتوانه

نتایج  بررستتی کلّییک ارائه شتتد و نتایج مورد بحث و بررستتی قرار گرفت. در ادامه به بحث و الکترپیزو

 شود.پرداخته می این پژوهش
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 گیریبحث و نتیجه 
ستفاده از روش  درحالیکه ستمکار مجازی یا کمینها سی سیل در   های مکانیکیسازی انرژی پتان

بندی به صورت فرمولهای الکتریکی و حرارتی استفاده از آن در سیستم امری رایج و مرسوم است اما

حرارت و توان از مزایای آن در حل معاد ت انتقال ارائه شتتده، نستتبتاً امری بکر و جدید استتت که می

ی اوّل، ستتبب ی مرتبهتعادل الکترواستتتاتیک استتتفاده کرد. استتتفاده از مذکور روش به همراه نظریه

شود. به عبارتی می شخص  ستقل م سبت به یکی از متغیرهای م ضعیت میدان مورد مطالعه ن گردد؛ و

 تعداد متغیرهای مستقل در دستگاه معاد ت دیفرانسیل کاهش یابد.

شات کیتکن یرمجموعهزی هاتطابق مجانبحل تحلیلی  از پژوهشدر این  شا ستفاده اغت شد که  ا

سایر روش سبت به  سرین سیار با تری همگرا میهای حل  سرعت ب شده  زیرا. شودگونه با  حل ارائه 

رستتد و نیاز به استتتفاده از قابل قبول در پاستتخ مید به همگرایی و دقت با دو جمله از ستتری خواغلب 

را برای زمان کمتر و  یحجم محاستتبات حلّ تحلیلی استتتفاده شتتده،ی را ندارد. لذا ستتایر جملات ستتر

توان است که به خوبی می واضح. گونه نیاز داردهای حلّ سریدستیابی به حلّ، در مقایسه با سایر روش

ی مواردی نظیر به عنوان یک تابع هدف جهت بهینه ستتازی و دستتت یابی به مقادیر بهینه از این حلّ

 پروفیل تغییر ضخامت، ثابت ناهمگنی و ... استفاده کرد.

صل شد؛ همانطورکه در ف شاهده  سوّم، چهارم و پنجم م شار جهتهای  گیری میدان الکتریکی و 

جایی مستتتقل از تغییرات ثابت میدان جابه گیریحرارتی ایجاد شتتده در داخل جستتم بر خلاف جهت

ناهمگنی است و با تغییر ثابت ناهمگنی تنها مقادیر میدان الکتریکی و شارحرارتی ایجاد شده در جسم 

ستفاده از پروفیل بارگذاری غیریکنواخت الکتریکی و حرارتی یا ایجاد تغییر می کنند.تغییر می توان با ا

گیری میدان الکتریکی و شتتار حرارتی ایجاد شتتده در داخل جهت در پروفیل تغییر ضتتخامت جداره،

 را تغییر داد. جسم

در  یالزاماً حداکثر کرنش حرارت دهند؛های ناهمگن نشتتتان مینتایج تحلیل حرارتی در استتتتوانه

سم رخ نم جادیمحل حداکثر دما ا ستگ یگریدر محل د تواندیو م دهدیشده در ج به  یرخ دهد که ب
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ساط حرارت بیضر عیتوز ینحوه ضریب هدایت حرارتی یانب ست؛ دارد. و  مقدار و محل  شایان توجه ا

و میدان الکتریکی را پتانسیل الکتریکی  ها،، تنشجاییمیدان جابه ی دما، کرنش حرارتی،ایجاد بیشینه

ات توان با استتتفاده از پروفیل مناستتب تغییردر داخل استتتوانه ناهمگن جدار متغیر پیزوالکتریک می

 ضخامت جدار استوانه، دستخوش تغییر نمود.

س صل از دو روش تحل جینتا سهیو مقا یبرر صل یو اجزا یلیحا سوّم، چهارم و محدود در ف های 

شان م پنجم ست آمده از دو روش نتایج به دهد؛ین ستیک برای تحلیلد دارای های حرارتی و الکتروا 

 نکهیا لیبه دل باشد، ا ستیکصورت الکتروترموبه یکیزیچندف لیتحل کهزمانی هستند اماّخوبی  توافق

 جزئی اختلاف وجود ؛هستند یحرارت دانیم لیتحل جیوابسته به نتا ا ستیکالکترو دانیم لیتحل نتایج

شتر  یهااختلافبروز به  منجر یحرارت دانیمنتایج در  ستیکالکترو جینتا بینیپیش دربی  .شودیم ا 

توافق  یاز دو روش دارا یکیو الکترومکان یکیترمومکان یهالیتحلبرای  بینی شدهپیشحالیکه نتایج در

 .باشندیمبرخوردار  یخوب

صل جینتا سوّم، چهارم و پنجم ف شان مهای  شمگ یثابت ناهمگن دهد؛ین رفتار  یبر رو یریآثار چ

نه ناهمگن جدار متغیر پیزوالکتریک داردالکتروترمومکانیکی استتتتوا با های  ناهمگن شیافزا.   ،یثابت 

شعاعیمولفه) یکیالکتر دانیمو  ییجاجابه دانیدما، م دانیم ستوانه کاهش می  اما کرنش  ابدیی( در ا

ستوانه افزا یحرارت ثابت  ینهیبه دنبال مقدار به دیناهمگن با یهاسازه ی. لذا در طراحدیابیم شیدر ا

 یکیالکتر دانیو م ییجاجابه دانیم دما، جادیضتتتمن ا یکه با کاهش ثابت ناهمگن رایبود ز یناهمگن

 یدر طراح یکه عامل مطلوب شتتودیم جادیدر آن ا شتتتریتنش مؤثر بکرنش حرارتی و کمتر در ستتازه، 

 .ستین

 شنهادهایپ 
شده در  عنایت با شتهبه پژوهش انجام  را جهت انجام پژوهش  یمختلف یشنهادهایپ توانیم ،گذ

 است. ریبه قرار ز شنهادهایپ نیاز ا یارائه نمود که برخ ندهیدر آ
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ش لیتحل -1 ستوانه یکیالکتروترمومکان یارتعا ستفاده از نظر ریجدار متغ یهاا  ی¬هیناهمگن با ا

 اوّل؛ یمرتبه یشکل برش رییتغ

ش لیتحل -2 ستوانه یکیالکتروترمومکان یکمان ستفاده از نظر ریجدار متغ یهاا  ی¬هیناهمگن با ا

 اوّل؛ یمرتبه یشکل برش رییتغ

ناهمگن با استتتفاده از  ریجدار متغ یهااستتتوانه یکیالکتروترمومکان یخمشتت یرخطیغ لیتحل -3

 اوّل؛ یمرتبه یشکل برش رییتغ ی¬هینظر

کان لیتحل -4 نه یکیالکتروترموم  یریبا در نظرگ کیزوالکتریناهمگن پ ریجدار متغ یهااستتتتوا

 در جسم؛ ییدما دانیخواص به م یوابستگ

 یهیبا استتتتفاده از نظر ینامتقارن محور ریجدار متغ یهااستتتتوانه یکیالکتروترمومکان لیتحل -5

 اوّل؛ یمرتبه یشکل برش رییتغ

 ؛ینامتقارن محور ریجدار متغ یهاگذرا در استوانه یحرارت یبعده س لیتحل -6

 ل،یدر تحل رییاست، چرا که تغ قابل تصور یاز مسائل پژوهش یکوچک بخشمطرح شده تنها  موارد

در  پژوهش یو تازه برا عیموضوعات بد جادیهر کدام سبب ا یمرز طیهندسه، جنس و شرا ،یبارگذار

 .شودیم آینده
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Abstract 

In this research, an analytical solution is presented for piezoelectric 

heterogeneous variable wall cylindrical shells that are subjected to 

mechanical, thermal, and electrical loads in their inner and outer layers. The 

non-homogeneity variations of properties are considered as a power 

function. Using the first-order electric potential theory, the first-order 

temperature theory, and the first-order shear deformation theory, and 

applying the energy method, the governing equations for different boundary 

conditions at the two ends of the cylinder are derived. The governing 

differential equation system is a system of ordinary differential equations 

with variable coefficients, which is solved by using the analytical method of 

the matched asymptotic expansion method of the perturbation technique, for 

a cylinder with two clamped heads and with specific potential and 

temperature. The results of the electric potential distribution, temperature, 

displacement field, and stress distribution for variable wall cylinders are 

extracted and the non-homogeneity effects of the properties on the electro-

thermo-mechanical behavior of the cylinder are investigated and compared 

with the results predicted by the finite element method. The results show that 

the non-homogeneity of properties has a significant effect on the electro-

thermo-mechanical behavior of the structure and the present analytical 

solution can be used as an objective function to optimize and, design a 

structure with optimal behavior. 

 

 

Key words: varying thickness cylinder, functionally graded piezoelectric 

material (FGPM), first-order shear deformation theory (FSDT), finite 

element method (FEM), electro-thermo-mechanical analysis, 
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