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 اریسپاسگز

ا که بدون ارم چرر اردشیر کرمی محمدی بسیار سپاسگزاز استاد گرامیم جناب آقای دکتدر اینجا 

 این پایان نامه بسیار مشکل می نمود. نظیمراهنمایی های ایشان ت

از دوست عزیزم جناب آقای سجاد اتحادی جهت ارائه نظرهای علمی و تمام کسانی که در انجام این 

 اری می نمایم.و کمک فرمودند سپاسگزپایان نامه به هر نحو اینجانب را راهنمایی 
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 چکیده:

 یک بخش وسیعی از سیستم های میکرو الکترومکانیکی هستند. رزوناتورهای الاستومری دی الکتریک

و با استفاده از تکنیک های ساخت تا اندازه  الکتریکی و مکانیکی تشکیل شدهاز اجزای  رزوناتورهااین 

ک ی آزاد و اجباری ارتعاشات ، پایداری،ق، رفتار دینامیکیدر این تحقی. میکرو و نانو تولید می شوند

ک بر اساس تئوری های کلاسی که به صورت یک میکروتیر ساندویچیالاستومر دی الکتریک رزوناتور 

میکروتیر ساندویچی دو سر گیردار مدل شده است، بررسی می شود.  برنولی با شرایط مرزی –اویلر 

پایینی الاستیک خطی و لایه میانی از جنس ماده هایپرالاستیک می  لایه های بالایی و ،متقارن است

کرنش آن خطی نیست.  –رابطه تنش  کهاده ای با رفتار غیر خطی است ماده هایپر الاستیک مباشد. 

هنگامی که دو لایه الکترود تحت  یئو در نظر گرفته می شود. ماده غیر خطی توسط مدل در اینجا، این

از ب طولیفشرده شده و در جهت ضخامت لایه الاستومر در جهت  یکی قرار می گیرنداعمال ولتاژ الکتر

مدل یئو که شامل ثوابت  ژی کرنشیتابع چگالی انر .یک خازن عمل می کند به صورتو   می شود

 ستیک در میکرو تیر ساندویچیآوردن انرژی پتانسیل لایه هایپرالا به دستخاص این مدل است برای 

چگالی انرژی کرنشی و انرژی ناشی از میدان شامل  با محاسبه انرژی های پتانسیل. ودمی شاستفاده 

و انرژی جنبشی در میکروتیر  یک خازن رفتار می کند به صورتکه  الکتریکی در دی الکتریک

 اصل هامیلتون فرموله بندی می شود. سپس با استفاده از روش با، معادله حاکم بر حرکت ساندویچی

ب زمان بر حس دیفرانسیل معمولی معادله دیفرانسیل جزئی حرکت به معادلهگالرکین  گسسته سازی

 –برای حالت رزونانس اولیه، به منظور حل تحلیلیروش مقیاس های زمانی چندگانه  تبدیل می شود.

هم چنین، وضعیت پایداری و ناپایداری پاسخ  حرکت به کار گرفته می شود.غیر خطی  تقریبی معادله 

دیده پ ،بحرانی بررسی می شوند. علاوه بر اینکمانش  الت ماندگار در مجاورت نقاط تعادل و ولتاژهای ح

نسبت های مختلف ضخامت لایه های  چندشاخگی با در نظر گرفتن مقادیر مختلف ولتاژ اعمالی،

رسی قرار رمورد ب ک به عنوان پارامترهای کنترلیفرکانس پارامتر تنظیم و دامنه نیروی تحری میکروتیر،

 می گیرد. 

 واژگان کلیدی:

یستم ، سچندگانه زمانی روش مقیاس های حرانی،، ولتاژ بچندشاخگی، دی الکتریک الاستومری رزوناتور

 های میکرو الکترومکانیکی، مواد هایپرالاستیک.
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 دی الکتریکالاستومر  1-1

میدان الکتریکی  به صورت الکتریکی ولتاژ تحریک یک ساختاری است که تحت ،دی الکتریک الاستومر

ساده  بسیار ختارسا دارای و شده لاستیکی( استفاده )پلیمر الاستومر از آن ساختمان در که قرار می گیرد

در  می گیرد، بنابراین قرار الاستیک و دو الکترود رسانا، انعطاف پذیر بین که الاستومری است شامل ای

 غشاء ضخامت گردد، می اعمال الکترودهابه  ولتاژ وقتی می کند. عمل خازن یک صورت به عمل

 این به و شده زیاد نآ مساحت و گی و کشش در  لایه های میانی کاهشفشرد الاستومری به سبب

 هستند، ناپذیر تراکم مواد از الاستومرها که است این امر این علت .شود می شکل تغییر دارای ترتیب

( و 8-8شکل های ) .بماند ثابت ماده حجم تا شده مساحت افزایش به منجر ضخامت کاهش هرگونه لذا

 تاژ نشان می دهند.را قبل و بعد از اعمال ول دی الکتریک رم( شماتیک الاستو8-5)

 

 ( : دی الکتریک قبل از اعمال ولتاژ8-8شکل )

 

 

 ( : دی الکتریک بعد از اعمال ولتاژ5-8شکل )
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 دی الکتریک یالاستومر رزوناتور 1-2

 اخیر سال های در می شوند تولید میکروماشینکاری فرآیند از استفاده با که ارتعاشی رزوناتورهایمیکرو 

 هزینه و بالا اعتماد قابلیت خوب، عملکرد سبک، وزن کوچک، اندازه جمله از دلیل مزیت هایشانبه 

 نسبت دی الکتریک از الاستومر ساخته شده رزوناتورهای .اند گرفته قرار گسترده مورد استفادهپایین 

 در ساختاری پارامترهای با آنها طبیعی فرکانس که هستند مزیت دارای این رزوناتورهای پیشین به

یک ابزار جدیدی است که به پیشرفت دی الکتریک  یالاستومر رزوناتور .است تنظیم اخت قابلس مرحله

کاربردهایی مختلف در فیلترهای الکترومکانیکی  کرو الکترومکانیکی کمک می کند وسیستم های می

 ( ساختار یک رزوناتور فیلتر9-8شکل ) .دارد [5-3[ و سنسورهای رزونانسی ]2[، منابع فرکانس ]1]

 میکرو الکترومکانیکی را نشان می دهد.

 

 ( : رزوناتور فیلتر میکرو الکترومکانیکی9-8شکل )
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برای نخستین بار در سال  الکتریکی مدارهای با آنها ارتباط و مکانیکی رزوناتورهایمیکرو   مدل سازی

 تحریک اب رزوناتوری که اولین میکرورزوناتور 8337سال  در. [6] توسط جانسون ارایه شد 8339

 .[7] شد تست میشیگان دانشگاه در ساخته و شانهمکار و ای بود، توسط کائو شانه الکتروستاتیکی

 :می شود مشاهده (4-8) در شکل الکتروستاتیکی تحریک با سیلیکونی رزوناتور

 

 شانه ای یسیلیکونی با تحریک الکترواستاتیک ( : رزوناتور4-8شکل )

 توسط که تیر دوسرگیردار رزوناتورهای از متشکل بالا، فرکانس انیکیمیکروالکترومک فیلترچندی بعد 

 دو هر در . رزوناتورساخته شد و همکارانش نبانتوسط  5555در سال  بودند متصل هم به نرم تیری

[. هم چنین در همان 8شد ] تست خلا در 145 کیفیت فاکتور و مگاهرتز 5/24بوده و تا  درگیر انتها

 بین در فرکانس 1555 کیفیت فاکتور به تا شد ساخته خمشی مود با آزاد دوسر تیر میکرورزوناتور سال

 94/25فرکانس  با را آزاد سر دورزوناتور   تیر میکرو ، شماتیک(2-8). شکل[9]برسد مگاهرتز 35 و 95

 می دهد. نشان مگاهرتز
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 ( : تیر میکرورزوناتور دو سر آزاد2-8شکل )

 فاکتور با مگاهرتز 826فرکانس در می باشد ارتعاشی دیسک حول الکترود دو دارای که دیسکی رزوناتور

 .[10] (6-8شکل ) شد ساخته 5559در سال  3455 کیفیت

 

 ( : میکرو رزوناتور دیسکی6-8شکل )
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اکتیو ساخته می شود. چرا که این مواد -از یک ماده پلیمر الکترو دی الکتریک یالاستومر یک رزوناتور

ی دارند. نظیر کرنش و تغییر شکل زیاد، انعطاف پذیری، وزن سبک، چگالی انرژی بالا ویژگی های مطلوب

   .می شوند طراحی مختلفی ترکیب بندی های در هم چنین این رزوناتورها[. 21-11و قیمت ارزان ]

 شکل موادی الاستومرها چون می باشد، گسترده بسیار رزوناتورها در دی الکتریک الاستومرهای کاربرد

 جنبه های .باشند متنوع موجود ابعاد با ترکیب ها و شکل ها از بسیاری در می توانند هستند ذیرپ

 هرشکل یا زیاد مساحت با صفحات به به راحتی می توانند پلیمرها) یکپارچه ساختارنظیر  مطلوبی

 بوده پذیر فانعطا پلیمرها بودن نرم دلیل به )رزوناتورها مطابقت و پذیری انعطاف دیگری بدل شوند(،

 بوده شفاف الاستومرها اکثر) شفافیت(، می توانند تغییر شکل داده و یا سطوح مختلف را دنبال کنند و

(، را امکان پذیر می نمایند رزوناتورنیز دیدن داخل  و نموده ممکن را اپتیکی موارد در کاربرد امر این و

وظایف محافظتی یا  ،رزوناتوری نقش بر لاوهع سازه ها در به راحتی می توانند پلیمرهاچند وظیفه ای )

 چگالی، بالا کرنش ،محیطی تطابق، کوچک مقیاس در حتی ساده ساخت(، انجام دهندساختاری را 

 ، هوا دی الکتریک با الکتروستاتیکی ابزار محدودیت های نبود، سریع اسخ دهی، پبالا راندمان، بالا انرژی

100 از بیش الکتریکی میدان ایجاد توانایی
𝑀𝑉

𝑚
40ایجاد  با مقایسه در 

𝑀𝑉

𝑚
ا و توسط دی الکتریک هو 

 مناسبی گزینه را الاستومر ،هوا برای 8 الکتریک دی ثابت با مقایسه در 85 تا 9 الکتریک دی ثابت داشتن

 .می نماید رزوناتورها در کاربرد برای
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 هایپرالاستیکمواد  1-3

. مواد دمی شو استفاده مربوط به این مواد سازگاری قوانین ک ازهایپرالاستی مواد مدل کردن برای

آن  می دهند. رفتار نشان الاستیک رفتار خود از بزرگ، خیلی کرنش های با مواجهه حین هایپرالاستیک

مواد  تئوری کاربردبیش ترین  .می دهند جای خود در را شکل های بزرگ تغییر و غیرخطی ها

 معرض در پلیمری فوم های کردن مدلو پلیمری  مواد در رفتارلاستیکی نکرد مدل هایپرالاستیک برای

[ یک تابع انرژی کرنشی برای مواد 27,28یئو ] می باشد.برگشت پذیر  بزرگ شکل های تغییر

ان دادن را بیان کرد. و از این تابع برای نش اولین ثابت کرنش نوشته شده بودندهایپرالاستیک که بر پایه 

[ یک مدل 22] و همکارانش لوپز رنش در مود های تغییر شکل مختلف استفاده کرد. ک –رفتار تنش 

آن دل د. مدنرا فرض کر ای تغییر شکل قابل بیان کردن بودهایپرالاستیک جدید که برای تمام بازه ه

[ مدل سازی یک پوسته ساخته شده از 23دوبای ] همانند مدل یئو بر پایه اولین ثابت کرنش بود. ها

[ 24مارکمن ] پلیمری الکترواکتیو را برای اولین شکل مود و فرکانس رزونانسی مدل سازی کرد. مواد

[ ویژگی 25,26فنگ و ژنگ ] مدل های هایپرالاستیک مختلف را برای مواد لاستیک مانند مقایسه کرد.

گاز  ربا ساختار میکروتیر و میرایی تحت فشا دی الکتریک یالاستومر های دینامیکی یک رزوناتور

[ 30,31دانایی و کرمی ] مورد بررسی قرار دادند که در آن از روش فیلم نازک استفاده کردند.را سطحی 

 یک میکرو پل رزوناتور را در مدل های یئو و نئوهوکین مورد مطالعه قرار دادند.

 محدودهرای دا است. پلیمرها وابسته پیشین کرنش های و بارگذاری نرخ دما، به شدیدا پلیمری مواد پاسخ

 بحرانی می باشند. در دمای لاستیکی و ویسکوالاستیک ای، شیشه حالت همچون رفتاری مختلف های

 قرار توجه مکانیکی قابل تغییرات تحت پلیمری ماده می شود، شناخته  ای شیشه گذار دمای نام که به

 تنش گذار، نزدیکی  دمای در و کرده عمل نرم رفتار با شیشه ای حالت همچون دما این زیر گیرد. در می

می  رخ مدول الاستیسیته در توجهی قابل افت گذار دمای خود در است. وابسته کرنش به نرخ شدیدا

 تنش بوده، رفتار الاستیک که به طوری می شود مشاهده ماده از لاستیکی رفتار دما بالای این در و دهد
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 رفتار این پلیمرها می یابد. تمام افزایش دما با نیز مدول و نداشته کرنش نرخ به قابل توجهی وابستگی

 پلیمرها، بین در دارد. ماده بستگی مولکولی ساختار به آن جزییات و رفتار هر اما محدوده دارند را کلی

 نظر مورد ماده که بوده رفتار الاستیک ترین ایده آل دارای الاستومرها همان یا اتصال عرضی  با پلیمرها

 رفتار .می زنند تقریب را رفتار الاستیکی چنین الاستیک هایپر مواد می باشد. پژوهش نیز این در ما

 :باشد می زیر های جنبه دارای لاستیکی ماده

 شکل  تغییر آدیاباتیک یا ثابت دمای در ماده وقتی به طوری که می باشد. ایده آل الاستیک ماده

 می باشد و این بارگذاری نرخ زا مستقل و بوده وابسته لحظه آن کرنش به تنش صرفا می یابد،

 یا دما هم شرایط در کرنش از بسته سیکل یک طی در دارد یعنی رفتار برگشت پذیر که

 انجام نمی شود. ماده روی کارخالصی هیچ آدیاباتیک،

 می کند. مقاومت حجمی تغییرات مقابل در شدیدا ماده 

 است مواد اکثر برابر 5−10حدود  در آن برشی مدول. 

 است. ماده جهت گیری از مستقل کرنش-تنش پاسخ یعنی است ایزوتروپیک ماده 

 می شود. سفت تر دهی حرارت اثر در ماده و بوده دما به وابسته برشی مدول 

 می کند آزاد حرارت خود از می شود کشیده ماده وقتی. 

 می کنند: پیروی زیر قوانین از هایپرالاستیک مواد تمامی

گرادیان  تانسور از تابعی که 𝑊کرنشی انرژی چگالی طریق از دهما برای کرنش و تنش رابطه (8)

𝑊می شود:  بیان است تغییر شکل = 𝑊(𝐹)  و نیز بدین معنی است که صرفا نیازمند کار .

با یک تابع اسکالر می باشیم. شکل کلی تابع چگالی انرژی کرنشی با آزمایشات مشخص شده 

 ی هر ماده خاص قابل حصول است.و فرمول استخراجی شامل ثوابتی است که برا
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اولیه  گیری جهت از مستقل ماده رفتار یعنی می شود فرض ایزوتروپیک نیافته، شکل تغییر ماده (5)

 چپ تغییرشکل تانسور از تابعی کرنشی انرژی چگالی تابع است. اگر بارگذاری به ماده نسبت

 است. ایزوتروپیک خودکار طور به حاصل سازگاری کوشی باشد معادله

 .می شود حاصل کرنشی انرژی چگالی به نسبت مشتق گیری طریق از کرنش-تنش رابطه (9)

 مدل سازی مواد هایپرالاستیک: 1-3-1

م تقسی کلی دسته دو به کرنشی، انرژی تابع از محققین کاربردهای به با توجه هایپرالاستیک مدل های

 شوند: می

 اگدن به یا ریولین سری مانند اشندمی ب کرنشی انرژی تابع ریاضی مفهوم از ناشی اول دسته 

 مدل ها مشکل این در ماده پارامترهای تعیین می گویند. پدیدارشناختی مدل های ،دسته این

 .شوند خطا به منجر است ممکن شکلشان تغییر محدوده از خارج در و بوده

 اول( مرتبه ریولین –ونی م مدلی )مون مدل 1-3-1-1

 چگالی انرژی تابع می باشد. وی خطی برشی، ساده بارگذاری تحت یکیلاست رفتار که کرد مشاهده مونی

 گرفت: نظر در زیر صورت به را کرنشی

(8-8) 𝑊 = 𝐶1(𝐼1 − 3) + 𝐶2(𝐼2 − 3)  

 برای گسترده طور به مدل اینهستند. ثابت اول و دوم کرنش  𝐼2و  𝐼1و  دو پارامتر ماده 𝐶2و  𝐶1که

 ( استفاده می شود.%555متوسط )زیر  کرنش با کیلاستی مواد

 ریولین  –ونی م مدل 1-3-1-2

𝐼1)از ای چندجمله سری های به 𝑊 بسط طریق از را پیشین مدل ریولین − 𝐼2)و (3 −  عمیمت (3

 داد:
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(8-5) 𝑊 = ∑ 𝐶𝑖𝑗(𝐼1 − 3)
𝑖(𝐼2 − 3)

𝑗

∞

𝑖=0 𝑗=0

   

𝐶00و  بوده دهما پارامترهای 𝐶𝑖𝑗که  =  مرتبه جملات به نظر مورد سری جملات معمولا .می باشد 0

 .است سوم مرتبه تا جملات برای پارامتر نه تعیین نیازمند مثال، عنوان به شود، می ختم و سوم دوم

 این صورت، هر در .می باشد کرنش ثوابت دیگر شکل های طریق از توسعه قابل بیان شده ریولین مدل

 .می شود استفاده بزرگ خیلی کرنش های برای کلاسیک صورت به کرنش انرژی از شکل

 میشود: بیان زیر صورت به ریولین -مونی پارامتری پنج و پارامتری سه مدل اخیر، رابطه طبق

(8-9) 𝑊 = 𝐶10(𝐼1 − 3) + 𝐶01(𝐼2 − 3) + 𝐶11(𝐼1 − 3)(𝐼2 − 3)  

𝑊 = 𝐶10(𝐼1 − 3) + 𝐶01(𝐼2 − 3) + 𝐶11(𝐼1 − 3)(𝐼2 − 3) + 𝐶20(𝐼1 − 3)
2      

(8-4) +𝐶02(𝐼2 − 3)
2 

 لاستیکی خالی مواد به -  پرنشده لاستیک ترکیبات برای ریولین – مونی مدل که شده اثبات مقالات، در

 مناسب است.، می گویند غیرآلی از مواد

 یئو مدل 1-3-1-3

ثابت  مقدار ( دارای𝐼2دوم ) کرنش ثابت آن در که داد پیشنهاد را دیگری لمد 8335 سال در یئو

 نمی شود: دخیل کرنشی انرژی تابع در و بوده کشیدگی

(8-2) 𝑊 =∑𝑐𝑖(𝐼1 − 3)
𝑖

3

𝑖=1

 

دومحوره  کشش تست نیازمند تنها و داشته همراه به پرشده  لاستیک برای را خوبی دقت مدل این

 هاست. داده با تطابق ایمتقارن بر
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 بیدرمن مدل 1-3-1-4

𝑖 با  جملات تنها ریولین -مونی معادله از بیدرمن = سه جمله اول از  ترتیب این به و نمود حفظ را 0

𝐼1   و جمله اول از𝐼2 داد: قرار مدنظر را 

(8-6) 𝑊 = 𝐶10(𝐼1 − 3) + 𝐶01(𝐼2 − 3) + 𝐶20(𝐼1 − 3)
2 + 𝐶30(𝐼1 − 3)

3  

 شد. الکساندر استفاده توسط آمیز موفقیت صورت به مدل این

 ویلسون  –هینس   مدل 1-3-1-1

کشیدگی تصمیم  ثوابت و کرنش ثوابت حسب بر کرنشی انرژی چگالی توصیف مقایسه از همکاران و جیمز

 گرفتند: سری از اول جمله شش حفظ به

𝑊 = 𝐶10(𝐼1 − 3) + 𝐶01(𝐼2 − 3) + 𝐶11(𝐼1 − 3)(𝐼2 − 3)                                     

(8-7) 𝐶20(𝐼1 − 3)
2 + 𝐶02(𝐼2 − 3)

2 + 𝐶30(𝐼1 − 3)
3 

 اگدن مدل 1-3-1-1

انرژی  چگالی او .نمود بیان کشیدگی ثوابت حسب بر را کرنشی انرژی چگالی اگدن، 8375 سال در

 داد: ارائه 𝑖=1,2,3(𝜆𝑖)حقیقی  توان های از سری یک صورت به را کرنشی

(8-1) 𝑊 =∑
𝜇𝑛
𝛼𝑛

𝑁

𝑛=1

(𝜆1
𝛼𝑛 + 𝜆2

𝛼𝑛 + 𝜆3
𝛼𝑛 − 3)  

 کنند: ارضاء را زیر شرط باید ماده پارامترهای که طوری به

(8-3) 𝜇𝑛𝛼𝑛 > 0         𝑛 = 1,… , 𝑁 

 فیزیکاساس  بر مدل ها استخراج اند. این قابل فیزیکی مفاهیم از که هستند مدل هایی از نوع دومین

 منجر میکروسکوپیک،پدیده های  به بسته امر این .می باشند آماری روش های و پلیمر زنجیرهای شبکه

 .است پیچیده کمی ریاضی آنهافرمول بندی  موارد اکثر در و می گردد متفاوتی کرنشی انرژی توابع به
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مدل ها  این .می باشند شبکه در پلیمری زنجیره های میکروسکوپیک پاسخ اساس بر فیزیکی مدل های

 دارند. تفاوت هم با  پاسخ به رسیدن در شده انجام فرض های بر اساس

  هوکین  –نئو  مدل 1-3-1-7

-مونی مدل با قتطاب در مدل این .است لاستیکی مواد برای موجود فیزیکی مدل ساده ترین مدل، این

𝐶2ریولین اما با یک پارامتر ) =  .می آید به دست مولکولی زنجیره ارتباط از حال عین در و ( بوده0

 متصلند هم به شیمیایی اتصالات با که بلند پذیر انعطاف های زنجیره از شبکه ای از طریق لاستیکی مواد

که  بوده شکل تغییر طی در آنتروپی تغییرات سبب به عمدتا شبکه این الاستیسیته .می شود حاصل

 ترلوآر .می گردد تعریف ماکرومولکولی زنجیره های از ممکن ترکیب های توسط تعداد نیز ماده آنتروپی

 گوسین استفاده و فرم انرژی کرنشی زیر را ارائه نمود: آماری توزیع از

(8-85) 𝑊 =
1

2
𝑛𝑘𝑇(𝐼1 − 3)   

 کربن برای ترلوآر .است مطلق دمای 𝑇و  بولتزمن ثابت 𝑘حجم،  حدوا در زنجیره چگالی 𝑛آن  در که

مقدار سیاه طبیعی
1

2
𝑛𝑘𝑇  تست  با مناسبی تطابق در وی مدل .آورد به دست مگاپاسکال5/5 برابر را

 .است بوده %25 از کمتر شکلهای تغییر در دومحوره تستهای و ساده برش های کشش،

 ایشیهارا مدل 1-3-1-8

را  ریولین سری مربوطه، معادلات خطی سازی از استفاده با و برده به کار را غیرگوسین تئوری اایشیهار

 آورد: به دست کرنشی انرژی چگالی برای

(8-88) 𝑊 = 𝐶10(𝐼1 − 3) + 𝐶20(𝐼1 − 3)
2𝐶01(𝐼2 − 3)  

در مدل  آن از پیش تا که دهبو  𝐼2کرنش ثابت شامل حاضر، مولکولی مدل که ساخت خاطرنشان باید

 بیدرمن یا مدل بر حاکم روابط به نزدیک ایشیهارا مدل ترتیب این به .بود نشده ظاهر فیزیکی های

 .باشد می ریولین -مونی



  89 

 

 کرنش ثوابت 1-3-2

 می باشد: تعریف قابل مختصات جهت به توجه بدون و گرین -کوشی راست تانسور طریق از کرنش ثوابت

(8-85) 𝐼1 = 𝜆1
2 + 𝜆2

2 + 𝜆3
2 = 𝑡𝑟(𝐶)  

(8-89) 𝐼2 = 𝜆1
2𝜆2
2 + 𝜆2

2𝜆3
2 + 𝜆1

2𝜆3
2 =

1

2
(𝐼1
2 − 𝑡𝑟((𝐶)2))  

(8-84) 𝐼3 = 𝜆1
2𝜆2
2𝜆3
2 = 𝐽2 = det(𝐶)   

 𝐶 کشیدگی  ثوابت و می باشد گرین-کوشی راست یا چپ تانسور𝜆𝑖(𝑖 =  مقادیر مربعی ریشه (1,2,3

 کشیدگی راست تانسور دترمینان ترتیب، همین به گرین می باشند.-کوشی راست یا چپ تانسور ویژه

 است:  𝐽با   برابر

(8-82) 𝐽 = det(𝑈) = 𝜆1𝜆2𝜆3   

 سودمندی رابطه و بوده کی برابر همواره  𝐽آنگاه  باشد تراکم ناپذیر ماده ، بررسی مورد مساله انندهم اگر

 می سازد: برقرار اصلی کشیدگی نسبت های بین را

(8-86) 𝐽 = 𝜆1𝜆2𝜆3 = 1  

 :کرد تعریف گرین -کوشی چپ شکل تغییر تانسور طریق از را کرنش ثوابت می توان ترتیب همین به

(8-87) 𝐼1 = 𝑡𝑟(𝐵) = 𝐵𝑘𝑘   

(8-81) 
𝐼2 =

1

2
(𝐼1
2 − 𝐵. 𝐵) =

1

2
(𝐼1
2 − 𝐵𝑖𝑘𝐵𝑘𝑖)  

(8-83) 𝐼3 = det(B) = 𝐽
2  

-کوشی چپ شکل تغییر تانسور برای نیز را زیر ثوابت مجموعه می توان فشردگی، قابل غیر مواد برای

 برد: به کار گرین

(8-55) 𝐼1̅ =
𝐼1
𝐽2/3

=
𝐵𝑘𝑘
𝐽2/3
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(8-58) 
𝐼2̅ =

𝐼2
𝐽4/3

=
1

2
(𝐼1̅

2
−
𝐵.𝐵

𝐽4/3
) =

1

2
(𝐼1̅

2
−
𝐵𝑖𝑘𝐵𝑘𝑖
𝐽4/3

) 

(8-55) 𝐽 = √𝑑𝑒𝑡𝐵  

 که شود می بیان ای معادله طریق از ایزوتروپیک هایپرالاستیک ماده برای سازگاری قانونهم چنین 

 مرتبط ایزوتروپیک ماده برای کرنش تانسور ثابت سه یا لشک تغییر گرادیان به را کرنشی انرژی چگالی

 :کند می

(8-59) 𝑊(𝐹) = 𝑈(𝐼1, 𝐼2, 𝐼3) = 𝑈̅(𝐼1̅, 𝐼2̅, 𝐽) = 𝑈̃(𝜆1, 𝜆2, 𝜆3) 

 شدیدا لاستیکی مواد اکثر .شود حاصل کرنشی انرژی چگالی مشتقگیری از باید کرنش – تنش رابطه

در  .شوند می زده تقریب فشرده قابل غیر مواد صورت به لذا و کنند می مقاومت جمح تغییر مقابل در

𝐽برای حفظ حجم باید  هایپرالاستیک مواد به مختص های مدل =  انرژی چگالیباشد و هم چنین  1

دهد که هر مدل ماده به کدام  ( نشان می8-8جدول ) .باشد می کرنش ثابت دو از تابعی صرفا کرنشی

 . [15]مترها وابستگی داردیک از پارا

 پارامترها به کیپرالاستیها یها مدل یوابستگ( : 8-8) جدول

 مدل ثوابت گرین  –کوشی  ثوابت کرنش

𝐼2 𝐼1 ماده کشش 

× ×  Moony-Rivlin 

 ×  Yeoh 

 ×  Neo-Hookean 

  × Ogden 

 ×  Humphrey 

  × Martins 

× ×  Westmann 
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 مواد هایپرالاستیک: ضرایبتعیین  1-3-3

در  مواد های ویژگی تا است ضروری طراحی، همچون مواردی در شده ارائه مدل های از استفاده برای

استفاده می  مدل ضرایب استخراج برای تست ها از ترکیبی که زمانی .شود تعیین تست، مناسب شرایط

 از: عبارتند تست ها ینا .گردند تعیین یکسان کرنش نرخ و دما در باید ها داده این شود،

 تک محوره کشش تست  (1)

 ای صفحه برش تست (2)

 دومحوره کشش تست (3)

 تک محوره کشش تست 1-3-3-1

 انجام برای .می کند تعیین صفحه ای تنش تحت را ماده ویژگی های [15] تک محوره کشش تست

 نسبت کششی جهت در باید آزمایش مورد نمونه کششی، خالص کرنش آوردن به دست و برای تست این

 به می توان محدود المان تحلیل از که است ذکر قابل .باشد بیشتری طول دارای و ضخامت عرض به

 .باشد عرض برابر ده حداقل نمونه طول تا است نیاز که دست یافت امر این

 

 ( : تست کشش تک محوره7-8شکل )
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 با: بود خواهد برابر کشش از ناشی کرنش

(8-54) 𝜆1 =
𝐿

𝐿0
          𝜆2 = 𝜆3 = 𝜆1

−1/2
   

 :شود می بیان زیر روابط با کشش از ناشی تنش

(8-52) 𝜎1 = 𝜎 =
𝐹

𝐴0
    ,     𝜎2 = 𝜎3 = 0    

 می باشد. نمونهسطح اولیه  𝐴0بار اعمالی و  𝐹تنش،  𝜎که 

 تفاوت .است موجود لاستیک پلاستیک و برای تک محوره کشش تست برای مختلف استانداردهای

 تست های .می باشد بارگذاری سرعت و نمونه هندسه در لاستیک، و پلاستیک برای روش ها بین اصلی

  انجام می گردد. (7-8) شکل طبق استخوانی نمونه روی بر مربوطه

 ای صفحه برش تست 1-3-3-2

 مورد آزمایش نهنمو در جنبه مهم ترین .است خالص برش تست همچون صفحه ای، برش تست در تنش

 یعنی: می باشد، عرضش به نسبت کوتاه تر بسیار کشش راستای در نمونه بعد که است این

(8-56) 𝑤 ≥ 10𝐿 

 برابر طول به عرض نسبت کمینه که می شود توصیه .می باشد نمونه عرض 𝑤و  طول 𝐿شکل  طبق که

درگیر  با میلی متر و 65طول  متر و میلی 555 عرض با نمونه روی آزمایشگاهی مطالعات .باشد چهار

 بی تاثیر کرنش -بر منحنی تنش 85تا  4طول  به عرض نسبت که داد نشان مختلف طول های کردن

 در گونه می شود، انجام تک محوره کشش تست در که صفحه ای تنش جای به اینجا در است پس

 می گیرد. قرار آزمایش مورد کرنش صفحه ای حالت
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 صفحه ای ( : تست برش1-8شکل )

 .بود خواهد زیر صورت به ای صفحه کرنش تست، به توجه : با صفحه ای کرنش

(8-57) 𝜆1 =
𝐿

𝐿0
        𝜆2 = 𝜆1

−1     𝜆3 = 1  

𝜆𝑖(𝑖که  =  .است ثانویه طول 𝐿و  اولیه طول 𝐿0بار،  اعمال جهت در کشیدگی نسبت های (1,2,3

 .می باشد زیر در شده داده نشان روابط دارای نیز ای صفحه تنش  :صفحه ای تنش

(8-51) 𝜎1 = 𝜎        𝜎2 = 0       𝜎3 ≠ 0 

 محوره دو کشش تست 1-3-3-3

 نشان شکل در آن واره طرح که است متعامد راستای دو در کششی تنش های اعمال نیازمند تست این

 .است شده داده

 

 ( : تست کشش دو محوره3-8شکل )
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 :با است برابر رنشک

(8-53) 𝜆1 = 𝜆2 = 𝜆 =
𝐿

𝐿0
       𝜆3 = 𝜆

−2  

 .است هم بر عمود راستای دو در کشیدگی 𝜆که 

 :است زیر صورت به تنش

(8-95) 𝜎1 = 𝜎2 = 𝜎       𝜎3 = 0   

 

 

 

 تک محورهاز تست کشش  مختلف های ضرایب ماده هایپرالاستیک برای مدلمقادیر ( : 5-8جدول )

 مدل ماده سیلیکونی لاستیک  نرم بافت

  تعداد ضریب ضریب تعداد ضریب ضریب

81215/5 9 36436/5 9 Moony-Rivlin 

55219/5-  32199/5-   

554824/5 4 54865/5 9 Yeoh 

525729/5  83377/5   

589833/5-  55248/5   

52445/5 5 49698/5 5 Neo-Hookean 

552544/5 96 41329/5 892 Ogden 

7522/2  95579/8   

552544/5  79749/5   

7522/2  32646/5   

552544/5  65553/5-   
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7522/2  92566/8   

553941/5 7 54655/8 85 Humphrey 

4393/8  56728/5   

29329/5 73 67165/5 7 Martins 

55865/5-  55444/5-   

73957/5  62651/5   

49553/5  49573/8   

555317/5 2 41446/5 85 Westmann 

5283/8  86165/5   
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و  کرنشی انرژی تابع مناسب انتخاب به بستگی هایپرالاستیک مواد آمیز موفقیت طراحی و مدل سازی

 ماده مشخصه های تعیین برای لازم تست های تمامی معمولا .دارد تابع در ضرایب صحیح تعیین

 هزینه .است موجود معمول طور به تک محوره کشش تست تنها .نمی باشد دسترس در هایپرالاستیک

 برای .است کرده محدود را آنها از استفاده برشی، و دومحوره همچون کشش تست هایی انجام الایب

در جدول  .می باشد خاص بست و چفت یک یا قیمت گران تست نیازمند ماشین دومحوره تست مثال،

( مقادیر ضریب ماده هایپرالاستیک برای مدل های مختلف آزمایشگاهی از تست کشش تک محوره 8-5)

 . [15]شان داده می شودن

 آزمایشگاهی اطلاعات سری از یک به سازگاری باید معادلات در مجهول پارامترهای استخراج برای

 در .یافت دست مقادیر مجهول به آنها با تئوریک مدل های تطبیق طریق از سپس و داشت دسترسی

 ترلوآر کار به مربوط ها داده هایآن بین از که بوده اندک اعتماد قابل آزمایشگاهی تعداد کارهای مجموع

 افراد توسط هایپرالاستیک با مدل های تطبیق است. کار داشته محققین بین در را استفاده بیش ترین

 پارامترهای عددی مقادیر عنوان آنها به نتایج از اینجا در که انجام شده نوع تست به توجه با مختلف

 می شود. استفاده معادله در مجهول
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 دی الکتریکی الاستومری داری و چندشاخگی در رزوناتورهاپای 1-4

 . ولتاژ بحرانی ایولتاژ ناپایداری استدی الکتریک، های وعات موثر در رزوناتوریکی از مهم ترین موض

. هنگامی که ولتاژ از طریق الکترودها اعمال می شود، لایه  [32]که در آن پرش جابجایی ناگهانی دارد

باز می شود. از آنجایی که ساختار میکرو  طولفشرده شده و در جهت  امتضخالاستومر در جهت 

مانی که ولتاژ ز ک و نیروی مکانیکی بالانس می شوداستاتیدو نیرو به نام های نیروی الکترورزوناتور بین 

اعمالی افزایش پیدا می کند هر دو این نیروها افزایش پیدا می کنند. در هنگامی که ولتاژ به مقدار 

می یی جابجا، ناپایداری ولتاژ اتفاق می افتد. به علاوه، افزایش ولتاژ باعث پرش ناگهانی رسید رانیبح

سبب  به دی الکتریک ی. تحقیقات بسیاری در جهت توسعه و آنالیز ناپایداری ولتاژ در رزوناتورهاشود

نامیکی تحت ولتاژ [ رزونانس غیر خطی و ناپایداری دی33یونس ] رفتار غیرخطی  در آن ها شده است.

[ یک مدل تئوری برای پیش بینی 34یان ] را در رزوناتورهای الکترواستاتیک مورد مطالعه قرار داد.

ولتاژ  –[ یک پاسخ دامنه 35کرانتو ] ه کرد.ر میکرو کانال های رزوناتوری ارائاثرات ناپایداری ولتاژ د

ار و یک سر گیرد به صورتآن رزوناتور غیرخطی از تحریک الکترواستاتیک متناوب گزارش کرد که در 

[ ناپایداری ولتاژ دینامیکی را تحت ولتاژ مستقیم، با 36چاو ] در بازه تحریکات سخت شوندگی بود. 

 استفاده از روش المان محدود و داده های آزمایشگاهی پیش بینی کرد.

رایه شده تحقیقاتی ا لکتریکدی ا یالاستومر در ارتباط با رفتار چندشاخگی و پاسخ های کیفی رزوناتور

 وجود بیاید.ه ب  که نشان می دهد پدیده چندشاخگی در سیستم های میکرو الکترومکانیکی می تواند

[ یک میکروتیر نگهدارنده ولتاژ که توسط دو ورق رسانا پوشش داده شده است را 37عزیزی و مبکی ]

ولتاژ علت یک چندشاخگی سدل در این سیستم قرار دادند. آن ها نشان دادند که ناپایداری  مطالعهمورد 

[  پدیده چندشاخگی را در میکروتیر الکترواستاتیک با ترکیب ولتاژهای 38,39هاست. نایفه و ناجار ]

[ رفتار دینامیکی غیر خطی یک رزوناتور میکرو 40روهد ] مستقیم و متناوب بررسی کردند.

[ هم چنین رفتار 41پالی ] آورد. به دستپارامتری صورت ه تحریک ب گرفتندر نظر با الکترومکانیک را 
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[ رفتار 42شارما ] یری دافع انرژی نشان داد.ه کارگبا ب را دینامیکی رزوناتور میکرو الکترومکانیک

 چندشاخگی وسایل دی الکتریک ساخته شده از مواد نرم را مورد مطالعه قرار داد.

یک میکروتیر  به صورتکه دی الکتریک  ستومریالا ساختار رزوناتوربا توجه به در این مطالعه، 

ساندویچی که از دو لایه الکترود الاستیک در دو طرف و یک لایه الاستومر هایپرالاستیک در وسط تیر 

دست می آید که به شناختن دینامیک و عملکرد بهتر رزوناتور کمک می کند. ه است، معادله حرکت ب

استفاده  معمولیحرکت از جزئی به  دیفرانسیل معادله یلتبدگالرکین برای  گسسته سازی از تکنیک

تقریبی معادله حاکم بر  - آوردن حل تحلیلی به دستمقیاس های زمانی چندگانه برای  می شود. روش

در مجاورت حالت های تعادل بررسی رزوناتور پایداری  در ادامه[. 43,44کار گرفته می شود ]ه حرکت، ب

نسبت های مختلف  ندشاخگی نیز به ازای مقادیر مختلف ولتاژ اعمالی،می شود. به علاوه، پدیده چ

 فرکانس پارامتر تنظیم و دامنه نیروی تحریک بررسی می گردد.  ضخامت لایه ها،
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 استخراج معادله حرکت میکروتیر ساندویچی 2-1

. ده استشبه صورت یک میکرو تیر ساندویچی سه لایه در نظر گرفته  کدی الکتری الاستومررزوناتور 

ده سط بعنوان هسته تشکیل شاین میکروتیر از دو لایه الکترود رسانا در بالا و پایین، و یک لایه در و

ن و هسته از جنس ماده هایپرالاستیک می باشد. هنگامی که ولتاژ واز جنس سیلیک است. الکترودها

 تغییر شکل در ساختار لایه الاستومر ایجاد می شود ر دو سر الکترود اعمال می شود، یکد 𝑉الکتریکی 

کی یک میدان الکتریهم چنین این ولتاژ،  این لایه می شود.نازک شدن ضخامت و افزایش طول  که سبب

 بین دو لایه الکترود همانند خازن ایجاد می کند.

 کروتیرکه قسمت هایپرالاستیک می شده استنظر گرفته شماتیک میکرو تیر ساندویچی به صورت زیر در 

. دو سر  می باشد  𝐿 ، و طول آن 𝑏میکروتیر  پهنای ، 𝜏 ، لایه نازک الکترود با ضخامت ℎ ضخامت با

در امتداد  𝑦در مرکز و امتداد طول ،  𝑥محورهایشود. میکروتیر به صورت گیردار در نظر گرفته می

,𝑤(𝑥ت میکروتیر هستند. در امتداد ضخام 𝑧عمق و  𝑡)  خیز میکروتیر در امتداد محور𝑥  و در زمان

𝑡 .می باشد 

 

( : میکروتیر ساندویچی8-5شکل )  
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آوردن معادلات غیر خطی حرکت، میکروتیر ساندویچی سه لایه با فرض های زیر در نظر  به دستبرای 

 گرفته می شود:

  در  جابجایی های عرضی ده و فرض می شودصرف نظر شصفحه میانی از جابجایی های طولی

𝑤ℎ با هم برابر باشند،  یک مقطع = 𝑤𝑒
𝑡 = 𝑤𝑒

𝑏اتصال بین سطوح تیر هنگام حرکت  یعنی

 و ارتعاش همواره برقرار باشند.

  وجود نداردبین لایه الاستومر و الکترودها لغزش. 

  الاستومر هایپرالاستیک( تراکم ناپذیرincompressible)  و الکترودها ایزوتروپیک و همگن

 هستند.

  ی میبرنولی کلاسیک مدل ساز –ویژگی های سینماتیکی میکروتیر بر پایه تئوری تیر اویلر  

 شوند.

 .مدل ماده هایپرالاستیک یئو برای ماده الاستومر غیر خطی استفاده می شود 

باشند، آنگاه مولفه های جابجایی ی م𝑤  عرضی میکروتیر برابر که جابجایی و این (8-5)با توجه به شکل 

 در لایه هایپرالاستیک برابر خواهند بود با: هر نقطه از سطح مقطع

(5-8) 𝑢ℎ = −𝑧ℎ
𝜕𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
,   𝑣ℎ = 0,    𝑤ℎ = 𝑤(𝑥, 𝑡)  

هایپر الاستیک  در لایه 𝑧و  𝑥  ،𝑦به ترتیب مولفه های جابجایی در راستای  𝑤و  𝑢ℎ  ،𝑣ℎکه در آن 

 می باشند.

میکروتیر تحت خیز بزرگ می باشد در نتیجه نمی توان از رابطه کلاسیک بیان کرنش بر حسب جابجایی، 

εیعنی رابطه 
𝑖𝑗
=
(𝑢𝑖𝑗+𝑢𝑗𝑖)

2
استفاده نمود. بلکه به جای آن باید از مفهوم کرنش لاگرانژی بهره برد.   

انژی در خیز بزرگ برای هر مولفه از تانسور کرنش، از جملات کوچک پس از اعمال تعریف کرنش لاگر

 -. هم چنین طبق اصل اویلرصرف نظر می شود نیز طولی مکان و ارتعاشاز تغییر .صرف نظر می شود
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جملات غیر خطی مرتبط با  برنولی مقطعی که صفحه تخت می باشد بعد از خمش تخت باقی می ماند.

𝑤 در نهایت مولفه های کرنش میکروتیر  یمانده همان رابطه فون کارمن است.می باشند که مولفه باق

 ساندویچی در لایه هایپرالاستیک نتیجه می شوند:

(5-5) 𝜀
𝑥𝑥ℎ

≈ −𝑧ℎ
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
1

2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

  

(5-9) 𝜀
𝑥𝑦ℎ

= 𝜀𝑦𝑥ℎ = 𝜀𝑧𝑧ℎ ≈ 0  

(5-4) 𝜀𝑥𝑦ℎ = 𝜀𝑦𝑥ℎ = 𝜀𝑦𝑦ℎ = 𝜀𝑦𝑧ℎ = 𝜀𝑧𝑦ℎ = 0  

از آنجا که می توان ثوابت کرنش را بر اساس ثوابت کشیدگی بیان نمود و خود ثوابت کشیدگی از تانسور 

ی گرین راست را م -می آیند، تانسور کرنش لاگرانژی و تانسور کوشی به دستگرین راست  -کوشی

 آورد؛ به دستتوان 

 𝐸 :تانسور کرنش لاگرانژی با محاسبات ارائه شده برابر است با 

(5-2) 𝐸 =
1

2
[
2𝜀𝑥𝑥ℎ 0 0

0 0 0
0 0 0

]  

 𝐶 گرین راست نیز عبارت است از: -تانسور کوشی 

(5-6) 𝐸 =
(𝐶 − 𝐼)

2
  

(5-7)  𝐶 = 2𝐸 + 𝐼 = [
2𝜀𝑥𝑥ℎ + 1 0 0

0 1 0
0 0 1

]  

گرین می باشند.  -ریشه مربعی مقادیر ویژه تانسور چپ یا راست کوشی 𝜆𝑖کشیدگی از طرفی ثوابت 

گرین تعریف شده در معادله بالا و یافتن ریشه مربعی مقادیر ویژه -بنابراین توسط تانسور راست کوشی

 برابر خواهند بود با: 𝜆𝑖آن، مقادیر 

(5-1) 𝜆1 = 1 ,    𝜆2 = 1 ,     𝜆3  = √1 + 2𝜀𝑥𝑥ℎ        
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 ثوابت کرنش به صورت زیر محاسبه می شوند؛ (7-5ه )ابطبا توجه به ر

(5-3) 𝐼1 = 𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐶) = (2𝜀𝑥𝑥ℎ + 1) + (1) + (1) = 2𝜀𝑥𝑥ℎ + 3  

 
𝐼2 =

1

2
(𝐼1

2 − 𝑇𝑟𝑎𝑐𝑒(𝐶2)) = {(4𝜀𝑥𝑥ℎ
2 + 12𝜀𝑥𝑥ℎ + 9) −  

(5-85) ((4𝜀𝑥𝑥ℎ
2 + 4𝜀𝑥𝑥ℎ + 1) + (1) + (1))} =  4𝜀𝑥𝑥ℎ + 3 

ی در نظر گرفته م تراکم ناپذیراز آنجا که ماده الاستومر هایپر الاستیک مورد نظر در مدل میکروتیر، 

𝐼3 با در نظر گرفتن رابطه  شود، هم چنین = 𝜆1
2𝜆2

2𝜆3
2 = 𝐽2 = det (𝐶)  برای  باید این کهو

𝐽ثابت ماندن حجم  = باشد. بنابراین چگالی انرژی کرنشی در مواد هایپر الاستیسیته صرفا بر اساس   1

 دو ثابت کرنش اولیه بیان می گردد.

از طرفی هنگامی که دو لایه الکترود در بالا و پایین میکروتیر روزوناتور تحت تحریک توسط اتصال به 

گشته  𝑄+و دیگری دارای بار  𝑄–، یکی از این صفحات دارای بار قرار می گیرند 𝐷𝐶یک منبع ولتاژ 

آمدن یک میدان الکتریکی در دی الکتریک هایپر الاستیک به صورت ایجاد  به وجودو این امر منجر به 

ساختار دی  درتغییر شکل ، یک 𝐷𝐶یک خازن می گردد. این میدان الکتریکی ایجاد شده توسط ولتاژ 

می آید. این امر باعث کشیدگی در صفجات میانی ماده هایپرالاستیک می  به وجود الکتریک الاستومر

𝐿1شود. اگر ابعاد اولیه رزوناتور   = 𝐿  ،𝐿2 = 𝑏  و𝐿3 = 𝑑 = ℎ + 2𝜏  باشند، در اثر اعمال ولتاژ

آن  کاهش یافته و برای ثابت ماندن حجم، مساحت 𝑤در جهت بین دو الکترود بالا و پایین ضخامت آن 

بار الکتریکی اعمالی به صفحات  𝑄زیاد می شود. جابجایی الکتریکی اسمی با رابطه زیر بیان می شود که 

 رساناست؛

(5-88) 𝐷̃ =
𝑄

𝐿1𝐿2
  

 

 تابع چگالی انرژی میدان الکتریکی در میکروتیر برابر است با:
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(5-85) 𝜙(𝜆1, 𝜆2, 𝐷̃) =
𝐷̃2𝜆1

−2𝜆2
−2

2𝜖
 

همواره برابر یک بوده و رابطه زیر بین  𝐽 ،می باشد، برای ثابت ماندن حجم تراکم ناپذیرماده الاستومر 

 نسبت های کشیدگی برقرار است:

(5-89) 
𝐽 = 𝜆1𝜆2𝜆3 = 1      ⟶       

1

𝜆1𝜆2
= 𝜆3 

 ا صفحات موازی به صورت زیر است:برای خازن ب 𝑄و بار  𝑉، ولتاژ  𝑐ارتباط بین ظرفیت 

(5-84) 𝑐 =
𝑄

𝑉
      ⟶       𝑄 = 𝑐𝑉 

 که ظرفیت خازن برای دی الکتریک هایپر الاستیک برابر است با:

(5-82) 𝑐 = 𝜖
𝐴

𝑑
 

مساحت  𝐴فاصله بین صفحات الکترود و  𝑑ماده هایپر الاستیک ،  ثابت دی الکتریک برای 𝜖که در آن 

 به صورتتابع چگالی انرژی میدان الکتریکی  𝜙 (،82-5( تا )88-5)با ادغام روابط  صفحات می باشد.

 استخراج می شود: زیر

 
𝜙(𝜆1, 𝜆2, 𝐷̃) =

𝑄2𝜆3
2

2𝜖𝐿1
2𝐿2

2 =
𝐶2𝑉2𝜆3

2

2𝜖𝐿1
2𝐿2

2 =
𝜖2𝑉2𝜆3

2𝐴2

2𝜖𝐿1
2𝐿2

2𝑑2
=
𝜖𝑉2

2𝑑2
𝜆3
2 

(5-86) 𝜙(𝜆1, 𝜆2, 𝐷̃) = (
𝜖𝑉2

2𝑑2
) (1 + 2𝜀𝑥𝑥ℎ) =

𝜖𝑉2

2𝑑2
+ (
𝜖𝑉2

𝑑2
) 𝜀𝑥𝑥ℎ 

 مدل یئو: 2-1-1

ستیک لایه هایپرالاچگالی انرژی کرنشی مدل یئو با در نظر گرفتن چگالی انرژی میدان الکتریکی در 

 ست از:ا عبارت

(5-87) 𝑊(𝜆1, 𝜆2, 𝐷̃) = 𝑈(𝜆1, 𝜆2) + 𝜙(𝜆1, 𝜆2, 𝐷̃)  
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 -دی تابع چگالی انرژی میدان الکتریکی 𝜙تابع چگالی انرژی کرنشی ماده هایپرالاستیک و  𝑈که 

 الکتریک الاستومر می باشند.

(5-81) 𝑊 = 𝑐1(𝐼1 − 3) + 𝑐2(𝐼1 − 3)
2 + 𝑐3(𝐼1 − 3)

3 + (
𝜖𝑉2

2𝑑2
)𝜆3

2    

 به صورترابطه چگالی انرژی در لایه میانی میکروتیر  (81-5)در رابطه  𝜆3و  𝐼1با جایگذاری روایط 

 زیر در می آید:

𝑊 = 𝑐1 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

− 2𝑐1𝑧ℎ (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
) + 𝑐2 (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
4

− 4𝑐2𝑧ℎ (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)      

 +4𝑐2𝑧ℎ
2 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

2

+ 𝑐3 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
6

− 6𝑐3𝑧ℎ (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
4

(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
) 

            +12𝑐3𝑧ℎ
2 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

2

− 8𝑐3𝑧ℎ
3 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

3

+
𝜖𝑉2

2𝑑2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

 

(5-83)               −𝑧ℎ
𝜖𝑉2

𝑑2
(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
) +

𝜖𝑉2

2𝑑2
 

 انرژی کرنشی که انتگرال حجمی چگالی انرژی کرنشی است رابطه زیر را خواهد داشت:

(5-55) 

Π
ℎ
= ∫ ∫ ∫ [(𝑐1 +

𝜖𝑉2

2𝑑2
) (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

− (2𝑐1 +
𝜖𝑉2

𝑑2
)𝑧ℎ (

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

𝑙

0

𝑏

0

ℎ
2

−
ℎ
2

+ 𝑐2 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
4

− 4𝑐2𝑧ℎ (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
) + 𝑐3 (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
6

+ 4𝑐2𝑧ℎ
2 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

2

− 6𝑐3𝑧ℎ (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
4

(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

− 8𝑐3𝑧ℎ
3 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

3

+ 12𝑐3𝑧ℎ
2 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

2

+
𝜖𝑉2

2𝑑2
] 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧ℎ 
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 ر لایه هایپرالاستیک بعد از انتگرال گیری فوق، نتیجه می شود:انرژی پتانسیل میکروتیر ساندویچی د

Π
ℎ
= (𝑐1 +

𝜖𝑉2

2𝑑2
)𝐴ℎ∫ (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

𝑑𝑥 + 12𝑐3𝐼ℎ∫ (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

2

𝑑𝑥
𝑙

0

𝑙

0

              

+ 𝑐2𝐴ℎ∫ (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
4

𝑑𝑥+𝑐3𝐴ℎ∫ (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
6

𝑑𝑥
𝑙

0

𝑙

0

 

(5-58) +4𝑐2𝐼ℎ∫ (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

2

𝑑𝑥 +
𝑙

0

𝜖𝑉2

2𝑑2
𝐴ℎ𝑏𝑙 

باشد، آنگاه مولفه های جابجایی هر نقطه از سطح 𝑤  اگر جابجایی عرضی برابر، ر لایه الکترود بالایید

 مقطع برابر خواهد بود با:

(5-55) 𝑢𝑒
𝑡 = −𝑧𝑒

𝑡
𝜕𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
 ,   𝑣𝑒

𝑡 = 0 ,   𝑤𝑒
𝑡 = 𝑤(𝑥, 𝑡) 

𝑢𝑒که در آن 
𝑡  ،𝑣𝑒

𝑡  و𝑤  به ترتیب مولفه های جابجایی در راستای𝑥  ،𝑦  و𝑧  در لایه الاستیک بالایی

با اعمال مفهوم کرنش لاگرانژی برای  لایه بالایی نیز هم چنین تحت خیز بزرگ قرار دارد. می باشند.

 هر مولفه از تانسور کرنش ، صرف نظر از جملات کوچک و نیز جابجایی طولی، نتیجه می دهد:

(5-59) 𝜀𝑥𝑥𝑒
𝑡 ≈ 𝑧𝑒

𝑡
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
1

2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

 

(5-54) 𝜀𝑥𝑧𝑒
𝑡 = 𝜀𝑧𝑥𝑒

𝑡 = 𝜀𝑧𝑧𝑒
𝑡 ≈ 0 

(5-52) 𝜀𝑥𝑦𝑒
𝑡 = 𝜀𝑦𝑥𝑒

𝑡 = 𝜀𝑦𝑦𝑒
𝑡 = 𝜀𝑦𝑧𝑒

𝑡 = 𝜀𝑧𝑦𝑒
𝑡 = 0 

 که مولفه باقیمانده همان مولفه محوری فون کارمن است.

ه بانرژی پتانسیل برای ماده الاستیک با استفاده از تابع انرژی کرنشی و انتگرال گیری حجمی از آن 

 د.می آی دست

(5-56) 𝑉 =
1

2
∫𝜎𝜀 𝑑𝑣        

𝜎=𝐸𝜀
→            𝑉 =

1

2
∫𝐸𝜀2 𝑑𝑣 
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 می دهد؛ به دست (56-5)در  (59-5)جایگذاری رابطه 

 𝑉𝑒
𝑡 =

1

2
∫ ∫ ∫ 𝐸𝑒

𝑡𝜀𝑥𝑥𝑒
𝑡 2 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧𝑒

𝑡
𝑙

0

𝑏

0

ℎ
2
+𝜏

ℎ
2

                                                                  

(5-57) =
1

2
∫ ∫ ∫ 𝐸𝑒

𝑡[𝑧𝑒
𝑡
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
1

2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

]2 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧𝑒
𝑡

𝑙

0

𝑏

0

ℎ
2
+𝜏

ℎ
2

 

 .ل گیری نتیجه می شودانرژی پتانسیل لایه الاستیک الکترود بالایی میکروتیر ، بعد از انتگرا

(5-51) 𝑉𝑒
𝑡 =

1

2
∫ 𝐸𝑒

𝑡𝐼𝑒
𝑡 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

2

𝑑𝑥
𝑙

0

+
1

2
∫
1

4
𝐸𝑒
𝑡𝐴𝑒
𝑡 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
4

𝑑𝑥
𝑙

0

 

یی هر باشد، آنگاه مولفه های جابجا𝑤  اگر جابجایی عرضی میکروتیر برابربرای لایه الکترود پایینی نیز 

 نقطه از سطح مقطع خواهند شد؛ 

(5-53) 𝑢𝑒
𝑏 = −𝑧𝑒

𝑏
𝜕𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
 ,   𝑣𝑒

𝑏 = 0 ,    𝑤𝑒
𝑏 = 𝑤(𝑥, 𝑡) 

𝑢𝑒که در آن 
𝑏  ،𝑣𝑒

𝑏  و𝑤  به ترتیب مولفه های جابجایی در راستای𝑥  ،𝑦  و𝑧  در لایه الاستیک پایینی

ستیک پایینی نیز تحت خیز بزرگ قرار دارد با اعمال مفهوم کرنش لاگرانژی برای هر لایه الا می باشند.

 مولفه از تانسور کرنش ، صرف نظر از جملات کوچک و نیز جابجایی طولی، نتیجه می دهد؛

(5-95) 𝜀𝑥𝑥𝑒
𝑏 ≈ 𝑧𝑒

𝑏
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
1

2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

   

(5-98) 𝜀𝑥𝑧𝑒
𝑏 = 𝜀𝑧𝑥𝑒

𝑏 = 𝜀𝑧𝑧𝑒
𝑏 ≈ 0   

(5-95) 𝜀𝑥𝑦𝑒
𝑏 = 𝜀𝑦𝑥𝑒

𝑏 = 𝜀𝑦𝑦𝑒
𝑏 = 𝜀𝑦𝑧𝑒

𝑏 = 𝜀𝑧𝑦𝑒
𝑏 = 0 

 که مولفه باقیمانده همان مولفه محوری فون کارمن است.

 زیر به صورتمانند لایه بالایی میکروتیر  (56-5)انرژی پتانسیل تیر الاستیک پایینی با استفاده از رابطه 

 محاسبه می شود؛
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 𝑉𝑒
𝑏 =

1

2
∫ ∫ ∫ 𝐸𝑒

𝑏𝜀𝑥𝑥𝑒
𝑏2 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧𝑒

𝑏
𝑙

0

𝑏

0

−
ℎ
2
−𝜏

−
ℎ
2

                                                               

(5-99) =
1

2
∫ ∫ ∫ 𝐸𝑒

𝑏[𝑧𝑒
𝑏
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
1

2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

]2 𝑑𝑥 𝑑𝑦 𝑑𝑧𝑒
𝑏

𝑙

0

𝑏

0

−
ℎ
2
−𝜏

−
ℎ
2

 

 زیر استخراج می شود؛ به شکلکه پس از انتگرال گیری انرژی پتانسیل لایه بالایی 

(5-94) 𝑉𝑒
𝑏 =

1

2
∫ 𝐸𝑒

𝑏𝐼𝑒
𝑏 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

2

𝑑𝑥
𝑙

0

+
1

2
∫
1

4
𝐸𝑒
𝑏𝐴𝑒

𝑏 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
4

𝑑𝑥
𝑙

0

 

ه بکه در نهایت از جمع انرژی های پتانسیل لایه های مختلف، انرژی پتانسیل میکروتیر ساندویچی 

 می آید. دست

Π = 𝑉𝑒
𝑡 + 𝑉𝑒

𝑏 + Πℎ =
1

2
∫ 𝐸𝑒

𝑡𝐼𝑒
𝑡 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

2

𝑑𝑥
𝑙

0

+
1

2
∫
1

4
𝐸𝑒
𝑡𝐴𝑒
𝑡 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
4

𝑑𝑥
𝑙

0

           

+
1

2
∫
1

4
𝐸𝑒
𝑏𝐴𝑒

𝑏 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
4

𝑑𝑥 + (𝑐1 +
𝜖𝑉2

2𝑑2
)𝐴ℎ∫ (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

𝑑𝑥 + 𝑐2𝐴ℎ∫ (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
4

𝑑𝑥
𝑙

0

𝑙

0

𝑙

0

 

+
1

2
∫ 𝐸𝑒

𝑏𝐼𝑒
𝑏 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

2

𝑑𝑥
𝑙

0

+ 4𝑐2𝑧ℎ∫ (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

2

𝑑𝑥 +
𝑙

0

𝑐3𝐴ℎ∫ (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
6

𝑑𝑥
𝑙

0

          

(5-92) +12𝑐3𝐼ℎ∫ (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

2

𝑑𝑥 +
𝑙

0

𝜖𝑉2

2𝑑2
𝐴ℎ𝑏𝑙   

 زیر بیان می شود: به صورتکه پس از ساده سازی و تلفیق انتگرال ها 

Π =
1

2
∫ (𝐸𝑒

𝑡𝐼𝑒
𝑡 + 𝐸𝑒

𝑏𝐼𝑒
𝑏) (

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

2𝑙

0

+∫ (𝑐2𝐴ℎ +
(𝐸𝑒
𝑡𝐴𝑒
𝑡 + 𝐸𝑒

𝑏𝐴𝑒
𝑏)

8
) (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
4

𝑑𝑥
𝑙

0

 

+𝑐1𝐴ℎ∫ (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

𝑑𝑥 + 4𝑐2𝐼ℎ∫ (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

2

𝑑𝑥
𝑙

0

+ 𝑐3𝐴ℎ∫ (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
6

𝑑𝑥  
𝑙

0

𝑙

0

 

(5-96) +12𝑐3𝐼ℎ∫ (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

2

𝑑𝑥
𝑙

0

+
𝜖𝑉2

2𝑑2
𝐴ℎ𝑏𝑙 
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کترود برنولی برای لایه های الاستیک ال –ی جنبشی میکروتیر ساندویچی، بر اساس تئوری تیر اویلر انرژ

 زیر بیان می شود: به صورتو لایه هایپرالاستیک دی الکتریک 

𝑇 = 𝑇ℎ + 𝑇𝑒
𝑡 + 𝑇𝑒

𝑏                                                                                                   

𝑇 =
1

2
∫ 𝜌ℎ𝐴ℎ (

𝜕𝑤

𝜕𝑡
)
2

𝑑𝑥
𝑙

0

+
1

2
∫ 𝜌𝑒

𝑡𝐴𝑒
𝑡 (
𝜕𝑤

𝜕𝑡
)
2

𝑑𝑥 +
1

2
∫ 𝜌𝑒

𝑏𝐴𝑒
𝑏 (
𝜕𝑤

𝜕𝑡
)
2

𝑑𝑥
𝑙

0

𝑙

0

 

(5-97) 𝑇 =
1

2
∫ (𝜌ℎ𝐴ℎ + 𝜌𝑒

𝑡𝐴𝑒
𝑡+𝜌𝑒

𝑏𝐴𝑒
𝑏) (
𝜕𝑤

𝜕𝑡
)
2

𝑑𝑥
𝑙

0

 

ه بآوردن معادله دینامیکی حرکت میکروتیر ساندویچی، ابتدا با استفاده از توابع انرژی  به دستبرای 

𝐿  به صورتآمده فوق، تابع لاگرانژ سیستم  دست = 𝑇 − Π .تشکیل داده می شود 

𝐿 =
1

2
∫ (𝜌ℎ𝐴ℎ + 𝜌𝑒

𝑡𝐴𝑒
𝑡+𝜌𝑒

𝑏𝐴𝑒
𝑏) (
𝜕𝑤

𝜕𝑡
)
2

𝑑𝑥 − (𝑐1 +
𝜖𝑉2

2𝑑2
)𝐴ℎ∫ (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

𝑑𝑥  
𝑙

0

𝑙

0

 

−
1

2
∫ (𝐸𝑒

𝑡𝐼𝑒
𝑡 + 𝐸𝑒

𝑏𝐼𝑒
𝑏) (

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

2

𝑑𝑥 − 4𝑐2𝐼ℎ∫ (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

2

𝑑𝑥
𝑙

0

𝑙

0

                  

−∫ (𝑐2𝐴ℎ +
(𝐸𝑒
𝑡𝐴𝑒
𝑡 + 𝐸𝑒

𝑏𝐴𝑒
𝑏)

8
)(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
4

𝑑𝑥 − 𝑐3𝐴ℎ∫ (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
6

𝑑𝑥
𝑙

0

𝑙

0

      

(5-91) −12𝑐3𝐼ℎ∫ (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

2

𝑑𝑥 −
𝑙

0

𝜖𝑉2

2𝑑2
𝐴ℎ𝑏𝑙 

 ل هامیلتون؛اص 2-1-2

و روش حساب تغییرات، معادله حرکت و شرایط مرزی  در دینامیک حرکت با استفاده از اصل هامیلتون

 تعیین می شوند.

(5-93) 𝛿∫ 𝐿 𝑑𝑡 = 0
𝑡2

𝑡1
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به کمک روش حساب تغییرات مشتق گیری ها نسبت و جایگذاری تابع لاگرانژ در رابطه اصل هامیلتون 

 زیر می باشند: به صورت 𝑥و  𝑡به متغیر های 

∫ ∫ (𝜌ℎ𝐴ℎ + 𝜌𝑒
𝑡𝐴𝑒
𝑡 + 𝜌𝑒

𝑏𝐴𝑒
𝑏) (

𝜕𝑤

𝜕𝑡
) 𝛿 (

𝜕𝑤

𝜕𝑡
)

𝑙

0

𝑡2

𝑡1

                                                        

−(𝐸𝑒
𝑡𝐼𝑒
𝑡 + 𝐸𝑒

𝑏𝐼𝑒
𝑏) (

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)𝛿 (

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)                                             

−4(𝑐2𝐴ℎ +
(𝐸𝑒
𝑡𝐴𝑒
𝑡 + 𝐸𝑒

𝑏𝐴𝑒
𝑏)

8
)(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
3

𝛿 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)                       

−2(𝑐1 +
𝜖𝑉2

2𝑑2
)𝐴ℎ (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
) 𝛿 (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)                                                 

−8𝑐2𝐼ℎ (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
) 𝛿 (

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
) − 6𝑐3𝐴ℎ (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
5

𝛿 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)               

−24𝑐3𝐼ℎ (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

2

(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
) 𝛿 (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)                                                

(5-45) −24𝑐3𝐼ℎ (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)𝛿 (

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)𝑑𝑥 𝑑𝑡 = 0 

 می دهد: به دستاز روابط حساب تغییرات  انتگرال گیری جزء به جزء

∫ (𝜌ℎ𝐴ℎ + 𝜌𝑒
𝑡𝐴𝑒
𝑡 + 𝜌𝑒

𝑏𝐴𝑒
𝑏)(
𝜕𝑤

𝜕𝑡
)

𝑙

0

𝛿𝑤 |
𝑡2
𝑡1
𝑑𝑥 − ∫ (𝐸𝑒

𝑡𝐼𝑒
𝑡 + 𝐸𝑒

𝑏𝐼𝑒
𝑏) (

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)𝛿 (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
) |
𝑙

0

𝑡2

𝑡1

𝑑𝑡       

−∫ ∫ (𝐸𝑒
𝑡𝐼𝑒
𝑡 + 𝐸𝑒

𝑏𝐼𝑒
𝑏)(
𝜕4𝑤

𝜕𝑥4
)𝛿𝑤 𝑑𝑥 𝑑𝑡 − ∫ (𝐸𝑒

𝑡𝐼𝑒
𝑡 + 𝐸𝑒

𝑏𝐼𝑒
𝑏) (

𝜕3𝑤

𝜕𝑥3
)𝛿𝑤 |

𝑙

0

𝑡2

𝑡1

𝑑𝑡
𝑙

0

𝑡2

𝑡1

                   

−∫ ∫ (𝜌ℎ𝐴ℎ + 𝜌𝑒
𝑡𝐴𝑒
𝑡 + 𝜌𝑒

𝑏𝐴𝑒
𝑏)(
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
)

𝑙

0

𝑡2

𝑡1

𝛿𝑤 𝑑𝑥 𝑑𝑡                                                                           
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−4∫ (𝑐2𝐴ℎ +
(𝐸𝑒
𝑡𝐴𝑒
𝑡 + 𝐸𝑒

𝑏𝐴𝑒
𝑏)

8
) (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
3

𝛿𝑤 |
𝑙

0

𝑡2

𝑡1

𝑑𝑡                                                                    

+12∫ ∫ (𝑐2𝐴ℎ +
(𝐸𝑒
𝑡𝐴𝑒
𝑡 + 𝐸𝑒

𝑏𝐴𝑒
𝑏)

8
) (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)𝛿𝑤 𝑑𝑥 𝑑𝑡                                              

𝑙

0

𝑡2

𝑡1

 

−2∫ (𝑐1 +
𝜖𝑉2

2𝑑
2
)𝐴ℎ (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
) 𝛿𝑤 |

𝑙

0
𝑑𝑡 + 2∫ ∫ (𝑐1 +

𝜖𝑉2

2𝑑
2
)𝐴ℎ(

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)𝛿𝑤 𝑑𝑥 𝑑𝑡

𝑙

0

𝑡2

𝑡1

𝑡2

𝑡1

                

−8∫ 𝑐2𝐼ℎ (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)𝛿 (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
) |
𝑙

0

𝑡2

𝑡1

𝑑𝑡 + 8∫ 𝑐2𝐼ℎ (
𝜕3𝑤

𝜕𝑥3
)𝛿𝑤 |

𝑙

0

𝑡2

𝑡1

𝑑𝑡                                                

−8∫ ∫ 𝑐2𝐼ℎ (
𝜕4𝑤

𝜕𝑥4
)𝛿𝑤 𝑑𝑥 𝑑𝑡

𝑙

0

𝑡2

𝑡1

− 6∫ 𝑐3𝐴ℎ (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
5

𝛿𝑤 |
𝑙

0

𝑡2

𝑡1

𝑑𝑡                                              

+30∫ ∫ 𝑐3𝐴ℎ (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
4

(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)𝛿𝑤 𝑑𝑥 𝑑𝑡

𝑙

0

𝑡2

𝑡1

− 24∫ 𝑐3𝐼ℎ (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

2

(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
) 𝛿𝑤 |

𝑙

0

𝑡2

𝑡1

𝑑𝑡                

+48∫ ∫ 𝑐3𝐼ℎ (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)(
𝜕3𝑤

𝜕𝑥3
)𝛿 (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)𝑑𝑥 𝑑𝑡

𝑙

0

𝑡2

𝑡1

+ 24∫ ∫ 𝑐3𝐼ℎ (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

3

𝛿𝑤 𝑑𝑥 𝑑𝑡
𝑙

0

𝑡2

𝑡1

           

−24∫ 𝑐3𝐼ℎ (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)𝛿 (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
) |
𝑙

0

𝑡2

𝑡1

𝑑𝑡 + 48∫ 𝑐3𝐼ℎ (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
) (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

2

𝛿𝑤 |
𝑙

0

𝑡2

𝑡1

𝑑𝑡                

−96∫ ∫ 𝑐3𝐼ℎ (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)(
𝜕3𝑤

𝜕𝑥3
)(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)𝛿𝑤𝑑𝑥 𝑑𝑡

𝑙

0

𝑡2

𝑡1

− 48∫ ∫ 𝑐3𝐼ℎ (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

3

𝛿𝑤𝑑𝑥 𝑑𝑡
𝑙

0

𝑡2

𝑡1

         

+24∫ 𝑐3𝐼ℎ (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

(
𝜕3𝑤

𝜕𝑥3
)𝛿𝑤 |

𝑙

0

𝑡2

𝑡1

𝑑𝑡 − 48∫ ∫ 𝑐3𝐼ℎ (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)(
𝜕3𝑤

𝜕𝑥3
)(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)𝛿𝑤𝑑𝑥 𝑑𝑡

𝑙

0

𝑡2

𝑡1

    

(9-48) −24∫ ∫ 𝑐3𝐼ℎ (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

(
𝜕4𝑤

𝜕𝑥4
)𝛿𝑤𝑑𝑥 𝑑𝑡 = 0   

𝑙

0

𝑡2

𝑡1
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 زیر بیان می شود: به شکلمعادله ارتعاشی غیرخطی حرکت میکرو تیر ساندویچی 

(𝜌ℎ𝐴ℎ + 𝜌𝑒
𝑡𝐴𝑒
𝑡 + 𝜌𝑒

𝑏𝐴𝑒
𝑏) (

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
) + (𝐸𝑒

𝑡𝐼𝑒
𝑡 + 𝐸𝑒

𝑏𝐼𝑒
𝑏 + 8𝑐2𝐼ℎ) (

𝜕4𝑤

𝜕𝑥4
)            

(5-45) −((2𝑐1 +
𝜖𝑉2

𝑑2
)𝐴ℎ)(

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
) − (30𝑐3𝐴ℎ) (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
4

(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)  

−(12𝑐2𝐴ℎ +
3

2
(𝐸𝑒
𝑡𝐴𝑒
𝑡 + 𝐸𝑒

𝑏𝐴𝑒
𝑏)) (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
) + (24𝑐3𝐼ℎ) (

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

3

        

+(96𝑐3𝐼ℎ) (
𝜕3𝑤

𝜕𝑥3
)(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
) (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
) + (24𝑐3𝐼ℎ) (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

(
𝜕4𝑤

𝜕𝑥4
) = 𝑓0𝑐𝑜𝑠(𝛺𝑡) 

 شرایط مرزی قابل استخراج از روش هامیلتون عبارتند از:

𝑥در مرز  = 0 , 𝑙  : 

(𝐸𝑒
𝑡𝐼𝑒
𝑡 + 𝐸𝑒

𝑏𝐼𝑒
𝑏) (

𝜕3𝑤

𝜕𝑥3
) − 4(𝑐2𝐴ℎ +

(𝐸𝑒
𝑡𝐴𝑒
𝑡 + 𝐸𝑒

𝑏𝐴𝑒
𝑏)

8
) (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
3

− (2𝑐1 +
𝜖𝑉2

𝑑2
)𝐴ℎ (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)  

+8𝑐2𝐼ℎ (
𝜕3𝑤

𝜕𝑥3
) − 6𝑐3𝐴ℎ (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
5

− 24𝑐3𝐼ℎ (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

2

(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
) + 48𝑐3𝐼ℎ (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
) (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

2

        

(5-49) +24𝑐3𝐼ℎ (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

(
𝜕3𝑤

𝜕𝑥3
) = 0         𝑂𝑅         𝛿𝑤 = 0 

𝑥در مرز  = 0 , 𝑙  : 

(5-44) 
−8𝑐2𝐼ℎ (

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
) + (𝐸𝑒

𝑡𝐼𝑒
𝑡 + 𝐸𝑒

𝑏𝐼𝑒
𝑏) (

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
) − 24𝑐3𝐼ℎ (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
) = 0  

𝑂𝑅        (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
) = 0                                                                                                

 ؛برای تیر دو سر گیردار استفاده می شودزیر که از بین شرایط بالا، شرایط مرزی 

𝜕𝑤

𝜕𝑥
(𝐿, 𝑡) =   و 0

𝜕𝑤

𝜕𝑥
(0, 𝑡) = 0 ، 𝑤(𝐿, 𝑡) = 0 ، 𝑤(0, 𝑡) = 0 
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 بی بعد سازی  2 – 2

زیر، بی بعدسازی  با تعریف پارامتر های (45-5میکروتیر ساندویچی ) غیر خطی حرکت معادله در اینجا

 می شود:

𝑥∗ =
𝑥

𝐿
                                                                                                                        

𝑤∗ =
𝑤

𝑑
                                                                                                                       

𝑡∗ = 𝑡𝜔𝑑𝑖𝑚                                                                                                                 

(5-42) 𝛺∗ =
𝛺

𝜔𝑑𝑖𝑚
      

𝜔𝑑𝑖𝑚 و با بعد  خطی معادله حرکت فرکانس طبیعی 𝑑 جایگذاری  .است ضخامت هر سه لایه میکروتیر

 می دهد؛ به دست( 45-5این پارامترها در معادله حرکت )

𝜕2𝑤∗

𝜕𝑡∗2
−

((2𝑐1 +
𝜖𝑉2

𝑑2
)𝐴ℎ)

(𝜌ℎ𝐴ℎ + 𝜌𝑒
𝑡𝐴𝑒
𝑡 + 𝜌𝑒

𝑏𝐴𝑒
𝑏)𝜔𝑑𝑖𝑚

2 𝐿2
(
𝜕2𝑤∗

𝜕𝑥∗2
)                                                 

+
(𝐸𝑒
𝑡𝐼𝑒
𝑡 + 𝐸𝑒

𝑏𝐼𝑒
𝑏 + 8𝑐2𝐼ℎ)

(𝜌ℎ𝐴ℎ + 𝜌𝑒
𝑡𝐴𝑒
𝑡 + 𝜌𝑒

𝑏𝐴𝑒
𝑏)𝜔𝑑𝑖𝑚

2 𝐿4
(
𝜕4𝑤∗

𝜕𝑥∗4
)                                      

−

(12𝑐2𝐴ℎ +
3
2
(𝐸𝑒
𝑡𝐴𝑒
𝑡 + 𝐸𝑒

𝑏𝐴𝑒
𝑏))𝑑2

(𝜌ℎ𝐴ℎ + 𝜌𝑒
𝑡𝐴𝑒
𝑡 + 𝜌𝑒

𝑏𝐴𝑒
𝑏)𝜔𝑑𝑖𝑚

2 𝐿4
(
𝜕𝑤∗

𝜕𝑥∗
)
2

(
𝜕2𝑤∗

𝜕𝑥∗2
)                   

           +
(96𝑐3𝐼ℎ)𝑑

2

(𝜌ℎ𝐴ℎ + 𝜌𝑒
𝑡𝐴𝑒
𝑡 + 𝜌𝑒

𝑏𝐴𝑒
𝑏)𝜔𝑑𝑖𝑚

2 𝐿6
(
𝜕3𝑤∗

𝜕𝑥∗3
)(
𝜕2𝑤∗

𝜕𝑥∗2
) (
𝜕𝑤∗

𝜕𝑥∗
)                      

−
(30𝑐3𝐴ℎ)𝑑

4

(𝜌ℎ𝐴ℎ + 𝜌𝑒
𝑡𝐴𝑒
𝑡 + 𝜌𝑒

𝑏𝐴𝑒
𝑏)𝜔𝑑𝑖𝑚

2 𝐿6
(
𝜕𝑤∗

𝜕𝑥∗
)
4

(
𝜕2𝑤∗

𝜕𝑥∗2
)                        

+
(24𝑐3𝐼ℎ)𝑑

2

(𝜌ℎ𝐴ℎ + 𝜌𝑒
𝑡𝐴𝑒
𝑡 + 𝜌𝑒

𝑏𝐴𝑒
𝑏)𝜔𝑑𝑖𝑚

2 𝐿6
(
𝜕2𝑤∗

𝜕𝑥∗2
)

3
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+
(24𝑐3𝐼ℎ)𝑑

2

(𝜌ℎ𝐴ℎ + 𝜌𝑒
𝑡𝐴𝑒
𝑡 + 𝜌𝑒

𝑏𝐴𝑒
𝑏)𝜔𝑑𝑖𝑚

2 𝐿6
(
𝜕𝑤∗

𝜕𝑥∗
)
2

(
𝜕4𝑤∗

𝜕𝑥∗4
)                        

(5-46) =
𝑓0

(𝜌ℎ𝐴ℎ + 𝜌𝑒
𝑡𝐴𝑒
𝑡 + 𝜌𝑒

𝑏𝐴𝑒
𝑏)𝜔𝑑𝑖𝑚

2 𝑑
cos(𝛺∗𝑡∗)        

 با در نظر گرفتن ضرایب معادله به صورت؛

𝛼1 = 
((2𝑐1 +

𝜖𝑉2

𝑑2
)𝐴ℎ)

(𝜌ℎ𝐴ℎ + 𝜌𝑒
𝑡𝐴𝑒
𝑡 + 𝜌𝑒

𝑏𝐴𝑒
𝑏)𝜔𝑑𝑖𝑚

2 𝐿2
                                                                   

𝛼2 =
(𝐸𝑒
𝑡𝐼𝑒
𝑡 + 𝐸𝑒

𝑏𝐼𝑒
𝑏 + 8𝑐2𝐼ℎ)

(𝜌ℎ𝐴ℎ + 𝜌𝑒
𝑡𝐴𝑒
𝑡 + 𝜌𝑒

𝑏𝐴𝑒
𝑏)𝜔𝑑𝑖𝑚

2 𝐿4
                                                                    

𝛼3 =

(12𝑐2𝐴ℎ +
3
2
(𝐸𝑒
𝑡𝐴𝑒
𝑡 + 𝐸𝑒

𝑏𝐴𝑒
𝑏))𝑑2

(𝜌ℎ𝐴ℎ + 𝜌𝑒
𝑡𝐴𝑒
𝑡 + 𝜌𝑒

𝑏𝐴𝑒
𝑏)𝜔𝑑𝑖𝑚

2 𝐿4
                                                               

𝛼4 =
(30𝑐3𝐴ℎ)𝑑

4

(𝜌ℎ𝐴ℎ + 𝜌𝑒
𝑡𝐴𝑒
𝑡 + 𝜌𝑒

𝑏𝐴𝑒
𝑏)𝜔𝑑𝑖𝑚

2 𝐿6
                                                                    

𝛼5 =
(24𝑐3𝐼ℎ)𝑑

2

(𝜌ℎ𝐴ℎ + 𝜌𝑒
𝑡𝐴𝑒
𝑡 + 𝜌𝑒

𝑏𝐴𝑒
𝑏)𝜔𝑑𝑖𝑚

2 𝐿6
                                                                    

(5-47) 𝐹0 =
𝑓0

(𝜌ℎ𝐴ℎ + 𝜌𝑒
𝑡𝐴𝑒
𝑡 + 𝜌𝑒

𝑏𝐴𝑒
𝑏)𝜔𝑑𝑖𝑚

2 𝑑
      

 زیر نتیجه می شود: به شکلمعادله غیرخطی 

𝜕2𝑤∗

𝜕𝑡∗2
− 𝛼1 (

𝜕2𝑤∗

𝜕𝑥∗2
) + 𝛼2 (

𝜕4𝑤∗

𝜕𝑥∗4
) − 𝛼3 (

𝜕𝑤∗

𝜕𝑥∗
)
2

(
𝜕2𝑤∗

𝜕𝑥∗2
) − 𝛼4 (

𝜕𝑤∗

𝜕𝑥∗
)
4

(
𝜕2𝑤∗

𝜕𝑥∗2
) 

+𝛼5 (
𝜕2𝑤∗

𝜕𝑥∗2
)

3

+ 4𝛼5 (
𝜕3𝑤∗

𝜕𝑥∗3
)(
𝜕2𝑤∗

𝜕𝑥∗2
)(
𝜕𝑤∗

𝜕𝑥∗
) + 𝛼5 (

𝜕𝑤∗

𝜕𝑥∗
)
2

(
𝜕4𝑤∗

𝜕𝑥∗4
) = 𝐹0cos (𝛺

∗𝑡∗) 

(5-41) 
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 شرایط مرزی بی بعد عبارتند از:

𝜕𝑤∗

𝜕𝑥∗
(1, 𝑡∗) = 0                                                                                                            

𝜕𝑤∗

𝜕𝑥∗
(0, 𝑡∗) = 0                                                                                                             

𝑤∗(1, 𝑡∗) = 0                                                                                                               

(5-43) 𝑤∗(0, 𝑡∗) = 0 

 (𝝎𝒅𝒊𝒎) خطی با بعدارتعاش آزاد فرکانس طبیعی معادله محاسبه  3 – 2

 زیر است؛ به شکلمعادله حرکت خطی میکروتیر ساندویچی 

(𝜌ℎ𝐴ℎ + 𝜌𝑒
𝑡𝐴𝑒
𝑡 + 𝜌𝑒

𝑏𝐴𝑒
𝑏) (

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
) − ((2𝑐1 +

𝜖𝑉2

𝑑2
)𝐴ℎ)(

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)                       

(5-25) +(𝐸𝑒
𝑡𝐼𝑒
𝑡 + 𝐸𝑒

𝑏𝐼𝑒
𝑏 + 8𝑐2𝐼ℎ) (

𝜕4𝑤

𝜕𝑥4
) = 0  

 زیر است. به شکلکه شرایط مرزی آن برای حالت میکروتیر دو سر گیردار 

𝜕𝑤

𝜕𝑥
(𝐿, 𝑡) = 0                                                                                                              

𝜕𝑤

𝜕𝑥
(0, 𝑡) = 0                                                                                                               

𝑤(𝐿, 𝑡) = 0                                                                                                                 

(5-28) 𝑤(0, 𝑡) = 0                                              

 ی شود.حاصل ضرب دو تابع زمانی و مکانی در نظر گرفته م به صورتدر ابتدا پاسخ معادله 

(5-25) Ψ
𝑚
(𝑥, 𝑡) = W𝑚(𝑥)𝜑𝑚(𝑡)       

خطی به معادله دیفرانسیل معمولی تبدیل می  𝑝𝑑𝑒با استفاده از روش گالرکین معادله دیفرانسیل 

 معرفی می گردد.  [45]شود. بدین منظور تابع ویژه ای که شرایط مرزی دوسر درگیر را ارضا می کند
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(5-29) 𝑊𝑚(𝑥) = cos𝜓𝑚𝑥 −cosh𝜓𝑚𝑥 −
cos𝜓𝑚 − cosh𝜓𝑚
sin𝜓𝑚 − sinh𝜓𝑚

(sin𝜓𝑚𝑥 − sinh𝜓𝑚𝑥) 

(5-24) 𝜓
𝑚
= (2𝑚 + 1)

𝜋

2
     

𝜓در مود اول شماره مود است.  𝑚تابع ویژه و  𝑊𝑚(𝑥)که 
1
= 3

𝜋

2
𝜓و در مود سوم  

2
= 5

𝜋

2
می  

Ψپاسخ  باشد.
𝑚
(𝑥, 𝑡) ( 25-5در معادله)  در یک مود   جدیدجایگزین شده و طرفین رابطه𝑊𝑚(𝑥) 

 .از طرفین این رابطه روی طول تیر انتگرال گیری می شودضرب 

 می آید: به دستزیر  به صورت 𝑂𝐷𝐸معادله 

(5-22) 𝜑𝑚̈(𝑡) + 𝜔𝑑𝑖𝑚
2 𝜑𝑚(𝑡) = 0   

 است و رابطه آن برابر است با:فرکانس طبیعی با بعد معادله خطی  𝜔𝑑که 

𝜔𝑑𝑖𝑚 = √
∫ [𝑊𝑚(𝑥)𝑊𝑚

′′′′(𝑥)(𝐸𝑒
𝑡𝐼𝑒
𝑡 + 𝐸𝑒

𝑏𝐼𝑒
𝑏 + 8𝑐2𝐼ℎ) −𝑊𝑚(𝑥)𝑊𝑚

′′(𝑥) ((2𝑐1 +
𝜖𝑉2

𝑑2
)𝐴ℎ)] 𝑑𝑥

𝑙

0

∫ 𝑊𝑚
2(𝑥)(𝜌ℎ𝐴ℎ + 𝜌𝑒

𝑡𝐴𝑒
𝑡 + 𝜌𝑒

𝑏𝐴𝑒
𝑏)𝑑𝑥

𝑙

0

 

(5-26.) 
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 فصل سوم:

حل معادلات و تحلیل 

پایداری، ارتعاشات آزاد و 

 ارتعاشات اجباری
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 اعمال روش گالرکین  3-1

ابتدا پاسخ این ل معمولی ( به یک معادله دیفرانسی41-5به منظور تبدیل معادله دیفرانسیل جزئی )

 معادله به شکل حاصل ضرب دو تابع مکان و زمان مجزا از هم در نظر گرفته می شود.

(9-8) 
𝑤∗(𝑥∗, 𝑡∗) =∑𝜑𝑛(𝑥)𝜓𝑛(𝑡)

𝑛

1

 

غیر خطی  𝑂𝐷𝐸غیر خطی به معادله 𝑃𝐷𝐸گالرکین معادله  گسسته سازی با استفاده از روشحال 

ابتدا تابع ویژه ای که شرایط مرزی دوسر درگیر را ارضا کند معرفی  د. به این صورت کهتبدیل می شو

 می گردد؛

(9-5) 𝜑𝑛(𝑥) = cos𝑊𝑛𝑥 −cosh𝑊𝑛𝑥 −
cos𝑊𝑛 − cosh𝑊𝑛
sin𝑊𝑛 − sinh𝑊𝑛

(sin𝑊𝑛𝑥 − sinh𝑊𝑛𝑥)      

(9-9) 𝑊𝑛 = (2𝑛 + 1)
𝜋

2
    

 شماره مود است. 𝑛تابع ویژه و  𝜑𝑛(𝑥)که 

,∗𝑤∗(𝑥پاسخ با در نظر گرفتن اولین مود،  𝑡∗)  جدیدجایگزین شده و طرفین رابطه ( 41-5)در معادله 

 ضرب می شود؛ 𝜑(𝑥)در یک 

𝜑2(𝑥)𝜓̈(𝑡) − 𝛼1𝜑(𝑥)𝜑
′′(𝑥)𝜓(𝑡) + 𝛼2𝜑(𝑥)𝜑

′′′′(𝑥)𝜓(𝑡)                                  

−𝛼3𝜑(𝑥)𝜑
′2(𝑥)𝜑′′(𝑥)𝜓3(𝑡) − 𝛼4𝜑(𝑥)𝜑

′4(𝑥)𝜑′′(𝑥)𝜓5(𝑡)                          

+𝛼5𝜑(𝑥)𝜑
′′3(𝑥)𝜓3(𝑡) + 4𝛼5𝜑(𝑥)𝜑

′′′(𝑥)𝜑′′(𝑥)𝜑′(𝑥)𝜓3(𝑡)                       

(9-4) +𝛼5𝜑(𝑥)𝜑
′2(𝑥)𝜑′′′′(𝑥)𝜓3(𝑡) = 𝐹0𝜑(𝑥) cos(𝛺

∗𝑡∗)   

 از طرفین این رابطه نیز از صفر تا یک انتگرال گیری می گردد.

(∫ 𝜑2(𝑥) 𝑑𝑥
1

0

) 𝜓̈(𝑡) + (∫ 𝛼2𝜑(𝑥)𝜑
′′′′(𝑥) 𝑑𝑥 − ∫ 𝛼1𝜑(𝑥)𝜑

′′(𝑥) 𝑑𝑥
1

0

1

0

)𝜓(𝑡)                  
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   + (∫ 4𝛼5𝜑(𝑥)𝜑
′′′(𝑥)𝜑′′(𝑥)𝜑′(𝑥) 𝑑𝑥 + ∫ 𝛼5𝜑(𝑥)𝜑

′2(𝑥)𝜑′′′′(𝑥) 𝑑𝑥                                                      
1

0

1

0

    

− ∫ 𝛼3𝜑(𝑥)𝜑
′2(𝑥)𝜑′′(𝑥) 𝑑𝑥

1

0

+∫ 𝛼5𝜑(𝑥)𝜑
′′3(𝑥) 𝑑𝑥

1

0

)𝜓3(𝑡)    

(9-2) −(∫ 𝛼4𝜑(𝑥)𝜑
′4(𝑥)𝜑′′(𝑥) 𝑑𝑥

1

0

)𝜓5(𝑡) = (∫ 𝐹0𝜑(𝑥) 𝑑𝑥
1

0

) cos(𝛺∗𝑡∗)   

 می آید: به دستزیر  به صورتغیر خطی  𝑂𝐷𝐸در نهایت معادله ارتعاشی 

(9-6) 𝜓̈(𝑡) +  𝛾1𝜓(𝑡) + 𝛾2𝜓
3(𝑡) − 𝛾3𝜓

5(𝑡) = 𝐹cos (𝛺∗𝑡∗) 

 که

(9-7) 

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
  𝛾1 =

∫ 𝛼2𝜑(𝑥)𝜑
′′′′(𝑥)𝑑𝑥 − ∫ 𝛼1𝜑(𝑥)𝜑

′′(𝑥)𝑑𝑥
1

0

1

0

∫ 𝜑2(𝑥)𝑑𝑥
1

0

     𝐹 =
∫ 𝐹0𝜑(𝑥)𝑑𝑥
1
0

∫ 𝜑2(𝑥)𝑑𝑥
1
0

 

𝛾3 =
∫ 𝛼4𝜑(𝑥)𝜑′

4
(𝑥)𝜑′′(𝑥)𝑑𝑥1

0

∫ 𝜑2(𝑥)𝑑𝑥
1
0

                                                           

𝛾2 =
−∫ 𝛼3𝜑(𝑥)𝜑

′2(𝑥)𝜑′′(𝑥)𝑑𝑥
1

0
+ ∫ 4𝛼5𝜑(𝑥)𝜑

′′′(𝑥)𝜑′′(𝑥)𝜑′(𝑥) 𝑑𝑥
1

0

∫ 𝜑2(𝑥)𝑑𝑥
1

0

        

+
∫ 𝛼5𝜑(𝑥)𝜑

′′3(𝑥)𝑑𝑥
1

0
+ ∫ 𝛼5𝜑(𝑥)𝜑

′2(𝑥)𝜑′′′′(𝑥) 𝑑𝑥
1

0

∫ 𝜑2(𝑥) 𝑑𝑥
1

0

                    

 

 

 تحلیل پایداری ذاتی  3-2

بدون  (6-9یز میکروتیر ساندویچی معادله )اژ اعمالی روی ختاثیر ولت به منظور تحلیل پایداری ذاتی و 

𝜓1نیروی تحریک خارجی در نظر گرفته می شود. متغیرهای جدید  = 𝜓  ،𝜓2 = 𝜓̇  و𝜓̇1 = 𝜓2 

 ( معرفی می شوند.6-9آوردن فرم فضای حالت معادله ) به دستبه منظور 

(9-1) {
𝜓̇1(𝑡) = 𝜓2(𝑡)                                                  

𝜓̇2(𝑡) = −𝛾1𝜓1(𝑡) − 𝛾2𝜓1
3(𝑡) + 𝛾3𝜓1

5(𝑡) 
 

در نقاط تعادل سرعت و شتاب میکرو تیر ساندویچی صفر است. بنابراین نقاط تعادل از حل معادله زیر 

 می آیند؛ به دست



  44 

 

(9-3) −𝛾1𝜓1(𝑡) − 𝛾2𝜓1
3(𝑡) + 𝛾3𝜓1

5(𝑡) = 0    

𝜓1(3-9یکی از پاسخ های معادله )
∗ = است پاسخ های دیگر آن از حل معادله چند جمله ای زیر   0

 محاسبه می شوند

(9-85) −𝛾1 − 𝛾2𝜓1
2(𝑡) + 𝛾3𝜓1

4(𝑡) = 0 

𝑦با فرض  = 𝜓1
𝛾3𝑦 به شکل( 85-9معادله چند جمله ای ) 2

2 − 𝛾2𝑦 − 𝛾1 = در می آید. که  0

±𝑦پاسخ های آن  =
𝛾2±√𝛾2

2+4𝛾3𝛾1

2𝛾3
𝛾1 برای حالتی که   ≥ −

𝛾2
2

4𝛾3
ه در از آنجایی ک می باشند. 

 𝑦 = 𝜓1
+𝑦که مثبت هستند می تواند مورد قبول قرار گیرد.  ±𝑦مقادیر  2 =

𝛾2+√𝛾2
2+4𝛾3𝛾1

2𝛾3
 

𝛾1 همواره به ازای مقادیر  ≥ −
𝛾2
2

4𝛾3
−𝑦مثبت می باشد، هم چنین   =

𝛾2−√𝛾2
2+4𝛾3𝛾1

2𝛾3
علاوه بر این  

𝛾2بایستی همواره  بازه ≥ √𝛾2
2 + 4𝛾3𝛾1 .تا مقادیر آن نیز مثبت گردد 

تعادل می تواند وجود داشته باشد و با توجه به معیار  یک یا پنج نقطه 𝛾1 و مقدار  بسته به علامت

 می دهد؛ به دستموارد زیر  پایداری لیاپانوف و تشکیل ماتریس ژاکوبین،

𝛾1 هنگامی که  .8 ≤ −
𝛾2
2

4𝛾3
𝜓1 تنها یک پاسخ 

∗ =  وجود دارد که ناپایدار نیز می باشد.0

− هنگامی که  .5
𝛾2
2

4𝛾3
 ≤ 𝛾1 ≤ 𝜓1، پنج نقطه تعادل وجود دارد. 0

∗ = یک نقطه تعادل و  0

می  به دست−𝑦√± و  +𝑦√±چهار نقطه تعادل دیگر به صورت هم چنان ناپایدار است. 

√±آیند، که دو پاسخ 
𝛾2−√𝛾2

2+4𝛾3𝛾1

2𝛾3
√±و پاسخ ناپایدار، در حالی که د   

𝛾2+√𝛾2
2+4𝛾3𝛾1

2𝛾3
  

 پایدار می باشند.
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𝛾1 هنگامی که  .9 ≥  −𝑦√±تنها سه نقطه تعادل )منفرد( باقی می مانند. زیرا پاسخ های  0

𝜓1دیگر وجود ندارند. نقطه تعادل 
∗ = 𝛾1 به ازای  0 > می شود. در حالی که پاسخ  پایدار0

√±های 
𝛾2+√𝛾2

2+4𝛾3𝛾1

2𝛾3
 ناپایدار هستند.  

میکروتیر ساندویچی به صورت ذاتی  مقادیر مثبت دارد، 𝛾1 نگامی که ضریب ( ه6-9با توجه به رابطه )

ی بیانگر توان دوم فرکانس طبیع 𝛾1 که میکروتیر پایدار باشد ضریب  𝛾1 . در مقادیری از پایدار می باشد

𝜔0 خطی معادله بی بعد 
 ( می باشد. 6-9در معادله ) 2

 :ارتعاشات آزاد 3-3

𝜓(0)با شرایط اولیه  ساندویچی ارتعاش آزاد میکروتیر غیرخطی معادله = 𝐴0  و 𝜓̇(0) = به  0

 زیر در نظر گرفته می شود؛ صورت

(9-88) 𝜓̈(𝑡) + 𝜔0
2𝜓(𝑡) + 𝛾2𝜓

3(𝑡) − 𝛾3𝜓
5(𝑡) = 0 

 زیر تعریف می شود؛ به شکلچندگانه ابتدا پارامتر کوچک  زمانی برای حل به روش مقیاس های

(9-85) 𝜓 = 𝜀𝑢   

 مشتق های زمانی نیز نسبت به متغیرهایشان به شکل زیر هستند؛

(9-89) 𝑑

𝑑𝑡
=
𝜕

𝜕𝑇0
+ 𝜀

𝜕

𝜕𝑇1
+ 𝜀2

𝜕

𝜕𝑇2
+⋯  

(9-84) 𝑑2

𝑑𝑡2
=
𝜕2

𝜕𝑇0
2 + 2𝜀

𝜕

𝜕𝑇0

𝜕

𝜕𝑇1
+ 𝜀2 (

𝜕2

𝜕𝑇1
2 + 2

𝜕

𝜕𝑇0

𝜕

𝜕𝑇2
) +⋯ 

𝑇0پاسخ پیشنهادی زیر که مقیاس های زمانی در آن  = 𝑡 , 𝑇1 = 𝜀𝑡 , 𝑇2 = 𝜀
2𝑡  د در نمی باش

 معادله جایگذاری می شود.

(9-82) 𝑢 = 𝑢0(𝑇0, 𝑇1, 𝑇2) + 𝜀𝑢1(𝑇0, 𝑇1, 𝑇2) + 𝜀
2𝑢2(𝑇0, 𝑇1, 𝑇2) 
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مرتبه های مختلف پارامتر کوچک به صورت معادله  پس از جایگذاری در معادله، به کمک نرم افزار میپل

 می آیند؛ به دستو شرایط اولیه 

(9-86) 
𝜀1 ∶  

𝜕2𝑢0

𝜕𝑇0
2 +𝜔0

2𝑢0 = 0        𝑢0(0) = 𝐴0  ,
𝜕

𝜕𝑇0
𝑢0(0) = 0 

 

(9-87) 

𝜀2 ∶  
𝜕2𝑢1

𝜕𝑇0
2 +𝜔0

2𝑢1 = −2
𝜕2𝑢0
𝜕𝑇0𝜕𝑇1

                                                             

 𝑢1(0) = 0 , (
𝜕

𝜕𝑇0
𝑢1(0) +

𝜕

𝜕𝑇1
𝑢0(0)) =  0                         

(9-81) 

𝜀3 ∶
𝜕2𝑢2

𝜕𝑇0
2 + 𝜔0

2𝑢2 = −2
𝜕2𝑢1
𝜕𝑇0𝜕𝑇1

− 𝛾2𝑢0
3 −

𝜕2𝑢0

𝜕𝑇1
2 − 2

𝜕2𝑢0
𝜕𝑇0𝜕𝑇1

         

 𝑢2(0) = 0   ,    (
𝜕

𝜕𝑇0
𝑢2(0) +

𝜕

𝜕𝑇1
𝑢1(0) +

𝜕

𝜕𝑇2
𝑢0(0)) = 0 

 ؛پاسخ معادله اول یعنی اولین مرتبه پارامتر کوچک به شکل زیر می باشد

(9-83) 𝑢0 = 𝐴(𝑇1, 𝑇2)𝑒
𝑖𝜔0𝑇0 + 𝑐𝑐 = 𝑎(𝑇1, 𝑇2) cos(𝜔0𝑇0 + 𝛽(𝑇1, 𝑇2))    

𝑐𝑐 ضریب ختلط و مزدوج م𝐴(𝑇1, 𝑇2) فرم قطبی زیر را دارد؛ 

(9-55) 𝐴(𝑇1, 𝑇2) =
1

2
𝑎(𝑇1, 𝑇2)𝑒

𝑖𝛽(𝑇1,𝑇2) 

اعمال شرایط اولیه 
𝜕

𝜕𝑇0
𝑢0(0) = 𝑢0(0) و   0 = 𝐴0؛در معادله اول نتیجه می دهد 

(9-58) 𝑎(0) = 𝑎0 = 𝐴0         𝛽(0) = 0  

در معادله مرتبه دوم پارامتر کوچک دو معادله اول همگن شبیه هم می شوند. که به  𝑢0با جایگذاری 

 نظر گرفته می شود. در نتیجه؛درخاطر عدم تکرار پاسخ همگن اولین حل معادله 

(9-55) 𝑢1 = 0        ,      𝜔1 = 0 
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 است؛ 𝑇2فقط تابعی از  𝐴ی شود که مشخص مهم چنین با حذف جمله سکولار در این مرتبه 

(9-59) 𝜕

𝜕𝑇1
𝐴(𝑇1, 𝑇2) = 0  →  𝐴(𝑇1, 𝑇2) = 𝐴(𝑇2) 

پاسخ این  ترم سکولار این مرتبه در معادله مرتبه سوم پارامتر کوچک و حذف 𝑢1و  𝑢0با قرار دادن 

 معادله نیز به شکل زیر می باشد؛

(9-54) 𝑢2 = 𝐵(𝑇1, 𝑇2)𝑒
𝑖𝜔0𝑇0 +

𝛾2
8
𝐴3𝑒3𝑖𝜔0𝑇0 + 𝑐𝑐              

,𝐵(𝑇1ضریب  𝑇2)  فرم قطبی زیر را دارد؛ 

(9-52) 𝐵 =
1

2
𝑏(𝑇1, 𝑇2)𝑒

𝑖𝛾(𝑇1,𝑇2) 

 شد.زیر می با به صورت( 52-9با توجه به رابطه ) 𝑢2فرم دیگر پاسخ 

(9-56) 𝑢2 = 𝑏(𝑇1, 𝑇2) cos(𝜔0𝑇0 + 𝛾(𝑇1, 𝑇2)) +
1

32𝜔0
2
(𝛾2𝑎

3) cos(3𝜔0𝑇0 + 3𝛽)   

𝑢2(0)شرایط اولیه این مرتبه از پارامتر کوچک ( عنوان شد 81-9همانطور که در معادله ) = و    0

(
𝜕

𝜕𝑇0
𝑢2(0) +

𝜕

𝜕𝑇1
𝑢1(0) +

𝜕

𝜕𝑇2
𝑢0(0)) = می باشد اعمال این شرایط در معادله نتیجه  0

 می دهد؛

(9-57) 𝑏(0) = 𝑏0 = −
𝛾2
32
𝑎0
3              𝛾(0) = 𝛽(0) = 0 

 لبه شکدر نهایت پاسخ ارتعاش آزاد غیر خطی میکروتیر ساندویچی به همراه فرکانس غیر خطی آن 

 دد:  زیر بیان می گر

(9-51) 𝑤∗(𝑥, 𝑡) = (𝜀𝑎0 cos(𝜔𝑡) + 𝜀
3
𝛾2𝑎0

3

32𝜔0
2
[cos(3𝜔𝑡) − cos(𝜔𝑡)] + 𝑂(𝜀3))𝜑(𝑥) 

(9-53) 𝜔 = 𝜔0 + 𝜀
2
3𝛾2𝑎0

2

8𝜔0
+⋯  
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 :ارتعاشات اجباری 3-4

 ؛زیر است به شکلمعادله ارتعاش غیر خطی اجباری 

(9-95) 𝜓̈(𝑡) + 𝜔0
2𝜓(𝑡) + 𝛾2𝜓

3(𝑡) − 𝛾3𝜓
5(𝑡) = 𝜀2𝐹 cos(𝛺∗𝑡∗)  

 زیر تعریف می به صورتبرای حل معادله غیر خطی به روش مقیاس های چندگانه ابتدا پارامتر کوچک 

 شود؛

(9-98) 𝜓 = 𝜀𝑢 

𝑇0پاسخ پیشنهادی زیر که مقیاس های زمانی در آن  = 𝑡 , 𝑇1 = 𝜀𝑡 , 𝑇2 = 𝜀
2𝑡   می باشد در

 معادله جایگذاری می شود.

(9-95) 𝑢 = 𝑢0(𝑇0, 𝑇1, 𝑇2) + 𝜀𝑢1(𝑇0, 𝑇1, 𝑇2) + 𝜀
2𝑢2(𝑇0, 𝑇1, 𝑇2) 

 می به دستپس از جایگذاری در معادله، به کمک نرم افزار میپل مرتبه های مختلف پارامتر کوچک 

 آیند؛

(9-99) 𝜀1 ∶  
𝜕2𝑢0

𝜕𝑇0
2 +𝜔0

2𝑢0 = 0 

(9-94) 𝜀2 ∶  
𝜕2𝑢1

𝜕𝑇0
2 +𝜔0

2𝑢1 + 2
𝜕2𝑢0
𝜕𝑇0𝜕𝑇1

= 0 

(9-92) 𝜀3 ∶
𝜕2𝑢2

𝜕𝑇0
2 + 𝜔0

2𝑢2 + 2
𝜕2𝑢1
𝜕𝑇0𝜕𝑇1

+ 𝛾2𝑢0
3 +

𝜕2𝑢0

𝜕𝑇1
2 + 2

𝜕2𝑢0
𝜕𝑇0𝜕𝑇1

= 𝐹 cos(Ω∗𝑇0) 

د زیر می باش به شکلترم های حقیقی و موهومی  به صورتپاسخ معادله اولین مرتبه پارامتر کوچک 

 مزدوج مختلط آن است. 𝑐𝑐که بخش 

(9-96) 𝑢0 = 𝐴(𝑇1, 𝑇2)𝑒
𝑖𝜔0𝑇0 + 𝑐𝑐 =  𝑎 cos(𝜔0𝑇0 + 𝛽) 

 

 در معادله مرتبه دوم پارامتر کوچک و حذف کردن ترم های سکولار نتیجه می دهد: 𝑢0جایگذاری 
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(9-97) 𝜕

𝜕𝑇1
𝐴 = 0  →   𝐴 = 𝐴(𝑇2)   

,𝐴(𝑇1مشخص می شود  𝑇2)  به فقط وابسته به متغیر𝑇2 ادله اول همگن شبیه است. در نتیجه، دو مع

 هم می شوند که اولین حل آن برای ننوشتن دوباره یک پاسخ مشابه استفاده می گردد.

(9-91) 𝑢1 = 0  

است،   𝑇2تابعی از  𝐴 این کهدر معادله مرتبه سوم پارامتر کوچک و در نظر گرفتن  𝑢1و  𝑢0جایگذاری 

 عبارت زیر را نتیجه می دهد؛

𝐷0
2𝑢2 +𝜔0

2𝑢2 + 𝛾2(𝐴𝑒
𝑖𝜔0𝑇0 + 𝐴̅ 𝑒−𝑖𝜔0𝑇0)3                                                            

(9-93) +2(𝑖𝜔0𝐴
′𝑒𝑖𝜔0𝑇0 + 𝑖𝜔0𝐴̅

′𝑒−𝑖𝜔0𝑇0) =
𝐹

2
(𝑒𝑖Ω

∗𝑇0 + 𝑒−𝑖Ω
∗𝑇0) 

حالت رزونانس اولیه برای تحلیل پدیده تشدید در میکروتیر ساندویچی، با تعریف فرکانس تحریک در 

∗Ω)نزدیکی فرکانس طبیعی  ≈ 𝜔0) .با استفاده از پارامتر تنظیم بررسی می شود 

(9-45) Ω∗ = 𝜔0 + 𝜀
2𝜎  

(9-48) Ω∗𝑇0 = (𝜔0 + 𝜀
2𝜎)𝑇0 = 𝜔0𝑇0 + 𝜀

2𝜎𝑇0 = 𝜔0𝑇0 + 𝜎𝑇2 

 با جایگذاری پارامتر تنظیم و حذف ترم های سکولار تساوی زیر حاصل می شود؛

(9-45) 3𝛾2𝐴
2𝐴̅ + 2𝑖𝜔0𝐴

′ −
𝐹

2
𝑒𝑖𝜎𝑇2 = 0   

𝐴 قطبی زیر در نظر گرفته می شود؛ به شکل 

(9-49) 𝐴(𝑇2) =
1

2
𝑎(𝑇2)𝑒

𝑖𝛽(𝑇2)  

 

دو بخش به صورت موهومی و  𝑒−𝑖𝛽در تساوی و ضرب طرفین رابطه در  𝐴 با قرار دادن فرم قطبی 

 حقیقی تشکیل می شود که دو رابطه زیر را نتیجه می دهد؛
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(9-44) 3

8
𝛾2𝑎

3 −𝜔0𝑎𝛽
′ −
𝐹

2
cos(𝜎𝑇2 − 𝛽) = 0 

(9-42) 𝜔0𝑎
′ −
𝐹

2
sin(𝜎𝑇2 − 𝛽) = 0 

و معادله د، وابستگی صریح به طور صریح در دو معادله بالا ظاهر نشده است. با تغییر متغیر زیر 𝑇2متغیر 

 .از بین می رود 𝑇2به قبل 

(9-46) 𝜎𝑇2 − 𝛽 = Γ 

(9-47) 𝜎 − 𝛽′ = Γ′     

حالت پاسخ میکروتیر  به شکل (42-9)و ( 44-9له )یر متغیر و مرتب سازی، دو معادپس از اعمال این تغی

 زیر در می آیند:

(9-41) 𝑎′ =
𝐹

2𝜔0
sin(Γ) 

(9-43) 𝑎Γ′ =
𝐹

2𝜔0
cos(Γ) −

3

8𝜔0
𝛾2𝑎

3 + 𝜎𝑎   

این  ربا بررسی پاسخ حالت پایدار د سایگی نقاط منفرد تغییر نمی کننداز آنجایی که دامنه و فاز در هم

′𝑎نقاط می توان ویژگی پاسخ های این معادلات را تعیین کرد. در پاسخ حالت پایدار  = Γ′ = 0 

 است. که نتیجه می دهد؛

(9-25) 𝐹

2𝜔0
sin(Γ) = 0 

(9-28) 𝐹

2𝜔0
cos(Γ) =

3

8𝜔0
𝛾2𝑎

3 − 𝜎𝑎 

ن آن ها، معادله پاسخ فرکانسی میکروتیر با به مربع رساندن طرفین  این دو معادله و جمع کرد

ساندویچی، که یک معادله ضمنی برای دامنه پاسخ )خیز میکروتیر( به عنوان تابعی از پارامتر تنظیم 

 زیر استخراج می شود: به شکل)فرکانس تحریک( و دامنه نیروی تحریک 



  28 

 

(9-25) (
3

8
𝛾2𝑎

3 −𝜔0𝜎𝑎)
2 =

𝐹2

4
     

پاسخ حالت ماندگار ارتعاش اجباری میکروتیر ( 96-9)در ( 46-9)و  (45-9) ذاری روابطبا جایگ

 می آید. به دستساندویچی، 

𝜓(𝑡) = 𝑎𝜀 cos(𝜔0𝑡 + 𝜀
2𝜎𝑡 − Γ) + 𝑂(𝜀3)                                                  

(9-29) = 𝑎𝜀 cos(Ω𝑡 − Γ) + 𝑂(𝜀3)               

با توجه به تعریف ماتریس ژاکوبین درایه های ، با وجود تحریک خارجی پاسخ برای تحلیل پایداری

 می شود. مشتق گیری( 43-9( و )41-9روابط ) حالت پاسخ، ژاکوبین از معادله های مختلف ماتریس 

(9-24) 𝐽 = [

𝜕𝑎11
𝜕𝑎

𝜕𝑎12
𝜕Γ

𝜕Γ21
𝜕𝑎

𝜕Γ22
𝜕Γ

] =

[
 
 
 0 −

𝐹

2𝜔0
cos(Γ)

−
𝐹

2𝜔0
cos(Γ)

1

𝑎2
−
6

8𝜔0
𝛾2𝑎 0

]
 
 
 

 

نقطه ( و جایگذاری 24-9( و ادغام آن با ماتریس ژاکوبین )25-9استفاده از معادله پاسخ فرکانسی )

,𝑎0)تعادل  Γ0) می دهد؛ به دست 

(9-22) 𝐽 =

[
 
 
 
 0 𝑎0 (𝜎 −

3𝛾2𝑎0
2

8𝜔0
)

1

𝑎0
(𝜎 −

9𝛾2𝑎0
2

8𝜔0
) 0

]
 
 
 
 

 

 برای تشخیص وضعیت پایداری یا ناپایداری نقاط تعادل، مقادیر ویژه ماتریس ژاکوبین محاسبه می گردد.

(9-26) |𝐽 − 𝜆𝐼| = |
|

−𝜆 𝑎0 (𝜎 −
3𝛾2𝑎0

2

8𝜔0
)

1

𝑎0
(𝜎 −

9𝛾2𝑎0
2

8𝜔0
) −𝜆

|
| = 0 

 نان این ماتریس معادله مشخصه زیر را نتیجه می دهد.دترمی
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(9-27) 𝜆2 − (𝜎 −
3𝛾2𝑎0

2

8𝜔0
)(𝜎 −

9𝛾2𝑎0
2

8𝜔0
) = 0 

 ( هستند.27-9) ریشه های معادله مشخصه 𝜆𝑖مقادیر ویژه که 

(9-21) 𝜆1 , 𝜆2 = ±√(𝜎 −
3𝛾2𝑎0

2

8𝜔0
)(𝜎 −

9𝛾2𝑎0
2

8𝜔0
) 

𝜆2برای  < 0  ،(𝜎 −
3𝛾2𝑎0

2

8𝜔0
) (𝜎 −

9𝛾2𝑎0
2

8𝜔0
) < مقدار ویژه دارای دو ریشه موهومی مطلق است.  0

𝜆2( است که پایدار می باشد. اما هنگامی که center pointیعنی نقطه تعادل از نوع سنتر ) > 0  ،

(𝜎 −
3𝛾2𝑎0

2

8𝜔0
) (𝜎 −

9𝛾2𝑎0
2

8𝜔0
) > باشد، نشان دهنده دو مقدار ویژه حقیقی با علامت های مختلف  0

( می باشد. به این صورت unstable saddle pointاست. یعنی نقطه تعادل یک نقطه سدل ناپایدار )

 پایداری در مجاورت هر نقطه تعادل مشخص می شود.  
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 فصل چهارم:

 ی و نتایجشبیه ساز
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با توجه به روابط تحلیلی ارایه شده در بخش های قبلی، در این فصل به بررسی نتایج عددی و مشاهده 

اثرات پارامتر های گوناگون بر دامنه پاسخ میکروتیر ساندویچی پرداخته می شود. ماده دی الکتریک 

الاستومر  می باشد، که یک Polydimethylsiloxane (PDMS)استفاده شده در مدل 

از جمله ویژگی این پلیمر الکترواکتیو، واکنش در میدان  هایپرالاستیک با رفتار ماده غیر خطی  است.

است که آن را گزینه مناسب برای استفاده به عنوان  ، انعطاف پذیری و کرنش بالاالکتریکی مانند خازن

 Silicon wafer SOIماده  هم چنین لایه های الکترود میکروتیر از جنس دی الکتریک می سازد.

(Sio2) ویژگی های مربوط به مواد به رسانا و الاستیک با رفتار خطی است می باشند، که نوعی ماده .

( نشان داده 8-4کار گرفته شده برای لایه های مختلف میکروتیر رزوناتور و ابعاد هندسی آن در جدول )

 شده است.

 

 یکروتیر ساندویچی( : پارامترهای هندسی و ماده م8-4) جدول

 لایه الکترود الاستیک

Silicon wafer SOI 

(Sio2) 

 لایه دی الکتریک هایپرالاستیک

PDMS 
 میکروتیر ساندویچی

𝐸𝑒 = 170 𝐺𝑝𝑎 𝑐1 = 0.24162 𝑀𝑝𝑎 𝐿 = 40 𝜇𝑚 

𝜌𝑒 = 2330 
𝑘𝑔

𝑚3
 𝑐2 = 0.19977 𝑀𝑝𝑎 𝑏 = 5 𝜇𝑚 

 𝑐3 = −0.00541 𝑀𝑝𝑎 ℎ = 0.6 𝜇𝑚 

 
𝜌ℎ = 965 

𝑘𝑔

𝑚3
 𝑡 = 0.2 𝜇𝑚 

 
𝜖 = 2.75 

𝐹

𝑚
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 پایداری 1 – 4

همانطور  .( رسم شده است1-9( نمودار شاخه شدگی میکروتیر رزوناتور براساس رابطه )8-4در شکل )

 شکه مشاهده می شود هنگامی که مقدار ولتاژ کوچک است، میکرو تیر ساندویچی در حالت بدون کمان

𝑉𝑐𝑟  تا ولتاژ بحرانیارتعاش می کند. با افزایش ولتاژ  =  پایدار میکرو تیر ساندویچی در حالت 88.81

در این ولتاژ میکرو تیر ساندویچی تمایل به کمانش دارد و کمی افزایش در مقدار ولتاژ  .باقی می ماند

ولتاژ کمانش بحرانی  𝑉𝑐𝑟 ن باعث می شود که به یکی از دو شاخه دامنه بزرگ پرش نماید. بنابرای

می  Subcritical pitchfork bifurcationاز نوع 𝑉𝑐𝑟  شاخه شدگی در شناخته می شود. از اینرو

 باشد.

 

 (: نمودار شاخه شدگی نقاط تعادل8-4شکل )
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ه فازی رمطالعه پایداری نقاط تعادل میکرو تیر ساندویچی، مسیر تراجکتوری ها در نمودار پرتبه منظور 

ه ویژگی های دینامیکی بولتاژ اعمالی بررسی می شود.  از با شرایط اولیه متفاوت برای مقادیر ویژه ای

نشان می دهد که میکرو تیر ساندویچی ( 5-4نمودار )د. نسادگی قابل برداشت از این نمودار ها می باش

𝑉𝑐𝑟 هنگامی که ولتاژ از صفر تا  = که  دارای یک نقطه تعادل می باشدپیدا می کند افزایش  88.81

𝑉𝑐𝑟 ( نشان می دهد که اگر ولتاژ اعمالی از 9-4. نمودار )پایدار نیز هست = بیش تر شود  88.81

د. با نپایدار می باشنامی شود که دوتای آن پایدار و یکی  سه نقطه تعادلدارای میکرو تیر ساندویچی 

𝑉𝑐𝑟 کاهش ولتاژ اعمالی از  = 𝑉𝑠 ا ت  88.81 = میکرو تیر ساندویچی دارای پنج نقطه  48.54

 .پایدار و دو تا ناپایدار هستندکه سه تای آن  تعادل می باشد

 

  ولت 88.81 پرتره فازی میکروتیر ساندویچی به ازای افزایش ولتاژ از صفر تا(: نمودار 5-4شکل )
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  ولت 88.81 بیشتر ازافزایش  (: نمودار پرتره فازی میکروتیر ساندویچی به ازای9-4شکل )

 

 ولت  48.54تا  88.81(: نمودار پرتره فازی میکروتیر ساندویچی به ازای کاهش ولتاژ از4-4شکل )
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 ارتعاشات آزاد 2 – 4

شکل مودهای پاسخ ارتعاشی میکروتیر در مودهای مختلف، (، 8-4جدول ) با استفاده ازداده های عددی

 (6-4شکل )برای سه مود اول رسم شده اند. هم چنین در  یزها( خ2-4در شکل ). می آید به دست

خیز نقطه میانی تیر )پاسخ زمانی میانه تیر( رسم شده است. که  ،برای مود اول در زمان های مختلف

فرکانس ارتعاش  ( تغییرات7-4در شکل )مطابق با شرایط مرزی تکیه گاه تیر دو سر گیردار می باشند. 

ژ اعمالی در مودهای اول، دوم و سوم نشان داده شده است. همان طور که در غیر خطی نسبت به ولتا

شکل مشاهده می شود افزایش ولتاژ اعمالی به افزایش فرکانس غیر خطی منجر می شود. هم چنین 

 سرعت افزایش آن در مودهای بالاتر بیش تر است.

 

 : نمودار شکل مود اول، دوم و سوم (2-4شکل )
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 پاسخ زمانی میکروتیر در مود اول ودار( : نم6-4شکل )

 

 تاثیر ولتاژ اعمالی در فرکانس غیرخطی در مودهای مختلف (: نمودار7-4شکل )
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 ارتعاشات اجباری  3 – 4

دامنه پاسخ میکروتیر )خیز(  و بررسی تغییرات متغیرپارامتر  بعنوان 𝝈انتخاب  4-3-1

 : 𝝈نسبت به پارامتر تنظیم 

میکروتیر ساندویچی، منحنی پاسخ فرکانسی به ازای مقادیر مختلف  انسی فرکبرای بررسی پاسخ 

پارامترهای فیزیکی موثر مانند طول و ضخامت میکروتیر، نسبت اندازه ضخامت به طول میکروتیر، دامنه 

اسخ وی منحنی پنیروی تحریک و ولتاژ اعمالی ترسیم می شود و تغییرات این مقادیر و تاثیر هر یک ر

 د.ررسی می گردفرکانسی ب

  

 : منحنی پاسخ فرکانسی (1-4شکل )

رسم  𝜎پارامتر تنظیم  دامنه پاسخ به ازای تغییرات تغییراتمنحنی پاسخ فرکانسی،  (1-4در شکل )

𝜎برای هنگامی که   شده است. < 158و  8 < 𝜎 یک شاخه منحنی وجود دارد که نشان است ،
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8ه می کدهنده یک پاسخ دقیق مسئله می باشد. برای هنگا < 𝜎 < ه شاخه منحنی که س  158

𝜎نشان دهنده سه پاسخ است، می باشد. زمانی که پارامتر تنظیم  = 𝜎یا  8 = می باشد  158

که این نقطه، نقطه شروع ( رخ می دهد. saddle-node bifurcationچندشاخگی سدل نود )

ر دارای میکروتیاست.  ناپایداری در سیستم است. منحنی پاسخ فرکانسی برای شکل مود اول رسم شده

 رفتار سخت شوندگی می باشد.

( منحنی های پاسخ فرکانسی برای طول های خاصی از میکروتیر ساندویچی برای هنگامی 3-4در شکل )

εکه = 𝑉و    0.1 = رسم شده است. تمام منحنی ها رفتار سخت شوندگی دارند. با توجه به  60

 امنه پاسخ نیز افزایش پیدا می کند. این تغییرات برایشکل به ازای افزایش طول میکروتیر بیش ترین د

𝐿طول های   = 30  ،𝐿 = 𝐿 و 40 =  رسم شده اند. 50

 

 منحنی پاسخ فرکانسی به ازای طول های مختلف میکروتیر ( :3-4شکل )

تاثیر ضخامت میکروتیر ساندویچی بر منحنی فرکانس طبیعی نیز  ،علاوه بر مقایسه طول های مختلف

سه  ویچی می باشد و شامل سه لایه استاز آنجا که میکروتیر مورد نظر ساند می شود نشان داده
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و ضخامت لایه های الکترود  ℎضخامت تاثیر گذار در مساله وجود دارد که ضخامت لایه هایپر الاستیک 

 می باشند. 𝑡الاستیک 

نسبت ضخامت  ها بااندازه های مختلف ضخامت لایه  منحنی پاسخ فرکانسی را به ازای (85-4شکل )

لایه های هایپر الاستیک و الاستیک میکروتیر ساندویچی نشان می دهد. با افزایش ضخامت یکسان بین 

 لایه ها، بیش ترین دامنه پاسخ میکروتیر نیز افزایش می یابد. 

 

 مختلف با نسبت ضخامت یکسانپاسخ فرکانسی به ازای ضخامت های  منحنی( : 85-4شکل )

های پاسخ فرکانسی را به ازای اندازه های مختلف ضخامت لایه ها با نسبت  منحنی( 88-4در شکل )

ضخامت متفاوت بین لایه های الاستیک و هایپرالاستیک نشان می دهد. با توجه به شکل با افزایش 

 ضخامت لایه ها، بیش ترین دامنه پاسخ میکرو تیر کاهش پیدا می کند.

𝑓کانسی برای مقادیر مشخص دامنه نیروی تحریک ( منحنی های پاسخ فر85-4در شکل ) = 0.1   ،

𝑓 = 0.4  ،𝑓 = 𝑓و  0.8 = رسم شده اند. هنگامی که نیروی تحریک افزایش پیدا می کند  1.6

  د.نمی آی به وجوداندازه بیش ترین دامنه پاسخ نیز افزایش پیدا می کند، ولی در رفتار آن تغییر 
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 مختلف با نسبت ضخامت متفاوتازای ضخامت های  (: منحنی پاسخ فرکانسی به88-4شکل )

 

( تاثیر ولتاژ اعمالی روی منحنی های پاسخ فرکانسی نشان داده شده است. به ازای 89-4در شکل )

افزایش ولتاژ علاوه بر افزایش دامنه پاسخ، نقطه چندشاخگی انتقال پیدا می کند و پدیده پرش در اندازه 

 های بالاتر شکل می گیرد.
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 ( : منحنی پاسخ فرکانسی به ازای نیروهای تحریک مختلف85-4ل )شک

 

 ( : منحنی پاسخ فرکانسی به ازای ولتاژهای مختلف89-4شکل )
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 دامنه پاسخ میکروتیر )خیز( نسبت پارامتر متغیر و  بررسی تغییراتبعنوان  𝒇انتخاب  4-3-2

 : 𝒇به دامنه نیروی تحریک 

رسم شده  𝑓ی، تغییرات دامنه پاسخ به ازای تغییرات دامنه نیرو ( منحنی پاسخ نیروی84-4در شکل )

𝑓است. چندشاخگی سدل نود در مقادیر بحرانی نیرو  = 𝑓و  1.8 = رخ می دهد. برای تمام  64.5

𝑓مقادیر  < 𝑓و  1.8 > یک نقطه تعادل پایدار وجود دارد. و برای مقادیر موجود نیروی  64.5

0.8 < 𝑓 < رد. که شامل دو نقطه تعادل پایدار و یک نقطه تعادل سه شاخه پاسخ وجود دا 13.5

𝑓هنگامی که نیرو از مقدار صفر شروع به افزایش می کند، در نیروی بحرانی  ناپایدار می باشد. = 1.8 

 تغییر ناگهانی از شاخه ناپایدار به دامنه بالایی پایدار می دهد و پدیده پرش رخ می دهد.

 

 

 یی( : منحنی پاسخ نیرو84-4شکل )
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منحنی پاسخ نیرویی برای مقادیر مشخصی از ولتاژ اعمالی رسم شده است. تاثیر ولتاژ  (82-4در شکل )

روی پاسخ رزونانسی غیرخطی میکروتیر نشان داده می شود. به این صورت که با افزایش ولتاژ، نقطه ای 

تد. علاوه بر این در که در آن چندشاخگی رخ می دهد نیز در دامنه های نیرویی بزرگتر اتفاق می اف

 دامنه های نیرویی بزرگتر، با افزایش ولتاژ ، دامنه نوسانات نیز افزایش می یابد.

( تاثیر فرکانس پارامتر تنظیم روی منحنی های پاسخ نیرویی میکروتیر نشان داده شده 86-4در شکل )

ی یابد نقطه چند شاخگاست. این نمودار نشان می دهد هنگامی که فرکانس پارامتر تنظیم افزایش می 

σدر مقادیر بزرگ تری از دامنه های نیرویی رخ می دهد. علاوه بر این به ازای  = برای تمام  1−

 مقادیر دامنه های نیرویی هیچ نقطه چندشاخگی وجود ندارد.

 

 ( : منحنی پاسخ نیرویی به ازای ولتاژهای مختلف82-4شکل )
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 فرکانس پارامترهای تنظیم مختلف ( : منحنی پاسخ نیرویی به ازای86-4شکل )

دامنه پاسخ میکروتیر )خیز(  و بررسی تغییرات متغیر بعنوان پارامتر 𝑽𝑫𝑪انتخاب  4-3-3

 : 𝑽𝑫𝑪نسبت به تغییرات ولتاژ 

𝐹برای  = ε و 0.05 = تابعی از ولتاژ اعمالی  (7-9)فرکانس طبیعی میکروتیر با توجه به رابطه   0.1

 می باشد.

(4-8 ) 𝜔0
2 =

∫ 𝛼2𝜑(𝑥)𝜑
′′′′(𝑥) 𝑑𝑥 − ∫ 𝛼1𝜑(𝑥)𝜑

′′(𝑥) 𝑑𝑥
1

0

1

0

∫ 𝜑2(𝑥) 𝑑𝑥
𝐿

0

  

 با باز کردن این رابطه تابع فرکانس طبیعی به صورت صریح از ولتاژ محاسبه می شود.

𝜔0 = √
∫ 𝛼2𝜑(𝑥)𝜑′′′′(𝑥) 𝑑𝑥
1

0

∫ 𝜑2(𝑥) 𝑑𝑥
𝐿

0

−
∫ 𝛼1̅̅ ̅𝜑(𝑥)𝜑′′(𝑥) 𝑑𝑥
1

0

∫ 𝜑2(𝑥) 𝑑𝑥
𝐿

0

−
∫ 𝛼1̿̿ ̿𝜑(𝑥)𝜑′′(𝑥) 𝑑𝑥
1

0

∫ 𝜑2(𝑥) 𝑑𝑥
𝐿

0

(𝑉2)        
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(4-5) 

𝛼1̅̅که ضرایب  𝛼1̿̿و  ̅  زیر در نظر گرفته می شوند: به شکل (47-5) از رابطه ̿

(4-9) 𝛼1̅̅ ̅ =
(2𝑐1𝐴ℎ)

(𝜌ℎ𝐴ℎ + 𝜌𝑒
𝑡𝐴𝑒
𝑡 + 𝜌𝑒

𝑏𝐴𝑒
𝑏)𝜔𝑑𝑖𝑚

2 𝐿2
 

(4-4) 
𝛼1̿̿ ̿ =  

𝜖𝐴ℎ
𝐿3
2

(𝜌ℎ𝐴ℎ + 𝜌𝑒
𝑡𝐴𝑒
𝑡 + 𝜌𝑒

𝑏𝐴𝑒
𝑏)𝜔𝑑𝑖𝑚

2 𝐿2
 

 

 برای ساده سازی تغییر متغیر زیر به کار گرفته می شود:

(4-2) 𝛿 =
∫ 𝛼2𝜑(𝑥)𝜑

′′′′(𝑥) 𝑑𝑥
1

0

∫ 𝜑2(𝑥) 𝑑𝑥
𝐿

0

−
∫ 𝛼1̅̅ ̅𝜑(𝑥)𝜑

′′(𝑥) 𝑑𝑥
1

0

∫ 𝜑2(𝑥) 𝑑𝑥
𝐿

0

 

(4-6) Λ = −
∫ 𝛼1̿̿ ̿𝜑(𝑥)𝜑

′′(𝑥) 𝑑𝑥
1

0

∫ 𝜑2(𝑥)𝑑𝑥
𝐿

0

 

 گردد: زیر استخراج می به شکللذا تابع فرکانس طبیعی 

(4-7) 𝜔0 = √𝛿 + Λ𝑉
2 

 طور معادله پاسخ فرکانسی نیز با وارد کردن مستقیم ولتاژ به صورت زیر در می آید: همین

(4-1) (
3

8
𝛾2𝑎

3 − (√𝛿 + Λ𝑉2)𝜎𝑎)2 =
𝐹2

4
   

داده شده ( نمایش 87-4منحنی شاخه شدگی دامنه پاسخ نوسان بر اساس تغییرات ولتاژ در شکل )

 است.
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 ( : نمودار شاخه شدگی دامنه پاسخ بر اساس تغییرات ولتاژ87-4شکل )

 و  بررسی چند شاخگی : متغیربه عنوان پارامترهای  𝑽𝑫𝑪و  𝒇انتخاب هم زمان  4-3-4

𝑦، دو معادله (1-4) برای بررسی چندشاخگی با توجه به معادله پاسخ فرکانسیدر اینجا  = ±𝑓  و

𝑦 =
3

8
𝛾2𝑎0

3 − (𝛿 + Λ𝑉2)𝜎𝑎0    برای شرایط مختلفی که برای دو پارامتر𝑉𝐷𝐶  و𝑓  ،وجود دارد

. و به ازای ثابت بودن یکی، تغییرات دیگری بررسی می شود. از آنجایی که  [47]تداخل داده می شوند

ه می باشد، در نقاط مینیمم و است. یک چند جمله ای از درجه س 𝑉𝐷𝐶جمله ای که دارای پارامتر 

ماکسیمم محلی این چند جمله ای چندشاخگی به وجود می آید که از نوع سدل می باشد. برای پیدا 

 ای که این چندشاخگی در آن به وجود می آید، ابتدا؛  𝑓کردن مقدار 

(4-3) d

d𝑎0
(
3

8
𝛾2𝑎0

3 − (√𝛿 + Λ𝑉2)𝜎𝑎0) = 0  

 می آید. به دستزیر نقطه بحرانی 
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(4-85) 𝑎0𝑚𝑎𝑥 =
√
8(√𝛿 + Λ𝑉2)𝜎

9𝛾2
 

به ازای این نقطه تعادل چند شاخگی شکل می گیرد. جایگذاری این نقطه تعادل در معادله پاسخ 

 فرکانسی نتیجه می دهد؛

(4-88) 

3

8
𝛾2
8(√𝛿 + Λ𝑉2)𝜎

9𝛾2
√
8(√𝛿 + Λ𝑉2)𝜎

9𝛾2
− (𝛿 + Λ𝑉2)𝜎√

8(√𝛿 + Λ𝑉2)𝜎

9𝛾2
 

= (−
2(√𝛿 + Λ𝑉2)𝜎

3
)√
8(√𝛿 + Λ𝑉2)𝜎

9𝛾2
                                                    

 بحرانی که در آن چند شاخگی سدل رخ می دهد؛ 𝑓𝑐مقدار 

(4-85) 𝑓𝑐(𝑎0) = ±(−
2(√𝛿 + Λ𝑉2)𝜎

3
)√
8(√𝛿 + Λ𝑉2)𝜎

9𝛾2
    

 

شان ولتاژ را ن –فرکانس طبیعی و نیرو  –( به ترتیب فضای پارامتری نیرو 83-4( و )81-4شکل های )

می دهند. در این منحنی ها به ازای مقادیری از پارامترها که بین دو منحنی قرار می گیرند سه نقطه 

  ادل برای سیستم وجود دارند.تعادل و خارج از آن یک نقطه تع
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 ( : شاخه شدگی نیرو برحسب فرکانس طبیعی خطی81-4شکل  )
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 ( : شاخه شدگی نیرو برحسب ولتاژ83-4شکل )
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 فصل پنجم:

 پیشنهادها و نتیجه گیری
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 نتیجه گیری: 1-1

ومکانیکال رای میکرو الکتکه نوعی از سیستم ه دی الکتریک الاستومری در ابتدای این تحقیق، رزوناتور

بود معرفی گردید. ویژگی ها، کاربردها، مواد سازنده آن و روش مدل کردن و تحلیل این مواد الاستومری 

پاسخ دینامیکی غیرخطی میکروتیر ساندویچی دو سر گیردار با لایه غیر خطی بیان شدند. در ادامه 

ر الکتریکی از طریق لایه های الکترود مجاو میانی )دی الکتریک( هایپرالاستیک که تحت تحریک ولتاژ

با استفاده از انرژی های پتانسیل و جنبشی و اصل هامیلتون معادله  .مورد مطالعه قرار گرفتاست، 

تقریبی با استفاده از روش مقیاس های زمانی چندگانه  –تحلیلی  پاسخ  حاکم بر حرکت استخراج شده و

   نیز محاسبه شد.

ها به منظور طراحی این گونه رزوناتور الاستومری دی الکتریک انسی غیرخطی رزوناتورفهمیدن رفتار رزون

تاثیرات پارامترهای طراحی مختلف از جمله ولتاژ الکتریکی اعمالی، نیروی تحریک،  بسیار موثر می باشد.

لایه  ضخامت لایه الاستیک الکترود و نسبت فرکانس پارامتر تنظیم و ابعاد هندسی میکروتیر بخصوص

ایدار و نواحی پایدار و ناپ .قرار گرفتندبررسی  مورد هایپرالاستیک دی الکتریک در دامنه پاسخ رزوناتور

آمدند. منحنی های پاسخ فرکانسی و پاسخ نیرویی  به دستآوردن رفتار مطلوب  به دستپاسخ ها برای 

 به ازای این پارامترهای طراحی رسم شدند. 

افزایش ولتاژ الکتریکی اعمالی و هم چنین افزایش طول میکروتیر مناطق  نتایج نشان می دهند که، با

به علاوه بیش ترین دامنه پاسخ  نمودار نیز افزایش افزایش می یابند.  مربوط به پدیده پرش در نمودار

با در نظر گرفتن ضخامت لایه الکترود و ساندویچی در نظر گرفتن رزوناتور تاثیر این لایه در  می یابد.

فتار ارتعاشی و دینامیکی سیستم آورده شده به طوری که اندازه ضخامت این لایه و نسبت آن با ر

 میکروتیر در مود های ضخامت لایه دی الکتریک در پایداری و ولتاژ بحرانی رزوناتور تاثیر می گذارد.
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ن هم چنی مختلف رفتار سخت شوندگی دارد و مود های بالاتر میزان سخت شوندگی افزایش می یابد.

 با کوتاه تر شدن طول میکروتیر رفتار سخت شوندگی آن زیاد می شود. 

امترهای پسیو توسط پار به صورتبا استفاده از این نتایج پاسخ فرکانسی و رفتار میکروتیر می تواند 

ه ببا انتخاب مقادیر بهینه پارامتر ها در طراحی،  نیز طراحی کنترل شود. از نمودار های پاسخ فرکانسی

   استفاده می شود.می تواند منظور داشتن یک پاسخ پایدار و مطلوب 
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 :پیشنهادها 1-2

   استفاده از روش های دیگر مدل کردن مواد هایپر الاستیک برای میکروتیر رزوناتور و مقایسه

 هوکین، اگدن و ...  –نتایج این روش ها با یکدیگر مدل نئو 

 میکرو ورق مستطیلی، دایره ای و ... به صورت دی الکتریک تحلیل دینامیکی رزوناتور 

 تحت شرایط مرزی مختلف. دی الکتریک بررسی پاسخ رزوناتور 

 .استفاده از دیگر تحریک های میدانی مانند تحریک الکترومغناطیسی 
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Abstract: 

Dielectric elastomer resonators (DERs) are applied in a wide variety of 

applications for micro electro-mechanical systems (MEMSs). In this study, 

vibrations and bifurcation of a DERs consist of a clamped-clamped 

sandwiched micro-beam with three elastic and hyper-elastic layers grounded 

by geometric and material nonlinearities is studied. Material nonlinearity 

modeled with the Yeoh hyper-elastic material theory. The governing 

equation of motion is formulated by means of Hamilton’s principle and then 

truncated into a reduced-order model through Galerkin’s technique. 

Approximate analytical solution in the primary resonant case is obtained 

using multiple time scale (MTS) method. The stabilities of steady-state 

responses in the vicinity of the equilibrium states and critical (pull-in) 

voltages are analyzed.  Moreover, bifurcation phenomena is studied 

considering constant values of DC voltage, different values of frequency 

detuning parameters, and force excitation as control parameters. The 

obtained results are validated using results of previous studies and can help 

us better understand to design of DERs.  

 

Keywords: 

Dielectric elastomer resonator, saddle node bifurcation, pull-in voltage, 

perturbations theory, micro electromechanical systems, hyper-elastic. 
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