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 چكیده

های تیرگونه پیچیده شده، موضوع تحقیقاتی بسیاری از محققان در تحلیل ارتعاشات و پایداری سازه

های حفاری و سوراخکاری، های توربین، متههای مهندسی بوده و نقش مهمی را در طراحی پرهاکثر زمینه

ای پیچیده شده به صورت متمرکز یا با تیرهتوان میرا  تجهیزاتگونه این کند. در عمل،مپها و ... ایفا میپ

سازی کرد. با توجه به تحقیقات صورت گرفته، مشخص است که موارد بسیاری است که تا کنون گستره مدل

از سوی محققین در زمینه پایداری و رفتار دینامیکی تیرهای پیچیده شده محوری مورد بررسی قرار نگرفته 

که تقریباً اکثر تحقیقاتی که تاکنون به بررسی رفتار دینامیکی است. یکی از مهمترین این موارد این است 

 متمرکز شده است. همچنین، تاکنون اینگونه تیرها پرداخته است، روی معادلات خطی ساده شده آنها

یا کش  2پذیری، اثر کش1گونه تیرها با وجود نابالانسی، نامتقارنیبررسی غیرخطی رفتار ارتعاشاتی این

رو، با است. از این گرفتهو بار محوری در شرایط مرزی مختلف انجام ن 4رات سرعت محوری، تغیی3ناپذیری

گونه تجهیزات، این رساله در گام اول به بررسی غیرخطی رفتار دینامیکی و ارتعاشاتی توجه به اهمیت این

ثیر برخی از های بعدی، تأپردازد. در گامکنند، میتیرهای پیچیده شده که به صورت محوری دوران می

پذیری یا عوامل هندسی روی این بررسی غیرخطی مانند نوع شرایط مرزی، تغییرات سرعت محوری، کش

کش ناپذیری، بارهای محوری و کوپلینگ حرکات محوری و پیچشی مورد بررسی قرار گرفته است. استخراج 

نهایی جهت تحلیل پایداری  انجام شده و معادلات  5معادلات غیرخطی حرکت با استفاده از اصل همیلتون

های چندگانه روی معادلات دیفرانسیل مشتق جزئی( و غیر نیز با دو روش مستقیم )اعمال روش مقیاس

مستقیم )تبدیل معادلات دیفرانسیل مشتق جزئی به معادلات دیفرانسیل معمولی با استفاده از روش 

ت دیفرانسیل معمولی حاصل( استخراج روی معادلا 7های چندگانهو سپس اعمال روش مقیاس 6گالرکین

                                                           
1 Asymmetrical 

2 Stretching or Extensionality 

3 In-Extensionality 

4 Speed fluctuations 

5 Hamilton principle  

6 Galerkin 

7 Multiple scales 
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و همچنین مقایسه با  8کوتا-گذاری نتایج و معادلات حاصل نیز با استفاده از روش عددی رانگاند. صحهشده

تحلیل  ها،جام شده است. در این بررسینتایج حاصل از تحقیقات صورت گرفته توسط دیگر محققین ان

شده و تأثیر پارامترهای مختلف مانند زاویه پیچش، شماره مد،  جامهای اولیه و پارامتریک سیستم اننسرزونا

های حالت نسبت سختی طولی به سختی عرضی تیر، ضریب میرایی و میزان خروج از مرکز تیر روی پاسخ

 و تحلیل تیرهای پیچیده شده متقارن و نامتقارن با شرایط مرزی مذکور مورد بررسی 9هایپایا یا دو شاخگی

 قرار گرفته است. 

 

 

 های چندگانه؛مقیاس روش غیرخطی؛ ارتعاشات نامتقارن؛ تیر پیچیده شده متقارن و کلمات کلیدی:

 .؛ لنگ زنیدو شاخگی  پارامتریک؛ رزونانس اولیه؛ رزونانس ؛روش گالرکین

  

                                                           
8 Runge-kutta 

9 Bifurcation 
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 مقدمه 

 هدف از تحقیق و اهمیت موضوع  -1-1

معروف  1های مکانیکی که در آنها عضو دواری وجود داشته باشد، به سیستمهای روتوریسیستم

تواند های خود قرار گرفته و میگاهها روی تکیهیاتاقان، جسمی است که از طریق 2هستند. یک روتور

آزادانه حول محور ثابت خود دوران کند. بررسی رفتار دینامیکی روتورها، بخشی از تحلیل ارتعاشاتی 

است که  طولانیهای دینامیکی ماشین آلات دوار سروکار دارد. این عرصه، سالیان است که با مشخصه

های مهم و چالش برانگیز تحقیقاتی و کاربردی در بسیاری از کاربردهای به عنوان یکی از زمینه

ها، کوپتر، توربیننگهداری موتورهای جت، روتورهای هلی-مهندسی از جمله طراحی و تعمیرات

صه، قابلیت های حفاری و ... تبدیل شده است. در این عرها، متهکمپرسورها، ابزارهای براده برداری، پمپ

مختلف اضافه بار و خرابی،  هایی روتورها و تیرهای دوار در حالتاطمینان و آنالیز حساسیت و خراب

بینی و تحلیل رفتار رو، پیشکند. از اینهای جدی مواجهه میها را با چالشمهندسین و تکنسین

قال انرژی از جزئی به جزء دینامیکی و ارتعاشاتی یک روتور از نظر فنی حائز اهمیت بوده و حین انت

تواند روی بازدهی یک سیستم گونه ارتعاشات میدیگر، انتقال ارتعاشات را با خود به همراه دارد. این

ای از نمونه (1-1شکل )روتور تأثیر گذاشته و حتی در برخی از موارد منجر به تخریب کل سیستم شود. 

دهد. از آنجا که انرژی جنبشی روتورها به خاطر اتصال سیستم روتور با منبع را نشان می این پیامدها

تواند منجر به ارتعاشات روتور محدودی از این انرژی میدر شرایط معین، بخش نا ،باشدتحریک آن می

تواند به سرعت ، دامنه این ارتعاشات میاستشده که گاهی در شرایط عمر کاری کمتر از آنچه انتظار 

افزایش یافته، حتی اگر هیچ نیروی خارجی به سیستم اعمال نشود؛ که این امر منجر به تخریب سیستم 

 روتور خواهد شد. 

                                                           
1 Rotor Systems 

2 Rotor 
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 بروز مشکل در آنتخریب یک سیستم دوار در اثر  (1-1) شکل

های ناشی از ارتعاشات محوری، خمشی )جانبی( و پیچشی بوده در عمل، روتورها متحمل انرژی

کند. یکی، طراحی بینی و توجه به این ارتعاشات از دیدگاه مهندسی از دو جهت اهمیت پیدا میکه پیش

ا و تیرهای دوار، رساندن این و دیگری، نگهداری و تعمیرات. بنابراین، هدف از بررسی دینامیکی روتوره

های ارتعاشی به حداقل مقدار ممکن و جلوگیری از بروز آسیبهای جدی در آینده کاری سیستم انرژی

 است. 

کند، وجود عواملی موضوع دیگری که اهمیت بررسی رفتار دینامیکی روتورها را دو چندان می

کند. امروزه گرایشات رخطی تبدیل میاست که سیستم روتور را از حالت خطی به اشکال پیچیده غی

مهندسی در جهت تولید ماشینهایی است که در عین سبکی، با سرعت بالایی کار کنند. در ماشینهای 

های ارتعاشاتی غیرخطی در روتور، هنگام مونتاژ آن و تولید توان با سوخت، دوار فعلی، برخی از پدیده

-ای پلیمری به منظور ساختن یک موتور با وزن کم نیز رخ میها نیز در روتورهافتد. این پدیدهاتفاق می

دهد. تحلیل ارتعاشاتی این قبیل سیستمهای روتوری معمولاً با استفاده از روش المان محدود و مدلهای 

توان از ضرایب فنریت و دهد، نمیشود. اما، هنگامی که ارتعاشاتی با دامنه زیاد رخ میخطی انجام می

سازی سیستم روتور غیر خطی استفاده کرد. از طرفی، در تحلیل ارتعاشاتی و ر مدلدمپری خطی شده د
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های غیر خطی آن را در نظر گرفت. به عنوان نمونه، بایست مشخصهطراحی یک سیستم روتور حتماً می

بایست از یک سیستم روتور سرعت بالا با در یک توربین گاز برای حرکت یک هواپیما و ... حتماً می

سازی بدنه آن به طور الاستیک برای کاهش سرعت بحرانی آن ه به سرعت بحرانی آن و مدلتوج

تواند با کند، بدنه تحریک شده و میبدنه ارتعاش می-یاتاقان-استفاده کرد. هنگامی که این سیستم روتور

است. بررسی ها آسیب ببینند نیز بسیار زیاد یاتاقانکه روتور تماس پیدا کند. همچنین احتمال این

پاسخ ارتعاشی غیر خطی بدست آمده از یک ماشین دوار در شرایط پایدار از دیدگاه عملکردی بسیار 

های دینامیکی روتور، مهم است. به منظور ساختن یک مدل ریاضی واقعی در تحلیل ارتعاشی، مشخصه

ث ایجاد ارتعاشات غیر خطی تواند باعها و بدنه آن مد نظر قرار گیرد. این شرایط مییاتاقانلازم است 

توان با معادلات و روتور شود. به عبارت دیگر، در ارتعاشات روتور با دامنه کم، پاسخ سیستم را می

یابد، عوامل غیر خطی، نقش  شرایط مرزی خطی توصیف کرد. اما، هرچه دامنه ارتعاشی افزایش می

 کنند.تری را ایفا میموثر

 ینامیک روتورهاهای غیر خطی در دمنشأ پدیده  -1-2

همان طور که عنوان شد، یکی از عواملی که ارتعاشات تیرها و شفتهای دوار را تحت تأثیر قرار 

تواند های غیر خطی در روتورها میهای غیر خطی در آنها است. منشأ پدیدهدهد، وجود پدیدهمی

تواند ناشی از بروز می 1. حالت غیرخطی هندسی[2 ,1]آن باشد  مواد ساختارییا  اینرسی، هندسی

های غیرخطی ممکن است ناشی از در عمل، این، پدیدهباشد.  3یا انحناهای بزرگ 2کشیدگی غیرخطی

های روتور، ، تحریک و جابجایی پایه4های مرتبه بالاچندین عامل همزمان باشند، مانند، تغییر شکل

ها، یاتاقان، لقی 5های مغناطیسییاتاقانهای ژورنال، یاتاقانهای غیر خطی هندسی، فیلم روغن در پدیده

 های دمپری فیلم روغن و نیروی مغناطیسی و تماسی بین روتور و استاتور. یاتاقانلقی در 

                                                           
1 Geometrical Nonlinearities 

2 Nonlinear Stretching 

3 Large Curvatures 

4 High Order Deformations 

5 Magnetic Bearings 
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 سطح مقطع ناشود، یکی از عوامل هندسی که باعث غیر خطی شدن معادلات یک تیر دوار می-

شود. هنگامی که تی روتور میتیر دوار است که باعث ایجاد کوپلینگ بین مدهای حرک 8متقارن

سطح مقطع یک تیر یا شفت دوار ایزوتروپیک، دو محور تقارن داشته باشد، مرکز خمشی و مرکز 

هندسی سطح مقطع تیر بر هم منطبق بوده و در این حالت ارتعاشات جانبی به یکدیگر کوپل 

مانند وجود عیب یا نقص  شوند. اما، در حالتی که سطح مقطع تیر نامتقارن باشد )به هر دلیلینمی

در روتور یا غیر متقارن بودن شکل سطح مقطع(، مرکز خمشی و مرکز هندسی آن بر هم منطبق 

نبوده و از این رو، ارتعاشات خمشی و پیچشی با یکدیگر کوپل شده و ممکن است منجر به پیدایش 

 .   [2]شوند معادلات غیر خطی کوپل شده 

  دوار، ارتعاشات پیچشی اغلب به طور مستقل از ارتعاشات جانبی یا  هایسازههای اولیه تحلیلدر

یابد، کوپلینگ شد. اما وقتی نسبت طول به قطر سازه افزایش میخمشی روتور در نظر گرفته می

واسطه این کوپلینگها، فرکانسهای بیابد. بین حرکات پیچشی، جانبی و محورری نیز افزایش می

در حالی که فرکانسهای اند با معکوس طول سازه متناسب ،وریطبیعی خطی مدهای پیچشی و مح

با معکوس مربع طول سازه متناسب هستند. هرچه طول سازه  ،طبیعی مدهای جانبی یا خمشی

افزایش یابد، فرکانسهای طبیعی این سه حرکت و همچنین فاصله بین فرکانسهای طبیعی در هر 

فرکانسهای طبیعی این سه حرکت خیلی به هم نزدیک . اگر  [2]یابدسه حرکت نیز کاهش می

تواند حرکاتی را در حین شود، انرژی مدهای پیچشی، محوری و جانبی تغییر کرده و سازه می

باشد. علاوه بر این، این سه حرکت می توانند دوران داشته باشد که ترکیبی از مدهای مختلف می

 به یکدیگر کوپل شوند. به طور قابل توجهی از طریق شرایط مرزی سازه 

 یکی دیگر از عوامل غیر خطی در معادلات است. کشیدگی صفحه میانی ، 2کشیدگی غیرخطی

گاه آن، حرکت روتور را از دو طرف محدود کنند، در یک جسم الاستیک در صورتی که هر دو تکیه

بین کرنشها شود. این پدیده غیرخطی منجر به بروز یک رابطه غیرخطی ارتعاشات عرضی ظاهر می
                                                           
1 Asymmetrical Cross Section 

3 Nonlinear stretching 
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شود. در این حالت، اگر ارتعاشات با دامنه زیاد، با تغییرات بزرگ در انحنا نیز ها میو جابجایی

 . [2]ها نیز در نظر گرفتبایست یک رابطه غیرخطی بین انحنا و جابجاییهمراه باشد، می

  تور ایجاد تواند در حضور جرمهای گسترده یا متمرکز روی رونیز می غیرخطی اینرسیتأثیرات

شود. در سیستمهای خطی، جملات مربوط به انرژی پتانسیل، میرایی و اینرسی بر حسب توابع 

اند شوند. با این حال، این معادلات حرکت، تقریبیمرتبه اول تغییر شکل، سرعت و شتاب بیان می

اندازه کافی  ها بهشوند. اما، هنگامی که جابجایی یا تغییر شکلها کوچک فرض میزیرا تغییر شکل

 شوند.های غیرخطی که در بالا اشاره شد، ظاهر میبزرگ درنظر گرفته شوند، پدیده

  روتور نیز در مواردی که تنشهای روتور تابع غیرخطی از  مواد سازندهحالت غیرخطی مربوط به

کارگیری مواد غیرخطی در تحلیل دینامیکی ه افتد. امروزه، اهمیت بکرنشها هستند، اتفاق می

تجهیزات دوار به منظور افزایش دقت و بالا بردن بازده سیستم بیش از پیش افزایش پیدا کرده 

است. اگر شفت یک سیستم روتور از مواد کامپوزیتی ساخته شده باشد، در حین عملکرد روتور، 

دامنه ارتعاشات نسبت به حالتی که شفتها از مواد فلزی ساخته شوند، بسیار بزرگتر خواهد بود و 

-رفتار سیستم غیرخطی خواهد بود. معمولاً تحلیل روتورهای با دامنه ارتعاشی بالا نیازمند شبیه

غیرخطی آن، تغییر در سختی ناشی از تغییر هندسه روتور، مقاومت غیرخطی  پیچیدهسازی رفتار 

یادی باشد. امروزه به خاطر مزایای زگاهها و درنظر گرفتن دیگر بخشهای مرتبط با روتور میتکیه

فضا برای داشتن وزن کمتر، روتورها از -که مواد کامپوزیتی دارند، به خصوص در کاربردهای هوا

ها، چالشهای زیادی را با خود به . بدین ترتیب، وجود این پدیده[1,2]شوند این مواد ساخته می

تر مراتب مشکلهای خطی به های غیرخطی در مقایسه با تحلیلزیرا، تحلیل این پدیده .همراه دارد

دارد،  1است. علاوه بر این، از آنجا که یک روتور به خاطر ممان ژیروسکوپیک، یک حرکت لنگ زنی

  توان مستقیماً به روتور اعمال کرد.روشهای تحلیلی به کار رفته در تحلیل سیستمهای خطی را نمی

                                                           
1 Whirling 



7 

 

 معرفی تیرهای پیچیده شده  -1-3

ار مهم بوده و نقش اساسی را در کاهش ارتعاشات یک نمونه از اعضای دواری که طراحی آنها بسی

و  های حفاریکوپتر، متههای هلیهای توربین، پرهپره مخرب بعضی ماشینهای دوار ایفا می کند،

هستند. این تجهیزات در انواع ابزارهای براده برداری  ها، پره کمپرسورها وسوراخکاری، محور پمپ

دور بر دقیقه تا  1111شوند که محدوده سرعت آنها از یسرعت پایین و سرعت بالا دسته بندی م

-برخی از کاربرد این تجهیزات را در توربین (4-1شکل )تا  (2-1شکل )باشد. دور بر دقیقه می 31111

 دهد. ها، پمپها، ماشینهای براده برداری و مته های حفاری نشان می

 

 

 ها و کمپرسورهاکاربرد تیر پیچیده شده در پمپ (2-1) شکل

  

 های حفاری چاه نفتای از متهنمونه (4-1) شکل های براده برداریای از متهنمونه (3-1) شکل
توان گونه اجزا را در فرآیند تحلیل و طراحی میآنچه در این بررسی مهم است، این است که این
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بر  گونه تیرها راتوان اینمدلسازی کرد. در این مدلسازی، می 1به شکل تیرهای از پیش پیچیده شده

 : کردبندی وع تقسیماساس تغییر زاویه پیچش حول محور تیر، به دو ن

یعنی، زاویه پیچش تیر در طول آن به صورت خطی تغییر  .تیرهای از پیش پیچیده شده خطی -1

 کند.می

یعنی، زاویه پیچش تیر در طول آن به صورت غیر  .تیرهای از پیش پیچیده شده غیر خطی -2

 کند.خطی تغییر می

شکل تواند متغیر باشد. تا چند دور می رپیچش تیرهای پیچیده شده، از یک دو زاویهاز طرفی، 

 دهد.دو تیر پیچیده شده خطی را نشان می (1-5)

  

 .مدل تیرهای پیچیده شده (5-1) شکل

-تیرگونه پیچیده شده به عنوان اصلیهای سازهگونه اینو پایداری  غیرخطیتحلیل ارتعاشاتی 

بینی رفتار دینامیکی . پیششناخته شده استمرتبط های مهندسی ترین موضوعات تحقیقاتی در زمینه

های های ریاضی است که تا حد زیادی دربرگیرنده مشخصهغیرخطی این سیستمها، نیازمند مدل

 ی از پیش پیچیده شده محوریشکل تیرها موفقیت اولیه پیرامون مدلسازی تغییردینامیکی آن باشند. 

کند که تیرها از الیاف صاف در حالت بدون بیان می تئوریاین  .]3,4[معروف است  2تئوری واگنربه 

سطح مقطع و به صورت مارپیچ کشیده شده و شکل تیر طرف اند. این الیاف از پیچش تشکیل شده

دهند. استخراج معادلات ریاضی یک تیر پیچیده شده که فرضیات جابجایی پیچیده شده را تشکیل می

                                                           
1 Pre-Twisted Beams 

2 Wagners  Theory 
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با استفاده از یک تیر یک سر گیردار از پیش پیچیده  دهد،میرا روی سطح مقطع تیر مورد بررسی قرار 

تحلیلهای نیمه معکوس برای تغییر شکل پیچشی و خمشی با بکار و  آغاز شد ]5[ 1واشیزو شده توسط

 بعدی به کار گرفته شد.  سهستیسیته گیری تئوری الا

 مروری بر تاریخچه موضوع  -1-4

ای طولانی داشته و در طول این سالها و با پیشرفت علم بررسی دینامکی روتورها و تیرها تاریخچه

علوم مهندسی، فاصله بین تئوری و کاربرد در آن به سرعت کم شده است. تحقیق در این زمینه طی 

ای که در زمینه بررسی رفتارهای هه قبل ادامه داشته تا آنجا که اولین مقالهد 15و از  طولانیسالیان 

از اساتید  [6] 2ویلیام جان رنکین توسطگردد که بر می 1869دینامیکی روتورها منتشر شد، به سال 

به بررسی نیروهای گریز با مدلسازی دو درجه آزادی یک روتور،  ،که در آن منتشر شد 3دانشگاه گلاسکو

برخی از مشکلات اساسی در این حوزه را  [7] 4تاندل (. همچنین،(6-1شکل )) پرداخت آنمرکز روی  از

 مورد بحث و بررسی قرار داد. 

 

 [6] اولین مقاله ارائه شده در زمینه دینامیک روتورها (6-1) شکل

آنچه که مدتهاست در بررسی رفتار ارتعاشی یک سازه دوار اهمیت پیدا کرده و محققان، تمرکز و 
                                                           
1 Washizu 

2 William John Macquorn Rankine 

3 Glasgow 

4 Ales Tondl 
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اند، مدهای ارتعاشاتی مختلفی است که در یک سازه دوار رخ های خود را عمدتاً روی آن قرار دادهبررسی

دهد ازه دوار رخ میگذارند. انواع مدهای ارتعاشی که در یک سداده و اینکه چه تأثیری روی یکدیگر می

. همچنین، 3و مدهای محوری )طولی( 2، مدهای پیچشی1خمشی )عرضی یا جانبی(عبارتند از: مدهای 

برخی از تحقیقات صورت گرفته، عمدتاً روی بررسی ارتعاشاتی تیرهای پیچیده شده و غیر پیچیده شده 

پیچش و کشیدگی تیرهای  [8]4کوبواواند. غیر دوار یا دوار حول محور عمود بر محور طولی متمرکز شده

پیچیده شده با سطح مقطع بیضوی را برای یک زاویه پیچش کوچک مورد بررسی قرار داد. او جملات 

بدون زاویه پیچش اولیه را بر اساس تئوری الاستیسیته -کشش و کشش-مربوط به کوپلینگ پیچش

ماندر و  ی خمشی توسطبا وجود تغییر شکل خمشی، تأثیر پیش پیچش روی سخت محاسبه کرد.

های بر مبنای تئوری پوسته ماندر و ریسنرمورد بررسی قرار گرفت.  [10] 6و گرفین و گودیر [9] 5ریسنر

تو خالی یک تیر پیش پیچیده شده با سطح مقطع مستطیلی، گزارش دادند که سختی خمشی در 

نیز برای تیرهای  گرفین و گودیریابد. امتداد محور اصلی در مقایسه با تیر پیچیده نشده کاهش می

بدست آورده  مختصات خمیده خطیپیچیده شده با سطح مقطع بیضوی، معادلات تعادل را در دستگاه 

محورهای اصلی برای یک زاویه در امتداد و از تحلیل نیمه معکوس برای بررسی تأثیر سختی خمشی 

تأثیر زاویه  [13]9سابونکوو  ][12 کارنگیو 8داوسون، ]11[7کارنگی پیچش کوچک استفاده کردند.

های ثیرات آیرودینامیکی را روی فرکانسهای طبیعی و شکل مدهای پرهأپیچش، اندازه سطح مقطع و ت

، [12] داوسوندر مطالعات  برنولی بررسی کردند.-یک سر درگیر توربین با استفاده از تئوری تیر اویلر

یلی با توجه به نسبت پهنا به عمق تورفتگی تیر شکل مدهای تیرهای پیچیده شده با سطح مقطع مستط

-نظر قرار گرفت و نتایج بدست آمده از حل تحلیلی با آزمایشات صورت گرفته صحهپیچش مد  زاویهو 

                                                           
1 Lateral Modes 

2 Torsional Modes 

3 Longitudinal Modes 

4 Okubo 

5 Maunder And  Reissner 

6 Goodier  And Griffin 

7 Carnegie 

8 Dawson 

9 Sabuncu 
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معادلات دیفرانسیل حرکت یک تیر را با فرض چرخش پایدار آن بدست  [14]1شیل هانسیل گذاری شد.

آن با نیروی گریز از مرکز تقریب زده شد. به طور مشابه، هارتی و  2آورد و سخت شوندگی هندسی

تأثیر سخت شوندگی هندسی را در رفتار ارتعاشی و دینامیکی یک تیر ساده با در نظر  ]15[ 3رابیستین

انرژی  [16] 4بانرژیه و همکارانگرفتن مولفه محوری نیروی گریز از مرکز مورد بررسی قرار دادند. 

کرنش به صورت غیر خطی بود، مورد بررسی قرار -دوار را که در آن رابطه جابجاییکرنشی یک تیر 

و همکارانش 7سابرامانام، 2]0[6عباس، ]19[ 5رائو و گاپتا ،]18[و همکارانش  داوسون، 1]7[ دادند. کارنگی

با استفاده از تئوری تیرهای تیموشنکو  2]4[9اوردیم اوغلو و ایلردیمو  ]23[ بانرژیه ،2]2[ 8امرگان، 2]1[

های هندسی تیر، اینرسی دورانی و تغییر شکل برشی روی فرکانسهای جانبی به بررسی تأثیرات جنبه

بانرژیه با استفاده از روش سختی دینامیکی فرکانسهای طبیعی یک تیر های پیچیده شده پرداختند. پره

این بررسی، تأثیرات اینرسی دورانی و تغییر شکلهای برشی  پیچیده شده غیر دورانی را بررسی کرد و در

تیر پیچیده شده را در نظر گرفت. اوردیم اوغلو، یک روش جدید را بر مبنای روش المان محدود ارائه 

کرد و از آن برای بدست آوردن فرکانسهای رزونانس تیرهای تیموشنکوی پیچیده شده غیر دوار استفاده 

های توربو ماشینهای یک روش عددی برای ارزیابی توابع پاسخ فرکانسی پرهاز  [22]کرد. امرگان 

شتاب مدلسازی شده به شکل تیرهای دوار منحنی و پیچیده شده استفاده کرد. او و همکارانش تأثیرات 

 کریولیس را در معادلات در نظر گرفته و دریافتند که نتایج بدست آمده همگرایی خوبی با یکدیگر دارند.

پایداری مدل خطی یک تیر دوار را با یک مد خمشی و با استفاده از روش  2]5[ 11ان و بولتاتاره

، 2]7[1، فو]26[ نامیده شد. رائو و کارنگی 11ماتریسی بررسی کرده که جزء روش بولوتین تعمیم یافته

                                                           
1 Schilhansil 

2 Geometrical Hardening 

3 Hurty And Rubistein 

4 Banerjee et al. 

5 Gupta And Rao 

6 Abbas 

7 Subrahmanyam 

8 Imregun 

9 Yardimoglu and Yildirim 

10 Turhan And Bulut 

11 generalized Bolotin method 
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 یرفتار دینامیکی یک تیر تیموشنکو 3]0[ 2سابونکو و اوران و ]29[ رائو و گاپتا، ]28[ کازاو  سابرامانام

دورانی را حول محور عمود بر محور طولی تیر تحلیل کردند. در این بررسی، تأثیر سرعت دورانی روی 

را  کارنگیروابط بدست آمده توسط  [27] فوفرکانس طبیعی و پایداری پره نیز مورد مطالعه قرار گرفت. 

نسهای طبیعی بدست آمده از آنالیز پره را با شرایط مرزی به مجموعه روابط بازگشتی تبدیل کرد و فرکا

های دوار را به شکل یک تیر پیچیده شده دوار مدلسازی پره ]31[ 3آوراموف و پیر متعدد بررسی کرد.

 ،و شکل مدهای خطی 4کردند و معادلات دیفرانسیل حرکت آن را بدست آوردند. آنها از روش گالرکین

استفاده کرده و روش مد غیرخطی متعامد را برای تحلیل پایداری سیستم برای گسسته سازی معادلات 

های مد اول و چهارم دارای خاصیت نرم شوندگی و بکار گرفتند. نتایج بدست آمده نشان داد که منحنی

ارتعاشات کوپل شده  ]32[ 5اسلیپر باشند.منحنی های دوم و سوم نیز دارای خاصیت سخت شوندگی می

گیردار پیچیده شده را در صفحه عرضی مورد مطالعه قرار داد. او با استفاده از مدلهای  یک سریک تیر 

بدست  °90و  °45، 0تئوری و آزمایشی، فرکانسهای رزونانس و منحنی های مودال را در زوایای پیچش 

کاران و هم 6آورد و نشان داد نتایج بدست آمده از هر دو روش همگرایی خوبی با یکدیگر دارند. فیلیپ

پاسخهای ارتعاشات آزاد یک تیر نابالانس با یک محور تقارن را مطالعه کردند. از آنجا که سطح  [33]

خمشی و پیچشی کوپلینگ وجود داشت. آنها  هایتمقطع تیر یک محور تقارن داشت، بین حرک

و  8دند. لیبرسوارائه کر 7اینرسی دورانی و برش را در نظر گرفته و یک حل دقیق را بر مبنای بسط بوئر

ارتعاشات کوپل شده تیرهای کامپوزیتی دوار پیچیده شده را با درنظر گرفتن  [35 ,34]همکارانش 

هایی با دو ارتعاشات سازه ]36[و همکاران  9وارمینسکی تأثیرات برشی و جملات اینرسی بررسی کردند.

ل همیلتون معادلات حرکت و تیر منعطف در دو جهت اصلی را بررسی کردند. آنها با استفاده از اص

                                                                                                                                                                             
1 Fu 

2 Sabuncu and Evran 

3 Avramov and Pierre 

4 Galerkin method 

5 Slyper 

6 Filipich 

7 Beuer method 

8 Librescu 

9 Warminski 
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سازی شرایط مرزی را تا جملات مرتبه سه استخراج کردند. همچنین، از تستهای آزمایشگاهی و شبیه

 یک سرارتعاشات خطی تیرهای دوار  ]37[ 1عددی برای صحه گذاری نتایج استفاده کردند. کوولی

ای که تیر حول محور عمود بر محور بگونهای در انتهای آزاد تیر را مطالعه کرد گیردار با یک جرم نقطه

کرد. او با استفاده از اصل همیلتون معادلات حرکت را بدست آورد و از روش طولی آن دوران می

گالرکین برای گسسته سازی معادلات استفاده کرد. در این بررسی، فرکانسهای طبیعی و شکل مدها، 

و پیچش مطالعه شد و تفاوت این کار با دیگر تأثیرات ژیروسکوپی، پایداری و کوپلینگ بین خمش 

کارهای انجام شده مورد بحث قرار گرفته و برخی خطاهای بوجود آمده اصلاح شدند. برخی از این 

خطاها در محاسبات مقادیر ویژه و در نظر گرفتن جملات ژیروسکوپی در حرکات کوپل شده خمشی و 

گیردار را  سریکارتعاشات غیر خطی تیر   ]38[ رانو همکا 2توماسآیند. پیچشی تیر مذکور بوجود می

بررسی کرده و تأثیرات سرعت دوران را روی سخت شوندگی و نرم شوندگی تیر و نقاط دوشاخگی آن 

از  تحلیل کردند. معادلات حرکت استخراج شده و با استفاده از روش المان محدود گسسته شدند.

بررسی کرده و  با روش تحلیلی و هم با روش المان محدود هم آنها ماکزیمم دامنه ارتعاشات راطرفی، 

گیر دار با  یک سرپاسخ غیر خطی یک تیر  ]39[و همکاران  3سیلوا دقت هر دو روش را مقایسه کردند.

ضخامت ثابت و عرض متغیر خطی با منبع تحریک اولیه را مطالعه و از شکل مدهای تقریبی برای 

برای حل مسئله مقادیر ویژه  4میجر-فاده کرد. آنها از تابع جیی معادلات غیر خطی استگسسته ساز

و  5اسپانگولوهای چندگانه صحه گذاری کردند. استفاده کرده و نتایج را با روش المان محدود و مقیاس

رفتار تیرهای الاستیک را با تغییر شکلهای بزرگ و پارامترهای غیر خطی هندسی مرور  [40]همکاران 

های کردند. آنها با استفاده از اصل حساب تغییرات، مدلهایی از تیر را ارائه کردند که تحت بارگذاری

 مختلفی قرار داشت. 

ه شده که به صورت تحقیقات دیگری پیرامون ارتعاشات عرضی تیرهای پیچیده شده و غیر پیچید
                                                           
1 Cooley 

2 Thomas 

3 Silva 

2 Meijer-G function 

5 Spagnuolo 
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با روش عددی، پایداری یک تیر دوار را مورد  ]41[ 1سیمئوانجام شده است.  کنندمحوری دوران می

بررسی قرار داده و اهمیت در نظر گرفتن تأثیرات غیر خطی سخت شوندگی هندسی را در تحلیل 

و تغییر  ز روتور را ارائه کردپیوسته اغیر خطی یک مدل  ]42[2پایداری تیر مورد بررسی قرار داد. ناتاراج

نشان داد که  اغتشاشاتبا استفاده از روش  شکلهای عرضی و پیچشی روتور را مورد بررسی قرار داد. وی

 یکحرکات جانبی از مرتبه دامنه و فرکانس که در صورتی ،دو بودهدامنه حرکات پیچشی از مرتبه 

 3پای و باشد. نایفهر فرکانس دوران سیستم می. همچنین، فرکانس ارتعاشات پیچشی نیز دو برابهستند

 به درگیر سر یک تیرهای خطی غیر پاسخهای بررسی برای  ]44 [4کرسپو و گلین معادلات از ]43 [

 روش اعمال با آنها .کردند استفاده خمشی مد در داخلی هایرزونانس حضور در پارامتریک تحریک

 فاز و دامنه به مربوط معادلات آمده، بدست مشتقات جزئیمعادلات دیفرانسیل با  به چندگانه مقیاسهای

 محدود مد اول در را خطی غیر اینرسی هندسی، خطی غیر پارامترهای که دریافتند و آوردند بدست را

 محدود مدهای بالاتر در را هندسی خطی غیر پارامترهای خطی، غیر هایاینرسی این کهحالی در کرده

 های هندسیخطی غیر کهحالی در بوده شوندگی نرم خاصیت دارای خطی غیر هایاینرسی کنند.می

 و نشان برده پی خود بررسی در 5هوپف دو شاخگی وجود به آنها هستند. شوندگی سخت خاصیت دارای

پاسخ فرکانسی ارتعاشات پیچشی را به  ]4[5 6هوانگ .میافتد اتفاق پریودیک شبه نوسانات که دادند

 7چرخش هماهنگ همسوشکل عددی بدست آورده و نتایج را با یک شفت دوار آزمایشی در حالت 

مقایسه کرد و دریافت هنگامی که سیستم در رزونانس پیچشی اول است، پاسخ ارتعاش جانبی آن در 

نایفه  ر مبنای اصول سینماتیک و مدلسازیب ]4[6 8حسینی و همکاران برابر سرعت دورانی قرار دارد. دو

پیوسته از روتور را با کوپلینگهای پیچشی، خمشی و محوری ارائه غیر خطی یک مدل  [43] و پای
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به استخراج نتایج پرداختند. آنها با استفاده از روش تحلیلی و  1اغتشاشات کردند و با استفاده از روش

 غیر خطی در سختی و اینرسی روتور، هر دو حرکت تجملاسازی عددی مشخص کردند که وجود شبیه

حسینی و همکاران  کارهایجمله کند. در بقیه کارهای آنها از را تحریک می 2چرخشی همسو و نا همسو

عددی و غیر خطی اقدام به مدلسازی   [54]زمانیانو  و حسینی [53-48] ، شاهقلی و همکاران[47]

تغییر شکل پیچشی و محوری در  ،نامتقارن محوری نمودند که در آنهانیمه تحلیلی روتورهای متقارن و 

اینرسی  ،های عرضیهایی مانند بزرگ بودن فرکانس پیچشی از فرکانسنظر گرفته شده و سپس با فرض

از پیچشی حذف شده و تغییر شکل پیچشی بر حسب تغییر شکلهای عرضی بیان شده است و یا اینکه 

نظر شده است. تلاشهایی با هدف مدلسازی حرکات کوپل صرف ا تیر دواری تغییر شکل پیچشی روتور

 ]5[6 4وو و ]5[5 3زیه، چن و لی توسطنیز شده پیچشی و خمشی با استفاده از روش المان محدود 

 ،خمشی در یک سیستم روتور-کوپل شده پیچشیغیر خطی انجام شده است. اما، موضوع ارتعاشات 

بر این  پدیده تماس روتور و استاتور و نیروهای تماسی ظهور پیدا کنند. شود کهتر میزمانی پیچیده

یک مطالعه پارامتریک عددی را با پارامترهای پیچشی متغیر انجام  ]5[7 5اساس، ادوارد، لی و فریسول

و پیچشی داشته باشد. در یک مطالعه  7تواند حرکات آشوبناکمی 6جف کاتدادند و دریافتند که روتور 

در تماس با استاتور است،  چرخش همسو هنگامی که روتور در طول دریافت ]5[8 8دانگو گاهی،آزمایش

یابد. تأثیر نیروهای اصطکاکی متفاوت روی پاسخ فرکانسهای طبیعی ارتعاشات پیچشی آن افزایش می

ر مورد مطالعه قرا ]9,5 6[0 9میهایلوویچ و همکاران روتورهای با جرم متمرکز مفروض توسط یپیچش

ریزی گرفت. در این بررسی، آنها نواحی پایدار و ناپایدار را مشخص کرده و نتایج کارهای خود را با طرح

کار انجام  دوآزمایشاتی در این زمینه اثبات کردند. لازم به ذکر است در سیستمهای ارائه شده توسط 
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ر اعمال شده بودند. پدیده گرفته در فوق، نیروهای اصطکاکی در سرتاسر غلتش در جایجایی جانبی روتو

روتور و استاتور و پاسخهای غیر خطی ارتعاشات پیچشی آن نیز هم به شکل عددی  1لغزش-ماند تماسی

مورد  ]26[3لیاوو، ولاجیک و بالچاندرانو  ]6[1 2لیاوو و همکاران و هم به طور آزمایشگاهی توسط

ور دوار به شکل یک سیستم جرم متمرکز یکی از کارهایی که در آن، یک سیستم روتبررسی قرار گرفت. 

 4در نظر گرفته شده است، تحلیل ارتعاشی روتور یک سیستم حفاری است که توسط ژانبو و ولاجک

بررسی شده است. آنها در این کار، معادلات غیر خطی حرکت یک روتور حفاری را با در نظر  [63]

دیواره آن را با در نظر گرفتن جرم متمرکز  گرفتن جرم سر مته به صورت متمرکز و تماس بین روتور با

اند. مدل مذکور، یک مدل هشت درجه آزادی کل روتور در وسط یک روتور بدون جرم به دست آورده

بوده که در آن، ارتعاشات محوری، خمشی و پیچشی سر مته و روتور مورد بررسی قرار گرفته است. 

باشد صطکاکی بین روتور با دیواره محل حفاری میمنشأ پارامترهای غیر خطی در این سیستم، تماس ا

ای دیگر از مدلهای متمرکز روتور دوار توسط نیکولاس نمونهلغزش معروف است. -که به پدیده ماند

ارائه شد که در آن، روتور حفاری به شکل یک سیستم دو درجه آزادی متمرکز غیر خطی  [64]ولاجک 

ناشی از اصطکاک بین مته حفاری و دیواره حفاری شده در نظر گرفته شد و ارتعاشات محوری و 

در این مدل، روتور و مته به صورت یک مدل  پیچشی سر مته مورد بررسی قرار گرفته شده است.

دمپر پیچشی و محوری با جرم متمرکز در نظر گرفته شده کل مته و روتور -از یک فنرمتمرکز متشکل 

اند. معادلات کوپل شده حرکت ارتعاشی محوری و پیچشی برای مدل متمرکز در نظر به هم متصل شده

با استفاده از ماتریس تعمیم  [65] شنگ چونگ  گرفته شده، با استفاده از روش نیوتن بدست آمدند.

متقارن نا یاتاقان-از یک سیستم متقارن، ارتعاشات جانبی و پیچشی کوپل شده یک سیستم روتور یافته

و همکارانش  5کین مورد بررسی قرار داد. ،به صورت یک تیر تیموشنکو پیوسته مدل شده استکه  را

ری و عاش محوتپذیر با دو درجه آزادی و بدون هیچ ارروتور انعطافغیر خطی نیز از یک مدل  [66]
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را روی پایداری  آب بندهاها و یاتاقانپیچشی استفاده کردند. آنها در این بررسی، تأثیر نیروهای 

معیوب  یاتاقان-رفتار دینامیکی یک سیستم روتور ]67[1کینکایدینامیکی عرضی شفت مطالعه کردند. 

ین کار با استفاده از روش ا تحلیلگاه وابسته به زمان مورد مطالعه قرار داد. را تحت تأثیر حرکات تکیه

های دورانی اجرا شد. با در نظر گرفتن تنها جابجایی یاتاقان-المان محدود با عیوبی روی سیستم روتور

سیستم بدست آمده که نه تنها  دوگاه روتور، معادلات دیفرانسیل مرتبه وابسته به زمان برای تکیه

بلکه حاوی چند فرکانس تحریک نیز بود. برای  ،ضرایب سختی و ژیروسکوپیک آنها به زمان وابسته بود

 استخراج این فرکانسهای تحریک و پاسخ حالت پایدار سیستم، از روش هارمونیک بالانس استفاده شد.

نیز به بررسی تأثیر کوپلینگهای ارتعاشات جانبی و پیچشی روی رفتار  ]68[ 2و همکارانش خانلو

پذیر متقارن پرداختند. سیستم مذکور به شکل طافدیسک انع-یک سیستم شفتغیر خطی دینامیکی 

یک شفت پیوسته با یک دیسک صلب در وسط شفت مدلسازی شده است. با در نظر گرفتن تأثیرات 

دیسک، معادلات دیفرانسیل حرکت با استفاده از تئوری تیر ریلی -کریولیس و خروج از مرکز شفت

دو  و نمودارهای پوانکاره های فازی،مانی، نمودارهای زبدست آمدند. در نهایت، با استفاده از سری

  6]9[ و همکارانش 3گانبو ژانگ پایداری این حرکات کوپل شده مورد بررسی قرار گرفت. شاخگی،

های طولی یک شفت کشتی را مورد بررسی قرار دادند. در این بررسی، مشخصهغیر خطی ارتعاشات 

شفت در نظر گرفته شده و رفتار دینامیکی شفت بر اساس های محوری یاتاقاندینامیکی فیلم روغن در 

مورد بررسی قرار گرفته است. با استفاده از تئوری روانکاری هیدرودینامیک و روش  هااین مشخصهتغییر 

سختی و میرایی محوری فیلم روغن مدلسازی شده و با استفاده از روش المان محدود،  اغتشاشات،

پایداری ارتعاشات  ،روش تحلیلی ا استفاده ازب ]70[4لی گو ه است.سختی فندانسیون تخمین زده شد

با بررسی تأثیر  وی یک شفت دوار را با کوپلینگ حرارتی مورد بررسی قرار داد. غیر خطی عرضی

فاکتورهای حرارتی دریافت که ارتعاش ناشی از حرارت تحت تأثیر بسیاری از پارامترهای هندسی روتور 
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ت بحرانی ع، سردشوسرعتهای دورانی، موقعیتی که در آن حرارت به شفت وارد می از قبیل اندازه شفت،

در دو را  FGMپیچیده شده  یآزاد تیرهای تیموشنکو اترفتار ارتعاش ]71[1ماهانتیو ... قرار دارد. 

و پارامترهای هندسی تیر از قبیل زاویه پیچش و ضریب لاغری و  بررسی کردفرکانس طبیعی اول 

رفتار ارتعاشاتی تیر  ]72[ 2پارامترهای جنس را روی فرکانسهای طبیعی مورد ارزیابی قرار داد. کارتمیل

گاه یک سر گیردار را بررسی کرد و مدهای ارتعاشاتی کوپل شده آن را با داشتن منبع تحریک روی تکیه

های ارتعاشاتی را وقتی ده از روش تحلیلی مقیاسهای چند گانه استخراج کرد. او پاسخخود و استفا

شوند مورد بررسی قرار تشدید فرکانسهای اصلی و دوم عرضی و فرکانس اصلی پیچشی با هم ترکیب می

 3انها را به طور آزمایشی و تحلیلی بررسی کرد.کین و همکارداد. همچنین، او تأثیرات نزدیکی رزونانس

های ارتعاشاتی تیرهای یک سر گیردار دوار را حول سرعتهای بحرانی آزمایشگاهی، رزونانس [73]

مطالعه کردند. تیر بر مبنای تئوری تنش و کرنش مدل سازی شد و با استفاده از تبدیلات مختصاتی، 

-تغییر شکل برای حل 4دوازده معادله دیفرانسیل مرتبه اول خطی بدست آمد. سپس، الگوریتم شوتینگ

های حالت پایا به طور عددی استفاده شد. در نهایت، با مقایسه نتایج عددی و آزمایشگاهی مشخص شد 

شکل مدل شده با -Lیک تیر  7]4[ 5که نتایج همگرایی خوبی با یکدیگر دارند. جورجیادز و همکاران

ای و بیرون ت درون صفحهبرنولی ارائه کرد و معادلات حرکت با درنظر گرفتن حرکا-تئوری تیر اویلر

-ای، دو معادله )ارتعاشات عرضی( و در مدل بیرون صفحهای بررسی شدند. در مدل درون صفحهصفحه

ای، چهار معادله )ارتعاشات عرضی و پیچشی( را بدست آوردند. سپس، تحلیل مودال خطی روی 

معادلات  [75]یگر، جورجیادز معادلات دیفرانسیل کوپل شده به طور تئوری و عددی انجام شد. در کار د

حرکت تیر تیموشنکو کامپوزیتی را با سرعت دوران متغیر و با استفاده از اصل همیلتون ارائه کرد. 

تیر  6تأثیرات همگن بودن مواد، ارتعاشات اولیه و ثانویه، سرعت دوران ثابت یا متغیر و زاویه پیش تنظیم
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سرعت دوران متغیر و زاویه گام غیر صفر دارای تأثیرات  مورد بررسی قرار گرفت. او نشان داد که هر دو

وار سه بعدی را د رفتار دینامیکی سازه 7]6[و همکاران  1بکرهستند.  مهمی روی رفتار دینامیکی سازه

ها یک تیر پیچیده شده بود که ضمن داشتن تأثیرات گونه سازهمورد بررسی قرار دادند. یکی از این

. معادلات حرکت این نوع تیر با استفاده از تکنیک طیف ردکمحوری دوران میکریولیس، به صورت 

مورد تحلیل قرار گرفت. نتایج بدست آمده از این روش با کارهای قبلی و نتایج  2سنجی چبیشف

های المان محدود مقایسه شد و مشخص شد که همگی دارای همگرایی و دقت سازیمستخرج از شبیه

تواند در مواردی که د. آنها همچنین نشان دادند که روش سه بعدی مذکور میخوبی با یکدیگر هستن

و شرایط مرزی کوپل شده وجود دارد نیز استفاده شود. وانگ و همکاران  استهندسه مسئله پیچیده 

ارائه  را پیچشی تیرهای دوار با سطح مقطع نامتقارن-تحلیلی از ارتعاشات کوپل شده خمشی [77]

برنولی معرفی -نظر گرفتن اینرسی پیچشی، مدل خطی تیر را برمبنای تئوری تیر اویلرکردند و با در 

و وجود سطح مقطع غیر  هکردند. وجود نابالانسی و چرخش، حرکات خمشی و پیچشی را کوپل کرد

ای، تأثیرات تابیدن را بوجود آورد. آنها تأثیرات این دو را روی فرکانس طبیعی و چهار شکل مد اول دایره

و دریافتند که تأثیر تاب روی فرکانس طبیعی زمانی که نسبت سختی تاب به سختی  ندبررسی کرد

باشد. درنهایت، نتایج به طور عددی نیز صحه گذاری شدند. آدیر و خمشی بزرگ است، حائز اهمیت می

ادومین اصلاح تجزیه  برنولی پیچیده شده دوار را با استفاده از روش-ارتعاشات تیرهای اویلر 7]8[ 3جاگر

مورد بررسی قرار دادند. آنها معادلات دیفرانسیل خطی را با در نظر گرفتن سختی ناشی خروج از  4شده

 مرکز بدست آوردند. فرکانسهای طبیعی و شکل مدهای بدست آمده به طور همزمان با استفاده از روش

ت پذیر و شرایط مرزی معادلات حرکت را به معادلات جبری برگش این روش،بدست آمدند.  مذکور

ارتعاشات محوری، عرضی و پیچشی یک تیر دورا  7]9[ 5میر طلایی و همکارانکند. تر تبدیل میساده

محوری را با جملات غیر خطی ناشی از کش پذیری مورد مطالعه قرار دادند. معادلات حرکت با استفاده 
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پیچشی، سرعت دوران و نسبت از روش اغتشاشات حل شده و تأثیر کوپلینگهای محوری، خمشی و 

معادلات غیر خطی  [80]شعاع به طول تیر روی رفتار ارتعاشی تیر مورد مطالعه قرار گرفت. وارمینسکی 

تیرهای انعطاف پذیر دوار با هاب صلب و سرعت دوران ثابت و متغیر را ارائه کرد. جملات غیر خطی از 

برنولی مدل شده است. او از اصل همیلتون برای استخراج -نوع هندسی بوده و تیر با تئوری اویلر

از مقیاسهای چندگانه بدست آمدند.  معادلات استفاده کرده و معادلات پایداری تیر با استفاده از روش

با وجود ها دارد، تحلیل دینامیکی تیرها تأثیر قابل توجهی در رفتارهای ارتعاشی سازه ،انجا که میرایی

مورد مطالعه و ارزیابی قرار گرفته  ،از قبیل میرایی داخلی و خارجی متمرکز یا گستردههایی میرایی

گیردار پیچیده شده با  یک سراتی یک تیر مخروطی شکل پاسخهای ارتعاش ]81[ 1کر و هوگراست. 

-سطح مقطع مربعی و نیروی محوری در انتهای آزاد تیر را مورد بررسی قرار دادند. آنها از مدل اویلر

ویت برای میرایی سیستم استفاده کردند. در این -برنولی برای هندسه تیر و از مدل میرایی کلوین

لین و ی و خارجی روی پاسخهای فرکانسی مورد بررسی قرار گرفت. مطالعه، تأثیرات میرایی داخل

ندانسیون الاستیک را در جهات عرضی با یک فمعادلات حرکت ارتعاشاتی یک تیر  [82]همکاران 

الاستیک مورد بررسی قرار دادند. آنها پاسخهای فرکانسی این تیر را در سه حالت نامیرا، میرایی بحرانی 

دند و تأثیرات پارامترهای هندسی از قبیل زاویه پیچش و نسبت میرایی را روی و فوق میرا بررسی کر

ی یبه بررسی تأثیر میرا [83] 2چاوکسی ستم مورد بررسی قرار داند.پاسخهای فرکانسی و پایداری سی

های هیدرودینامیک روی رفتار ارتعاشی یک سیستم یاتاقانداخلی روتور و نیروهای فیلم روغن ناشی از 

درجه آزادی المان  سه غیر خطی رفت یک مدلگدر نظر  اوشفت پرداخت. مدل روتوری که -روترو

درجه آزادی( و یک حرکت  2محدود بود. یعنی، روتور در نظر گرفته شده، دارای یک حرکت جانبی )

تحلیل ارتعاشی یک تیر تیموشنکو پیچیده شده  [84]و همکارانش  چن درجه آزادی( بود. یکپیچشی )

به منظور مطالعه تأثیرات زاویه پیچش و میرایی داخلی  3ویت -کلوینرا با در نظر گرفتن میرایی داخلی 
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رفتار ارتعاشی یک تیر  [85] چنهای فرکانسی تیرهای پیچیده شده میرا بررسی کردند. روی مشخصه

بررسی کرد. در این مطالعه نیز  ویت -کلوینا با میرایی گسترده تیموشنکو یک سرگیردار پیچیده شده ر

و همکارانش  چنبا تغییر پارامترهای فوق، مجدداً پایداری تیر پیچیده شده مورد ارزیابی قرار گرفت. 

تیر  یبرنولی و تیموشنکو-های مستقیم تیر، مدلهای المان محدود اویلربر اساس مدل اولیه المان [86]

بعدی المان  سهبا مقایسه نتایج بدست آمده از مدل  و مشخص شد که را ارائه کردندپیچیده شده 

، مدل المان بندی شده تیر تیموشنکو پیچیده شده، دقت بسیار خوبی ANSYSنرم افزار  در محدود

مدلی را برای ارزیابی ارتعاشات و پایداری ابزارهای سوراخکاری ارائه  ]87[ 1رینکون و اولسوی .رددا

ند. آنها ممانهای ژیروسکوپی و اینرسی دورانی را در نظر گرفته و دریافتند که با افزایش تعداد کرد

 شیارها روی ابزار، سختی و فرکانس نیز افزایش می یابد. 

های صورت گرفته، برخی از تیرها ممکن است تحت نیروی محوری قرار گرفته و در تمام بررسی

پایداری پارامتریک یک  [89]و لین  [88] لین و چناند. قرار گرفتهارتعاشات عرضی آنها مورد ارزیابی 

های ویسکوز و تحت یک بار محوری پریودیک مورد برنولی پیچیده شده دورانی را با لایه-تیر اویلر

با استفاده از تئوری تیرهای تیموشنکو و با استفاده از اصل همیلتون،  [90] چنبررسی قرار دادند. 

که به صورت  ویت -کلوینارتعاشات خمشی یک تیر پیچیده شده تحت بارگذاری محوری را با میرایی 

ابتدا معادلات حرکت تیر مذکور را در دستگاه  اوموضعی توزیع یافته است، مورد بررسی قرار داد. 

ر بدست آورده و سپس با استفاده از روش المان محدود، معادلات حرکت بدست مختصات پیچشی تی

آمده را به معادلات دیفرانسیل معمولی با ضرایب ثابت تبدیل کرد. همچنین، با تغییر زاویه پیچش تیر، 

مقدار میرایی و اندازه و موقعیت بخش میرا شده و بار محوری، پایداری تیر مذکور را بررسی کرد. به 

تر برای درک بهتر رفتار ارتعاشی تیرهای پیچیده شده با تقاد او مدلی که ارائه کرد، مدلی منطقیاع

گیر دار  یک سرپایداری عرضی تیر  ]91[ 2کریمی و همکاران باشد.متغیرهای گوناگون موثر روی تیر می

ند. آنها با استفاده ویت مطالعه کرد-پایستار در یک بستر ویسکو الاستیک کلوینچرخشی را با نیروی نا

                                                           
1 Rincon and Ulsoy 

2 Karimi et al 



22 

 

از اصل همیلتون، معادلات را استخراج کرده و با استفاده از روش المان محدود، معادلات را به صورت 

گسسته در آوردند. سپس، تأثیرات زاویه پیچش، ضریب بار، ضرایب میرایی و نسبت سطح مقطع را روی 

، بارگذاری محوریپیچیده شده با رهای مطالعات ارتعاشی و پایداری تی پایداری سیستم مطالعه کردند.

گونه تیرها عمدتاً رود. زیرا ایننیز جزء مهمترین موضوعات تحقیقاتی به شمار می عرضی و پیچشی

ها و ها، مته)مثل روتورهای مارپیچ پمپ محوری قرار دارندتجمعی بخصوص بارگذاری تحت بارگذاری 

مفصل را تحت یک نیروی  دو سر یک تیر تیموشنکو پایداری پارامتریک 92][1هگدورن و کووال. ...(

 2گلیسون و مغرب پریودیک محوری با درنظر گرفتن تأثیرات ارتعاشات محوری مورد بررسی قرار دادند.

برنولی تحت -معادلات ارتعاشی یک مته را با مدلسازی آن به شکل یک تیر دو سرگیردار اویلر [93]

حل کرده و سپس، بارهای کمانشی،  گالرکینبارگذاری محوری بدست آورده و آنها را با استفاده از روش 

ده را با پایداری تیر پیچیده ش ]94[ 3گورگزو فرکانسهای طبیعی و شکل مدهای آن را بررسی کردند.

ای به صورت خطی و با استفاده از روش گالرکین برای حل معادلات کوپل شده نیروی محوری ضربه

بررسی کرد. او با استفاده از روش مقیاسهای چندگانه، پایداری سیستم را مورد بررسی قرار داده و نتایج 

ک خطی با بارهای محوری و پایداری تیرهای الاستی 9]5[ 4را برای همه شرایط مرزی ارائه کرد. کلیپ

گیردار لاغر  یک سرمیرایی داخلی خطی را مطالعه کرد و معادلات ارتعاشات عرضی را با فرض اینکه تیر 

بدست آورد. او از روش گالرکین برای حل معادلات استفاده کرد و تأثیرات میرایی، زاویه پیچش و  اشدب

با استفاده از تئوری تیر تیموشنکو و روش  9]6[5سینها بارهای بحرانی را روی پایداری تیرها بررسی کرد.

گاههای ساده و بار هارمونیک بالانس، تأثیرات نسبت لاغری تیر را روی  نواحی ناپایدار یک تیر با تکیه

تأثیرات بارهای محوری را روی فرکانسهای  [97,98] تکیناپ و اولسوی محوری نوسانی بررسی کرد. 

آنها با  برنولی پیچیده شده بررسی کردند.-نها به صورت شفتهای اویلرآ ها با مدلسازیطبیعی مته
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استفاده از روش المان محدود به بررسی تأثیرات زاویه پیچش، سرعت دورانی و نسبت لاغری روی پاسخ 

فرکانسی ارتعاشات عرضی پرداخته و نتایج بدست آمده را با روشهای تحلیلی و آزمایشی مقایسه کردند. 

تیموشنکو را که حول پیچیده شده نیز ارتعاشات و پایداری یک تیر  ]100[2چن و کر، 9]9[1دانگلیائو و 

کرد، مورد بررسی قرار دادند. آنها در این مطالعه، تأثیرات زاویه پیچش و محور طولی خود دوران می

 مطالعهبا استفاده از روش المان محدود  سرعت دورانی را روی فرکانسهای خمشی و بارهای کمانشی

برنولی -از روش مدهای مفروض برای تحلیل پایداری دینامیکی تیرهای اویلر [103-101]لی کردند. 

ای و ثابت و شرایط مرزی متفاوت استفاده کرد. در این بررسی، پیچیده شده تحت بارهای محوری ضربه

استفاده از روش بولوتین مورد مطالعه قرار گرفت. نتایج  تأثیر اغتشاشات سینوسی روی بارهای محوری با

دهد که سرعت دوران، زاویه پیچش و نسبت لاغری تیر به شدت روی عددی بدست آمده نشان می

برنولی و روش -با استفاده از تئوری تیر اویلر [104] لیائو و هوانگ گذارد.نواحی پایدار تیر تأثیر می

ک تیرهای پیچیده شده دورا را تحت نیروی محوری پریودیک بررسی پایداری پارامتری اغتشاشات،

، پایداری پارامتریک تیرهای اویلر دورانی را اغتشاشاتبا استفاده از روش  10]5[و همکارانش 3تانکردند. 

برنولی و روش مدهای -آنها از تئوری اویلر تحت بارهای محوری فشاری سینوسی بررسی کردند.

و دریافتند که اگر زاویه پیچش کاهش یابد، نواحی ناپایدار کوچک خواهند بود.  استفاده کرده 4مفروض

برنولی یک سر درگیر را با سرعت دورانی متغیر و -پایداری دینامیکی یک تیر اویلر 10]6[5گائو و یانگ

آنها از روش المان محدود استفاده کرده و دریافتند که نواحی نیروی محوری تصادفی بررسی کردند. 

اپایداری در نزدیکی فرکانسهای رزونانس اصلی وجود دارد و این نواحی در رزونانسهای بالاتر کاهش ن

 های ترکیبی متفاوت ارائه شد. هوانگیابند. علاوه براین، نتایج به صورت عددی نیز در رزونانسمی

رک وابسته به ای را روی پایداری یک تیر پیچیده شده با شرایط مرزی متحتأثیر عیوب سازه [107]

زمان مانند یک مته هنگام سوراخکاری بررسی کرد. در این بررسی، ناپایداری یک مته با تغییر نیروی 
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باشد، مطالعه شد. به منظور تقریب نزدیکتری از که دارای عیب میای سوراخکاری محوری به عنوان مته

از روش مقیاسهای چندگانه برای  استفاده شده و 1وینکلراز فندانسیون الاستیک  ،فرآیند سوراخکاری

. آنچه از این تحلیل بدست آمد این بود که عمق عیب، شده استبررسی و تحلیل نواحی پایدار استفاده 

شیائو و  د.ندهنیروی محوری و سرعت دورانی، پایداری دینامیکی را در فرآیند سوراخکاری تغییر می

 را بررسی کرده و از روش لاگرانژارتعاشات تیر تیموشنکو دوار با شرایط مرزی عمومی  10]8[ 2همکاران

به هم معادلات استفاده کردند. نیروی مایل محرکی و حل برای استخراج  به ترتیب و مدهای مفروض

دهد که برای بررسی نتایج استفاده شد. نتایج نشان می 3کوتا-تیر اعمال شده و روش عددی رانگ

محوری ناشی از نیروی مورد نظر در حالتی که شرایط مرزی به صورت دو سر مفصل آویزان  حرکت

گیر  یک سرباشد بزرگتر بوده و حرکت عرضی آن نسبت به حالتی که تیر به صورت دو سر گیر دار یا 

ارتعاشات خمشی یک تیر دوار پیچیده  [109] چن و هو دار و یک سر مفصل باشد کوچکتر خواهد بود.

ه را تحت یک بار محوری ثابت به منظور بررسی تأثیرات نیروی محوری و کریولیس روی فرکانسهای شد

گیر دار پیچیده شده معیوب را  یک سرارتعاشات اجباری یک تیر  [110]ماهانتی  طبیعی تحلیل کردند.

مورد بررسی قرار داد و تأثیرات زاویه پیچش، موقعیت عیب و فاکتور نیرو را روی پایداری تیر مورد 

برنولی نشان داد که تغییر در زاویه پیچش، تأثیرات -بررسی قرار داد. او با استفاده از تئوری تیر اویلر

پایداری دینامیکی یک تیر  [112-111] چنم خواهد داشت. متفاوتی را روی مدهای ارتعاشاتی اول و دو

پیچیده شده را تحت بار محوری فشاری پریودیک مورد بررسی قرار داد. او در این بررسی،  یتیموشنکو

های هندسی سازه و شرایط مرزی تأثیر زاویه پیچش، سرعت دورانی، بار محوری استاتیکی، جنبه

رفتار دینامیکی سوراخکاری با سرعت بالا را با  [113]هوانگ کرد. مختلف را روی پایداری تیر تحلیل 

استفاده از تیر پیچیده شده و فوندانسیون الاستیک وینکلرمورد مطالعه قرار داد. او تأثیر سرعت چرخش، 

زاویه پیچش و نیروی محوری را روی پاسخ فرکانسی تحلیل کرد و دریافت که وقتی مته در حال 
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غیر خطی پایداری  11]4[ 1وی لییابد. باشد، فرکانس طبیعی کاهش میکار میپیشروی درون قطعه 

دینامیکی شفت دورانی یک کشتی را با نیروهای محوری پریودیک مورد بررسی قرار داد. در این بررسی، 

 هاهایی از قبیل سرعت دورانی شفت، تعداد پرهپایداری دینامیکی حرکت عرضی شفت با تغییر مشخصه

 یک سرپایداری یک تیر  11]5[ 2قرار گرفت. لانگو مطالعهمورد ثابت روی نیروی پریودیک  جملات و

گیر دار شبه متقارن را در فضای سه بعدی، تحت یک بار فشاری و گشتاور پیرو مورد بررسی قرار داد. 

به آنها از روش گالرکین برای گسسته سازی معادلات استفاده کرده و روش اغتشاشات را برای محاس

مقادیر ویژه بکار گرفته و پایداری یک تیر بار گذاری شده محوری نامیرا، متقارن و بدون زاویه پیچش را 

های دوشاخگی را در فضای دو بعدی یا سه بعدی نشان دادند و دریافتند که نمودارتحلیل کردند. آنها 

سکی و لافتد. لاتافاق میپدیده دو شاخگی استاتیکی و دینامیکی در نواحی بحرانی و زیر بحرانی ات

پذیر کامپوزیتی دوار نازک را تحت گشتاور رفتار دینامیکی و پایداری تیر انعطاف 11]6[ 3همکاران

محرک به شکل مجموع جملات ثابت و پریودیک مطالعه کردند. معادلات دیفرانسیل حرکت را با 

آوردن معادلات دیفرانسیل  استفاده از اصل همیلتون بدست آورده و از روش گالرکین برای بدست

معمولی استفاده کردند. آنها سپس تأثیرات همگن بودن مواد، اینرسی دورانی و برش عرضی را روی 

  شوند.پایداری تیر بررسی کرده و دریافتند که نواحی تشدید جابجا می

 در دینامیک تیرهای دوار برخی مفاهیم و تعاریف  -1-5

هایی با قطرها و شامل دیسکهایی با اشکال گوناگون، شفت تواندیک سیستم روتور یا تیر دوار می

یک سیستم روتور  ،های گوناگون باشد. در آنالیز ارتعاشیهایی در موقعیتیاتاقاناشکال مختلف و 

شود. در مناسب برای آن در نظر گرفته می شده و یک مدل مکانیکی و ریاضی سازیپیچیده، ساده

در این . بر این اساس، شناختپارامترهایی را که در سیستم حائز اهمیت هستند  بایدسازی فرآیند مدل

 .تیرهای دوار مورد بررسی قرار گرفته است از مفاهیم اولیه در دینامیکفصل برخی 

                                                           
1 Wei Li 

2 Luongo 

3 Latalski et al 
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 1روتور جف کات 

فنر است که در آن دیسک روتور به صورت یک شفت -معادل با یک سیستم جرم روتور جف کات

معروف بوده و یک سیستم  لاوالیا  جف کات این مدل، به مدل نصب شده است. الاستیک با جرم کم

-1شکل )شود )می استفادهدینامیک روتورها  یمقدماتبررسی که معمولاً برای  استتک درجه آزادی 

7) .) 

 

 [117] مقطع مدل یک سیستم روتور با جرم متمرکز (7-1) شکل

تر چند درجه آزادی شبیه یک روتور واقعی نشان از یک مدل پیچیده [117]2سوانسون و پاول

 استفاده کردند.  (7-1شکل )داده شده در 

 شكل مدهای یک تیر دوار 

های نرم، معمولی و سخت وجود یاتاقانچرخد و سه نوع ماشین با اگر فرض شود که ماشین نمی

 ای از فرکانسهای طبیعی و شکل مدها را یافت. توان مجموعهداشته باشد، با اجرای یک آزمایش می

 

 [117] هایاتاقانسختی  برحسبشکل مدهای سیستم روتور با جرم متمرکز در وسط تیر  (8-1) شکل
 

                                                           
1 Jeffcott  Rotor 

2 Swanson And Powel 
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 دهد.مذکور نشان می یاتاقاننوع  سهسه شکل مد اول و فرکانسهای آن را برای  (8-1شکل )

های نرم و یاتاقانها به سختی شفت تأثیر مهمی روی شکل مدها دارد. برای یاتاقاننسبت سختی 

شود. این مدها به مد صلب معروف است. در و مد اول خم نمیمعمولی، شفت به طور قابل ملاحظه در د

انی رصورتی که روتور یک حرکت دورانی داشته باشد، شکل مدها خیلی به شکل مدهای شفت غیر دو

-1شکل )ای هستند. )ای دارای حرکت دایرهشبیه هستند. اما، در این حالت آنها به جای حرکت صفحه

نشان داده شده است. دوران شفت، یک مسیر استوانه  (9-1شکل )(. همانطور که در (11-1شکل )و  (9

 ای نیز معروف است. کند. این مد، به مد استوانهای را طی می

 

 [117]ها یاتاقانانسهای متناظر یک شفت دوار برحسب سختی کفرو شکل مدهای  (9-1) شکل

نشان داده شده است، دوران شفت، یک مسیر مخروطی را طی  (11-1شکل )همانطور که در 

 کند که به مد مخروطی نیز معروف است. می

 
 [117] هایاتاقانشکل مدهای دوم و فرکانسهای طبیعی متناظر یک شفت دوار بر حسب سختی  (11-1) شکل

 1ناهمسو و همسو لنگ زنی 

عبارتست از حرکت مرکز جرم روتور در صفحه عمود بر شفت. در صورتی که این  لنگ زنی

                                                           
1 Forward And Backward Whirling 
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حرکت، در جهت دوران شفت باشد، چرخش همسو و در صورتی که خلاف جهت دوران شفت باشد، 

چرخش همسو و ناهمسو یک روتور را در یک فاصله  (11-1شکل ). شودنامیده می همسوناچرخش 

های یاتاقاندهد. حرکات همسو و ناهمسو یک روتور جف کات که توسط زمانی مشخص نشان می

 . [117]رسی شده است بر 1ژورنال یکسان مهار شده است، به طور گسترده توسط رائو، بات و ژیستریس

  

 )ب( )الف(

 [117]لنگ زنی الف( همسو و ب( ناهمسو  (11-1) شکل

 2دو شاخگی 

تئوری انشعابات یا دو شاخگی، عبارتست از مطالعه ریاضیاتی تغییرات یک ساختار توپولوژیکال 

های بدست آمده از یک مجموعه برداری مشخص یا پاسخهای حاصل از معادلات مشخص مانند منحنی

های دینامیکی غیر خطی در سیستم 3دوشاخگی یک کلمه فرانسوی بوده که توسط پوینکارهدیفرانسیل. 

ها، با تغییر معرفی شد و برای نمایش تغییرات کیفی در خواص یک سیستم از قبیل تعداد و نوع پاسخ

-وقتی اتفاق می دو شاخگی یک شود. به عبارت دیگر،از یک پارامتر سیستم استفاده مییک یا بیشتر 

معروف است( از  دو شاخگیافتد که یک تغییر بسیار کوچک در مقادیر یک پارامتر )که به پارامتر 

در هر دو سیستم  دو شاخگیسیستم باعث تغییرات بسیار شدیدی در رفتار خروجی سیستم شود. 

 :[118] شونددهند و به دو نوع اصلی تقسیم بندی میسته رخ میپیوسته و گس

                                                           
1 Rao, Bhat and Xistris. 

2 Bifurcations 

3  Poincare 
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عبارتست از، یک تغییر کیفی در نزدیکی یک نقطه ثابت یا حل : 1موضعی دو شاخگی -1

 .پریودیک سیستم

دهد که تغییر یک پارامتر باعث تغییر هنگامی رخ می دو شاخگیاین نوع به عبارت دیگر، 

های پیوسته زمان، این پدیده متناظر است با شود. در سیستمپایداری سیستم حول نقطه تعادل می

 اینکه بخش حقیقی یک مقدار ویژه از صفر عبور کند. 

افتد که مسیرهای بیشتری از سیستم از قبیل مسیرهای کلی: زمانی اتفاق می دو شاخگی -2

توان آنها را رو، نمیپریودیک با یکدیگر یا با موقعیت تعادل سیستم تداخل پیدا کنند. از این

 با یک تحلیل پایداری محض از موقعیت تعادل شناسایی کرد.  

توان گفت های بعدی بکار گرفته خواهد شد، میبا توجه به آنچه در این فصل ذکر شد و در فصل

باشد. به طور مثال، های بزرگ نمییک تغییر شکل بزرگ از یک سازه لزوماً به معنای وجود کرنشکه 

های بزرگ داشته در حالی های بزرگ، تغییر شکله تیرهای یک سر درگیر، تحت دورانهایی شبیسازه

های های کوچکی دارند. در یک دستگاه مختصات شبه دورانی با حرکت جسم صلب، جابجاییکه کرنش

های باشد. حال آنکه، تغییر شکلنسبی کوچک بوده و مسأله به صورت یک مسأله الاستیک خطی می

ه تولید پارامترهای غیر خطی هندسی ناشی از کشیدگی صفحه میانی یا انحناهای غیر بزرگ منجر ب

هایی که رو، سازهشوند. از اینجابجایی غیر خطی می-خطی شده که باعث بوجود آمدن روابط کرنش

های الاستیک غیر خطی های کوچک هستند، به عنوان سازههای بزرگ اما کرنشدارای تغییر شکل

باشد. ل محور طولی خود میها، تیرهای پیچیده شده حوگونه سازه. یکی از این[33]شوند شناخته می 

برنولی و -بعدی، معادلات حرکت یک تیر پیچیده شده الاستیک غیرخطی، اویلر هایدر فصل

ایزوتروپیک با شرایط مرزی دو سر مفصل و یک سر گیر دار در حالات مختلف سرعت ثابت و متغیر 

گیرد. در استخراج معادلات، از اصل همیلتون تعمیم یافته استفاده شده است. قرار میمورد بررسی 

های ساده سازی به کار رفته در طول استخراج معادلات در هر بخش به صورت جداگانه فرضیات و روش

                                                           
1 Local Bifurcation 
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 ذکر خواهند شد.
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 فصل دوم
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 ارتعاشات عرضی تیر پیچیده شده دوار با شرایط مرزی دو سر  مفصل 

-مارپیچ از جمله تجهیزاتی هستند که در صنعت مورد استفاده قرار می و کمپرسورهای هاپمپ

توان آنها را به صورت یک تیر پیچیده شده گونه تجهیزات، میگیرند. به منظور تحلیل پایداری این

 سازی کرد. این روند در ادامه مورد بررسی قرار گرفته شدهمحوری با شرایط مرزی دو سر مفصل مدل

 است.  

 حرکتمعادلات   -2-1

-را نشان می Ω، یک تیر پیچیده شده دورانی دو سر مفصل با سرعت دورانی ثابت (1-2) شکل

از تغییر شکل برشی تیر صرف برنولی و ایزوتروپیک بوده و -یلرتیر اوشود تیر مذکور، یک فرض میدهد. 

موقعیت یک  ژیروسکوپی و اینرسی دورانی تیر در نظر گرفته شده است.نظر شده در حالی که تأثیرات 

 عبارتست از،قبل از تغییر شکل نقطه روی محور الاستیک تیر 

(2-1) 𝑟0 = 𝑠𝑒𝑥 

 بعد از تغییر شکل، موقعیت آن برابر است با،

(2-2) 𝑟 = (𝑠 + 𝑢)𝑒𝑥 + 𝑣𝑒𝑦 + 𝑤𝑒𝑧 

𝑒𝑥 ،𝑒𝑦  و𝑒𝑧  به ترتیب بردارهای یکه در امتداد محورهای𝑥 ،𝑦  و𝑧  .هستندs ، موقعیت نقطه قبل

، هر (2-2) شکلبا توجه به هستند.  XYZمیزان تغییر شکل در دستگاه  wو  u ،vاز تغییر شکل و 

های باشد. مولفهو یک دوران می Cسطح مقطع از تیر دارای یک جابجایی الاستیک در مرکز جرم 

,𝑢𝑥(𝑡برابر است با  tو زمان  xدر موقعیت  Zو  X ،Yنسبت به محورهای   Cجابجایی مرکز جرم  𝑥), 

𝑣𝑦(𝑡, 𝑥), 𝑤𝑍(𝑡, 𝑥) . به منظور توصیف دوران سطح مقطع تیر پیچیده شده قبل و بعد از تغییر شکل

,𝜙(𝑡تیر، از زوایای اویلر  𝑥) ،𝜓(𝑡, 𝑥)  و𝜃(𝑡, 𝑥)  حول محورهایX ،Y  وZ [33].شوداستفاده می  
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 .[43] دستگاه مختصات محلی و مرجع برای یک تیر پیچیده شده دو سر مفصل 

𝜓(𝑡, 𝑥)   و𝜃(𝑡, 𝑥)  ناشی از تغییر شکل خمشی تیر بوده و در این بخش فرض بر این است که از

,𝜙(𝑡ای که تغییر شکل پیچشی تیر پیچیده شده صرف نظر شده است بگونه 𝑥)  تنها ناشی از دوران تیر

,𝜙(𝑡بوده و برابر است با،  𝑥) = Ω𝑡 . 

  

 [43] نمایش زوایای اویلر تیر پیچیده شده دو سر مفصل 

حول  𝜃، به اندازه 𝑍حول محور  𝜓، سطح مقطع تیر در ابتدا به اندازه (2-2) شکلبا توجه به 

دورانهای فوق را کند. به این ترتیب، هر یک از دوران می 𝑥حول محور  𝜙و سپس به اندازه  ′𝑦محور 

 ،[43] به شکل زیر بیان کرد رانتوان با یک ماتریس دومی
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 توان دوران کلی را به صورت زیر بیان کرد،در نتیجه با ضرب هر سه ماتریس فوق، می

(2-3) 

 

 که

 

و  1-2-3ای یک المان تیر را با توجه به دوران سرعت زاویه (3-2) شکلبدین ترتیب، با توجه به 

 ،[43] توان به صورت زیر بیان کردبا استفاده از زوایای اویلر، می

        

  

         

  

( , ) [ sin( )] [ cos( )sin( ) cos( )] [ cos( )cos( ) sin( )]x y z

x x y y z z

t x e t t e t t e

e e e
 

(2-4) 

 به مشتقات زمانی اشاره دارد.که علامت نقطه بالای پارمترهای زاویه دوران 

، را 𝜌𝑥، 𝜌𝑦، 𝜌zروابط مربوط به انحنای تیر،  [119] با توجه به تحلیل انرژی کیرشهفبرای انحناها نیز 

∂توان با جایگزین کردن مشتقات زمانی می

∂𝑡
∂با مشتقات مکانی  

∂𝑥
ای بدست آورد. در روابط سرعت زاویه 

 با، بدین ترتیب انحنای تیر برابر است

(2-5) 
x y Z

x x y y z z

t x e t t e t t e

e e e

( , ) [ sin( )] [ cos( )sin( ) cos( )] [ cos( )cos( ) sin( )]        

  

            

  
 

، برابر است dsکرنش در امتداد محور الاستیک یک المان از آن،  (3-2شکل )با توجه به از طرفی، 

 ،[43] با

(2-6) 𝑒 = (
𝜕𝑟

𝜕𝑠
.

𝜕𝑟

𝜕𝑠
)

1

2 − (
𝜕𝑟0

𝜕𝑠
.

𝜕𝑟0

𝜕𝑠
)

1

2
=       

2 2 21 1x y zu v w  
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 [43] تغییر شکل یک المان از تیر 

 شکلتوان برحسب تغییر شکلهای هندسی تیر بیان کرد. بنابراین، با توجه به میزوایای دوران را 

 ،شودداده می (2-3)

(2-7) 

 

 

 

 

 

 

 

2 22 2

2 2

2 22 2 2 2

2

1
                            

1 1

1
       

1 1

                                          
1 1

 
 

      

  
 

          

 
 

 

 

 

 

y x

x y x y

x yz

x y z x y z

z

x
x

v u
sin cos

u v u v

u vw
sin cos

u v w u v w

wv
tan tan

u u 2 yv

 

 ،خواهیم داشتاکنون، با استفاده از روابط فوق 

(2-8) 

   

 

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2 2

2 2 2

1 1
                ψ

(1 ) (1 )

[ 1 ]1
(1 )

(1 ) (1 )

1
θ

(1 )

          
 

      

       
      

            


 

      





y x y x y x y x

x y x y

z x x y y

z x y

x y z x y

z

x y z

v u v u v u v u

u v u v

w u u v v
w u v

u v w u v

w

u v w

  2 2

2 2

[ 1 ]
(1 )

(1 )

    
     

    

x x y y

z x y

x y

u u v v
w u v

u v

 

متغیرهای وابسته بوده و تعداد متغیرهای مستقل به سه مولفه  𝜃و  𝜓بنابراین، زوایای اویلر 

در استخراج معادلات ارتعاشی تیر پیچیده شده دورانی محوری، از کاهش می یابد.  𝑤𝑧و  𝑢𝑥 ،𝑣𝑦انتقالی 
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زاویه پیچش  β0𝑥( ،β0 تیر و با زاویه پیچش تیر،  1چرخان درون شیار 𝜉𝜂𝜁دستگاه مختصات موضعی 

محورهای  𝜁و  𝜂(. محورهای (4-2) شکلو  (3-2) شکلباشد(، استفاده شده است )بر واحد طول آن می

-نیز دستگاه مختصات اولیه و ثابت تیر می XYZباشند و دستگاه مختصات اصلی سطح مقطع تیر می

 باشند. 

 

 تیر پیچیده شده دورانی به همراه مقطع آن با نمایش زاویه پیچش تیر. یک 

در استخراج معادلات این است که برای تیر پیچیده شده  𝜁𝜂𝜉مزیت استفاده از دستگاه پیچشی 

لازم است دستگاهی انتخاب شود که پارامترهای مربوط به سطح مقطع از قبیل ممان اینرسی در امتداد 

های جابجایی خط مرکزی تیر در دستگاه و اینکه مولفه (4-2) شکلبا توجه به محور طولی تغییر نکند. 

,𝑢𝑥(𝑡به ترتیب برابر بودند با، 𝜉𝜂𝜁و  XYZمختصات  𝑥), 𝑣𝑦(𝑡, 𝑥), 𝑤𝑍(𝑡, 𝑥)   و.𝑢𝜁(𝑡, 𝑥) , 𝑣𝜂(𝑡, 𝑥), 

𝑤𝜉(𝑡, 𝑥) تریس دوران به این ترتیب، با استفاده از ما  های توان مولفهمی( (4-2شکل ))و با توجه به

 تبدیل کرد، 𝜉𝜂𝜁به دستگاه موضعی  XYZجابجایی، اینرسی و سختی تیر را از دستگاه ثابت 

 

 

  

 
 
 
  

0 0

0 0

1 0 0

0 cos( ) ( )

0 sin( ) cos( )

x sin x

x x

 

 های جابجایی، اینرسی و سختی برابرند با،که مولفه







  
    

   
   

    

x

y

z

uu

v v

w w

 (2-9) 

 یا 

                                                           
1 Flut 
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(2-11) 

𝑣𝑦(𝑡, 𝑥) = 𝑣𝜂(𝑡, 𝑥) cos(𝛽0𝑥) − 𝑤𝜁(𝑡, 𝑥) 𝑠𝑖𝑛(𝛽0𝑥) 

𝑤𝑧(𝑡, 𝑥) = 𝑣𝜂(𝑡, 𝑥) sin(𝛽0𝑥) + 𝑤𝜁(𝑡, 𝑥) 𝑐𝑜𝑠(𝛽0𝑥) 

𝑢𝑥(𝑡, 𝑥) = 𝑢𝜉(𝑡, 𝑥) 

 و 







   
   

    
   
      

0 00 0

0 0 0

0 0 0

xx
T

yy yz

zy zz

II

I I I

I I I

 (2-11) 

 یا

(2-12) 

𝐼𝑥𝑥 = 𝐼𝜉𝜉  

𝐼𝑦𝑦 = 𝐼𝜂𝜂cos (𝛽0𝑥)2 + 𝐼𝜁𝜁sin (𝛽0𝑥)2 

𝐼𝑧𝑧 = 𝐼𝜂𝜂𝑠𝑖𝑛 (𝛽
0

𝑥)2 + 𝐼𝜁𝜁cos (𝛽
0

𝑥)2 

𝐼𝑦𝑧 =
1

2
(𝐼𝜂𝜂 − 𝐼𝜁𝜁)sin (2𝛽

0
𝑥) 

 که

    
2

A

I d d ,        
2 2( )

A

I d d ,       
2

A

I d d  
(2-13) 

 و برای ماتریس سختی تیر نیز داریم،







   
   

    
   
      

0 00 0

0 0 0

0 0 0

xx
T

yy yz

zy zz

DD

D D D

D D D

 (2-14) 

 یا

(2-15) 

𝐷𝑥𝑥 = 𝐷𝜉𝜉 

𝐷𝑦𝑦 = 𝐷𝜂𝜂cos (𝛽0𝑥)2 + 𝐷𝜁𝜁sin (𝛽0𝑥)2 

𝐷𝑧𝑧 = 𝐷𝜂𝜂𝑠𝑖𝑛 (𝛽
0

𝑥)2 + 𝐷𝜁𝜁cos (𝛽
0

𝑥)2 

𝐷𝑦𝑧 =
1

2
(𝐷𝜂𝜂 − 𝐷𝜁𝜁)sin (2𝛽

0
𝑥) 

بوده و برابرند  سختی های پیچشی و خمشی تیر در دستگاه پیچشی  Dو  D ،Dکه 

 [48] با

     
2 2( )

A

D G d d ,     
2

A

D E d d ,     
2

A

D E d d ,     xx

A

A A E d d  
(2-16) 

به ترتیب مدول الاستیسیته  Gو  Eو به ترتیب  چگالی و سطح مقطع تیر پیچیده شده  Aو  𝜌که 
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𝑒𝜂)از طرفی، اگر خروج از مرکز سطح مقطع تیر در دستگاه مختصات پیچشی،  باشند.و برشی می , 𝑒𝜁) 

 های جابجایی، مولفهباشد (Ω𝑡و زاویه چرخش کلی سطح مقطع تیر برابر با پیچش ناشی از دوران تیر )

𝑢𝐺𝜉)مرکز جرم تیر  , 𝑣G𝜂 , 𝑤Gζ) ،تیر برابر است با 

(2-17) 

𝑢𝐺𝜉 = 𝑢𝜉  

𝑣G𝜂 = 𝑣𝜂 + 𝑒𝜂 cos(Ω𝑡) − 𝑒𝜁sin (Ω𝑡) 

𝑤Gζ = 𝑤𝜁 + 𝑒𝜂 sin(Ω𝑡) + 𝑒𝜁cos (Ω𝑡) 

𝑣، با فرض (6-2)بدین ترتیب با توجه به رابطه  = 𝑤 = 𝑂(𝜖)  و𝑢 = 𝑂(𝜖2)  و با جایگذاری

جملات  ای تاو سپس بسط تیلور روابط حاصل، برای مولفه های سرعت زاویه (4-2)در  (7-2)روابط 

 :در دستگاه مختصات پیچشی داریم 𝑂(𝜖3) مرتبه سوم، یعنی

    
    

   

2
0 0 0

2
0 0 0

2
0 0

1/2 1/2 1/2 1/2 1/2

1/2 1/2 1/2 1/2 1/2 sin
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 cos 2 x)
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s
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y
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2 3 2
0 0

0
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0
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2
0

( t- x)

+ c
1/ 4 1/ 8 1/ 4 1/ 4

1/ 4 1/ 4 1/ 8 1/ 8

1/ 4 1/ 8 1/ 4 1/ 4

1/ 4 1/ 4 1

os( t+

/ /

x

1

)

8

wvw v v vv w v vw

w vw v vv w v w w

wvv v w ww v ww v
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0
2

2 2 3 2 2
0 0

0
2 2

0

2 2 3 2
0 0

sin( t-3 x)
8

1/2 1/2

1/2

1/ 4 1/ 8 1/ 8 1/ 4 1/ 4

+ sin( t-

1/ 4 1/

)

8

x

v v

w v wvw

u w w v v w u v

wvv w v v ww vw w

v

w w v w

w w

w w

w v w 
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sin( t+
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2 3 2
0 0

0
2 2

0

2 2 3 2 2
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2
0

sin( t-3 x)
1/ 4 1/ 8 1/ 4 1/ 4

1/ 4 1/ 4 1/ 8 1/ 8
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z

wvw v v vv w v vw
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0

2 3 2
0 0

0
2 2

0

2 3 2
0 0

2
0

in( t- x)

+ sin
1/ 4 1/ 8 1/ 4 1/ 4

1/ 4 1/ 4 1/ 8 1/ 8

1/ 4 1/ 8 1/ 4 1/ 4

1/ 4 1/ 4 1/
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8

t+ x
wvw v v vv w v vw

w vw v vv w v w w

wvv v w ww v ww v

v wv w ww v w
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2

2 2 3 2 2
0 0

0
2 2

0

2 2 3 2
0 0

1/ 8

1/2 1/2

1/2

1/ 4 1/ 8 1/ 8 1/ 4 1/ 4

1

cos( t-3 x)

+

/ 4 1/ 8

cos( t- x)

v v

w v wvw

u w w v v w u v

wvv w v v ww

w w v w

w w

v

w w

vw

v ww

 




 
  
  
 

   
0

2 2
0

cos( t+
1/

)
8

x
wv w v 

(2-18) 

 های انحناها در دستگاه مختصات پیچشی داریم،و برای مولفه
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+ c
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1/ 4 1/ 4 1/8
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cos( t

1/ 4 1/ 8 1/ 8 1/ 4 1/ 4
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0
2

0

cos( x)
1

t+
/ 8w v 

(2-19) 

 نیز داریم، 𝑂(𝜖4)تا  𝑒2و بسط تیلور  (6-2)با توجه به معادله 

(2-21)  
2 2 2 2 2 2 2 4 2 2 41 1 1/ 4 1/2 1/ 4e u v w e u u v u w v v w w                        

 انرژی جنبشی 

باشد که انرژی جنبشی یک تیر از پیش پیچیده شده شامل دو بخش انتقالی و دورانی تیر می

 برابرند با،

(2-21) 

L

Gx Gy GzT m u v w dx2 2 2
1

0

1
( )

2
                     2

0

1
[ ]

2

L
T

T I dx  

2 2 2
1 2

0 0

1 1
( ) ( 2 )

2 2

L L

Gx Gy Gz xx x yy y zz z yz y zT T T m u v w dx I I I I dx               

که جمله اول از رابطه انرژی جنبشی، شامل انرژی جنبشی ناشی از حرکت انتقالی و دوران ناشی 

 باشد. تیر و جمله دوم نیز شامل دوران ناشی از تغییر زوایای اویلر تیر می خروج از مرکزاز 
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 انرژی پتانسیل 

 ،[48] انرژی پتانسیل یک تیر برابر است با

(2-22) 𝑈 =
1

2
∫ ∫ ∫ (𝜎11𝜀11 + 𝜎31𝜀31 + 𝜎12𝜀12)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

ℎ2
2

−
ℎ2
2

ℎ1
2

−
ℎ1
2

𝐿

0

 

 های الاستیسیته،که با توجه به تئوری

(2-23) 

ε11 = 𝑒 − 𝑦𝜌𝑧 + 𝑧𝜌𝑦 

ε31 = 𝜀𝑥𝑧 + 𝑦𝜌𝑥 

ε12 = 𝜀𝑥𝑦 − 𝑧𝜌𝑥 

 ρ𝑧و  ρ𝑥 ،ρ𝑦به ترتیب، کرنش محوری و برشی در امتداد محور الاستیک و  𝜀𝑥𝑦و  e ،𝜀𝑥𝑧که 

باشد، برنولی می-انحناهای محور الاستیک تیر هستند. با فرض اینکه تیر مورد نظر یک تیر اویلر

 کرنشهای برشی صفر هستند. یعنی،

(2-24) εζξ = εξη = 0 

 جایگذاری روابط فوق و ساده سازی آنها داریم،با 

(2-25) 
𝑈 =

1

2
∫ (𝐴𝑥𝑥𝑒2 + 𝐷𝑥𝑥𝜌𝑥

2 + 𝐷𝑦𝑦𝜌𝑦
2 + 𝐷𝑧𝑧𝜌𝑧

2 + 2𝐷𝑥𝑧𝜌𝑧𝜌𝑥 + 2𝐵𝑥𝑥𝜌𝑥𝑒
𝐿

0

+ 2𝐵𝑥𝑧𝜌𝑧𝑒)𝑑𝑥 

برای تیرهای ایزوتروپیک، کوپلینگهای خطی بین خمش، کشش و پیچش صفر هستند. بنابراین 

 داریم،

(2-26) 𝐷𝑥𝑧 = Bxx = Bxz = 0 

 انرژی اتلافی 

الاستیک با ضرایب میرایی  محیطبا توجه به اینکه فرض شده است تیر پیچیده شده در یک 

vخارجی  wc c c   در راستایY  وZ کند، انرژی اتلافی تیر پیچیده شده ناشی از این دوران می

 میرایی برابر است با،

  
0

1

2

L

nc y zW c v w dx  
(2-27) 

 لاگرانژین برابر است با،در نهایت، 

(2-28) ℓ = 𝑇 − 𝑈 + ncW  
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برای بدست آوردن معادلات حرکت و شرایط مرزی مربوطه، از اصل همیلتون تعمیم یافته 

 شود،استفاده می

(2-29) ∫ δℓdt = 0
t2

t1

 

,ℓ(𝑠با تعریف  𝑡)  به عنوان متغیر لاگرانژین و همچنین، به خاطر اینکه 

ℓ = ℓ(𝑞𝑖, �̇�𝑖 , 𝑞′
𝑖
, 𝑞′′

𝑖
, �̇�′

𝑖
, 𝑠, 𝑡)[122] توان معادلات حرکت را به شکل زیر بدست آورد، می، 

(2-31) 
∂ℓ

∂𝑞𝑖
−

𝜕

𝜕𝑥
(

∂ℓ

∂𝑞′
𝑖

) +
𝜕2

𝜕𝑥2
(

∂ℓ

∂𝑞"𝑖
) −

𝜕

𝜕𝑡
(

∂ℓ

∂�̇�𝑖
) +

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑡
(

∂ℓ

∂𝑞′̇
𝑖

) = −𝑄𝑖
∗  0 < 𝑥 < 𝐿 

 و شرایط مرزی نیز عبارتست از،

(2-31) 

𝐵1𝑖 = {[
∂ℓ

∂𝑞′
𝑖

−
𝜕

𝜕𝑥
(

∂ℓ

∂𝑞"𝑖
) −

𝜕

𝜕𝑡
(

∂ℓ

∂𝑞′̇
𝑖

)] 𝛿𝑞𝑖}

𝑥=0

𝑥=𝐿

= 0 

𝐵2𝑖 = {[
∂ℓ

∂𝑞"
𝑖

] 𝛿𝑞′
𝑖
}

𝑥=0

𝑥=𝐿

= 0 

,𝑞𝑖(𝑥که  𝑡) همان ،u(x,t) ،v(x,t) ،w(x,t) باشد.می 

حال، با قرار دادن روابط مذکور در روابط انرژی جنبشی و پتانسیل و سپس استفاده از رابطه 

، معادلات ارتعاشی در دستگاه 𝑂(𝜖3)لاگرانژ و ساده سازی معادلات با استفاده از بسط تیلور تا مرتبه 

 داریم: 𝜉𝜂𝜁مختصات پیچشی 

(2-32)     xxmu A u ww v v vw v vvw ww2
0 0 0                 

 

(2-33) 
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(2-34) 
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 با شرایط مرزی

0
0

0

 
 

  

v w
x

v w
و          

0

0

 
 

  

v w
x L

v w
    

-سطح مقطع تیر به طول تیر )ضریب لاغری( خیلی کوچک باشد، می پهنایاگر نسبت عرض و 

𝑚�̈�،[33]توان از اینرسی طولی تیر صرف نظر کرد  = و شرایط  (32-2)رو با توجه به رابطه ، از این  0

 داریم،  u(L)=0 u(0)=مرزی 

(2-35) 
     

   

           

        

2 2 2 2 2
0 0

2 2 2 2 2
0 0

0

1 1

2 2

1
        2

2

L

u v w vw wv v w

v w v w vw v w dx
L

 

 

 

و  (33-2)در معادلات ارتعاش عرضی تیر پیچیده شده )روابط  (35-2)حال با قرار دادن رابطه  

  (، معادلات حرکت ارتعاشات عرضی تیر پیچیده شده برابر است با،(2-34)
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(2-37) 

 در معادلات فوق داریم،
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 (2-38) 

 ،برای بی بعد سازی معادلات به شکل زیر عمل شده است






   




     

  
       

 


* * * * * *

4 4
0 0 0

4 4

2 2 2 2
* * * * *

2 2 2 2

22
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2

Ω
, ,     ,     ,     ,  Ω ,  

Σ
Σ

I I , , ,  ,

Σ
,     ,

2

xx
xx

xx

u v w x t
u v w x t

h h h L mL D
D mL

I I I D
I I D

mL mL mL mL

h Am D
c c

DL

 (2-39) 

برای راحتی، در معادلات از طول تیر هستند.  مقطع و ضخامت، به ترتیب اندازه Lو  0hکه 

های چند علامت )*( صرف نظر شده است. اکنون برای تحلیل معادلات حرکت فوق، از روشهای مقیاس

شود. های تقریبی به شکل تحلیلی و عددی استفاده میگانه و گالرکین برای بدست آوردن پاسخ

، . در گام اولشودمیکوتا نیز استفاده -همچنین، به منظور صحه گذاری روابط، از روش عددی رانگ

که های چند گانه مستقیماً روی معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی اعمال شده در حالیروش مقیاس

 با سازی گالرکین روی معادلات حرکت، معادلات دیفرانسیلدر گام بعدی، با اعمال روش گسسته

ی های چندگانه روجزئی به معادلات دیفرانسیل معمولی تبدیل شده و سپس روش مقیاس اتمشتق

 شود.  معادلات حاصل اعمال می

های چند گانه به معادلات دیفرانسیل تحلیل پایداری با اعمال روش مقیاس  -2-2

 (PDEمشتقات جزئی )

ی هامقیاساکنون به منظور حل معادلات بی بعد شده بدست آمده، از تئوری اغتشاشات و روش 

شود. به این ترتیب، با توجه به می برای تحلیل معادلات دیفرانسیل با مشتق جزئی استفاده چند گانه

های جابجایی عرضی تیر در معادلات، تقریب زیر برای مولفه سهمرتبه غیر خطی جملات تنها وجود 

 شود،فرض می

(2-41)  
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1 0 2 3 0 2

3

1 0 2 3 0 2

( , ) ( , , ) ( , , ) ...

( , ) ( , , ) ( , , ) ...
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w x t w x T T x T T
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ظاهر شوند، پاسخ آنها در ادامه  𝑣0 ،𝑤0 ،𝑣2 ،𝑤2لازم به ذکر است اگر در تقریب فوق، جملات 

=)𝑇𝑛 صفر خواهد شد. 𝜀𝑛𝑡) ای که  گونهههای زمانی اشاره دارد. ببه مقیاس𝑇0 = 𝑡  و𝑇2 = 𝜀2𝑡 از .

 طرفی،

(2-41) 

∂

∂𝑡
= 𝐷0 + 𝜀2𝐷2+… 

∂

∂𝑡
(

∂

∂𝑡
) = 𝐷0

2 + 2𝜀2𝐷2𝐷0 + ⋯ 

∂به ترتیب برابرند با،  𝐷2و  𝐷0که 

∂𝑇0
∂و  

∂𝑇2
غیرخطی در معادلات و  . به منظور بالانس پارامترهای

 دهیم،های اولیه و پارامتریک، قرار میاستخراج رزونانس

(2-42) 𝑐 = 𝜀2𝑐̅, Δ𝐷 = 𝜀2Δ𝐷̅̅ ̅̅ , Δ𝐼 = 𝜀2Δ𝐼̅̅̅, 𝑒𝜁 = 𝜀3𝑒�̅�, 𝑒𝜂 = 𝜀3𝑒𝜂̅̅ ̅ 

 𝑂(𝜀)  𝑂(𝜀3)های چندگانه و جدا سازی عبارات مرتبه به این ترتیب، با اعمال روش مقیاس

 داریم،

(2-43) 
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(2-44) 
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(2-45) 
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(2-46) 
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 توان به شکل زیر تخمین زد،( را می(44-2)و  (2-43)) εحل معادلات مرتبه اول 

(2-47) 
  

   

   

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 2 1 2 1 2 2 2 2 2

1 0 2 1 2 1 2 2 2 2 2

( , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

f f b b

f f b b

i T i T i T i T
f b

i T i T i T i T
f b

v x T T x A T e A T e x A T e A T e

w x T T x iA T e iA T e x iA T e iA T e

   

   

 

 

   

     

 



48 

 

-2)و  (36-2)که از خطی سازی معادلات بوده فرکانسهای خطی همسو و ناهمسو  𝜔𝑏و  𝜔𝑓که 

 برابرند با، وآیند و حل مسئله مقدار ویژه بدست می (37




1 3
,

2

1

2
f b

 



       (2-48) 

 که 

2 2 2
1 ( 0 2 )  xxI n        ,              2 2 2 2

2 02 n I  
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xx xx
xx

n I n I n I n
I
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و  
f

  و
b

  فرکانسهای خطی نیز به ترتیب شکل مدهای خطی تیر دو سر مفصل متناظر با

های اولیه و پارامتریک، نزدیکی فرکانس زونانسمنظور بررسی ربه هستند.  𝜔𝑏ی و ناهمسو 𝜔𝑓ی همسو

Ω  به فرکانس طبیعی اولیه𝜔𝑓 1با در نظر گرفتن پارامتر تنظیم کننده 𝜎 به شکل زیر تخمین زده می-

 شود،

(2-49) Ω = 𝜔𝑓 + 𝜀2𝜎 

( در معادلات (47-2))رابطه  wو  vبرای  یکو جواب مرتبه  (49-2)با قرار دادن رابطه اکنون، 

 𝑒𝑖𝜔𝑏𝑇0و  𝑒𝑖𝜔𝑓𝑇0را با جدا کردن و مرتب سازی ضرایب  3، معادلات مرتبه wو  vبرای هر دو  3مرتبه 

ساده  موجود به شکل زیر هایsmall divisorسکولار و حذف جملات به منظور از بین بردن ضرایب 

 کنیم،می
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(2-51) 

 و

                                                           
1 detuning parameter 
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(2-51) 

 باشند.به معنی مختلط مزدوج و ضرایب غیر سکولار می N.S.T و CCکه 

 (51-2)و  (51-2)پس از بدست آوردن ضرایب سکولار، از آنجا که بخشهای همگن معادلات 

)دارای پاسخهای غیر بدیهی است، با ضرب طرفین معادلات به ترتیب در  )f x  و( )b x  و

0xانتگرالگیری از    1تاx ،با استفاده از شرایط حل پذیری برای آنها داریم  ، 

 
1

2
0

( ) ( , ) 0f fx P x T dx     و     
1

2
0

( ) ( , ) 0b bx P x T dx  (2-52) 

 که

 2 , 2 , 2(x,T ) (x,T ) (x,T )f f v f wP P iP      و      2 , 2 , 2(x,T ) (x,T ) (x,T )b b v b wP P iP  (2-53) 

بوده و برابرند  (51-2)و   (51-2) سومضرایب سکولار معادلات مرتبه  𝑃𝑏,𝑣و  𝑃𝑓,𝑣 ،𝑃𝑓,𝑤 ،𝑃𝑏,𝑣و 

 با،
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(2-57) 

ط حل پذیری فوق و تقریب شکل مدها به صورت شکل مدهای یبه این ترتیب، با توجه به شرا

خطی تیر دو سر مفصل به صورت   sin( )
f b

n x  ،داریم 
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(2-58) 
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(2-59) 
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 بوده و 2Aو  1Aمزدوجهای مختلط  2Aو  1Aکه 

(2-61) 
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22eشود، ضریب جمله مشاهده می (61-2)و  (58-2)همچنین، همانطور که از معادلات  i T که

2
2 6, 7, 8,v f v f v     اشاره به نا متقارنی در سیستم دارد.باشد، می 

زیر در معادلات حذف  به شکل A(T2) ،eiσT0به   A1(T2)برای ساده سازی معادلات، با تبدیل 

 شود،می

(2-61)     
 2

1 2 2( )
i T

A T A T e  

 را به صورت قطبی 𝐴2(𝑇2)و  𝐴(𝑇2)و در نهایت برای بدست آوردن پاسخ معادلات حاصل، 

(2-62) 


 2 2( ) ( )
1 2 2 2 2,

1 1
( ) ( )

2 2
i T i TA a T e A a T e 
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دهیم. سپس با جداسازی بخشهای حقیقی و موهومی دو معادله در معادلات حاصل قرار می

 آید،حاصل، چهار معادله دیفرانسیل معمولی مرتبه اول به شکل زیر بدست می

(2-63) 
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(2-64) 
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(2-65) 
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2 4
1, 2 2 2

sin
16w bcD a n a 

(2-66) 
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0

2
2 2

2 4 3
1, 2 1, 2 2 2, 2

1 cos1
8

2

1 1

2 8
w b ww D a ca a n a a 

 1تعادلی به منظور بررسی پایداری ارتعاشاتی تیر مورد نظر و همچنین استخراج نقاط ثابت 

بایست مشتقات زمانی آنها صفر در نظر گرفته شوند. با انجام این کار و همانطور که معادلات مذکور، می

هد شد و این بدان معنی است که تنها لنگ برابر صفر خوا 𝑎2از معادلات نشان داده شده مشخص است، 

تحریک خواهد شد. به این ترتیب، معادلات نهایی برای بررسی پایداری سیستم مورد نظر  2زنی همسو

 عبارتند از،

(2-67) 
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(2-68) 
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 باشند. معادله حرکت می تعادلی نقاط ثابت Θ0و  𝑎10که 

                                                           
1 Fixed point 

2 Forward Whirling 
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های چند گانه پایداری با استفاده از روش گالرکین و اعمال روش مقیاستحلیل   -2-3

 (ODEبه معادلات دیفرانسیل با مشتقات معمولی )

با استفاده از روش تقریبی گالرکین به  معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئیدر این بخش، 

که تنها یک مد حرکتی شوند. برای این منظور، با فرض اینمعادلات دیفرانسیل معمولی تبدیل می

 ،[123]شود شود، روش گالرکین به شکل زیر به معادلات اعمال میتحریک می

(2-69) 
( , ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( )

n

n

v x t x V t

w x t x W t




 

که  ( )n x  وn 2)باشند. با جایگذاری معادله به ترتیب شکل مدهای عرضی و شماره مد می-

، ضرب طرفین معادله حاصل در شکل مدهای متناظر خود، انتگرال گیری (37-2)و  (36-2)در  (69

 و استفاده از خاصیت تعامد شکل مدها داریم، [0,1]جزء به جزء در فاصله 

(2-71) 

 

 
 

 

3 20 0
1, 4, 2, 3, 9,

0 0
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0
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(2-71) 

 

 

3 20 0
1, 4, 2, 3, 9,

0 0

0
6, 7, 8,

0

0
6, 7, 8,

0

2
5,

1 cos( ) sin( )
( ) ( ) 1/2 ( ) 2

cos(2 4 ) cos(2 )

sin(2 4 ) sin(2 )

1/ 4 sin( )

v v v v v

v v v

v v v

v

V c V W W W V W W

t t
V V V

t t
W W W

e t e

 

 









 
         

 

    
     

 

    
     

 

     cos( ) 0t  

 

-2)باشند، تقریب می 3شامل جملات غیر خطی مرتبه  (71-2)و  (71-2)از آنجا که معادلات  

 توان به شکل زیر به آنها اعمال کرد،را می (72

(2-72) 

3
1 0 2 3 0 2

3
1 0 2 3 0 2

( ) ( , ) ( , ) ...

( ) ( , ) ( , ) ...

V t V T T V T T

W t V T T V T T
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ظاهر شوند، پاسخ آنها در ادامه  𝑉0 ،𝑊0 ،𝑉2 ،𝑊2لازم به ذکر است اگر در تقریب فوق، جملات 

های اولیه و پارامتریک، برای بالانس جملات غیر خطی و به منظور استخراج رزونانس صفر خواهد شد.

 دهیم،در معادلات حاصل قرار میپارامترهای بی بعد زیر به شکل زیر مقیاس بندی شده و 

(2-73) 𝑐 = 𝜀2𝑐̅, Δ𝐷 = 𝜀2Δ𝐷̅̅ ̅̅ , Δ𝐼 = 𝜀2Δ𝐼̅̅̅, 𝑒𝜁 = 𝜀3𝑒�̅�, 𝑒𝜂 = 𝜀3𝑒𝜂̅̅ ̅ 

و برابر قرار دادن ضرایب  (71-2)و  (71-2)در معادلات  (73-2)و  (72-2)با جایگذاری معادلات 

 ، داریم،𝜀3و  𝜀توانهای مشابه 

(2-74) 
2 2 2 2

4 2 2 20 0 0
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(2-76) 
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(2-77) 
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 توان به شکل زیر بیان کرد،را می (75-2)و  (74-2)پاسخ معادلات مرتبه اول 

(2-78) 

0 0
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1 0 2 1 2 2 2
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 ، داریم،(77-2)و  (76-2)در  (78-2)اکنون، با جایگذاری معادله 
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(2-79) 
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,باشند. همچنین، مزدوجهای مختلط و جملات غیر سکولار می N.S.Tو  CCکه  2( )f vG T، 

, 2( )b vG T ،, 2( )f wG T  و, 2( )b wG T باشند که برابرند با،دربردارنده جملات سکولار می 

 

 


 

 










 












     










 
 
 

    
 

0

2 2

0

, 1 1 1 21 2

4

1

2 2

0

2

11, 2

5,

, 4, 3, 3,

0

2
6, 7, 8,

1
( ) 1 /

e
4e e

1 e
2

T

f v f

i

i i T

v

i

v f v v v v

v f v f v

G A A A Ai A A

A

A
c

e ie

 (2-81) 
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1/2 8 ( )b w w w b

i
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برای حذف جملات سکولار، جواب بخش خصوصی متناظر با 
 0fi T
e  و

 0bi Te  2)در معادلات-

 برابر است با، (79

(2-84) 
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و برابر قرار دادن ضرایب جملات شامل  (79-2)در  (84-2)با جایگذاری معادله 
 0fi T
e  و


 0bi Teباشد اگر و تنها اگر شرایط حل پذیری به شکل زیر های غیر صفر می، معادله حاصل دارای پاسخ

 برقرار باشد،
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 (2-86) 

 مذکور برابر است با، در نهایت حاصل دو دترمینان
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(2-87) 
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(2-88) 
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باشند. این بدست آمده، یکسان می (59-2)و  (58-2)که دو معادله مذکور با آنچه در معادلات 

بدان معنی است که با تحریک یک مد از تیر پیچیده شده دوار، ضرایب بدست آمده از هر دو روش 

 مستقیم و غیر مستقیم یکسان خواهند بود.

 تحلیل پایداری با تعیین ماتریس ژاکوبین  -2-4

2و با فرض  (66-2)تا  (63-2)به منظور تحلیل پایداری حالت پایای معادلات مرتبه اول  0a ،

 ،[118]برابر است با (64-2)و  (63-2)، طرف راست معادلات Jماتریس ژاکوبین، 

A B
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 که

               
2

1 1, 2, 2 6, 7, 8,,v v f v f v f v  (2-91) 

 آیند،و مقادیر ویژه متناظر آن از معادله زیر بدست می

(2-91)       2 ( ) 0A D AD BC        یا 0iJ I 

A، از آنجا که (91-2)تا  (89-2)با توجه به معادلات  D( ) 0  اگر ،AD BC 0  حرکت ،
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,𝑎10(،  1م در نقاط ثابت تعادلیدینامیکی سیست Θ0( باشد. پایدار بوده و در غیر اینصورت ناپایدار می 

 نتایج  -2-5
جهت تحلیل پایداری به  دست آمده، برخی از نمودارهادر این بخش، با استفاده از معادلات ب

و ضریب میرایی  خروج از مرکزها، تأثیر زاویه پیچش، میزان نمودارصورت زیر رسم شده است. در این 

های اولیه و پارامتریک تیر پیچیده شده دورانی متقارن و نامتقارن محوری، مورد خارجی روی رزونانس

 اند:بررسی قرار خواهد گرفت. برای این منظور، پارامترهای بی بعد شده زیر مورد استفاده قرار گرفته

 0.001
xx
I ،0.01c ، 0.0005 ،= 0.002878I I  بقیه پارامترهای بی بعد استفاده شده، در .

 هر بررسی متعاقباً ذکر خواهند شد.

 نتایج  سنجیاعتبار  

های فرکانسی مستخرج از این بخش پرداخته شود، ابتدا نتایج نمودارقبل از اینکه به بررسی 

بدست آمده در زاویه پیچش  0 مقایسه و صحه  [40]با نتایج حاصل از کارهای شاهقلی و خادم  0

شود. بدین ترتیب، با در نظر گرفتن گذاری می 0 ، تیر پیچیده شده (68-2)و  (67-2)در معادلات  0

آنها نیز در دو  های پاسخ فرکانسیمذکور، به یک تیر بدون زاویه پیچش و مستقیم تبدیل شده و منحنی

مد اول و در حالت متقارن و نا متقارن به تصویر کشیده شده است. از طرفی، منحنی های متناظر 

 اند. نشان داده شده (6-2) شکلو  (5-2) شکلبدست آمده توسط کارهای شاهقلی و خادم نیز در 

 
) در حالت مقایسه پاسخ فرکانسی یک تیر مستقیم در کار حاضر  0 کار شاهقلی و  با( 0

 در مد اول ،[40]خادم
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بوده و  وچکنتایج بدست آمده، مشخص است که تغییرات بین آنها بسیار کبا مقایسه هر دو 

 همپوشانی نسبتاً خوبی با یکدیگر دارند.

 

) در حالت مقایسه پاسخ فرکانسی یک تیر مستقیم در کار حاضر  0 کار شاهقلی و  با( 0

 .در مد دوم ،[40]خادم

 بحث و نتیجه گیری 

فرکانسهای خطی همسو و ناهمسو تیر پیچیده شده محوری دوار را در زوایای  (7-2) شکل

شود، با افزایش زاویه دهد. همانطور که مشاهده مینشان می 90و  60، 45، 30، 0پیچش 

پیچش، فرکانسهای همسو و ناهمسو تیر مذکور با شرایط مرزی دو سر مفصل در سه مد اول ارتعاشاتی 

 یابند.به تدریج افزایش می

 
 مد اول 3زاویه پیچش در  برحسبفرکانسهای همسو و ناهمسو  
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فرکانسهای همسو و ناهمسو تیر پیچیده شده دوار محوری با شرایط  (9-2) شکلو  (8-2) شکل

، 45، 30، 0مرزی دو سر مفصل را نسبت به سرعت چرخش در مدهای اول و دوم و زوایای پیچش 

دهد. با توجه به این اشکال، هنگامی که سرعت چرخش در هر زاویه پیچش نشان می 90و  60

یابد. علاوه براین، محل تقاطع فرکانسهای همسو یابد، فرکانسهای طبیعی همسو افزایش میافزایش می

با خط    که نشان دهنده فرکانسهای خطی بحرانی 1c ، 2c ، 3c ، 4c  و 5c  تیر پیچیده

هستند، با افزایش زاویه پیچش، افزایش یافته و  90و  60، 45، 30، 0شده در زوایای پیچش  

 شود. دامنه نوسانات در نزدیکی این فرکانسها نیز تشدید می

 
 سرعت چرخش در  مد اول برحسبفرکانسهای همسو و ناهمسو  

 

 سرعت چرخش در مد دوم برحسبفرکانسهای همسو و ناهمسو  
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های پاسخ فرکانسی غیر خطی تیر مورد نظر را پیرامون منحنی (13-2) شکلتا  (11-2) شکل

نقاط ثابت تعادلی سیستم در مدهای اول و دوم و زوایای پیچش مختلف برای حالت متقارن و نا متقارن 

ر دو جهات اصلی تیر یکسان و برابرند با، ها در هدهند. فرض شده است که نابالانسینشان می

  0.05e e ها در هر دو مد و حالات متقارن و ، از آنجا که منحنیشودمی. همانطور که مشاهده

مؤید  باشد کهاند، تأثیر پارامترهای غیرخطی از نوع سخت شونده مینامتقارن به سمت راست خم شده

رخطی هندسی تعیین کننده رفتار غیرخطی سیستم هستند. با توجه به که پارامترهای غی این است

، در حالت متقارن )(68-2)و  (67-2)و معادلات  (11-2) شکلو  (11-2) شکل 2 (، تیر تنها 0

باشد و در نتیجه منحنی پاسخ می دارای یک منبع تحریک بوده که همان نابالانسی با فرکانس 

همچنین، در حالت دهد. فرکانسی دارای یک قله بوده و تنها یک پرش در فرکانس رزونانس رخ می

که ، سیستم دارای تنها یک پاسخ پایدار بوده در حالیشود که برای برخی از مقادیر متقارن، دیده می

برای برخی دیگر، سیستم دارای سه پاسخ بوده که دوتای آنها پایدار و دیگری ناپایدار است. در نتیجه در 

افتد. این درحالی است که وقتی نامتقارنی در ش و دو شاخگی اتفاق میاین حالات همواره پدیده پر

سیستم وجود دارد ) 2 ، یک منبع (، علاوه بر منبع تحریک ناشی از نابالانسی با فرکانس 0

باشد آید که ناشی از وجود نامتقارنی در سیستم میمی در سیستم بوجود 2تحریک دیگر با فرکانس 

های پاسخ فرکانسی دارای رو، منحنیشود. از اینو به عنوان تحریک پارامتریک در سیستم شناخته می

 باشند. دو قله می
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 )ب(

 
 )ج(

پیچش الف(  زاویهمنحنی پاسخ فرکانسی تیر پیچیده شده دوار متقارن در مد اول و   0 ب(  0

 0 و  ج( 30 0 60 
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 )ب(

 
 )ج(

پیچش الف(  زاویهمنحنی پاسخ فرکانسی تیر پیچیده شده دوار متقارن در مد دوم و   0 ب(  0

 0 و  ج(  30 0 60 
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 )ب(

 
 )ج(

پیچش الف(  زاویهمنحنی پاسخ فرکانسی تیر پیچیده شده دوار نامتقارن در مد اول و   0 ب(  0

 0 و  ج(  30 0 60 
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 )ب(

 
 )ج(

پیچش الف(  زاویهمنحنی پاسخ فرکانسی تیر پیچیده شده دوار نامتقارن در مد دوم و   0 ب(  0

 0 و  ج(  30 0 60 

منحنی پاسخ فرکانسی تیر پیچیده متقارن و نامتقارن را وقتی  (15-2) شکلو  (14-2) شکل

)نسبت سختی طولی به خمشی( در زاویه پیچش  پارامتر  0 دهد. ییابد، نشان مافزایش می 60

 شود. ، تأثیر سخت شوندگی تیر شدیدتر می، با افزایش پارامتر همانطور که نشان داده شده
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روی منحنی پاسخ فرکانسی تیر پیچیده شده متقارن در مد اول و  تأثیر تغییر پارامتر   0 60. 

 

روی منحنی پاسخ فرکانسی تیر پیچیده شده نا متقارن در مد اول و  تأثیر تغییر پارامتر  

 0 60. 

های پاسخ فرکانسی در را روی منحنی خروج از مرکزتأثیر پارمتر  (17-2) شکلو  (16-2) شکل

حالات متقارن و نامتقارن در زاویه پیچش  0 شود، برای دهند. همانطور که مشاهده مینشان می 60

ای که منجر به افزایش دامنه نوسانات شده بگونه خروج از مرکزرن، افزایش تیرهای متقارن و نا متقا

، باعث خروج از مرکزکوچکتر، ناحیه ناپایدار کوچکتر بوده درحالیکه افزایش  خروج از مرکزبرای مقادیر 

 یابد. افزایش دامنه نواحی پایدار شده و فرکانس قله نیز افزایش می
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روی منحنی پاسخ فرکانسی تیر پیچیده شده متقارن در مد اول و  خروج از مرکزتأثیر میزان  

 0 60 ، 0.0005. 

 

روی منحنی پاسخ فرکانسی تیر پیچیده شده نامتقارن در مد اول و  خروج از مرکزتأثیر میزان  

 0 60 ، 0.0005. 

منحنی دامنه بر حسب نسبت میرایی خارجی تیر پیچیده شده محوری را در  (18-2) شکل

زوایای پیچش مختلف و فرکانسهای طبیعی متناظر با  0 دهد. با توجه به این شکل، مینشان می-

، 0.025cدر مقادیر  ای کهیابد بگونهوسانات کاهش مییش نسبت میرایی، دامنه نتوان دید که با افزا

در یک مقدار میرایی مشخص، تأثیر وجود میرایی در تیرهای با زوایای پیچش بزرگتر کمتر بوده در 

تر افزایش زاویه پیچش، به میرا شدن سریع بنابراین، باشد.، شرایط برعکس می0.025cکه برای حالی

سیستم کمک خواهد کرد. علاوه بر این، سیستم تنها دارای یک پاسخ پایدار در همه زوایای پیچش و 
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شود. ضرایب میرایی بوده که در نتیجه آن، هیچگونه دوشاخگی در نمودار پایداری سیستم مشاهده نمی

(، سه پاسخ وجود داشته که شامل یک پاسخ 0.03مثلاً اما در فرکانسی غیر از فرکانس رزونانس )

 (. (19-2) شکلافتد )باشد و در این حالت پدیده دوشاخگی اتفاق میناپایدار و دو پاسخ پایدار می

 

نسبت میرایی تیر پیچیده متقارن در -نحنی دامنهم  0. 

 

نسبت میرایی تیر پیچیده متقارن در -منحنی دامنه  0.03. 

در حالتی که تیر پیچیده شده، نامتقارن ) 2 باشد، مشابه با حالت متقارن، برای ( می0 0 

یابد. در این حالت، و مد اول، با افزایش ضریب میرایی، دامنه نوسانات در همه زوایای پیچش کاهش می

ای که در زوایای سه پاسخ در سیستم وجود دارد که دو پاسخ آن پایدار و دیگری ناپایدار است بگونه

(. در فرکانسهای دیگر برای نمونه در (21-2) شکل)یابد زوایای پیچش بزرگتر، ناحیه پایدار کاهش می

 0.1 است، کاملاً مشابه با حالت متقارن در نشان داده شده  (21-2) شکل، همانطور که در 0.03
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باشد. در ای که سه پاسخ آنها پایدار و دو پاسخ دیگر ناپایدار می، ولی پنج پاسخ وجود داشته بگونه

 افتد. نتیجه پدیده دوشاخگی اتفاق می

 

نسبت میرایی تیر پیچیده نامتقارن در -منحنی دامنه  0. 

 

نسبت میرایی تیر پیچیده نامتقارن در -منحنی دامنه  0.1. 

شده متقارن  پیچیدهتیر  خروج از مرکزدامنه نوسانات را برحسب  (23-2) شکلتا  (22-2) شکل

های طبیعی متناظر با در فرکانس 0  0.03و (22-2) شکلدهد. همانطور که در نشان می 

نشان داده شده است، در حالت  0 خروج از ، حرکت نوسانی تیر پیچیده شده دوار در کل مقادیر

تد. افتیر و زوایای پیچش مختلف آن، پایدار بوده و در نتیجه هیچگونه دوشاخگی اتفاق نمی مرکز

)برای  0همچنین، زاویه پیچش تأثیر ناچیزی روی دامنه نوسانات سیستم دارد. اما، در فرکانس 

خروج از نشان داده شده است، سیستم در مقادیر  (23-2) شکل(، همانطور که در 0.03نمونه، 
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کوچکتر، تنها دارای یک پاسخ پایدار بوده، در مقادیر متوسط خروج از مرکز، دارای دو پاسخ پایدار  مرکز

باشند. تیر، تنها دارای یک پاسخ پایدار می خروج از مرکزو یک پاسخ ناپایدار و در مقادیر بزرگتر 

افتد. لازم به ذکر است که وقتی حالت، پدیده پرش و دوشاخگی در سیستم اتفاق می درنتیجه، در این

افتد. یابد، پدیده پرش در مقادیر متفاوتی از آن اتفاق میتیر افزایش یا کاهش می خروج از مرکزمیزان 

ین، در باشد. همچنشدیدتر می خروج از مرکزدر هر دو حالت مذکور، تغییرات دامنه در مقادیر بزرگتر 

یابد، به ازای یک مقدار مشخص خروج مقادیر کوچکتر خروج از مرکز، زمانی که زاویه پیچش افزایش می

که برای مقادیر بزرگتر خروج از مرکز وضعیت برعکس یابد در حالیاز مرکز، دامنه نوسان کاهش می

 باشد.  می

 

 تیر پیچیده شده متقارن در فرکانس خروج از مرکز-منحنی دامنه  0. 

 

تیر پیچیده شده متقارن در فرکانس  خروج از مرکز-منحنی دامنه  0.03. 

تیر پیچیده شده دوار  خروج از مرکز-را روی منحنی دامنه 0تأثیر زاویه پیچش  (24-2) شکل
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نامتقارن در نزدیکی فرکانسهای متناظر با  0 دهد. نشان می 

 

تیر پیچیده شده نا متقارن در فرکانس  خروج از مرکز-منحنی دامنه  0. 

تیر در  خروج از مرکزدر این حالت، به ازای برخی از مقادیر مشخص  0 تنها دو بخش وجود ،

دو پاسخ پایدار و یک دارد. بخش اول، در مقادیر خروج از مرکز کوچکتر بوده که شامل سه پاسخ بوده با 

بزرگتر، به ازای کلیه زوایای پیچش،  خروج از مرکزکه در بخش دوم و در مقادیر پاسخ ناپایدار در حالی

افتد. همچنین، با افزایش زاویه تنها یک پاسخ پایدار وجود دارد. در نتیجه پدیده دو شاخگی اتفاق می

یابد. برای تیر ار نوسانات سیستم کاهش میمشخص، دامنه پاید خروج از مرکزپیچش، در یک مقدار 

در فرکانس  خروج از مرکز-، نمودار دامنهنا متقارنپیچیده شده  0.1  نشان داده  (25-2) شکلدر

-ای که سه پاسخ آن پایدار و مابقی آن ناپایدار میشده است. در این حالت، پنج پاسخ وجود دارد بگونه

 افتد.باشند. در نتیجه، در این حالت دو پرش در سیستم رخ داده و پدیده دو شاخگی نیز اتفاق می

توضیحات مذکور برای زاویه پیچش  0 60o  نشان داده شده است. همچنین، در یک  (25-2) شکلدر

توان یابد که میمشخص، دامنه ناحیه پایدار با افزایش زاویه پیچش کاهش می خروج از مرکزمقدار 

 تواند به میرا شدن دامنه نوسانات تیر پیچیده شده کمک کند. گفت وجود زاویه پیچش می
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تیر پیچیده شده نا متقارن در فرکانس  خروج از مرکز-منحنی دامنه  0.1. 
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 فصل سوم
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 گیر دار یک سرارتعاشات عرضی تیر پیچیده شده دوار با شرایط مرزی  

مورد استفاده  ایع مختلفاز جمله تجهیزاتی هستند که در صن هابرداری مانند متهتجهیزات براده

توان آنها را به صورت یک تیر پیچیده گونه تجهیزات، میگیرند. به منظور تحلیل پایداری اینقرار می

سازی کرد. این روند در ادامه مورد بررسی قرار گرفته مدل سر گیرداریکبا شرایط مرزی  شده محوری

 شده است.  

 حرکتمعادلات   -3-2

گیر دار مورد بررسی  یک سردر این بخش، پایداری تیرهای پیچیده شده دوار با شرایط مرزی 

تأثیر ممانهای  و به صورت خطی بوده 0زاویه پیچش فرض این است کهقرار گرفته شده است. 

از تأثیر پیچش ناشی از برش صرف نظر  ولیژیروسکوپیک و اینرسی دورانی در نظر گرفته شده است، 

، با فرض لاغر بودن تیر مذکور، از اینرسی طولی صرف نظر شده و 2شده است. همچنین، همانند فصل 

طولی تیر )که با آنچه در بخش قبل بدست آمده،  با استخراج معادله ساده شده مربوط به ارتعاشات

ت سیستم توان به معادلات حرکشات عرضی، میباشد( و جایگذاری آن در معادلات ارتعامتفاوت می

که تأثیر زاویه پیچش در مدهای اول و دوم چگونه خواهد  خواهد شددست یافت. از طرفی، مشاهده 

و نسبت میرایی در زوایای  خروج از مرکزتأثیر میزان  بود. همچنین، در بخشهای دیگر نیز به بررسی

گیردار با سرعت  یک سر(، یک تیر پیچیده شده دورانی 1-3پیچش مختلف پرداخته شده است. شکل )

 دهد. را نشان می Ωدورانی ثابت 
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 گیردار به همراه مقطع آن با نمایش زاویه پیچش تیر. یک سرتیر پیچیده شده دورانی  یک (1-3) شکل

 ( و شرایط مرزی32-2نظر گرفتن شرایط بخش قبل و با توجه به روابط )با در 

(3-1)  

0, 0
0

0, 0

 
 

 

v v
x

w w
   و     

0, 0

0, 0

  
 

  

v v
x L

w w
 

گیردار  یک سرمقطع تیر  پهنای سطحگیردار مذکور، اگر نسبت عرض به  یک سربرای تیر  

ℎ0)ضریب لاغری( خیلی کوچک باشد )

𝐿
≪ توان از اینرسی طولی تیر صرف نظر کرد، (، می1

𝑚�̈�(𝑥, 𝑡) = گیر دار  یک سر( و شرایط مرزی طولی برای تیرهای 32-2رو با توجه به روابط ). از این  0

( (0) ( ) 0u u l(  [33]داریم ، 

(3-2)  
     

    

          

            

2 2 2 2 2
0 0

2
0 0

0

1/2 1/2

L

u w v v w vw v w

v v w w vw wv vv ww dx

 

 
 

مشاهده کرد. حال با قرار دادن رابطه ( 35-2توان تفاوت آن را با رابطه بدست آمده در )که می 

، معادلات حرکت ارتعاشات عرضی ((34-2)و  (33-2))معادلات ( در معادلات ارتعاشات جانبی تیر3-2)

 گیردار پیچیده شده برابر است با،  یک سرتیر 
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(3-3)  
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(3-4)  

 برای ساده سازی، در معادلات فوق داریم،

       
,     ,     ,     ,

,     
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w

I D



       







 (3-5)  

 ،برای بی بعد سازی معادلات به شکل زیر عمل شده است
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 (3-6)  

معادلات از ، در برای راحتیطول تیر هستند.  مقطع و ضخامت، به ترتیب اندازه Lو  0hکه 

 علامت )*( صرف نظر شده است.

های چند گانه به معادلات دیفرانسیل تحلیل پایداری با اعمال روش مقیاس  -3-3

 (PDEمشتقات جزئی)

های اکنون به منظور حل معادلات بی بعد شده بدست آمده، از تئوری اغتشاشات و روش مقیاس

 شود،شود. به این ترتیب، فرض میتفاده میچندگانه برای تحلیل معادلات دیفرانسیل با مشتق جزئی اس

(3-7)   
 

 

  

  

3

1 0 2 3 0 2

3

1 0 2 3 0 2

( , ) ( , , ) ( , , ) ...

( , ) ( , , ) ( , , ) ...

v x t v x T T x T T

w x t w x T T x T T

v

w
 

ظاهر شوند، پاسخ آنها در ادامه  𝑣0 ،𝑤0 ،𝑣2 ،𝑤2لازم به ذکر است اگر در تقریب فوق، جملات 

=)𝑇𝑛 صفر خواهد شد. 𝜀𝑛𝑡) ای که  های زمانی اشاره دارد. بگونهبه مقیاس𝑇0 = 𝑡  و𝑇2 = 𝜀2𝑡 از .

 طرفی،

(3-8)  

∂

∂𝑡
= 𝐷0 + 𝜀2𝐷2+… 

∂

∂𝑡
(

∂

∂𝑡
) = 𝐷0

2 + 2𝜀2𝐷2𝐷0 + ⋯ 

∂به ترتیب برابرند با،  𝐷2و  𝐷0که 

∂𝑇0
∂و  

∂𝑇2
. به منظور بالانس پارامترهای غیرخطی در معادلات و 

 دهیم،های اولیه و پارامتریک، قرار میاستخراج رزونانس

(3-9)  𝑐 = 𝜀2𝑐̅, Δ𝐷 = 𝜀2Δ𝐷̅̅ ̅̅ , Δ𝐼 = 𝜀2Δ𝐼̅̅̅, 𝑒𝜁 = 𝜀3𝑒�̅�, 𝑒𝜂 = 𝜀3𝑒𝜂̅̅ ̅ 

 𝑂(𝜀3)( و 𝑂(𝜀1)های چندگانه و جدا سازی عبارات مرتبه )به این ترتیب، با اعمال روش مقیاس

 داریم،
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(3-11)  
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 شود،به شکل زیر تخمین زده می εحل معادلات مرتبه اول 
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و  (11-3)همسو و ناهمسو بوده و از حل معادله خطی حاصل از فرکانسهای خطی  𝜔𝑏و  𝜔𝑓که 

های اولیه و زونانسبه منظور بررسی ر. آیندو سپس حل مسئله مقدار ویژه بدست می (3-11)

به  σبا در نظر گرفتن پارامتر تنظیم کننده  𝜔𝑓به فرکانس طبیعی اولیه  Ωپارامتریک، نزدیکی فرکانس 

 شود:شکل زیر تخمین زده می

(3-14)  Ω = 𝜔𝑓 + 𝜀2𝜎 

)معادلات فوق( در معادلات  wو  vبرای  1و جواب مرتبه  (14-3)با قرار دادن رابطه اکنون، 

 𝑒𝑖𝜔𝑏𝑇0و  𝑒𝑖𝜔𝑓𝑇0را با جدا کردن و مرتب سازی ضرایب  3، معادلات مرتبه  wو  vبرای هر دو  3مرتبه 

 کنیم،موجود به شکل زیر ساده می هایsmall divisorبرای از بین بردن ضرایب سکولار و حذف 

(3-15)  
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 باشند.ضرایب غیر سکولار میبه معنی مختلط مزدوج و  N.S.T و CCکه 

 (16-3)و  (15-3)پس از بدست آوردن ضرایب سکولار، از آنجا که بخشهای همگن معادلات 

)دارای پاسخهای غیر بدیهی است، با ضرب طرفین معادلات به ترتیب در  )f x  و( )b x  و
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0xانتگرالگیری از    1تاx ،با استفاده از شرایط حل پذیری برای آنها داریم ، 

 
1

2
0

( ) ( , ) 0f fx P x T dx     و     
1

2
0

( ) ( , ) 0b bx P x T dx  (3-17)  

 که

 2 , 2 , 2(x,T ) (x,T ) (x,T )f f v f wP P iP      و      2 , 2 , 2(x,T ) (x,T ) (x,T )b b v b wP P iP  (3-18)  

 𝑃𝑓,𝑣 ،𝑃𝑓,𝑤 ،𝑃𝑏,𝑣  و𝑃𝑏,𝑣  از  3ضرایب سکولار معادلات مرتبهε ،هستند و برابرند با 
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به این ترتیب، با توجه به شرایط حل پذیری فوق و تقریب شکل مدها با شکل مدهای خطی تیر 

 گیردار به صورت  یک سر
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(3-19)  

       

 

2

2

0

2

1 1

2
1 2 2 1

2
(9

1, 2, 2 1 5, 6, 7, 8, 3, 4,

1 , , ) e 0

           

   



 


i T

i T

v v v v v v v v

nf

A AA A A A e

i e ie

i D A i i i

cA




  

 

(3-21)                   
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 بوده و  2Aو  1Aمزدوجهای مختلط  2Aو  1Aکه 
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(3-21)  
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شود، ضریب جمله مشاهده می (21-3)و  (19-3)همچنین، همانطور که از معادلات  22e i T هک

   3, 4,v vi باشد، اشاره به نامتقارنی در سیستم دارد. برای ساده سازی معادلات، با تبدیل می

𝐴1(𝑇2)   به𝐴(𝑇2) ،𝑒𝑖𝜎𝑇0 شود،به شکل زیر در معادلات حذف می 

(3-22)      
 2
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A T A T e  

 را به صورت قطبی 𝐴2(𝑇2)و  𝐴(𝑇2)و در نهایت برای بدست آوردن پاسخ معادلات حاصل، 

(3-23)  
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دهیم. سپس با جداسازی بخشهای حقیقی و موهومی دو معادله در معادلات حاصل قرار می

 آید،حاصل، چهار معادله دیفرانسیل معمولی مرتبه اول به شکل زیر بدست می
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به منظور بررسی پایداری ارتعاشاتی تیر مورد نظر و همچنین استخراج نقاط ثابت تعادلی  

بایست مشتقات زمانی آنها صفر در نظر گرفته شوند. با انجام این کار و همانطور که معادلات مذکور، می
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نیز برابر صفر خواهد شد و این بدان معنی است که تنها  𝑎2از معادلات نشان داده شده مشخص است، 

حرکت لنگ زنی همسو در سیستم تحریک خواهد شد. به این ترتیب، معادلات نهایی برای بررسی 

 پایداری سیستم مورد نظر عبارتند از،
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(3-28)  
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 (3-29)  

های تحلیل پایداری با استفاده از روش گالرکین و با اعمال روش مقیاس  -3-4

 (ODEچندگانه به معادلات دیفرانسیل با مشتقات معمولی )

با استفاده از روش تقریبی گالرکین به  معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئیدر این بخش، 

منظور، با فرض اینکه تنها یک مد حرکتی  شوند. برای اینمعادلات دیفرانسیل معمولی تبدیل می

 یک سرشود، روش گالرکین به شکل زیر به پارامترهای جابجایی عرضی تیر پیچیده شده تحریک می

 شود،گیردار اعمال می

( , ) ( ) ( )
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v x t x V t

w x t x W t




 (3-31)  

که  ( )n x  وn 3)باشند. با جایگذاری معادله به ترتیب شکل مدهای عرضی و شماره مد می-

، ضرب طرفین معادله حاصل در شکل مدهای متناظر خود، انتگرال گیری جزء (4-3)و  (3-3)در  (31

 و استفاده از خاصیت تعامد شکل مدها داریم، [0,1]به جزء در فاصله 
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 (3-31)  
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(3-32)  

 که 
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(3-33)  
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0 0 0 0
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باشد ، تقریب می سهغیر خطی مرتبه تنها جملات شامل ( 32-3)و  (31-3)از آنجا که معادله 

 اعمال کرد،( 32-3)و  (31-3)توان به شکل زیر به معادلات را می (3-34)

3
1 0 2 3 0 2

3
1 0 2 3 0 2

( ) ( , ) ( , ) ...

( ) ( , ) ( , ) ...

V t V T T V T T

W t V T T V T T

 

 

  

  
 (3-34)  

ظاهر شوند، پاسخ آنها در ادامه  𝑉0 ،𝑊0 ،𝑉2 ،𝑊2لازم به ذکر است اگر در تقریب فوق، جملات 

های اولیه و پارامتریک، غیر خطی و به منظور استخراج رزونانس جملاتبرای بالانس  صفر خواهد شد.

 دهیم،پارامترهای بی بعد زیر به شکل زیر مقیاس بندی شده و در معادلات حاصل قرار می

𝑐 = 𝜀2𝑐̅, Δ𝐷 = 𝜀2Δ𝐷̅̅ ̅̅ , Δ𝐼 = 𝜀2Δ𝐼̅̅̅, 𝑒𝜁 = 𝜀3𝑒�̅�, 𝑒𝜂 = 𝜀3𝑒𝜂̅̅ ̅ (3-35)  
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( و برابر قرار دادن ضرایب 32-3( و )31-3( در معادلات )35-3( و )34-3با جایگذاری معادلات )

 ، داریم،𝜀3و  𝜀توانهای مشابه 

(3-36)  
    2 2

9 1 10 1 11 15 0 1 12 16 0 1 13 0 1 14 0 1

( ):

0



          V W D V D W D V D W


 

(3-37)  
 

    2 2
9 1 10 1 16 12 0 1 15 11 0 1 13 0 1 14 0 1 0          W V D V DW D W D V 

(3-38)  

       

       

   

1 1 1 1 1 1 9 3 10 3 11 15 0 3 11 15 2 1

2 2
12 16 0 3 12 16 2 1 1

1 1 2 1 3 1 4 1 5 1 6 1 1 1 4 1 3 1 2

3 0 3 14 0

1 6 1 5 1

3 2 3 2
7 8

3 13 2 0 1

3

2

cos 2 sin 2

( ):

              

          

        









V V W W V W V W D V D V

D W DW

V W V W V W t W V W V

D V D W D

W t

D

V

V



 

      0

14 2 0 1

0 19, ,
2 cos sin 0   



  
n

e t e

W

ct

D D

D V 

 

 

(3-39)  

       

     

   

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 9 3 10 3 11 15 0 3 12 16 0 3

2 2
11 15 2 1

1 2 3 4 5 6 1 4 3 2 6 5

3 3 2

12 16 2 1 13 0 3 14 0 3

7 8 8

3

2
7

1

sin 2 cos 2

2

              

              

        





W V V W V W W V D W D V

D

V W V W

W D V D W D V

V W t W V W V V W t

i i i i

D 

      0

2

2 0 1 14 2 0 1

0 19, ,
cos sin 0



    
n

e t

D W D D V

t c De W 

 

 توان به شکل زیر بیان کرد،( را می37-3( و )36-3پاسخ معادلات )

(3-41)  

0 0

0 0

1 0 2 1 2 2 2

1 0 2 1 2 2 2

( , ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( )

f b

f b

i T i T

i T i T

V T T A T e A T e CC

W T T iA T e iA T e CC

 

 

  

   
 

 (، داریم،39-3( و )38-3( در )41-3اکنون، با جایگذاری معادله )

       

0 0

2 2
13 0 3 14 0 3 11 15 0 3 12 16 0 3 9 3

2 ,

3

, 2

10

( ) ( ) . .

          

   f b
i

f v

T i T
b vT

D V D W D V D W

e G T e N S

V W

G T CC
 

 (3-41)  

       

0 0

2 2
13 0 3 14 0 3 11 15 0 3 12 16 0 3 9 3

, 2 , 2

10 3

( ) ( ) . .

          

   f b
i T i T

f w b wG T

D W D V D W D V

e G T e N S C

W V

T C
 

 (3-42)  

,باشند. همچنین، مزدوجهای مختلط و جملات غیر سکولار می N.S.Tو  CCکه  2( )f vG T، 

, 2( )b vG T ،, 2( )f wG T  و, 2( )b wG T با،باشند که برابرند دربردارنده جملات شامل سکولار می 
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  1 1 2b f b
dx A A A     

  

برای حذف جملات سکولار، جواب بخش خصوصی متناظر با 
 0fi T
e  و

 0bi Te ( 3در معادلات-

 ( برابر است با،42-3( و )41

0 0

0 0

3 11 2 11 2

3 2 2 22 2

( ) ( )

( ) ( )

f b

f b

i T i T

i T i T

V P T e Q T e

W P T e Q T e

 

 

 

 
 (3-43)  

( و برابر قرار دادن ضرایب جملات شامل 42-3( و )41-3( در )43-3با جایگذاری معادله )


 0fi T
e  و

 0bi Te باشند اگر و تنها اگر شرایط حل ، معادلات حاصل دارای پاسخ های غیر صفر می

 پذیری به شکل زیر برقرار باشد،
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(3-44)  
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(3-45)  

 در نهایت حاصل دو دترمینان مذکور برابر است با،

(3-46)  

       

 

2
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1 1
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(3-47)                   
01 2 1

2
1, 2, 2 2 5, 6, 8, 7, 2 2 )2 (9, , 0w w v v v v b nA A Ai i i icD AA A A 

باشند. این ( بدست آمده، یکسان می21-3( و )19-3که دو معادله مذکور با آنچه در معادلات )

گیردار، ضرایب بدست آمده از  یک سربدان معنی است که با تحریک یک مد از تیر پیچیده شده دوار 

 هر دو روش مستقیم و غیر مستقیم یکسان خواهند بود.

 تحلیل پایداری با تعیین ماتریس ژاکوبین  -3-5

2و با فرض ( 25-3)و  (24-3)به منظور پایداری حالت پایای معادلات مرتبه اول  2( ) 0a T ،

 ،[118]برابر است با (25-3)و  (24-3)، طرف راست معادلات Jماتریس ژاکوبین، 

 2 2
1, 2,4

1

v v

J
DC

BA
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3 8
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a c
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v v v v
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S C
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2
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v v v v v v v v

v v v v

a
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(3-48)  

 آیند،و مقادیر ویژه متناظر آن از معادله زیر بدست می

 0iJ I    or         2 ( ) 0A D AD BC  (3-49)  

A(، از آنجا که 49-3)و  (48-3با توجه به معادلات ) D( ) 0  اگر ،AD BC 0  حرکت ،

,𝑎10)دینامیکی سیستم در نقاط ثابت تعادلی،  Θ0) باشد. پایدار بوده و در غیر اینصورت ناپایدار می 

 نتایج  -3-6

در این بخش، با استفاده از معادلات بدست آمده، نمودارهای پاسخ فرکانسی جهت تحلیل 

گیردار با سرعت دورانی ثابت گزارش شده است. در این نمودارها،  یک سرپایداری تیرهای پیچیده شده 

های اولیه و پارامتریک و ضریب میرایی خارجی روی رزونانس مرکزخروج از تأثیر زاویه پیچش، میزان 

گیردار، مورد بررسی قرار خواهد گرفت. از  یک سرتیر پیچیده شده دورانی متقارن و نامتقارن محوری 

-طرفی به منظور بررسی و صحه گذاری نتایج بدست آمده از تئوری اغتشاشات، از روش عددی رانگ

اند: کوتا استفاده شده است. برای این منظور، پارامترهای بی بعد شده زیر مورد استفاده قرار گرفته

 0.001
xx
I.0.01c,  0.0005, = 0.002878I I ,  بقیه پارامترهای بی بعد استفاده شده، در .

 هر بررسی ذکر خواهند شد.

 اعتبار سنجی نتایج 

گیردار مذکور را وقتی  یک سرنمودار تغییرات فرکانسی مربوط به تیر پیچیده شده  (2-3) شکل

0زاویه پیچش  0  0دهد. با در نظر گرفتن است در چهار مد اول ارتعاشاتی نشان می 0   و استخراج
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شود، در همانطور که مشاهده می ،(11-3)و  (11-3)از حل معادلات خطی فرکانسهای طبیعی حاصل 

یابد در حالی که در مد سوم دو مد اول ارتعاشاتی با افزایش سرعت چرخش، فرکانس طبیعی کاهش می

های عددی و در نظر ن دادهاین روند صعودی و در مد چهارم نیز نزولی خواهد بود. به جهت متفاوت بود

تنها رفتار  (2-3) شکلاین رساله،  هایصلهای یکسان به منظور مقایسه نتایج در سایر فگرفتن داده

مشخص است که  [25]با بررسی نتایج بدست آمده با مرجع  اند.مقایسه شده [25]نمودارها با مرجع 

 نتایج در هر چهار مد از نظر رفتاری، همگرایی خوبی با یکدیگر دارند. 

 
 ت به سرعت دورانی در چهار مد اولطبیعی نسب تغییرات فرکانس (2-3) شکل

 بحث و نتیجه گیری 

های پاسخ فرکانسی غیر خطی عرضی تیر پیچیده شده را ( منحنی6-3)تا  (3-3اشکال ) 

گیردار در مدهای اول و دوم و زوایای پیچش  یک سرپیرامون نقاط ثابت تعادلی تیر پیچیده شده 

ها در هر دو جهات دهد. فرض شده است که نابالانسیمختلف برای حالت متقارن و نامتقارن نشان می

اصلی تیر یکسان بوده و برابرند با،   0.05e eهای شود، در مد اول، منحنی. همانطور که مشاهده می

که اند پاسخ فرکانسی سیستم متقارن و نامتقارن به سمت چپ و در مد دوم به سمت راست خم شده

تأثیر پارامترهای غیر خطی سیستم در مد اول از نوع نرم شونده و در مد دوم از نوع  مؤید این است که

، تیر تنها دارای یک 0(، در حالت متقارن 5-3( و )3-3باشد. با توجه به اشکال )سخت شونده می

باشد و در نتیجه منحنی پاسخ فرکانسی دارای می منبع تحریک بوده که همان نابالانسی با فرکانس 
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دهد. همچنین، در حالت متقارن و زوایای یک قله بوده و تنها یک پرش در فرکانس رزونانس رخ می

 داشته است،، سیستم تنها یک پاسخ پایدار شود که برای برخی از مقادیر پیچش کوچکتر دیده می

که برای برخی مقادیر دیگر، سیستم دارای سه پاسخ بوده که دوتای آنها پایدار و دیگری ناپایدار در حالی

افتد. اما وقتی زاویه پیچش افزایش می یابد، است. در نتیجه همواره پدیده پرش و دو شاخگی اتفاق می

یابد. این اهش مینواحی ناپایدار کاهش یافته و در نتیجه احتمال بروز پرش و دو شاخگی در سیستم ک

(، علاوه بر منبع تحریک ناشی از 0درحالی است که وقتی نامتقارنی در سیستم وجود دارد )

 آید کهدر سیستم بوجود می 2با فرکانس  پارامتریک، یک منبع تحریک نابالانسی با فرکانس 

باشد. های پاسخ فرکانسی دارای دو قله می، منحنیروایناز باشد. وجود نامتقارنی در سیستم میناشی از 

( برای تیرهای پیچیده شده نامتقارن محوری نشان داده شده است. 6-3)و  (4-3این مطلب در اشکال )

برخی دیگر، یک پاسخ و  شود، در برخی از مقادیر، سیستم دارای پنج پاسخ، درهمانطور که مشاهده می

باشند. بسیار های پایدار و ناپایدار میدر برخی دیگر دارای سه پاسخ بوده که شامل ترکیبی از پاسخ

تیر  شود، در مد اولطور که مشاهده میافتد. همانواضح است که همواره پدیده دو شاخگی اتفاق می

گیردار نامتقارن، منحنی پاسخ فرکانسی در زوایای پیچش کوچکتر به شکل یک سرپیچیده شده 

در فرکانسهای نقاط تغییر حالت پایای سیستم از پایدار  1دو شاخگی زینینمودارهای دوشاخگی از نوع 

پیچش صفر درجه، همانطور که نشان داده  ویهزاای که در بگونه ،باشندمی 2Rو  1Rبه ناپایدار یعنی 

به پاسخ  1Rشده است، سیستم تمایل به پرش از پاسخ ناپایدار سیستم در نقطه زینی واقع در نقطه 

1دارد. سپس، در فرکانسهای متناظر با فاصله بین   R'1پایدار در  2'R R   که متعلق به پاسخهای غیر

پرش دوم  2Rپایدار سیستم بوده نوسان کرده و در مرحله بعد، از نقطه ناپایدار زینی واقع در  صفر

ن رود. با افزایش زاویه پیچش سیستم، پهنای فرکانسی بیمی  R'2داشته و به پاسخ پایدار سیستم در 

1دو  نقطه زینی یعنی  2R R  اما  یابد.افزایش یافته و میزان پرش از این دو نقطه به تدریج کاهش می

                                                           
1 saddle-node bifurcation 
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به دو  1Rخواهد بود به صورتیکه پاسخ پایای سیستم در  1دوشاخگی از نوع چنگالی نموداردر مد دوم، 

-ختم می 2Rبه  3نزدیک بوده که با یک دو شاخگی چنگالی زیر بحرانی 2شاخگی فوق بحرانی چنگالی

( و برای زاویه پیچش 6-3شود )این موضوع برای نمونه در شکل ) 0 نشان داده شده است(. در 60

 R'1به حالت پایدار در  1R شود که سیستم تمایل به پرش از حالت ناپایدار دراین حالت مشاهده می

1دارد به طوری که با افزایش زاویه پیچش، طول  1'R R توان دید یابد. از طرفی میاین پرش کاهش می

ای کوچکتری از و پهن صفرکه در زوایای پیچش کوچکتر، سیستم دارای پهنای وسیعتری از پاسخهای 

1خواهد بود و اگر سیستم در فرکانسی در فاصله  صفرپاسخهای غیر  2R R  ای نوسان کند، با دامنه

 کند.ارتعاش می صفربرابر با پاسخ غیر 

، تأثیرات 0(، در مد اول، با افزایش زاویه پیچش، 4-3( و )3-3های )از طرفی، با توجه به شکل

توان رو، در مد اول مییابد. از اینهای نوسانی کاهش مینرم شوندگی کاهش یافته و درنتیجه دامنه قله

تواند به عنوان یک پارامتر میرا کننده نوسانات سیستم عمل کند. در مد گفت وجود زاویه پیچش می

که با افزایش زاویه پیچش، تأثیر سخت شوندگی کاهش یافته و  ایباشد بگونهدوم نیز شرایط مشابه می

یک توان گفت که در تیرهای پیچیده شده یابد. بنابراین، میدر نتیجه دامنه نواحی پایدار نیز کاهش می

 کند.تر نوسانات سیستم کمک میگیردار، وجود زاویه پیچش به میرا شدن سریع سر

 
 )الف(

                                                           
1 pitchfork 

2 supercritical pitchfork bifurcation 

3 subcritical pitchfork bifurcation 
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پیچش الف(  زاویهگیر دار متقارن در مد اول و  یک سرمنحنی پاسخ فرکانسی تیر پیچیده شده دوار  (3-3) شکل

 0 ب(  0 0 و  ج( 30 0 60 
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 )ج(

پیچش الف(  زاویهگیردار نامتقارن در مد اول و  یک سرمنحنی پاسخ فرکانسی تیر پیچیده شده دوار  (4-3) شکل

 0 ب(  0 0 و  ج(  30 0 60 
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 )ب(

 
 )ج(

پیچش الف(  زاویهگیر دار متقارن در مد دوم و  یک سرمنحنی پاسخ فرکانسی تیر پیچیده شده دوار  (5-3) شکل

 0 ب(  0 0 و  ج(  30 0 60 

 
 )الف(
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 )ب(

 
 )ج(

پیچش الف(  زاویهگیردار نامتقارن در مد دوم و  یک سرمنحنی پاسخ فرکانسی تیر پیچیده شده دوار  (6-3) شکل

 0 ب(  0 0 و  ج(  30 0 60 

گیردار را در  یک سر( منحنی دامنه بر حسب نسبت میرایی تیر پیچیده شده محوری 7-3شکل )

زوایای پیچش مختلف و فرکانسهای طبیعی متناظر با  0 دهد. با توجه به این شکل، مینشان می-

یابد. علاوه براین، سیستم تنها دارای ، دامنه نوسانات کاهش میتوان دید که با افزایش نسبت میرایی

یک پاسخ پایدار در همه زوایای پیچش و ضرایب میرایی بوده که در نتیجه آن، سیستم در این حالت 

توان گفت افزایش زاویه پیچش، منجر به کاهش شدیدتر دامنه هیچگونه دوشاخگی ندارد. از طرفی، می

 د.شونوسانات سیستم می
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گیردار متقارن در  یک سرنسبت میرایی تیر پیچیده شده -منحنی دامنه (7-3) شکل 0. 

((، برای 8-3باشد )شکل )می )0در حالتی که تیر پیچیده شده، نامتقارن ) 0  ،و مد اول

یابد. در این حالت، سه پاسخ با افزایش ضریب میرایی، دامنه نوسانات در همه زوایای پیچش کاهش می

در سیستم وجود دارد که دو پاسخ آن پایدار و دیگری ناپایدار است. اما بر خلاف تیرهای پیچیده شده 

گتر شده، سیستم در ضریب دو سر مفصل، همانگونه که نشان داده شده است، هرچه زاویه پیچش بزر

توان گفت در حالت نامتقارن برخلاف حالت متقارن، کند که میمیرایی بزرگتری شروع به میرا شدن می

 با افزایش زاویه پیچش جهت میرا شدن، سیستم به نسبت میرایی خارجی بزرگتری احتیاج دارد. 

 

قارن در گیردار نامت یک سرنسبت میرایی تیر پیچیده شده -منحنی دامنه (8-3) شکل 0. 

شده متقارن و  پیچیدهتیر  خروج از مرکز( دامنه نوسانات را برحسب 11-3( و )9-3اشکال )

نامتقارن در فرکانس طبیعی متناظر با  0 دهند. نشان می 
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گیردار متقارن در  یک سرتیر پیچیده شده  خروج از مرکز-منحنی دامنه (9-3) شکل 0. 

 

 یک سرنشان داده شده است، حرکت نوسانی تیر پیچیده شده دوار  (9-3) شکلهمانطور که در 

تیر و زوایای پیچش مختلف آن، پایدار بوده و در نتیجه  خروج از مرکزگیردار متقارن در کل مقادیر 

شود که با افزایش ( مشاهده می9-3وجه به شکل )افتد. همچنین، با تهیچگونه دوشاخگی اتفاق نمی

 یابد. مشخص، دامنه نوسانات سیستم کاهش می خروج از مرکززاویه پیچش، در یک 

تیر پیچیده شده دوار  خروج از مرکز-را روی منحنی دامنه 0( تأثیر زاویه پیچش 11-3شکل )

گیردار نا متقارن در نزدیکی فرکانسهای متناظر با  یک سر 0 دهد. در این حالت، به ازای نشان می

تیر در  خروج از مرکزبرخی از مقادیر مشخص  0 تنها دو بخش وجود دارد. بخش اول، در مقادیر ،

که اسخ بوده با دو پاسخ پایدار و یک پاسخ ناپایدار، در حالیخروج از مرکز کوچکتر بوده که شامل سه پ

بزرگتر، به ازای کلیه زوایای پیچش، تنها یک پاسخ پایدار  خروج از مرکزدر بخش دوم و در مقادیر 

افتد. همچنین، افزایش زاویه پیچش باعث وجود دارد. در نتیجه پدیده دو شاخگی و یک پرش اتفاق می

اتفاق افتاده و دامنه پایدار نوسانات سیستم کاهش  خروج از مرکزیر بزرگتری از شود پرش در مقادمی

 یابد.می
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تیر پیچیده نامتقارن در  خروج از مرکز-منحنی دامنه (11-3) شکل 0. 
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ارتعاشات عرضی تیر پیچیده شده دوار با شرایط مرزی دو سر مفصل و  

 سرعت متغیر

های تیرگونه پیچیده شده مانند ابزارهای براده برداری ممکن است سرعت چرخش سازه اصولاً

ای تحت تأثیر عوامل محیطی مانند نوسانات منبع انرژی مانند برق یا هر عامل دیگری قرار گیرد بگونه

دهد. در این بخش، مدل حرکت یک تیر پیچیده شده که پایداری سیستم را تحت تأثیر قرار می

ای که سرعت برنولی و ایزوتروپیک با شرایط مرزی دو سر مفصل بگونه-یک غیرخطی، اویلرالاست

گیرد. در استخراج معادلات، چرخش آن در معرض اغتشاشهای سینوسی قرار دارد، مورد بررسی قرار می

ول از اصل همیلتون تعمیم یافته استفاده شده است و فرضیات و روشهای ساده سازی به کار رفته، در ط

 استخراج معادلات در هر بخش به صورت جداگانه ذکر خواهند شد. 

 حرکتمعادلات   -4-1

توضیح داده شد، به منظور توصیف دوران سطح مقطع تیر پیچیده   1-2همانطور که در بخش 

,𝜙(𝑡قبل و بعد از تغییر شکل تیر، از زوایای اویلر شده  𝑥)  ،𝜓(𝑡, 𝑥)  و𝜃(𝑡, 𝑥) حول محورهایX ،Y  و

Z و همانطور که گفته شد،  [24]شود استفاده می𝜓(𝑡, 𝑥)  و𝜃(𝑡, 𝑥)  ناشی از حرکت عرضی تیر بوده که با

,𝜙(𝑡فرض اینکه از تغییر شکل پیچشی تیر صرف نظر شده است،  𝑥) باشد.تنها ناشی از دوران تیر می 

,𝜙(𝑡توان گفت رو، میاز این 𝑥) ،برابر است با 

(4-1) 𝜙(𝑡, 𝑥) = ∫ Ω(t)𝑑𝑡

𝑡

0

 

کنیم سرعت دوران محوری تیر پیچیده شده دو سر مفصل در معرض یک اغتششاش میفرض 

 رو داریم،کسینوسی قرار دارد. از این

(4-2) Ω(t) = Ω0(1 + 𝜀2cos (2Ω𝑡)) 

 داریم، (1-4)در  (2-4)درنتیجه، با قرار دادن رابطه 
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(4-3) 𝜙(𝑡, 𝑥) = Ω0(𝑡 +
𝜀2

2Ω
sin (2Ω𝑡)) 

 برابر است با، XYZتیر پیچیده شده در دستگاه  ωای سرعت زاویه، حال، با توجه به زوایای اویلر

             

  

     

  

( , ) [ sin( )] [ cos( )sin( ) cos( )] [ cos( )cos( ) sin( )]x y z

x x y y z z

t x e e e

e e e
 (4-4) 

��که مشتقات مذکور در رابطه بالا به 

𝜕𝑡
( ذکر 4-2اکنون، با توجه به آنچه در رابطه ).  اشاره دارند 

ای تیر پیچیده شده مذکور با سرعت متغیر  های سرعت زاویهتوان مولفه، می(3-4)شد و همچنین رابطه 

 به صورت زیر نوشت، Zو  X ،Yهای جابجایی تیر در دستگاه مولفه را بر حسب
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(4-5) 
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co

1/ 4

s( t- x)

w v v

w v wvw

u w w v v w u v
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0
2 2

0

01/ 8 1/ 8
cos( t+ x)

wv w v 

، را 𝜌𝑥، 𝜌𝑦، 𝜌zبا توجه به تحلیل انرژی کیرشهف، روابط مربوط به انحنای تیر، برای انحناها نیز 

∂توان با جایگزین کردن مشتقات زمانی می

∂𝑡
∂با مشتقات  

∂𝑥
حال، ای بدست آورد. در روابط سرعت زاویه 

بیان شد، با قرار دادن روابط مذکور در روابط انرژی جنبشی و پتانسیل و  1-2همانند آنچه در بخش 

 سپس استفاده از رابطه لاگرانژ و ساده سازی معادلات با استفاده از بسط تیلور داریم:

(4-6)     xxmu A u ww v v vw v vvw ww2
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0 0
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1/2 cos 2 1/2 sin 2xx xx

x t

w I v wx Iv x

 (4-7) 
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(4-8) 

 با شرایط مرزی 

0

@ 0, , 0

0




  
   

u

x L v w

v w

 

 که

(4-9) 

       
,     ,     ,    

2 2 2
 

,    ,

2
,

   
     

 






D D I I D D I I

D I D I

u u v v w w

      

 

 



 

-سطح مقطع تیر به طول تیر )ضریب لاغری( خیلی کوچک باشد، می پهنایاگر نسبت عرض و 

,𝑚�̈�(𝑥توان از اینرسی طولی تیر صرف نظر کرد،  𝑡) = و شرایط  (6-4)رو با توجه به رابطه ، از این  0
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 ، [33]داریم  u(L)=0 u(0)=مرزی

(4-11) 
     

   

           

        

2 2 2 2 2
0 0

2 2 2 2 2
0 0

0

1 1

2 2

1
        2

2

L

u v w vw wv v w

v w v w vw v w dx
L

 

 

 

 های در معادلات ارتعاش جانبی تیر و با در نظر گرفتن مرتبه (11-4)حال با قرار دادن رابطه  

𝑣 = 𝑤 = 𝑂(𝜖)   و𝑢 = 𝑂(𝜖2)  بسط معادلات حاصل با سری تیلور تا (11-4)با توجه به معادله ،

 و استفاده از پارامترهای بی بعد شده  𝑂(𝜖3)مرتبه جملات 
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h h h L D D
mL mL

h AIt I m D
t I c c

DmL mL LmL
D

 

 معادلات حرکت ارتعاشات عرضی تیر برابر است با، 
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(4-11) 
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(4-12) 

، در معادلات از برای راحتیطول تیر هستند.  مقطع و ضخامت، به ترتیب اندازه Lو  0hکه 

های چند علامت )*( صرف نظر شده است. اکنون برای تحلیل معادلات حرکت فوق، از روشهای مقیاس

شود. پاسخهای تقریبی به شکل تحلیلی و عددی استفاده میگانه و گالرکین برای بدست آوردن 

 کوتا نیز استفاده شده است.-همچنین، به منظور صحه گذاری روابط، از روش عددی رانگ

های چندگانه به معادلات دیفرانسیل تحلیل پایداری با اعمال روش مقیاس  -4-2

 (PDEمشتقات جزئی )

های مقیاسآمده، از تئوری اغتشاشات و روش اکنون، به منظور حل معادلات بی بعد شده بدست 

شود. به این ترتیب، با توجه به برای تحلیل معادلات دیفرانسیل با مشتق جزئی استفاده می چند گانه

در معادلات، تقریب زیر برای مولفه های جابجایی عرضی تیر  سهمرتبه غیر خطی جملات تنها وجود 
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 شود،فرض می

(4-13)  
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( , ) ( , , ) ( , , ) ...

( , ) ( , , ) ( , , ) ...

v x t v x T T x T T

w x t w x T T x T T

v

w
 

ظاهر شوند، پاسخ آنها در ادامه  𝑣0 ،𝑤0 ،𝑣2 ،𝑤2لازم به ذکر است اگر در تقریب فوق، جملات 

=)𝑇𝑛 صفر خواهد شد. 𝜀𝑛𝑡) ای که  های زمانی اشاره دارد. بگونهبه مقیاس𝑇0 = 𝑡  و𝑇2 = 𝜀2𝑡 از .

 طرفی،

(4-14) 

∂

∂𝑡
= 𝐷0 + 𝜀2𝐷2+… 

∂

∂𝑡
(

∂

∂𝑡
) = 𝐷0

2 + 2𝜀2𝐷2𝐷0 + ⋯ 

∂به ترتیب برابرند با،  𝐷2و  𝐷0که 

∂𝑇0
∂و  

∂𝑇2
. به منظور بالانس پارامترهای غیرخطی در معادلات و 

 دهیم،های اولیه و پارامتریک، قرار میاستخراج رزونانس

(4-15) 𝑐 = 𝜀2𝑐̅, Δ𝐷 = 𝜀2Δ𝐷̅̅ ̅̅ , Δ𝐼 = 𝜀2Δ𝐼̅̅̅, 𝑒𝜁 = 𝜀3𝑒�̅�, 𝑒𝜂 = 𝜀3𝑒𝜂̅̅ ̅ 

 𝑂(𝜀3)و  𝑂(𝜀)های چندگانه و جدا سازی عبارات مرتبه  به این ترتیب، با اعمال روش مقیاس

 داریم،

(4-16) 

       2 2

3
2

4

0 0

0 1

0

2

0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 02 2

2 2
0 1 0 1 0 1

04

2 2 2
0 1 0 1 1

04

(4) 2 2 2 4
1 0 1 0 01 0

( ):

cos 2 sin 2

2

2 2

1/2 5

2 3/2 4

x x

x

x

x

D D x D D x

w

I I
w v v w

ID v I D w

ID w I D V w

v I D v D I D

v

v

     








 

 



 



 



  


 





 
 

   

      

 

 
  



   

 

 
 






ε

2
1

4
0

w 



 
  

 

 

(4-17) 
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(4-19) 
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(4) 3
2 23 0

0 2 1 0 3 0 3 0 2 1 34 2 4

2 2
0 0 0

5 4
2 4 2

21
2 2

( )sin( ) ( )cos(

xxIw D w D w D w

ID w ID D w w ID D v I D v v

w
D D w D w ID w ID D v v

e x x T e x x 



 

   



  

 


     

   
               

   

         

    0 0 1 0 0 1 0) cos( )- sin( ) 0T cD w x cD v x   

 

 شود،( به شکل زیر تخمین زده می(17-4)و  (16-4))معادلات  εحل معادلات مرتبه اول 

   

   

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 2 1 2 1 2 2 2 2 2

1 0 2 1 2 1 2 2 2 2 2

( , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( , , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

f f b b

f f b b

i T i T i T i T
f b

i T i T i T i T
f b

v x T T x A T e A T e x A T e A T e

w x T T x iA T e iA T e x iA T e iA T e

   

   

 

 

   

     

 

-4)و  (11-4) معادلات سازی خطی از که بودهفرکانسهای خطی همسو و ناهمسو  𝜔𝑏و  𝜔𝑓که 

 ،با برابرند و آیندمی بدست ویژه مقدار مسئله حل و (12




1 3
,

2

1

2
f b

 



       (4-21) 

 که 

2 2 2
1 0( 0 2 )  xxI n        ,              2 2 2 2

2 02 n I  

 
   

224 6 4 4 2 2
2

0 0 02
3 0 0

2 2 2 2 2
0 0 0

4 4
4

24 ( ) 20( ) 20 ( )

xx xx
xx

n I n I n I n
I

I n n I n

    
 

    

 
     

   
 
     

 

تواند به شکل زیر با می fبه  Ωو  0Ωهای اولیه و پارامتریک، نزدیکی به منظور بررسی رزونانس

1 پارامترهای تنظیم کنندهاستفاده از  (1)O  2و (1)O ،معرفی شوند 
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(4-21)         2 2
1 0 2Ω , Ωf f  

1توان ثابت کرد که می 2 ]0[12. 

برای هر دو  3در معادلات مرتبه  wو  vبرای  1و جواب مرتبه  (21-4)با قرار دادن رابطه اکنون، 

v  وw  حاصل را با جدا کردن و مرتب سازی ضرایب  3(، معادلات مرتبه 1و  (18-4))معادلات𝑒𝑖𝜔𝑓𝑇0 

موجود به شکل زیر ساده  هایsmall divisorبرای از بین بردن ضرایب سکولار ترم و حذف  𝑒𝑖𝜔𝑏𝑇0و 

 ،کنیممی

   

 

0 02 22 2 2 2
0 0 3 0 0 3 0 0 3 0 0 3 0 0 3 0 0 3 0 0 3 0 0 3

2 22 3
02 2 20 0 0 0

0 0 3 0 0 3 0 3 3 0 3 3 0 32 4 2 4 2

(4)
20 3

3 04 4 2

e e

10 4 4
3 2 2

2

8
2 2

          


  
          



   

i x i x

xx

D w i D v i D w D v D w i D v i D w D v

II I
D v D w D w v D w w D v

v I
w D

        

   
 

    



  

0 0
3 , 2 , 2(x,T )e (x,T )e . .    f b

i T i T
f v b vv P P CC N S T

 

 

(4-22) 

   

 

0 02 22 2 2 2
0 0 3 0 0 3 0 0 3 0 0 3 0 0 3 0 0 3 0 0 3 0 0 3

2 22 3
02 2 20 0 0 0

0 0 3 0 0 3 0 3 3 0 3 3 0 32 4 2 4 2

(4)
20 3

3 04 4 2

e e

10 4 4
3 2 2

2

8
2 2

          


  
          



   

i x i x

xx

D v i D w i D v D w D v i D w i D v D w

II I
D w D v D v w D v v D w

w I
v D

        

   
 

    



  

0 0
3 , 2 , 2(x,T )e (x,T )e . .    f b

i T i T
f w b ww P P CC N S T

 

 

(4-23) 

 باشند.به معنی مختلط مزدوج و ضرایب غیر سکولار می N.S.T و CCکه 

 (23-4)و  (22-4)پس از بدست آوردن ضرایب سکولار، از آنجا که بخشهای همگن معادلات 

)دارای پاسخهای غیر بدیهی است، با ضرب طرفین معادلات به ترتیب در  )f x  و( )b x و ،

0xانتگرالگیری از    1تاx ،با استفاده از شرایط حل پذیری برای آنها داریم  ، 

 
1

2
0

( ) ( , ) 0f fx P x T dx     و     
1

2
0

( ) ( , ) 0b bx P x T dx  (4-24) 

 هستند و برابرند با، εاز  3ضرایب سکولار معادلات مرتبه  𝑃𝑏,𝑣و  𝑃𝑓,𝑣 ،𝑃𝑓,𝑤 ،𝑃𝑏,𝑣که 

 

   

0

0

0 22

1 2 1, 1, 2, 1 3, 2 3,

0

4

2 2 2

1 0

1 4 ,

5,

0

2

1

1 e
2

1-e
1+e e2 + 1 e

f v v v f v

i

v v

i

f

iT

i

v

i T

AP cA A A A Ai A

i A e ie





  

 

   










 


     

   





 
 

   
  

  

 



 (4-25) 
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0

2, 1, 2, 2, 2

2 2 2

1 2 1 2 2

0

1 1 1 e

2 2
8

bb v w

i

w w
AP i A A A A A cn A



 


  


  
 
 
 

 (4-26) 

 

   

0

0

0 22

4 , 1

0

1 2

4

2 2 2

1 0

0

, 1, 2, 1 3, 2 3, 1

5,

2

1

1 e

2 +

2

1-e
1+e e1 e

i

fv

i

i

f w v v f

v

i

v

T T

v

i

A Ai cP i A A A A

A ie i

A

e

i




  

 




  








     

   


 

   
  



 
 





 


 
(4-27) 

0

2 2, 2, 2,

2 2 2

1 2 1 2 2

0

1,

1 1 e

2
8

1

2
b w

i

bw ww AP A A A A A i cn Ai i


 


  


 
 

  
 

 (4-28) 

ط حل پذیری فوق و تقریب شکل مدها به صورت شکل مدهای یبه این ترتیب، با توجه به شرا

)sinخطی با شرایط مرزی دو سر مفصل به صورت زیر داریم،  )  
f b

n x  

(4-29) 

   

0

22

0

0

2
2 1 1 1 1 1 2

0

4

1, 2, 3

2 2 2
1 0

, 4, 3, 2

,
0

5

1 e
2

1-e

4

2 + e e 01+e1




        

  
      

 

 
 






 
 

 
 

i

f

i
i i

v v f v v v

T i T
v

D A A A A A A A

A e

i

i

c

e




  

 

  






 

 و

(4-31) 



   


 
     

 


 

0
2 2 2

2 2 2 2, 2 2, 11 2 12
0

,

1 e
216 0w

i

b w wi D A n A A A A A Ac 

 باشند ومی 2Aو  1Aمزدوجهای مختلط  2Aو  1Aکه 

 

     

   

   

1,

4
2,

2 4

6

2 2 6 8
3,

4 2 2 2 4 6

6 2 2 4 4 4 2 6 6
0 0 0 0

2 2 4 4 2 4 6 6 2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0

2 2 2 6
0 0 0

2 2 2 2
04 5,
4 4

0, 0

18 60 16 ,

136 32 32 104

208 64 ,

16 7

8

,

, 44 1 4 4

xv

v

v v

x

v

n n n I

n n n I n n I

n n n n

n n n n

     

          

     

       

    

      




   
 

   



  


 

 

 

 

 

4 4
6,

4 4
7,

6 8 4 6 4
8,

4 4 2 6 6 4 2 2 6 2 2
9, 0 0 0

2
5, 0 6, 7, 8,

1,

2 2 2 4 2 2
0 0

2 2 2 4 2 2
0 0 0

6 2 2 2 4
0 0 0

2 2

0

19 49

6 8 162 4

21 4 5 ,

42 8 1 ,

4 3

,

6

1

1 ,

0

1 / 4 , 2

v

v

v

v

v v fx f vx v

n n n n

n n n I

n n n I

n n n n D
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   2 2 4 4 2 2 4 4
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4 2 2 4
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(4-31) 

   

0 0

2 2 24 2 2 4 2 4 6 4
0 2, 0 0

1 1| |

0 0

8 , 16 ,

( ) ( )
( ) , ( ) .

e

3 4

e

4 w

f b f b

i x i x

b

x x
e e x dx e e x dx

n n n n

    

      


 

 

 

 

 
 

به ترتیب اشاره به جملات  2و  1شود، مشاهده می (31-4)و  (29-4)همانطورکه از معادلات 

22eکه همگی ضریبی از  دارند مربوط به تغییرات سرعت چرخشی و نامتقارنی سیستم i T  هستند. این

های پارامتریک با بدان معنی است که نامتقارنی و تغییرات سرعت در این سیستم منجر به بروز رزونانس

 شوند.در سیستم می 2فرکانس 

به شکل زیر در معادلات حذف  𝐴(𝑇2) ،𝑒𝑖𝜎𝑇0به   𝐴1(𝑇2)برای ساده سازی معادلات، با تبدیل 

 شود،می

(4-32)     
 2

1 2 2( )
i T

A T A T e  

 را به صورت قطبی 𝐴2(𝑇2)و  𝐴(𝑇2)و در نهایت برای بدست آوردن پاسخ معادلات حاصل، 

(4-33) 
 2 2( ) ( )

1 2 2 2 2,
1 1

( ) ( )
2 2

i T i TA a T e A a T e 

دهیم. سپس با جداسازی بخشهای حقیقی و موهومی دو معادله در معادلات حاصل قرار می

 آید،به شکل زیر بدست می حاصل، چهار معادله دیفرانسیل معمولی مرتبه اول

(4-34) 

 

       

    

0

0

0 0

0 0

3 2

1 2 1 1 2 1

1

1, 2, 3, 4, 3,

1

1
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1 cos

sin cos

sin 2 sin 4 2 sin 2 sin 2 2

14 / 21 /
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2 1
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(4-35) 

       

      

0
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0
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2 1

1

1, 2,

4, 5, 0

1

2

cos 2 cos 4 2

sin cin oss

cos 2 cos 2 2

2

2 1
    

 

   




     



   
   

  



 

 f

v v f

v v

D a

a ec e

a

 














 

(4-36) 
 


 

 
   

 

0

0

2 4
1, 2 2 2

sin
16w bcD a n a 

(4-37) 
 


    

 
    

 
0

0

2
2 2

2 4 3
1, 2 1, 2 2 2, 2

1 cos1
8

2

1 1

2 8
w b ww D a ca a n a a 

به منظور بررسی پایداری ارتعاشاتی تیر مورد نظر و همچنین استخراج نقاط ثابت تعادلی 

بایست مشتقات زمانی آنها صفر در نظر گرفته شوند. با انجام این کار و همانطور که معادلات مذکور، می

نیز برابر صفر خواهد شد و این بدان معنی است که تنها  𝑎2از معادلات نشان داده شده مشخص است، 
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لنگ زنی همسو تحریک خواهد شد. به این ترتیب، معادلات نهایی برای بررسی پایداری سیستم مورد 

 نظر عبارتند از،

(4-38) 
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0 0 0 0 0 0

0 0

3

10 10 103, 1, 2, 4,

2
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5

1 cos

sin cos

sin 2 sin 4 2 sin 2 sin 2 2

1 / 4

2 0

2 1

fv v v f v

v

a a a

e e

c

a 

(4-39) 

 
       

    

0 0 0

0

0

0 0

0 0 0

0

104,

5, 0

10

2

cos 2 cos 4 2

sin co

si

s

n
cos 2 cos 2 2

2

2 1

0

    

 

    

 


   

   
    

 

  



fv

v

a

e e

c a

 











 

 باشند. نقاط ثابت تعادلی معادله حرکت می Θ0و  𝑎10که 

های چندگانه تحلیل پایداری با استفاده از روش گالرکین با اعمال روش مقیاس  -4-3

 (ODEبه معادلات دیفرانسیل با مشتقات معمولی )

با استفاده از روش تقریبی گالرکین به  معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئیدر این بخش، 

شوند. برای این منظور، با فرض اینکه تنها یک مد حرکتی معادلات دیفرانسیل معمولی تبدیل می

 شود،شود، روش گالرکین به شکل زیر به معادلات اعمال میتحریک می

(4-41) 

( , ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( )

n

n

v x t x V t

w x t x W t




 

که  ( )n x  وn 4)باشند. با جایگذاری معادله به ترتیب شکل مدهای عرضی و شماره مد می-

، ضرب طرفین معادله حاصل در شکل مدهای متناظر خود، انتگرال گیری (12-4)و  (11-4)در  (41

 و استفاده از خاصیت تعامد شکل مدها داریم، [0,1]جزء به جزء در فاصله 

   

   

   

0 0 0 0 0 0
6, 7, 8, 6, 7, 8,

0 0

2
5, 3, 0

2
5,

,

0 00

2
1

1

1/2 1/ 4 sin 2

1/ 4 cos

sin(2 4 ) sin(2 ) co

2 2

s(2 4

si

)

n

cos(2 )

cos(

2

)

2

2

          
      

     

          

  
   

   







v v

v v xx

v xx

v v v v

v

t t

V W I t

I W V

t t
V V V W W W

W t

t t



 



 

 

 

 

3 20 0
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0 0

2
5, 0 0 0

sin( ) 1 cos( )
( ) ( ) 1/2 2

1/ 4 cos( ) sin( ) 0

 
        

 

      

v v v v v

v

W c V W V V VW V

e t e t 
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(4-41) 

   

   

 

2
5,

0 0 0 0 0 0
6, 7, 8, 6, 7, 8

3, 0

2 2
5, 0

,
0 0

2
1,

0 5, 0

1/2 1/ 4 sin 2

1

cos(2 4 ) cos(2 ) sin(2 4

/ 4 cos 2 2 1/ 4

) sin(2 )

c

s

os(

n 2

2

i
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v v
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v v v

x

v

v

x v x

v

t t t t
V V

W V I t

I

V W W W

t V

V I Wt
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3 20 0
1, 4, 2, 3, 9,

0 0

2
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1 cos( ) sin( )
( ) ( ) 1/2 ( ) 2

1/ 4 sin( ) cos

2

( ) 0

 
         

 

     

 



v v v v v

v

t

V c V W V W V W W

e t e t 



 


 

 

(4-42) 

باشد، تقریب میمرتبه سه غیر خطی تنها جملات شامل  (42-4)و  (41-4)از آنجا که معادلات 

 اعمال کرد، (42-4)و  (41-4)توان به شکل زیر به معادلات را می (4-43)

(4-43) 

3
1 0 2 3 0 2

3
1 0 2 3 0 2

( ) ( , ) ( , ) ...

( ) ( , ) ( , ) ...

V t V T T V T T

W t V T T V T T

 

 

  

  
 

ظاهر شوند، پاسخ آنها در ادامه  𝑉0 ،𝑊0 ،𝑉2 ،𝑊2لازم به ذکر است اگر در تقریب فوق، جملات 

های اولیه و پارامتریک، رای بالانس ترمهای غیر خطی و به منظور استخراج رزونانسب صفر خواهد شد.

 دهیم،پارامترهای بی بعد زیر به شکل زیر مقیاس بندی شده و در معادلات حاصل قرار می

(4-44) 𝑐 = 𝜀2𝑐̅, Δ𝐷 = 𝜀2Δ𝐷̅̅ ̅̅ , Δ𝐼 = 𝜀2Δ𝐼̅̅̅, 𝑒𝜁 = 𝜀3𝑒�̅�, 𝑒𝜂 = 𝜀3𝑒𝜂̅̅ ̅ 

و برابر قرار دادن ضرایب  (42-4)و  (41-4)در معادلات  (44-4)و  (43-4)با جایگذاری معادلات 

 ، داریم،𝜀3و  𝜀توانهای مشابه 

(4-45) 
  2

1 09, 3, 5, 1, 11 0

( ):

2 1/ 4 0



     v v v vD V D WV I


 

(4-46) 
 9, 3, 5, 1, 1
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(4-48) 
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 توان به شکل زیر بیان کرد،را می( 46-4( و )45-4)پاسخ معادلات 

(4-49) 
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1 0 2 1 2 2 2
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 ، داریم،(48-4)و  (47-4)در  (49-4)اکنون، با جایگذاری معادله 

(4-51) 
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,باشند. همچنین، مزدوجهای مختلط و جملات غیر سکولار می N.S.Tو  CCکه  2( )f vG T، 

, 2( )b vG T ،, 2( )f wG T  و, 2( )b wG T باشند که برابرند با،دربردارنده جملات شامل سکولار می 
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برای حذف جملات سکولار، جواب بخش خصوصی متناظر با 
 0fi T
e  و

 0bi Te  4)در معادله-

 برابر است با، (51
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(4-51) 
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و برابر قرار دادن ضرایب جملات شامل  (51-4)در  (51-4)با جایگذاری معادله 
 0fi T
e  و


 0bi Te  باشد اگر و تنها اگر شرایط حل پذیری به شکل دارای پاسخ های غیر صفر می (51-4)، معادله
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 (4-53) 

 در نهایت حاصل دو دترمینان مذکور برابر است با،

(4-54) 
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باشند. این بدست آمده، یکسان می (31-4)و  (29-4)که دو معادله مذکور با آنچه در معادلات 

ت چرخش متغیر، ضرایب بدست بدان معنی است که با تحریک یک مد از تیر پیچیده شده دوار با سرع

 آمده از هر دو روش مستقیم و غیر مستقیم یکسان خواهند بود.

 تحلیل پایداری با تعیین ماتریس ژاکوبین  -4-4

2و با فرض  (35-4)و  (34-4)به منظور پایداری حالت پایای معادلات مرتبه اول  2( ) 0a T ،

 ،[118]، برابر است با(35-4)و  (34-4)، طرف راست معادلات Jماتریس ژاکوبین، 
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(4-56) 
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 آیند،متناظر آن از معادله زیر بدست می و مقادیر ویژه

(4-57)         0iJ I     یا         2 ( ) 0A D AD BC  

A، از آنجا که (57-4) و (56-4)با توجه به معادلات  D( ) 0  اگر ،AD BC 0  حرکت ،

,𝑎10)دینامیکی سیستم در نقاط ثابت تعادلی  Θ0) باشد. پایدار بوده و در غیر اینصورت ناپایدار می 

 نتایج  -4-5

سرانجام، با استفاده از معادلات بدست آمده، نمودارهای لازم جهت تحلیل پایداری تیرهای 

پیچیده شده دو سر مفصل با سرعت چرخش متغیر به صورت زیر رسم شده است. در این بخش، تأثیر 

های اولیه و ، تغییرات سرعت و ضریب میرایی خارجی روی رزونانسخروج از مرکززاویه پیچش، میزان 

ارامتریک تیر پیچیده شده دورانی متقارن و نامتقارن محوری، مورد بررسی قرار خواهد گرفت. برای این پ

منظور، پارامترهای بی بعد شده زیر مورد استفاده قرار گرفته اند:  0.001
xx
I, = 0.002878I I , 
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.0.01c,  0.0005.بقیه پارامترهای بی بعد استفاده شده، در هر بررسی ذکر خواهند شد . 

 نتایج  سنجیاعتبار  

های بدست آمده در زاویه پیچش به منظور صحه گذاری نتایج، داده 0 با نتایج حاصل از  0

شوند. بدین ترتیب، با در نظر گرفتن گذاری میمقایسه و صحه [41]کارهای شاهقلی و خادم  0 در  0

، تیر پیچیده شده مذکور به یک تیر بدون زاویه پیچش و مستقیم تبدیل (39-4)و  (38-4)معادلات 

آنها در حالت با و بدون زاویه پیچش در مد اول و در حالت متقارن به های پاسخ فرکانسی شده و منحنی

 تصویر کشیده شده است. 

 
 )الف(

 
 )ب(

(های پاسخ فرکانسی یک تیر متقارن مستقیم مقایسه منحنی  2 حالت در کار حاضر )در )0

 
0

(الف( بدون تغییرات سرعت ،در مد اول [41]( و کار شاهقلی 0 1 )ب( با تغییرات سرعت  ،)0

) 1 0 . 

با مقایسه هر دو نتایج بدست آمده مشخص است که تغییرات بین آنها بسیار ناچیز بوده و 
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برای کار حاضر نشان داده  (1-4) شکلهمپوشانی نسبتاً خوبی با یکدیگر دارند. اما، همانطور که در 

توان گفت که تأثیر شده است، از آنجا که دو شاخه بدست آمده در نمودار، نزدیک به هم بوده، می

، تنها یک پیک وجود خواهد داشت و [41]  ستغییرات سرعت بسیار ناچیز بوده و در نتیجه، بر اسا

 رود تنها یک پرش در سیستم اتفاق بیفتد.انتظار می

پاسخ فرکانسی غیر خطی را حول نقاط ثابت تعادلی تیر پیچیده شده  (3-4) شکلو  (2-4) شکل

دهد. حالات با و بدون سرعت متغیر و زوایای پیچش مختلف نشان می متقارن در مدهای اول و دوم در

در دو جهت اصلی یکسان بوده و برابرند با،  خروج از مرکزشود که مقادیر بی بعد شده فرض می

0.05 e e  همانطور که نشان داده شده است، در مدهای اول و دوم متقارن، دامنه نوسانات حالات .

1تیر پیچیده شده با وجود تغییرات سرعت ) پایای 0  در همه زوایای پیچش از مقادیر متناظر خود ،)

1در حالت بدون تغییرات سرعت ) 0  بزرگتر است. همچنین، در تیرهای متقارن بدون تغییرات )

باشند که این بدان معنی است که تنها منبع قله میهای پاسخ فرکانسی تنها دارای یک سرعت، منحنی

افتد. اما، در مورد تیرهای تحریک همان نابالانسی موجود در تیر بوده و یک پرش در سیستم اتفاق می

متقارن با در نظر گرفتن تغییرات سرعت، دو قله و در نتیجه دو پرش نزدیک به هم در سیستم مشاهده 

ی پیچش بزرگتر و مد اول حتی با وجود تغییرات سرعت، تنها یک پرش در ای که در زوایاشود بگونهمی

0دهد )برای مثال به منحنی مربوط به سیستم رخ می 60 رو، در مد اول تیرهای نگاه کنید(. از این

ع پیچیده شده متقارن دو سر مفصل، تغییرات سرعت در زوایای پیچش کوچکتر به عنوان یک منب

تحریک دیگر تأثیر گذار خواهد بود. اما در مد دوم، در هر زاویه پیچش، تأثیر تغییرات سرعت حائز 

شود. علاوه براین، از اهمیت خواهد بود. در نتیجه در منحنی پاسخ فرکانسی همواره دو قله مشاهده می

-وع سخت شونده میکنند، تأثیر پارامترهای غیر خطی از نها به سمت راست میل میآنجا که منحنی

1(و بدون تغییرات سرعت  شود که در برخی از مقادیر باشند. همچنین، مشاهده می 0 ( سیستم ،

د که دو تا از ، سه پاسخ وجود دارتنها دارای یک پاسخ پایدار بوده درحالیکه در برخی دیگر از مقادیر 

1آنها پایدار و دیگری ناپایدار است. اما، در حالت  0  به ازای برخی از مقادیر ، سیستم تنها دارای ،
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 ، یک پاسخ پایدار بوده و در برخی از مقادیر 

 
  )الف(

 
 )ب( 

 
 )ج( 

پیچش الف(  زاویهمنحنی پاسخ فرکانسی تیر پیچیده شده دوار متقارن در مد اول و   0 ب(  0

 0 و  ج(  30 0 60 
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 )الف(

 
 )ب(

 
 )ج(

پیچش الف(  زاویهمنحنی پاسخ فرکانسی تیر پیچیده شده دوار متقارن در مد دوم و   0 ب(  0

 0 و  ج(  30 0 60 

، دارای سه پاسخ پایدار و دو دو پاسخ پایدار و یک پاسخ ناپایدار و در برخی دیگر از مقادیر 
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با و بدون تغییرات سرعت، پدیده پرش و دو شاخگی اتفاق  باشند. در نتیجه، در حالاتپاسخ ناپایدار می

، تأثیر سخت شوندگی 0توان مشاهده کرد که در مد اول، با افزایش زاویه پیچش افتد. همچنین میمی

 یابند. به منظور صحه گذاری نتایج بدست آمده از روش تئوریضعیف بوده و دامنه نقاط قله کاهش می

 (3-4) شکلو  (2-4) شکلکوتا نیز استفاده شده که نتایج آن نیز در -اغتشاشات، از روش عددی رانگ

های پاسخ فرکانسی تیر مذکور را در منحنی (5-4) شکلو  (4-4) شکلاند. به تصویر کشیده شده

دهد. همانطورکه قبلاً نیز ذکر شده، حالات نامتقارن و با و بدون تغییرات سرعت در دو مد اول نشان می

وجود نابالانسی با فرکانس تحریک در این حالات، دو منبع تحریک در سیستم وجود دارد که ناشی از 

  و ناشی از وجود نامتقارنی با فرکانس تحریک2  ،به عنوان تحریک پارامتریک هستند. درنتیجه

باشند. همچنین، در حالتی که تغییرات سرعت در سیستم های پاسخ فرکانسی دارای دو قله میمنحنی

نیز در  2مشاهده می شود که منبع تحریک سومی با فرکانس  (29-4)جود دارد، با توجه به رابطه و

باشند. با توجه به کارهای قبلی انجام شده آید که به عنوان تحریک پارامتریک میسیستم بوجود می

، مشخص است که در تیرهای مستقیم با وجود نامتقارنی و تغییرات سرعت، منحنی پاسخ [36-44]

شود و تأثیر پارامترهای غیرخطی از نوع سخت فرکانسی دارای دو قله بوده و به سمت راست خم می

نمودارهای پاسخ فرکانسی مانند تیرهای مستقیم  باشند. در تیرهای پیچیده شده نیز رفتارشونده می

، پنج پاسخ وجود دارد که دو پاسخ ناپایدار و سه پاسخ باشد. همچنین، به ازای برخی از مقادیر می

ایدار و بقیه ناپایدار ، سه پاسخ وجود داشته که یکی پباشند. در برخی دیگر از مقادیر پایدار می

رو، واضح است که از این، تنها یک پاسخ پایدار وجود دارد. درنهایت، در برخی دیگر از مقادیر هستند. 

گزارش شده است که در حضور نامتقارنی و  [41]افتد. در مرجع پدیده پرش و دوشاخگی اتفاق می

زاویه پیچش و مدهای پایینتر، تأثیر نامتقارنی نسبت به وجود تغییرات تغییرات سرعت در تیرهای بدون 

کند. اما، سرعت غالب است. به عبارت دیگر، در مدهای پایینتر، نامتقارنی به سیستم انرژی پمپ می

باشد، وجود زاویه پیچش تأثیر تغییرات سرعت را تغییر داده زمانی که تیر به صورت پیچیده شده می

نشان داده شده، اگرچه تأثیر تغییرات سرعت در  (5-4) شکلو  (4-4) شکلهمانطور که در  ای کهبگونه
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کند. برای پیچش تأثیر تغییرات سرعت را تقویت می باشد، اما، افزایش زاویهمدهای پایینتر ضعیف می

مثال، در  0 (های پاسخ فرکانسی با تغییرات سرعت ، منحنی60 1 های پاسخ به منحنی )0

 شوند. به عبارت دیگر، در مدهای کوچکتر، منبع تحریک ناشیفرکانسی بدون زاویه پیچش نزدیک می

که در تواند به پمپ انرژی در سیستم کمک کند در حالیاز تغییرات سرعت در زوایای پیچش بزرگتر می

کند. همچنین، افزایش زوایای پیچش کوچکتر، معمولاً تأثیر نامتقارنی، انرژی را به سیستم پمپ می

به منظور بررسی همچنین، مشابه بخش قبل دهد. شماره مد نیز تأثیرات تغییرات سرعت را افزایش می

 شکلو  (4-4) شکلکوتا نیز استفاده شده است که در -صحت نتایج بدست آمده، از روش عددی رانگ

 نشان داده شده است. (4-5)
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 )ج(

پیچش الف(  زاویهمنحنی پاسخ فرکانسی تیر پیچیده شده دوار نامتقارن در مد اول و   0 ب(  0

 0 و  ج(  30 0 60 
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 )ج(

پیچش الف(  زاویهمنحنی پاسخ فرکانسی تیر پیچیده شده دوار نامتقارن در مد دوم و   0 ب(  0

 0 و  ج(  30 0 60 

نسبت میرایی تیر متقارن مذکور را در زوایای پیچش -منحنی دامنه (7-4) شکلو  (6-4) شکل

مختلف، در مدهای اول و دوم و فرکانس طبیعی متناظر با  0 دهد. همانطور که دیده مینشان می-

1(شود، در مد اول، در همه زوایای پیچش و در حضور تغییرات سرعت  0 ( دامنه نوسانات نسبت ،

1(به حالت بدون در نظر گرفتن تغییرات سرعت  0 (  بزرگتر است. اما، با افزایش زاویه پیچش، تأثیر

یابد. همچنین، با افزایش نسبت میرایی، فزاینده دامنه نوسانات ناشی از وجود تغییرات سرعت کاهش می

لاوه بر این، سیستم در هر زاویه پیچش، تنها دارای یک پاسخ پایدار یابد. عدامنه نوسانات کاهش می

 باشد. آید. در مد دوم نیز شرایط مانند مد اول میبوده و درنتیجه هیچ دو شاخگی پدید نمی
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 )ج(

نسبت میرایی تیر پیچیده شده متقارن در مد اول و -منحنی دامنه  
 0.05e e  و 0  زاویهو 

پیچش الف(  0 ب(  0 0 و  ج( 30 0 60. 
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 )ب(

 

 )ج(

نسبت میرایی تیر پیچیده شده متقارن در مد دوم و -منحنی دامنه  
 0.05e e  و 0  و

پیچش الف(  زاویه 0 ب(  0 0 و  ج( 30 0 60. 

2(در حالت نا متقارن  0 ( نشان داده شده است، مشابه با حالت  (8-4) شکل، همانطور که در

متقارن، به ازای  0  1(و مد اول و در حضور تغییرات سرعت 0 ( تنها یک پاسخ پایدار در ،

1(که در غیاب تغییرات سرعت سیستم وجود داشته، در حالی 0 ( سه پاسخ )دو تا پایدار و دیگری ،

که در ناپایدار(، در سیستم وجود دارد. بنابراین، در حالت اول پدیده دو شاخگی رخ نداده، در حالی

نوسانات را  پیوندد. همچنین، افزایش ضریب بی بعد شده میرایی، دامنهحالت دوم این پدیده بوقوع می

دهد. نتیجه مهمتر اینکه افزایش در هر زاویه پیچش و در حالات با و بدون تغییرات سرعت کاهش می

شود نقطه پرش زاویه پیچش در تیر پیچیده شده نامتقارن در حالت بدون تغییرات سرعت، باعث می

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
0

1

2

3

4

5

damping ratio (c)

A
m

p
li

tu
d

e(
a

1
)

 

 

Stable

Unstable

1=0

10

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
0

1

2

3

4

5

damping ratio (c)

A
m

p
li

tu
d

e(
a

1
)

 

 

Stable

Unstable

1=0

10



131 

 

شود و سیستم دارای می ( در نسبت میرایی کوچکتر اتفاق افتاده تا به تدریج این پدیده حذفR)نقطه 

تک پاسخ پایدار در همه ضرایب میرایی خواهد بود. در حضور تغییرات سرعت، شرایط مانند حالت بدون 

شود شیب نمودار دامنه برحسب تغییرات سرعت است. در این حالت، افزایش زاویه پیچش باعث می

د. در مد دوم و هر دو حالت با و نسبت میرایی بیشتر شده و دامنه نوسانات پایدار به سرعت میرا شو

بدون تغییرات سرعت، در ضرایب میرایی پایینتر و هر زاویه پیچشی، سه پاسخ وجود دارد که دوتای آنها 

در حضور تغییرات سرعت و  Rرو، نقطه دوشاخگی یا پرش )نقطه پایدار و دیگری ناپایدار است. از این

نشان داده شده  (9-4) شکلآمد. همانطور که در ( بوجود خواهد در غیاب تغییرات سرعت Qنقطه 

است، در حضور و غیاب تغییرات سرعت، افزایش زاویه پیچش این نقاط پرش را به سمت چپ جابجا 

ها در مدهای اول و دوم دهد. مقایسه این منحنیکرده و پرش در نسبتهای میرایی پایینتری رخ می

شود این دهد که تأثیر تغییرات سرعت در مد دوم بیشتر بوده و افزایش زاویه پیچش باعث میینشان م

ها به یکدیگر نزدیک شوند. به عبارت دیگر، تأثیر تغییرات سرعت با افزایش شماره مدها ونیز منحنی

 افزایش زاویه پیچش بیشتر قابل ملاحظه خواهد بود.
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نسبت میرایی تیر پیچیده شده نامتقارن در مد اول و -منحنی دامنه  
 0.05e e  و 0  و

پیچش الف(  زاویه 0 ب(  0 0 و  ج( 30 0 60. 
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 )ج(

نسبت میرایی تیر پیچیده شده نامتقارن در مد دوم و -منحنی دامنه  
 0.05e e  و 0  و

پیچش الف(  زاویه 0 ب(  0 0 و  ج( 30 0 60. 

سیستم را در حالت متقارن  خروج از مرکزمنحنی دامنه برحسب  (11-4) شکلو  (11-4) شکل

محوری و در حضور و عدم حضور تغییرات سرعت در فرکانس طبیعی متناظر با  0 دهند. نشان می

1(نوسانی تیر مذکور با نبود تغییرات سرعت  شود، حرکتهمانطور که مشاهده می 0 (  در سرتاسر

باشد. در نتیجه در این و زوایای پیچش مختلف و مدهای اول و دوم، پایدار می خروج از مرکزدامنه 

افتد و زاویه پیچش تأثیرات ناچیزی روی دامنه حالت، هیچگونه دو شاخگی در سیستم اتفاق نمی

1(نوسانات دارد. با این وجود، وقتی تغییرات سرعت در سیستم وجود دارد  0 ( تعداد پاسخها ،

کوچکتر، سه پاسخ وجود داشته که دوتای آنها  خروج از مرکزای که در مقادیر متفاوت خواهد بود، بگونه

افتد. از طرفی، در مقادیر باشد. در نتیجه پدیده دو شاخگی شدن اتفاق میری ناپایدار میپایدار و دیگ
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دهد. علاوه بر این، در ، افزایش زاویه پیچش دامنه پایدار تیر مذکور را کاهش میخروج از مرکزبزرگتر 

ه دامنه پایدار ای کزوایای پیچش کوچکتر، تأثیر تغییرات سرعت نسبت به نابالانسی غالب بوده، بگونه

تیر متقارن مذکور با سرعت متغیر نسبت به حالت بدون تغییرات سرعت در همه مقادیر خروج از مرکز 

0بزرگتر است. اما در مقادیر بزرگتر زاویه پیچش )برای مثال در زاویه پیچش  60 تأثیر نابالانسی ،)

ی که در مقادیر بزرگتر خروج از مرکز، دامنه نوسانات نسبت انسبت به تغییرات سرعت غالب بوده بگونه

به حالت بدون تغییرات زاویه پیچش کوچکتر است. به عبارت دیگر، با توجه به اینکه در تیرهای متقارن، 

شود، اما، افزایش تغییرات سرعت نسبت به نابالانسی غالب بوده و منجر به افزایش دامنه نوسانات می

شود تأثیر تغییرات سرعت روی افزایش دامنه نوسانات کاهش یافته و تأثیر ث میزاویه پیچش، باع

 نابالانسی غالب خواهد شد.
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 )ج(

خروج از مرکز تیر پیچیده شده متقارن در مد اول و -منحنی دامنه  0  پیچش الف(  زاویهو

 0 ب(  0 0 و  ج( 30 0 60. 
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 )ج(

خروج از مرکز تیر پیچیده شده متقارن در مد دوم و -منحنی دامنه  0  پیچش الف(  زاویهو

 0 ب(  0 0 و  ج( 30 0 60. 

تیر  خروج از مرکز-( را روی منحنی دامنه0تأثیر زاویه پیچش ) (13-4) شکلو  (12-4) شکل

پیچیده شده نامتقارن نزدیک فرکانس طبیعی متناظر با  0 دهد. در مدهای اول و دوم نشان می

شود، حرکت نوسانی تیر پیچیده شده چرخشی در حالت با و بدون تغییرات انطور که دیده میهم

باشد. در نتیجه در هر دو حالت، پدیده دو شاخگی سرعت دارای دو پاسخ پایدار و یک پاسخ نا پایدار می

نوسانات دهد. علاوه بر این، در مدهای کوچکتر، تأثیر تغییرات سرعت ضعیف و کاهنده دامنه رخ می

باشد. اما در هر مد، افزایش زاویه پیچش تأثیر نوسانات سرعت که تأثیر نامتقارنی غالب میبوده در حالی

های متناظر بدون تغییرات سرعت های با تغییرات سرعت به منحنیای که منحنیرا تقویت کرده بگونه

 بود. تر خواهدشوند. این حقیقت در مدهای بالاتر قابل ملاحظهنزدیک می
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خروج از مرکز تیر پیچیده شده نامتقارن در مد اول و -منحنی دامنه  0  پیچش الف(  زاویهو

 0 ب(  0 0 و  ج( 30 0 60. 
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 )ب(

 
 )ج(

خروج از مرکز تیر پیچیده شده نامتقارن در مد دوم و -منحنی دامنه  0  پیچش الف(  زاویهو

 0 ب(  0 0 و  ج( 30 0 60. 

( تیر پیچیده شده را xxI) xتأثیر ممان اینرسی جرمی حول محور  (15-4) شکلو  (14-4) شکل

های پاسخ فرکانسی تیر نا متقارن در مد اول و در حضور و عدم حضور تغییرات سرعت و روی منحنی

نشان داده شده است، در غیاب  (14-4) شکلدهد. همانطور که در یزوایای پیچش مختلف نشان م

(تغییرات سرعت  1 تأثیر چندانی روی پاسخهای فرکانسی در هر زاویه پیچش  xxI، تغییرات )0

(آید نداشته اما زمانی که یک اغتشاش کوچک روی سرعت دوران بوجود می 1 ، افزایش ممان )0

. اما، در این حالت، کند، دامنه نوسانات را افزایش داده و تأثیر تغییرات سرعت را تقویت میxxIاینرسی 

روی پاسخهای  xxIتوان دید که با افزایش زاویه پیچش، دامنه پاسخ فرکانسی و تأثیر فزاینده می

 یابد. فرکانسی کاهش می
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 )ج(

ممان اینرسی حول -منحنی دامنه 

محور طولی تیر پیچیده شده نامتقارن در مد اول 

و  0  پیچش  زاویهبدون تغییرات سرعت و

الف(  0 ب(  0 0 و  ج( 30

 0 60. 

 

ممان اینرسی حول -منحنی دامنه 

محور طولی تیر پیچیده شده نامتقارن در مد 

اول و  0  پیچش  زاویهبا تغییرات سرعت و

الف(  0 ب(  0 0 و  ج( 30

 0 60. 
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 فصل پنجم
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تیر پیچیده شده دوار با شرایط مرزی دو سر  مفصل و ارتعاشات عرضی  

 نیروی محوری ثابت

همانطور که پیش از این نیز ذکر شد، عموماً اکثر تجهیزات مدل شده با تیرهای پیچیده شده از 

قبیل پمپها و کمپرسورهای مارپیچ در حین عملکرد، تحت تأثیر بارهای خارجی بویژه بارهای محوری 

رو، در این بخش، ارتعاشات و پایداری یک تیر پیچیده محوری تحت تأثیر یک این گیرند. ازقرار می

 گیرد. شود مورد بررسی قرار مینیروی محوری که در یک انتهای آن وارد می

 حرکتمعادلات   -5-1

 کار نیروی محوری 

یک تیر پیچیده شده محوری دو سر مفصل را که یک بار محوری ثابت به انتهای آن  (1-5) شکل

 برابر است با،  Pدهد. با توجه به این شکل، کار نیروی محوری خارجی شود نشان میوارد می

(5-1)     2 0 0nc xxW P A u 

به ترتیب جابجایی محوری در محل اثر نیرو یا همان انتهای تیر دو سر مفصل و  0و   0uکه 

 باشد. کرنش محوری محل اثر نیرو می

 

 به همراه مقطع آن با نمایش زاویه پیچش تیر. Pتیر پیچیده شده دورانی تحت نیروی محوری  یک 

 در نهایت، لاگرانژین برابر است با،

(5-2) ℒ = 𝑇 − 𝑈 + 𝑊𝑛𝑐1 + 𝑊𝑛𝑐2 

برای باشند. می Pبه ترتیب کار نیروهای میرایی خارجی و نیروی خارجی  𝑊𝑛𝑐2و  𝑊𝑛𝑐1که 
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قبلی از اصل همیلتون تعمیم  هایبدست آوردن معادلات حرکت و شرایط مرزی مربوطه، همانند فصل

 شود،یافته استفاده می

(5-3) ∫ δℒdt = 0
t2

t1

 

به این ترتیب، با قرار دادن روابط مذکور در روابط انرژی جنبشی و پتانسیل و سپس استفاده از 

، معادلات ارتعاشی در 𝑂(𝜖3)رابطه لاگرانژ و ساده سازی معادلات با استفاده از بسط تیلور تا مرتبه 

 برابرند با، 𝜉𝜂𝜁دستگاه مختصات پیچشی 

(5-4) 
 0.xxP A 

(5-5)     xxmu A u ww v v vw v vvw ww2
0 0 0                 

(5-6) 

   
 

  


2 2 2 2 3
0

2 2 2 2 2
0

2 3
0

(4)

3/2 1/2 1/2 3/2

2 1/2 3/2

1/2 3 1/2

1/2 1/2

xx

v u v v u v v ww v w vv w w v w w

vv ww v vw v v v w vww

wu w v v v w vv w w vv w ww w u w A

I I v Dw v







                   

             

                    

       

      


      

4 3
0 0

2
0 0 0

(4) 4 3
0 0

2
0 0 0

4 11

3/2 21/2 3 2 4 4 cos 4 2

1/2 1/2 4 11

3/2 21/2 3 2 4 4 sin 4 2

Dv Dw

Iv Dv w I Iw Dw I x t

v I Iw Dw Dw Dv

Iw Dw I I v Dv w I x t

v

v

 

  

 

  

  

                

           

                    





       

   

     

2 2
0 0 0 0 0 0

2 3 2
0 0 0 0

(4)
0 0 0

2
0

1/2 1/2 cos 2 1/2 1/2 sin 2

1/2 3/2 1/2 5/2

2 1/2 1/2 cos sin

sin

xx xx xx xx

xx

I w x I v I x

w w v I Dw Iv Dv

Dw Iw mv Iv Dv cv x c

e

I v

w x

m x

w



     

   

  



      

            

         



  

   



   2
0cos 0t me x t      
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(5-7) 

   
 

  


2 2 2 2 3
0

2 2 2 2 2
0

2 3
0

(4)

3/2 1/2 1/2 3/2

2 1/2 3/2

1/2 3 1/2

1/2 1/2 4

xx

w u w w u w v w v w v vw w v w v v

ww vw v wv w w w v vwv

v u vw w ww v v ww v vv v u v Aw

v I Iw D

v

w







                   

            

                  

       







      


      

4 3
0 0

2
0 0 0

(4) 4 3
0 0

2
0 0 0

11

3/2 21/2 3 2 4 4 cos 4 2

1/2 1/2 4 11

3/2 21/2 3 2 4 4 sin 4 2

Dw Dv

Iw Dw v I I v Dv I x t

w I I v Dv Dv Dw

Iv Dv I Iw Dw v I

w

tw x

 

  

 

  

 

                 

           

                     





       

   

     

2 2
0 0 0 0 0 0

2 3 2
0 0 0 0

(4)
0 0 0

2
0

1/2 1/2 cos 2 1/2 1/2 sin 2

1/2 3/2 1/2 5/2

2 1/2 1/2 sin cos

sin

xx xx xx xx

xx

I v x I w I x

v v w I Dv Iw Dw

Dv Iv mw Iw Dw cv x cw

e

I w v

x

m x

     

   

  



     

             

            

   

 

   2
0cos 0t me x t      

 

 با شرایط مرزی

0
0

0

 
 

  

v w
x

v w
و           

0

0

 
 

  

v w
x L

v w
    

-اگر نسبت عرض و طول سطح مقطع تیر به طول تیر )ضریب لاغری( خیلی کوچک باشد، می

,𝑚�̈�(𝑥توان از اینرسی طولی تیر صرف نظر کرد،  𝑡) = و شرایط  (5-5)رو با توجه به رابطه ، از این  0

 داریم،  u(L)=0 u(0)=مرزی 

(5-8) 
     

   

 

  

          

         

2 2 2 2 2
0 0

2 2 2 2 2
0 0 0

0

1 1

2 2

1
2

2

L

u v w vw wv v w

v w v w vw v w dx
L

 

 داریم، (4-5)و  (8-5)با توجه به رابطه 

(5-9) 

 

     

   

 

 

           

        

2 2 2 2 2
0 0

2 2 2 2 2
0 0

0

1 1

2 2

1
2

2

xx

L

P
u v w vw wv v w

A

v w v w vw v w dx
L

 

در معادلات ارتعاش جانبی تیر، معادلات حرکت ارتعاشات عرضی  (9-5)حال با قرار دادن رابطه 

 تیر برابر است با، 
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0 0

4 4

sin

42 12 6
8 22 1/2

16 16 8 2 2 4
1/2 1/2 cos 2 4

12 4
8 22 1/2

x t

v D w I v Iv D w D

w D v I w I v I v D w I
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4 4

1 1 1
2 2 2 2 2

0 0 04 0 0 0

2 6

16 8 16 4 2 2
1/2 1/2 sin 2 4

xF v w

w D w I

w I v I v D v I w I w D
t x

w v v w dx vw v w dx v w dx

 



    


 


  




  

               
    



             
 

     

 

(5-11) 
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1 1 1
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0 0 04 0
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42 6

16 8 16 4 2 2
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I w D w I

v I w I w D w I v I v D
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(5-11) 
 

 برای ساده سازی، در معادلات فوق داریم،
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 (5-12) 

 ،برای بی بعد سازی معادلات به شکل زیر عمل شده است

  








     

  


* * * * *

24
0 0 0

4

22
* * 0

24

4

Σ
, ,     ,     ,     , .

Σ

Ω Σ
 Ω ,   ,     ,

2Σ

x

xx

u v w x t D
u v w x t P F

h h h L LmL
D

h Am D
c c

DLD
mL

 (5-13) 

، در معادلات از برای راحتیطول تیر هستند.  مقطع و ضخامت، به ترتیب اندازه Lو  0hکه 

 علامت )*( صرف نظر شده است.

گانه به معادلات دیفرانسیل های چند تحلیل پایداری با اعمال روش مقیاس  -5-2

 (PDEمشتقات جزئی )

های اکنون به منظور حل معادلات بی بعد شده بدست آمده، از تئوری اغتشاشات و روش مقیاس

 شود،شود. به این ترتیب، فرض میچندگانه برای تحلیل معادلات دیفرانسیل با مشتق جزئی استفاده می

(5-14)  
 

 

  

  

3

1 0 2 3 0 2

3

1 0 2 3 0 2

( , ) ( , , ) ( , , ) ...

( , ) ( , , ) ( , , ) ...

v x t v x T T x T T

w x t w x T T x T T

v

w
 

𝑇0که  = 𝑡  و𝑇2 = 𝜀2𝑡،از طرفی . 

(5-15) 

∂

∂𝑡
= 𝐷0 + 𝜀2𝐷2+… 

∂

∂𝑡
(

∂

∂𝑡
) = 𝐷0

2 + 2𝜀2𝐷2𝐷0 + ⋯ 

ظاهر شوند، پاسخ آنها در ادامه  𝑣0 ،𝑤0 ،𝑣2 ،𝑤2لازم به ذکر است اگر در تقریب فوق، جملات 

∂به ترتیب برابرند با،  𝐷2و  𝐷0 صفر خواهد شد.

∂𝑇0
∂و  

∂𝑇2
در . به منظور بالانس پارامترهای غیرخطی 

 دهیم،های اولیه و پارامتریک، قرار میمعادلات و استخراج رزونانس

(5-16) 𝑐 = 𝜀2𝑐̅, Δ𝐷 = 𝜀2Δ𝐷̅̅ ̅̅ , Δ𝐼 = 𝜀2Δ𝐼̅̅̅, 𝑒𝜁 = 𝜀3𝑒�̅�, 𝑒𝜂 = 𝜀3𝑒𝜂̅̅ ̅, 𝐹𝑥 = 𝜀2𝐹�̅�  

 𝑂(𝜀3)و  𝑂(𝜀1) های چندگانه و جدا سازی عبارات مرتبه به این ترتیب، با اعمال روش مقیاس

 داریم،
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(5-17) 
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(5-18) 
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(5-19) 
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(5-21) 
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 شود،به شکل زیر تخمین زده می εحل معادلات مرتبه اول 

(5-21) 

   

   

0 0 0 0
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f f b b
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i T i T i T i T
f b

i T i T i T i T
f b

v x T T x A T e A T e x A T e A T e

w x T T x iA T e iA T e x iA T e iA T e

   

   

 

 

   

     

 

 همسو و ناهمسو هستند که برای تیر مذکور برابر است با،فرکانسهای خطی  𝜔𝑏و  𝜔𝑓که 




1 3
,

2

1

2
f b

 



 (5-22) 

 که

2 2 2
1 ( 0 2 )  xxI n        ,            2 2 2

2 02 n I  
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2 0 02
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4

10( ) 5 ( ) 2 2 4

xx xx
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n I n n I I n F
 

تیر های به منظور بررسی رزونانس  𝜔𝑓سپس با در نظر گرفتن پارامتر تنظیم کننده برای 

 مذکور، به شکل زیر داریم:
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(5-23) Ω = 𝜔𝑓 + 𝜀2𝜎 

( در (21-5))معادلات  wو  vو جواب مرتبه یک برای  (23-5)با قرار دادن رابطه اکنون، 

، معادلات مرتبه سه را با جدا کردن و مرتب سازی ضرایب  wو  vمعادلات مرتبه سه برای هر دو 

𝑒𝑖𝜔𝑓𝑇0  و𝑒𝑖𝜔𝑏𝑇0  برای از بین بردن ضرایب سکولار ترم و حذفsmall divisorموجود به شکل زیر  های

 کنیم،ده میسا

(5-24) 
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(5-25) 
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3 , 2 , 2(x,T )e (x,T )e . .   f b

i T i T
f w b ww P P CC N S T

 

 

پس از بدست آوردن  به معنی مختلط مزدوج و ضرایب غیر سکولار می باشند. N.S.T و CCکه 

 ضرایب سکولار، با استفاده از شرایط حل پذیری برای آنها داریم،

 
1

2
0

( ) ( , ) 0f fx P x T dx     و     
1

2
0

( ) ( , ) 0b bx P x T dx  (5-26) 

 هستند و برابرند با، εاز  3ضرایب سکولار معادلات مرتبه  𝑃𝑏,𝑣و  𝑃𝑓,𝑣 ،𝑃𝑓,𝑤 ،𝑃𝑏,𝑣که 
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(5-27) 

    

      

   

0

0

22 2

0 0 0 0

2 2

0 0 2

1 1
2 3 2

0

0 0 0 2 24 0 0

4

, 2

2

2 2

31 1e
2 2 2

1
2 e

2

1

2

1

2

1 1

2
i x

b b b xx

i x

b b b b b

v

x

b

b b

b

b

b b b

b

b b

b b b

P i i I

i I I i A c

i

i F i A

i dx i dx A A





   

     

  









        



     

                   

            

















  

     

     

1 1 1
3 2 2

0 0 0 0 0
0 0 0

1 1 1
2 3 2

0 0 0 0 0 1 2 1
0 0 0

22
f

b f b

b bf b f f f

f f f f f f f

b b

b f

i dx i dx i dx

i dx i dx i dx A A A

    

     

                   

                     




  


  

  

 

 

(5-28) 
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(5-29) 
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 (5-31) 

ط حل پذیری فوق و تقریب شکل مدها به صورت شکل مدهای یتوجه به شرابه این ترتیب، با 

)sinخطی با شرایط مرزی دو سر مفصل به صورت زیر داریم،  )  
f b

n x 

(5-31) 
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(5-32) 
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 2 2 2 2
3, 0

1 1

| |
0 0

4 4

( ) ( ) , ( ) ( ) .

w

f b f b

n n

e x e x dx e x e x dx   

   

    
 (5-33) 

 در معادلات قرار می دهیم، 𝑒𝑖𝜎𝑇0برای حذف 

(5-34)    
 2

1 2 2( )
i T

A T A T e  

 را به صورت قطبی 𝐴2(𝑇2)و  𝐴(𝑇2)و در نهایت برای بدست آوردن پاسخ معادلات حاصل، 

(5-35) 
 2 2( ) ( )

1 2 2 2 2,
1 1

( ) ( )
2 2

i T i TA a T e A a T e 

معادله دهیم. سپس با جداسازی بخشهای حقیقی و موهومی دو در معادلات حاصل قرار می

 آید،حاصل، چهار معادله دیفرانسیل معمولی مرتبه اول به شکل زیر بدست می

(5-36) 
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(5-37) 
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(5-38) 
 


 

 
   

 

0
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2 4
1, 2 2 2

sin
16w bcD a n a 

(5-39) 
 


    

  
        

  

0

0

2 2 4 3
1, 2 2 2, 2 1 3, 2 2, 2

1 cos1 1 1
8

2 2 8
w w b w x wa D a a n c F a a 

نقاط ثابت تعادلی به منظور بررسی پایداری ارتعاشاتی تیر مورد نظر و همچنین استخراج 

بایست مشتقات زمانی آنها صفر در نظر گرفته شوند. با انجام این کا و همانطور که معادلات مذکور، می

نیز برابر صفر خواهد شد و این بدان معنی است که تنها  𝑎2از معادلات نشان داده شده مشخص است، 

ی برای بررسی پایداری سیستم مورد لنگ زنی همسو تحریک خواهد شد. به این ترتیب، معادلات نهای

 نظر عبارتند از،
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(5-41) 
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(5-41) 

 
   

    

0

0

0

10 10

2

2
4, 6, 7, 8,

05

0

0,

0
s

cos 2 cos 4 2

sin cos

in

2 0

    

 



 

   
 
 
 




 



fv v f v f v

v

a a

e

c

e
 





  

 

های چند گانه تحلیل پایداری با استفاده از روش گالرکین با اعمال روش مقیاس  -5-3

 (ODEبه معادلات دیفرانسیل با مشتقات معمولی )

با استفاده از روش تقریبی گالرکین به  مشتقات جزئیمعادلات دیفرانسیل با در این بخش، 

شوند. برای این منظور، با فرض اینکه تنها یک مد حرکتی معادلات دیفرانسیل معمولی تبدیل می

 شود،تحریک می شود، روش گالرکین به شکل زیر به معادلات اعمال می

(5-42) 

( , ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( )

n

n

v x t x V t

w x t x W t




 

که  ( )n x  وn  5)به ترتیب شکل مدهای عرضی و شماره مد می باشند. با جایگذاری معادله-

، ضرب طرفین معادله حاصل در شکل مدهای متناظر خود، انتگرال گیری (11-5)و  (11-5)در  (42

 و استفاده از خاصیت تعامد شکل مدها داریم، [0,1]جزء به جزء در فاصله 

(5-43) 
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(5-44) 
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باشد، تقریب می مرتبه سه طیغیر ختنها جملات شامل  (44-5)و  (43-5)از آنجا که معادلات 

 اعمال کرد، (44-5)و  (43-5)توان به شکل زیر به معادلات را می (5-45)

(5-45) 

3
1 0 2 3 0 2

3
1 0 2 3 0 2

( ) ( , ) ( , ) ...

( ) ( , ) ( , ) ...

V t V T T V T T

W t V T T V T T

 

 

  

  
 

ظاهر شوند، پاسخ آنها در ادامه  𝑉0 ،𝑊0 ،𝑉2 ،𝑊2لازم به ذکر است اگر در تقریب فوق، جملات 

های اولیه و پارامتریک، برای بالانس ترمهای غیر خطی و به منظور استخراج رزونانس صفر خواهد شد.

 دهیم، پارامترهای بی بعد زیر به شکل زیر مقیاس بندی شده و در معادلات حاصل قرار می

(5-46) 𝑐 = 𝜀2𝑐̅, Δ𝐷 = 𝜀2Δ𝐷̅̅ ̅̅ , Δ𝐼 = 𝜀2Δ𝐼̅̅̅, 𝑒𝜁 = 𝜀3𝑒�̅�, 𝑒𝜂 = 𝜀3𝑒𝜂̅̅ ̅, 𝐹𝑥 = 𝜀2𝐹�̅� 

و برابر قرار دادن ضرایب  (44-5)و  (43-5)در معادلات  (46-5)و  (45-5)با جایگذاری معادلات 

 ، داریم،𝜀3و  𝜀توانهای مشابه 

(5-47)  
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(5-51) 
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 توان به شکل زیر بیان کرد،را می (48-5)و  (47-5)پاسخ معادلات 

(5-51) 
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 ، داریم،(51-5)و  (49-5)در  (51-5)اکنون، با جایگذاری معادله 

(5-52) 
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(5-53) 
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 باشند و،مزدوجهای مختلط و جملات غیر سکولار می N.S.Tو  CCکه 

2 2 2 2 4 2 2
0 0 02 2 21 2 3

4 20 2
4 ( 4 ) , ( 4 ), (4 )           xxn I n n n I  

  
 (5-54) 

,همچنین،  2( )f vG T، , 2( )b vG T ،, 2( )f wG T  و, 2( )b wG T دربردارنده جملات شامل سکولار می-

 باشند که برابرند با،
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برای حذف جملات سکولار، جواب بخش خصوصی متناظر با 
 0fi T
e  و

 0bi Te  5)در معادلات-

 برابر است با، (53-5)و  (52

(5-55) 
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و برابر قرار دادن ضرایب جملات شامل  (53-5)و  (52-5)در  (55-5)با جایگذاری معادله 


 0fi T
e  و

 0bi Te  معادله حاصل دارای پاسخ های غیر صفر می باشد اگر و تنها اگر شرایط حل پذیری ،

 به شکل زیر برقرار باشد،
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 (5-57) 

 مذکور برابر است با، در نهایت حاصل دو دترمینان

(5-58) 
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 و

(5-59) 
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 باشند.بدست آمده، یکسان می (32-5)و  (31-5)که دو معادله مذکور با آنچه در معادلات 

 تحلیل پایداری با تعیین ماتریس ژاکوبین  -5-4

2و با فرض (39-5)تا  (36-5)به منظور پایداری حالت پایای معادلات مرتبه اول  2( ) 0a T ،
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 ،[118]، برابر است با(37-5)و  (36-5)، طرف راست معادلات Jماتریس ژاکوبین، 
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(5-61) 

 که

               
2

1, 1, 2, 2, 6, 7, 8,,v v v f v v f v f v  (5-61) 

 و مقادیر ویژه متناظر آن از معادله زیر بدست می آیند،

(5-62) 
 0iJ I     یا        2 ( ) 0A D AD BC  

A، از آنجا که (62-5)تا  (61-5)با توجه به معادلات  D( ) 0  اگر ،AD BC 0  حرکت ،

,𝑎10)دینامیکی سیستم در نقاط ثابت تعادلی  Θ0)  .پایدارّ بوده و در غیر اینصورت ناپایدار می باشد 

 نتایج  -5-5

های پاسخ فرکانسی غیر خطی را پیرامون نقاط ثابت تعادلی منحنی (5-5) شکلتا  (2-5) شکل

تیر پیچیده شده دو سر مفصل با نیروی محوری فشاری در مدهای اول و دوم و زوایای پیچش مختلف 

ها در هر دو جهت اصلی تیر یکسان ض اینکه نابالانسیدهد. با فربرای حالت متقارن و نامتقارن نشان می

بوده و برابرند با   0.05e eهای پاسخ فرکانسی سیستم متقارن و شود که منحنی، مشاهده می

تأثیر پارامترهای غیر  که مؤید این است کهاند نامتقارن در مدهای اول و دوم به سمت راست خم شده

، در (4-5) شکلو  (2-5شکل )به باشند. با توجه دو مد از نوع سخت شونده می خطی سیستم در هر

,2حالت متقارن ) 0v ( تیر تنها دارای یک منبع تحریک بوده که همان نابالانسی با فرکانس ، می-

باشد و در نتیجه منحنی پاسخ فرکانسی دارای یک قله بوده و تنها یک پرش در فرکانس رزونانس رخ 
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 دهد. می

ندارد )با توجه به در مقایسه با حالتی که سیستم تحت تأثیر هیچ نیروی محوری خارجی قرار 

های پاسخ فرکانسی مشخص است که زمانی توضیح داده شده است(، با مشاهده منحنی 2آنچه در فصل 

شود، در مد اول، دامنه که یک نیروی محوری فشاری به انتهای تیر دو سر مفصل پیچیده شده وارد می

یابد. همچنین، با کاهش می سیستم در هر فرکانس متناظر بزرگتر شده و فرکانس تشدید )نقطه پرش(

مقایسه نمودارهای این بخش با حالت بدون نیروی محوری فشاری، میزان سخت شوندگی پاسخ 

ای است که وجود نیروهای محوری فشاری شود. در مد دوم متقارن نیز شرایط بگونهفرکانسی بیشتر می

دامنه سیستم در فرکانسهای  باعث جابجایی فرکانسهای نقاط پرش به سمت چپ شده که در نتیجه آن،

 متناظر، نسبت به حالتی که نیروی محوری وجود ندارد، افزایش پیدا کرده است. 

,2حالت وجود نامتقارنی در سیستم، ) در 0v  علاوه بر منبع تحریک ناشی از نابالانسی با ،)

آید که به عنوان تحریک در سیستم بوجود می 2با فرکانس ، یک منبع تحریک دیگر فرکانس 

باشد. این های پاسخ فرکانسی دارای دو قله میرو، منحنیشود. از اینپارامتریک در سیستم شناخته می

برای تیرهای پیچیده شده نامتقارن تحت یک بار محوری فشاری  (6-6) شکلو  (4-6) شکلمطلب در 

شود، در برخی از مقادیر، سیستم دارای پنج پاسخ، در هده مینشان داده شده است. همانطور که مشا

برخی دیگر یک پاسخ و در برخی دیگر دارای سه پاسخ بوده که شامل ترکیبی از پاسخهای پایدار و 

در مقایسه با افتد. از طرفی، باشند. بسیار واضح است که همواره پدیده دو شاخگی اتفاق میناپایدار می

( نشان داده 13-2( و )12-2ستم در حالت بدون نیروی محوری که در شکلهای )های مشابه سیپاسخ

، همانند حالت متقارن، باعث افزایش دامنه پایدار سیستم Pشده است، وجود نیروی فشاری محوری 

1شده و پهنای فرکانسی  2R R بدون شود و همانند تیرهای دو سر مفصل به سمت راست جابجا می

اما، در حالت وجود نیروی یابد. نیروی فشاری، با افزایش زاویه پیچش، این پهنای فرکانسی کاهش می

فشاری محوری در مد دوم نیز همانطور که نشان داده شده است، در زوایای پیچش کوچکتر، سیستم 

د بود و اگر خواه صفرو پهنای کوچکتری از پاسخهای غیر  صفرهای دارای پهنای وسیعتری از پاسخ
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1سیستم در فرکانسی در فاصله  2R R  کند. در ، نوسان میصفرای برابر با پاسخ غیر عمل کند، با دامنه

 شود.توان گفت که وجود نیروی محوری فشاری باعث افزایش دامنه پایدار سیستم میحالت کلی، می

، تأثیرات سخت 0، در مد اول، با افزایش زاویه پیچش، (3-5) شکلو  (2-5شکل ) با توجه به 

توان رو، در مد اول مییابد. از اینهای نوسانی کاهش میشوندگی کاهش یافته و درنتیجه دامنه قله

تواند به عنوان یک پارامتر میرا کننده نوسانات نیز در حالت وجود نیروی گفت وجود زاویه پیچش می

ه با افزایش زاویه ای است کمحوری سیستم عمل کند. در مورد مد دوم برخلاف مد اول، شرایط به گونه

 یابد. پیچش، تأثیر سخت شوندگی افزایش یافته و درنتیجه دامنه نواحی پایدار نیز افزایش می
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 )ج(

نیروی محوری ثابت در مد اول و  ر پیچیده شده دو سر مفصل متقارن بامنحنی پاسخ فرکانسی تی 

پیچش الف(  زاویه 0 ب(  0 0 و  ج( 30 0 60 
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 )ج(

نیروی محوری ثابت در مد اول و  چیده شده دو سر مفصل نامتقارن بامنحنی پاسخ فرکانسی تیر پی 

پیچش الف(  زاویه 0 ب(  0 0 و  ج( 30 0 60 
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 )ج(

نیروی محوری ثابت در مد دوم و  ده دو سر مفصل متقارن بامنحنی پاسخ فرکانسی تیر پیچیده ش 

پیچش الف(  زاویه 0 ب(  0 0 و  ج( 30 0 60 
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 )ج(

نیروی محوری ثابت در مد دوم و  چیده شده دو سر مفصل نامتقارن بامنحنی پاسخ فرکانسی تیر پی 

پیچش الف(  زاویه 0 ب(  0 0 و  ج( 30 0 60 

نمودار پاسخ فرکانسی تیر پیچیده شده تحت نیروی محوری فشاری در نیروهای  (6-5) شکل

0دهد. این نمودار برای نمونه برای زاویه پیچش فشاری مختلف نشان می 60o  در مد اول متقارن

شود، افزایش نیروی محوری فشاری باعث افزایش دامنه حالت همانطور که مشاهده میدهد. نشان می

فرکانس یروی محوری فشاری، شود که با افزایش نشود. همچنین، مشاهده میپایدار پاسخ فرکانسی می

 یابد.نقطه پرش کاهش می

 

پیچش هزاویمنحنی پاسخ فرکانسی تیر پیچیده شده دو سر مفصل متقارن در مد اول و   0 60 

 محوری ثابتبا سه نیروی 

منحنی دامنه بر حسب نسبت میرایی تیر پیچیده شده محوری دو سر مفصل تحت  (7-5) شکل
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را در زوایای پیچش مختلف و فرکانسهای طبیعی متناظر با  Pبار ثابت محوری فشاری  0  نشان

یابد. ، دامنه نوسانات کاهش مین دید که با افزایش نسبت میراییتوااین شکل، می دهد. با توجه بهمی

(، سیستم دارای دو پاسخ پایدار و یک 2علاوه براین، بر خلاف حالت متناظر بدون نیروی محوری )فصل 

پاسخ ناپایدار بوده که در این حالت بر خلاف حالت بدون نیروی محوری، همواره پدیده دو شاخگی 

افتد. همچنین، دامنه نوسانات پایدار سیستم نسبت به حالت بدون نیروی محوری بزرگتر فاق میات

توان گفت افزایش زاویه پیچش در فرکانس خواهد بود. اما، همانند حالت بدون نیروی محوری، می

 0  سیستم دارد. تیرهای متقارن مذکور، تأثیرات کمی در تغییرات دامنه نوسانات 

 

نیروی محوری ثابت در  بانسبت میرایی تیر پیچیده متقارن -منحنی دامنه  0. 

,2، در حالتی که تیر پیچیده شده، نامتقارن )(8-5) شکلبا توجه به  0v ( باشد، در می 0 

یابد. در این حالت، و مد اول، با افزایش ضریب میرایی، دامنه نوسانات در همه زوایای پیچش کاهش می

سه پاسخ در سیستم وجود دارد که دو پاسخ آن پایدار و دیگری ناپایدار است. همانند تیرهای پیچیده 

شده دو سر مفصل بدون نیروی محوری، تغییر زاویه پیچش، تأثیرات ناچیزی روی پاسخ فرکانس 

و فرکانس  سیست مذکور دارد. اما، میزان دامنه نوسانات در حالت نامتقارن محوری 0  و با نیروی

 محوری نسبت به حالت متناظر بدون نیروی محوری در هر ضریب میرایی متناظر، بزرگتر خواهد بود. 
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نیروی محوری ثابت در  ت میرایی تیر پیچیده نامتقارن بانسب-منحنی دامنه  0. 

شده متقارن  پیچیدهتیر  خروج از مرکز، دامنه نوسانات را برحسب (11-5) شکلو  (9-5) شکل

نیروی محوری ثابت و شرایط مرزی دو سر مفصل را در فرکانس طبیعی متناظر با و نامتقارن تحت 

 0 نشان داده شده است، برخلاف حالتی که هیچ نیروی  (9-5) شکلدهد. همانطور که در نشان می

شود، علاوه بر پاسخهای پایدار سیستم در هر زاویه پیچش، یک پاسخ محوری در انتهای تیر وارد نمی

شود. از طرفی، دامنه پایدار ستم میناپایدار نیز وجود داشته که باعث بروز پدیده دو شاخگی در سی

سیستم در حالتی که نیروی محوری ثابت وجود دارد، نسبت به حالتی که این نیرو وجود ندارد، بیشتر 

نشان داده شده است و با توجه به  2باشد. همچنین، همانند حالت بدون نیروی محوری که در فصل می

مشخص، تأثیر شگرفی در  خروج از مرکزشود که افزایش زاویه پیچش، در یک مشاهده می (9-5) شکل

 دامنه نوسانات سیستم ندارد. 

تیر پیچیده شده دوار  خروج از مرکز-را روی منحنی دامنه 0تأثیر زاویه پیچش  (11-5) شکل

دو سر مفصل نامتقارن با نیروی محوری ثابت در نزدیکی فرکانسهای متناظر با  0 دهد. در نشان می

تیر در  خروج از مرکزاین حالت، به ازای برخی از مقادیر مشخص  0 ،بخش وجود دارد. بخش  سه

اول، در مقادیر خروج از مرکز کوچکتر بوده که شامل پنج پاسخ بوده با سه پاسخ پایدار و دو پاسخ 

که ناپایدار )برخلاف حالت متناظر بدون نیروی محوری با دو پاسخ پایدار و یک پاسخ ناپایدار(، در حالی

یک حل ناپایدار و دو حل بزرگتر، به ازای کلیه زوایای پیچش،  خروج از مرکزدر بخش دوم و در مقادیر 
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تنها یک پاسخ پایدار پایدار وجود داشته و در نهایت، در بخش سوم و در مقادیر خروج از مرکز بزرگتر، 

 افتد. وجود دارد. بنابراین، همواره پدیده دو شاخگی اتفاق می

 
نیروی محوری ثابت در  تیر پیچیده متقارن با خروج از مرکز-دامنهمنحنی   0. 

 

نیروی محوری ثابت در  تیر پیچیده نامتقارن با خروج از مرکز-منحنی دامنه  0. 
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 فصل ششم
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گیردار با  سریکارتعاشات عرضی تیر پیچیده شده دوار با شرایط مرزی  

 نیروی محوری ثابت

در اکثر تیرهای پیچیده شده از قبیل مته های حفاری یا براده برداری و ... در حین عملکرد، 

رو، در این بخش، ارتعاشات و گیرند. از اینتحت تأثیر بارهای خارجی بویژه بارهای محوری قرار می

ک نیروی محوری که در انتهای آزاد آن گیردار تحت تأثیر ی یک سرپایداری یک تیر پیچیده محوری 

 گیرد. شود مورد بررسی قرار میوارد می

 حرکتمعادلات   -6-1

 کار نیروی محوری 

را که یک بار  Ωگیردار با سرعت دورانی ثابت  یک سریک تیر پیچیده شده محوری  (1-6) شکل

 دهد. شود نشان میبه انتهای آن وارد می Pمحوری ثابت 

 

به همراه مقطع آن با نمایش  Pنیروی محوری ثابت  باگیردار  یک سرتیر پیچیده شده دورانی  یک (1-6) شکل

 زاویه پیچش تیر.

 با توجه به شرایط مرزی 

0, 0
0

0, 0

 
 

 

v v
x

w w
   و     

0, 0

0, 0

  
 

  

v v
x L

w w
 

 پهنای سطحگیردار مذکور تحت یک بار محوری ثابت، اگر نسبت عرض و  یک سربرای تیر 
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توان از اینرسی طولی تیر صرف نظر کرد، مقطع تیر به طول تیر )ضریب لاغری( خیلی کوچک باشد، می

𝑚�̈�(𝑥, 𝑡) = ( و شرایط مرزی 5-5رو با توجه به رابطه )، از این  0 (0) ( ) 0u u l  ،داریم 

(6-1) 
     

    

 

  

         

             

2 2 2 2 2
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u w v v w vw v w

v v w w vw wv vv ww dx
 

 ( داریم،6-5و )رابطه  (1-6)با توجه به رابطه 

(6-2) 
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xx
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در معادلات ارتعاش جانبی تیر، معادلات حرکت ارتعاشات عرضی  (2-6)حال با قرار دادن رابطه 

 تیر برابر است با، 
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(6-3) 
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(6-4) 

 برای ساده سازی، در معادلات فوق داریم،

       
,     ,     ,     ,

,     
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D D I I D D

u u v v w w

I I
D I D I



     



  





 (6-5) 

 ،برای بی بعد سازی معادلات به شکل زیر عمل شده است

* * * * *

24
0 0 0

4

22
* * 0
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 (6-6) 

، در معادلات از برای راحتیطول تیر هستند.  مقطع و ضخامت، به ترتیب اندازه Lو  0hکه 

 علامت )*( صرف نظر شده است.

چندگانه به معادلات دیفرانسیل های تحلیل پایداری با اعمال روش مقیاس  -6-2

 (PDEمشتقات جزئی )

های اکنون به منظور حل معادلات بی بعد شده بدست آمده، از تئوری اغتشاشات و روش مقیاس
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 شود،شود. به این ترتیب، فرض میچندگانه برای تحلیل معادلات دیفرانسیل با مشتق جزئی استفاده می

(6-7)  
 

 

  

  

3

1 0 2 3 0 2

3

1 0 2 3 0 2

( , ) ( , , ) ( , , ) ...

( , ) ( , , ) ( , , ) ...

v x t v x T T x T T

w x t w x T T x T T

v

w
 

ظاهر شوند، پاسخ آنها در ادامه  𝑣0 ،𝑤0 ،𝑣2 ،𝑤2لازم به ذکر است اگر در تقریب فوق، جملات 

𝑇0  صفر خواهد شد. = 𝑡  و𝑇2 = 𝜀2𝑡،از طرفی . 

(6-8) 

∂

∂𝑡
= 𝐷0 + 𝜀2𝐷2+… 

∂

∂𝑡
(

∂

∂𝑡
) = 𝐷0

2 + 2𝜀2𝐷2𝐷0 + ⋯ 

∂به ترتیب برابرند با،  𝐷2و  𝐷0که 

∂𝑇0
∂و  

∂𝑇2
غیرخطی در معادلات و . به منظور بالانس پارامترهای 

 دهیم،های اولیه و پارامتریک، قرار میاستخراج رزونانس

(6-9) 𝑐 = 𝜀2𝑐̅, Δ𝐷 = 𝜀2Δ𝐷̅̅ ̅̅ , Δ𝐼 = 𝜀2Δ𝐼̅̅̅, 𝑒𝜁 = 𝜀3𝑒�̅�, 𝑒𝜂 = 𝜀3𝑒𝜂̅̅ ̅, 𝐹𝑥 = 𝜀2𝐹�̅�  

 𝑂(𝜀3)( و 𝑂(𝜀1)های چندگانه و جدا سازی عبارات مرتبه )به این ترتیب، با اعمال روش مقیاس

 داریم،

(6-11) 
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(6-12) 
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(6-13) 

 

 

 

4 3
2 0 0

0 1 0 0 1 0 0 1 1 12 2

0 02 2 2 2 (4)
1 0 1 0 1 0 1 0 0 1 12 2 2 2

4 3
2 0 0

0 1 0 0 1 0 0 1 12

8 22
6 8 2

cos 4 221 8
3 4

8 22
6 8 2

D D
D v D w D v I w v

x TD D D
w ID w v ID v ID w w

D D
D w D v D w I v

 
 

 


 

   

 
 



  
       



      
               

    

 
     

 

    

    

12

0 02 2 2 2 (4)
1 0 1 0 1 0 1 0 0 1 12 2 2 2

2
2 1 0 3 0 2 1 0 3 0 02

2
2 1 0 3 0 2 1 0 3 0 0

2

sin 4 221 8
3 4

sin(2 )
2

cos(2 )

1/2

xx

xx

w

x TD D D
v I D v w ID w ID v v

I
D w D w D v D v x

D v D v D w D v x

I




 

   

  


  








      
                

    


      


    



     

       

2
0 2 1 0 3 0 0 3 2 1 2 1 0 3

1 1 1
2

0 1 1 0 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 14 0 0 0

2
2 20
0 3 0 2 1 3 0 2 1 0 3 32 2 2

( ) 3/2

2

5 4
2 4 2

D v D v D w D w D w D w

v w v w w v dx w w v v dx v v w w dx

ID w ID D w w ID D v I D v v

 


  





  

       

                 
 

   
              

   

  

   

0
2

(4) 3
2 23 0

0 2 1 0 3 0 3 0 2 1 3 1 0 14 2 4

2 2
0 0 0 0 0 1 0 0 1 0

21
2 2

( )sin( ) ( )cos( ) cos( )- sin( ) 0

x

w
D D w D w ID w ID D v v F w v

e x x T e x x T cD w x cD v x 








  

   



             

     

 

 شود،به شکل زیر تخمین زده می εحل معادلات مرتبه اول 
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-6)همسو و ناهمسو بوده و از حل معادله خطی حاصل از روابط فرکانسهای خطی  𝜔𝑏و  𝜔𝑓که 

های اولیه و زونانسبه منظور بررسی ر. آیندحل مسئله مقدار ویژه بدست میو سپس  (4-6)و  (3

 𝜎با در نظر گرفتن پارامتر تنظیم کننده  𝜔𝑓به فرکانس طبیعی اولیه  Ωپارامتریک، نزدیکی فرکانس 

 شود:به شکل زیر تخمین زده می

(6-14) Ω = 𝜔𝑓 + 𝜀2𝜎 

 3)معادلات فوق( در معادلات مرتبه  wو  vبرای  1با قرار دادن رابطه فوق و جواب مرتبه اکنون، 

برای از  𝑒𝑖𝜔𝑏𝑇0و  𝑒𝑖𝜔𝑓𝑇0را با جدا کردن و مرتب سازی ضرایب  3، معادلات مرتبه  wو  vبرای هر دو 

 کنیم،موجود به شکل زیر ساده می هایsmall divisorبین بردن ضرایب سکولار ترم و حذف 
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(6-15) 
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(6-16) 
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 باشند.به معنی مختلط مزدوج و ضرایب غیر سکولار می N.S.T و CCکه 

 پس از بدست آوردن ضرایب سکولار، با استفاده از شرایط حل پذیری برای آنها داریم،
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 هستند و برابرند با، εاز  3ضرایب سکولار معادلات مرتبه  𝑃𝑏,𝑣و  𝑃𝑓,𝑣 ،𝑃𝑓,𝑤 ،𝑃𝑏,𝑣که 
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ط حل پذیری فوق و تقریب شکل مدها به صورت شکل مدهای یبه این ترتیب، با توجه به شرا
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 گیردار به صورت  یک سرخطی با شرایط مرزی 
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شود، ضریب جمله مشاهده می (18-6)همچنین، همانطور که از معادله  22e i T هک

   3, 4,v vi  می باشد، اشاره به نا متقارنی در سیستم دارد. برای حذف𝑒𝑖𝜎𝑇0  در معادلات قرار

 دهیم،می

(6-21)     
 2

1 2 2( )
i T

A T A T e  

 را به صورت قطبی 𝐴2(𝑇2)و  𝐴(𝑇2)و در نهایت برای بدست آوردن پاسخ معادلات حاصل، 

(6-21) 
 2 2( ) ( )

1 2 2 2 2,
1 1

( ) ( )
2 2

i T i TA a T e A a T e 

 دهیم.در معادلات حاصل قرار می

معادله دیفرانسیل معمولی  4سپس با جداسازی بخشهای حقیقی و موهومی دو معادله حاصل، 

 آید،شکل زیر بدست میمرتبه اول به 

(6-22) 
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(6-23) 
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(6-25) 
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به منظور بررسی پایداری ارتعاشاتی تیر مورد نظر و همچنین استخراج نقاط ثابت تعادلی  

و همانطور که  رآنها صفر در نظر گرفته شوند. با انجام این کابایست مشتقات زمانی معادلات مذکور، می

نیز برابر صفر خواهد شد و این بدان معنی است که تنها  𝑎2از معادلات نشان داده شده مشخص است، 

لنگ زنی همسو تحریک خواهد شد. به این ترتیب، معادلات نهایی برای بررسی پایداری سیستم مورد 

 نظر عبارتند از،
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 (6-26) 
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            10 0
n
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 (6-27) 

های تحلیل پایداری با استفاده از روش گالرکین و با اعمال روش مقیاس  -6-3

 (ODEچندگانه به معادلات دیفرانسیل با مشتقات معمولی )

با استفاده از روش تقریبی گالرکین به  معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئیدر این بخش، 

شوند. برای این منظور، با فرض اینکه تنها یک مد حرکتی معادلات دیفرانسیل معمولی تبدیل می

 شود،شود، روش گالرکین به شکل زیر به معادلات اعمال میتحریک می
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(6-28) 
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که  ( )n x  وn (28-6)باشند. با جایگذاری رابطه به ترتیب شکل مدهای عرضی و شماره مد می 

، ضرب طرفین معادله حاصل در شکل مدهای متناظر خود، انتگرال گیری جزء به (4-6)و  (3-6)در 

 فاده از خاصیت تعامد شکل مدها داریم،و است [0,1]جزء در فاصله 

(6-29)  
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باشد، تقریب می سهطی مرتبه تنها جملات غیر خشامل  (31-6)و  (29-6)از آنجا که معادلات 

 اعمال کرد، (31-6)و  (29-6)توان به شکل زیر به معادلات را می (6-31)

(6-31) 

3
1 0 2 3 0 2

3
1 0 2 3 0 2

( ) ( , ) ( , ) ...

( ) ( , ) ( , ) ...

V t V T T V T T
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ظاهر شوند، پاسخ آنها در ادامه  𝑉0 ،𝑊0 ،𝑉2 ،𝑊2لازم به ذکر است اگر در تقریب فوق، جملات 

های اولیه و پارامتریک، برای بالانس ترمهای غیر خطی و به منظور استخراج رزونانس صفر خواهد شد.

 دهیم،پارامترهای بی بعد زیر به شکل زیر مقیاس بندی شده و در معادلات حاصل قرار می

(6-32) 𝑐 = 𝜀2𝑐̅, Δ𝐷 = 𝜀2Δ𝐷̅̅ ̅̅ , Δ𝐼 = 𝜀2Δ𝐼̅̅̅, 𝑒𝜁 = 𝜀3𝑒�̅�, 𝑒𝜂 = 𝜀3𝑒𝜂̅̅ ̅, 𝐹𝑥 = 𝜀2𝐹�̅� 

و برابر قرار دادن ضرایب توانهای  (31-6)و  (29-6)در  (32-6)و  (31-6)با جایگذاری روابط 

 ، داریم،𝜀3و  𝜀مشابه 

(6-33)  
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 توان به شکل زیر بیان کرد،را می (34-6)و  (33-6)پاسخ معادلات 

(6-37) 
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 ، داریم،(36-6)و  (35-6)در  (37-6)اکنون، با جایگذاری معادله 

(6-38) 
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 باشند.مزدوجهای مختلط و جملات غیر سکولار می N.S.Tو  CCکه 

,همچنین،  2( )f vG T، , 2( )b vG T ،, 2( )f wG T  و, 2( )b wG T باشند دربردارنده جملات شامل سکولار می

 که برابرند با،
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برای حذف جملات سکولار، جواب بخش خصوصی متناظر با 
 0fi T
e  و

 0bi Te  6)در روابط-

 برابر است با، (39-6)و  (38

(6-41) 

0 0

0 0
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و برابر قرار دادن ضرایب جملات شامل  (41-6)با جایگذاری رابطه 
 0fi T
e  و

 0bi Te  معادله ،

 باشد،باشد اگر و تنها اگر شرایط حل پذیری به شکل زیر برقرار حاصل دارای پاسخ های غیر صفر می
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(6-42) 

 در نهایت حاصل دو دترمینان مذکور برابر است با،

(6-43) 
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(6-44) 
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 باشند.بدست آمده، یکسان می (19-6)و  (18-6)که دو معادله مذکور با آنچه در معادلات 
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 تحلیل پایداری با تعیین ماتریس ژاکوبین  -6-4

2و با فرض  (25-6)تا  (22-6)معادلات مرتبه اول  به منظور پایداری حالت پایای 2( ) 0a T ،

 ،[32]برابر است با (23-6)و  (22-6)، طرف راست معادلات Jماتریس ژاکوبین، 

(6-45) 
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 آیند،و مقادیر ویژه متناظر آن از معادله زیر بدست می

(6-46)    0iJ I     یا          2 ( ) 0A D AD BC  

A، از آنجا که (46-6)و  (45-6)با توجه به معادلات  D( ) 0  اگر ،AD BC 0  حرکت ،

,𝑎10)دینامیکی سیستم در نقاط ثابت تعادلی  Θ0) باشد. پایدار بوده و در غیر اینصورت ناپایدار می 

 نتایج  -6-5

 نتایجاعنبار سنجی  

بخش موهومی فرکانس طبیعی تیر پیچیده شده تحت بار محوری فشاری را  (2-6) شکل

ج دهد. نتایبرحسب نیروی محوری بی بعد شده در زوایای پیچش مختلف و مدهای اول و دوم نشان می

دهد که افزایش نیروی محوری باعث کاهش فرکانس طبیعی سیستم مذکور شده بدست آمده نشان می
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ای که تا نیرویی تحت عنوان نیروی بحرانی این فرکانس به صفر میل خواهد کرد. از طرفی به گونه

زایش شود، در یک نیروی مشخص، در مد اول، افزایش زاویه پیچش منجر به افهمانطور که مشاهده می

فرکانس طبیعی و افزایش نیروی بحرانی سیستم تیر مذکور خواهد شد. اما در مد دوم، افزایش زاویه 

رانی سیستم خواهد شد. از آنجا که اهش فرکانس طبیعی و کاهش نیروی بحپیچش منجر به ک

باشد، میمتفاوت  [86]پارامترهای عددی درنظر گرفته شده به منظور مقایسه و اعتبار سنجی با کار چن 

اند. همانطور که لذا به منظور بررسی و صحه گذاری نتایج، تنها رفتار نمودارها با هم مقایسه شده

 [86]ست آمده از کار چن با نتایج بد (2-6) شکلشود، رفتار نمودار بدست آمده در مشاهده می

 همگرایی خوبی دارند.

 

نیروی محوری بی بعد شده در دو مد اول و زوایای  بر حسبتغییرات بخش موهومی فرکانس طبیعی  (2-6) شکل

 پیچش مختلف 

 

 بحث و نتیجه گیری 

های پاسخ فرکانسی غیر خطی را پیرامون نقاط ثابت تعادلی منحنی (6-6) شکلتا  (3-6شکل )

گیردار با نیروی محوری فشاری در مدهای اول و دوم و زوایای پیچش مختلف  یک سرتیر پیچیده شده 

ها در هر دو جهت اصلی تیر شده است که نابالانسیدهد. فرض برای حالت متقارن و نامتقارن نشان می

یکسان بوده و برابرند با،   0.05e eهای پاسخ . همانطور که مشاهده شده است، در مد اول، منحنی
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که مؤید اند فرکانسی سیستم متقارن و نامتقارن به سمت چپ و در مد دوم به سمت راست خم شده

رامترهای غیر خطی سیستم در مد اول از نوع نرم شونده و در مد دوم از نوع سخت تأثیر پا این است که

، تیر تنها دارای یک )0، در حالت متقارن )(5-6) شکلو  (3-6شکل )به باشد. با توجه شونده می

باشد و در نتیجه منحنی پاسخ فرکانسی دارای می منبع تحریک بوده که همان نابالانسی با فرکانس 

 دهد. تنها یک پرش در فرکانس رزونانس رخ می یک قله بوده و

در مقایسه با حالتی که سیستم تحت تأثیر هیچ نیروی محوری خارجی قرار ندارد )با توجه به 

های پاسخ فرکانسی مشخص است که زمانی توضیح داده شده است(، با مشاهده منحنی 3آنچه در فصل 

شود، در مد اول، دامنه گیردار پیچیده شده وارد می یک سرکه یک نیروی محوری فشاری به انتهای تیر 

ای که با افزایش زاویه پیچش در حضور نیروهای فشاری سیستم در هر فرکانس بزرگتر شده بگونه

یابد. به محوری، احتمال بروز نواحی پایدار و ناپایدار و در نتیجه بروز دو شاخگی در سیستم افزایش می

توان می (3-6شکل )( با 3-3در شکل ) 60یا  30های مربوط به زاویه طور مثال، با مقایسه نمودار

افتد و تأثیر نرم یستم اتفاق میدید که در حضور نیروی فشاری خارجی، پدیده دو شاخگی در س

-saddleشود، این پدیده دو شاخگی از نوع شود. همانطور که مشاهده میشوندگی در سیستم بیشتر می

node bifurcation ای است که وجود نیروهای محوری فشاری باشد. در مد دوم نیز شرایط بگونهمی

به سمت چپ شده که در نتیجه آن،  saddle –node bifurcationباعث جابجایی فرکانسهای نقاط 

دامنه سیستم در فرکانسهای متناظر، نسبت به حالتی که نیروی محوری وجود ندارد، افزایش پیدا کرده 

 است. 

(، علاوه بر منبع تحریک ناشی از نابالانسی با 0وجود نامتقارنی در سیستم، ) در حالت

آید که به عنوان تحریک در سیستم بوجود می 2، یک منبع تحریک دیگر با فرکانس فرکانس 

باشد. این های پاسخ فرکانسی دارای دو قله میرو، منحنیشود. از اینپارامتریک در سیستم شناخته می

برای تیرهای پیچیده شده نامتقارن تحت یک بار محوری فشاری  (6-6) شکلو  (4-6) شکلمطلب در 

شود، در برخی از مقادیر، سیستم دارای پنج پاسخ، در نشان داده شده است. همانطور که مشاهده می
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وده که شامل ترکیبی از پاسخهای پایدار و برخی دیگر یک پاسخ و در برخی دیگر دارای سه پاسخ ب

افتد. از طرفی، همانطور که باشند. بسیار واضح است که همواره پدیده دو شاخگی اتفاق میناپایدار می

گیردار نامتقارن نشان داده شده است، یک سرشود، در مد اول که برای تیر پیچیده شده مشاهده می

-saddleوچکتر دارای به شکل نمودارهای دوشاخگی از نوع منحنی پاسخ فرکانسی در زوایای پیچش ک

node bifurcation  1در فرکانسهای نقاط تغییر حالت پایای سیستم از پایدار به ناپایدار یعنیR  2وR 

پیچش صفر درجه، همانطور که نشان داده شده است، سیستم تمایل به  زاویهای که در باشد، بگونهمی

  R'1به پاسخ پایدار در  1Rواقع در نقطه  node bifurcation-saddleپرش از پاسخ ناپایدار سیستم در 

1کند. سپس در فرکانسهای متناظر با فصله بین پرش می 2'R R   که متعلق به پاسخهای پایدار

پرش دوم  2Rواقع در  node bifurcation-saddleطه ناپایدارسیستم بوده نوسان کرده و سپس از نق

ش سیستم، پهنای فرکانسی رود. اما، با افزایش زاویه پیچمی R'2داشته و به پاسخ پایدار سیستم در 

1یعنی  node bifurcation-saddleبین دو   2R R   و میزان پرش از دو  یافتهافزایشnode -saddle

bifurcation های مشابه سیستم در حالت بدون یابد. همچنین، در مقایسه با پاسخبه تدریج کاهش می

، همانند حالت P( نشان داده شده است، وجود نیروی فشاری محوری 4-3نیروی محوری که در شکل )

1متقارن، باعث افزایش دامنه پایدار سیستم شده و پهنای فرکانسی  2R R به سمت راست جابجا می-

گیردار بدون نیروی فشاری محوری در فصل  یک سراز طرف دیگر، همانطور که در مورد تیرهای شود. 

وضیح داده شد، در حالت وجود نیروی فشاری محوری در مد دوم نیز همانطور که نشان داده شده ت 3

به صورت  1Rخواهد بود، به صورتیکه پاسخ پایای سیستم در  pitchforkدوشاخگی از نوع  نموداراست، 

supercritical pitchfork bifurcation  بوده که با یکsubcritical pitchfork bifurcation  2بهR  ختم

( و برای زاویه پیچش 6-3شود )این موضوع برای نمونه در شکل )می 0 نشان داده شده است(. 60

به حالت پایدار در  1Rشود که سیستم تمایل به پرش از حالت ناپایدار در در این حالت مشاهده می

1'R 1شود، با افزایش زاویه پیچش، طول دارد. همانطور که مشاهده می 1'R R یابد. این پرش کاهش می

 صفرهای توان دید که در زوایای پیچش کوچکتر، سیستم دارای پهنای وسیعتری از پاسخاز طرفی، می



188 

 

1خواهد بود و اگر سیستم در فرکانسی در فاصله  پهنای کوچکتری از پاسخهای غیر صفرو  2R R   عمل

کند. همچنین، ضمن جابجایی فرکانسهای ، نوسان میصفرای برابر با پاسخ غیر کند، سیستم با دامنه

نیروهای محوری، دامنه نواحی نقاط دو شاخگی در حالت وجود نیروی محوری نسبت به حالت نبود 

 یابد.  پایدار سیستم به تدریج افزایش می

، 0، در مد اول، با افزایش زاویه پیچش، (4-6) شکلو  (3-6شکل ) از طرفی، با توجه به

رو، در مد اول یابد. از اینهای نوسانی کاهش میتأثیرات نرم شوندگی کاهش یافته و درنتیجه دامنه قله

میرا کننده نوسانات سیستم عمل کند. تواند به عنوان یک پارامتر توان گفت وجود زاویه پیچش میمی

ای که با افزایش زاویه پیچش، تأثیر سخت شوندگی در مورد مد دوم نیز شرایط مشابه بوده به گونه

توان گفت که در تیرهای یابد. در نتیجه میکاهش یافته و درنتیجه دامنه نواحی پایدار نیز کاهش می

تر نوسانات و پایداری سیستم کمک به میرا شدن سریعگیردار، وجود زاویه پیچش  یک سرپیچیده شده 

گیردار  یک سرنیز با بررسی تأثیر نیروی محوری که به سر آزاد تیر  [87]کند. کریمی و همکاران می

وارد شد و با تحلیل المان محدود به بررسی خطی ارتعاشات و پایداری تیر مذکور پرداختند و آنها نیز به 

-تر آن میفزایش زاویه پیچش منجر به کاهش دامنه سیستم و پایداری سریعاین نتیجه رسیدند که ا

 شود. 

 
 )الف(
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نیروی محوری ثابت در مد  باگیر دار متقارن  یک سرمنحنی پاسخ فرکانسی تیر پیچیده شده دوار  (3-6) شکل

پیچش الف(  زاویهاول و  0 ب(  0 0 و  ج( 30 0 60 
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نیروی محوری ثابت در مد  باگیردار نامتقارن  یک سرمنحنی پاسخ فرکانسی تیر پیچیده شده دوار  (4-6) شکل

پیچش الف(  زاویهاول و  0 ب(  0 0 و  ج(  30 0 60 
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نیروی محوری ثابت در مد  باگیر دار متقارن  یک سرمنحنی پاسخ فرکانسی تیر پیچیده شده دوار  (5-6) شکل

پیچش الف(  زاویهدوم و  0 ب(  0 0 و  ج(  30 0 60 
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 )ج(

نیروی محوری ثابت در مد  باگیردار نامتقارن  یک سرمنحنی پاسخ فرکانسی تیر پیچیده شده دوار  (6-6) شکل

پیچش الف(  زاویهدوم و  0 ب(  0 0 و  ج(  30 0 60 

گیردار تحت  یک سرمنحنی دامنه بر حسب نسبت میرایی تیر پیچیده شده محوری  (7-6شکل )

را در زوایای پیچش مختلف و فرکانسهای طبیعی متناظر با  Pبار ثابت محوری فشاری  0  نشان

یابد. توان دید که با افزایش نسبت میرایی، دامنه نوسانات کاهش میبه این شکل، می دهد. با توجهمی

علاوه براین، سیستم تنها دارای یک پاسخ پایدار در همه زوایای پیچش و ضرایب میرایی بوده که در 

چش توان گفت افزایش زاویه پینتیجه آن، سیستم در این حالت هیچگونه دوشاخگی ندارد. از طرفی، می

منجر به کاهش شدیدتر دامنه نوسانات سیستم شده و در اینجا نیز در مورد تیرهای متقارن محوری این 

تر تیرهای پیچیده شده تحت تواند به میرا شدن سریعمطلب گویای این است که وجود زاویه پیچش می
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ی آزاد تیرهای بار محوری خارجی کمک کند. همچنین، در حالتی که نیروهای محوری فشاری به انتها

شوند، میزان جابجایی عرضی تیر یا نوسانات عرضی آن، البته در گیردار وارد می یک سرپیچیده شده 

ضرایب میرایی کوچکتر، نسبت به حالتی که هیچگونه نیروی محوری وجود ندارد بیشتر خواهد بود. اما، 

-3، همانطورکه در نمودار شکل )با افزایش ضریب میرایی به یک تیر با و بدون نیروهای محوری فشاری

 ( نیز مشخص شده است، کاهش دامنه نوسانات در حالت وجود نیروهای محوری، شدیدتر بوده است. 7

 

نیروی محوری ثابت در  بانسبت میرایی تیر پیچیده متقارن -منحنی دامنه (7-6) شکل 0. 

باشد، برای می )0در حالتی که تیر پیچیده شده، نامتقارن ) (8-6) شکلبا توجه به  0 

در این حالت، یابد. و مد اول، با افزایش ضریب میرایی، دامنه نوسانات در همه زوایای پیچش کاهش می

سه پاسخ در سیستم وجود دارد که دو پاسخ آن پایدار و دیگری ناپایدار است. اما بر خلاف تیرهای 

پیچیده شده دو سر مفصل، همانگونه که نشان داده شده است، هرچه زاویه پیچش بزرگتر شده، سیستم 

الت نامتقارن برخلاف توان گفت در حکند که میدر ضریب میرایی بزرگتری شروع به میرا شدن می

حالت متقارن، با افزایش زاویه پیچش، جهت میرا شدن، سیستم به نسبت میرایی خارجی بزرگتری 

 احتیاج دارد. 

 یک سرهمچنین، در حالتیکه نیروهای محوری فشاری به انتهای آزاد تیرهای پیچیده شده 

نات عرضی آن، البته در ضرایب میرایی شوند، میزان جابجایی عرضی تیر یا نوساگیردار نامتقارن وارد می
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کوچکتر، نسبت به حالتی که هیچگونه نیروی محوری وجود ندارد کمی بیشتر خواهد بود. اما، با افزایش 

-3ضریب میرایی به یک تیر نامتقارن با و بدون نیروهای محوری فشاری، همانطورکه در نمودار شکل )

در حالت وجود نیروهای محوری، در ضرایب میرایی ( نیز مشخص شده است، کاهش دامنه نوسانات 8

 کوچکتری رخ خواهد داد. 

 

نیروی محوری ثابت در  بانسبت میرایی تیر پیچیده نامتقارن -منحنی دامنه (8-6) شکل 0. 

شده متقارن و  پیچیدهتیر  خروج از مرکز، دامنه نوسانات را برحسب (11-6شکل ) و (9-6شکل )

ثابت در فرکانس طبیعی متناظر با  نامتقارن تحت نیروی محوری 0 دهد. همانطور که در نشان می

شود، نشان داده شده است، برخلاف حالتی که هیچ نیروی محوری در انتهای آزاد تیر نمی (9-6شکل )

علاوه بر پاسخهای پایدار سیستم در هر زاویه پیچش، یک پاسخ ناپایدار نیز وجود داشته که باعث بروز 

شود. از طرفی، دامنه پایدار سیستم در حالتی که نیروی محوری ثابت یستم میپدیده دو شاخگی در س

 (9-6شکل )باشد. همچنین، با توجه به وجود دارد، نسبت به حالتی که این نیرو وجود ندارد، بیشتر می

مشخص، دامنه نوسانات سیستم  خروج از مرکزشود که با افزایش زاویه پیچش، در یک مشاهده می

 یابد. کاهش می

تیر پیچیده شده دوار  خروج از مرکز-را روی منحنی دامنه 0تأثیر زاویه پیچش  (11-6شکل )

گیردار نامتقارن با نیروی محوری ثابت در نزدیکی فرکانسهای متناظر با  یک سر 0 دهد. نشان می
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تیر در  خروج از مرکزدر این حالت، به ازای برخی از مقادیر مشخص  0ها دو بخش وجود دارد. ، تن

بخش اول، در مقادیر خروج از مرکز کوچکتر بوده که شامل سه پاسخ بوده با دو پاسخ پایدار و یک پاسخ 

بزرگتر، به ازای کلیه زوایای پیچش، تنها  خروج از مرکزکه در بخش دوم و در مقادیر ناپایدار، در حالی

 یک پاسخ پایدار وجود دارد.

 

نیروی محوری ثابت در  باتیر پیچیده متقارن  از مرکزخروج -منحنی دامنه (9-6) شکل 0. 

-افتد. همچنین، افزایش زاویه پیچش باعث میدر نتیجه، پدیده دو شاخگی و یک پرش اتفاق می

-اتفاق افتاده و دامنه پایدار نوسانات سیستم کاهش می خروج از مرکزشود، پرش در مقادیر بزرگتری از 

 خروج از مرکزد. اما در مقایسه با حالت مشابه بدون وجود نیروی محوری ثابت، نقطه پرش در یاب

افتد و دامنه نوسانات پایدار سیستم در هر زاویه پیچش متناظر بزرگتری در هر زاویه پیچش اتفاق می

 بیشتر خواهد بود.

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
0

5

10

15

20

25

30

35

Eccentricity

A
m

p
li

tu
d

e(
a

1
)

 

 

Stable

Unstable


0
=0


0
=30o


0
=60

o



196 

 

 

ابت در نیروی محوری ث باتیر پیچیده نامتقارن  خروج از مرکز-منحنی دامنه (11-6) شکل 0. 
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 فصل هفتم
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با شرایط مرزی دو سر  ناپذیر کشارتعاشات عرضی تیر پیچیده شده دوار  

 مفصل

 حرکتمعادلات   -7-1

یک واقعیت در مورد تیرها این است که برای تیرهایی با یک انتهای ثابت یا مفصل شده و انتهای 

( با فرض نبود هیچ باری در امتداد محور طولی تیر، فرض (2-7) شکلدیگر به صورت آزاد یا لغزشی )

فرض بر این  (1-7) شکلباشد. با توجه به این موضوع و می 1شود تیر دارای خاصیت کش ناپذیریمی

 ، برابر است با،dsاست که کرنش در امتداد محور الاستیک یک المان از آن، 

(7-1)  𝑒 = (
𝜕𝑟

𝜕𝑠
.

𝜕𝑟

𝜕𝑠
)

1

2 − (
𝜕𝑟0

𝜕𝑠
.

𝜕𝑟0

𝜕𝑠
)

1

2
=       

2 2 21 1x y zu v w  

 
 [43] تغییر شکل یک المان از تیر کش ناپذیر (1-7) شکل

گاه آن، مفصل ساده و ثابت و شود که یک تکیهشرایط مرزی تیر به صورتی در نظر گرفته می

برابر با صفر خواهد بود و  edsدیگری مفصل ساده و قابل حرکت باشد. در این حالت، تغییر طولی 

 خواهیم داشت،

                                                           
1 In-extensionallity 
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(7-2)  𝑒 = 0                   
2 2 21 1x y zu v w  

 و بسط تیلور عبارت حاصل، خواهیم داشت، ′𝑢که با حل 

(7-3)              2 2 2 21
1 1 ...

2
x y z y zu v w v w  

 شود. ناپذیری تیر نامیده میاین فرض، همان کش

 

به همراه مقطع آن با نمایش زاویه نی دو سر ساده با فرض کش ناپذیری، تیر پیچیده شده دورا یک (2-7) شکل

 پیچش تیر.

قابل استفاده برای تیرهای پیچیده شده با  2( مستخرج از فصل 31-2( تا )1-2از طرفی، روابط )

تواند به صورت زیر نوشته پذیری بوده و با در نظر گرفتن شرط فوق، معادله لاگرانژ میفرض کش نا

 شود،

(7-4)   
2 2 21

1 1
2

          
 

T V 
nc x y z

W u v w 

بدست آوردن معادلات برای قبلی،  هایحال مانند فصل شود.ضریب لاگرانژین نامیده می که 

 شود،حرکت و شرایط مرزی مربوطه، از اصل همیلتون تعمیم یافته استفاده می

(7-5)  ∫ δℓdt = 0
t2

t1

 

,ℓ(𝑠با تعریف  𝑡)  به عنوان متغیر لاگرانژین و همچنین، به خاطر اینکه 

ℓ = ℓ(𝑞𝑖, �̇�𝑖 , 𝑞′
𝑖
, 𝑞′′

𝑖
, �̇�′

𝑖
, 𝑠, 𝑡)توان معادلات حرکت را به شکل زیر بدست آورد، می، 

(7-6)  
∂ℓ

∂𝑞𝑖
−

𝜕

𝜕𝑥
(

∂ℓ

∂𝑞′
𝑖

) +
𝜕2

𝜕𝑥2
(

∂ℓ

∂𝑞"𝑖
) −

𝜕

𝜕𝑡
(

∂ℓ

∂�̇�𝑖
) +

𝜕2

𝜕𝑥𝜕𝑡
(

∂ℓ

∂𝑞′̇
𝑖

) = −𝑄𝑖
∗  0 < 𝑥 < 𝐿 

 و شرایط مرزی نیز عبارتست از،
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(7-7)  

𝐵1𝑖 = {[
∂ℓ

∂𝑞′
𝑖

−
𝜕

𝜕𝑥
(

∂ℓ

∂𝑞"𝑖
) −

𝜕

𝜕𝑡
(

∂ℓ

∂𝑞′̇
𝑖

)] 𝛿𝑞𝑖}

𝑥=0

𝑥=𝐿

= 0 

𝐵2𝑖 = {[
∂ℓ

∂𝑞"
𝑖

] 𝛿𝑞′
𝑖
}

𝑥=0

𝑥=𝐿

= 0 

,𝑞𝑖(𝑥که  𝑡) همان ،u(x,t) ،v(x,t) ،w(x,t) ،𝜙(𝑥, 𝑡)  و𝜆(𝑥, 𝑡) باشد.می 

با قرار دادن روابط مذکور در روابط انرژی جنبشی و پتانسیل و سپس استفاده از رابطه لاگرانژ و 

، با توجه به اصل همیلتون تعمیم یافته، 𝑂(𝜖3)ساده سازی معادلات با استفاده از بسط تیلور تا مرتبه 

 برابر است با، 𝜁و  xی محور معادله ارتعاشاتی طولی تیر در راستا

(7-8)   1 0mu u      

و ساده  (8-7)در  (3-7)(، جایگذاری رابطه (2-7)با در نظر گرفتن قید کش ناپذیری )رابطه 

 برابر است با، سازی نتایج، ضریب لاگرانژین 

   

 

  


             



     



 
2
0 0

0
( , ) 2 2

x x

L

d
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 نظر شده است.با توجه به طولانی بودن معادلات ارتعاشاتی عرضی و پیچشی، از آوردن آنها صرف

فرکانس طبیعی پیچشی از فرکانس طبیعی جانبی خیلی بزرگتر بوده، در نتیجه  همچنین، از آنجا که

توان از جملات اینرسی پیچشی صرف تأثیر جملات اینرسی پیچشی از اینرسی جانبی کمتر بوده و می

0xxIنظر کرد،   [33] بدین ترتیب، کرنشی پیچشی . ,x t  ،برابر است با 
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(7-11)  

معادله ارتعاشات عرضی تیر پیچیده شده دو سر ساده با در  (4-7)و با توجه به معادله لاگرانژ 

 برابر است با، (3-7)نظر گرفتن شرط کش ناپذیری 
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(7-12)  

 برای ساده سازی، در معادلات فوق داریم،
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 (7-13)  

 ،معادلات به شکل زیر عمل شده استبرای بی بعد سازی 
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 (7-14)  

، در معادلات از برای راحتیطول تیر هستند.  مقطع و ضخامت، به ترتیب اندازه Lو  0hکه 

 علامت )*( صرف نظر شده است.

های چند گانه به معادلات دیفرانسیل تحلیل پایداری با اعمال روش مقیاس  -7-2

 (PDEمشتقات جزئی )

های اکنون به منظور حل معادلات بی بعد شده بدست آمده، از تئوری اغتشاشات و روش مقیاس
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 شود،شود. به این ترتیب، فرض میچندگانه برای تحلیل معادلات دیفرانسیل با مشتق جزئی استفاده می

(7-15)   
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ظاهر شوند، پاسخ آنها در ادامه  𝑣0 ،𝑤0 ،𝑣2 ،𝑤2لازم به ذکر است اگر در تقریب فوق، جملات 

𝑇0  صفر خواهد شد. = 𝑡  و𝑇2 = 𝜀2𝑡،از طرفی . 

(7-16)  

∂

∂𝑡
= 𝐷0 + 𝜀2𝐷2+… 

∂

∂𝑡
(

∂

∂𝑡
) = 𝐷0

2 + 2𝜀2𝐷2𝐷0 + ⋯ 

∂به ترتیب برابرند با،  𝐷2و  𝐷0که 

∂𝑇0
∂و  

∂𝑇2
. به منظور بالانس پارامترهای غیرخطی در معادلات و 

 دهیم،پارامتریک، قرار میهای اولیه و استخراج رزونانس

(7-17)  𝑐 = 𝜀2𝑐̅, Δ𝐷 = 𝜀2Δ𝐷̅̅ ̅̅ , Δ𝐼 = 𝜀2Δ𝐼̅̅̅, 𝑒𝜁 = 𝜀3𝑒�̅�, 𝑒𝜂 = 𝜀3𝑒𝜂̅̅ ̅, 

 𝑂(𝜀3)( و 𝑂(𝜀1)های چندگانه و جدا سازی عبارات مرتبه )به این ترتیب، با اعمال روش مقیاس

 داریم،
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(7-21)  

 شود،به شکل زیر تخمین زده می εحل معادلات مرتبه اول 
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(7-22)  

 𝜔𝑓به فرکانس طبیعی اولیه  Ωزونانسهای اولیه و پارامتریک، نزدیکی فرکانس به منظور بررسی ر

 شود:به شکل زیر تخمین زده می 𝜎با در نظر گرفتن پارامتر تنظیم کننده 

(7-23)  Ω = 𝜔𝑓 + 𝜀2𝜎 

( در (22-7))معادلات  wو  vو جواب مرتبه یک برای  (23-7)با قرار دادن رابطه اکنون، 

، معادلات مرتبه سه را با جدا کردن و مرتب سازی ضرایب  wو  vمعادلات مرتبه سه برای هر دو 

𝑒𝑖𝜔𝑓𝑇0  و𝑒𝑖𝜔𝑏𝑇0  برای از بین بردن ضرایب سکولار ترم و حذفsmall divisorموجود به شکل زیر  های

 کنیم،ده میسا
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(7-24)  
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(7-25)  

 باشند.به معنی مختلط مزدوج و ضرایب غیر سکولار می N.S.T و CCکه 

 پس از بدست آوردن ضرایب سکولار، با استفاده از شرایط حل پذیری برای آنها داریم،
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ط حل پذیری فوق و تقریب شکل مدها به صورت شکل مدهای یبه این ترتیب، با توجه به شرا

)sinخطی با شرایط مرزی دو سر مفصل به صورت زیر داریم،  )  
f b

n x  

(7-27)  
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; 

مشاهده می شود، ضریب جمله  (29-7)و  (27-7)همچنین، همانطور که از معادلات  22e i T هک

6,v باشد، اشاره به نا متقارنی در سیستم دارد که با فرکانسی برابر  می2  برای  کند.نوسان می

 دهیم،در معادلات قرار می 𝑒𝑖𝜎𝑇0حذف 

(7-31)    
 2

1 2 2( )
i T

A T A T e  

 را به صورت قطبی 𝐴2(𝑇2)و  𝐴(𝑇2)و در نهایت برای بدست آوردن پاسخ معادلات حاصل، 

(7-31)  


 2 2( ) ( )
1 2 2 2 2,

1 1
( ) ( )

2 2
i T i TA a T e A a T e 

دهیم. سپس با جداسازی بخشهای حقیقی و موهومی دو معادله در معادلات حاصل قرار می
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 آید،معادله دیفرانسیل معمولی مرتبه اول به شکل زیر بدست می 4حاصل، 

(7-32)  
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(7-34)  
 




 
      

 

0
1, 2 2 2 5,

0

sin
w w bD a a c 

(7-35)  
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پایداری ارتعاشاتی تیر مورد نظر و همچنین استخراج نقاط ثابت تعادلی به منظور بررسی 

بایست مشتقات زمانی آنها صفر در نظر گرفته شوند. با انجام این کار و همانطور که معادلات مذکور، می

نیز برابر صفر خواهد شد و این بدان معنی است که تنها  𝑎2از معادلات نشان داده شده مشخص است، 

لنگ زنی همسو تحریک خواهد شد. به این ترتیب، معادلات نهایی برای بررسی پایداری سیستم مورد 

 نظر عبارتند از،
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(7-37)  

 تحلیل پایداری  -7-3

2و با فرض  (35-7)تا  (32-7)به منظور پایداری حالت پایای معادلات مرتبه اول  2( ) 0a T ،

 ،[32]، برابر است با(33-7)و  (32-7)، طرف راست معادلات Jماتریس ژاکوبین، 
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(7-38)  
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 آیند،و مقادیر ویژه متناظر آن از معادله زیر بدست می

(7-39)  
 0iJ I     یا           2 ( ) 0A D AD BC  

A، از آنجا که (39-7)و  (38-7)با توجه به معادلات  D( ) 0  اگر ،AD BC 0  حرکت ،

,𝑎10)دینامیکی سیستم در نقاط ثابت تعادلی  Θ0) باشد. پایدار بوده و در غیر اینصورت ناپایدار می 

 نتایج  -7-4

 نتایجاعتبار سنجی  

های فرکانسی مستخرج از این بخش پرداخته شود، ابتدا نتایج نمودارقبل از اینکه به بررسی 

بدست آمده در زاویه پیچش  0 مقایسه و صحه  ]42[با نتایج حاصل از کارهای شاهقلی و خادم  0

شود. بدین ترتیب، با در نظر گرفتن گذاری می 0 (، تیر پیچیده شده 37-7( و )36-7در معادلات ) 0

های پاسخ فرکانسی آنها نیز در مذکور، به یک تیر بدون زاویه پیچش و مستقیم تبدیل شده و منحنی

مد اول و در حالت متقارن و نا متقارن به تصویر کشیده شده است. به منظور مقایسه، پارامترهای بی 

0.03cیعنی  ]42[مرکز همانند  بعد شده میرایی و خروج از   0.0005وe e    در نظر گرفته شده

 (3-7شکل )است. از طرفی، منحنی های متناظر بدست آمده توسط کارهای شاهقلی و خادم نیز در 

 وچکاند. با مقایسه هر دو نتایج بدست آمده، مشخص است که تغییرات بین آنها بسیار کنشان داده شده

 بوده و همپوشانی نسبتاً خوبی با یکدیگر دارند.
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اضر )مقایسه پاسخ فرکانسی یک تیر مستقیم کش ناپذیر در کار ح (3-7) شکل 0 ( و کار کار شاهقلی و 0

 .در مد اول [42] خادم

 بحث و نتیجه گیری 

های پاسخ فرکانسی غیر خطی را پیرامون نقاط ثابت تعادلی منحنی (7-7) شکلتا  (4-7) شکل

دهد. سیستم در مدهای اول و دوم و زوایای پیچش مختلف برای حالت متقارن و نامتقارن نشان می

ا در هر دو جهات اصلی تیر یکسان بوده و قبلی، فرض شده است که نابالانسی ه هایهمانند فصل

برابرند با،   0.05e eها در هر دو مد و حالات شود، از آنجا که منحنی. همانطور که مشاهده می

باشد. اند، تأثیر پارامترهای غیرخطی از نوع سخت شونده میمتقارن و نامتقارن به سمت راست خم شده

در حالت متقارن ) (6-7) شکلو  (4-7) شکلبا توجه به  6, 0v تیر تنها دارای یک منبع تحریک ،)

باشد و در نتیجه منحنی پاسخ فرکانسی دارای یک قله بوده و می بوده که همان نابالانسی با فرکانس 

شود که دهد. همچنین، در حالت متقارن دیده میتنها یک پرش از حل ناپایدار به حل پایدار رخ می

که برای برخی دیگر، سیستم ، سیستم تنها دارای یک پاسخ پایدار بوده در حالیبرای برخی از مقادیر 

ناپایدار است. در نتیجه، در این حالات همواره پدیده دارای سه پاسخ بوده که دوتای آنها پایدار و دیگری 

افتد. در این حالت، نیز سیستم در نقطه تغییر حالت پایدار و ناپایدار دارای پرش و دو شاخگی اتفاق می

باشد به صورتیکه در فرکانس نقاط تغییر حالت پایای سیستم از پایدار به می 1زینیدوشاخگی از نوع 

                                                           
1 saddle-node bifurcation 
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واقع  node bifurcation-saddleسیستم تمایل به پرش از پاسخ ناپایدار سیستم در  ،1Rناپایدار یعنی 

این درحالی است که در حالتی که نامتقارنی در سیستم  دارد.  R'1به پاسخ پایدار در  1Rدر نقطه 

وجود دارد ) 6, 0v علاوه بر منبع تحریک ناشی از نابالانسی با فرکانس ،) یک منبع تحریک دیگر ،

باشد و به عنوان آید که ناشی از وجود نامتقارنی در سیستم میدر سیستم بوجود می 2با فرکانس 

-های پاسخ فرکانسی دارای دو قله میرو، منحنیشود. از اینیستم شناخته میتحریک پارامتریک در س

برای تیرهای پیچیده شده کش ناپذیر نامتقارن  (7-7) شکلو  (5-7) شکلباشند. این مطلب در 

، سیستم دارای پنج شود، در برخی از مقادیر محوری نشان داده شده است. همانطور که مشاهده می

دیگر دارای سه پاسخ بوده که شامل ترکیبی از پاسخهای  پاسخ، در برخی دیگر، یک پاسخ و در برخی

افتد که به شکل باشند. بسیار واضح است که همواره پدیده دو شاخگی اتفاق میپایدار و ناپایدار می

در فرکانسهای نقاط تغییر حالت پایای سیستم از پایدار به ناپایدار  زینینمودارهای دوشاخگی از نوع 

node -saddleای که سیستم تمایل به پرش از پاسخ ناپایدار سیستم در باشد، بگونهمی 2Rو  1Rیعنی 

bifurcation  1واقع در نقطهR  1به پاسخ پایدار در'R   دارد. سپس در فرکانسهای متناظر با فاصله

1بین  2'R R   که متعلق به پاسخهای پایدار سیستم بوده نوسان کرده و سپس از نقطه ناپایدار

node bifurcation-saddle  2واقع درR  2پرش دوم داشته و به پاسخ پایدار سیستم در'R  رود.می 

شود، در زوایای پیچش کوچکتر، همچنین، در هر دو مد نامتقارن سیستم، همانطور که مشاهده می

خواهد بود و  صفرو پهنای کوچکتری از پاسخهای غیر  صفرسیستم دارای پهنای وسیعتری از پاسخهای 

1اگر سیستم در فرکانسی در فاصله  2R R  نوسان  صفرای برابر با دامنه پاسخ غیر عمل کند، با دامنه

 کند.می

، تأثیرات سخت 0شود در مد اول و دوم، با افزایش زاویه پیچش، از طرفی، مشاهده می

ناپذیر در شود که دامنه نوسانات تیر پیچیده شده کش شوندگی کاهش یافته و در نتیجه مشاهده می

رساند که وجود زاویه پیچش در تیرهای پیچیده یابد و این میفرکانسهای متناظر به تدریج افزایش می

تواند به میرا شده کش ناپذیر نسبت به تیرهای کش پذیر تأثیر معکوسی را با خود به همراه داشته و نمی
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 شدن سیستم کمک کند. 

 
 )الف(

 
 )ب(

 
 )ج(

 زاویهمنحنی پاسخ فرکانسی تیر پیچیده شده دوار دو سر مفصل متقارن کش ناپذیر در مد اول و  (4-7) شکل

پیچش الف(  0 ب(  0 0 و  ج( 30 0 60 
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 )الف(

 
 )ب(

 
 )ج(

 زاویهمنحنی پاسخ فرکانسی تیر پیچیده شده دوار دو سر مفصل نامتقارن کش ناپذیر در مد اول و  (5-7) شکل

پیچش الف(  0 ب(  0 0 و  ج( 30 0 60 
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 )الف(
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 )ج(

 زاویهمنحنی پاسخ فرکانسی تیر پیچیده شده دوار دو سر مفصل متقارن کش ناپذیر در مد دوم و  (6-7) شکل

پیچش الف(  0 ب(  0 0 و  ج( 30 0 60 
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 )الف(

 
 )ب(

 
 )ج(

 زاویهمنحنی پاسخ فرکانسی تیر پیچیده شده دوار دو سر مفصل نامتقارن کش ناپذیر در مد دوم و  (7-7) شکل

پیچش الف(  0 ب(  0 0 و  ج( 30 0 60 

منحنی دامنه بر حسب نسبت میرایی تیر پیچیده شده محوری کش ناپذیر را در  (8-7) شکل
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زوایای پیچش مختلف و فرکانسهای طبیعی متناظر با  0 دهد. با توجه به این در مد اول نشان می

، افزایش زاویه پیچش باعث 0.3cدید که در نسبتهای میرایی کوچکتر، برای مثال، توان شکل، می

، تغییر زاویه پیچش تأثیر محسوسی روی 0.3cافزایش نسبی دامنه نوسانات شده در حالی که برای 

 یابد.کاهش میدامنه نداشته و با افزایش ضریب میرایی، دامنه به تدریج 

علاوه براین، سیستم تنها دارای یک پاسخ پایدار در همه زوایای پیچش و ضرایب میرایی بوده  

که در نتیجه آن، هیچگونه دوشاخگی در سیستم وجود نخواهد داشت. اما در فرکانسهایی غیر از 

فرکانس رزونانس مثلاً  0.05  سه پاسخ وجود دارد که شامل یک پاسخ (9-7) شکلبا توجه به ،

افتد. همچنین، همانند باشد که در این حالت پدیده دوشاخگی اتفاق میناپایدار و دو پاسخ پایدار می

تر نسبت میرایی، هرچه زاویه پیچش بزرگتر باشد، شود که در مقادیر کوچکحالت قبل مشاهده می

که در نسبتهای میرایی بزرگتر، تغییر زاویه سیستم بزرگتر بوده در حالی صفردامنه نوسانات پایدار غیر 

 ای روی دامنه نوسانات نخواهد گذاشت.پیچش، تأثیری عمده

 

نسبت میرایی تیر پیچیده شده دو سر مفصل کش ناپذیر متقارن در -منحنی دامنه (8-7) شکل 0. 
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نسبت میرایی تیر پیچیده شده دو سر مفصل کش ناپذیر متقارن در -منحنی دامنه (9-7) شکل 0.05. 

در حالتی که تیر پیچیده شده، نامتقارن ) 2 باشد، مشابه با حالت متقارن، برای (می0 0 

-7) شکلیابد )و مد اول، با افزایش ضریب میرایی، دامنه نوسانات در همه زوایای پیچش کاهش می

(. در این حالت، سه پاسخ در سیستم وجود دارد که دو پاسخ آن پایدار و دیگری ناپایدار است. در (11

فرکانسهایی غیر از فرکانس رزونانس، برای نمونه در  0.05 نشان داده  (11-7) شکل، همانطور که در

ای که سه شده است، کاملاً مشابه با حالت تیرهای لاغر فصل دوم، ولی پنج پاسخ وجود داشته بگونه

 افتد. اخگی اتفاق میباشد. در نتیجه پدیده دوشپاسخ آنها پایدار و دو پاسخ دیگر ناپایدار می

 

نسبت میرایی تیر پیچیده شده دو سر مفصل کش ناپذیر نامتقارن در -منحنی دامنه (11-7) شکل 0. 
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نسبت میرایی تیر پیچیده شده دو سر مفصل کش ناپذیر نامتقارن در -منحنی دامنه (11-7) شکل 0.05. 

شده متقارن کش ناپذیر را  پیچیدهدامنه نوسانات پایای تیر  (15-7) شکلتا  (12-7) شکل

تیر در فرکانس طبیعی رزونانس متناظر با  خروج از مرکزبرحسب  0  و 0.05 دهد. نشان می

نشان داده شده است، حرکت نوسانی تیر پیچیده شده دوار مذکور در کل  (12-7) شکلدر همانطور که 

تیر و زوایای پیچش مختلف آن، پایدار بوده و در نتیجه هیچگونه دوشاخگی اتفاق  خروج از مرکزمقادیر 

پذیری، زاویه پیچش تأثیر ناچیزی روی دامنه افتد. همچنین، همانند تیرهایی بدون خاصیت کشنمی

نوسانات سیستم دارد. اما، در فرکانسهایی غیر از فرکانس رزونانس )برای نمونه،  0.05 همانطور ،)

، دارای دو پاسخ خروج از مرکزنشان داده شده است، سیستم در مقادیر کوچک  (13-7) شکلکه در 

باشند. تنها دارای یک پاسخ پایدار می تیر، خروج از مرکزپایدار و یک پاسخ ناپایدار و در مقادیر بزرگتر 

افتد. لازم به ذکر است که در درنتیجه، در این حالت، پدیده پرش و دوشاخگی در سیستم اتفاق می

یابد، به ازای یک مقدار مشخص از مقادیر کوچکتر خروج از مرکز، زمانی که زاویه پیچش افزایش می

که برای مقادیر بزرگتر خروج از مرکز یابد، در حالیخروج از مرکز، دامنه نوسانات اندکی کاهش می

 باشد.  وضعیت برعکس می
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تیر پیچیده شده دو سر مفصل کش ناپذیر متقارن در  خروج از مرکز-منحنی دامنه (12-7) شکل 0. 

 

تیر پیچیده شده دو سر مفصل کش ناپذیر متقارن در  خروج از مرکز-منحنی دامنه (13-7) شکل 0.05. 

تیر  خروج از مرکز-را روی منحنی دامنه 0تأثیر زاویه پیچش  (15-7) شکلتا  (14-7) شکل

پیچیده شده دوار نامتقارن کش ناپذیر در نزدیکی فرکانسهای متناظر با  0 دهد. در این نشان می

تیر در  خروج از مرکزحالت، به ازای برخی از مقادیر مشخص  0 تنها دو بخش وجود دارد. بخش ،

اول، در مقادیر خروج از مرکز کوچکتر بوده که شامل سه حل بوده با دو پاسخ پایدار و یک پاسخ 

بزرگتر، به ازای کلیه زوایای پیچش، تنها  خروج از مرکزکه در بخش دوم و در مقادیر ناپایدار، در حالی

افتد. همچنین، با افزایش زاویه یک پاسخ پایدار وجود دارد. در نتیجه پدیده دو شاخگی اتفاق می

یابد و پرش مشخص، دامنه پایدار نوسانات سیستم نیز افزایش می خروج از مرکزپیچش، در یک مقدار 

افتد. در فرکانسهایی غیر از فرکانس رزونانس، برای اق میکوچکتری نیز اتف خروج از مرکزدر مقادیر 
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نمونه در فرکانس  0.05 سیستم دارای پنج پاسخ بوده که خروج از مرکز، به ازای مقادیر کوچکتر ،

م دو پاسخ پایدار و سه پاسخ ناپایدار را در بر خواهند داشت. در نتیجه، در این حالت، دو پرش در سیست

خروج از افتد. همچنین، همانند حالات قبل، در یک مقدار رخ داده و پدیده دو شاخگی نیز اتفاق می

توان گفت در مورد یابد که میمشخص، دامنه ناحیه پایدار با افزایش زاویه پیچش افزایش می مرکز

دن دامنه نوسانات تواند به میرا شپذیر، وجود زاویه پیچش نمیتیرهای کش ناپذیر برخلاف تیرهای کش

 تیر پیچیده شده کمک شایانی کند. 

 
تیر پیچیده شده دو سر مفصل کش ناپذیر نامتقارن در  خروج از مرکز-منحنی دامنه (14-7) شکل 0. 

 
تیر پیچیده شده دو سر مفصل کش ناپذیر نامتقارن در  خروج از مرکز-منحنی دامنه (15-7) شکل 0.05.  
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 گیردار یک سربا شرایط مرزی ناپذیر کشارتعاشات تیر پیچیده شده دوار  

 حرکتمعادلات   -8-1

همانطور که گفته شد، برای تیرهایی با یک انتهای ثابت یا مفصل شده و انتهای دیگر به صورت 

خاصیت کش شود تیر دارای آزاد یا لغزشی با فرض نبود هیچ باری در امتداد محور طولی تیر، فرض می

و با توجه به شرایط مرزی تیر  7رو، با در نظر گرفتن معادلات حاکم در فصل باشد. از اینناپذیری می

 یک سرگیر دار و همچنین، تقریب شکل مدها به صورت شکل مدهای خطی با شرایط مرزی  یک سر

 گیردار به صورت زیر، 
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(8-3)  
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شود، ضریب جمله مشاهده می (3-8)و  (1-8)همچنین، همانطور که از معادلات  22e i T هک

   3, 4,v vi باشد، اشاره به نا متقارنی در سیستم دارد. برای حذف می𝑒𝑖𝜎𝑇0  در معادلات قرار

 دهیم،می

(8-4)      
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 را به صورت قطبی 𝐴2(𝑇2)و  𝐴(𝑇2)و در نهایت برای بدست آوردن پاسخ معادلات حاصل، 
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با جداسازی بخشهای حقیقی و موهومی دو معادله دهیم. سپس در معادلات حاصل قرار می

 آید،حاصل، چهار معادله دیفرانسیل معمولی مرتبه اول به شکل زیر بدست می

(8-6) 

  

         

     

      
0 0

2 2
1, 2, 2 1 2, 4, 1, 3, 1, 4, 2, 3, 1

2 3
2, 1, 1, 2, 1

2
1, 1, 1 2 1 2, 1,

1, 6,

9, , 9, ,5, 6,

4 4 sin 2 cos 2

8 ( )sin cos

82

             
 

     



 



   
 

        

v v

v v

v v v v v v v v v v

v v v v

C S
v v f v vn n

D a a

e e e e a

a a ca

   

 


 



226 

 

(8-7)  
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به منظور بررسی پایداری ارتعاشاتی تیر مورد نظر و همچنین استخراج نقاط ثابت تعادلی  

بایست مشتقات زمانی آنها صفر در نظر گرفته شوند. با انجام این کار و همانطور که معادلات مذکور، می

است که تنها نیز برابر صفر خواهد شد و این بدان معنی  𝑎𝑙2از معادلات نشان داده شده مشخص است، 

لنگ زنی همسو در ارتعاشات عرضی تحریک خواهد شد. به این ترتیب، معادلات نهایی برای بررسی 

 پایداری سیستم مورد نظر عبارتند از،
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(8-11)  

 تحلیل پایداری  -8-2

2و با فرض  (9-8)تا  (6-8)به منظور پایداری حالت پایای معادلات مرتبه اول  2( ) 0a T ،

 ،[32]، برابر است با(7-8)و  (6-8)، طرف راست معادلات Jماتریس ژاکوبین، 
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 آیند،متناظر آن از معادله زیر بدست میو مقادیر ویژه 

(8-12)     0iJ I        یا             2 ( ) 0A D AD BC    

Aاز آنجا که  فوق، با توجه به معادلات D( ) 0  اگر ،AD BC 0  حرکت دینامیکی سیستم در ،

,𝑎10)نقاط ثابت تعادلی،  Θ0) باشد. پایدار بوده و در غیر اینصورت ناپایدار می 

 نتایج  -8-3

در این بخش، با استفاده از معادلات بدست آمده، نمودارهای پاسخ فرکانسی لازم جهت تحلیل 

گیردار با سرعت دورانی ثابت و در نظر گرفتن کوپلینگ ارتعاشات  یک سرپایداری تیرهای پیچیده شده 

و ضریب  خروج از مرکزاست. در این نمودارها، تأثیر زاویه پیچش، میزان محوری و پیچشی گزارش شده 

های اولیه و پارامتریک تیر پیچیده شده دورانی متقارن و نامتقارن محوری میرایی خارجی روی رزونانس

مذکور، مورد بررسی قرار خواهد گرفت. از طرفی، به منظور بررسی و صحه گذاری نتایج بدست آمده از 

کوتا استفاده شده است. برای این منظور، پارامترهای بی بعد -غتشاشات، از روش عددی رانگتئوری ا

شده زیر مورد استفاده قرار گرفته اند:  0.001
xx
I.0.01c,  0.0005, = 0.002878I I   بقیه .

 استفاده شده، در هر بررسی ذکر خواهند شد.پارامترهای بی بعد 

پاسخ فرکانسی غیر خطی را پیرامون نقاط ثابت تعادلی های منحنی (4-8) شکلتا  (1-8) شکل

تیر پیچیده شده مذکور در مدهای اول و دوم و زوایای پیچش مختلف برای حالت متقارن و نا متقارن 
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ها در هر دو جهات اصلی تیر یکسان بوده و برابرند با، دهد. فرض شده است که نابالانسینشان می

  0.05e e های ، منحنیکوچکتر. همانطور که نشان داده شده است، در مد اول، در زوایای پیچش

پاسخ فرکانسی سیستم متقارن و نا متقارن به سمت چپ خم شده است و با افزایش زاویه پیچش، این 

رساند که فرض کش ناپذیری تیر پیچیده منحنی تمایل به جهش به سمت راست را دارد. این مطلب می

شود که در زوایای پیچش کوچکتر، کور و در نظر گرفتن ارتعاشات محوری و پیچشی باعث میشده مذ

که در زوایای پیچش بزرگتر، نرم شوندگی تیر کاهش یافته و تأثیر نرم شوندگی تیر بیشتر بوده، در حالی

که شده  کند. اما، در مد دوم، نمودار به سمت راست خمنمودار پاسخ فرکانسی به سمت راست میل می

 باشد. تأثیر پارامترهای غیر خطی سیستم در مد دوم از نوع سخت شونده می مؤید این است که

تیر تنها دارای یک منبع تحریک بوده ، 0در مد اول و حالت متقارن  (1-8) شکلبا توجه به 

باشد و در نتیجه منحنی پاسخ فرکانسی دارای یک قله بوده است. می  که همان نابالانسی با فرکانس 

، شود که برای برخی از مقادیر همچنین، در حالت متقارن و زوایای پیچش کوچکتر، دیده می

که برای برخی دیگر، سیستم دارای سه پاسخ بوده که پایدار بوده در حالی سیستم دارای تنها یک پاسخ

دوتای آنها پایدار و دیگری ناپایدار است. در نتیجه در این حالات همواره پدیده پرش و دو شاخگی اتفاق 

بوده اما وقتی زاویه پیچش افزایش  1Rدر  node bifurcation-saddleمی افتد و نوع دو شاخگی از نوع 

یابد، پاسخ سیستم به پاسخ پایدار نزدیک شده و نواحی ناپایدار کاهش یافته و در نتیجه احتمال بروز می

 یابد. دو شاخگی در سیستم کاهش می

(، علاوه بر منبع تحریک 0این درحالی است که وقتی نامتقارنی در سیستم وجود دارد )

آید که در سیستم بوجود می 2، یک منبع تحریک دیگر با فرکانس ناشی از نابالانسی با فرکانس 

شود. باشد و به عنوان تحریک پارامتریک در سیستم شناخته میناشی از وجود نامتقارنی در سیستم می

برای تیرهای  (2-8) شکلباشد. این مطلب در های پاسخ فرکانسی دارای دو قله میرو، منحنیاین از

خی از مقادیر، شود، در برپیچیده شده نامتقارن محوری نشان داده شده است. همانطور که مشاهده می

سیستم دارای پنج پاسخ، در برخی دیگر، یک پاسخ و در برخی دیگر دارای سه پاسخ بوده که شامل 
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باشند. بسیار واضح است که همواره پدیده دو شاخگی اتفاق ترکیبی از پاسخهای پایدار و ناپایدار می

گیردار نامتقارن، یک سره شود، در مد اول، برای تیر پیچیده شدافتد. همانطور که مشاهده میمی

 saddle-nodeمنحنی پاسخ فرکانسی در زوایای پیچش کوچکتر به شکل نمودارهای دوشاخگی از نوع 

bifurcation 1پایای سیستم از پایدار به ناپایدار یعنی های نقاط تغییر حالت در فرکانسR  2وR می

ای که در زاویه پیچش صفر درجه، همانطور که نشان داده شده است، سیستم تمایل به پرش بگونهباشد 

دارد.   R'1به پاسخ پایدار در  1Rواقع در نقطه  node bifurcation-saddleاز پاسخ ناپایدار سیستم در 

1اصله بین سپس، در فرکانسهای متناظر با ف 2'R R  که متعلق به پاسخهای پایدار سیستم بوده، نوسان

پرش دوم داشته و به پاسخ پایدار  2Rواقع در  node bifurcation-saddle کرده و سپس از نقطه ناپایدار

saddle-رود. اما با افزایش زاویه پیچش سیستم، پهنای فرکانسی بین دو نقطه  می R'2سیستم در 

node bifurcation  یعنی1 2R R  افزایش یافته و میزان پرش از دو نقطهnode -saddle

bifurcation یابد.به تدریج افزایش می  

گیر دار لاغر )به فصل  یک سرچیده شده اما در مد دوم برخلاف حالت متناظر در مورد تیرهای پی

در  node bifurcation-saddleبه نوع  bifurcation pitchforkدوشاخگی از نوع  نمودارمراجعه شود(،  3

1R  2وR شود که سیستم تمایل به پرش از حالت نزدیکتر خواهد شد. در این حالت مشاهده می

1داشته و با افزایش زاویه پیچش، طول پرش  R'1به حالت پایدار در  1Rناپایدار در  1'R R  2و 2'R R 

ای پیچش کوچکتر، سیستم دارای پهنای وسیعتری از توان دید که در زواییابد. از طرفی میکاهش می

خواهد بود و اگر سیستم در فرکانسی در فاصله  و پهنای کوچکتری از پاسخهای غیر صفر صفرهای پاسخ

1 2R R  نشان داده شده  (4-8) شکل، همانطور که در صفرای برابر با پاسخ غیر عمل کند، با دامنه

در مد اول، با افزایش زاویه  (2-8) شکلو  (1-8) شکلهمچنین، با توجه به  کند.است، نوسان می

-یابد، بگونههای نوسانی کاهش می، تأثیرات نرم شوندگی کاهش یافته و در نتیجه دامنه قله0پیچش، 

ای که در زوایای پیچش بزرگتر، تأثیر نرم شوندگی به شدت کاهش یافته و سخت شوندگی سیستم 

 تقویت خواهد شد. 
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 زاویهگیر دار متقارن کش ناپذیر در مد اول و  یک سرمنحنی پاسخ فرکانسی تیر پیچیده شده دوار  (1-8) شکل

پیچش الف(  0 ب(  0 0 و  ج( 30 0 60 
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 )ج(

 زاویهگیردار نامتقارن کش ناپذیر در مد اول و  یک سرمنحنی پاسخ فرکانسی تیر پیچیده شده دوار  (2-8) شکل

پیچش الف(  0 ب(  0 0 و  ج(  30 0 60. 
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 )ج(

 زاویهگیر دار متقارن کش ناپذیر در مد دوم و  یک سرمنحنی پاسخ فرکانسی تیر پیچیده شده دوار  (3-8) شکل

پیچش الف(  0 ب(  0 0 و  ج(  30 0 60. 
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 )ج(

 زاویهگیردار نامتقارن کش ناپذیر در مد دوم و  یک سرمنحنی پاسخ فرکانسی تیر پیچیده شده دوار  (4-8) شکل

پیچش الف(  0 ب(  0 0 و  ج(  30 0 60 
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عنوان یک پارامتر میرا کننده تواند به توان گفت وجود زاویه پیچش میرو، در مد اول میاز این

ای که با افزایش زاویه باشد، بگونهنوسانات سیستم عمل کند. در مورد مد دوم نیز شرایط مشابه می

یابد. در نتیجه، پیچش، تأثیر سخت شوندگی کاهش یافته و درنتیجه دامنه نواحی پایدار نیز کاهش می

ار کش ناپذیر، همانند حالت مربوط به تیرهای گیرد یک سرتوان گفت که در تیرهای پیچیده شده می

-تر نوسانات سیستم کمک می(، وجود زاویه پیچش به میرا شدن سریع3گیردار لاغر )در فصل  یک سر

 کند. 

گیردار کش  یک سرسبت میرایی تیر پیچیده شده محوری منحنی دامنه بر حسب ن (5-8) شکل

ناپذیر را در زوایای پیچش مختلف و فرکانسهای طبیعی متناظر با  0 دهد. با توجه به این نشان می

 راین، سیستم تنهایابد. علاوه بتوان دید که با افزایش نسبت میرایی، دامنه نوسانات کاهش میشکل، می

پایدار در همه زوایای پیچش و ضرایب میرایی بوده که در نتیجه آن، سیستم در این  دارای یک پاسخ

توان گفت افزایش زاویه پیچش، منجر به کاهش شدیدتر حالت هیچگونه دوشاخگی ندارد. از طرفی، می

 شود.دامنه پایای نوسانات سیستم در محیطهای میرای یکسان می

 
گیردار کش ناپذیر متقارن در  یک سررایی تیر پیچیده شده نسبت می-منحنی دامنه (5-8) شکل 0. 

باشد، برای می )0در حالتی که تیر پیچیده شده، نامتقارن ) 0  و مد اول، با افزایش

هش یافته و در این حالت، سه پاسخ در سیستم ضریب میرایی، دامنه نوسانات در همه زوایای پیچش کا

نشان داده  (6-8) شکلوجود دارد که دو پاسخ آن پایدار و دیگری ناپایدار است. اما همانگونه که در 
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شده است، هرچه زاویه پیچش بزرگتر شده، سیستم در ضریب میرایی بزرگتری شروع به میرا شدن 

توان گفت در حالت نامتقارن برخلاف حالت متقارن، با افزایش زاویه پیچش، جهت میرا کند که میمی

م به نسبت میرایی خارجی بزرگتری احتیاج دارد. با مقایسه نمودار بدست آمده برای تیر شدن، سیست

گیردار  یک سرکش ناپذیر مذکور با حالت متناظر بدست آمده در مورد تیرهای پیچیده شده نامتقارن 

 (، مشخص است که برای میرا شدن سیستم به محیطهایی با میرایی بزرگتر احتیاج است. 3لاغر )فصل 

 
گیردار کش ناپذیر نامتقارن در  یک سرنسبت میرایی تیر پیچیده شده -منحنی دامنه (6-8) شکل 0. 

شده متقارن و  پیچیدهتیر  خروج از مرکزدامنه نوسانات را برحسب  (8-8) شکلو  (7-8) شکل

اظر با نامتقارن در فرکانس طبیعی متن 0 دهد. نشان می 

 
گیردار کش ناپذیر متقارن در  یک سرتیر پیچیده شده  خروج از مرکز-منحنی دامنه (7-8) شکل 0. 

 یک سرنشان داده شده است، حرکت نوسانی تیر پیچیده شده دوار  (7-8) شکلهمانطور که در 

تیر و زوایای پیچش مختلف آن دارای یک پاسخ پایدار  خروج از مرکزگیردار کش ناپذیر در کل مقادیر 
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شود مشاهده می (7-8) شکلتد. همچنین، با توجه به افبوده و در نتیجه هیچگونه دوشاخگی اتفاق نمی

-مشخص، دامنه نوسانات سیستم به تدریج کاهش می خروج از مرکزکه با افزایش زاویه پیچش، در یک 

یک تیر پیچیده شده دوار  خروج از مرکز-را روی منحنی دامنه 0تأثیر زاویه پیچش  (8-8) شکلیابد. 

متقارن کش ناپذیر در نزدیکی فرکانسهای رزونانس متناظر با گیردار نا سر 0 دهد. در این نشان می

تیر در  خروج از مرکزحالت، به ازای برخی از مقادیر مشخص  0 تنها دو بخش وجود دارد. بخش ،

اول، در مقادیر خروج از مرکز کوچکتر بوده که شامل سه پاسخ بوده با دو پاسخ پایدار و یک پاسخ 

بزرگتر، به ازای کلیه زوایای پیچش، تنها  خروج از مرکزکه در بخش دوم و در مقادیر حالیناپایدار در 

افتد. همچنین، همانند یک پاسخ پایدار وجود دارد. در نتیجه پدیده دو شاخگی و یک پرش اتفاق می

ث گیردار لاغر بدون کش ناپذیری، افزایش زاویه پیچش باع یک سرحالت متناظر مربوط به تیرهای 

گیردار لاغر  یک سراتفاق افتاده ولی برعکس تیرهای  خروج از مرکزشود پرش در مقادیر بزرگتری از می

بدون کش ناپذیری، دامنه پایدار نوسانات سیستم افزایش خواهد یافت. با مقایسه نتایج متناظر با 

گیر دار  یک سرتیرهای  توان دریافت که علاوه بر اینکه دامنه نوساناتنیز می 3تیرهای مذکور در فصل 

اتفاق  خروج از مرکزکش ناپذیر کوچکتر بوده، پرش از پاسخ ناپایدار به پایدار نیز در مقادیر کوچکتر 

 افتد.می

 

گیردار کش ناپذیر نامتقارن در  یک سرتیر پیچیده شده  خروج از مرکز-منحنی دامنه (8-8) شکل 0. 
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 فصل نهم
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با شرایط مرزی  ارتعاشات محوری، عرضی و پیچشی تیر پیچیده شده دوار 

 دو سر  مفصل

 ها و کمپرسورهای مارپیچ،، پمپهای توربیناکثر تجهیزات دوار بکار رفته در صنعت از جمله پره

تحت تأثیر ارتعاشات در همه جهات از قبیل ارتعاشات محوری، عرضی و پیچشی قرار دارند. این ارتعاشات 

در این بخش، تواند ناشی از هر عامل داخلی و خارجی مانند نابالانسی، نامتقارنی و غیره تشدید یابد. می

مورد شده دو سر مفصل پیچیده تأثیرات کوپلینگ حرکات محوری و پیچشی روی ارتعاشات عرضی تیر 

 بررسی قرار گرفته شده است.

 معادلات حرکت  -9-1

( هر سطح مقطع از تیر دارای یک جابجایی 2-2، با توجه به شکل )فصل قبل همانند تیرهای

، Xنسبت به محورهای   Cهای جابجایی مرکز جرم باشد. مولفهو یک دوران می Cالاستیک در مرکز جرم 

Y  وZ  در موقعیتx  و زمانt  برابر است با𝑢𝑥(𝑡, 𝑥), 𝑣𝑦(𝑡, 𝑥), 𝑤𝑍(𝑡, 𝑥)   . به منظور توصیف دوران

,𝜙(𝑡سطح مقطع تیر پیچیده شده قبل و بعد از تغییر شکل تیر، از زوایای اویلر  𝑥)  ،𝜓(𝑡, 𝑥)  و

𝜃(𝑡, 𝑥) حول محورهایX ،Y  وZ [33]شوداستفاده می  .𝜓(𝑡, 𝑥)   و𝜃(𝑡, 𝑥)  ناشی از تغییر شکل خمشی

,𝜙(𝑡تیر بوده و  𝑥)  ناشی از دوران و پیچش تیر بوده و برابر است با𝜑(𝑡, 𝑥) = ϕ(𝑡, 𝑥) + Ω𝑡 . تیر بکار

کند. به صورت محوری دوران می Ωبرنولی و ایزوتروپیک بوده که با سرعت ثابت -رفته یک تیر اویلر

حالی که تأثیرات ژیروسکوپی و اینرسی دورانی تیر همچنین از تغییر شکل برشی تیر صرف نظر شده، در 

با جایگذاری روابط انرژی جنبشی، پتانسیل و اتلافی در معادله لاگرانژین،  در نظر گرفته شده است.

 معادلات بی بعد شده ارتعاشات محوری، عرضی و پیچشی تیر پیچیده شده دو سر مفصل برابر است با،
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(9-5) 
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 (9-6) 

همچنین شود از میرایی در جهت پیچشی صرف نظر شده است. در معادلات فوق فرض می

 پارامترهای بی بعد شده برابرند با،
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، در معادلات از علامت برای راحتیطول تیر هستند.  مقطع و ضخامت، به ترتیب اندازه Lو  0hکه 

 )*( صرف نظر شده است.

های چندگانه به معادلات دیفرانسیل تحلیل پایداری با اعمال روش مقیاس  -9-2

 (PDEمشتقات جزئی )

های مقیاساکنون به منظور حل معادلات بی بعد شده بدست آمده، از تئوری اغتشاشات و روش 

با توجه به شود. به این ترتیب، ادلات دیفرانسیل با مشتق جزئی استفاده میبرای تحلیل مع چند گانه

در معادلات، تقریب زیر برای مولفه های جابجایی طولی، عرضی و  وجود تنها جملات غیر خطی مرتبه سه

 شود،پیچشی تیر فرض می

(9-8)  
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ظاهر شوند، پاسخ آنها در ادامه  𝑣0 ،𝑤0 ،𝑣2 ،𝑤2لازم به ذکر است اگر در تقریب فوق، جملات 

𝑇0  صفر خواهد شد. = 𝑡  و𝑇1 = 𝜀𝑡  و𝑇2 = 𝜀2𝑡،از طرفی . 
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 دهیم،های اولیه و پارامتریک، قرار میمعادلات و استخراج رزونانس

(9-11) 𝑐 = 𝜀2𝑐̅, Δ𝐷 = 𝜀2Δ𝐷̅̅ ̅̅ , Δ𝐼 = 𝜀2Δ𝐼̅̅̅, 𝑒𝜁 = 𝜀3𝑒�̅�, 𝑒𝜂 = 𝜀3𝑒𝜂̅̅ ̅, 

و  𝑂(𝜀2)(، 𝑂(𝜀1)های چندگانه و جدا سازی عبارات مرتبه )به این ترتیب، با اعمال روش مقیاس
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همسو و ناهمسو و فرکانسهای طبیعی خطی ارتعاشات طولی، عرضی  𝜔𝑡و  𝜔𝑏و  𝜔𝑎  𝜔𝑓آیند. بدست می

  پیچشی بوده که برابرند با،




1 3
,

2

1

2
f b

 



       (9-27) 

 که 

2 2 2
1 ( 0 2 )  xxI n        ,              2 2 2 2

2 02 n I  

 
   

224 6 4 4 2 2
2

02
3 0

2 2 2 2 2
0 0 0

4 4
4

24 ( ) 20( ) 20 ( )

 
     

   
 
     

xx xx
xx

n I n I n I n
I

I n n I n

    
 

    

 

 و

(9-28) 
2

a
m 




 

(9-29)  xx
t

xx

D
k

I
 

 و شکل مدهای خطی برابرند با،
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(9-32) ( ) cos( ) t x k x 

با قرار اکنون، باشند. به ترتیب شماره مدهای ارتعاشات محوری، عرضی و پیچشی می kو  m ،nکه 

، معادلات (18-9)تا  (15-9) 2در معادلات مرتبه  و  wو  v و uبرای  (32-9)تا  (23-9)دادن روابط 

برای از بین بردن   𝑒𝑖𝜔𝑡𝑇0و  𝑒𝑖𝜔𝑎𝑇0و  𝑒𝑖𝜔𝑏𝑇0و  𝑒𝑖𝜔𝑓𝑇0را با جدا کردن و مرتب سازی ضرایب  2مرتبه 
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 کنیم،موجود به شکل زیر ساده می هایsmall divisorضرایب سکولار و حذف 
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(9-42)    12, 2 11 2, ,, 2 t t t tP x i D AT T T T 

وجود  2دهد که هیچ جمله غیر سکولاری در حل مرتبه نشان می (42-9)تا  (37-9)معادلات 

 داریم، (36-9)تا  (33-9)لات نداشته و در نتیجه از حل ناهمگن معاد
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باشند و در نتیجه معادله می 2Tتنها تابعی از  tAو  aA ،1lA ،2lAمعادله فوق به این معناست که 
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گیرد. به منظور بیان نزدیکی بررسی قرار میمورد  2نیز مانند معادلات مرتبه  3معادلات مرتبه 

 شود،به شکل زیر تعریف می σفرکانس تحریک به فرکانس طبیعی،  پارامتر تنظیم کننده 

(9-49) Ω = 𝜔𝑓 + 𝜀2𝜎 

 ، داریم(23-9)تا  (19-9)در  (49-9)تا  (45-9)و  (43-9)با جایگذاری معادلات
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(9-59)  3, 2 2( , ) 2 t tt tP x T i D A 

 (53-9)تا  (51-9)، از آنجا که بخش همگن معادلات [120]همانطور که نایفه بیان کرده است 

بخش غیر همگن نیز دارای پاسخ بوده اگر و تنها اگر، شرایط حل باشد، غیر بدیهی میهای دارای حل
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پذیری برقرار باشند. شرایط حل پذیری در بردارنده تعامد طرف راست معادلات فوق با هر پاسخی از 

توان اثبات کرد که بخشهای همگن باشد. میخود که همان شکل مدهای خطی بوده، میمسئله الحاقی 

 باشند. بنابراین، شرایط حل پذیری آنها برابرند با،این معادلات نیز خود الحاق می
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 (9-67) 

 دهیم،قرار می (66-9)تا  (63-9)در معادلات  𝑒𝑖𝜎𝑇0برای حذف  
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ومی معادلات حاصل، سپس با جداسازی بخشهای حقیقی و موهباشند. می ناهمسو و نوسانات محوری
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به منظور بررسی پایداری ارتعاشاتی تیر مورد نظر و همچنین استخراج نقاط ثابت تعادلی معادلات 

بایست مشتقات زمانی آنها صفر در نظر گرفته شوند. با انجام این کار و همانطور که از معادلات مذکور، می

ست که تنها لنگ زنی نیز برابر صفر خواهد شد و این بدان معنی ا 𝑎𝑙2نشان داده شده مشخص است، 

همسو در ارتعاشات عرضی تحریک خواهد شد. به این ترتیب، معادلات نهایی برای بررسی پایداری 

 سیستم مورد نظر عبارتند از،

(9-76)  2 2 2 2 2
0 0 109 2 2 0 u lm a n a  
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(9-78) 
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 داریم، (71-9)تا  (71-9)اکنون با توجه به معادلات

(9-79) 2( )u aa T C 

(9-81)  
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 آیند. ثوابتی بوده که از شرایط اولیه ارتعاشات محوری بدست می  aDو   aCکه 

 پایداری با تعیین ماتریس ژاکوبینتحلیل   -9-3

2و با فرض  (75-9)تا  (71-9)به منظور پایداری حالت پایای معادلات مرتبه اول  2( ) 0la T ،

 ،[118]، برابر است با(73-9)تا  (72-9)، طرف راست معادلات Jماتریس ژاکوبین، 

(9-81) 
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 و

               
2

1 1, 2, 2 6, 7, 8,,v v f v f v f v  (9-82) 

و مقادیر ویژه متناظر کند دوران می 2اشاره به نامتقارنی سیستم داشته که با فرکانس  2که 

 آیند،آن از معادله زیر بدست می

(9-83)     0iJ I   یا          2 ( ) 0A D AD BC  

A، از آنجا که (83-9)تا  (81-9)با توجه به معادلات  D( ) 0  اگر ،AD BC 0  حرکت ،

,𝑎𝑙10)دینامیکی سیستم در نقاط ثابت تعادلی،  Θ0) باشد.پایدار بوده و در غیر اینصورت ناپایدار می 

 نتایج  -9-4

اط های پاسخ فرکانسی غیر خطی تیر مذکو را را پیرامون نقمنحنی (7-9) شکلتا  (1-9) شکل

ثابت تعادلی سیستم در مدهای مختلف محوری و عرضی و زوایای پیچش مختلف برای حالات متقارن و 

ها در هر دو جهت اصلی تیر دهد. همانند حالات قبل، فرض شده است که نابالانسیمتقارن نشان مینا

یکسان بوده و برابرند با،   0.05e e ها در همه است، از آنجا که منحنی. همانطور که مشاهده شده

اند، تأثیر پارامترهای غیرخطی از نوع سخت مدها در حالات متقارن و نامتقارن به سمت راست خم شده

، در حالت متقارن (4-9) شکلتا  (1-9) شکلباشد. با توجه به شونده می 2 ، تیر تنها دارای یک 0
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پاسخ فرکانسی دارای باشد و در نتیجه منحنی می منبع تحریک بوده که همان نابالانسی با فرکانس 

شود دهد. همچنین، در حالت متقارن، دیده مییک قله بوده و تنها یک پرش در فرکانس رزونانس رخ می

که برای برخی دیگر، ، سیستم دارای تنها یک پاسخ پایدار بوده در حالیکه برای برخی از مقادیر 

دوتای آنها پایدار و دیگری ناپایدار است. در نتیجه در این حالات همواره سیستم دارای سه پاسخ بوده که 

افتد. این درحالی است که وقتی نامتقارنی در سیستم وجود دارد )پدیده پرش و دو شاخگی اتفاق می

 2 ، یک منبع تحریک دیگر با فرکانس (، علاوه بر منبع تحریک ناشی از نابالانسی با فرکانس 0

2 باشد و به عنوان تحریک آید که ناشی از وجود نامتقارنی در سیستم میدر سیستم بوجود می

باشند. این های پاسخ فرکانسی دارای دو قله میرو، منحنیشود. از اینپارامتریک در سیستم شناخته می

برای تیرهای پیچیده شده نامتقارن محوری نشان داده شده است.  (7-9) شکلتا  (5-9) شکلمطلب در 

شود، در برخی از مقادیر، سیستم دارای پنج پاسخ، در برخی دیگر، یک پاسخ و همانطور که مشاهده می

باشند. بسیار واضح بی از پاسخهای پایدار و ناپایدار میدر برخی دیگر دارای سه پاسخ بوده که شامل ترکی

در مد اول  (1-9) شکلافتد. با توجه به است که در این وضعیت همواره پدیده دو شاخگی اتفاق می

 عرضی و مد اول محوری یعنی 1, 1m n  ،با افزایش زاویه پیچش ،0های نوسانی کاهش ، دامنه قله

تواند به عنوان یک پارامتر میرا کننده توان گفت وجود زاویه پیچش میرو، در این حالت مییابد. از اینمی

دوم ارتعاشات محوری با مد اول ارتعاشات عرضی نوسانات سیستم عمل کند. این استراتژی زمانی که مد 

شوند )کوپل می 2, 1m n( در حالت متقارن محوری ،) 2 . اما ((2-9) شکلشود )( نیز تکرار می0

-کوپل می2mیا دوم ارتعاشات محوری  1mبا مدهای اول  2nزمانی که مد دوم ارتعاشات عرضی 

و در نتیجه دامنه  ، تأثیرات سخت شوندگی به تدریج افزایش یافته0شود، ، با افزایش زاویه پیچش، 

تواند در توان گفت وجود زاویه پیچش نمیرو، در این حالت مییابد. از اینهای نوسانی افزایش میقله

کاهش نوسانات سیستم کمک شایانی کند. از طرفی، همانطور که نشان داده شده است، از آنجا که در 

ناپایدار به پاسخ ، با افزایش زاویه پیچش، نقطه پرش از پاسخ 1,2nمدهای اول و دوم ارتعاشات عرضی، 

توان گفت فرکانس نقطه پرش که همان (، به سمت چپ متمایل شده است، می1Rپایدار سیستم )
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saddle-node bifurcation باشد، کاهش یافته یا به عبارتی دیگر، پرش در میsaddle-node 

bifurcation دهد.  در فرکانس کوچکتری رخ می 

 
 )الف(

 
 )ب(

 
 )ج(

( و مد اول طولی n=1منحنی پاسخ فرکانسی عرضی تیر پیچیده شده دوار متقارن در مد اول خمشی ) (1-9) شکل

(m=1 و )پیچش الف(  زاویه 0 ب(  0 0 و  ج(  30 0 60 
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 )الف(

 
 )ب(

 
 )ج(

( و مد n=1منحنی پاسخ فرکانسی عرضی تیر پیچیده شده دوار متقارن در مد اول خمشی ) (2-9) شکل

پیچش الف(  زاویه( و m=2دوم طولی ) 0 ب(  0 0 و  ج(  30 0 60 
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 )الف(

 
 )ب(

 
 )ج(

( و مد n=2فرکانسی عرضی تیر پیچیده شده دوار متقارن در مد دوم خمشی )منحنی پاسخ  (3-9) شکل

پیچش الف(  زاویه( و m=1اول طولی ) 0 ب(  0 0 و  ج(  30 0 60 
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 )الف(

 
 )ب(

 
 )ج(

( و مد n=2متقارن در مد دوم خمشی )منحنی پاسخ فرکانسی عرضی تیر پیچیده شده دوار  (4-9) شکل

پیچش الف(  زاویه( و m=2دوم طولی ) 0 ب(  0 0 و  ج(  30 0 60 

در حالت نامتقارن محوری ) 2 نشان داده شده  (6-9) شکلو  (5-9) شکل(، همانطور که در 0
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(، مقادیر فرکانس و فاصله بین نقاط 1,2nاست، با افزایش زاویه پیچش در مدهای اول و دوم عرضی )

یابد. بعبارتی دیگر، پهنای فرکانسی ( کاهش می2Rو  1R)یعنی   node bifurcation-saddleپرش در 

1دهد )فاصله فرکانسی های پایدار سیستم رخ میکه در آن، پاسخ 2R Rیابد.(، کاهش می 

شود که تأثیر ، مشاهده می2ای دیگر با توجه به نتایج متناظر بدست آمده در فصل در مقایسه

-کوپلینگ ارتعاشات محوری بر روی ارتعاشات عرضی تأثیری فزاینده در دامنه نوسانات پایدار سیستم می

0باشد. به منظور بررسی و صحت نتایج بدست آمده، با قرار دادن  0   ( 77-9( تا )76-9)در معادلات

0تیر کوپل شده با ارتعاشات محوری تبدیل به یک تیر کوپل شده با زاویه پیچش  0   خواهد شد. با

الف( )ارتعاشات عرضی تیر مستقیم با در نظر -1-9مقایسه نتایج گزارش شده در حالت متقارن در شکل )

)ارتعاشات عرضی تیر مستقیم بدون در الف( -11-2)ن ارتعاشات محوری( و نتایج متناظر در شکل گرفت

توان دید که وجود ارتعاشات محوری باعث افزایش دامنه نوسانات می نظر گرفتن ارتعاشات محوری(

ارش شده شود. حال با مقایسه این رفتار، با رفتار نمودارهای پاسخ فرکانسی گزعرضی سیستم مذکور می

مشخص است که وجود ارتعاشات محوری در کار آنها نیز منجر به  [121]توسط حسینی و همکاران 

افزایش دامنه نوسانات عرضی تیر مستقیم شده که مشخص است هر دو نتیجه از نظر رفتاری، همگرایی 

 خوبی با یکدیگر دارند. 
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 )ب(

 
 )ج(

( و n=1شده دوار نامتقارن در مد اول خمشی ) منحنی پاسخ فرکانسی عرضی تیر پیچیده (5-9) شکل

پیچش الف(  زاویه( و m=1مد اول طولی ) 0 ب(  0 0 و  ج(  30 0 60 
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 )ب(

 

 )ج(

( و n=1)منحنی پاسخ فرکانسی عرضی تیر پیچیده شده دوار نامتقارن در مد اول خمشی  (6-9) شکل

پیچش الف(  زاویه( و m=2مد دوم طولی ) 0 ب(  0 0 و  ج(  30 0 60 
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 )ب(

 
 )ج(

( و n=2منحنی پاسخ فرکانسی عرضی تیر پیچیده شده دوار نامتقارن در مد دوم خمشی ) (7-9) شکل

پیچش الف(  زاویه( و m=1مد اول طولی ) 0 ب(  0 0 و  ج(  30 0 60 

تأثیر مقادیر جابجایی در راستای محوری تیر پیچیده شده مذکور را  (9-9) شکلو  (8-9) شکل

متقارن محوری در  مدهای اول ارتعاشات عرضی و محوری و زوایای پیچش برای نمونه در حالت نا 0 0 

و  0 در   ،ua، افزایش مقدار ثابت ارتعاشات محوری، شوددهد. همانطور که مشاهده میینشان م 60

 شود. جهت مثبت محور طولی تیر، منجر به جابجایی منحنی پاسخ فرکانسی به سمت راست می
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( و n=1اول خمشی )منحنی پاسخ فرکانسی عرضی تیر پیچیده شده دوار نامتقارن در مد  (8-9) شکل

 ( به ازای مقادیر مختلف جابجایی محوری در زاویه صفر درجهm=1مد اول طولی )

 

( و n=1منحنی پاسخ فرکانسی عرضی تیر پیچیده شده دوار نامتقارن در مد اول خمشی ) (9-9) شکل

 درجه 61( به ازای مقادیر مختلف جابجایی محوری در زاویه m=1مد اول طولی )

منحنی دامنه بر حسب نسبت میرایی تیر پیچیده شده محوری را در زوایای پیچش  (11-9) شکل

مختلف و فرکانسهای طبیعی متناظر با  0 دید که در مد توان دهد. با توجه به این شکل، مینشان می

اول عرضی و محوری ) 1, 1m n در زوایای پیچش کوچکتر و ،) 0 با افزایش نسبت میرایی، دامنه ،

که در زوایای پیچش بزرگتر، به میزان میرایی بزرگتری برای میرا کردن نوسانات کاهش یافته در حالی

توان دید که در نسبتهای میرایی کوچکتر، برای مثال، وجه به این شکل، میسیبستم احتیاج است. با ت

0.3c افزایش زاویه پیچش باعث افزایش نسبی دامنه نوسانات شده در حالی که برای ،0.3c تغییر ،

-میرایی، دامنه به تدریج کاهش می زاویه پیچش تأثیر محسوسی روی دامنه نداشته و با افزایش ضریب
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یابد. علاوه براین، سیستم تنها دارای یک پاسخ پایدار در همه زوایای پیچش و ضرایب میرایی بوده که در 

با نتایج متناظر  (11-9) شکلنتیجه آن، سیستم در این حالت هیچگونه دوشاخگی ندارد. با مقایسه 

مشخص است که وجود ارتعاشات محوری منجر به  2بدست آمده در حالت تیر متقارن محوری در فصل 

 شود.  افزایش دامنه پایدار نوسانات سیستم می

 
اول ( و مد n=1نسبت میرایی تیر پیچیده شده متقارن در مد اول خمشی )-منحنی دامنه (11-9) شکل

( و m=1محوری ) 
 0.05e e  و 0 .و زوایای پیچش مختلف 

 
( و مد اول n=1نسبت میرایی تیر پیچیده شده نامتقارن در مد اول خمشی )-منحنی دامنه (11-9) شکل

( و m=1محوری ) 
 0.05e e  و 0 .و زوایای پیچش مختلف 

در حالتی که تیر پیچیده شده، نامتقارن  2 باشد، مشابه با حالت متقارن، برای می 0 0  و

یابد. در این حالت، سه مد اول، با افزایش ضریب میرایی، دامنه نوسانات در همه زوایای پیچش کاهش می

ای که در زوایای زوایای تم وجود دارد که دو پاسخ آن پایدار و دیگری ناپایدار است، بگونهپاسخ در سیس

با نتایج متناظر بدست آمده در حالت  (11-9) شکلیابد. با مقایسه پیچش بزرگتر، ناحیه پایدار کاهش می
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مشخص است که وجود ارتعاشات محوری منجر به افزایش دامنه پایدار  2تیر نامتقارن محوری در فصل 

 شود.   نوسانات سیستم در مقادیر متناظر زوایای پیچش و میرایی می

شده متقارن مذکور در فرکانس  پیچیدهتیر  خروج از مرکزدامنه نوسانات را برحسب  (12-9) شکل

طبیعی متناظر با  0 دهد. همانطور که نشان داده شده است، حرکت نوسانی تیر پیچیده نشان می

تیر و زوایای پیچش مختلف  خروج از مرکزشده دوار با در نظر گرفتن ارتعاشات محوری، در کل مقادیر 

افتد. همچنین، زاویه پیچش تأثیر ناچیزی روی آن، پایدار بوده و در نتیجه هیچگونه دوشاخگی اتفاق نمی

با نتایج متناظر بدست آمده در حالت تیر متقارن  (12-9) شکلت سیستم دارد. با مقایسه دامنه نوسانا

مشخص است که وجود ارتعاشات محوری منجر به افزایش دامنه پایدار نوسانات  2محوری در فصل 

 شود.   ستم در مقادیر متناظر زوایای پیچش و میرایی میسی

 
( و مد اول n=1تیر پیچیده شده متقارن در مد اول خمشی ) خروج از مرکز-منحنی دامنه (12-9) شکل

( و m=1محوری ) 
 0.05e e  و 0 .و زوایای پیچش مختلف 

تیر پیچیده شده دوار  خروج از مرکز-را روی منحنی دامنه 0تأثیر زاویه پیچش  (13-9) شکل

متقارن با فرض وجود ارتعاشات محوری در نزدیکی فرکانسهای متناظر با نا 0 دهد. در این نشان می

تیر در  خروج از مرکزحالت، به ازای برخی از مقادیر مشخص  0 تنها دو بخش وجود دارد. بخش ،

اول، در مقادیر خروج از مرکز کوچکتر بوده که شامل سه پاسخ بوده با دو پاسخ پایدار و یک پاسخ 

بزرگتر، به ازای کلیه زوایای پیچش، تنها  خروج از مرکزکه در بخش دوم و در مقادیر حالی ناپایدار، در

افتد. همچنین، با افزایش زاویه پیچش، یک پاسخ پایدار وجود دارد. در نتیجه پدیده دو شاخگی اتفاق می
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و پرش در مقادیر یابد مشخص، دامنه پایدار نوسانات سیستم نیز افزایش می خروج از مرکزدر یک مقدار 

با نتایج متناظر بدست آمده در حالت  (13-9) شکلافتد. با مقایسه کوچکتری نیز اتفاق می خروج از مرکز

محوری منجر به افزایش دامنه پایدار مشخص است که وجود ارتعاشات  2تیر نامتقارن محوری در فصل 

نوسانات سیستم در مقادیر متناظر زوایای پیچش و میرایی شده و همچنین، نقطه دو شاخگی و پرش به 

 دهد.    بزرگتری رخ می خروج از مرکزسمت راست منتقل شده و پرش در مقادیر 

 
( و مد اول n=1تیر پیچیده شده نامتقارن در مد اول خمشی ) خروج از مرکز-منحنی دامنه (13-9) شکل

( و m=1محوری ) 
 0.05e e  و 0 .و زوایای پیچش مختلف 
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با شرایط مرزی  محوری، عرضی و پیچشی تیر پیچیده شده دوار ارتعاشات 

 گیردار یک سر

ابزارهای براده برداری تحت تأثیر ارتعاشات محوری، عرضی و برخی دیگر از تجهیزات دوار از قبیل 

تواند ناشی از هر عامل داخلی و خارجی مانند نابالانسی، نامتقارنی و پیچشی قرار دارند. این ارتعاشات می

و پیچشی روی ارتعاشات رو، در این بخش، تأثیرات کوپلینگ حرکات محوری از اینغیره تشدید یابد. 

 مورد بررسی قرار گرفته شده است. سر گیرداریکعرضی تیر پیچیده شده 

 حرکتمعادلات   -11-1

(، هر سطح مقطع از تیر دارای یک 2-2و با توجه به شکل ) 9و  2 هایدر این فصل همانند فصل

نسبت به  Cرم های جابجایی مرکز جباشد. مولفهو یک دوران می Cجابجایی الاستیک در مرکز جرم 

,𝑢𝑥(𝑡برابر است با  tو زمان  xدر موقعیت  Zو  X ،Yمحورهای   𝑥), 𝑣𝑦(𝑡, 𝑥), 𝑤𝑍(𝑡, 𝑥)   . به منظور

,𝜙(𝑡توصیف دوران سطح مقطع تیر پیچیده شده قبل و بعد از تغییر شکل تیر، از زوایای اویلر  𝑥)  ،

𝜓(𝑡, 𝑥)  و𝜃(𝑡, 𝑥) حول محورهایX ،Y  وZ [33]شوداستفاده می .𝜓(𝑡, 𝑥)   و𝜃(𝑡, 𝑥)  ناشی از تغییر

,𝜙(𝑡شکل خمشی تیر بوده و  𝑥)  ناشی از دوران و پیچش تیر بوده و برابر است با𝜑(𝑡, 𝑥) = ϕ(𝑡, 𝑥) +

Ω𝑡 .برنولی و ایزوتروپیک بوده که با سرعت ثابت -تیر بکار رفته یک تیر اویلرΩ  به صورت محوری دوران

صرف نظر شده در حالی که تأثیرات ژیروسکوپی و اینرسی کند. همچنین از تغییر شکل برشی تیر می

با استفاده از رابطه لاگرانژین، معادلات بی بعد شده ارتعاشات  دورانی تیر در نظر گرفته شده است.

 گیردار برابر است با، یک سرمحوری، عرضی و پیچشی تیر پیچیده شده 
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(11-5) 
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 (11-6) 

همچنین شود از میرایی در جهت پیچشی صرف نظر شده است. در معادلات فوق فرض می

 پارامترهای بی بعد شده برابرند با،
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 (11-7) 

، در معادلات از علامت برای راحتیطول تیر هستند.  مقطع و ضخامت، به ترتیب اندازه Lو  0h که

 )*( صرف نظر شده است.

به عنوان فرکانسهای خطی ارتعاشات طولی، عرضی  𝜔𝑡و  𝜔𝑏و  𝜔𝑎  𝜔𝑓اکنون، با در نظر گرفتن 

و  𝜔𝑓آیند )دست میگیردار که از حل خطی معادلات حرکت ب یک سرهمسو و ناهمسو و پیچشی تیر 

𝜔𝑏  به صورت غیر صریح بدست آمده و𝜔𝑎   و𝜔𝑡 ،به صورت صریح بدست آمده( این فرکانسها برابرند با 

(11-8) 
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(11-9) 
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 و شکل مدهای خطی متناظر آنها نیز برابرند با،
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(11-11) 
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با قرار اکنون، باشند. به ترتیب شماره مدهای ارتعاشات محوری، عرضی و پیچشی می kو  m ،nکه 

( در معادلات مرتبه 9)معادلات  متناظر در فصل  𝜙و  wو  v و uبرای  1دادن رابطه فوق و جواب مرتبه 

و  𝑒𝑖𝜔𝑏𝑇0و  𝑒𝑖𝜔𝑓𝑇0را با جدا کردن و مرتب سازی ضرایب  2(، معادلات مرتبه 9)روابط متناظر در فصل  2

𝑒𝑖𝜔𝑎𝑇0  و𝑒𝑖𝜔𝑡𝑇0   برای از بین بردن ضرایب سکولار و حذفsmall divisorموجود به شکل زیر  های

 یم،کنساده می
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,2که  1 2( , , )aP x T T ،2 , , 1 2( , , )b vP x T T ،2 , , 1 2( , , )f vP x T T ، 2 , , 1 2, ,f wP x T T ، 2 , , 1 2, ,b wP x T T  و

 12, 2, ,tP Tx T ،برابرند با 

(11-17)    1 12 22, 1 2 ,( , , ) u u aa i D Ax TT T TP 
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(11-22)    12, 2 11 2, ,, 2 t t t tP x i D AT T T T 

دهند با حذف جملات سکولار، هیچ جمله سکولار دیگری نشان می (22-11)تا  (17-11)معادلات 

 ه و در نتیجه از حل ناهمگن معادلات فوق داریم،وجود نداشت 2در حل مرتبه 

(11-23) 
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 ، باید داشته باشیم،(23-11)در نتیجه با توجه به رابطه 

(11-24) 
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بوده و در نتیجه معادلات  2Tتنها تابعی از  tAو  aA ،1lA ،2lAمعادله فوق به این معناست که 

 شوند،مرتبه اول به صورت زیر ساده می
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گیرد. به منظور بیان نزدیکی فرکانس بررسی قرار می مورد 2نیز مانند مرتبه  3معادلات مرتبه 

 شود،به شکل زیر تعریف می 𝜎 تحریک به فرکانس طبیعی،  پارامتر تنظیم کننده

(11-29) Ω = 𝜔𝑓 + 𝜀2𝜎 

 (، داریم،23-9( تا )19-9در ) (28-11)تا  (25-11)و  (29-11)با جایگذاری معادله 
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,3باشند. سکولار میبه معنی مختلط مزدوج و ضرایب غیر  N.S.T و CCکه  1 2( , , )aP x T T ،

3, , 1 2( , , )b vP x T T ،3 , , 1 2( , , )f vP x T T ، 3 , , 1 2, ,f wP x T T ، 3 , , 1 2, ,b wP x T T  و 13, 2, ,tP Tx T  ضرایب سکولار

 بوده و برابرند با، εاز  3معادلات مرتبه 

(11-34) 
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(11-39) 
 3, 2 2( , ) 2 t tt tP x T i D A 

 (33-11)تا  (31-11)، از آنجا که بخش همگن معادلات [120]همانطور که نایفه بیان کرده است 

بخش غیر همگن نیز دارای پاسخ بوده اگر و تنها اگر، شرایط حل باشد، غیر بدیهی میهای دارای حل

پذیری برقرار باشند. شرایط حل پذیری دربردارنده تعامد طرف راست معادلات فوق با هر پاسخی از 

توان اثبات کرد که بخشهای همگن باشد. میمسئله الحاقی خود که همان شکل مدهای خطی بوده، می

 باشند. بنابراین، شرایط حل پذیری آنها برابرند با،این معادلات نیز خود الحاق می

(11-41) 

1

3, 2

0

( ) ( , ) 0  a ax P x T dx 

(11-41) 

 
1

3, , 2 3, , 2
0

( ) ( , ) ( , ) 0   f f v f wx P x T iP x T dx   و    

 
1

3, , 2 3, , 2
0

( ) ( , ) ( , ) 0   b b v b wx P x T iP x T dx  

(11-42) 

1

2

0

( ) ( , ) 0   t x x T dx 

، صورت نهایی شرایط حل (39-11)تا  (34-11)و  (12-11)تا  (11-11)با توجه به معادلات 

 پذیری برابرند با،

(11-43)        2
1, 2 2, 1 1 2, 2 2 3, 19 0u a u a l l u a l l u a li D A A A A A A A A A 
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(11-44) 
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1, 2, 2 1 5, 6, 1 2 2 7, 8, 3, 4, 1

2
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(11-45) 
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(11-46) 2 2( ) 0tD A T 
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e
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e
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e
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C S
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dx i
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1 1 1
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(16, , ) (17, , )
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;
e

; ; ( ) ;
e

( ) ; (

C S
n ni x

C S
n n n n n a a fi x

n f a f n f a a
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dx dx i dx

dx 

  

  

 

 

      

                     

               



  

  

0

0 0 0

0 0 0

1
2

(18, , )
0

1 1 1
2 2 2

(19, , ) 0 (20, , ) 0 (21, , )
0 0 0

1 1 1
2 4 2 2

(22, , ) (23, , ) (24, , )
0 0 0
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2 ; ; 2 ;

; 2 ;

f n f a f

n a a f f n a a f n a a f f
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(11-47) 
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شود، ضریب جمله مشاهده می (47-11)و  (44-11)همچنین، همانطور که از معادلات   22e i T 

هک   3, 4,v vi باشد، اشاره به نا متقارنی در سیستم دارد. برای حذف می𝑒𝑖𝜎𝑇0  11)در معادلات-

 دهیم،قرار می (46-11)تا  (43

(11-48)    2

1 2 2( )
i T

l lA T A T e
  

و در نهایت برای بدست آوردن پاسخ معادلات حاصل، 
2( )lA T  و𝐴𝑙2(𝑇2)  وaA را به صورت قطبی 

(11-49) 2 2 2( ) ( ) ( )
1 2 2 2 2 2

1 1 1
( ) (, ,) ( )

2 2 2


  
i T i T i T

l l ual lA a T e A a T e A a T e  
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به ترتیب دامنه های نوسانات عرضی همسو و  aAو  lA ،2lAدهیم. در معادلات حاصل قرار می

ناهمسو و نوسانات محوری بوده و 
2

( )T ،
2

( )T  و
2

( )T  به ترتیب فازهای نوسانات عرضی همسو و ناهمسو و

ومی معادلات حاصل، هفت معادله سپس با جداسازی بخشهای حقیقی و موهباشند. می نوسانات محوری

 آید،دیفرانسیل معمولی مرتبه اول به شکل زیر بدست می

(11-51)  2 2 2
1, 2 3, 2, 1 2, 2    u u u u l u lD a a a  

(11-51) 2 0uD a  
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2 3
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1, 5, 2, 6, 1 2 1 2, 1,9, , 9, ,

2

4 4 sin 2 cos 2

8 ( )sin cos

8

2

v v l v v v v v v v v l

v v v v v v v v l

C S
v v v v l l l f v vn n

D a a

e e e e a

a a ca

    2
, 4, 1, 5, 1v u v u u la a

 

(11-52) 

         

     

       

 

   







               

            

           
 

  
0

1 2 1

1 1 2 1

2 2
1, 2, 1, 3, 4, 2, 4, 1, 3, 2,

3 2 2 2
8, 2, 1, 7, 5, 2, 1, 6, 1, 2,

2
2, 1, 2, 1,

1 2, 9, ,
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8 sin cos
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e e e e

ca     
      

0

2
1, 1, 4, 2, 5, 19, ,

2C
v v u v u u ln

a a

 

(11-53) 

     

       
 

            

         
0 0

2 2 2 3
2, 1, 2 2 1, 5, 2, 6, 2 1 1, 8, 2, 7, 2

2
2 2, 1, 2, 4, 1, 5,9, , 9, ,

4

8 2

w w l w v w v l l w v w v l

C S
l b w w w u w u un n

D a a a a

ca a
 (11-54) 

     

       



 

           

         
0 0

2 2 2 2
2, 1, 2 6, 1, 2, 5, 1 7, 1, 2, 8, 2

2
2 1, 2, 1, 4, 2, 5,9, , 9, ,

4

8 2

w w v w w v l v w w v l

C S
l b w w w u w u un n

D a a

ca a
 (11-55) 

منظور بررسی پایداری ارتعاشاتی تیر مورد نظر و همچنین استخراج نقاط ثابت تعادلی معادلات  به

بایست مشتقات زمانی آنها صفر در نظر گرفته شوند. با انجام این کار و همانطور که از معادلات مذکور، می

که تنها لنگ زنی  نیز برابر صفر خواهد شد و این بدان معنی است 𝑎𝑙2نشان داده شده مشخص است، 

همسو در ارتعاشات عرضی تحریک خواهد شد. به این ترتیب، معادلات نهایی برای بررسی پایداری 

 سیستم مورد نظر عبارتند از،

(11-56)  2 2 2
3, 2, 1 2 0   u u u l la a a  
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(11-57) 
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(11-58) 
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 داریم، (51-11)و  (51-11)اکنون با توجه به معادلات 

(11-59) 2( )u aa T C 

(11-61)   2 2 2
2 3, 2, 1 2 2

1,

1
( )      

    u a u l l a
u

T C a a dT D 

 آیند. ثوابتی بوده که از شرایط اولیه ارتعاشات محوری بدست می  aDو   aCکه 

 پایداری با تعیین ماتریس ژاکوبینتحلیل   -11-2

2( و با فرض 55-11تا ) (51-11)به منظور پایداری حالت پایای معادلات مرتبه اول  2( ) 0a T ،

 ،[118]معادلات فوق برابر است با، طرف راست Jماتریس ژاکوبین، 

 


 

 
 
 

2 2
1, 2,4

1

v v

B
J

C D

A
(11-61) 
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a
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 آیند،و مقادیر ویژه متناظر آن از معادله زیر بدست می

 0iJ I    or         2 ( ) 0A D AD BC  (11-62) 

Aبا توجه به معادلات فوق الذکر، از آنجا که  D( ) 0  اگر ،AD BC 0  حرکت دینامیکی ،

,𝑎𝑙10)سیستم در نقاط ثابت تعادلی،  Θ0) باشد.پایدار بوده و در غیر اینصورت ناپایدار می 

 نتایج  -11-3

در این بخش، با استفاده از معادلات بدست آمده، نمودارهای پاسخ فرکانسی لازم جهت تحلیل 

گیردار با سرعت دورانی ثابت گزارش شده است.  یک سرپایداری ارتعاشات عرضی تیرهای پیچیده شده 

های اولیه و ضریب میرایی خارجی روی رزونانس خروج از مرکزدر این نمودارها، تأثیر زاویه پیچش، میزان 

گیردار، مورد بررسی قرار خواهد  یک سرو پارامتریک تیر پیچیده شده دورانی متقارن و نامتقارن محوری 

گرفت. برای این منظور، پارامترهای بی بعد شده زیر مورد استفاده قرار گرفته اند:  0.001
xx
I, 

.0.01c,  0.0005, = 0.002878I I  بقیه پارامترهای بی بعد استفاده شده، در هر بررسی ذکر .

 خواهند شد.

منحنی های پاسخ فرکانسی غیر خطی را پیرامون نقاط ثابت  (4-11) شکلتا  (1-11) شکل

در مدهای اول و دوم و زوایای پیچش مختلف برای حالت متقارن  گیردار یک سرتعادلی تیر پیچیده شده 
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ها در هر دو جهات اصلی تیر یکسان بوده و دهد. فرض شده است که نابالانسیو نا متقارن نشان می

برابرند با،   0.05e eهای پاسخ فرکانسی سیستم . همانطور که مشاهده شده است، در مد اول، منحنی

تأثیر  که مؤید این است کهاند متقارن و نا متقارن به سمت چپ و در مد دوم به سمت راست خم شده

 باشد. پارامترهای غیر خطی سیستم در مد اول از نوع نرم شونده و در مد دوم از نوع سخت شونده می

، تیر تنها دارای یک منبع 0، در حالت متقارن (3-11) شکلو  (1-11) شکلبا توجه به 

باشد و در نتیجه منحنی پاسخ فرکانسی دارای یک می  تحریک بوده که همان نابالانسی با فرکانس 

دهد. همچنین، در حالت متقارن و زوایای پیچش قله بوده و تنها یک پرش در فرکانس دو شاخگی رخ می

که سخ پایدار بوده در حالی، سیستم دارای تنها یک پاشود که برای برخی از مقادیر کوچکتر دیده می

برای برخی دیگر، سیستم دارای سه پاسخ بوده که دوتای آنها پایدار و دیگری ناپایدار است. در نتیجه در 

یابد، نواحی افتد. اما، وقتی زاویه پیچش افزایش میاین حالات همواره پدیده پرش و دو شاخگی اتفاق می

 یابد. بروز دو شاخگی در سیستم کاهش میناپایدار کاهش یافته و در نتیجه احتمال 

(، علاوه بر منبع تحریک ناشی 0این درحالی است که وقتی نامتقارنی در سیستم وجود دارد )

آید که ناشی از یستم بوجود میدر س 2، یک منبع تحریک دیگر با فرکانس از نابالانسی با فرکانس 

رو، شود. از اینباشد و به عنوان تحریک پارامتریک در سیستم شناخته میوجود نامتقارنی در سیستم می

برای  (4-11) شکلو  (2-11) شکلباشد. این مطلب در های پاسخ فرکانسی دارای دو قله میمنحنی

خی از شود، در برتیرهای پیچیده شده نامتقارن محوری نشان داده شده است. همانطور که مشاهده می

مقادیر ، سیستم دارای پنج پاسخ، در برخی دیگر، یک پاسخ و در برخی دیگر دارای سه پاسخ بوده که 

باشند. بسیار واضح است که همواره پدیده دو شاخگی اتفاق شامل ترکیبی از پاسخهای پایدار و ناپایدار می

گیردار نامتقارن با در  یک سرده شود، در مد اول، برای تیر پیچیده شافتد. همانطور که مشاهده میمی

نظر گرفتن ارتعاشات محوری، منحنی پاسخ فرکانسی در زوایای پیچش کوچکتر به شکل نمودارهای 

در فرکانسهای نقاط تغییر حالت پایای سیستم از پایدار به  saddle-node bifurcationدوشاخگی از نوع 

پیچش صفر درجه، همانطور که نشان داده شده  زاویهای که در باشد بگونهمی 2R و 1Rناپایدار یعنی 
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به  1Rواقع در نقطه  node bifurcation-saddleاست، سیستم تمایل به پرش از پاسخ ناپایدار سیستم در 

1های متناظر با فاصله بین سپس در فرکانسدارد.   R'1در  پاسخ پایدار 2'R R   که متعلق به پاسخهای

 2Rواقع در  node bifurcation-saddleپایدار سیستم بوده، نوسان کرده و در نهایت از نقطه ناپایدار 

 رود. می  R'2پرش دوم داشته و به پاسخ پایدار سیستم در 

یعنی  node bifurcation-saddleاما با افزایش زاویه پیچش سیستم، پهنای فرکانسی بین دو 

1 2R R   افزایش یافته و میزان پرش از دوnode bifurcation-saddle یابد. اما در به تدریج کاهش می

به صورت  1Rخواهد بود به صورتیکه پاسخ پایای سیستم در  pitchforkدوشاخگی از نوع  نمودارمد دوم، 

supercritical pitchfork bifurcation  بوده که با یکsubcritical pitchfork bifurcation  2بهR  ختم

و برای زاویه پیچش  (2-11) شکلشود )این موضوع برای نمونه در می 0 نشان داده شده است(. 60

 R'1در  به حالت پایدار 1Rشود که سیستم تمایل به پرش از حالت ناپایدار در در این حالت، مشاهده می

1شود، با افزایش زاویه پیچش، طول دارد. همانطور که مشاهده می 1'R R یابد. از این پرش کاهش می

و  صفرتوان دید که در زوایای پیچش کوچکتر، سیستم دارای پهنای وسیعتری از پاسخهای طرفی می

1خواهد بود و اگر سیستم در فرکانسی در فاصله  صفرپهنای کوچکتری از پاسخهای غیر  2R R   عمل

 کند.نوسان می صفرای برابر با پاسخ غیر کند، سیستم با دامنه

، 0، در مد اول، با افزایش زاویه پیچش، (2-11) شکلو  (1-11) شکلاز طرفی، با توجه به 

در مد اول رو، یابد. از اینهای نوسانی کاهش میتأثیرات نرم شوندگی کاهش یافته و درنتیجه دامنه قله

تواند به عنوان یک پارامتر میرا کننده نوسانات سیستم عمل کند. در توان گفت وجود زاویه پیچش میمی

ای که با افزایش زاویه پیچش، تأثیر سخت شوندگی کاهش باشد، بگونهمورد مد دوم نیز شرایط مشابه می

توان گفت که در تیرهای پیچیده جه، مییابد. در نتییافته و درنتیجه دامنه نواحی پایدار نیز کاهش می

 کند. تر نوسانات سیستم کمک میگیردار، وجود زاویه پیچش به میرا شدن سریع یک سرشده 

)پیرامون  3با مقایسه نتایج بدست آمده در این بخش با نتایج متناظر بدست آمده در فصل 

ست آمده، مشخص است که در نظر ارتعاشات عرضی تیرهای پیچیده شده لاغر(، و همچنین معادلات بد
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گرفتن ارتعاشات محوری )یا بزرگ بودن ضریب لاغری سیستم( در مد اول باعث افزایش نرم شوندگی 

و کاهش دامنه سیستم در فرکانسهای متناظر خواهد شد. در  3سیستم نسبت به حالات متناظر در فصل 

هش سخت شوندگی و افزایش نرم شوندگی مد دوم نیز شرایط همانند مد اول بوده که این امر باعث کا

 سیستم شده و دامنه نوسانات سیستم در فرکانسهای مشابه افزایش خواهد یافت. 
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 )ج(

( و مد اول طولی n=1منحنی پاسخ فرکانسی عرضی تیر پیچیده شده دوار متقارن در مد اول خمشی ) (1-11) شکل

(m=1 و )پیچش الف(  زاویه 0 ب(  0 0 و  ج(  30 0 60 

 
 )الف(
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 )ج(

( و مد اول n=1منحنی پاسخ فرکانسی عرضی تیر پیچیده شده دوار نامتقارن در مد اول خمشی ) (2-11) شکل

پیچش الف(  زاویه( و m=1طولی ) 0 ب(  0 0 و  ج(  30 0 60 

 
 )الف(
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 )ج(

( و مد اول طولی n=2منحنی پاسخ فرکانسی عرضی تیر پیچیده شده دوار متقارن در مد دوم خمشی ) (3-11) شکل

(m=1 و )پیچش الف(  زاویه 0 ب(  0 0 و  ج(  30 0 60 

 
 )الف(
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 )ج(

( و مد اول n=2منحنی پاسخ فرکانسی عرضی تیر پیچیده شده دوار نامتقارن در مد دوم خمشی ) (4-11) شکل

پیچش الف(  زاویه( و m=1طولی ) 0 ب(  0 0 و  ج(  30 0 60 

گیردار را با  یک سرمنحنی دامنه بر حسب نسبت میرایی تیر پیچیده شده محوری  (5-11) شکل

فرض لاغر نبودن تیر )در نظر گرفتن ارتعاشات محوری( در زوایای پیچش مختلف و فرکانسهای طبیعی 

متناظر با  0 توان دید که با افزایش نسبت میرایی، دامنه دهد. با توجه به این شکل، مینشان می

یابد. علاوه براین، سیستم تنها دارای یک پاسخ پایدار در همه زوایای پیچش و ضرایب نوسانات کاهش می

توان گفت افزایش زاویه طرفی، میمیرایی بوده که در نتیجه آن، هیچگونه دوشاخگی وجود ندارد. از 

 شود.پیچش، منجر به کاهش شدیدتر دامنه نوسانات سیستم در محیطهای با ضرایب میرایی یکسان می

 

( و مد اول محوری n=1نسبت میرایی تیر پیچیده شده متقارن در مد اول خمشی )-منحنی دامنه (5-11) شکل

(m=1 و ) 
 0.05e e  و 0 .و زوایای پیچش مختلف 

(، برای (6-11) شکلباشد )می )0در حالتی که تیر پیچیده شده، نامتقارن ) 0  ،و مد اول

یابد. در این حالت، سه پاسخ در با افزایش ضریب میرایی، دامنه نوسانات در همه زوایای پیچش کاهش می
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است. اما، هرچه زاویه پیچش بزرگتر شده، سیستم وجود دارد که دو پاسخ آن پایدار و دیگری ناپایدار 

توان گفت در حالت نامتقارن کند که میسیستم در ضریب میرایی بزرگتری شروع به میرا شدن می

برخلاف حالت متقارن، با افزایش زاویه پیچش، برای میرا شدن سیستم، به محیطهایی با نسبت میرایی 

شود به دلیل ، مشاهده می3ناظر بدست آمده در فصل خارجی بزرگتر احتیاج است. با مقایسه نتایج مت

وجود ارتعاشات محوری، تأثیر نرم شوندگی سیستم افزایش یافته و در نتیجه دامنه نوسانات پایدار 

 یابد.   سیستم کاهش می

 

( و مد اول محوری n=1نسبت میرایی تیر پیچیده شده نامتقارن در مد اول خمشی )-منحنی دامنه (6-11) شکل

(m=1 و ) 
 0.05e e  و 0 .و زوایای پیچش مختلف 

شده متقارن و  پیچیدهتیر  خروج از مرکزدامنه نوسانات را برحسب  (8-11) شکلو  (7-11) شکل

انس طبیعی متناظر با گیردار در فرک یک سرنامتقارن  0  در حالتی که ارتعاشات محوری در نظر

نشان داده شده است، در حالت متقارن،  (7-11) شکلدهد. همانطور که در گرفته شده است، نشان می

تیر و زوایای  خروج از مرکزگیردار مذکور در کل مقادیر  یک سرحرکت نوسانی تیر پیچیده شده دوار 

د. همچنین، با توجه به این افتپیچش مختلف آن، پایدار بوده و در نتیجه هیچگونه دوشاخگی اتفاق نمی

مشخص، دامنه نوسانات سیستم  خروج از مرکزشود که با افزایش زاویه پیچش، در یک شکل مشاهده می

تیر پیچیده  خروج از مرکز-را روی منحنی دامنه 0تأثیر زاویه پیچش  (8-11) شکلیابد. کاهش می

گیردار نا متقارن در نزدیکی فرکانسهای متناظر با  یک سرشده دوار  0 دهد. در این حالت، نشان می
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تیر در  خروج از مرکزبه ازای برخی از مقادیر مشخص  0دو بخش وجود دارد. بخش اول، در  ، تنها

مقادیر خروج از مرکز کوچکتر بوده که شامل سه حل بوده با دو پاسخ پایدار و یک پاسخ ناپایدار در 

بزرگتر، به ازای کلیه زوایای پیچش، تنها یک پاسخ  خروج از مرکزکه در بخش دوم و در مقادیر حالی

افتد. همچنین، افزایش زاویه پیچش یک پرش اتفاق می پایدار وجود دارد. در نتیجه پدیده دو شاخگی و

اتفاق افتاده و دامنه پایدار نوسانات سیستم  خروج از مرکزشود پرش در مقادیر بزرگتری از باعث می

توان دید که ، می3یابد. در هر دو حالت مذکور، با مقایسه نتایج متناظر بدست آمده در فصل کاهش می

حالتی که تیر لاغر نبوده و ارتعاشات محوری در نظر گرفته شده است، نسبت  دامنه نوسانات سیستم در

 یابد. باشد کاهش میبه حالتی که تیر لاغر می

 

( و مد اول محوری n=1تیر پیچیده شده متقارن در مد اول خمشی ) خروج از مرکز-منحنی دامنه (7-11) شکل

(m=1 و ) 
 0.05e e  و 0 .و زوایای پیچش مختلف 

 

( و مد اول محوری n=1تیر پیچیده شده نامتقارن در مد اول خمشی ) خروج از مرکز-منحنی دامنه (8-11) شکل

(m=1 و ) 
 0.05e e  و 0 .و زوایای پیچش مختلف 
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 فصل یازدهم
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 هانتیجه گیری و پیشنهاد 

 نتیجه گیری  -11-1

در این رساله، ارتعاشات غیر خطی تیرهای پیچیده شده غیرخطی با زاویه پیچش خطی و شرایط 

مرزی دو سر مفصل و یک سر گیردار مورد بررسی قرار گرفت. وجود نابالانسی در تیرهای مذکور به عنوان 

با فرکانس  و وجود نامتقارنی به عنوان منبع تحریک پارامتریک Ωمنبع تحریک اولیه با فرکانس تحریک 

2Ω اند. در برخی ازحالات، تیرهای نامتقارن با خاصیت به عنوان منابع تحریک سیستم در نظر گرفته شده

کش پذیری یا کش ناپذیری و در برخی دیگر از حالات، تیرهای پیچیده شده با سرعت ثابت یا متغیر 

های شد که از آنجا که منحنی مورد بررسی قرار گرفتند. همچنین، با توجه به روابط بدست آمده مشخص

اند، تأثیر پاسخ فرکانسی در تیرهای دو سر مفصل و در هر دو مد اول و دوم به سمت راست خم شده

-گیردار در مد اول منحنی یک سرکه در تیرهای پارامترهای غیر خطی از نوع سخت شونده بوده در حالی

نوع نرم شونده بودند. در بررسی و صحه گذاری  ها به سمت چپ خم شده و تأثیر پارامترهای غیر خطی از

 کوتا استفاده شد. -های چند گانه، گالرکین و روش عددی رانگنتایج از سه روش مقیاس

در حالتی که تیر به صورت کش پذیر در نظر گرفته شد، مشخص شد که در تیرهای پیچیده شده 

در مد اول باعث کاهش دامنه نوسانات  نامتقارن دو سر مفصل و یک سر گیر دار، افزایش زاویه پیچش

تواند به عنوان یک پارامتر توان گفت که در این تیرها، زاویه پیچش در مد اول میرو میپایدار شده. از این

میرا کننده و کاهنده دامنه نوسانات نقش داشته باشد. اما در مد دوم برای تیرهای دو سر مفصل مذکور، 

گیر دار در مد دوم نیز  یک سروس داشته در حالی که برای تیرهای افزایش زاویه پیچش نقشی معک

 باشد. شرایط همانند مد اول آنها می

حالتی که سرعت تیر به صورت متغیر و با اغتشاش سینوسی در نظر گرفته شده است، مشخص  در

در مدهای اول و دوم متقارن، دامنه نوسانات حالات پایای تیر پیچیده شده با وجود تغییرات  شد که 

سرعت  در همه زوایای پیچش از مقادیر متناظر خود در حالت بدون تغییرات تغییرات سرعت بزرگتر 
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 های پاسخ فرکانسیاست. همچنین، مشاهده شد که در تیرهای متقارن بدون تغییرات سرعت، منحنی

باشند که این بدان معنی است که تنها منبع تحریک همان نابالانسی موجود در تیر تنها دارای یک قله می

شود، افتد. اما، وقتی در تیرهای متقارن، تغییرات سرعت مشاهده میبوده و یک پرش در سیستم اتفاق می

-ریک در سیستم ظاهر مییک منبع تحریک دیگر ناشی از تغییرات سرعت به عنوان منبع تحریک پارامت

ای که در زوایای شود بگونهشود که دو قله و در نتیجه دو پرش نزدیک به هم در سیستم مشاهده می

دهد. بنابراین، در پیچش بزرگتر و مد اول حتی با وجود تغییرات سرعت، تنها یک پرش در سیستم رخ می

عت در زوایای پیچش کوچکتر به عنوان مد اول تیرهای پیچیده شده متقارن دو سر مفصل، تغییرات سر

یک منبع تحریک دیگر تأثیر گذار خواهد بود. اما در مد دوم، در هر زاویه پیچش، تأثیر تغییرات سرعت 

 حائز اهمیت خواهد بود. 

علاوه براین، مشاهده شد که در حالات با و بدون تغییرات سرعت، پدیده پرش و دو شاخگی اتفاق 

شود نا متقارن و در حالتی که تغییرات سرعت در سیستم وجود دارد، مشاهده می افتد. اما در حالتمی

آید که به عنوان تحریک پارامتریک نیز در سیستم بوجود می 2که منبع تحریک سومی با فرکانس 

رش شده است که گزا [41]افتد. در مرجع واضح است که پدیده پرش و دوشاخگی اتفاق میباشند و می

در حضور نامتقارنی و تغییرات سرعت در تیرهای بدون زاویه پیچش و مدهای پایینتر، تأثیر نامتقارنی 

نسبت به وجود تغییرات سرعت غالب است. به عبارت دیگر، در مدهای پایینتر، نامتقارنی به سیستم 

، وجود زاویه پیچش تأثیر تغییرات باشدکند. اما، زمانی که تیر به صورت پیچیده شده میانرژی پمپ می

باشد، اما، ای که اگرچه تأثیر تغییرات سرعت در مدهای پایینتر ضعیف میسرعت را تغییر داده بگونه

کند. به عبارت دیگر، در مدهای کوچکتر، منبع افزایش زاویه پیچش تأثیر تغییرات سرعت را تقویت می

تواند به پمپ انرژی در سیستم کمک کند بزرگتر می تحریک ناشی از تغییرات سرعت در زوایای پیچش

کند. که در زوایای پیچش کوچکتر، معمولاً تأثیر نامتقارنی، انرژی را به سیستم پمپ میدر حالی

 دهد. همچنین، افزایش شماره مد نیز تأثیرات تغییرات سرعت را افزایش می

های سوراخکاری و حفاری، یک انند متهبا توجه به اینکه در اکثر وسایل و تجهیزات کاربردی، هم
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شود، در فصل پنجم و ششم، اقدام به نیروی محوری از طرف سطح قطعه یا محیط کار به مته وارد می

مدلسازی این موضوع به وسیله یک تیر دو سر مفصل و یک سر گیردار شد. در استخراج نتایج حاصل از 

ر مفصل در اثر وجود نیروی محوری فشاری به این مدلسازی مشخص شد که پاسخ فرکانسی تیر دو س

یابد. اما در مورد فرکانس نقطه پرش یا رزونانس کاهش می که مؤید این است کهسمت چپ جابجا شده 

گیردار تحت نیروی محوری، در مد اول فرکانس رزونانس نسبت به حالت بدون نیروی یک سرتیرهای 

باشد. همچنین، دامنه پاسخهای فرکانسی س میمحوری بیشتر شده در حالتی که در مد دوم برعک

گیردار با نیروی محوری در هر دو مد نسبت به حالت بدون نیروی  یک سرتیرهای دو سر مفصل و 

 محوری بیشتر بوده است.

 یک سردر مبحثی دیگر، ارتعاشات غیر خطی تیرهای پیچیده شده کش ناپذیر دو سر مفصل و 

ر این بررسی مشخص شد که در مد اول و دوم، با افزایش زاویه پیچش، د گیردار مورد بررسی قرار گرفت.

0شود که دامنه نوسانات تیر پیچیده شده کش ، تأثیرات سخت شوندگی کاهش یافته ولی مشاهده می

پیچش در تیرهای رساند که وجود زاویه یابد و این میناپذیر در فرکانسهای متناظر به تدریج افزایش می

تواند پیچیده شده کش ناپذیر نسبت به تیرهای کش پذیر تأثیر معکوسی را با خود به همراه داشته و نمی

 به میرا شدن سیستم کمک کند. 

در مد  ای است کهگیر دار پیچیده شده کش ناپذیر، وضعیت بگونه یک سر تیرهایاما در مورد  

پاسخ فرکانسی سیستم متقارن و نا متقارن به سمت چپ  ایهپیچش کوچکتر، منحنیاول، در زوایای 

شوند و با افزایش زاویه پیچش، این منحنی تمایل به جهش به سمت راست را دارد. این مطلب خم می

رساند که فرض کش ناپذیری تیر پیچیده شده مذکور و در نظر گرفتن ارتعاشات محوری و پیچشی می

که در زوایای وچکتر، تأثیر نرم شوندگی تیر بیشتر بوده، در حالیشود که در زوایای پیچش کباعث می

کند. اما، در پیچش بزرگتر، نرم شوندگی تیر کاهش یافته و نمودار پاسخ فرکانسی به سمت راست میل می

تأثیر پارامترهای  که مؤید این است کهمد دوم، نمودار در همه زوایای پیچش به سمت راست خم شده 

باشد. همچنین، در مد اول، با افزایش زاویه پیچش، در مد دوم از نوع سخت شونده می غیر خطی سیستم
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0ای که در یابد، بگونههای نوسانی کاهش می، تأثیرات نرم شوندگی کاهش یافته و در نتیجه دامنه قله

ت شوندگی سیستم تقویت خواهد زوایای پیچش بزرگتر، تأثیر نرم شوندگی به شدت کاهش یافته و سخ

تواند به عنوان یک پارامتر میرا کننده توان گفت وجود زاویه پیچش میرو، در مد اول میشد.. از این

ای که با افزایش زاویه باشد، بگونهنوسانات سیستم عمل کند. در مورد مد دوم نیز شرایط مشابه می

یابد. در نتیجه، دامنه نواحی پایدار نیز کاهش میپیچش، تأثیر سخت شوندگی کاهش یافته و درنتیجه 

گیردار کش ناپذیر، همانند حالت مربوط به تیرهای  یک سرتوان گفت که در تیرهای پیچیده شده می

 کند. تر نوسانات سیستم کمک میگیردار کش پذیر، وجود زاویه پیچش به میرا شدن سریع یک سر

های توربین، ابزارهای براده برداری و ... تحت از جمله پرهاکثر تجهیزات دوار بکار رفته در صنعت 

-تأثیر ارتعاشات در همه جهات از قبیل ارتعاشات محوری، عرضی و پیچشی قرار دارند. این ارتعاشات می

در بخشی  رو،تواند ناشی از هر عامل داخلی و خارجی مانند نابالانسی، نامتقارنی و غیره تشدید یابد. از این

رخلاف آنچه در بخشهای قبلی مطرح شده بود، ارتعاشات عرضی غیر خطی تیرهای پیچیده شده با دیگر، ب

در نظر گرفتن تأثیر کوپلینگ ارتعاشات محوری و پیچشی مورد بررسی قرار گرفت. آنچه در این بررسی 

امتقارن ها در همه مدها در حالات متقارن و نمنحنی در تیرهای دو سر مفصل، بدست آمد نشان داد که

باشد. در مد اول عرضی و اند و تأثیر پارامترهای غیرخطی از نوع سخت شونده میبه سمت راست خم شده

مد اول محوری یعنی  1, 1m n  ،با افزایش زاویه پیچش ،0یابد. های نوسانی کاهش می، دامنه قله

تواند به عنوان یک پارامتر میرا کننده نوسانات توان گفت وجود زاویه پیچش مییرو، در این حالت ماز این

سیستم عمل کند. این استراتژی زمانی که مد دوم ارتعاشات محوری با مد اول ارتعاشات عرضی کوپل 

شوند )می 2, 1m n( در حالت متقارن محوری ،) 2 شود. اما زمانی که مد دوم کرار می( نیز ت0

شود، ، با افزایش کوپل می2mیا دوم ارتعاشات محوری  1mبا مدهای اول  2nارتعاشات عرضی 

های نوسانی افزایش یافته و در نتیجه دامنه قله، تأثیرات سخت شوندگی به تدریج 0زاویه پیچش، 

تواند در کاهش نوسانات توان گفت وجود زاویه پیچش نمیرو، در این حالت مییابد. از اینافزایش می

شود که بر خلاف مواردی که کوپلینگ مخوری و سیستم کمک شایانی کند. از طرفی، مشاهده می
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، با افزایش زاویه 1,2nمدهای اول و دوم ارتعاشات عرضی، پیچشی وجود نداشته، در این حالات، در 

دهد. در پیچش، فرکانس نقطه پرش کاهش یافته و به عبارتی دیگر، پرش در فرکانس کوچکتری رخ می

، مقادیر فرکانس و (1,2nحالت نامتقارن محوری، با افزایش زاویه پیچش در مدهای اول و دوم عرضی )

یابد. همچنین، با مقایسه نتایج دهد، کاهش میپهنای فرکانسی که در آن، پاسخهای پایدار سیستم رخ می

شود که تأثیر بدست آمده از حالات بدون در نظر گرفتن ارتعاشات محوری )فصل دوم(، مشاهده می

-در دامنه نوسانات پایدار سیستم می کوپلینگ ارتعاشات محوری بر روی ارتعاشات عرضی تأثیری فزاینده

 باشد.

باشد، در حالت متقارن و گیر دار می یک سردر حالتی که تیر پیچیده شده مذکور به صورت 

افتد. زوایای پیچش کوچکتر دیده شد که در زوایای پیچش کوچکتر، همواره پدیده دو شاخگی اتفاق می

پایدار کاهش یافته و در نتیجه احتمال بروز دو شاخگی در یابد، نواحی نااما، وقتی زاویه پیچش افزایش می

 یابد. سیستم کاهش می

در حالت نامتقارن و مد اول، دو شاخگی از نوع زینی بوده و با افزایش زاویه پیچش سیستم، پهنای 

دوشاخگی از نوع چنگالی شکل  نموداریابد ولی در مد دوم، فرکانسی بین دو نقطه دو شاخگی افزایش می

، تأثیرات نرم شوندگی کاهش یافته و درنتیجه دامنه 0ود. از طرفی، در مد اول، با افزایش زاویه پیچش، ب

توان گفت که در مد اول، وجود زاویه پیچش رو، در این مورد نیز مییابد. از اینهای نوسانی کاهش میقله

کننده نوسانات سیستم عمل کند. در مورد مد دوم نیز شرایط مشابه تواند به عنوان یک پارامتر میرا می

ای که با افزایش زاویه پیچش، تأثیر سخت شوندگی کاهش یافته و دامنه نواحی پایدار نیز باشد، بگونهمی

گیردار با در نظر گرفتن ارتعاشات  یک سرتوان گفت که در تیرهای پیچیده شده یابد که میکاهش می

 کند. تر نوسانات سیستم کمک میچشی، وجود زاویه پیچش به میرا شدن سریعمحوری و پی

با مقایسه نتایج بدست آمده با نتایج مربوط به حالاتی که کوپلینگ محوری و پیچشی وجود ندارد، 

مشخص شد که در نظر گرفتن ارتعاشات محوری )یا بزرگ بودن ضریب لاغری سیستم( در مد اول باعث 

دگی و کاهش دامنه سیستم در فرکانسهای متناظر خواهد شد. در مد دوم نیز شرایط افزایش نرم شون
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همانند مد اول بوده که این امر باعث کاهش سخت شوندگی و افزایش نرم شوندگی سیستم شده و دامنه 

 نوسانات آن در فرکانسهای مشابه افزایش خواهد یافت. 

تمهای فیزیکی، دارای رفتارهای غیرخطی در پایان، آنچه مشخص است اینکه، بسیاری از سیس

ما )یا به  "خطی"اکثر اوقات، دیدگاه  .تواند آن را تشخیص دهدهستند، اما، فقط یک چشم ناظر می

ها شود که از چنین رفتار متفاوتی درسیستمعبارت دیگر، نا آگاهی ما از پدیده های غیرخطی( باعث می

 .کنیم "غیرخطی"بود که شروع به تفکر رو، مزیت درآن خواهد غافل شویم. از این

 

 هاپیشنهاد  -11-2

کند به طوری که مسیری را برای بسیاری از کاربردهای این تحقیق، بینش عمیقی را فراهم می

های پیش رو در جدید باز خواهد کرد. آنچه در این رساله بدان پرداخته شده است، تنها بخشی از دریچه

تحقیقات بعدی، به ابعاد جامعتر و غیر خطی سازهای پیچیده شده  این مسیر را باز کرده و لازم است در

غیر خطی پرداخت. در این بخش، برخی از موضوعات مهمی که نیاز به تحقیق در این زمینه دارند مورد 

خطاب قرار گرفته شده است. امید است بتوان با مطالعات عمیقی که پرداخته خواهد شد بتوان ابعاد 

ها را مورد بررسی قرار داده و کمک شایانی به گونه سازهغیر خطی موجود در این وسیعتری از تأثیرات

 پیشرفت علوم مهندسی در این زمینه شود.

مورد بحث در این رساله ارتعاشات محوری، عرضی و پیچشی تیرهای پیچیده  هایدر تمام فصل

های عملیاتی که در حین شده محوری در حالات مختلف مورد بررسی و مطالعه قرار گرفت. یکی از پدیده

باشد که در اثر عملکرد اجسامی می 1لغزش-گونه روتورها ممکن است اتفاق بیفتد، پدیده ماندکارکرد این

آید. در حضور یک استاتور یا های حفاری، ابزارهای براده برداری و سوراخکاری و ... بوجود میبیل متهاز ق

-جسمی که قرار است عملیات ماشینکاری روی آن انجام شود، تیر پیچیده شده به عنوان یک روتور می

و استاتور صفر بوده لغزش نسبی داشته باشد. در حالت ماند، سرعت نسبی بین روتور -تواند رفتار ماند

                                                           
1 Stick-Slip 
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باشد. بررسی این پدیده در حین عملکرد تجهیزات درحالیکه در طول فاز لغزش، این سرعت، غیر صفر می

تواند کمک شایانی در مطالعه دوار بخصوص پمپها و کمپرسورهای مارپیچ، ابزارهای براده برادی و ... می

 شته باشد. ها داگونه سازهدقیقتر رفتار دینامیکی و پایداری این

تواند به صورت خطی یا غیر ذکر شد، زاویه پیچش تیرها در طول تیر می 1همانطور که در بخش 

ای بود که در آنها زوایای پیچش خطی باشد. آنچه در این رساله بدان پرداخته شد، تیرهای پیچیده شده

 شکلخکاری مخروطی )های سوراکرد. اما در عمل، همانند متهبه صورت خطی در طول تیر تغییر می

توان تواند به صورت غیر خطی تغییر کند که در گام بعدی، می(، زاویه پیچش در طول تیر می(11-1)

ن زوایای پیچش غیرخطی مورد بررسی ارتعاشات و پایداری تیرهای پیچیده شده را با درنظر گرفتن ای

 قرار داد. 

 

 های مخروطی شکلمته (1-11) شکل

توضیح داده شد، حرکت یک روتور انعطاف پذیر در یک سرعت دورانی  1همانطور که در بخش 

باشد. اولی ناشی از سرعت کاری سیستم بوده و دومی یک می 2لنگ زنیو  1چرخشمشخص ترکیبی از 

نشان داده  Ωبا  چرخشباشد. سرعت بحرانی یا یک فرکانس طبیعی میای متناظر با یک حرکت دایره

-نشان داده شده و یک حرکت ناخواسته می ωبا  لنگ زنیشده و یک حرکت خواسته بوده در حالی که 

تواند متغیر باشد. حرکات مستقل از هم هستند، فرکانسهای آنها می چرخش و لنگ زنیباشد. از آنجا که 

                                                           
1 spin 

2 Whirl 
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برابر باشد درحالیکه در  چرخشبا فرکانس  لنگ زنیافتد که فرکانس مانی اتفاق میز 1هماهنگ لنگ زنی

این موضوع را بهتر نشان داده  (2-11) شکل، این دو فرکانس با هم برابر نیستند. 2ناهماهنگ لنگ زنی

 است. 

 

 هماهنگ و ناهماهنگ لنگ زنینمایش  (2-11) شکل

هماهنگ مورد بررسی قرار گرفته شده است.  لنگ زنیدر سرتاسر این رساله، پدیده فوق به صورت 

 لنگ زنیتوان ارتعاشات و پایداری تیرهای پیچیده شده را با در نظر گرفتن اما در گام بعدی می

 ناهماهنگ مورد بررسی قرار داد. 

برخی از تجهیزات دارای تیرهای پیچیده شده دورانی مانند مته های حفاری، ابزارهای براده برداری 

هایی قرار داردند که به جهت ایفای نقش خود، پایه نیز ممکن است حرکات دورانی، و ... بر روی پایه

پایه منجر به بروز جملات شتاب اضافی مانند شتاب کریولیس  انتقالی یا توأماً را داشته باشند. این حرکت

های تیر پیچیده شده دوار، توان با در نظر جابجایی پایهرو، در گام بعدی میدر روتورها شود. از این

 ارتعاشات و پایداری تیر پیچیده شده را مورد بررسی قرار داد. 

تیرهای پیچیده شده ویسکوالاستیک نیز از بررسی تأثیر و تغییرات دمپینگ داخلی روی پایداری 

کند. برای مثال، جمله مباحثی است که روی پایداری تیرهای پیچیده شده تأثیرات قابل توجه را ایفا می

                                                           
1 Synchronous Whirling 

2 Asynchronous Whirling 
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رو، در از این .استفاده کرد 1ویت- کلوین مدل از توانمی شفت الاستیک ویسکو خاصیت کردن مدل برای

تواند در صورت ویسکو الاستیک از جمله اقداماتی است که  مینظر گرفتن تیرهای پیچیده شده به 

 ها کمک شایانی کند. گونه سازهبررسی هرچه دقیقتر رفتار ارتعاشاتی این

و ناهمسو  𝜔𝑓در یک سیستم ارتعاشاتی پیوسته مانند یک تیر دوار، با داشتن فرکانسهای همسو 

𝜔𝑏 نزدیکی این فرکانسها با فرکانس تحریک ،Ω تواند به شکل می𝑛𝜔𝑓 ± 𝑚𝜔𝑏 = kΩ  تعریف شود که

توانند به طور همزمان با هم در سازه رخ دهند. به این بدان معنی است که چندین مولفه فرکانسی می

شود. آنچه در این های ترکیبی گفته میافتد، رزونانسهایی که به صورت ترکیب فوق اتفاق میرزونانس

بررسی رفتار پایداری سازهای تیرگونه پیچیده شده محوری در رزونانس رساله بدان پرداخته شده است، 

توان به بررسی رفتار پایداری تیرهای مذکور رو، به عنوان یکی از کارهای مهم میباشد. از ایناولیه تیر می

 های ترکیبی پرداخت.در حضور رزونانس

  

                                                           
1 Kelvin-voigt 
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Abstract 

Vibration analysis and stability of twisted beam structures have been the 

subject of research of the many researchers in many fields of engineering and 

plays an important role in designing the turbine blades, drilling and drilling 

bits, pumps and ... . Practically, these structures can be modeled as the 

twisted beams. According to the research, it is clear that there are many cases 

that have not been investigated by researchers in the field of stability and 

dynamic behavior of axially twisted beams. One of the most important is that 

many researches on the dynamic behavior of these beams has focused on 

their simplified linear equations. Also, there are not nonlinear studies on the 

vibrational behavior of such beams by considering the unbalance, 

asymmetry, stretching, in-extensionality, axial speed fluctuation and axial 

load variations under different boundary conditions. Therefore, in first step, 

this paper examines the nonlinear dynamic and vibrational behavior of axial 

twisted beams. In the next steps, the influence of some geometrical factors on 

this nonlinear investigation such as boundary condition type, axial speed 

fluctuation, stretching or in-extensionallity, axial loads ,and axial and 

torsional coupling are investigated. The nonlinear equations of motion have 

been extracted using Hamilton's principle and the final equations have been 

obtained with direct method(applying multiple scales method on the partial 

differential equations) and indirect method(converting the partial differential 

equations to the ordinary differential equations by the Galerkin method and 

applying the multiple scales method to the ordinary differential equations). 

Validation of the results and equations was also performed using the Rang-

Kutta numerical method and also compared with the results of other 

researchers. In these studies, primary and parametric resonances analysis of 

the system was performed and the effect of various parameters such as twist 

angle, mode number, longitudinal to transverse stiffeness ratio of the beam, 

damping ratio, and eccentricity of the beam on the steady state solutions or 
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bifurcations of the symmetrical and asymmetrical twisted beam with above 

mentioned boundary conditions have been studied. 

 

 

Keyword: Symmetric and Asymmetric twisted beam, nonlinear vibration, 

multiple scales method, Galerkin's method, primary resonance, parametric 

resonance, bifurcation, whirling 
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