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 اثرتقدیم 

، بخصوص پدر و مادر عزیزم  ثر را به خانواده عزیزماین ا

و پناه من  بوده تقدیم  که دعای خیرشان همیشه پشت

 .نمک می

 

محله ما یک رفتگر دارد، صبح که با ماشین از درب خانه خارج می شوم سلامی گرم 
می کند و من هم از ماشین پیاده می شوم و دستی محترمانه به او می دهم، حال و 

 .احوال را می پرسد و مشغول کارش می شود
گاهی اوقات که درون آسانسور می همسایه طبقه زیرین ما نیز دکتر جراح است، 

بینمش سلامی می کنم و او فقط سرش را تکان می دهد و درب آسانسور باز نشده 
 .برای بیرون رفتن خیز می کند

به شخصه اگر روزی برای زنده ماندن نیازمند این دکتر شوم، جارو زدن سنگ قبرم به 
 .ادامه حیاتم است دست آن رفتگر، بشدت لذت بخش تر از طبابت آن دکتر برای

 

 "پرفسور سمیعی"
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 تشکر و قدردانی

ام وظیفه خود اکنون که به یاری پروردگار و یاری و راهنمایی اساتید بزرگ موفق به پایان این رساله شده

اند را به عمل آورمته که نهایت سپاسگزاری را از تمامی عزیزانی که در این راه به من کمک کردهسناد  

 اندامه را به عهده داشتهن که راهنمایی این پایان دکتر محمد باقر نظری یاجناب آقعزیز در آغاز از استاد 

 ان مهندس بیات و مهندس لطفی که مرا در انجام این کار یاری کردند،آقایو همچنین دوستان خوبم 

.کمال تشکر را دارم  

 که زحمت داوری و تصحیح این پایان دکتر جعفری و دکتر توزنده جانی انآقایاز داوران گرامی جناب 

.امه را به عهده داشتند کمال سپاس را دارمن  

خالصانه از تمامی اساتید و معلمان و مدرسانی که در مقاطع مختلف تحصیلی به من علم آموخته و مرا از 

اند متشکرمسرچشمه دانایی سیراب کرده  

ان و همراهان عزیز، دوستان خوبم نهایت سپاس را دارماز کلیه هم دانشگاهی .  
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 تعهد نامه

 مهندسی مکانیکدانشکده  دانشجوی دوره کارشناسی ارشد مهندسی مکانیک  محمد کرمیاینجانب 

محاسبه ضرایب شدت تنش برای ترک در یک محیط محدود نامه دانشگاه صنعتی شاهرود نویسنده پایان

ود محد نقدی و استفاده از روش المان-رینبا در نظر گرفتن تئوری گ ارتوتروپیک تحت شوک گرمایی

 .شوممتعهد مینظری تحت راهنمائی دکتر محمد باقر  یافتهتوسعه
  برخوردار است . توسط اینجانب انجام شده است و از صحت و اصالت نامهپایانتحقیقات در این 

  مورد استفاده استناد شده است .در استفاده از نتایج پژوهشهای محققان دیگر به مرجع 

  تاکنون توسط خود یا فرد دیگری برای دریافت هیچ نوع مدرک یا امتیازی در هیچ جا  نامهپایانمطالب مندرج در

 ارائه نشده است .

   عتی دانشگاه صن» و مقالات مستخرج با نام  باشدمیکلیه حقوق معنوی این اثر متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود

 به چاپ خواهد رسید .«  Shahrood  University  of  Technology» و یا «  شاهرود

  تأثیرگذار بوده اند در مقالات مستخرج از  نامهپایانحقوق معنوی تمام افرادی که در به دست آمدن نتایح اصلی

 رعایت می گردد. نامهپایان

  زنده ) یا بافتهای آنها ( استفاده شده است ضوابط و ، در مواردی که از موجود  نامهپایاندر کلیه مراحل انجام این

 اصول اخلاقی رعایت شده است .

  در مواردی که به حوزه اطلاعات شخصی افراد دسترسی یافته یا استفاده شده نامهپایاندر کلیه مراحل انجام این ،

                                                                                                                                                                      است اصل رازداری ، ضوابط و اصول اخلاق انسانی رعایت شده است .

 تاریخ                                                 

 امضای دانشجو                                                 

 

 

 

 مالکیت نتایج و حق نشر
کلیه حقوق معنوی این اثر و محصولات آن )مقالات مستخرج ، کتاب ، برنامه های رایانه ای ، نرم افزار ها و تجهیزات ساخته 

 در تولیدات علمی مربوطه ذکر شود .. این مطلب باید به نحو مقتضی  باشدمیشده است ( متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود 

 .باشدمیبدون ذکر مرجع مجاز ننامه پایاندر استفاده از اطلاعات و نتایج موجود 
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 :چکیده

قرار گرفته است.  نامه، یک محیط اورتوتروپیک محدود تحت شوک گرمایی مورد مطالعهدر این پایان

نظر گرفته  نقدی در-ترموالاستیسیته گرینمعادلات ترموالاستیسیته دینامیکی کوپل براساس تئوری 

 همچنین از روش المان محدود توسعه یافته برای گسسته سازی معادلات در فضا و روش ضمنیشده، 

 سازی مکانیکی و دمایی برای مدل سازیاز توابع غنیگیری زمانی استفاده شده است. نیومارک برای انتگرال

کنش  انتگرال برهم ضرایب شدت تنش با استفاده از روشترک در روش المان محدود استفاده شده است. 

ج برای ایهمچنین نتاده اورتوتروپیک مقایسه شده است. محاسبه شده و برای زوایای مختلف الیاف در یک م

که موجب ایجاد  است. در ادامه توزیع دمای حول نوک ترک گیری  بررسی شدهچند شعاع مختلف انتگرال

. ضرایب شدت اند مقایسه شده IIIوII  نقدی نوع-شود؛ براساس دو تئوری گرینآشفتگی در توزیع دما می

 اسدپور و محمدیبا مقاله ای برای زوایای مختلف الیاف ترک لبه برای یک صفحه داری IIوIتنش دو مود

ضرایب شدت تنش در دو مود همچنین  نتایج از دقت خوبی برخوردار است. که. اعتبار سنجی شده است 

I  وII برای یک ماده اورتوتروپیک تحت بارگذاری مکانیکی   صاف ترک داخلی یک صفحه دارای یک برای

ه ای نتایج برای دو ترک لببا نتایج مقاله سانچز اعتبار سنجی شد که نتایج از دقت بالایی برخوردار بود. 

 برای زوایای مختلف الیاف مورد بررسی قرار گرفته است.تحت شوک حرارتی یکنواخت صاف و داخلی مایل 

 

عمیم نقدی، ترموالاستیسیته ت-ضریب شدت تنش، المان محدود توسعه یافته، تئوری گرین کلمات کلیدی:

 یافته ، شوک گرمایی 
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 هافهرست علامت

𝑎  ،طول ترک(m) 

𝐁𝐔 ماتریس مشتق توابع شکل جابجایی 

𝑩𝑻  دماییماتریس مشتق توابع شکل 

[𝐂] ماتریس میرایی 

𝐂𝑖𝑗𝑘𝑙 تنسور سفتی 

  



 ل

 

𝐸  ،مدول یانگ(2N/m) 

𝐅 ای، بردار نیروهای گره(N) 

𝐹𝑚 سازی نوک ترک، توابع غنی(0.5m) 

𝐟  ،بردار نیروی حجمی(3N/m) 

𝐺 مدول برشی 

𝐻(𝑧) ای یکهتابع پله 

𝐽  انتگرال𝐽  ،(N/m) 

𝐽𝑎𝑢𝑥  انتگرال𝐽 برای میدان کمکی 

[𝐊] ماتریس سختی 

𝐾𝐼  ،ضریب شدت تنش مود یک(1.5-N.m) 

𝐾𝐼𝐼  ،ضریب شدا تنش مود دو(1.5-N.m) 

𝑙  ،طول مشخصه(m) 

[𝐌]  ،ماتریس جرم(kg) 

𝑀 کنش، انتگرال برهم(N/m) 

𝐦𝐣 گیری در انتگرال بردار نرمال بر مسیر انتگرال𝐽 



 م

 

𝑁𝐼 توابع شکل استاندارد 

𝐧𝐣 گیری در انتگرال بردار نرمال بر مسیر انتگرال𝐽 

𝑞 کنشتابع وزنی برای محاسبه انتگرال برهم 

𝑞𝐼 ای مجهولمقادیر گره 

ℎ گیری، شعاع ناحیه انتگرال(m) 

𝑆𝐴 نشده توسط ترکهای بریده گره 

𝑆𝑐 سازی شده نوک ترکهای غنیگره 

𝑡  ،زمان(s) 

𝐮 بردار جابجایی 

𝐮̇ بردار سرعت 

𝐮̈ بردار شتاب 

𝑤  ،2(چگالی انرژی کرنشی(N/m 

𝑤𝑖𝑛𝑡 2(کنش، چگالی انرژی کرنشی برهم(N/m 

𝑥1 دستگاه مختصات دکارتی مولفه افقی 

𝑥2  دکارتیمولفه عمودی دستگاه مختصات 



 ن

 

𝑇 ( ،دماK) 

 

𝑇0 ( ،دمای اولیهK) 

 

 علامت های یونانی

𝜎  ،تنسور تنش(2N/m) 

𝜌  ،چگالی(3kg/m) 

ε تنسور کرنش 

δ تابع دلتای کرونیکر 

𝜐 نسبت پواسون 

ψ های نوک ترکسازی شده برای المانتابع شکل غنی 

φI های مسیر ترکتابع شکل غنی سازی شده برای المان 

𝛗𝐔 توابع شکل جابجایی 

𝛗𝑻 توابع شکل دما 

Γ𝑠 گیری در انتگرال مسیر انتگرال𝐽 



 س

 

𝜅 ضریب کوپل 

𝜿 تابع دلتای دیراک 

β  مدول تنش دما 

 

 هابالانویس

𝑎𝑢𝑥  مخفف واژهauxiliary مربوط به میدان کمکی ، 

𝑖𝑛𝑡 مخفف واژه interaction مربوط به برهم کنش ، 

𝑠  نهیهمحالت برمربوط به 

 هازیرنویس

 مربوط به حالت اولیه 0

𝐼 شمارنده، مربوط به تابع شکل ، شمارنده مود ضریب شدت تنش 

(𝑧)  مربوط به تابعz 

𝑚 سازی نوک ترکشمارنده، مربوط به تابع غنی 

𝑛 ایشمارنده، مربوط به بردار مجهولات گره 

𝑛𝑚  ایگرهشمارنده، مربوط به بردار مجهولات 



 ع

 

𝑠 مربوط به سطوح مرزی 

𝑡𝑖𝑝 مربوط به نوک ترک 

j شمارنده، مربوط به بردار نرمال بیرونی 

C های نوک نامگذاری برای موقعیت المان 
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 قدمه  و مروری بر کارهای پیشینم :  
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 انجام شدهمروری بر کارهای  1-1
 دقیقا تواننداند، نمییافته توسعه کلاسیک مکانیک محیط های پیوسته براساس که یرایج قوانین از برخی

 است ممکن که است، شده شناخته نمونه فوریه یک قانون. دهند توضیح خاص های حالت در را هاییپدیده

 شوک مسائل با برخورد در را ضعیفی نتایج اما باشد، مناسبساده  حرارت هدایت مسائل مطالعه برای

 یب در یک محیط پیوسته محدود ناحیه یک اگر که کند می بینی پیش فوریه قانون. دهد می ارائه حرارتی

 این که.شود می احساس زمان همان در جا همه در آن اثر گیرد، قرار حرارتی شوک یک معرض در نهایت

. سپس انرژی گرمایی با گزارش شد 1946ابتدا در سال انتشار موج گرما  .]1[کند می نقض را علیت اصل

نشان دهنده سرعت  یمشاهدات تجرب ن،یعلاوه بر ا.]2 [شناسایی شد IIسرعت محدود در مایع هلیوم

به لحاظ  .]4[است کوتاه اریگرما در زمان بس تیهدا نیو همچن ]3[اساسیمحدود موج گرما در مسائل 

 ن،یبنابرا است. تینها ی(، بCTE) کیکلاس هتیسیترموالاستی  هیدر نظر یحرارت یسرعت انتقال انرژ ،یتئور

ام با سرعت محدود انج یحرارت یشده که در آن انتشار انرژ شنهادیپ هتیسیترموالاست یها هیاز نظر یبرخ

 شودمی سازیمدل دما های پروفایل برای تحلیلی حلراه از استفاده با حرارتی شوک  ًمعمولا .]8-5[شودمی

 ارتحر انتقال ضریب ، سطح دمای در آنی تغییرات است ممکن حلراه این برای گرمایی مرزی شرایط [ 9] 

ل مسائ روی بر پیشین مطالعات از بسیاری.  باشد ثابت ( سرمایش) گرمایش نرخ یا، اجباری جابجایی

 عنوان به . دادند قرار بررسی مورد را فیبر با شدهتقویت نیمه یا کامپوزیتی هایسازه حرارتی شوک ، حرارتی

 مشابه حل معادلات ان  که دریافت و کرد بندیفرمول را اولیه حرارتی شوک مسئله ]10[لیسین  ، مثال

 مساله یک دقیق زمانی مجانب شکل ]11[دیوتو و کیل .است شدهاصلاح انتشار ضریب با فوریه حل معادلات

 دینامیکی پاسخ[ 12] سینها و مخرجی. ندآورد دست به الاستیکنیمه  فضای مرز در را محوری متقارن

 رارق حرارتی شوک یک معرض در محدود اجزای روش از استفاده با که را یکامپوزیت صفحه کوپل شده یک

 یک با را یافتهترمو الاستیسیته تعمیم از بعدیسه مدل یک ]14[ یوسف و عزت.  کردند بررسی ، گرفت

 ایجاد کشش آزاد سطح و حرارتی شوک معرض در صفحه از نیم  خاص مسئله یک برای آسایش زمان

 و ایزوتروپیک ، همگن صفحه نیم یک برای را بعدی سه مساله یک ]15[لاهیری و سارکار.  کردند

 دونب مرز در زمان به وابسته حرارتی منبع یک معرض در صفحه نیمه این.  گرفتند نظر در ترموالاستیک

 )بدون ]II ]16نقدی نوع -گرین مدل براساس یافتهتعمیم ترموالاستیسیته وریتئ از هاآن ،دارد قرار کشش

 . کردند استفاده(  انرژی اتلاف

 شکل هب گرمایی رسانش معادله یک به منجر کلاسیک شده کوپل کلاسیک نظریه با توجه به مقاله بیوت

 نرخ عبارت معرفی با ]17[بیوت توسط نظریه این.  شودمی نامیده انتشار معادله که شودمی پارابولیک
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 رعتس و الاستیک موج برای را محدود انتشار سرعت او.  شد پیشنهاد فوریه حرارت انتقال معادله در کرنش

 .  کرد بینیرا پیش حرارتی اغتشاش برای نهایتبی

      ولمانش- لرد ، مثلا)  اندشده هارای یمشکلات چنین بر غلبه برای ترموالاستیسیته مختلف هاینظریه 

 از بسیاری.  جامدات دفاع کردند در محدود گرمایی موج سرعت وجود ( از]18[ لیندسی - گرین و ]13[

 هدایت معادله تغییر با و ترموالاستیک فرآیند در آسایش زمان دو یا یک معرفی با را هانظریه این محققین

 . دادند توسعه ، دوهامل - نیومن رابطه و انرژی معادله اصلاح با یا فوریه حرارتی

 . یردپذمی را آسایش زمان یک و است فوریه گرمایی هدایت در تغییر قانون بر اساس شولمان - لرد نظریه

 ازهاج و دهدمی تغییر را دوهامل - نیومن رابطه و انرژی معادله دو هر ، لیندسی - گرین نظریه ، حال این با

 معادلات در کافی اساسی اصلاحات]19و16[ نقدی  و گرین ، آخر در. شود انجام زمان ارامش دو که دهدمی

  ً املاک توسعه.  کنندمی فراهم ، دهندمی را گرما مسائل جریان از بالاتر مرتبه یک بهبود اجازه که بنیادی

 ]22-20[ نقدی -گرین تابع نوع سه براساس حرارتی پدیده برای مواد واکنش مشخصات و است عمومی

می خطی صورت به مربوطه های تئوری که است ای گونه به معادلات نوع این ماهیت.  قابل مشاهده است

 هشد خطی هاینوع  که حالی در است(  فوریه قانون براساس)  کلاسیک حرارت معادله مشابه I ، نوع شوند

 III و II انواع در آنتروپی شار بردار.  دهندمی را محدود سرعت با گرمایی امواج انتشار اجازه III و II انواع

 که شودمی نتعیی پتانسیل نظر از(  انرژی اتلاف با گرمازدایی و انرژی اتلاف بدون ترموالاستیسیته  یعنی) 

 . کندمی تعیین را هاتنش

ضرایب شدت تنش در یک محیط همسانگرد محدود دوبعدی دارای ترک ساکن روشنی زرمهری به بررسی 

وری یافته با در نظر گرفتن تئگیری از روش المان محدود توسعهاز روش انتگرال برهمکنش و بهرهبا استفاده 

همچنین عصمتی به بررسی  ]24[پرداخت  لیندزی-یافته بر پایه مدل گرینترموالاستیسیته کوپل تعمیم

 شولمان-رشد ترک در یک محیط محدود همسانگرد در معرض شوک حرارتی با در نظر گرفتن نظریه لرد

ضرایب شدت تنش در یک محیط شاهسون نیز  ]25[پرداخت توسعه یافته و استفاده از روش اجزای محدود

با استفاده  نقدی و-گرینمحدود ایزوتروپیک تحت شوک گرمایی با در نظر گرفتن تئوری ترموالاستیسیته 

ضرایب شدت تنش در یک محیط محدود  لطفی نیز ]26[را محاسبه کرد  از روش المان محدود توسعه یافته

فاده موالاستیسیته لرد شولمان و استاورتوتروپیک ترک دار تحت شوک گرمایی با در نظر گرفتن تئوری تر

سانچز و همکاران به کمک روش المان مرزی ،  ]27[را محاسبه کرد. از روش المان محدود توسعه یافته

اسد پور .]23[ترک را در یک ماده جامد الاستیک دو بعدی و ناهمسانگرد تحت بار دینامیکی بررسی کردند

ه سازی یک ترک در فیلم اورتوتروپیک و با استفاده از روش محمدی به توسعه تابع غنی سازی برای شبیو 

 ]28[المان محدود توسعه یافته پرداخت

 

http://shahroodut.ac.ir/fa/thesis/thesis.php?thid=TJ556
http://shahroodut.ac.ir/fa/thesis/thesis.php?thid=TJ556
http://shahroodut.ac.ir/fa/thesis/thesis.php?thid=TJ657
http://shahroodut.ac.ir/fa/thesis/thesis.php?thid=TJ657
http://shahroodut.ac.ir/fa/thesis/thesis.php?thid=TJ657
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 نامهخلاصه ای از مباحث ارائه شده این پایان  1-2
 ضرایب شدت تنش  ایاورتوتروپیک در حالت دوبعدی تنش صفحه صفحه، برای یک پایان نامه در این 

ده محاسبه ش کنشانتگرال مستقل از مسیر برهم به کمک یکنواخت دینامیکی تحت بارگذاری حرارتی

باشد. نتایج می GNII،GNIIIنقدی نوع -است. تئوری ترموالاستیسیته حاکم بر این مسئله تئوری گرین

برای زوایای مایل  و همچنین برای ترک داخلی صاف دارای ترک لبه ای، برای یک صفحه بدون ترک 

 .و بررسی قرار گرفته است الیاف مورد تحلیلمختلف 

 نامهاین پایان نوآوری 1-3
ضرایب شدت تنش برای ترک در یک محیط محدود ارتوتروپیک تحت اولین بار ، برای پایان نامه در این 

اسبه مح یافتهنقدی و استفاده از روش المان محدود توسعه-شوک گرمایی با در نظر گرفتن تئوری گرین

ک نقدی برای ی-است.همچنین نتایج برای دو ترک لبه ای صاف و داخلی مایل به کمک تئوری گرینشده

 محیط محدود ارتوتروپیک بررسی شده است.
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 روش المان محدود توسعه یافته و انتگرال برهم کنش 
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 مقدمه 2-1
 پردازیم. روش حل انتگرال برهم کنش می چنیندر این بخش به معرفی المان محدود توسعه یافته و هم

 روش المان محدود 2-2
 دیفرانسیل معادلات تقریبی هایجواب یافتن برای عددی هایروش ترینرایج از یکی محدود لمانا روش

 سازه رفتار بینیپیش و سازیمدل ، مطالعه برای مهندسی علوم هایحوزه از بسیاری در که است جزئی

 ، مکانیک مهندسی ، خودرو صنعت ، فضا هوا مهندسیاین روش در  از استفاده گستره.  استشده استفاده

 . است دیگر بسیاری و مادی علوم ، ژئومکانیک ، بیومکانیک ، عمران مهندسی

استفاده  شکست از پسسازه  رفتار چنینو هم شکست گذاریبار بینیپیش منظور بهروش المان محدود 

  هستند حاکم معادلات غیرخطی  ًکاملا هایمجموعهتحلیل  برای که محاسباتی هایالگوریتم . شودمی

این  کارآمد کاربرد در را هاییمحدودیت معمولی محدود اجزا روش هاآن در که اورندمی وجودبه  را مواردی

 . کندمی ایجاد روش

 اب.  هستند ساده هایحلراه نیازمند اغلب نتایج درست و بهینه آوردن بدست برای المان محدود هایروش

 و تنش میدان در تکین نقاط ، زیاد هایشیب مانند،  باشد پیچیده رفتار یک شامل جواب اگر ، حال این

 رسیدن برای روش المان محدود ، دار ترک اجسام مانند جابجایی میدان در زیاد های ناپیوستگی ، کرنش

 . شودمی هزینه بر و زمان بر بسیار بهینه گراییهم به

 بیش هاییتنش به منجر است ممکن گیرندمی قرارهای قوی  بارگذاری معرض در که مهندسی هایسازه

 اغلب هاشکست این.  شوندو گسترش ان  شکست به منجر نتیجه در و شوند جسم در تنش تسلیم حداز

 دهندمی کاهش را مواد استحکام هاترک این.  شوندمی شروع سطح به نزدیک یا سطحی هایترک توسط

 فرآیند هایقسمت  عنوان به بتن و سنگ مانند ترد شبه مواد در را خود ، مواد شکست فرآیندهای این. 

 آشکار ترد مواد در گسسته ترک های ناپیوستگی یا نرم فلزات در(  موضعی)  برشی نوارهای ، شکست

 ستا جسم واقعی مقاومت ارزیابی برای ساختار دقیق تحلیل و دقیق سازیمدل نیازمند امر این.  سازندمی

 ننشا را مسائل از دیگری شکل شامل نا پیوستگی و همچنین طراحی این عیوب هایمدل ، آن بر علاوه. 

 .است بهینه جواب گراییهم به رسیدن برای هزینه بر انتخاب یک المان محدود روش هاآن در که دهندمی

 با مطابقت برای المان محدود مش روش نیازمند رشد حال در ترک ویژه به و هاسازه در ترک مدلسازی

 از اتنه نه مساله این.  باشدمی ترک رشد هنگام به زمان هر رسانی بروز به نیاز نتیجه در و ترک هندسه

 . شودمی نیز دقت دادن دست از به منجر بلکه ، است فرساطاقت و پرهزینه محاسباتی نظر

 فراهم را محلی سازیتوابع غنی از استفاده امکان که است عددی روش یافتهتوسعه محدود اجزای روش

 همین به.  یابدمی تحقق واحد افراز مفهوم طریق از ، ایچندجمله غیر  ًمعمولا ، تابع هر ترکیب.  سازدمی

 هر لشام است ممکن توابع این.  دارد وجود میدان محلی تقریب برای تابعی نوع هر از استفاده امکان دلیل

 . باشند تجربی آزمایشگاهی نتایج از حلراه یا مساله تحلیلی حلراه
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 ناپیوسته توابع با گرهی شکل توابع ضربحاصل و مش با همراه گرهی شکل توابع ترکیب با سازیغنی اساس

 . استشده تشکیل

 تصور به فقط سازیغنی این بر علاوه.  دهدمی را شبکه از مستقل هایهندسه سازیمدل اجازه ساختار این

 نوع دو شامل معادلات از حاصل جبری سیستم.  شود غنی باید که جایی ، از جمله شودمی اضافه محلی

 از استفاده با سازیغنی توابع افزودن ، غنی شده آزادی درجات و کلاسیک آزادی درجه.  است مجهول

 هایویژگی تمام.  کندمی تضمین را معادلات سیستم در پراکندگی از معیاری حفظ ، واحد تقسیم مفهوم

 ارائه خواهدل های ناپیوستگی مدلسازی برای استاندارد محدود المان به نسبت متمایز مزایای با را روشی بالا

 ]49[ . دهندمی

 روش المان محدود توسعه یافته 2-3
 پردازیم.در ادامه به بررسی روش المان محدود توسعه یافته می

 مقدمه ای بر روش المان محدود توسعه یافته 2-3-1
های نوک ترک مثل روش المان محدود است که درجات آزادی المان 1روش المان محدود توسعه یافته 

است . این افزایش تعداد المان های نوک ترک برای افزایش دقت جواب ها استفاده می  افزایش یافته

 شود. 

در حالت دو بعدی  ، همچنینشودمیتعریف   تابع شکلیک هر گره از المان  برای در روش المان محدود

در المان محدود توسعه یافته از همان توابع شکل المان محدود استاندارد دارد. درجه آزادی  2هر گره 

م وبر اساس مفه که این کار، کند های اطراف ترک افزایش پیدا میشود و تنها درجات آزادی گرهاستفاده می

 [51و50. ]شودانجام می 2واحد پارتیشن 

 های محدود غنی شدهپارتیشن واحد المان 2-3-2
های محدود غنی شده است. پارتیشن یافته با پارتیشن واحد برای المانروش المان محدود توسعه اساس

         است به نحوی که معادله  i(x)، یک مجموعه از توابع شکل Ωواحد در یک محدوده مشخص مثل 

 ( صادق باشد.2-1)

                    (2-1) ( ) 1i

i

x


  

 بردار موقعیت است و داریم:  xدر معادله فوق 

                                                 
1 XFEM (Extended Finite Element Method)  

2 Partition of unity   
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      2     (2-2)   x   

که بر حسب بردار موقعیت است  hیکی از خواص پارتیشن واحد در المان محدود توسعه یافته هر تابع 

 توجه کنید. زیر نوشت . به معادله hضرب توابع پارتیشن واحد در تابع توان به صورت مجموع حاصلرا می
 

( ) ( ) ( )i

i

x h x h x


  

( را به صورت معادله زیر بازنویسی 1-2توان معادله )به کمک این خاصیت در المان محدود توسعه یافته می

 ]52و50  [کرد. 

               (2-3) 
( ) ( ) u ( ) ( )i i i i i

i i

u x N x x h x b
 

    

هایی است که المان های ساده گرههای ساده می باشد. منظور از گرهدرجات آزادی گره iuدر این رابطه 

پارامترهای  ibای نیز توابع شکل در روش المان محدود می باشند. مقدارهای گره   iNشامل ترک نمی باشند. 

)مجهول مجازی هستند که باعث افزایش دقت غنی سازی می شوند.  )i x  تابع شکل در حالت توسعه

 یافته است. 

تعمیم  ساده )کلاسیک( و محدود المان هایروش در استفاده مورد تقریب برای شکل توابع کلی در حالت

مسئله استفاده  حل در یکسان توابع از در حالت کلی می توان اما نباشند؛ یکسان ممکن است (XFEMیافته )

 . ]53  [کرد

های تحلیل عددی مکانیک شکست روش المان محدود توسعه یافته نسبت به سایر روش مزیت هاییکی از  

بندی است، فقط باید توجه داشت که  نوک ترک ، رشد و موقعیت ترک در این روش کاملا مستقل از مش

 ها باشد.وی گرهنباید ر

 مدل سازی ترک در روش المان محدود توسعه یافته  2-4
کنیم، سپس در این بخش مراحل سازی ترک مورد نیاز است را بیان میابتدا چند تعریف که در مدل

 شود.یافته شرح داده می سازی ترک در روش المان محدود توسعهمدل

-2شوند )مشابه شکل ها به سه نوع کلی دسته بندی میگرهها و در روش المان محدود توسعه یافته المان

 انواع المان ها:( 1

 هایی که دور از ناحیه ترک هستند.المانهای معمولی، المان (1
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اند و هایی هستند که توسط ترک بریده شدهالمان ،1های قطع شده توسط ترک)اسپیلیت(المان (2

 واقع شده اند. هاترک در این المان

 المانی است که نوک ترک در آن حضور دارد.نوک ترک ، المان (3

 ها:انواع گره

  های معمولی هستند.های المانگره، 2های معمولیگره (1

 که ترک از انها عبور کرده  یهایهای المانگره،  های قطع شده توسط ترکالمانهای گره (2

  هستند.

 هستند.های مربوط به المان نوک ترک گرههای نوک ترک، گره (3

 
 شده یغن یگرهها و ترک شامل افتهی توسعه محدود المان شبکه کی شیما(ن1-2شکل 

 

المان خاکستری رنگ المان نوک ترک و چهار المان سمت چپ آن )که توسط ترک  2شکل با توجه به 

های معمولی هستند. چهار گره نوک ترک وجود های دیگر نیز الماناند( المان اسپلیت و المانبریده شده

اند و ما ه اند، هشت گره اسپلیت وجود دارد که با ستاره مشخص شدهدارد که با دایره سیاه مشخص شد

 های ساده هستند.ها نیز گرهبقی گره

                                                 
1 Split elements 

2 Normal nodes  
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 سازیروابط غنی   2-5
های محدود غنی شده است. یافته مفهوم پارتیشن واحد برای المانمفهوم و مبنا روش المان محدود توسعه

به  T ایدر یک محیط دو بعدی درون مدل المان محدود و مجموعه گره xبا فرض وجود نقطه ای مانند 

( تابع 4-2یک المان هست، در این صورت طبق معادله )های تعداد گره mکه  1T={n،2n،…،}mnصورت 

 ] 54[ .شودبه صورت زیر تعریف می u(x)برای میدان جابجایی تقریبی غنی شده 

 

               (2-4) ( ) ( ) ( ) ( )

E
I J

h

I I J J
n J

n T n T

u x N x u N x h x u

 

    

اضافی تغییر  آزادی درجات juاست و مدل المان محدود  معمولی در گره درجات آزادی iu( 4-2در رابطه )

است. درجات آزادی اضافی به ازای هر گره اسپلیت مدل المان محدود استاندارد  به مجموعه مکانی نسبت

های معمولی گرهمربوط به  شکل تابع INسازی می باشد. غنییک و به ازا هر گره نوک ترک به تعداد توابع 

(Tهمچنین ) jN تابع شکل در حالت توسعه یافته است .h(x) و  سازیتابع غنیET  شامل تمام نقاطی است

 شوند .سازی با توجه به نوع مسئله و جنس ماده تعیین میشود. تعداد توابع غنیرا شامل می که ترک

تواند برای مدل کردن یک ترک دلخواه در ناپیوسته است که میهر تابعی که در سرتاسر فضا دو بعدی 

(x)hu راین برای دهد؛ بنابثابتی است که در طول ترک تغییر علامت می ،تابعترین تابعاستفاده شود اما ساده

 گیریم .را در نظر می راحتی تابع پله واحد

             (2-5) 
1 ;

( )
1 ;

z
H z

z

 
 

 
 

در واقع اگر نقطه ما بالای سطح  .است ترک مسیر به نسبت نقطه یک مکان از تابعی z در معادله فوق،

است. به این تغییر علامت در مکانیک شکست پرش  -1و در غیر این صورت  1ترک باشد مقدار تابع برابر 

 ].54[گویند از سطح ترک می

  المان محدود توسعه یافتهتحلیل ترک در روابط  2-5-1
توان به میدان جا به جایی در روش المان محدود توسعه یافته برای یک المان غنی شده شامل ترک را می

 ]55[باشد. تعداد توابع غنی سازی برای ماده اورتوتروپیک معمولا چهار تابع می .صورت معادله زیر نوشت

              (2-6) 
4

1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) (r, )

h

n n I I

n I

l

k k l

k J l

u x N x u N x H x b

N x C F 
 

 

 
  

 

 

 
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های شامل ترک المان محدود ، عبارت دوم برای غنی سازی المانروش در رابطه فوق عبارت اول مربوط به 

به  kN و nN ،INد. در رابطه فوق های نوک ترک استفاده می شوو عبارات سوم جهت غنی سازی المان

نیز تابع هویسایدی است که  H(X)های معمولی، شامل ترک و نوک ترک هستند ،توابع شکل المان ترتیب

درجات آزادی گره ساده  nUاست، های شامل نوک ترک درنظر گرفته شدهبرای پرش از سطح ترک در المان

lو   Ibو 
kC اند. همچنین درجات آزادی گره های اضافی(r, )lF  سازی ماده اورتوتروپیک توابغ غنی

 تعریف می شوند . (،θr)هستند. این توابع برحسب مختصات محلی نوک ترک 

 سازی جا به جایی برای مواد اورتوتروپیکتوابع غنی 2-6-1
یک  اورتوتروپهای مماسی نزدیک نوک ترک و میدان تنش در نزدیکی نوک ترک در جسم دو بعدی جابجایی

 [: 55صورت زیر است ]به

            (2-7) )(
2

)(
2







II

iII

I

iIi g
r

Kg
r

Ku 
 

 

 
 

            (2-8 ) )()2()()2( 2

1

2

1

 II

ijII

I

ijIij frKfrK


  

اند به صورت زیر بیان شده ig(θ)و  ijf(θ) باشد، توابع می IIو  Iضرایب شدت تنش مود  IIKو  IKکه در آن، 

[55.] 

        (2-9) 














































sincossincos
Re)(

1

1

2

2

21

21
11

If  

             (2-10) 











































sincossincos

1
Re)(

1

2

1

2

2

2

21

11

IIf

            (2-11) 












































sincossincos

1
Re)(

1

2

2

1

21

22

If

            (2-12) 




































sincos

1

sincos

11
Re)(

1221

22

IIf
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          (2-13) 






































sincos

1

sincos

1
Re)(

2121

21
12

If

            (2-14) 












































sincossincos

1
Re)(

2

2

1

1

21

12

IIf

  

           (2-15)  










 


 sincossincos

1
Re)( 112221

21

1 ppg I
 

           (2-16)  










 


 sincossincos

1
Re)( 1122

21

1 ppg II

 

           (2-17)  










 


 sincossincos

1
Re)( 112221

21

2 qqg I

 

           (2-18)  










 


 sincossincos

1
Re)( 1122

21

2 qqg II

 
 به صورت زیر بیان می شوند: kqو  kpمقدار 

           (2-19) 
2,11612

2

11  kaaap kkk   

           (2-20) 2,126
22

12  ka
a

aq
k

kk



 

  ریشه معادله مشخصه زیر می باشد: μکه 

           (2-21) 
02)2(2 2226

2

6612

3

16

4

11  aaaaaa   

ای یا کرنش باشند که براساس فرض تنش صفحهدرایه های ماتریس نرمی کاهش یافته می ija در رابطه فوق

 .]56[باشند صورت تابعی از ماتریس نرمی میصفحه ای به

          (2-22) ijij Sa                  ،       6,2,1, ji  تنش صفحه ای             

           (2-23) 
33

33

S

SS
Sa

ji

ijij       ،    6,2,1, ji  کرنش صفحه ای              
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زیر چهار ریشه این معادله را می توان بصورت شود که معادله فوق چهار ریشه موهومی دارد. ثابت می 

 :تنوش

          (2-24) yx i 111         ،     13    

yx i 222         ،     24    

 [:57] گیردقرار می مورد استفاده ترک های اطراف نوکسازی گرهبرای غنی زیرای چهار جمله تابع پس

          (2-25) 1 2
1 2

1 2
1 2

{ ( , )} { cos ( ), cos ( ),
2 2

sin ( ), sin ( )}
2 2

lF r r g r g

r g r g

 
  

 
 



 

 ].58[آیند از روابط زیر بدست می kθ و θkg)(که 

           (2-26) 
22 )sin()sin(cos)(  kykxkg   

           (2-27) )
sincos

sin
(






kx

ky

k arctg


  

ن اند. می دانیم که اینوشته شدهطبق معادلات فوق، توابع غنی سازی برحسب مختصات محلی نوک ترک 

 ].58[ باشندکاملا منطبق بر نوک ترک میمختصات محلی 

 سازی دمایی برای ماده اورتوتروپیک توابع غنی 2-1-1
سازی جا به سازی درجه آزادی دمایی از روندی مشابه روند محاسبه توابع غنیبرای محاسبه توابع غنی

 ]67[جایی استفاده می کنیم.

 ]67[ وپیک به صورت معادله زیر می باشد.وک ترک برای یک جسم اورتوترتابع دما در ن

          (2-28) 0

1
2 Re[ cos sin ]tT h ar

k
  


   

ضریب هدایت گرمایی و kضریب هدایت گرمایی و  0hکه در معادله فوق 
t.ریشه معادله مشخصه می باشد 

 

          (2-29) 11 12

21 12

21 22

, k
k k

k k
k k

 
  
 

 

          (2-30) 
 

2

22 12 21 11( ) 0t tk k k k      
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.معادله فوق دو ریشه دارد باید توجه داشت تنها ریشه ای قبول است که بخش موهومی مثبت دارد  

 

           (2-31) { ( , )} { cos ( ), sin ( )}
2 2

lF r r g r g
 

    

  از روابط زیر محاسبه می شوند. kθ و θkg)(که 

 به صورت زیر بیان می شوند.  uها به صورت یکپارچه در قالب بردار درجات آزادی گره

 

  

          (2-34) 

1

1

2

2

1

2

3

.

.

{ } .

.

.

.

U

V

U

V

u

T

T

T

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

سازی داخل یک بردار واحد قراردارند. بنابراین عدم برابری توابع غنیتمام درجات آزادی در حالت کوپل 

شود، که این اتفاق سبب حل نشدن برای جا به جایی و دما می توابع شکل باعث اختلال در ابعاد ماتریس

          (2-32) 
2(cos sin )g      

 
 

 
 

           (2-33) 
sin

arctan( )
cos sin

t

t

 


  



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سازی دمایی در حالت آید. بنابراین برای برابر کردن تعداد توابع غنیمعادلات شده و جوابی بدست نمی

 ]67[کنیم که داریم : ضرب می sin(θ)ای هر دو تابع را در تابع زاویه کوپل

          (2-35) { ( , )} { cos ( ), sin ( ), cos ( ) sin( )
2 2 2

, sin ( ) sin( )}
2

lF r r g r g r g

r g

  
    


 



 

     ( 
 

 روش انتگرال بر هم کنش 2-2
این روش یک نمونه از روش های انرژی است که در حل مسائل المان محدود توسعه یافته کاربردی 

 کنیم.بررسی میاست. این روش را در ادامه 

 معرفی روش انتگرال برهم کنش 2-2-1
 جسم جامد از معادله زیر محاسبه می شود.میدان تنش در اطراف نوک ترک در یک 

           (2-36) )()2()()2( 2

1

2

1

 II

ijII

I

ijIij frKfrK


  

  ]61و58[به ترتیب ضرایب شدت تنش مود اول و دوم هستند.  IIkو Ikدر این معادله 
 

 تقسیم بندی کرد.دو دسته کلی  توان بهرا میمحاسبه ضرایب شدت تنش روش 

 به طور نها از نتایج عددی ایی که مقادیر ضرایب شدت تنش در آههای مستقیم: روشروش

که با نام برد ای روش انطباق نقطه به عنوان مثال می توان از. محاسبه می شوندمستقیم 

 کند.ها ضرایب شدت تنش را محاسبه میاستفاده از تغییر مکان گره

 شودمیانرژی کرنشی کل محاسبه  با محاسبه ضرایب شدت تنش انرژی: در این روش روش .

کنش می، روش انتگرال برهم کنیمن استفاده میآکه در ادامه ما از ی یها روشیکی از 

  باشد.

ز ا پایان نامهدر این . دهندنتایج دقیق تری به ما می انرژی یهای با مبناروشاستفاده از  در حالت کلی

کنش برای محاسبه ضرایب شدت تنش در یک ماده اورتوتروپیک استفاده شده است . روش انتگرال برهم
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های کمکی مانند میدان جابجایی، کنش از میدانانتگرال برهمروش از  برای محاسبه ضرایب شدت تنش

 . کنیممیاستفاده کرنش و میدان  تنشمیدان 

 

 انتگرال برهم کنشهای کمکی در روش میدان 2-2-2
کرنش و   auxσ، تنش  auxuهای کمکی جا به جایی میدان بایدکنش  انتگرال برهم استفاده از روش برای

auxε لا ها معمود. این میداننشوتعریف می ،کمیت مورد محاسبه  بر اساسهای کمکی محاسبه شوند. میدان

در اینجا کمیت مورد نظر ما ضریب شدت .هستندروش های تحلیلی قابل محاسبه های عددی ویا یا از روش

 تنش هست.

مشاهده   (r،θ)قطبی (و X1،X2)دکارتی ای با مختصات محلی ترک لبهحه شامل یک یک صغدر شکل زیر 

 .شودمی

 

 نوک ترک های قطبی و دکارتی محلیای به همراه مختصاتصفحه دوبعدی اورتوتروپیک شامل ترک لبه 2-2 شکل

 

 است.در معادلات زیر  بیان شده 2-2شکل در  شکلتوابع 

      (    ()2-37) )()2()()2( 2

1

2

1

 II

ij

aux

II

I

ij

aux

I

aux

ij frKfrK


  

      (    ()2-38) )(
2

)(
2







II

i

aux

II

I

i

aux

I

aux

i g
r

Kg
r

Ku 
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auxدر معادلات فوق  
IK  وaux

IIK   ضرایب شدت تنش مودهایI  وII  هستند.کمکی  

 بندی حل با انتگرال برهم کنشفرمول 2-2-3
 [:60] شود، بصورت زیر بیان میخارجی  منبعبرای یک ترک بدون   Jانتگرال کلیفرم 

      (    ()2-39) 



ss

sjiijj dnuWJ )( 1,1
0

lim   

بردار یکه و عمود رو به خارج  jnو چگالی انرژی کرنشی  W ،های بردار تغییرمکان مولفه iuدر رابطه فوق 

 : ایدکمک رابطه زیر بدست می.چگالی انرژی کرنشی به است  3-2شکل منحنی

      (    ()2-40) 
1 1

( )
2 2 ij

m th

ij ij ij ijW         

که در ان
ij کرنش کل و

ij

th کرنش حرارتی است. 

یر به شکل زای معادل یک انتگرال ناحیه ازصورت عددی باید های سطح بهانتگرال ساده تربرای محاسبه 

 استفاده کرد.

      (    ()2-41)   qdmuWI jiijj )( 1,1   

im  = باشد. ) یعنیمی Γبردار یکه و عمود رو به خارج کانتور  imو   Γ sΓ̵   ++ ΓoΓ = Γ +-که در آن، 

in  رویoΓ  وin-=  im  رویsΓ  ،در این رابطه )q  1تابع وزنی دلخواهی است که ازq =   رویsΓ  تا q =

 کند. مانند شکل زیر  تغییر می  oΓروی  0
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 یاهیناح فرم به J انتگرال یتوزیع فرم لیتبد 3-2شکل 

 

اده رابطه زیر  س صورتبه ناحیه ای معادل رابطه انتگرال ض اینکه سطوح ترک بدون تنش باشند فر با 

 شود. می

      (    ()2-42) 



s

ss

qdmuWIJ jiijj )( 1,1
00

limlim   

 رابطه زیربه صورت ای معادل انتگرال ناحیه q قضیه دیورژانس و با توجه به تغییرات تابع وزنی با استفاده از

 قابل بیان است:

      (    ()2-43)  
A

jjiij
A

jjiij qdAWudAqWuJ ,11,,11, )()(   

اصلی و کمکی بصورت زیر تعریف می هایبرای اعمال همزمان بارگذاری Jبرای یک سیستم خطی، انتگرال

 :شود

      (    ()2-44) 

qdAuu

dAquuJ

jA
j

aux

ikik

aux

ikik

aux

ii

aux

ijij

A
jj

aux

ikik

aux

ikik

aux

ii

aux

ijij

s

,

11,1,

,11,1,

))((
2

1
))((

))((
2

1
))((





























 

  شود:بالا  به صورت زیر ساده می یرابطه، با جدا سازی توابع کمکی و اصلی 
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      (    ()2-45) MJJJ auxs   

 کمکی به صورت زیر قابل بیان است: Jانتگرال که 

      (    ()2-46)     qdAWudAqWuJ
jA

j

auxaux

i

aux

ij
A

jj

auxaux

i

aux

ij

aux

,
11,,11,     

 شود:شکل زیر نوشته میپس انرژی کرنشی کمکی به 

      (    ()2-47) aux

ik

aux

ik

auxW 
2

1
  

 [:61] شوده زیر محاسبه میرابط به کمکانتگرال بر هم کنش  همچنین

      (    ()2-48) 
int

,1 ,1 1 ,

int

,1 ,1 1 ,

( )

( )

aux aux

ij i ij i j j

A

aux aux

ij i ij i j j

A

M u u W q dA

u u W qdA

  

  

  

  




 

کنش است و به صورت زیر قابل محاسبه است تابع چگالی انرژی کرنشی مکانیکی برهم intWن که در آ

 : ]58و61[

      (    ()2-49) 
aux

ikikW int
 

 استخراج ضرایب شدت تنش 2-2-3-1
 [:63] استبصورت زیر  IIKو  IKو ضرایب شدت تنش کنش برهم رابطه بین انتگرال

      (    ()2-50) 
aux

IIIIII

aux

I

aux

III

aux

II KKcKKKKcKKcM 221211 2)(2   

 شوند:در معادله فوق بصورت زیر تعریف می cثابت های 

      (    ()2-51) 

)Im(
2

)Im(
2

)
1

Im(
2

)Im(
2

21
11

22

21
11

21

22
12

21

2122
11

















a
c

aa
c

a
c

 

های کمکی ضرایب با انتخاب مناسب میدان .عضاء ماتریس نرمی کاهش یافته استا ijaدر رابطه بالا 

 .]61[آیدمعادلات زیر بدست می از IIو  Iمودشدت تنش، 
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      (    ()2-52) 
)1,0(2

)0,1(2

2212

)2(

1211

)1(





aux

II

aux

IIII

aux

II

aux

IIII

KKKcKcM

KKKcKcM
 

ضرایب شدت تنش محاسبه مقادیر ،  M)2(و  M)1(با حل دو معادله ، دو مجهول بالا بر حسب 

 . ]61[شودمی

 

 

 

 

 

 

 



 

  21 

 

تحلیل  مسئله ترموالاستیسیته گرین 
 IIنقدی نوع -: استخراج معادلات و
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 مقدمه 3-1
سیته با تئوری ترموالاستی کامپوزیتی بدون ترک تحت شوک حرارتی یکنواختدر این بخش یک مدل از ماده 

، سپس  شودمیمقایسه  ]62[معرفی و با مقاله ابراهیم عباس و همکارانرا  IIنقدی نوع -تعمیم یافته گرین

و  ایحالت تنش صفحه بررسی بین مختصات محلی و مرجع ، همچنین الیاف به تحلیل زوایای مختلف

 الیاف در ادامه یک صفحه کامپوزیتی با ترک لبه ای را برای زوایای مختلف ای می پردازیم.کرنش صفحه

 .پردازیممی برای زوایای مختلف الیافترک مایل یک تحلیل  بهدر انتها کنیم. بررسی می

 نقدی -مقدمه ای بر تئوری ترموالاستیسیته گرین  3-2
 ه برعلاو توانمیاین تئوری  از ،دارد ساختار مستحکم ترمودینامیکی  نقدی-تئوری گرین جایی کهاز ان

. کرداستفاده  ترموویسکوز ترموالاستیسیته و نیز سیالات مثل، در مسائل کوپل  مسائل هدایت گرمایی صلب

 متغیرهای تفاوت در نقدی-های تئوری گرین مدل تفاوتتلف ارائه شده است. خاین تئوری در سه مدل م

متغیرهای حالت مستقل است که  ای ازه منظور از حالت مجموعه خابی برای این تئوری است.انتحالت 

ترمودینامیکی را تعیین  فرایند ای آنها در یک نقطه از فضا، حالت موضعی جاری جسم در طولمقدار لحظه

  پردازیم.به تحلیل روابط این تئوری ها میدر ادامه کند.می

 

 بی بعد سازی معادلاتمسئله و  بر حاکم معادلات 3-3
 پردازیم.ها مینرسی معادلات حاکم و بی بعد سازی آدر این بخش از پایان نامه به بر

 ]63[:به صورت زیر است GNIIمعادلات ترمو الاستیسیته حاکم بر مسئله اورتوتروپیک برای تئوری 

 (3-1                                                                                ), ,i ijkl k lj ij ju C u    

 (3-2                     )                                                         , 0 ,ij ij ij i jc T u      

 

 .شود می استفاده زیر بعد بی رهایمتغی از فوق معادلات سازی بعد بی برای
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                                                                                                  ˆ i
i

x
x

L
 

ˆ
vt

t
L

 

0

ˆ 



 

2

11 0

ˆ i
i

v u
u

LT




 

 

 :داریم گیری مشتق کمک به هارمتغی تکمیل برای

 

                  

                                       

 

0
, ,

ˆ
j j

L


  

2

2
ˆv

L
  

11 0
, ,

ˆ
i j i j

T
u u

L




 

11 0 ˆ
i i

T
u u

L




 

 

 :شودمی بیان زیر صورت به و شده بعد بی فوق هایمتغیر جایگذاری از پس(  2-3) و( 1-3) معادلات

 (3-5                                                              )                  , ,2

11

ˆˆ ˆijkl ij

i k lj j

C
u u

v




 
  

 (3-6                    )                                                        11

, ,2 2
ˆ ˆ ˆij ij

ij i ju
cv cv

  
 

 
  

 .باشدمی انرژی معادله به مربوط(2-3) معادله و ناویر معادله به مربوط(1-3) معادله که

 زیر صورت به ماده اورتوتروپیک یک برای که باشد می ij و 11وijوijklC فوق معادلات مجهول ضرایب

 ]48[:شوندمی تعریف

 

(3-3) 

(3-4  ) 

11 0
, ,2

ˆ
k lj k lj

T
u u

v L





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(3-7        )                                         

1 12 2

12 21 12 21

12 2 2

12 21 12 21

12

0
1 1

0
1 1

0 0

planestrain

ijkl

E E

E E
C

G



   



   

 
  
 
 

  
 

 
 
 
 

 

(3-8        )                                                  

1

21

1 2

12

1 2

12

1
0

1
0

1
0 0

planestress

ijkl

E E

C
E E

G







 
 
 
 

  
 
 
 
 

 

 (3-9        )                                                                                     
11

22

0

ij



 

 
 

  
 
 

 

 

   (3-10                                                                                           )*ij ijkl ijC  
 

پارامتر
11   با زاویه الیاف صفر درجهحالت کرنش صفحه ای درایه اول ماتریس بتا است که برای 

 بصورت زیر است.

 

   (3-11                                                           )1 12 2
11 11 22

12 21 12 21

* *
1 1

E E
  

   
 

 
 

 

(3-12                                                                    )                  11

22

0

0
ij






 
  
 

 

 روابط تبدیل ضرایب برای زوایای مختلف الیاف 3-3-1
قرار  هم روی موازی صورت به الیاف با شده تقویت کامپوزیتی هایلایه.  کامپوزیتی هایصفحه ساخت در

 . دارند را خود الیاف جهت کدام هر اماگیرند ، می

 ار بر یک چند لایه حاکم معادلات نوشتن برای شدهاستفاده مختصات سیستم ،(  x ، y ، z)  کنید فرض

 یک چند لایه در معمولی تک لایه یک اصلی مادی مختصات ( ،3x,2x,1x)  همچنین و ، دهدمی نشان

را  z.به عنوان مثال محور اصلی باشد)محوری که لایه ها عمود بر ان هستند( x3به طوری که محور  باشد.

 به عنوان محور اصلی در نظر میگیریم که داریم: x3موازی محور 
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1

2

3

cos sin 0

sin cos 0 *

0 0 1

xx

y x

z x

 

 

    
    

     
         

       

 

 تآثیر تغییرات مختصات در مولفه های تنش به صورت زیر اورده شده است.

2 2
11

2 2
22

33

23

13

2 2

12

cos sin 0 0 0 sin 2

sin cos 0 0 0 sin 2

0 0 1 0 0 0
*

0 0 0 cos sin 0

0 0 0 sin cos 0

sin cos sin cos 0 0 0 cos sin

xx

yy

zz

yz

xz

xy

   

   

 

  

 

     

    
    
    
       

     
    
    
    

          

 

 یا

 

     *
p m

T  

 

 

 تآثیر تغییرات مختصات در مولفه های کرنش به صورت زیر اورده شده است.

2 2
11

2 2
22

33

23

13

2 2

12

cos sin 0 0 0 sin cos

sin cos 0 0 0 sin cos

0 0 1 0 0 0
*

0 0 0 cos sin 0

0 0 0 sin cos 0

sin 2 sin 2 0 0 0 cos sin

xx

yy

zz

yz

xz

xy

    

    

 

  

 

   

    
    
    
       

     
    
    
    

          

 

 یا

 

     *
T

p m
R  

 تآثیر تغییرات مختصات در مولفه های ثابت های ماده به صورت زیر اورده شده است.

 

       * *
T

C T C T 

 

(3-13)  

(3-14)  

(3-15)  

(3-16)  

(3-17)  

(3-18)  
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بیشتر تک لایه ها نازک هستند و حالت تنش صفحه ای را تجربه می کنند. برای یک تک لایه در صفحه 

ی 
1x-

2x  ( شامل 3مولفه های تنش عرضی)مربوط به جهت
3323و13و  می باشند. اگرچه این مولفه

های تنش نسبت به مولفه های 
1122و12و  بسیار کوچک هستند ، اما به دلیل ضعیف بودن

 همین بهتواند باعث شکست شوند، می  zکامپوزیت های تک لایه تقویت شده با الیاف در جهت محور

ا این حال ب . شوندنمی گرفته نادیده برشی شکل تغییر هاینظریه در عرضی برشی تنش هایمولفه.  دلیل

در بیشتر معادلات در تئوری ها لایه ها از 
33 برای باید ساختاری معادلات صرف نظر می شود. بنابراین 

 . شوند اصلاح مسئله این

 ماتریس های انتقال برای حالت تنش صفحه ای به شکل زیر اصلاح می شوند.

2 2

11

2 2

22

2 2

12

cos sin sin 2

sin cos sin 2 *

sin cos sin cos cos sin

xx

yy

xy

   
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    
         

 

 همچنین برای حالت کرنش صفحه ای به شکل زیر اصلاح می شوند.
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 گسسته سازی معادلات حاکم 3-3-2
 پردازیم.ش به گسسته سازی معادلات حاکم میدر این بخ

(3-19)  

(3-20)  

(3-21)  

(3-22)  
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 کنیم:ضرایب زیر را تعریف می ،برای سادگی کار

  

                                                       

 

 فرم ماتریسی معادلات  پس از گسسته سازی به صورت زیر است:

 

(3-42   )                                
0

* *
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 که داریم:

(3-52                                                                        )
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 که مربوط به ترم مستهلک کننده است برابر صفر است. Cماتریس   GNIIبرای فرم 

 توابع تقریب دو بعدی را به صورت زیر داریم:

    

(3-23) 
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(3-27) 
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 مشخصات و هندسه مسئله 3-4
باشد. در این مسئله یک نیم می ]62[ هندسه مسئله این تحقیق مشابه مسئله ابراهیم عباس و همکاران

ایم. در این طرف )سمت چپ( در نظر گرفتهدر یک یکنواخت  حرارتیصفحه کامپوزیتی را تحت شوک 

 است.می باشد که در شکل زیر آورده شده 4طول بدون بعد  و1مسئله عرض بدون بعد 

(3-26) 
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 شکل مسئله و نوع نحوه بارگذاری شیمان 1-3شکل 

در جداول زیر مشخصات ماده اورتوتروپیک و همچنین گام زمانی و زمان انتهایی مسئله ، ابعاد مسئله و 

 همچنین شرایط بارگذاری داده شده است.

 

 
 (مکانیکی –.مشخصات مسئله)هندسی 1-3جدول 

 اندازه واحد نام پارامتر

 4 - طول بدون بعد

 1 - عرض بدون بعد

 x - 40مش بندی در راستای 

 Y - 160مش بندی در راستای 

 /S 010 گام زمانی

 0/2وS 0/1 زمان نهایی
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E1 GPa 115 

E2 GPa 90/4 

G12 GPa 38/66 

12 - 0280/ 

 
 .مشخصات حرارتی ماده2-3جدول 

 اندازه واحد نام پارامتر

K11 W/mK 92/1 

K22 W/mK 96/3 

11 - 0/25 

22 - 0/25 

11 m/K 4-0/17e 

22 m/K 4-0/15e 

T1 - 1 

T0 10-273 درجه سانتی گراد 

 kg/m^3 2660 

 

 نتایج 3-5
یک صفحه ارتوتروپیک بدون ترک که تحت یک شوک حرارتی در سمت چپ نتایج را برای در این مسئله 

( برای زاویه 2-3و 1-3( و با اطلاعات ذکر شده در جداول فوق )جداول 1-3شکل باشد )مطابق خود می

محاسبه شده است. از تئوری ترموالاستیسیته  ( به کمک روش المان محدود on axisالیاف صفر درجه )

ضمنآ این مثال ( برای بدست اوردن این نتایج استفاده شده است. GN II)2تعمیم یافته گرین نقدی نوع 
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و اعتبار مقایسه  ]62[با مقاله ابراهیم عباسمده آنتایج بدست شود. ای بررسی میدر حالت تنش صفحه

 است.سنجی شده 

قایسه نتایج مقاله ابراهیم عباس و نتایج روش حل ما برای دمای صفحه در راستای محور در نمودار زیر به م

X  .نتایج نیم.کیی مختلف در حل نیومارک بررسی میهای نهاهمچنین نتایج را برای زمان می پردازیم

 که نتایج این دو روش حل همگرایی خوبی نسبت به هم دارند.دهد ،نشان می

 
 GNIIبرای X1مقایسه تغییرات دمایی در جهت  3-3شکل 

پردازیم. می  در نمودار زیر به مقایسه نتایج مقاله ابراهیم عباس و نتایج روش حل ما برای جابجایی افقی

کنیم.که نتایج این دو روش یی مختلف در حل نیومارک بررسی میهمچنین نتایج را برای زمان های نها

 ارند.حل همگرایی خوبی نسبت به هم د
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 GNIIبرای X1در جهت  Xمقایسه جابجایی در راستای  4-3شکل 

در نمودار زیر به مقایسه نتایج مقاله ابراهیم عباس و نتایج روش حل ما برای جابجایی عمودی)در راستای 

Y)  کنیم.که نتایج یی مختلف در حل نیومارک بررسی میپردازیم. همچنین نتایج را برای زمان های نهامی

قبلی دارند، اما بازهم نتایج همگرایی خیلی خوبی  متغیرری نسبت به دو این دو روش حل همگرایی کمت

 نسبت به نتایج مقاله دارد.
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 GNIIبرای X1در جهت  Yمقایسه  جابجایی در راستای 5-3شکل 

پردازیم. همچنین می xxدر نمودار زیر به مقایسه نتایج مقاله ابراهیم عباس و نتایج روش حل ما برای 

کنیم.که نتایج این دو روش حل در زمان یی مختلف در حل نیومارک بررسی مینتایج را برای زمان های نها

t=0/1  نتیجه همگرایی مناسبی نسبت به هم دارند اما در زمانt=0/2 رسد.کمی دیرتر به همگرایی می 
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 GNIIبرای1X در جهتxxمقایسه  6-3شکل 

 

 

در نمودار زیر به مقایسه نتایج مقاله ابراهیم عباس و نتایج روش حل ما برای 
yy پردازیم. همچنین می

کنیم.که نتایج این دو روش حل در هر یی مختلف در حل نیومارک بررسی مینتایج را برای زمان های نها

 .دو زمان خوب است
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مقایسه  7-3شکل 

yy1 در جهتXبرایGNII 

در نمودار زیر به مقایسه نتایج مقاله ابراهیم عباس و نتایج روش حل ما برای 
xy پردازیم. همچنین می

کنیم.که نتایج این دو روش حل در زمان یی مختلف در حل نیومارک بررسی مینتایج را برای زمان های نها

t=0/1 خوب است)در کل دورتر از دو پارامتر دیگر تنش( اما نتایج در زمانt=0/2 دیرتر به همگرایی می

 (.0/4در طول  تقریباًرسد)
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مقایسه 8-3شکل 

xy 1 در جهتXبرایGNII 

 

دمایی رسم شده که تغییرات ان بخصوص در محل اعمال شرایط مرزی قابل مشاهده  توزیعدر شکل زیر 

 است)بخش قرمز رنگ(
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 در صفحه دما توزیع نمایش 9 -3شکل 

ن در ابتدای شرط مرزی منفی و مشخص شده که مقادیر آ  xجابجایی در راستای  توزیعدر شکل زیر 

 شود.در انتها نزدیک به صفر همگرا می سپس به سمت مثبت و

 
 xجابجایی در راستای تغییرات 10-3شکل 

ن ناچیز است)بجز در نزدیکی ارسم شده که در کل مقدار  yدمایی را در راستای توزیعدر شکل زیر 

شرایط مرزی و اعمال نیرو(.همچنین تقارن در اعمال بارگذاری و برابر بودن اندازه جابجایی در ابتدا مشهود 
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 است.

 
 yجابجایی در راستای  تغییرات 11-3شکل 

 

 کرنش صفحه ای در حالت الیاف مقایسه نتایج زوایای مختلف 3-5-1
-3و جداول 1-3، حالا یک مثال با همان هندسه و اطلاعات )شکلثال بالا با توجه به اعتبار سنجی م

ای برای حالت کرنش صفحه( و off axisبرای زوایای مختلف الیاف) GN II( و همچنین همان روابط2-3و1

 کنیم.در حل نیومارک استفاده می 0/2در این مسئله از زمان نهایی  .کنیمبررسی می

. باید توجه داشت ات زاویه های الیاف هیچ تآثیری در این نمودار نداردنمودار زیر برای دما است که تغییر

و همچنین اختلاف کم بین خواص دمایی در  مسئله دمایی شرط مرزیی یکنواخت تواند به دلیلاین می

.دو راستای مختلف باشد  
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 الیاف مقایسه دما برای زوایای مختلف (12-3شکل 

اما  است، درجه نزدیک به هم30و0های است که نتایج برای زایه یی محورینمودار زیر مربوط به جابجا

این تغییرات به دلیل تفاوت بین خواص  درجه تغییرات مقداری بیشتر از دو زاویه دیگر است.60برای زاویه

 نهد.در واقع ماتریس چرخش بر ترم های مکانیکی ما اثر می مکانیکی ماده است.
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 الیاف برای زوایای مختلف xراستایمقایسه جابجایی در  (13-3شکل 

متفاوت  الیاف برای زوایای مختلف آناست که مقدار شروع  yنمودار زیر مربوط به جابجایی در راستای 

مکانیکی ماده  این تغییرات به دلیل تفاوت بین خواص ادامه دارد.0/5است و این اختلاف تا حدود طول 

 است که در بالا بیان شد.

 

 
 الیاف برای زوایای مختلف Yمقایسه جابجایی در راستای (14-3شکل 
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نمودار زیر مربوط به 
xx  درجه متفاوت 60همگرا ولی برای زاویه تقریباًدرجه 30و0برای دو زاویه کهاست

تواند تغییرات دلیل تغییرات کم در این منحنی می نمودار ها همگرا می شوند. 0/5است.بازهم در حدود طول

 باشد. xکم در جابجایی در راستای 

 
 الیاف برای زوایای مختلفxxمقایسه  (15-3شکل 

نمودار زیر مربوط به 
xy  درجه 60است که برای زاویه صفر درجه به نسبت بقیه زوایا ناچیز و برای زاویه

 اشد.بو تغییرات در ترم ماتریس تنش می این تغییرات به دلیل افزایش زاویه .رسدمیبیشترین مقدار خود به 

 
مقایسه  (16-3شکل 

xy الیاف برای زوایای مختلف 

 

در نمودار زیر به بررسی 
yy  می پردازیم.جایی که باز هم مقدار تنش در زاویه الیاف صفر درجه بسیار
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تواند به دلیل تغییرات این تغییرات می است. محسوسدرجه این اختلاف بسیار 60ناچیز است و در زاویه 

 باشد. yزیاد جابجایی در راستای 

 
مقایسه  (17-3شکل 

yyالیاف برای زوایای مختلف 

 تنش صفحه ایحالت با هم برای  الیاف مقایسه نتایج زوایای مختلف 3-5-2
و جداول 1-3با توجه به اعتبار سنجی مثال اول ما ، حالا یک مثال با همان هندسه و اطلاعات )شکل

( و برای همان حالت تنش off axisبرای زوایای مختلف الیاف) GN II( و همچنین همان روابط2-3و3-1

 کنیم.در حل نیومارک استفاده می 0/2در این مسئله از زمان نهایی  .کنیمبررسی میای صفحه

دهد فقط مقدارهای نزدیک به بارگذاری نسبت به قبل نتایجی مشابه حالت قبل به ما می در اینجا 

این میزان تفاوت به دلیل وجود تغییر در فرضیه های تئوری است که بیشترین میزان خود  متفاوت است.

 دهد.ا در ماتریس سفتی و نرمی نشان میر
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 الیاف مقایسه دما برای زوایای مختلف (18-3شکل 

 
 الیاف برای زوایای مختلف xمقایسه جابجایی در راستای (19-3شکل 
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 الیاف برای زوایای مختلف Yمقایسه جابجایی در راستای (20-3شکل 

 
 الیاف برای زوایای مختلفxxمقایسه  (21-3شکل 
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مقایسه  (22-3شکل 

xyالیاف برای زوایای مختلف 

 
مقایسه  (23-3شکل 

yyالیاف برای زوایای مختلف 
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 ترک صفحه شاملتحلیل نتایج  3-6
المان محدود  و با استفاده  از (GN II) 2نقدی نوع –ج دارای ترک از معادلات مربوط به تئوری گرین نتای

 شود.میتوسعه یافته بررسی 

 کمک می ]55[و همچنین نتایج مقاله محمدی ]64[برای صحت سنجی کد از نتایج مربوط به مقاله سانچز

  ن ها می پردازیم .گیریم که به ترتیب در ادامه به آ

 [64]اعتبارسنجی با مقاله سانچز  3-6-1
 40میلی متر و ارتفاع  20برای یک صفحه مستطیلی با طول ]64[سانچز  قایمقاله آ 1این کد را برای مثال

میلی متر بررسی می کنیم.این  8/4میلی متر دارای ترک داخلی متقارن نسبت به مرکز صفحه به طول

سانچز است که به  آقایمقاله 6.1شکل زیر شکل کلی مثال صفحه تحت بارگذاری یکنواخت مکانیکی است

 کمک کد ما بررسی شده و در ادامه با نمودار خود مقاله مقایسه شده است.

 
 ورق ارتوتروپیک دارای ترک مرکزی24-3شکل 

مده است. در شکل زیر مشاهده می شود که مش ر آمقایسه نتایج مربوط به این مقاله در شکل های زی

همچنین اختلاف نمودارها بسیار ناچیز است که  همگرایی خوبی نسبت به هم دارند.161*81و121*61

در این نمودار محور افقی زمان بی بعد و  صحت کد را برای مثال تحت بارگذاری مکانیکی نشان می دهد.

 بی بعد است. Iمحور عمودی ضریب شدت تنش نوع
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 با مقاله سانچز برای مش بندی های مختلف Iمقایسه ضریب شدت تنش مود25-3شکل 

 

پردازیم که در کل همگرایی خوبی نسبت به هم ه بررسی شعاع انتگرال برهمکنش میل زیر بدر شک

 جدقت نتای باید توجه کرد افزایش این شعاع مقداری ندارد. ت ان تاثیر چندانی در جواب هادارند و تغییرا

بهینه استفاده  مثال از شعاعدهد .بنابراین در حل این ن نتیجه گیری را بسیار افزایش میرا بالاتر برده اما زما

 کنیم.می

 
 مقایسه شعاع انتگرال گیری مختلف برای این مثال 26-3شکل 
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 [65]اعتبارسنجی با مقاله محمدی 3-6-2
لوم و برای زوایای الیاف ترک لبه ای با ابعاد معبرای یک صفحه دارای  [65]نتایج مقاله دکتر محمدی

در ادامه مورد کنیم ،که نتایج خروجی را را بررسی می ک و تحت بار یکنواخترتوترپیمتفاوت در ماده ا

 ]65[.دهیممیبررسی قرار 

 
 

 [65]صفحه ارتوتروپیک دارای ترک لبه ای27-3شکل 

 

 مده است:آ های زیرنتایج مربوط به این مقاله در شکلمقایسه 

ودار مقاله دکتر را در زوایای مختلف الیاف در مقایسه با نم Iدر نمودار زیر مقایسه ضریب شدت تنش نوع

 .دارد[65]با نتایج کنیم که همگرایی مناسبی محمدی مشاهده می
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 [65]با  Iمقایسه ضریب شدت تنش مود 28-3شکل 

 

را در زوایای مختلف الیاف در مقایسه با نمودار مقاله  IIدر نمودار زیر مقایسه ضریب شدت تنش نوع

 دکتر محمدی مشاهده می کنیم که همگرایی مناسبی نسبت به مقاله دارد.

 
 [65]با  IIمقایسه ضریب شدت تنش مود 29-3شکل 
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 تحت شوک حرارتی نتایج برای ترک لبه ای 3-7
تحت  را( 2-3و1-3اطلاعات جداول)( را با 30-3در این مثال یک صفحه مستطیلی با ترک لبه ای )شکل

و 1و ارتفاع 4بررسی می کنیم. این صفحه دارای طول   GN IIبه کمک تئوری  شوک حرارتی یکنواخت

که تحت شوک حرارتی به اندازه ،می باشد 2بدون بعد در لبه سمت چپ و ارتفاع0/5همچنین طول ترک 

 (.30-3درجه در سمت چپ صفحه قرار دارد )شکل1منفی

 

 
 هندسه و شرط مرزی مسئله 30 -3شکل 

 

ماده اورتوتروپیک بررسی  و II نوعزیر همگرایی مش را برای معادلات گرین نقدی  نموداردر ابتدا 

از در ادامه بنابراین  همگرایی خوبی دارند. 240*60و160*40کنیم.که قابل مشاهده است مش های می

 شود.میاستفاده  160*40مش بهینه ی 
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 همگرایی مش 31-3شکل 

 برای زوایای مختلف الیاف می پردازیم: IIوIدر ادامه به بررسی ضرایب شدت تنش مود 

ن با آبرای زوایای الیاف مختلف و همچنین مقایسه   Iدر شکل زیر با بررسی ضرایب شدت تنش مود

ده است شاهتاثیر زاویه الیاف پس از عبور از نوک ترک قابل م، پرداخته ایم IIIنوع گرین نقدی تئوری

این تغییرات بیشتر ناشی از توابع غنی سازی دمایی ما است.  ثیر زیاد نمی باشد.هرچند در این تئوری این تا

 باشد.بعد از عبور از نوک ترک قابل مشاهده می آنباید توجه داشت تغییرات بیشتر 

 
 IIIو همچنین با تئوری گرین نقدی نوع الیاف در زوایای مختلف Iمقایسه ضریب شدت تنش مود 32-3شکل 
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برای دو زاویه مختلف می پردازیم که تفاوت بیشتری  IIنوع  در شکل زیر به بررسی ضریب شدت تنش

 دارد. Iبه نسبت ترم ضریب شدت تنش نوع

 
 الیاف برای زوایای مختلف IIمقایسه ضریب شدت تنش مود 33-3شکل 

 
 

 برای زاویه صفر درجه الیاف اورده شده است. آخردما در لحظه  توزیعدر ادامه 

 
 آخردما در لحظه  توزیع 34 -3شکل 

 

 

 نیز برای زاویه صفر الیاف اورده شده است. X،Yجابجایی ها در راستای  توزیعدر ادامه نیز 
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 Xجابجایی در راستای  توزیع 35-3شکل 

 

 
 Yجابجایی در راستای  توزیع 36-3شکل 

 تحت شوک حرارتی ترک مایل داخلی 3-8
تحت شوک حرارتی  xدرجه نسبت به محور  30با زاویه  مایل داخلیدر اینجا به تحلیل یک ترک 

مثال را برای یک صفحه مستطیلی با اطلاعات مسئله قبل اما برای ترک داخلی با  .پردازیمیکنواخت می

مختلف الیاف تحت  زوایای برای و متقارن در مرکز صفحه  xدرجه نسبت به محور 30و زاویه  0.5طول 
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اطلاعات مسئله مشابه حالت های قبل و قابل  (37-3)شکلدهیم.همان شوک حرارتی مورد بررسی قرار می

در نظر  باشد. تعداد المان( میx،yبجز اطلاعات تعداد المان در راستای 2-3و1-3مشاهده در جدول )جداول

 باشد.یم 332رابرب yو در جهت محور 82برابر xگرفته شده در جهت محور

 
 صفحه دارای ترک مایل داخلی تحت شوک حرارتی یکنواخت 37-3شکل 

 برای زوایای مختلف الیاف تحت شوک حرارتی نتایج ترک مایل داخلی 3-8-1
 کنیم. ی با زاویه الیاف مختلف بررسی میدر اینجا نتایج را برای ترک داخل

برای این تحلیل را نشان می  اختلاف محسوسای زوایای مختلف ، بر Iنمودار ضریب شدت تنش مود 

این اختلاف پس از عبور از نوک ترک قابل مشاهده است. مهمترین دلیل این میزان اختلاف توابع  دهد.

 باشد. غنی سازی نوک ترک )یا به عبارت دیگر وجود نا پیوستگی در جسم و محل برخورد ترک با الیاف( می
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 برای زوایای مختلف الیاف Iضریب شدت تنش مود  38 -3شکل 

برای این تحلیل را نشان  ، اختلاف محسوس الیاف ای زوایای مختلفبر IIنمودار ضریب شدت تنش مود 

 می دهد.

 
 برای زوایای مختلف الیاف IIضریب شدت تنش مود  39 -3شکل 
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 کنیم.می( مشاهده on axisصفر درجه )الیاف دما را برای زمان انتهایی و برای زاویه  توزیعدر اینجا 

 
 صفر درجه الیاف دمایی برای زاویه توزیع 40 -3شکل 

( on axis) صفر درجه الیاف را برای زمان انتهایی و برای زاویه xجابجایی در راستای  توزیعدر اینجا 

 کنیم.مشاهده می

 
 صفر درجه الیاف  برای زاویه xجابجایی در راستای  توزیع 41 -3شکل 

( on axis) صفر درجه الیاف را برای زمان انتهایی و برای زاویه yجابجایی در راستای  توزیعدر اینجا 

 کنیم.مشاهده می
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 صفر درجه الیاف برای زاویه yجابجایی در راستای  توزیع 42 -3شکل 

 

 کنیم.تغییر شکل را برای چند زمان مختلف مشاهده می توزیعدر ادامه 

 
 t=0.3494تغییر شکل در زمان  توزیع 43 -3شکل 
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 t=0.71084تغییر شکل در زمان  توزیع 44 -3شکل 

 
 تغییر شکل در زمان انتهایی توزیع 45 -3شکل 
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 کنیم.را برای چند زمان مختلف مشاهده می دماتغییر  توزیعدر ادامه 

 
 t=0.3494در زمان  دماتغییر  توزیع 46 -3شکل 

 
 t=0.71084در زمان  دماتغییر  توزیع 47 -3شکل 
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تحلیل  مسئله ترموالاستیسیته گرین 
 IIIنقدی نوع -: استخراج معادلات و
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 مقدمه 4-1
سیته با تئوری ترموالاستی در این بخش یک مدل از ماده کامپوزیتی بدون ترک تحت شوک حرارتی یکنواخت

، سپس به تحلیل شودمیمقایسه  ]62[معرفی و با مقاله ابراهیم عباسرا  IIIنقدی نوع -تعمیم یافته گرین

 ایین حالت تنش صفحه ای و کرنش صفحهبین مختصات محلی و مرجع همچن الیاف زوایای مختلف

 ده،شبررسی  الیاف در ادامه یک صفحه کامپوزیتی با ترک لبه ای را برای زوایای مختلف .شودپرداخته می

 بیان شده است. آنو در انتها  تحلیل ترک مایل و نتایج 

 معادلات 4-2
 استفاده شده است. IIIنقدی نوع –در این بخش از معادلات گرین 

 مسئله و بی بعد سازی معادلات بر حاکم معادلات 4-2-1
 ها می پردازیم.آندر این بخش از پایان نامه به بررسی معادلات حاکم و بی بعد سازی 

 ]63[:به صورت زیر است GNIIIمعادلات ترمو الاستیسیته حاکم بر مسئله اورتوتروپیک برای تئوری 

 (4-1                                                                                ), ,i ijkl k lj ij ju C u    

 (4-2                                                 )                   , , 0 ,ij ij ij ij ij i jc K T u        

 

 گسسته سازی معادلات حاکم 4-2-2
 .کنیمبیان می حاکم گسسته شده را مشابه فصل قبل ش معادلاتدر این بخ

                                                      

 فرم ماتریسی معادلات  پس از گسسته سازی به صورت زیر است:

 

(4-3               )
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 که داریم:

(4-4                                                                        )
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 مشخصات و هندسه مسئله 4-3
باشد. در این مسئله یک نیم می ]62[ هندسه مسئله این تحقیق مشابه مسئله ابراهیم عباس و همکاران

ایم. در این طرف)سمت چپ( آن در نظر گرفتهیک  درصفحه کامپوزیتی را تحت شوک دمایی یکنواخت 

 ورده شده است.باشد که در شکل زیر آمی 4و طول بدون بعد 1مسئله عرض بدون بعد 
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 حرارتی مسئله شکل و بارگذاری شیمان 1-4شکل 

اورتوتروپیک و همچنین گام زمانی و زمان انتهایی مسئله ، ابعاد مسئله و در جداول زیر مشخصات ماده 

 همچنین شرایط بارگذاری داده شده است.

 
 مکانیکی (–.مشخصات مسئله)هندسی 1-4جدول 

 اندازه واحد نام پارامتر

 4 - طول بدون بعد

 1 - عرض بدون بعد

 x - 40مش بندی در راستای 

 Y - 160مش بندی در راستای 

 S 0.01 گام زمانی

 0.2وS 0.1 زمان نهایی
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E1 Gpa 115 

E2 Gpa 90.4 

G12 Gpa 38.66 

Nu12 - 0.028 

 
 .مشخصات حرارتی ماده2-4جدول 

 اندازه واحد نام پارامتر

K11 W/mK 92.1 

K22 W/mK 96.3 

Kapa11 - 0.25 

Kapa22 - 0.25 

Alfa11 m/K 4-e0.017 

Alfa11 m/K 4-e0.015 

T1 - 1 

T0 10-273 درجه سانتی گراد 

 kg/m^3 2660 چگالی

 

 

 

 نتایج 4-4
در این مسئله نتایج را برای یک صفحه ارتوتروپیک بدون ترک که تحت یک شوک حرارتی در سمت چپ 

( برای زاویه 2-4و  1-4(  و با اطلاعات ذکر شده در جداول فوق )جداول 1-4شکل باشد )مطابق خود می
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( به کمک روش المان محدود  محاسبه شده است. از تئوری ترموالاستیسیته on axisالیاف صفر درجه )

ل اوردن این نتایج استفاده شده است. ضمنآ این مث( برای بدست آGN III)3تعمیم یافته گرین نقدی نوع 

مقایسه و اعتبار  ]62[شود. نتایج بدست امده با مقاله ابراهیم عباسدر حالت تنش صفحه ای بررسی می

 شده است.سنجی 

در نمودار زیر به مقایسه نتایج مقاله ابراهیم عباس و نتایج روش حل ما برای دمای صفحه در راستای محور 

X  ج کنیم.که نتاییی مختلف در حل نیومارک بررسی میهمچنین نتایج را برای زمان های نها پردازیم.می

 این دو روش حل همگرایی خوبی نسبت به هم دارند.

 
 GNIIIبرای X1مقایسه تغییرات دمایی در جهت  2-4شکل 

پردازیم. می  در نمودار زیر به مقایسه نتایج مقاله ابراهیم عباس و نتایج روش حل ما برای جابجایی افقی

کنیم.که نتایج این دو روش یی مختلف در حل نیومارک بررسی میهمچنین نتایج را برای زمان های نها

 دارند.حل همگرایی خوبی نسبت به هم 
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 GNIIIبرای X1در جهت  Xتغییرات جابجایی در راستای  3 -4شکل

-می  در نمودار زیر به مقایسه نتایج مقاله ابراهیم عباس و نتایج روش حل ما برای جابجایی عمودی

 کنیم.که نتایج این دویی مختلف در حل نیومارک بررسی میپردازیم. همچنین نتایج را برای زمان های نها

 همگرایی خوبی نسبت به هم دارند. روش حل
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 GNIIIبرای X1در جهت  Yمقایسه  جابجایی در راستای  4 -4شکل

در نمودار زیر به مقایسه نتایج مقاله ابراهیم عباس و نتایج روش حل ما برای 
xxپردازیم. همچنین می

کنیم.که نتایج این دو روش حل در زمان بررسی مییی مختلف در حل نیومارک نتایج را برای زمان های نها

t=0/1  نتیجه همگرایی مناسبی نسبت به هم دارند اما در زمانt=0/2 رسد.کمی دیرتر به همگرایی می 



 

  69 

 

 
 GNIIIبرای1X در جهتxxمقایسه   5 -4شکل

 

در نمودار زیر به مقایسه نتایج مقاله ابراهیم عباس و نتایج روش حل ما برای 
yy می پردازیم. همچنین

نتایج را برای زمان های نهایی مختلف در حل نیومارک بررسی می کنیم.که نتایج این دو روش تا موقعیت 

 یکنواخت می شود. آنتفاوت دارد و در موقعیت مکانی بعد از  1حدود
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مقایسه   6-4شکل

yy 1 در جهتXبرایGNIII 

 تنش در نمودار زیر به مقایسه نتایج مقاله ابراهیم عباس و نتایج روش حل ما برای
xyپردازیم. می

کنیم.که نتایج این دو روش می نیومارک بررسیهمچنین نتایج را برای زمان های نهایی مختلف در حل 

 حل در تمام زمان ها مطلوب است.
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مقایسه  7 -4شکل

xy 1 در جهتXبرایGNIII 

بخصوص در محل اعمال شرایط مرزی قابل  آنکه تغییرات ،رسم شده  تغییرات دما در صفحهدر شکل زیر 

 .مشاهده است)بخش قرمز رنگ(

 
 در صفحه دما تغییرات-  8-4شکل

در ابتدای شرط مرزی منفی و  آنمشخص شده که مقادیر  xجابجایی در راستای  توزیعدر شکل زیر 

 سپس به سمت مثبت و در انتها نزدیک به صفر همگرا می شود.
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 xجابجایی در راستای توزیع  9 -4شکل

است)بجز در نزدیکی  ناچیز آنرسم شده که در کل مقدار  yدمایی را در راستای توزیعدر شکل زیر 

شرایط مرزی و اعمال نیرو(.همچنین تقارن در اعمال بارگذاری و برابر بودن اندازه جابجایی در ابتدا مشهود 

 است.

 
 yجابجایی در راستای  توزیع  10-4شکل
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 کرنش صفحه ای برای حالت الیاف مقایسه نتایج زوایای مختلف 4-4-1
-4و جداول 1-4یک مثال با همان هندسه و اطلاعات )شکلبا توجه به اعتبار سنجی مثال بالا ، حالا 

برای حالت کرنش صفحه ( و off axisبرای زوایای مختلف الیاف) GN II( و همچنین همان روابط2-4و1

 کنیم.در حل نیومارک استفاده می 0/2در این مسئله از زمان نهایی  .کنیمای بررسی می

الیاف هیچ تآثیری در این نمودار ندارد. باید توجه  زوایای مختلفنمودار زیر برای دما است که تغییرات 

دمایی  تواند به دلیل یکنواخنی شرط مرزی دمایی مسئله و همچنین اختلاف کم بین خواصداشت این می

 .در دو راستای مختلف باشد

 
 الیاف مقایسه دما برای زوایای مختلف  11 -4شکل

 

درجه نزدیک به هم اما 30و0 زوایای الیافی است که نتایج برای نمودار زیر مربوط به جابجایی محور

درجه تغییرات مقداری بیشتر از دو زاویه دیگر است. این تغییرات به دلیل تغییر در  60الیاف برای زاویه

 .استماتریس های سفتی و نرمی 
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 الیاف برای زوایای مختلف xمقایسه جابجایی در راستای  12 -4شکل

متفاوت  الیاف برای زوایای مختلف آناست که مقدار شروع  yنمودار زیر مربوط به جابجایی در راستای 

این تغییرات به دلیل تغییر در ماتریس های سفتی و نرمی  ادامه دارد. 1است و این اختلاف تا حدود طول 

 .است

 
 الیاف برای زوایای مختلف Yمقایسه جابجایی در راستای  13 -4شکل

درجه 60همگرا ولی برای زاویه تقریباًدرجه 30و0که برای دو زاویهاست xxنمودار زیر مربوط به تنش 

تواند دلیل تغییرات کم در این منحنی میشوند.نمودارها همگرا می 0/5متفاوت است.بازهم در حدود طول

 باشد. xتغییرات کم در جابجایی در راستای 
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 الیاف برای زوایای مختلفxxمقایسه   41 -4شکل

نمودار زیر مربوط به 
xy درجه 60است که برای زاویه صفر درجه به نسبت بقیه زوایا ناچیز و برای زاویه

 باشد.می ماتریس تنشرسد. این تغییرات به دلیل افزایش زاویه و تغییرات در ترم بیشترین مقدار خود میبه 

 
مقایسه   15 -4شکل

xyالیاف برای زوایای مختلف 

در نمودار زیر به بررسی 
yy  می پردازیم.جایی که باز هم مقدار تنش در زاویه الیاف صفر درجه بسیار

تواند به دلیل تغییرات است. این تغییرات می محسوسدرجه این اختلاف بسیار 60ناچیز است و در زاویه 

 باشد. yزیاد جابجایی در راستای 
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مقایسه   16 -4شکل

yyالیاف برای زوایای مختلف 

 تنش صفحه ایحالت برای  الیاف مقایسه نتایج زوایای مختلف 4-4-2
و جداول 1-4با توجه به اعتبار سنجی مثال اول ما ، حالا یک مثال با همان هندسه و اطلاعات )شکل

( و برای همان حالت تنش off axisبرای زوایای مختلف الیاف) GN II( و همچنین همان روابط2-4و4-1

 کنیم.در حل نیومارک استفاده می 0.2در این مسئله از زمان نهایی  .کنیمصفحه ای بررسی می 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

مشابه)همگرا( هستند اما زاویه صفر درجه  60و30نمودار زیر نمودار توزیع دما است که برای دو زاویه 

 تفاوت های نسبت به دو زاویه دیگر دارد.
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 الیاف مقایسه دما برای زوایای مختلف  17 -4شکل

همگرایی خوبی دارند اما 30و0نمودار زیر مربوط به جابجایی افقی است که در این مورد دو زاویه 

 درجه تفاوت محسوسی نسبت به دو زاویه دیگر دارد.60زاویه

 
 الیاف برای زوایای مختلف xمقایسه جابجایی در راستای  18 -4شکل

زیاد این تئوری در ترم مودار تفاوت بسیار در این ناست  yنمودار زیر مربوط به جابجایی در راستای 

 همگرا می شوند. 1دی را مشاده می کنیم که در عرض حدود جابجایی عد
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 الیاف برای زوایای مختلف Yمقایسه جابجایی در راستای  19 -4شکل

نمدار زیر مربوط به تنش 
xxشود. است که تفاوت زیادی در نتایج زوایا مشاهده می 

 
 الیاف برای زوایای مختلفxxمقایسه   20 -4شکل

نمودار زیر مربوط به تنش 
xy است که برای زاویه صفر درجه به نسبت بقیه زوایا ناچیز و برای زاویه

 درجه به ماکسیمم حد خود می رسد.60



 

  79 

 

 
مقایسه   21 -4شکل

xyالیاف برای زوایای مختلف 

در نمودار زیر به بررسی 
yy  می پردازیم.جایی که باز هم مقدار تنش در زاویه الیاف صفر درجه بسیار

 است. محسوسدرجه این اختلاف بسیار 60ناچیز است و در زاویه 

 
مقایسه   22 -4شکل

yy الیاف برای زوایای مختلف 
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 تحلیل نتایج برای ترک لبه ای تحت شوک حرارتی یکنواخت 4-5
( را تحت 2-4و1-4( را با اطلاعات جداول)23-4شکلدر این مثال یک صفحه مستطیلی با ترک لبه ای )

و 1و ارتفاع 4بررسی می کنیم. این صفحه دارای طول   GN IIIشوک حرارتی یکنواخت به کمک تئوری 

می باشد،که تحت شوک حرارتی به اندازه  2بدون بعد در لبه سمت چپ و ارتفاع 0.5همچنین طول ترک 

 (.23-4درجه در سمت چپ صفحه قرار دارد )شکل1-ی 

 
 صفحه دارای ترک صاف لبه ای تحت شوک حرارتی یکنواخت  23 -4شکل

 

برای زوایای الیاف مختلف پرداخته ایم .که تاثیر زاویه   Iبا بررسی ضرایب شدت تنش مود در نمودار زیر

الیاف پس از عبور از نوک ترک قابل مشاهده است هرچند در این تئوری این تآثیر زیاد نمی باشد. این 

 تغییرات بیشتر ناشی از توابع غنی سازی دمایی ما است.
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 الیافدر زوایای مختلف  Iتنش مودمقایسه ضریب شدت   24 -4شکل

 

می پردازیم که تفاوت  الیاف برای دو زاویه مختلف IIنوع  در شکل زیر به بررسی ضریب شدت تنش

 دارد. Iبیشتری به نسبت ترم ضریب شدت تنش نوع

 

 
 الیاف برای زوایای مختلف IIمقایسه ضریب شدت تنش مود  25 -4شکل
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 برای زاویه صفر درجه الیاف اورده شده است. آخردما در لحظه  توزیعدر ادامه 

 
 آخردما در لحظه  توزیع  26 -4شکل

 

 نیز برای زاویه صفر الیاف اورده شده است. X،Yجابجایی ها در راستای  توزیعدر ادامه نیز 

 
 Xجابجایی در راستای  توزیع  27 -4شکل

 



 

  83 

 

 
 Yجابجایی در راستای  توزیع   28 -4شکل

 

 بررسی شده است. IIIوIIمقایسه دمای نوک ترک برای تئوری گرین نقدی نوعنمودار زیر 

 
 دمای نوک ترک   29 -4شکل
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 بررسی شده است. IIIوIIبرای تئوری گرین نقدی نوع Iنمودار زیر مقایسه ضریب شدت تنش مود

 
 Iمقایسه ضریب شدت تنش مود    30 -4شکل

 

 

 

 ترک مایل داخلی تحت شوک حرارتی 4-6
در اینجا به تحلیل یک ترک مایل داخلی می پردازیم. مثال را برای یک صفحه مستطیلی با اطلاعات 

 و برای زوایای مختلف xدرجه نسبت به محور 30و زاویه  0.5مسئله قبل اما برای ترک داخلی با طول 

 yو در جهت محور 82برابر xمورد بررسی قرار می دهیم. تعداد مش در نظر گرفته شده در جهت محور الیاف

 می باشد. 332برابر

 نتایج ترک مایل داخلی تحت شوک حرارتی  4-6-1
 کنیم. بررسی می الیاف در اینجا نتایج را برای ترک داخلی با زاویه الیاف مختلف
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 صفحه دارای ترک مایل داخلی تحت شوک حرارتی یکنواخت  31 -4شکل

 

 

، اختلاف محسوس برای این تحلیل را نشان  الیاف برای زوایای مختلف Iنمودار ضریب شدت تنش مود 

می دهد. این اختلاف پس از عبور از نوک ترک قابل مشاهده است. مهمترین دلیل این میزان اختلاف توابع 

 باشد. غنی سازی نوک ترک )یا به عبارت دیگر وجود نا پیوستگی در جسم و محل برخورد ترک با الیاف( می
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 برای زوایای مختلف الیاف Iش مود ضریب شدت تن  32 -4شکل

 

 

، اختلاف محسوس برای این تحلیل را نشان  الیاف برای زوایای مختلف IIنمودار ضریب شدت تنش مود 

 می دهد.

 
 برای زوایای مختلف الیاف IIضریب شدت تنش مود   33 -4شکل
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 ( مشاهده می کنیم.on axisرا برای زمان انتهایی و برای زاویه صفر درجه الیاف) توزیع دمادر اینجا 

 
 برای زاویه صفر درجه الیافنزدیک نوک ترک دمایی  توزیع  34 -4شکل

( on axisرا برای زمان انتهایی و برای زاویه صفر درجه الیاف) xجابجایی در راستای  توزیعدر اینجا 

دلیل این گونه تغییرات تقارن ترک نسبت به نقطه مرکز جسم است. همچنین تغییرات  مشاهده می کنیم.

 شود.موج در حین عبور از ترک باعث اینگونه تغییر شکل ها می

 
 برای زاویه صفر درجه الیاف xجابجایی در راستای  توزیع  35 -4شکل
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( on axisرا برای زمان انتهایی و برای زاویه صفر درجه الیاف) yجابجایی در راستای  توزیعدر اینجا 

 مشاهده می کنیم.

 
 برای زاویه صفر درجه الیاف yجابجایی در راستای  توزیع  36 -4شکل

 

 در نمودار زیر دمای نوک ترک برای دو لبه ی سمت چپ و سمت راست بررسی شده است.

 
 چپدمای نوک ترک برای نوک ترک سمت   37 -4شکل
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 راستدمای نوک ترک برای نوک ترک سمت   38 -4شکل

 

 

 تغییر شکل را برای چند زمان مختلف مشاهده میکنیم. توزیعدر ادامه 

 
 t=0.3494تغییر شکل در زمان  توزیع 39 -3شکل 
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 t=0.71084تغییر شکل در زمان  توزیع 40 -3شکل 

 
 تغییر شکل در زمان انتهایی توزیع 41 -3شکل 
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 تغییر دما را برای چند زمان مختلف مشاهده میکنیم. توزیعدر ادامه 

 
 t=0.3494تغییر دما در زمان  توزیع 42 -3شکل 

 
 t=0.71084تغییر دما در زمان  توزیع 43 -3شکل 
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 نتیجه گیری و پیشنهادات 
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 خلاصه نتایج 5-1
ر د مسائل مکانیک شکستروش المان محدود توسعه یافته برای تحلیل دینامیکی  در این پایان نامه از

اورتوتروپیک تحت بارگذاری حرارتی با تئوری ترموالاستیسته گرین نقدی نوع مواد  در های دوبعدیمحیط

IIوIII  ه با ترک داخلی حبا آوردن چند مثال از جمله صفحه بدون ترک ابراهیم عباس صف. بررسی شد

های دیگر مقایسه کردیم. در انتها ز و صفحه با ترک لبه ای دکتر محمدی دقت روش حل را  با روشسانچ

مقادیر ضریب شدت تنش در صفحه اورتوتروپیک تحت بارگذاری حرارتی بدست آمده است. همچنین تآثیر 

پس  .رسی قرار دادیمزوایای الیاف را بر نتایج دیدیم و همچنین اثر ترم مستهلک کننده را در مثالی مورد بر

دو صفحه با ترک لبه ای صاف و ترک مایل داخلی تحت شوک حرارتی یکنواخت را مورد بررسی قرار  آناز 

با توجه به ترم  IIIنشان داد در تئوری نوع IIIو IIنقدی نوع –دادیم. تفاوت نتایج در دو تئوری گرین 

 باشد.می IIکمتر از تئوری برای نوع IIوIمستهلک کننده انرژی ضرایب شدت تنش دو مود 

 یندهآبرای تحقیقات  پیشنهادها 5-2
 موضوعات برای تحقیقات اینده پیشنهاد می شود: 

  بررسی رشد ترک در مواد اورتوتروپیک 

  تحلیل و بررسی تئوری های غیر خطی ترموالاستیسیته 

 اع مواد انو بررسی ضرایب شدت تنش دینامیکی تحت بار ترکیبی مکانیکی و حرارتی برای 

 بررسی تئوری های ترموالاستیسیته و شکست در موادFGM 
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Abstract 
 

In this thesis، a finite orthotropic environment under heat shock is studied. 

Coupled dynamical thermoelasticity equations based on Green-Naghdi 

thermoelasticity theory are considered، as well as the finite element method 

developed for discretization in space and the implicit Newmark method for 

temporal integration. Mechanical and temperature enrichment functions have 

been used to model the crack in the finite element method. Stress intensity 

coefficients were calculated using the interaction integral method and compared 

for different angles of fibers in an orthotropic material. The results are also 

investigated for several different integral radii. In the following، the temperature 

distribution around the crack tip which causes the temperature distribution to 

be perturbed is compared based on two type-III and III-Green theory. The stress 

intensity coefficients of the two modes I and II for an edge cracked plate for 

different angles of the fibers have been validated by Mohammadi's paper. The 

results are very accurate. Also، the stress intensity coefficients in two modes I 

and II for a plate having a smooth internal crack for an orthotropic material 

under mechanical loading were validated with the results of the Sanchez paper 

which results were highly accurate. The results have been investigated for two 

smooth and inner rim edges under uniform heat shock for different angles of 

fibers. 
 

 

 

Keywords (5 to 7 keywords): heat shock، Extended finite element، Stress intensity factor، 

Green-Naghdi Theory، Generalized thermoelasticity 
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