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آفريدگار بي نيازي كه به انسان قدرت تفكر و         .س خداي را كه درياي بيكران علم ورحمت است        سپا
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  : چكيده

مكانيكي و دوراني، هاي هاي جدار ضخيم تو خالي تحت تاثير بارگذاريليل  ترموالاستيك كرهتح

در اني  به صورت توخواص مواد به صورت. انجام شده استانتقال حرارت يك بعدي در اين پايان نامه 

همچنين توزيع دما به صورت تابعي از شعاع در .  پواسون ثابت باشدراستاي شعاعي تغيير كند و ضريب

بعد يك پارامتر بيصورت بهاثر ناهمگني   با تعريف شدهارائه  در تحليل .نظر گرفته شده است

( 1..4)n ii هاي حقيقي، ر براي سه حالت ريشه مقداري دلخواه باشد حل تحليلي ناويتواندكه مي =

توزيع تنش و جابجايي به صورت روابطي مجزا استخراج  و  شدهارائهمضاعف و مختلط به طور مجزا 

FGMهاي  علاوه براين، حل ترموالاستيك كره.شده است
1

موارد .  شده استارائهدر دو حالت  

با استفاده از روش . رار گرفته استبارگذاري فشاري و دمايي به طور مجزا و تركيبي مورد مطالعه ق

المان محدود، دو روش تحليلي و عددي در شرايط بارگذاري دمايي و فشاري با يكديگر مقايسه شده 

ي بعد، بار گذاري دوراني با در مرحله. كه تطبيق مناسبي ميان دو روش فوق مشاهده شده است. است

تها بارگذاري دمايي، فشاري و دوراني با استفاده  در ان.ز روش المان محدود بررسي شده استاستفاده ا

مشاهده شده است كه در بارگذاري . از روش المان محدود به صورت مجزا و تركيبي بررسي شده است

توابعي جايي  توزيع تنش و جابه از دست داده والنهاري تقارن خود را در راستاي نصفدوراني كره

)گنيهمچنين ثابت ناهم. باشندميپريوديك  1..4)n ii  كنترل تنش در اين  در پارامتر بسيار مهمي=

.  كردتنش را در يك راستاي دلخواه بهينهتوان توزيع باشد به طوري با استفاده از آن ميها ميسازه

علاوه بر اين، با مقايسه ميان سه نوع بارگذاري مشاهده شده است كه اصل جمع آثار در اين 

  .باشدا صادق ميهبارگذاري

  ي چرخانكره ،، المان محدودترموالاستيكي جدارضخيم،  كره، FGM:واژگان كليدي
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  هامروري بر تحليل پوسته
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  مقدمه  - 1- 1

هاي وارد  ها و لنگر  ر برابر نيرو  ند كه از لحاظ رفتاري د     هستهاي خميده   ها به طور كلي، سازه    پوسته

ي نه چندان دور تا به امروز ها از گذشتهي اين رفتارمطالعه. هستنداي برخوردار ، از مطلوبيت ويژهشده

  .چنان ادامه داردمورد توجه دانشمندان زيادي قرار گرفته و به دليل فراواني كاربرد، هم

هـايي كـه تـاكنون بـراي تحليـل      وري گذرا به تئـوري  مرهاندي پوستهب در اين فصل ابتدا با دسته   

هـاي كـروي در      پوسته ها از جمله  سپس به كاربردهاي پوسته   . شودميانجام   ،ها ارائه شده است   پوسته

هـاي  چنـد روش معمـول سـاخت پوسـته    با بررسي در گام بعدي . شودهاي مختلف پرداخته مي  زمينه

هاي كاربر مروري  FGM  ناهمگن ياسپس با معرفي مواد. دشو ميارائهه معايب و مزاياي آنها    بكروي  

 و .است خواهد شدهاي كروي انجام شدهتهالخصوص پوسها عليي پوستهكنون در زمينهپژوهشي كه تا

  .شوندهاي آن معرفي ميطالعه و نوآوري روش مودن اهداف كلي اين تحقيقدر انتها با مشخص نم

  ]1[ها دسته بندي پوسته  -2- 1

   ديدگاه هندسياز) الف

از انتقال يك منحني يا يك سطح مادي در امتداد خط : ...)ها وشامل ورق( ازانتقال حاصل يپوسته

  .شودي قوس، حاصل ميراست خارج از صفحه

از دوران يك منحني يا يك سطح مادي حول : ...)هاوشامل استوانه  و كره(ي حاصل ازدوران پوسته

  .شودصل ميي قوس، حامحور واقع در صفحه

1اي كه نسبت ضخامت به شعاع انحناي سطح مياني آن كـوچكتر از       پوسته: ي جدار نازك  پوسته

20
 

  .باشد

1اي كه نسبت ضخامت به شعاع انحناي سطح ميـاني آن بزرگتـر از          پوسته :ي جدارضخيم پوسته

20
 

  .باشد



 ) 

  : ديدگاه مادياز) ب

ي پوسـته در نقـاط مختلـف جـسم          مادهها خواص مكانيكي    در اين نوع پوسته   : 1هاي همگن وستهپ

  .باشديكسان است و تابع موقعيت نقاط نمي

ي پوسته در نقـاط مختلـف جـسم         مادهها خواص مكانيكي    در اين نوع پوسته   : 2هاي ناهمگن پوسته

  .باشديكسان نيست و تابع موقعيت نقاط مي

)ها خواص مكانيكي  در اين نوع پوسته   : انگردهاي همس پوسته , )E νهي پوسته در جهات مربوط     ماد

  .  استبه هر نقطه يكسان 

)ها خـواص مكـانيكي    در اين نوع پوسته   : هاي نا همسانگرد  پوسته , )E ν هي پوسـته در جهـات      مـاد

  .مربوط به هر نقطه يكسان نيست

  : يرفتارديدگاه  از) ج

 كوچك اسـت، باربرداري   وط بارگذاري هر نقطه از پوسته بين شراي    جابجايي:  3تغيير شكل كوچك  

  .)رفتار خطي از نظر هندسي(

 كوچك نيست،  باربرداري    و گذارييط بار  هر نقطه از پوسته بين شرا      جابجايي : 4 تغيير شكل بزرگ  

   .)رفتار غير خطي از نظر هندسي(

ك كرنش از قانون عمومي هـو     -پذيرند و روابط تنش   ها بازگشت تغيير شكل : ار كشسان رفتپوسته با   

   .)رفتار خطي از نظر مادي(كنند، پيروي مي

كـرنش از قـانون عمـومي    -پذيرند و روابـط تـنش     نا ها بازگشت تغيير شكل : رفتار مومسان ته با   پوس

  .)خطي از نظر ماديغيررفتار (كنند، مينهوك پيروي 

                                                      
1
Homogeneous shells 

2
Inhomogeneous shells  

3
Small deflection 

4
Large deflection 
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  ]1[ها تهتئوري پوس  -3- 1

 هاپوسته تئوري كه است فرضياتي اساس بر هاپوسته تحليل براي موجود تقريبي  تحليلي هاي روش

صورت توان بهكه مي. استها ارائه شدهتا كنون چندين تئوري براي تحليل پوسته .دهند مي تشكيل را

  :زير تقسيم كرد

  هاي نازكتئوري پوسته-الف

  .است نوع تحليل ارائه شدههاي جدار نازك سهبراي پوسته

  )تئوري غشايي(ي صفرتقريب مرتبهتئوري با  •

  ) خمشيتئوري(ي يك تئوري با تقريب مرتبه •

  )1 ئوري فلوگهت(ي دو  تقريب مرتبهتئوري با •

  هاي جدار ضخيم تئوري پوسته-ب

  .استهاي جدار ضخيم دو نوع تحليل ارائه شدهبراي پوسته

  )2ي مستويستيسيتهتئوري الا(تئوري كلاسيك  -1

ي  در تئـوري الاستيـسيته     .]2[گـذاري شـد   پايـه 1852 در   3مبناي اين تئوري اولين بار توسط لامه      

 از اعمال فـشار و تغييـر        استوانه پس شود كه مقاطع مستوي عمود بر محور مركزي         مستوي، فرض مي  

رشي و تـنش برشـي   در حقيقت كرنش ب  .  بمانند محور استوانه باقي  شكل، همچنان مستوي و عمود بر       

-در اين تئوري مقاطع پس از بارگذاري همچنان مستوي و عمود باقي مي .شودصفر در نظر گرفته مي  

   .مانند

   تئوري تغيير شكل برشي-2

                                                      
1
  Flügge 

2
  Plane Elasticity Theory(PET) 

3
  Lame 



 * 

دراين . ] 3[ه است كردباشد كه در اين زمينه مطالعه جزو نخستين كساني مي1956 سالدر 1نقدي

لـذا ايـن    . مانند پس از تغيير شكل الزاما عمود باقي نمي         مقاطع مستوي و عمود بر سطح مياني       تئوري

   .توان به صورت زير تقسيم بندي كردتئوري را مي

دراين تئوري مقاطع مستوي و عمود بر سطح مياني پس از : ي صفرشكل برشي مرتبهتئوري تغيير  

  .)ي مستويدر واقع همان تئوري الاستيسيته (مانند،يمتغيير شكل عمود باقي 

مـستوي  دراين تئوري مقاطع مستوي پس از تغييـر شـكل           : ي يك وري تغيير شكل برشي مرتبه    تئ

  . اما برسطح مياني عمود باقي نخواهند ماند. مانندباقي مي

 ،دراين تئوري مقاطع مستوي و عمود بر سطح مياني        : ي دو و بالاتر   تئوري تغيير شكل برشي مرتبه    

مستوي پس از تغييـر شـكل، راسـت         مقاطع   ، به عبارت ديگر   .مانندپس از تغيير شكل عمود باقي نمي      

   .مانندوعمود برسطح مياني باقي نمي

  ] 4[هاي كروي كاربرد پوسته  -4- 1

هاي مختلف ي فراواني كه در زمينه كروي بدليل كاربردهااي وهاي استوانهها، پوستهاز ميان پوسته  

هـاي  بردهاي ماوراء زمينـي، سـيلوها، لولـه     ها، صنايع نظامي، كار   مهندسي و صنعت از قبيل زيردريايي     

-اي مـي  داراي اهميت ويـژه    ،دارند...  در كاربردهاي عمراني و راكتورهاي تحت فشارآب و          2نمونه بردار 

بـه  . باشـد هاي كروي در صنعت و حتي در طبيعت كاملا محـسوس مـي            خصوصا كاربرد پوسته   .باشند

ي ، هندسـه ) 1-1(شـكل  ي انـسان در ي جمجمـه ي كروتوان به هندسهعنوان چند نمونه طبيعي مي

 در كاربرد . اشاره كرد ... هاوپشتي سخت لاك  و حتي پوسته  ) 2-1(ها در شكل  ارات و ستاره  كروي سي-

سازي سيالات بوده كه در صنايع مختلف كـاربرد      خازن كروي از جمله تجهيزات ذخيره     هاي صنعتي، م  

   .فراواني پيدا نموده است

                                                      
1
  Naghdi 

2
  Core barrels  



 +

 

 ي سر انسان  جمجمهاي كروي در ه كاربرد پوسته: /� / .-,

  

 ي دوار  زمين به عنوان يك كره: �� / .-,

  

 كاربرد كره در صنايع نفت وگاز وپتروشيمي: (� / .-,
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شكل هندسي مناسب آن در تحمل فشارهاي بالا از يـك سـو و نحـوه سـاخت آن از سـوي ديگـر                      

  .كاربري اين تجهيزات را تحت الشعاع قرار مي دهد

اي از اهميـت ويـژه    )) 4-1(و  )3-1(هـاي   شـكل  (ازن كـروي  در صنايع نفت وگاز و پتروشيمي مخ ـ      

ذخيره سازي گاز دردماي محيط تنها به روش متراكم سازي و مايع نمودن در فشار               . هستندبرخوردار  

بالا امكان پذير مي باشد و مخازن كروي به دليل هندسه مناسب قادر به تحمل اين فشارهاي بالا مـي   

به عنوان مثال   .اي و كروي نيز استفاده كرد     هاي استوانه از تركيب پوسته  توان  موارد مي در برخي  .باشند

  .استاي در طراحي مخازن گاز استفاده شدههاي كروي و استوانهاز تركيب پوسته)4-1(در شكل 

  

 اي در صنايع نفت وگاز وپتروشيميهاي كروي و استوانهكاربرد تركيب پوسته: �� / .-,

ي كره در توزيع مناسب نيروهـاي حجمـي حاصـل از وزن             در صنايع ساختماني نيز از شكل هندس      

  .شودبسيار استفاده مي... ها وها، طاقسازه در گنبد

  

 ها كاربرد در طراحي ايوان وطاق در ساختمان: *� / .-,
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حتي امروزه نيز مهندسين ازاين ويژگي هندسي كره در توزيع مناسب نيروهاي حجمي در طراحي               

  .برند ميهها بهرساختمان

  

 هاي پيشرفته در سازهكاربرد: +� / .-,

بررسي تغيير شكل . هستنداي برخوردار هاي چرخان نيز در كاربردهاي مختلف از اهميت ويژه كره

ندان مورد بررسي قرار گرفته ي زمين در اثر دوران توسط بسياري از دانشم از جمله كرههاارهسي

هاي مواد كامپوزيتي با سرعتاخيراً مهندسان از مخازن كروي چرخان ساخته شده از  .] 5،6[است

هاي پرنده كمتر و اند كه وزن آن از بسياري از ماشينهاي پرنده استفاده كردهدوراني بالا در ماشين

  ). 7-1شكل  (ددار را قابيلت عمود پرواز بودن

  

 هاي پرنده مخازن كروي دوار در ماشينكاربرد: �1 / .-,
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  ]4[هاي كروي معرفي چند روش ساخت پوسته  -5- 1

برشكاري و مونتاژ و   وهاي فولادي مخازن كروي به صورت شكل دهي ورق ساختروش متداول

 سنگين هايدستگاههاي پرس و استفاده از قالبدهي ورق  معمولا به وسيله شكل .باشدجوشكاري مي

هاي  اقدام به برش ورق،هادهي ورقفرمپس از . گيرد صورت مي،باشدكه داراي انحناء مناسب مي

ها بايستي به به علت شكل كروي قطعات لبه ورق. شود جهت مونتاژ به يكديگر مي،هاده شدشكل د

در . باشديات بسيار زمان بر و پر هزينه مياين عمل .صورت منحني برش و پخ مناسب اعمال شود

صورت در جا بر روي جوشكاري عمليات حرارتي به  و مخازن كروي با ضخامت بالا پس از اتمام مونتاژ

  .شودجام ميمخزن ان

در اين روش كه بر مبناي شكل دهي  .باشدديگر روش توليد اين نوع مخازن روش انفجاري مي

صورت قطعات تر بوده و حداكثر به ها نسبت به حالت قبل ساده شكل دهي ورق،انفجاري مي باشد

 به سپس با كمك انفجاري كنترل شده بدون نياز .گردد ميآمادهفرم مخروطي مخزن كروي پيش

 .آيدقالب مخزن به شكل كره كامل در مي

 

 دهي انفجاري مخزن ساخته شده به روش شكل: �2 / .-,



 /4

  :توان به شرح زير برشمرد را ميمزاياي اين روش

  كاهش مراحل و زمان ساخت - 1

 كاهش هزينه تمام شده - 2

 عدم نياز به عمليات حرارتي - 3

 كاهش و سهولت عمليات جوشكاري - 4

 رهامكان ساخت مخازن به صورت چند جدا - 5

  )  ميليمتر5كمتر از (باشدكه به روش متداول امكان پذير نميساخت مخازن با ضخامت كم  - 6

  FGمواد   - 6- 1

 1986و از سال ، ] 7[مطرح شد توسط دانشمندان هوا فضاي ژاپن1984اولين بار درسال FG مواد

 ،شونده ميهايي كه از مواد تابعي ساختسازه. سنجي توليد اين مواد در ژاپن شروع شدمطالعات امكان

باشند كه به صورت كاملا پيوسته با يكديگر اي ناهمگن از دو جنس متفاوت ميعموما داراي بدنه

تواند به طور اند، به طوري كه درصد تغييرات حجمي اين دو نسبت به هم در سازه ميتركيب شده

. كننداميك تغير ميدر اكثر موارد خواص مكانيكي بين دو فاز فلزي و سر .ر كنديكاملا يكنواخت تغي

-از خوردگي و اكسيده شدن فلز جلوگيري مي باشد، و نوعي عايق حرارتي ميFGMسراميك در يك 

 اين در نتيجه. باشندنيز برخوردار ميشان از استحكام بالايي كند، در حالي كه اين مواد با تركيب فلزي

. باشند و شكست در سازه را دارا ميهاي بالاي حرارتي بدون خرابيمواد قابليت مقاومت در گراديان

در اين ميان استفاده از مواد  .اي دارداين ويژگي به خصوص درفضا و علوم مربوط به آن اهميت ويژه

FGبسياري از مهندسين و دانشمندان اي مورد توجههاي كروي و استوانه در طراحي و ساخت پوسته 

  .قرار گرفته است

 داراي FG ناهمگن مواد، )هاكامپوزيت (ناهمسانگرد مواد و) هاتروپايزو(همگن مواد با مقايسه در

 :باشند مي زير شرح به ييهاويژگي
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 حرارتي، هاي تنش كاهش با مواد گونه اين درحقيقت. بالا دمايي گراديان برابر در زياد مقاومت - 1

 در توان ميFG  مواد كمك به  در واقع.دهند مي كاهش توجهي قابل نحو به را آنها منفي آثار

ها  طوري كه اين تنش بهكرد كنترل را آنها رسند، مي بحراني حالت به حرارتي هاي تنش كه مناطقي

اين فرايند ممكن است با تغييرات خواص ترمومكانيكي ماده به طور پيوسته در اين . كاهش يابند

 .هاي حرارتي را تحمل كند، باشدمناطق، به نحوي كه بتواند تنش

 افزايش را مواد استحكام توان مي FGمواد كمك به .بالا مكانيكي بارهاي برابر در زياد تمقاوم -2 

  .شود جلوگيري زيادي حدود تا شكست حتيّ و مومسان يناحيه به اجسام ورود از تا داد

 بسياري در .است جامد اجسام در تنش تمركز  كاهش FGمواد هايي ويژگي ترين مهم از يكي - 3

 مي ايجاد جسم نقاط از برخي در تنش هندسي، تمركز خاص هاي شكل وجود يلدل به از اجسام

 تمركز آثار توان مي FGمواد  كمك  به.ها گشودگي و ها سوراخ نزديكي و جسم هاي لبه شود، مانند

هايي كه  اين فرايند ممكن است با تقويت خواص مكانيكي لايه.داد كاهش گيري چشم نحو را به تنش

  .باشند، به طور پيوسته صورت گيردق بحراني ميدر مجاورت مناط

  . استFG مواد شود، ترك رشد يا ايجاد مانع كه ماده خواص تغيير براي تركيب بهترين - 4

 يهلاي شدن جدا احتمال شود، انجام جدا هاي لايه صورت به نرم مواد روي بر ترد پوشش اگر - 5

  .پذيردمي انجام تدريجي و پيوسته تغييرات اب كار اين، FG مواد كمك به .است زياد بسيارترد 

- آن مي مختلف هاي لايه بين استحكام  موجبFGمواد  ساختار در خواص تدريجي  تغييرات- 6

 در نوعي ناهماهنگي الياف، و زمينه ساختارهاي بين تداخل ،ها كامپوزيتدر كه درصورتي .شود

 حرارتي معرض بارهاي در كامپوزيت مواد كه هنگامي مثال عنوان به. كندمي ايجاد مكانيكي خواص

 داخل مقاطع ضعيف و ها لايه در سپس و ايجاد الياف و زمينه مرز در ابتدا ترك، گيرند، مي قرار بالا

 و حرارتي خواص مكانيكي، در موجود پيوستگي دليل  بهFGمواد  در. شود ميمنتشر الياف و زمينه

  .شوندمي ماده باعث استحكام كه كنند مي پيدا هايوستپي حالت آنها گراديان و هاتنش مغناطيسي،
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به عنوان . باشد از تركيب مواد مختلف با استفاده از روش متالورژي پودر ميFGMساخت مخازن 

ساخت  توان اين روش را بكار برد استفاده از نيروي گريز از مركز دري ساختي كه ميمثال يك پروسه

   .كندحجمي مواد مختلف در افشاننده به طور يكنواخت تغيير ميصد باشد كه در آن درمخزن مي

  ي پژوهش پيشينه  - 7- 1

ي كروي از توزيع تنش در يك پوسته مطالعه برروي ، بدليل كاربردهايي كه در بخش قبل بيان شد

ي  با استفاده از تئوري الاستيسيته1852 در سال لامه بار ناولي .اي برخوردار استاهميت ويژه

 در 1 هوپكينسون.]8[اي همگن را تحت فشار يكنواخت ارائه كردهاي استوانهل دقيق پوستهمستوي، ح

با 1974 و همكارانش در 2چوانك. ] 9[هاي حرارتي در يك كره ايزوتروپ را بدست آوردتنش1879

سي هاي توخالي را برركرهدر حالت گذار ها، رفتار ترموالاستيك ي پوستهاستفاده از تئوري اصلاح شده

ها، رفتار ي پوستههبا استفاده از تئوري اصلاح شد1974در  �راجودر همين زمينه . ]10[نمودند

ي كروي حل تحليلي يك پوسته يك. ] 11[توخالي را بررسي نمودندجدار نازك هاي كرهترموالاستيك 

  .]12[ شدانجام 1982در  
 تاكيوتيي منبع حرارتي چرخان توسطتحت انتقال حرارت گذار به وسيله

هاي در پوسته. ] 13[گذاري نمودي اجسام مركب را پايهتئوري الاستيسيته1980در  5ليختنسكي

يرات ناگهاني در رفتار مواد ي، تغمادهير ناگهاني در ساختار ي بدليل تغ،شده از اجسام مركبختهسا

ز اين رو مواد پيشرفته با ا. ها ايجاد خواهد شد لذا تمركز تنش و گسيختگي در مرز لايه.شودايجاد مي

هاي اخير مورد توجه در سال FGMيا ) مغناطيسي ترمومكانيكي، مكانيكي،( تدريجي خواص اتتغيير

  .اند قرار گرفتهبسياري از مهندسين ودانشمندان

                                                      
1 Hopkinson 
2
 Cheung 

3
  Raju 

4
 Takeuti 

5
  Lekhnitskii 
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ها و  بر روي تنشFGي اثر تركيب دو جنس مختلف در مواد هعهدف محققين بررسي و مطال

رو مطالعات زيادي در اين زمينه انجام شده از اين. باشداي و كروي ميتوانهي مخازن اسطراحي بهينه

 مختلفي از مسائل اي بر روي مواردك بررسي گستردهي 1995 در 1براي نمونه، تانيگاوا. است

او يك ليست جامعي از مقالاتي گرد آوري كرد كه درآن . ترموالاستيك و غير الاستيك انجام داد

  .]14[است ارائه شده FGحليل رفتار ترموالاستيك مواد مدلهايي براي ت

هاي تو خالي ساخته شده از مواد هاي حرارتي در استوانه وكرهي تنشبه مطالعه 1994 در 2اوباتا

FG اي و كروي تحت فشار از حل دقيق مخازن استوانه. ]15[ پرداختندانتقال حرارت پايدار در شرايط

هاي شعاعي و در اين تحليل تنش. ] 16[انجام شد 2001 در مكارش و ه3 توسط توتونچو  FGمواد

هاي توزيع تواني مدول الاستيسيته به ازاي توان ي تحت فشار داخلي،  بامحيطي در  استوانه و كره

هاي حرارتي تحت تاثير انتقال حرارت غير يكنواخت در تحليل تنش .مثبت ومنفي بررسي شده است

اين تحليل بر اساس روش چند  .]17[ارائه شد 2002 در 4 توسط كيمFGMي توخالي يك استوانه

شرايط مختلف بارگذاري حرارتي و بررسي  .اي كردن استوانه با استفاده از تابع گرين انجام شدلايه

آنها حل . ] 23- 18[ارائه شد 2003 تا 2000 در سالهاي و همكارانش5تركيب آنها در مطالعات ردي

  .ها انجام دادندها و پوستهها، ورقيل المان محدود را براي استوانهتئوري به همراه تحل

 تحت فشار داخلي FGدر كاري مشابه، به تحليل مخازن كروي  2004 در  و همكارانش6يو

-ي همگن در جدار داخلي و خارجي كره، و لايههادر اين كار، با در نظر گرفتن لايه.  ]24[پرداختند

يك كار تحليلي ديگر براي  . شده استارائهنه، روابط مربوط به توزيع تنش  در مياFG ناهمگن هاي

، تحت فشار در شرايط انتقال حرارت يك بعدي پايا توسط اسلامي FGMيك مخزن كروي 

                                                      
1  Tanigawa 
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ي خود خواص مكانيكي و ترمومكانيكي مواد  آنها درمطالعه .]25[شد ارائه 2005 در وهمكارانش

FGMو همكارانش 1 وانگ.ي ناوير و انتقال حرارت پرداختنده حل معادله را تابعي در نظر گرفته و ب 

  . ]26[هاي كروي پرداختندي در پوسته به تحليل اثر بارگذاري الكترومغانطيس 2006 در 

 انجام شده است با فرض تغييرات نمايي در 2007  دردر يك تحقيق جديد كه توسط توتونچو

در  .]27[ است شده تحت فشار داخلي پرداختهايستوانه به تحليل مخازن اFGتوزيع خواص مواد 

ي ، ديسك وكرهيك روش جديدي را براي تحليل تنش در استوانه 2009  در2توتونچوهمين زمينه 

FGMها در شرايطي كه بارگذاري فشاري و متقارن جابجاييها و در اين كار تنش .]28[ ارائه دادند

انجام و  3منترييي مستوي وهمچنين روش توابع كامپلالاستيسيته با استفاده از روش تئوري ،باشدمي

  .اندبا هم مقايسه شده

 و همكارانش 5 توسط قوش 4با استفاده از تئوري گرين ليندسي FGهاي تحليل ترموالاستيك كره

در اين تحقيق سطوح داخلي و خارجي كره بدون فشار فرض شده و دما در . ]29[ شدارائه 2009 در

 در حالي كه دما در ، در نظر گرفته شده است به صورت يك شوك حرارتيخلي متغير با زمانجدار دا

اثر ميدان  2009  دردر كاري ديگر، قربانپور و همكارانش .جدار خارجي ثابت فرض شده است

ايشان در اين كار فرض  .]30[ بررسي كردندFGMهاي مغناطيسي و انتقال حرارت گذار را در كره

 .خواص مغناطيسي و ترمومكانيكي به صورت تابعي تواني در راستاي شعاع كره تغيير كندكردند كه 

- ي مستوي، يك حل عمومي براي استوانه با استفاده از تئوري الاستيسيته2009 در قناّد و همكارانش

 يآنها در همين زمينه، با استفاده از تئوري اصلاح شده. ]31[ كردندارائههاي تحت فشار ناهمگن 

 حل 2010در  6اخيرا بوريسو .]32[ كردندارائههاي ناهمگن تحت فشار را ها، تحليل استوانهپوسته

                                                      
1  Wang 
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3
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 كرده ارائه 1ايبا استفاده از روش چند لايهبارگذاري خارجي  را تحت FGهاي جدار ضخيم كره

   .در اين كار فشار داخلي به صورت يكنواخت فرض شده است. ]33[است

هاي مختلف بر ي تحليل بارگذاريزمينهاي كه در  خلاصه كارهاي عمدهبه طور) 1-1(در جدول 

   . آورده شده است، بررسي شده استاي و استوانههاي كرويروي پوسته

   و استوانه ايتاريخچه ي بررسي پوسته هاي كروي-1-1جدول 

  جنس  موضوع  مولف  سال

1827  Navier  ايزوتروپ  گذاري تئوري الاستيسيتهپايه  

1852  Lamé  ايزوتروپ   متقارن محوريضخيمهاي جدار تحليل استوانه  

1879  Hopkinson  ايزوتروپ  هاي حرارتي در يك كرهتحليل تنش  

1974  Cheung  
 با استفاده  تحت انتقال حرارت گذارهاي حرارتي در يك كرهتحليل تنش

   تغيير شكل برشيتئوري
  ايزوتروپ

1975  Raju  
ي شده با استفاده تئوري اصلاحر نازك جداهاي حرارتي در يك كره تنش

  هاپوسته
  ايزوتروپ

1982  Takeuti  
ي منبع ي كروي تحت انتقال حرارت گذار به وسيلهحل تحليلي يك پوسته

  حرارتي چرخان
  ايزوتروپ

1994  Obata  
  جدار ضخيم تحت انتقال حرارت پايا با استفاده از روشهايتحليل كره

  )perturbation (اغتشاشات
FGM  

2001  Tutuncu  با استفاده از روش  داخليهاي تحت فشارحل دقيق استوانه و كره PET  FGM 

2004  You  با استفاده از روش تحليل مخازن كروي تحت فشار داخليPET  ايزوتروپ-FGM 

2005  Eslami  با استفاده از روش انتقال حرارت پايدارتحليل مخازن كروي تحت PET  FGM  

2006  Wang 

 بارگذاري الكترومغانطيسي تحتي كروي هاي گذار يك پوسته پاسخبررسي

  PETبا استفاده از روش 
 ايزوتروپ

2008  Ghorbanpour Arani  هاي كروي بررسي اثر ميدان مغناطيسي و انتقال حرارت گذار در  پوستهFGM 

                                                      
1
  Multilayer 
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  PETبا استفاده از روش 

2009  Tutuncu  
توابع  استفاده از روش هاي تحت فشار داخلي باحل استوانه و كره

  )Complementary Functions(تكميلي
FGM 

2009  Ghosh  
   تئوريبررسي اثر شوك حرارتي در جدار داخلي با استفاده

Green–Lindsay   
FGM 

2009  Ghannad هاي جدار ضخيم با استفاده روش حل عمومي استوانهPET  FGM  

2009  Ghannad استفاده تئوري تغييرشكل برشيهاي جدار ضخيم باحل عمومي استوانه   FGM  

2010  Borisov  
هاي جدار ضخيم تحت بارگذاري خارجي با استفاده از حل الاستيك كره

  )Multilayer( چند لايه روش
FGM  

  

  ي حاضرمعرفي پايان نامه  - 8- 1

 يك مخزن چرخان كروي ساخته شده از مواد ناهمگن، كه تحت انتقال حرارت يك نامهدر اين پايان

 مورد ،باشدمي) مكانيكي-دمايي( آن به صورت كلي براي حالتي كه بارگذاري،ار داردپايا قربعدي 

 كه در راستاي خواص ترمومكانيكي مواد را به صورت تابع تواني در نظر گرفته .مطالعه قرار گرفته است

ده تا اثر هر بار گذاري مكانيكي، حرارتي و دوران هركدام به طور مجزا بررسي ش. دشعاعي تغييرات دار

   .كدام جداگانه  و به طور تركيبي مطالعه شود

 شده ارائههاي جدار ضخيم تحت فشار داخلي و خارجي در فصل دوم حل تحليلي و عددي كره

ي ساده، مضاعف و مختلط حل شده است ي ناوير با در نظر گرفتن سه ريشهدر اين فصل معادله. است

  . شده استارائهه به طور مجزا  براي سه ريشجابجاييو روابط تنش و 

انتقال هاي جدار ضخيم تحت فشار داخلي و خارجي و در فصل سوم حل تحليلي و عددي كره

ي انتقال حرارت در دوحالت مجزا براي مواد در اين فصل حل معادله.  شده استارائه حرارت پايدار

FGشده استارائه مجزا  با روابطيجابجاييكه به تبع آن توزيع تنش و . است ارائه شده  .  
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مقايسه و  با يكديگر  1المان محدودروش   حل تحليلي و نتايج بدست آمده ازدر دو فصل دوم و سوم

نتايج حل عددي با حل با توجه به تطابق مناسب   .استانطباق مناسبي ميان دو روش مشاهده شده 

 هبكه منجر هاييي اثر بارگذاريروش المان محدود در مطالعهافزار مبتني بر  نرمازدقيق تحليلي، 

حل  چهارم از اين رو در فصل. استفاده شده است ،)از جمله بارهاي حجمي(شودپيچيدگي مسئله مي

چرخان ي  به حل عددي  كرهپنجمدر فصل .  شده استارائهچرخان تحت فشار  FGهاي عددي كره

   .ي نتايج اختصاص يافته استبندتحت بار مكانيكي و دمايي پرداخته شده و فصل ششم به جمع

  

                                                      
1
  Finite Element Method (FEM) 



  

  

  

  2 فصل

   FGMهاي كروي تحليل الاستيك پوسته
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  مقدمه  -2-1

هاي كروي، معادلات وسته حاكم بر پ الاستيك يا الاستيسيتهي روابط كليارائهدر اين فصل ابتدا با  

رفتن اثر سپس با در نظر گ.  استي از مواد همگن بدست آمدههاي جدار ضخيم كرودر پوستهناوير 

 جدارضخيم، تحت فشارداخلي وخارجي FGMي كرهاز  در معادلات ناوير، يك حل كلي FGمواد 

  FGM   هاي كرويسازي پوستهاز روش المان محدود به شبيه با استفاده پس از آن . شده استارائه

 ثال نمونهبا يك م راوعددي نتايج تحليلي  و در انتهاي اين فصل  پرداخته ABAQUSافزاردر نرم

 .مقايسه شده است

     روابط اساسي در دستگاه مختصات كروي  - 2-2

مختصات  يك جسم در هاي يك المان دلخواه ازتنشبا درنظر گرفتن دستگاه مختصات راستگرد 

 .شودنمايش داده مي كروي به صورت شكل زير

 

 ] 34[هاي يك المان درمختصات كروي تنش: /� � .-,

 .باشدمي  زيرتنش به صورتتانسور كه دراين المان 
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 
 

  

 .نشان دادزير توان به صورت مي  راجابجايي بردار  كرنش و تانسوربه همين ترتيب

)2 -2(  
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 
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=  
 
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 .باشندالت كلي به صورت زير ميدرمختصات كروي در حتنش معادلات تعادل 

)2 -4(  
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خواهد  متقارن شدن تانسور تنش به  اين رابطه منجر نيز نوشته شود،هااورتعادل گشتمعادلات اگر 

روابط  .شودهاي بسيار كوچك نتيجه مي و تقارن تانسور كرنش با در نظر گرفتن تغييرشكلدش

  .باشندت كروي به صورت زير ميمختصا  درسينماتيك
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 .شوند دريك مختصات دلخواه به صورت زير ارائه ميرفتاريهمچنين معادلات 

)2 -6(  

( )2 1
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E
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
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  . به صورت زير نيز نوشتتوانميمعادلات رفتاري را 

)2 -7(  
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i i j k
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   ] 35[هاي كروي همگن پوستهرياضي تحليل   - 2-3

R كه بصورت rبعد  و شعاع بيb و شعاع خارجي aداخلي ، با شعاع ضخيم جدار يكرهيك 
r

a
= 

 دستگاه مختصات ،براي تحليل . دارد، را درنظر بگيريدb وa مقداري ميان Rنرماليز شده كه در آن
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)كروي  , , )R φ θي كره نسبت به محورهندسه. شود ميباشد در نظر گرفته كه مبدا آن مركز كره مي-

  .نشان داده شده است) 2-2(هاي مختصات در شكل

 

 مختصات كروي: �� � .-,

مدل مورد نظر را  تحليل رياضي ،ي كرهماده بار گذاري و ،هندسهبه دليل تقارن در قسمت در اين 

لذا در اين شرايط كره در دو .  داد انجام(PET)ي مستويبا استفاده از تئوري الاستيسيتهتوان مي

  .باشد ميجهت داراي شرايط تقارن محوري

)2 -8(  0 , 0
θ φ

∂ ∂
= =

∂ ∂
  

0uهمچنين  uθ φ= φ  و= θσ σ=5-2(ي رابطهدر  )8- 2(قرار دادن شرايط با  لذا.  خواهد بود(، 

  .شوندمعادلات سينماتيك به صورت زير ساده مي

)2 -9(  ; ; 0r r
r r r

du u

dr r
φ θ φ φθ θε ε ε γ γ γ= = = = = =  

Rكه در آن 
r

u
u

a
  صفر شدنهمنجرب) 6-2(ي صفر شدن كرنش هاي برشي طبق رابطه. مي باشد=

ي جدار  در يك كرهجابجايي  برداركرنش وتنش، تانسور لذا تانسور  .شدي برشي خواهد هاتنش

  .گردد حاصل ميمتقارن محوري به صورت زيرضخيم 
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)2 -11(  
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)2 -12(  [ ] 0
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u

u

 
 

=  
 
 

  

  .آيدي زير بدست ميمعادله)14- 2(معادلات تعادل  درگذاري تانسور تنش بدست آمده  از جاي

)2 -13(  
2

( ) 0r
r

d

dr r
φ

σ
σ σ+ − =  

بخش قبل به صورت معادلات رفتاري ارائه شده در  ،ي كرهمادهبا فرض همگن و همسانگرد بودن 

  .شودزير نوشته مي

)2 -14(  (1 ) 2
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r r

r

E

E

φ

φ θ φ

σ ν ε νε
ν ν

σ σ νε ε
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
  = = +  + −

  

r,هاي به جاي كرنش) 9- 2(ي هاستفاده از رابط توان در اين رابطه باحال مي φε ε  از روابط مربوط

  .مود استفاده نجابجايي به

)2 -15(  1 2

1(1 )(1 2 )

r

r

r

du

E dr

u

r

φ

σ ν ν

σ νν ν

 
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=    + −     
  
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) علامت كه در روابط زير ده  ارائه شمتغيراكنون كه دو. است rي مشتق نسبت بهنشان دهنده′(

-2( ي تعادلمعادله در را) 15-2(ي  مي توان رابطه،اندبيان شده ruمتغيري تعادل با يك  معادلهدر

 .قرارداد و آن را حل كرد) 13

2
(1 ) 2 ((1 ) 2 ) ( ) 0r r r r r rdu u du u du ud

dr dr r r dr r dr r
ν ν ν ν ν

   
− + + − + − + =      

 

2
2 2 0r r

r

u u
u

r r

′
′′⇒ + − = 

 .توان به صورت زير نيز نوشت را ميي بالامعادله

)2 -16(  
2

2

1
( ) 0r

d d
r

dr r dr
u =

 
  

  

  .توان نوشتميبا دو بار انتگرال گيري از اين معادله 

)2 -17(  
2

1 2
( )r

c
u r c r

r
= +  

1كه در آن  2,c cآيند كه با استفاده از شرايط مرزي بدست ميهستندهايي مجهول ثابت.   

   FGMهاي كروي پوستهرياضي   تحليل  - 2-4

 به ماده )مغناطيسي ،حرارتيمكانيكي،(خواص ، FGاشاره شد در مواد ) 1(فصل  كه در همانطور

راستاي ضخامت در پواسون  ضريبدر اين تحليل خواص مكانيكي به جز  .كندر مييييوسته تغطور پ

گرفتن شكل هندسي و لذا با در نظر. كنندر ميي شعاع كره تغيني برحسب تواكره به صورت تابع

 به صورت FGرات مدول الاستيسيته براي مواد يي تغ،عريف شده در بخش قبلهاي مختصات تمحور

 .شودزير فرض مي

)2 -18(  1( ) n

iE r E r=  

 در  فقطلذا اين مواد .شودضريب پواسون نيز ثابت فرض مي. باشد ناهمگني مي ثابت1nكه در آن

  .كندر ميي تغيFG نتيجه معادلات رفتاري به صورت زير براي مواد معادلات رفتاري تاثير گذاشته و در
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)2 -19(  
1

1

(1 ) 2
(1 )(1 2 )

(1 )(1 2 )

n

i
r r

n

i
r

E r

E r

φ

φ θ φ

σ ν ε νε
ν ν

σ σ νε ε
ν ν


 = − +  + −


  = = +  + −

  

توان در ميبراي حل اين معادله . باشدحاكم مي) 13-2(ي تعادل لذا در اينجا نيز همان معادله

r,هاي به جاي كرنش) 9-2( با استفاده از معادلات سينماتيك  )19-2(ي رابطه φε ε از روابط معادل

  . استفاده كردجابجايي
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ي توان رابطه، مياند بيان شدهruمتغيربا يك ) 19- 2 (ي ارائه شده درمعادلهمتغيراكنون كه دو

 .دقرارداد و آن را حل كر) 13- 2(دلي تعامعادله در را) 19- 2(

)2 -21(  
2

0r r rr u r BA u u′′ =′+ +  

A,كه در اين رابطه  Bشوندبه صورت زير تعريف مي.  
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B
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ν
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+ −
=

−
  

كه با در نظر گرفتن يك حل  باشدكوشي همگن ميي اولريك معادله )21- 2(ي ديفرانسيل معادله

)كلي به صورت  ) m

ru r cr=ي زير بدست مي معادله مشخصه، و قراردادن آن در معادله ديفرانسيل -

  .آيد

)2 -23(  ( ) ( )
22 1 0 ; 1 4m A m B A B+ − + = ∆ = − −  

  .آيدهاي معادله مشخصه به صورت زير بدست ميريشه

  هاي حقيقي ريشه:الف

∆0اگر     .شودهاي حقيقي مي باشد، معادله داراي ريشه<
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m

− + ∆ − − ∆
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  .باشددر اين حالت به صورت زير مي) 21-2(اولركوشي يحل معادله

)2 -25(  1 2

1 2( )
m m

ru r c r c r= +  

كه در آن 
1 2,c cو باشنددو ثابت دلخواه مي

1 2,m mشوندتعريف مي) 24-2(ي  مطابق رابطه.  

لذا ابتدا با جايگذاري  .ستي از شرايط مرزي استفاده كرد باي،خص شوددوثابت مش براي اينكه اين 

  .مي توان نوشت) 20-2(در ) 25- 2(ي رابطه

1 21
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  .توان به صورت زير مرتب كردكه اين رابطه را مي

)2 -26(  
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  .شوندبه صورت زير تعريف ميGوQكه در آن توابع

)2 -27(  
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در جدار داخلي و تحت فشار يكنواخت  ip  كه كره تحت فشار يكنواخت داخليشودفرض مي

  .توان به صورت زير بيان كردشرايط مرزي را مي.  خارجي قرار گيرد در جدارopخارجي 
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k/كه در آن b a=توان نوشتمي) 26- 2(ي  لذا با استفاده از رابطه.  
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 . بدست آورد را مي توانمجهول بالا  دو،با يك معكوس گيري از ماتريس ضرايب

)2 -30(  
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 .مي توان نوشت) 26- 2(و   )25-2(در معادلات 2cو 1c  گزينيپس از جاي

)2 -31(  
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ي جدارضخيم تحت تاثيرفشار داخلي يك حل كلي ازيك كره) 31- 2 (وابطر
ipخارجي وفشار 

op 

  .ارائه مي دهندرا ي اولر كوشي هاي حقيقي معادلهن ريشهبا در نظر گرفت

دهند تنش فشاري مستقل از خواص مكانيكي بوده در حالي  نشان مي)31-2(روابط  همانطور كه 

  .باشندكه تنش محيطي و جابجايي وابسته به خواص مكانيكي مي

  اعفهاي مضريشه: ب

∆0 اگر    .شود ميهاي مضاعف باشد، معادله داراي ريشه=

)2 -32(  1,2

1

2
m

B
m

−
= =  



 �2

  .توان به صورت زير نوشترا مي) 21-2 ( اولر كوشييحل معادلهدر اين صورت 

)2 -33(  ( )1 2( ) ln m

r
u r c c r r= +  

1كه در آن  2,c cبايستي از شرايط اي اينكه اين دوثابت مشخص شوند بر. باشندواه ميدو ثابت دلخ

  .مي توان نوشت) 20-2(در ) 32- 2(ي  لذا ابتدا با جايگذاري رابطه.اده نمودمرزي استف

)2 -34(  

( )

( )

1

1 2

1

1 2

ln (1 )
(1 )(1 2 )

ln
(1 )(1 2 )

n m

i
r

n m

i

E r
Qc Q r c

E r
Gc G r cφ θ

σ ν
ν ν

σ σ ν
ν ν

+ −

+ −


 = + + −  + −


  = = + +  + −

  

  .شونديف ميبه صورت زير تعرGوQكه در آن توابع

)2 -35(  ( )2 1 ; 1Q m G mν ν ν= + − = +  

   .مي توان نوشت) 33-2(ي و جايگذاري آن در رابطه) 28-2(با استفاده از شرايط مرزي

)2 -36(  ( )1 1 1 2

1

1 1

2

(1 )(1 2 )

(1 )

ln (1 )
i i

n m n m

o

E
Q pc

Qk k Q k k k pc
ν ν

ν

ν− −+ −

− −    
=    + − −    

  

 . بدست آورد را مي توانمجهول بالا دو ،با يك معكوس گيري از ماتريس ضرايب

 

)2 -37(  

( ) 1
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− −

− −

+ −  = − + − − − 


 + −

  = − 

  

 مي توان نوشت) 34- 2(و  ) 33-2(در معادلات 2cو 1c  جايگزيني پس از
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)2 -38(  
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   
= − +   

  
  
 = = − − + 
  


 
− − − +  
  

    + − − −
= − − −    

    








  

 opوفشار خارجي ipي جدارضخيم تحت تاثيرفشار داخلي يك حل كلي ازيك كره) 38- 2(روابط 

 نشان روابط همانطور كه اين . را ارائه مي دهند اولركوشيي معادله مضاعفهايبا در نظر گرفتن ريشه

دهند تنش فشاري مستقل از خواص مكانيكي بوده در حالي كه تنش محيطي و جابجايي وابسته مي

  .باشندبه خواص مكانيكي مي

  هاي مختلطريشه: ج

∆0 اگر    . باشد، معادله داراي ريشه هاي مختلط مي شود>

)2 -39(  1 2,m z iy m z iy= + = −  

  كه در آن

)2 -40(  
1

;
2 2

z
A

y
− −∆

= =  

  .توان به صورت زير نوشترا مي) 21-2 ( اولركوشييحل معادله

)2 -41(  ( ) ( )1 2( ) cos ln sin ln
z

ru r c y r c y r r = +   

1كه در آن     2,c c   توان، مي )20-2(ي  در رابطه ) 41-2(با جايگذاري رابطه  . باشنددو ثابت دلخواه مي 

  .ها را به صورت زير نوشتي  تنشرابطه
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)2 -42(  
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  :شودر تعريف ميرا به صورت زيGوQكه در آن توابع

)2 -43(  ( )2 1 ; 1Q z G zν ν ν= + − = +  

   :توان نوشتمي) 33-2(ي گذاري آن در رابطهو جاي) 28-2( استفاده از شرايط مرزيبا

)2 -44(  
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  جايگزينيپس از 
1c و

2cتوان نوشتمي) 26- 2(و  ) 25-2(ر معادلات د: 

)2 -45(  
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 opوفشار خارجي ipي جدارضخيم تحت تاثيرفشار داخلي يك حل كلي ازيك كره) 45- 2(روابط 

 نشان روابط  همانطور كه اين .را ارائه مي دهنداولركوشي ي  معادله مختلطهايبا در نظر گرفتن ريشه

ي بوده در حالي كه تنش محيطي و جابجايي وابسته دهند تنش فشاري مستقل از خواص مكانيكمي

  .باشندبه خواص مكانيكي مي

� �� ��� ���� 	�
 ���  

-ي ناوير داراي ريشه در شرايطي كه معادلهجابجاييدر اين بخش با در نظر گرفتن روابط تنش و 

  .است  ارائه شدهخاص كه داراي كاربرد بيشتري هستندهاي حقيقي باشد چند حالت 

o,0( ت فشار داخلي كره تح )الف ip p p= =(  

ip فقط تحت فشار داخلي    در حالتي كه كره    p= به صـورت زيـر سـاده مـي      ) 28-2( باشد روابط

  :شوند

)2 -46(  
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, ( كره تحت فشار خارجي) ب 0o ip p p= =( 

opفقط تحت فشار خارجيدر حالتي كه مخزن كروي  p= به صورت زير  ) 28-2( باشد روابط

  :ساده مي شوند
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o (  يكسانكره تحت فشار داخلي وخارجي )پ ip p p= =(  

opدر حالتي كه مخزن كروي تحت فشار خارجي p=داخلي وفشار ip p=28-2( روابط ، باشد  (

  :شوندبه صورت زير ساده مي
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   FGMهاي كروي پوستهعددي تحليل   - 2-5

مذكور بدليل تقارن، تنها نصف FEM درمدل . مدل شده استABAQUS افزار  در نرميك نمونه

با توجه به اينكه ماژول مربوط به . استدرنظر گرفته شده ) متقارن محوري(كره به صورت دوبعدي 

ي كامپوزيتي افزار آباكوس تعريف نشده، لذا مدل مورد نظر با يك كره در نرمFGسازي مواد مدل

براي اعمال تغييرات خواص مواد، ضخامت كره به چند لايه تقسيم شده به طوري . شودتقريب زده مي

هاي هاي مورد استفاده در تحليل، از نوع المانالمان. شودابت فرض ميكه در هر لايه، خواص مواد ث

  . اين المان نشان داده شده است) 3-2(در شكل. باشند ميCAX8RHاي هشت گره



 ))

  

 نوع المان انتخاب شده : (� � .-,

  بندي بهينهها و مشتعيين تعداد لايه - 1- 2-5

  

ي ها و اندازهاثر تعداد لايه) 1-2(در جدول . شودتقسيمات بهينه با روش سعي و خطا تعيين مي

0φ(بندي بر جابجايي شعاعي يك نقطه از جدار داخلي مش اي به شعاع داخلي  كرهبراي) =

40R mm= 20 و ضخامتh mm= آورده شده است: 

   لايه ها و اندازه مش بهينهديك نقطه با هدف تعيين تعداتنش محيطي  : 1- 2جدول

 56 ��7897←  h/m h/(2*m)  h/(4*m)  

 :;< �78=>↓  

(m) 
( )MPaφσ  %diff  ( )MPaφσ  %diff  ( )MPaφσ  

5 74.5506 0.4323 74.8534 0.12033 74.9376 
10 72.4127 0.1195 72.4963 0.03056 72.5177 
15 71.6314 0.0542 71.6693 0.01400 71.6791 
20 71.2336 0.0330 71.2567 0.00557 71.2606 
25 70.9878 0.0221 71.0033 0.00300 71.0054 

  

. طول ضلع مش بندي است كه براي نرم افزار تعريف شده است, در جدول فوق منظور از اندازه مش   

 و      .  كه در هر لايه استفاده شده استهايي استبه عبارت ديگر تعداد المان

( ) ( )
( )

1

.

% 100 ; 2,3m m

Anal

diff  m
φ φ

φ

σ σ

σ
−

−
= ختلاف ميان نتايج المان محدود در هر مرحله كه با  ا=

 چند تحليل , بر اساس اين جدول. باشد ميي قبليبندي كوچكتري تحليل شده است با مرحلهمش

)تحت فشار داخلي  80 )p MPa=تعيين شده در جدار داخليتنش محيطي ادير انجام شده و مق 



 )�

1ثابت ناهمگني در اين جدول . است 1n مقداري كه با استفاده از روابط .   در نظر گرفته شده است=

ي ناوير حقيقي باشد براي تنش هاي معادلهدر شرايطي كه ريشهتحليلي ارائه شده در اين فصل 

φσ(MPa)69.9736آيدبدست ميمحيطي  با كوچكتر شدن  ،1-2بر اساس  جدول . باشدمي =

-به عبارت ديگر نتايج به يك مقدار مشخص همگرا مي. يابد ميبندي، مقدار خطا كاهشي مشدازهان

 زمان محاسبه هاا افزايش تعداد لايهب. يابدها مقدار خطا كاهش ميافزايش تعداد لايههمچنين با . شوند

 اي در نظر گرفتهگونه لايه و اندازه مش بهينه به20تعداد تقسيمات مناسب   لذايابدفزايش مينيز ا

به اين ترتيب تعداد المان در تحليل . ي ضخامت يك لايه باشدشود كه ضخامت هر المان به اندازهمي

در اين متن اجرا براي ساير بارگذاريهايي كه , فرض مي شود اين تعداد لايه و المان .  مي باشد3120

  .سازه را نشان مي دهدمش بندي ) 4-2(شكل . شده است نيز صادق است

 

  مش بندي نيم كره ي ناحيه  : �� � .-,

ي گذرد بواسطههاي مربوط به مرز افقي كه امتداد آن  از مركز كره مياعمال شرايط مرزي گرهبراي 

لت خاص، سطح داخلي يا سطح عنوان يك حاتوان بهمي. تقارن در راستاي عمودي مقيد شده اند

  . قرار دادp  شعاعيخارجي و يا هر دو سطح را تحت فشار

) در مدل را تحت فشار داخلي ميزسفن تغيير شكل و توزيع تنش) 5-2(شكل 80 )p MPa= 

در اين شكل ثابت ناهمگني . دهدنشان مي
1 1n    .  در نظر گرفته شده است=



 )*

  

  فشار داخلي تحتFGM يدر كرهميزس  فنتغييرشكل و توزيع تنش : *� � .-,

   موردي ي مطالعه  - 2-6

براي . توان براي مثالهاي مختلفي بررسي كرد شده در اين فصل را ميارائهعددي حل تحليلي و 

0.04aي جدار ضخيم با شعاع داخلي  يك كره،ي مورديمطالعه m= 0.06 وشعاع خارجيb m= 

200iEمدول الاستيسيته كره در جدار داخلي . شوددر نظر گرفته مي GPa= در نظر گرفته و فرض  

0.3νپواسون برابر با ثابت شود كه ضريب مي  با يته ناهمگني براي مدول الاستيسثابت.  باشد=

1( )n n=80 برابر با  و يكنواخت داخلي يا خارجي به صورت فشار. شودنشان داده ميp MPa= فرض

)تحالمسئله در سه  .شودمي ; 0)i op p p= )و= 0; )i op p p= )و= ; )i op p p p= با استفاده =

ي نتايج تحليلي با  مقايسهسپس .شود ميبررسي ،استشدهط تحليلي كه در اين فصل استخراج از رواب

-  ميارائه ،است استخراج شدهABAQUSاز نرم افزارنتايج بدست آمده از روش عددي كه با استفاده 

)80مقادير جابجايي نسبت به شعاع داخلي و تنش ها نسبت به فشار  .شود )p MPa=  بي بعد شده

  .است

o,0( كره تحت فشار داخلي   ):الف ip p p= =(  



 )+

ip فقط تحت فشار داخليكروي شرايطي كه مخزن براي p= 46- 2( باشد با استفاده از روابط ( 

 8-2(تا ) 6- 2(هاي  در طول جداره، در شكل شعاعيجابجاييتغييرات تنش شعاعي، تنش محيطي و 

  . شده استآورده) 

  

) ضخامت جدارهتغييرات تنش شعاعي در امتداد: +� � .-, ; 0)i op p p= = 

  

)تغييرات تنش محيطي درطول ضخامت جداره: �1 � .-, ; 0)i op p p= =  



 )1

  

) ضخامت جداره شعاعي درامتدادجابجاييتغييرات : �2 � .-, ; 0)i op p p= = 

تنش شعاعي كاهش  باعث n افزايش ثابت ناهمگني ،شودمشاهده مي) 6- 2(در شكل همانطور كه 

-توان ديد كه در اين شكل شرايط مرزي در سطح داخل و خارج كاملا ارضا ميهمچنين مي. شودمي

در اين شكل  براي . تغييرات تنش محيطي در راستاي ضخامت آورده شده است) 7-2(شكل  در. شوند

2n  ساير مقادير بررسي شده،در حالي كه براي . يابدنش محيطي در راستاي ضخامت افزايش مي ت=

كه تنش ( تنش محيطي. يابدوضعيت معكوس شده و تنش محيطي در راستاي ضخامت كاهش مي

1يدر بازه) باشدبيشينه نيز مي 2n< تقريبا داراي كمترين تغييرات در راستاي ضخامت است، و >

ي تقريبي در فاصله. اي استها امتياز ويژهباشد كه از نظر كنترل تنش در اين نوع سازهثابت مي

1.20 1.25r<  به سمت مقدارتنش محيطي در حالت n تنش محيطي به ازاي تمامي مقادير >

0nهمگن  نمود كه تنش محيطي به ازاين مشاهده تواهمچنين از اين شكل مي.  ميل مي كند=

0n ي مادهاز كمتر ي خارجي جداره،  همگن و در نيمهمادهاز بيشتر ي داخلي جداره، در نيمه >

   .همگن است



 )2

در اينجا موادي كه .  شعاعي در راستاي ضخامت آورده شده استجابجاييتغييرات ) 8- 2(در شكل 

همانطور كه . هستندداراي استحكام بيشتري  )18-2(ي مطابق رابطه،بزرگتري دارندn ثابت ناهمگني 

. شود شعاعي ميجابجايي كاهش  باعثn افزايش ثابت ناهمگني ،شود مشاهده مينيز) 8-2(در شكل 

0nبه طوري كه به ازاي 0nاي ي همگن بيشتر است و به ازماده كره نسبت به جابجايي>  كمتر <

اين نوع مواد با  به طوري كه ،بيني استقابل پيش) 18-2(ي كه اين روند تغييرات مطابق رابطه. است

ز ي هوك، بايستي تغيير شكل كمتر ني از استحكام بيشتري برخوردارند و لذا مطابق رابطهnافزايش 

باشد به طوري كه يرات تقريبا مشابه با حالت همگن ميروند تغي .نسبت به مواد همگن داشته باشند

   .باشد تغييرات در راستاي شعاعي نزولي ميnي مقادير براي همه

,( كره تحت فشار خارجي  )ب 0o ip p p= =(  

op تحت فشار خارجيكرهبراي شرايطي كه  p=تغييرات )  47-2( با استفاده از روابط ، باشد

 آورده)  11-2(تا ) 9-2(هاي  در طول جداره، در شكل شعاعيجابجاييتنش شعاعي، تنش محيطي و 

  .استشده

  

)جدارهامتداد تغييرات تنش شعاعي در : �3 � .-, 0; )i op p p= = 



 )3

  

)جدارهامتداد در تنش محيطي تغييرات : 4/� � .-, 0; )i op p p= = 

  

) جدارهاد امتد درجابجاييتغييرات : //� � .-, 0; )i op p p= = 

 باعث افزايش تنش n افزايش ثابت ناهمگني ،مشاهده مي شود) 9- 2(همانطور كه در شكل  .

توان ديد كه در اين شكل شرايط مرزي در سطح داخل و خارج كاملا همچنين مي. شودشعاعي مي



 �4

در اين . امت آورده شده استتغييرات تنش محيطي در راستاي ضخ) 10-2(در شكل . شوندارضا مي

1nشكل  براي  1nدر حالي كه براي . يابد تنش محيطي در راستاي ضخامت افزايش مي> > 

ي تقريبي در فاصله. يابد در راستاي ضخامت كاهش ميوضعيت معكوس شده و تنش محيطي

1.20 1.25r<  به سمت مقدارتنش محيطي در حالت nش محيطي به ازاي تمامي مقادير  تن>

0nهمگن توان مشاهده نمود كه تنش محيطي به ازاي همچنين از اين شكل مي.  ميل مي كند=

0n ي ماده جداره، بيشتر از ي خارجي همگن و در نيمهمادهي داخلي جداره، كمتر از  در نيمه>

0nبراي  و. همگن است ي  همگن و در نيمهمادهي داخلي جداره، بيشتر از  بر عكس در نيمه<

  .ي همگن استمادهخارجي جداره، كمتر از 

-همانطور كه مشاهده مي.  در راستاي ضخامت آورده شده استجابجاييتغييرات ) 11-2(در شكل 

به طوري كه به . شود شعاعي ميجابجايي باعث كاهش nافزايش ثابت ناهمگني ، شود

0nازاي 0nي همگن بيشتر است و به ازاي ماده كره نسبت به جابجايي> كه اين روند .  كمتر است<

 از nوري كه اين نوع مواد با افزايش  به ط،بيني استقابل پيش) 18-2(ي تغييرات مطابق رابطه

 نسبت به مواد ي هوك، بايستي تغيير شكل كمتريلذا مطابق رابطهاستحكام بيشتري برخوردارند 

ي  به طوري كه براي همه،باشدروند تغييرات تقريبا مشابه با حالت همگن مي .همگن داشته باشند

هاي نزديك به  به طوري كه در لايه،باشدي تقريبا صعودي م تغييرات در راستاي شعاعي،nمقادير 

  .يابد كاهش ميnجدار خارجي شيب تغييرات با افزايش 

o ( كره تحت فشار داخلي وخارجي )ج ip p p= =(  

o تحت فشار داخلي و خارجي     در حالتي كه كره    ip p p=  تغييرات تـنش شـعاعي، تـنش        ، باشد =

  .آورده شده است)  14-2(تا ) 12-2(هاي جداره، در شكلراستاي  شعاعي را در اييجابجمحيطي و 



 �/

  

) جداره امتدادتغييرات تنش شعاعي در: �/� � .-, ; )i op p p p= = 

  

) جداره امتدادتغييرات تنش محيطي در: (/� � .-, ; )i op p p p= = 



 ��

  

) جداره امتداد درجابجاييتغييرات : �/� � .-, ; )i op p p p= = 

-2( ،)12-2( مشاهده شد در شـكل هـاي         )11-2( و   )10-2( ،)9-2(رفتاري كه در شكل هاي    همان  

  .نيز مشاهده مي شود) 14-2(و  )13

   FG بررسي توزيع تنش موثر در مواد  -2-7

هـاي تـنش، تـصميم گيـري بـراي      با توجه به تنوع بارگذاري و اثرات ثابت ناهمگني در توزيـع مولفـه       

در اين بخش بـا تعريـف تـنش     . كند كنترل تنش در اين مواد را پيچيده مي         و FGMهاي  طراحي سازه 

   .شود پرداخته ميFGموثر، به طور خلاصه به  بررسي توزيع تنش موثر در مواد 

  .شودصورت زير تعريف ميتنش موثر، يا همان تنش فن ميزس به

)2 -49(  
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2 21
3

2

, , 1..3

eff ii jj jj kk ii kk ij jk ik

i j k

σ σ σ σ σ σ σ τ τ τ


= − + − + − + + +

 =

  

. باشـند نش در يك المـان دلخـواه مـي   هاي تمولفهijτوijσ و   تنش موثر بوده  effσكه در اين رابطه     

  .شودهاي اصلي به صورت زير بيان ميبراساس تنش) 49-2(ي رابطه



 �)

)2 -50(  
( ) ( ) ( )

2 2 21

2

, , 1..3

eff i j j k i k

i j k

σ σ σ σ σ σ σ


= − + − + −

 =

  

بـراي  ) 10-2(ي  با در نظر گـرفتن رابطـه      . باشدهاي اصلي در يك المان مي     ش تن iσكه در اين رابطه   

  .مي توان نوشتكره 

)2 -51(  ( ) ( ) ( )
2 2 21

2
eff r rφ φ θ θσ σ σ σ σ σ σ= − + − + −  

φكه باتوجه به تقارن θσ σ=شود به صورت زير ساده مي)51-2(ي رابطه.  

)2 -52(  eff r φσ σ σ= −  

بـا   .ميزس و ترسكا نتيجـه يكـساني دارنـد        هد در اين حالت معيارهاي فن     دكه اين رابطه نشان مي    

 شده در بخش قبل نمودارهاي مربوط ارائهو همچنين با توجه به مطالب  )52-2(يدرنظر گرفتن رابطه

)به تنش موثر به صورت زير در سـه حالـت             )0,o ip p p= =  ،( ), 0o ip p p= ) و = )o ip p p= = 

 .استشدهآورده ) 17-2(تا ) 15-2(هاي در شكل

  

) جداره امتداد درفن ميزستنش تغييرات : */� � .-, ; 0)i op p p= = 



 ��

  

) جداره امتداد درفن ميزستنش تغييرات : +/� � .-, 0; )i op p p= = 

  

) جداره امتداد درفن ميزستنش تغييرات : 1/� � .-, )i op p p= = 



 �*

 در شرايطي كـه كـره تحـت فـشار        در راستاي ضخامت   فن ميزس تغييرات تنش   ) 15-2(در شكل   

0nبه ازاي  فن ميزس تنش ،شودهمانطور كه مشاهده مي .آورده شده است  داخلي باشد،    - در نيمه>

بـراي   .مگـن اسـت   ي ه مـاده از  كمتـر   ي خارجي جـداره،     از همگن و در نيمه    بيشتر  ي داخلي جداره،    

0n از بيـشتر   ي خارجي جـداره،      همگن و در نيمه    مادهاز  كمتر  ي داخلي جداره،     بر عكس در نيمه    <

1.15ي تقريبي   در فاصله  .ي همگن است  ماده 1.20r<  به  nبه ازاي تمامي مقادير      فن ميزس  تنش   >

0nهمگندر حالت    فن ميزس سمت مقدارتنش    تـوان  همچنـين از ايـن شـكل مـي         . ميل مي كند   =

ده و در واقـع تغييـرات    هموارتر ش n در راستاي ضخامت  با افزايش        فن ميزس تنش   مشاهده نمود كه  

   .دهدكمتري رخ مي

 در شرايطي كـه كـره تحـت فـشار           در راستاي ضخامت   فن ميزس تغييرات تنش   ) 16-2(در شكل   

اي بـا   در كره تحت فشار داخلي رفتار مـشابه فن ميزس تغييرات تنش    .آورده شده است  باشد،  خارجي  

  .كره تحت فشار خارجي دارد

 در شرايطي كـه كـره تحـت فـشار        در راستاي ضخامت   فن ميزس تغييرات تنش   ) 17-2(در شكل   

 فن ميـزس تنش  مقدار nي  مطابق اين شكل با كاهش اندازه      .آورده شده است  داخلي و خارجي باشد،     

 در  فـن ميـزس   طوري كه براي مواد همگن تنش        به ،يابدو تغييرات آن در راستاي ضخامت كاهش مي       

  .سرتاسر جدار برابر صفر است

   با بارگذاري مكانيكيFGدقت المان محدود در تحليل موادبررسي   -2-8

 دو روش وجود     تطبيق بسيار خوبي ميان نتايج حاصل از       ،ها مشاهده شد  همانطور كه در نتايج و شكل     

هاي تحت كرهمحدود  و روش المان) دقيق(در اينجا به عنوان نمونه نتايج عددي دو روش تحليلي. دارد

در ايـن جـداول   .  آورده شـده اسـت    در جـداول زيـر     فشار داخلي براي چند مقدار دلخواه از شعاع كره        

%Error   ي اشد كه مطابق رابطـه    بمي محدود ي درصد خطا ميان نتايج تحليلي و المان         نشان دهنده

   :شودزير تعريف مي



 �+

)2 -53(  
.

% 100
.

Anal FEM
Error

Anal

−
=  


1nي نتايج تحليلي و المان محدود براي  مقايسه : �� ���� =  

r

p

σ
 

p

φσ
 

eff

p

σ
 *1000ru  

r Type 

value %Err value %Err value %Err value %Err 

Anal. -1  0.87467  1.87467  0.36491  
1 

FEM -0.99925  
0.07550 

0.89042  
1.80069 

1.88966  
0.79988 

0.36486  
0.01235 

Anal. -0.71388  0.83381  1.54770  0.31913  
1.0875 

FEM -0.71400  
0.01617 

0.83394  
0.01515 

1.54794  
0.01562 

0.31911  
0.00673 

Anal. -0.46681  0.80434  1.27115  0.28123  
1.1875 

FEM -0.46688  
0.01474 

0.80441  
0.00909 

1.27129  
0.0117 

0.28121  
0.00721 

Anal. -0.27843  0.78725  1.06569  0.25384  
1.2875 

FEM -0.27848  
0.01530 

0.78729  
0.00519 

1.06577  
0.0783 

0.25382  
0.00723 

Anal. -0.13105  0.77859  0.90963  0.23373  
1.3875 

FEM -0.13108  
0.02079 

0.77860  
0.00246 

0.90968  
0.0510 

0.23371  
0.00718 

Anal. 0  0.77574  0.77574  0.21721  
1.5 

FEM 0.00015 
------- 

0.76916 
0.84941 

0.76901 
0.86835 

0.21719 
0.00709 

 

 

 در ي كـامپوزيتي  لايـه 20 بـا تقريـب   ان محدود تغييرات خواص مكانيكي، الم تحليلهرچندكه در   

شود، خطاي ميان نتايج دو روش تحليلي  اما همانطور كه مشاهده مي ،مدل مورد نظر اعمال شده است     

-ايجـاد مـي   % 1,2و خارجي افزايش خطا تا      خلي   اگرچه در جدار دا    .و المان محدود بسيار اندك است     

 افزايش خطا در جدار داخلـي و خـارجي بـدليل           .باشدمي% 0,02 اما در ساير نقاط خطا كمتر از         ،شود

بيني كرد كه با افـزايش تعـداد        توان پيش لذا مي . باشدثابت در نظر گرفتن خواص مواد در هر لايه مي         

كند  تبعيت ميFGي مادهلاتري از تغييرات خواص مواد در يك ها، تغييرات خواص مواد با دقت بالايه

  . كمتري در نتايج خروجي ايجاد خواهد شدو در نتيجه خطاي 

تقريـب   از، باشـد توان در شرايطي كه شكل هندسي مسئله يـا بارگـذاري پيچيـده    ميبه طور كلي   

ــامپوزيتي در ــدود  ك ــان مح ــواد   روش الم ــل م ــراي تحلي ــبي   FGب ــت مناس ــا دق ــست ب ــره ج .به



  3 فصل

  

   FGMهاي كروي  تحليل ترموالاستيك پوسته
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  مقدمه  -3-1

هاي كروي كه تكميـل  ي حاكم بر پوستهترموالاستيسيته با در نظر گرفتن روابط كلي       فصلدر اين   

هـاي جـدار ضـخيم كـروي از مـواد همگـن       ، به تحليل ترموالاستيك پوسـته     باشدمي فصل قبل    روابط

ت  در معادلاFGسپس با در نظر گرفتن اثر مواد . استخراج شده استآنها دلات ناوير در پرداخته و معا

 داده شـده    ارائـه رضخيم، تحت فـشارداخلي وخـارجي       جدا FGي  كرهناوير، يك حل ترموالاستيك از      

در FGM  هاي كرويپوستهترموالاستيك سازي از روش المان محدود به شبيهسپس با استفاده  .است

 ،بـا يـك مثـال نمونـه      و عـددي  نتـايج تحليلـي   و در انتهاي اين فصل   پرداخته ABAQUSار  افزنرم

  .شودمقايسه مي

   ] 35[هاي كروي همگن پوستهتحليل رياضي   - 3-2

 كـه بـصورت   rبعـد   و شـعاع بـي   b و شـعاع خـارجي       aي جدار ضخيم، با شعاع داخلي       يك كره 

R
r

a
 دسـتگاه  بـراي تحليـل،  باشـد، فـرض شـده و    ر كره مـي شعاع متغي R شده كه در آن ه نرماليز =

)مختصات   , , )R φ θ      ـ   هندسه. شودباشد در نظر گرفته مي    كره مي  كه مبدا آن مركز  سبت بـه   ي كـره ن

  . نشان داده شده است)1-3(هاي مختصات در شكلمحور

 

 نمايش هندسه كره جدار ضخيم: /� ( .-,
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0uكره ي مادهدر هندسه، بارگذاري و به دليل تقارن مشابه آنچه در فصل قبل بيان شد  uθ φ= = 

φ و θσ σ=مي توان نوشت و  خواهد بود:  

)3 -1(  0 , 0
θ φ

∂ ∂
= =

∂ ∂
  

هاي مكانيكي به لذا با در نظر گرفتن معادلات سينماتيك در حالت كلي، اين معادلات براي كرنش

  :صورت زير ساده خواهند شد

)3 -2(  ( ) ; ( ) ( ) ; ( ) ( ) ( ) 0r r
r M M M r M M r M

du u

dr r
φ θ φ φθ θε ε ε γ γ γ= = = = = =  

) كه در آن انديس  )Mهاي نشصفر شدن كر .باشدها ميي مكانيكي بودن كرنش نشان دهنده

بردار كرنش مكانيكي و   تانسورلذا تانسور تنش و . صفر شدن تنش هاي برشي خواهد شدبرشي باعث

  . مي شوندارائه در يك كره ي جدار ضخيم به صورت روابط زير جابجايي

)3 -3(   
0 0

0 0

0 0

r

ij φ

φ

σ

σ σ

σ

 
 

  =   
 
 

  

  

)3 -4(  
( ) 0 0

0 ( ) 0

0 0 ( )

r M

ij MM

M

φ

φ

ε

ε ε

ε

 
 

  =   
 
 

  

  

)3 -5(  [ ] 0

0

r

i

u

u

 
 =  
  

  

  .مي توان نوشتهاي حرارتي براي كرنش  ديگراز طرفي

)3 -6(  [ ]
( ) 0 0

0 ( ) 0

0 0 ( )

T

r

r

r

α

ε α

α

Θ 
 = Θ 
 Θ 
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1(  برواحدماده انبساط حرارتي ضريبαآن كه در

c
ο

)همچنين. باشد مي) )rΘ تغييرات دما در

c( كه واحد آنعاع كره است راستاي ضخامت به صورت تابعي از ش
ο (به  اين تغييرات نسبت .مي باشد

به طوري كه . شوددماي مرجع سنجيده مي
0( ) ( )r T r TΘ =  بوده و−

0Tباشددماي مرجع مي.  

  .شودش كلي به صورت زير محاسبه ميلذا كرن

)3 -7(  
( ) ( )

( ) ( ) ( )

r Total r M T

Total Total M Tφ θ φ

ε ε ε

ε ε ε ε

= +


= = +
  

از اين پس از   ( :صورت زيربازنويسي كردبه) 6-3(و ) 4-3(ان به كمك روابط تورا مي اين رابطه

,عبارات  وشود هاي مكانيكي استفاده نميرنشبراي ك Mانديس ,r θ φε ε εهاي نمايانگر همان كرنش

  )مكانيكي است

)3 -8(  
0 0 ( ) 0 0

0 0 0 ( ) 0

0 0 0 0 ( )

r

ij

r

r

r

φ

φ

ε α

ε ε α

ε α

  Θ 
     = + Θ    
   Θ  

  

  :توان نوشتميمعادلات تعادل  در )3- 3(ي  تانسور تنش بدست آمده از رابطهگذارييجاحال از 

)3 -9(  
2

( ) 0r
r

d

dr r
φ

σ
σ σ+ − =  

-توان به جاي تنشدر اين رابطه مي .باشد ميمتغيري ديفرانسيل با دو  يك معادله اين معادله

r,هاي φσ σ استفاده ) 8- 3(ي نظرگرفتن رابطه در با و) 6- 2(فصل دو  ز معادلات رفتاري ارائه شده درا

φبا توجه به اينكه  .كرد θσ σ= همچنين وφ θε ε=له را به صورت دوبعدي حل نمود مي توان مسأ. 

 :مي توان نوشتلذا 

)3 -10(  
1 2 11

( )
1 1

r r
r

Eφ φ

ε σν
α

ε σν ν

−      
= + Θ      − −      

  

-اكنون مي. استبعدي و انتقال حرارت پايا فرض شدهكه در اين رابطه تغييرات دما به صورت يك

r,هاي ي فوق تنشتوان از معادله φσ σ انجامدي زير ميستخراج كرد كه به نتيجهرا ا:  



 */

  

)3 -11(  
1 2 1

( )
1 1(1 )(1 2 )

r rE
r

φ φ

σ εν ν
α

σ ενν ν

−      
= − Θ      

+ −       
  

r, هايكرنشبه جاي  φε εشود استفاده ميجابجايياز روابط معادل ) 2- 3( ي بااستفاده از رابطه:  

)3 -12(  1 2 1
( )

1 1(1 )(1 2 )

r

r

r

u

E r
r

u

r

φ

σ ν ν
α

σ νν ν

∂ 
 −      ∂

= − Θ      
+ −       

  

  

ي گذاري رابطه از جاي،اند بيان شدهruمتغيري تعادل با يك  معادله ارائه شده درمتغيراكنون كه دو

  :نوشتمي توان ي تعادل معادله در) 12- 3(

( )

(1 )( ( )) 2 ( ( ))

2
1 ( ) 2 ( ( )) ( ) ( ) 0

r r

r r r r

du ud
r r

dr dr r

du u du u
r r r r

r dr r dr r

ν α ν α

ν α ν α ν α α

 
− − Θ + − Θ 

 

       
+ − − Θ + − Θ − − Θ + − Θ =       

       

 

2

1 ( ( ))
2 2

1

r r
r

u u d r
u

r r dr

ν
α

ν

′ + Θ
′′⇒ + − =

−
 

توان كه مي .باشدهاي همگن تحت كوپل دمايي ميي ناوير براي كرهي فوق در واقع معادلهمعادله

 :آن را به صورت زير نيز نوشت

)3 -13(  
2

2

1 1 ( ( ))
( )

1
r

d d d r
r u

dr r dr dr

ν
α

ν

+ Θ 
= 

− 
  

 :مي توان نوشت) 35- 2 (ديفرانسيلبا حل معادله 

)3 -14(  
2

12 2

2

1
( )

1

( )

r

r

a

c
u r I c r

r r

I r r dr

α ν

ν

+
= + + −

 = Θ
 ∫

  

1كه در آن  2,c c ي  رابطه.توانند با استفاده از شرايط مرزي بدست آيندكه مي بوده دلخواهدو ثابت

( )rΘشده است تحليل4-3در بخش .  
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     هاي كروي بندي ترموالاستيك پوسته فرمول  - 3-3

 به ماده )مكانيكي،ترمومكانيكي،مغناطيسي(خواص  ، FG مواد در اشاره شد )1(همانطور كه در فصل 

در نظر  توزيع تواني نسبت به شعاع براساسدر اين تحليل خواص مواد  .كندطور پيوسته تغيير مي

لذا . كنندمي پواسون تغيير  جز ضريبهخواص مكانيكي باست كه فرض شده كه در آن شودگرفته مي

هاي مختصات تعريف شده در بخش قبل تغييرات مدول ن شكل هندسي و محوربا در نظر گرفت

  .شود به صورت زير فرض ميFGضريب انبساط حرارتي براي مواد الاستيسيته  و 

)3 -15(  1 2( ) , ( )n n

i iE r E r r rα α= =  

به ترتيب مدول الاستيك وضريب انبساط  iαو  iEثابت ناهمگني و 2n و 1nكه در اين رابطه

گذاشته و در نتيجه لذا اين مواد در معادلات رفتاري تاثير  .باشدحرارتي در جدار داخلي كره مي

  .شوند نوشته ميFG ارائه شده در بخش قبل به صورت زير براي مواد معادلات

)3 -16(  
1 2 11

( ) ( )
1 1( )

r r
r r

E rφ φ

ε σν
α

ε σν ν

−      
= + Θ      − −      

  

هاي براساس تنشي فوق اگر معادله
rσوθσ مي توان نوشت، باز نويسي شود.  

)3 -17(  { }

{ }

1

2

1

2

(1 ) 2 (1 ) ( )
(1 )(1 2 )

(1 ) ( )
(1 )(1 2 )

n
ni

r r i

n
ni

r i

E r
r r

E r
r r

φ

φ φ

σ ν ε νε ν α
ν ν

σ νε ε ν α
ν ν


= − + − + Θ

+ −

 = + − + Θ
 + −

  

- 2(ي تعادل لذا در اينجا نيز همان معادله. كننددر ساير معادلات همانند مواد همگن عمل مي و

مجددا با استفاده از معادلات ) 17-3(ي توان در رابطهميبراي حل اين معادله . باشدحاكم مي) 13

r,هاي به جاي كرنش) 2- 3(سينماتيك   φε ε استفاده كردجابجايياز روابط معادل .  



 *)

)3 -18(  
1

2

1

2

(1 ) 2 (1 ) ( )
(1 )(1 2 )

(1 ) ( )
(1 )(1 2 )

n
ni r r

r i

n
ni r r

i

E r u u
r r

r r

E r u u
r r

r r
φ

σ ν ν ν α
ν ν

σ ν ν α
ν ν

 ∂ 
= − + − + Θ 

+ − ∂ 


∂  = + − + Θ  + − ∂ 

  

پس از ساده سازي آن منجربه معادله ديفرانسيل اده شود رار دي تعادل قاگر اين رابطه را درمعادله

  .شودزير مي

)3 -19(  
22 2

1 2

1 ( )
( ) ( )

1

n

r r r ir u r
r

A u Bu r r n n r r
r

ν
α

ν
′′ =

+ ∂Θ 
′+ + + Θ + 

− ∂ 
  

كه در آن  .باشدهاي ناهمگن تحت كوپل دمايي ميي ناوير براي كرهاين معادله در واقع معادله

A,ضرايب  Bشود تعريف مي2در فصل )22- 2(ي طبق رابطه .  

   بعدي  يكيكنواختنتقال حرارت هدايتي ا  - 3-4

)يبراي مشخص كردن رابطه )rΘ كه انتقال حرارت شود فرض مي)19-3( درمعادله ديفرانسيل 

حالت پايدار به -معادله انتقال حرارت در شرايط دما .راستاي شعاعي باشد صورت يكنواخت و دربه 

  :] 35[شودصورت زير بيان مي

)3 -20(  
2

2 2 2

1 1 1
sin ( ) 0

sin sin
r

r r r r r
λ θ λλ

θ θ θ θ φ φ

∂ ∂Θ ∂ ∂Θ ∂ ∂Θ   
+ + =   

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
  

كه براي مواد تابعي به صورت زير فرض  .باشدضريب انتقال حرارت هدايتي ميλكه در اين رابطه 

  .شودمي

)3 -21(  3( )
n

ir rλ λ=  

 .باشددر جدار داخلي كره ميضريب انتقال حرارت هدايتي  iλثابت ناهمگني و3n كه در اين رابطه

ل حرارت به صورت ي انتقا لذا معادلهشود،طبق فرض چون انتقال حرارت در راستاي شعاعي فرض مي

  .شودزير ساده مي
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)3 -22(  
2

2

1 ( )
( ) 0

r
rr

r r r
λ

∂ ∂Θ 
= 

∂ ∂ 
  

)الف
3 1n ≠ −  

در حالتي كه
3 1n ≠   .مي توان نوشتبا حل معادله انتقال حرارت  −

)3 -23(  3( 1)

5 6( )
n

r c r c
− +Θ = +  

 به FGMي توخالي شرايط مرزي دمايي براي كره .باشنددو ثابت دلخواه مي 6cو5cكه درآن 

  :باشدصورت زير مي

)3 -24(  
( ) 0 1

( ) 0

dr on r
dr

dr on r k
dr

λ

λ











Θ= =

Θ− = =
  

5هاي ي انتقال حرارت ثابتپس از اعمال شرايط مرزي در معادله 6,c cبه صورت زير بدست مي  -

  .آيند

)3 -25(  

( )

3

3

3

5

1

1

6

1

1
1

1
1

i o

n

i
on

n

k
c

k

k
c

k










+









+





+


Θ −Θ
=−
 

− 
 

Θ 
− Θ 

 =
 

− 
 

 

  

 به  R=b  و    R=aبا سطوح    مترادف   o و   i و زيرنويس    ها نسبي در جداره    دماي oΘ و iΘكه درآن   

ي توزيـع دمادرشـرايط     ي توزيع دما، معادله   هاي بدست آمده دررابطه   با قراردادن ثابت  . باشدترتيب مي 

  .آيدحالت پايدار درطول جداره را بيان بدست مي-دما



 **

)ب
3 1n = −  

در حالتي كه
3 1n =   :مي توان نوشترت  با حل معادله انتقال حرا−

)3 -26(  5 6( ) lnr c r cΘ = +  

 بـا در    FGMي توخـالي    شرايط مرزي دمايي براي كره    . باشنددو ثابت دلخواه مي   6cو5cكه درآن   

3نظر گرفتن  1n =   .باشد به صورت زير مي−

)3 -27(  0 1

0

i

r

d on r
dr

di on r k
r dr

λ

λ











Θ= =

Θ− = =

  

  .آيندبه صورت زير بدست مي6cو5cهاي  ثابت،ي انتقال حرارتپس از اعمال شرايط مرزي در معادله

)3 -28(  

( )
5

6

ln
i o

i

c
k

c













Θ −Θ
=−

=Θ
  

) در  آمدههاي بدستبا قراردادن ثابت   )rΘحالت پايدار درطول -درشرايط دما زيع دماي تو، معادله

3جداره براي  1n =   .آيد بدست مي−

   FGMهاي كروي پوستهي ناوير در  حل معادله  - 3-5

3)الف 1n ≠ −  

)ي  جايگذاري رابطه  )rΘ بـه   سـازي سـاده پـس از    ) 19-3(ي نـاوير    در معادلـه   )23-3(ي  معادله ، 

  :انجامدي زير ميرابطه
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)3 -29(  2 3 2 12

1 2 3 5

1 2 6

( )

( )

1
1

1

1

1

n n n

r r r

i

i

r u r Cr

C n c

D n c

A u Bu Dr

n n

n

ν
α

ν
ν

α
ν

− +′′ =

=

=


′ + + +


+

+ − −
−
+

+ −

  

هاي  كه ثابت 
5cو

6c حـل   داراي دو ايـن معادلـه ديفرانـسيل    .انـد مشخص شده )25-3(ي  در رابطه

 :باشدجام شد كه به صورت زير مياين معادله در فصل قبل ان عموميحل  .باشدوخصوصي ميعمومي 

)3 -30(  
1 2

1 2( )
m m

gu r c r c r= +  

  :شودحل خصوصي معادله ديفرانسيل فوق به صورت زير در نظر گرفته مي

)3 -31(  
2 3 2 1

3 4( )
n n n

pu r c r c r
− += +  

  .آيندبه صورت زير بدست مي4cو3cهاي  ثابت،با جايگذاري اين رابطه در معادله ديفرانسيل

)3 -32(  3

2 3 2 3

4

2 2

( 1 )( )

( )( 1)

C
c

n n A n n B

D
c

n A n B


= − − + − +


 =
 + + +

  

  .خواهد بودبه صورت مجموع حل عمومي وخصوصي  )29-3(لذا حل كلي معادله ديفرانسيل 

( ) ( ) ( )g pu r u r u r= +  

 :مي توان نوشتلذا 

)3 -33(  2 31 2 2 1

1 2 3 4( )
n nm m n

u r c r c r c r c r
− += + + +  

  :مي توان نوشت) 18- 3(ي در رابطهجابجاييي با قرار دادن رابطه
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)3 -34(  

{

}

{

}

1

2 31 2 2

2

1

2 31 2 2

2

11 1

1 1 2 2 3 3 4 4

11 1

1 1 2 2 3 3 4 4

3 2 3 4 2

3 2 3 4

(1 )(1 2 )

(1 ) ( )

(1 )(1 2 )

(1 ) ( )

( )(1 ) 2 ; ( 1)(1 ) 2

( ) 1 ;

n
n nm m ni

r

n

i

n
n nm m ni

n

i

E r
c Q r c Q r c Q r c Q r

r r

E r
c G r c G r c G r c G r

r r

Q n n Q n

G n n G

φ

σ
ν ν

ν α

σ
ν ν

ν α

ν ν ν ν

ν

− −− −

− −− −

= + + +
+ −

− + Θ

= + + +
+ −

− + Θ

= − − + = + − +

= − + 2( 1) 1n ν
















 = + +

  

)كه در اين رابطه  )rΘ1و . باشدمي )23-3(ي طبق رابطهc 2وc براي  .باشنددو ثابت دلخواه مي

  . استفاده كرد)35- 3(تي از شرايط مرزي بايسثابت مشخص شوند  اينكه اين دو
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  .آيدبه صورت زير بدست مي2cو 1cهايگي ثابتبه ساده) 35-3 (لذا با استفاده از شرايط مرزي
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هاي گذاري ثابتاكنون با جاي
1c و

2c  روابط تنش شعاعي )  34-3( و) 33-3(بدست آمده در روابط

 انتقال حرارت پايـدار از مواد ناهمگن تحت  جدارضخيم  ي   براي يك كره   جابجاييو محيطي وهمچنين    

3در شرايطي كه  1n ≠   .آيدبدست مي ، باشد−
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3)ب 1n = −  

)ي با جايگذاري رابطهدر اين شرايط  )rΘ وپس از ) 19-3(در معادله ديفرانسيل ) 26-3(ي رابطه

  .شودي زير نتيجه ميسازي، رابطهادهس

)3 -37(  
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هاي كه ثابت
5cو

6c حـل   معادله ديفرانـسيل فـوق داراي دو   .اندمشخص شده )28-3(ي در رابطه

 .باشدانجام شد كه به صورت زير مي اين معادله در فصل قبل حل عمومي .باشدعمومي وخصوصي مي

)3 -38(  
1 2

1 2( )
m m

gu r c r c r= +  

  .شودبه صورت زير در نظر گرفته ميحل خصوصي معادله ديفرانسيل فوق 

)3 -39(  
2 21 1

3 4( ) ln
n n

pu r c r r c r
+ += +  

3هاي  ثابت،با جايگذاري اين رابطه در معادله ديفرانسيل 4,c cآيندبه صورت زير بدست مي.  

)3 -40(  
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  .شودارائه ميلذا حل كلي به صورت مجموع حل عمومي وخصوصي به صورت زير 

( ) ( ) ( )g pu r u r u r= +  

 .مي توان نوشتا لذ

)3 -41(  1 2 2 21 1

1 2 3 4( ) ln
m m n n

u r c r c r c r r c r
+ += + + +  

 .مي توان نوشت) 18- 3(ي در رابطهجابجاييي با قرار دادن رابطه
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)كه در اين رابطه  )rΘو بوده )26-3(ي طبق رابطه 
1 2,c cبراي اينكه  .باشنددو ثابت دلخواه مي

ي استفاده از رابطهلذا با  استفاده كرد،) 35-3( شرايط مرزيتي از بايس،ثابت مشخص شوند اين دو

  .مي توان نوشت) 42- 3(

)3 -43(  

1 1 1 2

1 2 1 2 2 1

1 2 1

1 1

1 2 2

4 4

3 3 4 4

(1 )(1 2 )

(1 )(1 2 )

(1 )

ln (1 )

i

i

n m n m

i i

n n n n n n

i o

E

E

Q Q c

Q k Q k c

c Q

c Q k k c Q k k

ν ν

ν ν

ν α

ν α

+ − + −

+ + +

+ −

+ −

   
  

   

− + Θ  
= −  

+ − + Θ  

  

1هايگي ثابتي فوق به سادهاز دو معادله 2,c cآيدبه صورت زير بدست مي.  
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1هاي  گذاري ثابت اكنون با جاي   2,c c     روابط تنش شعاعي     ،)42-3(و) 41-3(بدست آمده در روابط  

 انتقال حرارت پايدار  از مواد ناهمگن تحت     جدارضخيم  ي   براي يك كره   جابجاييهمچنين   و محيطي و  

3در شرايطي كه  1n =   .آيدبدست مي ، باشد−

  FGMهاي كروي  پوستهترموالاستيك عددي تحليل   -3-6

بـدين   .شـود حالـت پايـدار حـل مـي    -حرارت دماتحت انتقال ارائه شده در فصل قبل، FEM مدل

همچنـين عـلاوه بـر     .شـود حالت پايدار تغيير داده مي-لت دما  از حالت استاتيك به حا     منظور نوع حل  

توانند بـه  كه مي شوده مي نيز به مدل اضاف   شرايط مرزي دمايي   ،شرايط مرزي بيان شده در فصل قبل      

ل دما در سطح  محيط و يا به صورت خاص با اعماجابجاييصورت كلي با تعريف ضريب انتقال حرارت   

) 2-3(شكل   .باشند مي CAX8RHTهاي مورد استفاده در تحليل، از نوع        المان. داخل و خارج باشد   

) در مدل را تحت فشار داخلي        سزفن مي  هايتغيير شكل و توزيع  تنش      80 )p MPa=   كه در آن ، 

)300دماي سطح داخلي     )
i

T C
ο

)25دماي سطح خارجي      و = )
o

T C
ο

در . دهـد نشان مي را  باشد  مي =

) ثابت ناهمگني اين تحليل 1..3) 1in i =   . است  در نظر گرفته شده=

 

تحت فشار داخلي و انتقال  FGMكره ي  در سز جداره و توزيع تنش فن ميتغييرشكل: �� ( .-,

 پايدارحرارت 



 +/

   موردي ي مطالعه  -3-7

ي براي مطالعه . شودبراي مثالهاي مختلفي بررسي مي    ارائه شده در اين فصل      عددي  حل تحليلي و    

0.04aي جدار ضخيم با شـعاع داخلـي         موردي يك كره   m=      0.06 وشـعاع خـارجيb m=    در نظـر 

80pبرابر با فشار يكنواخت داخلي  .شودگرفته مي MPa=است.  

200iEكـره در جـدار داخلـي بـه ترتيـب          ضـريب انبـساط حرارتـي       مدول الاستيسيته و     GPa= 

61.2و 10 /i C
οα −= 0.3νشود كه ضريب پواسون برابر بـا        گرفته و فرض مي     در نظر  × در .  باشـد =

ضريب انبساط حرارتي و همچنـين ضـريب   ثابت ناهمگني براي مدول الاستيسيته و        يك حالت خاص،  

  با هم برابر وانتقال حرارت هدايتي
1 2 3( )n n n n= =   .شوددر نظر گرفته مي=

)300كه دماي سطح داخلي     شود  فرض مي خاص  در يك حالت     )iT C
ο=       و دماي سـطح خـارجي 

)25دماي محيط )oT C
ο= باشد.  

) حالـــــت چهـــــار در مـــــسئله 0 ; 0)i op p= =،( ; 0)i op p p= =،( 0; )i op p p=  و=

( )i op p p=  .شود مي بررسياست  شدهاستخراج   )3-3 (از روابط تحليلي كه در بخش        استفاده  با   =

- استخراج شده است، با نتايج تحليلي مقايـسه مـي  ABAQUSكه با استفاده از عددي  نتايج   سپس

  .شود

   بدون فشار داخلي و خارجيانتقال حرارت پايدار تحتكره ) الف

 تغييرات تنش شعاعي،    ، خالص قرار گيرد   رت پايدار انتقال حرا براي شرايطي كه مخزن كروي تحت       

 6-3(تا ) 3-3(هاي  در طول جداره، در شكل دماييرات شعاعي و همچنين تغجابجاييتنش محيطي، 

هـاي ميـاني    تنش شـعاعي در لايـه  ، مي شودمشاهده) 3-3(همانطور كه در شكل   . شده است  آورده) 

  .يابدي اين تنش فشاري افزايش ميدازه ان،nفشاري بوده و با افزايش ثابت ناهمگني 
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) كره تحت انتقال حرارت جداره امتداد درتغييرات تنش شعاعي: (� ( .-, 0 ; 0)i op p= = 

  

)  كره تحت انتقال حرارت جداره امتدادتغييرات تنش محيطي در: �� ( .-, 0 ; 0)i op p= = 
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) تقال حرارت كره تحت ان جداره امتداد در شعاعيجابجاييتغييرات : *� ( .-, 0 ; 0)i op p= = 

  

)  كره تحت انتقال حرارت جداره امتدادتغييرات دما در: +� ( .-, 0 ; 0)i op p= = 



 +�

  توان ديد كه در اين شكل شرايط مرزي بدون تنش در سـطح داخـل و خـارج كـاملاً                   همچنين مي 

در ايـن   . مت آورده شـده اسـت     تغييرات تنش محيطي در راستاي ضخا     ) 4-3(در شكل   . شوندارضا مي 

 همچنـين در دو نقطـه مـشاهده         ،شـود ميمحيطي   باعث كاهش تنش     nشكل افزايش ثابت ناهمگني     

 بـه سـمت مقــدارتنش محيطـي در حالــت    nشـود كــه تـنش محيطـي بــه ازاي تمـامي مقــادير     مـي 

0nهمگن 1.30و  تقريبا در جدار داخلي  كهبه طوري. كندميل مي = 1.35r< تنش محيطي بـه  ، >

  . را داردمقدارتنش محيطي در حالت همگنهمان  nازاي تمامي مقادير 

در اينجا موادي كه . در راستاي ضخامت آورده شده استشعاعي  جابجاييتغييرات ) 5-3(در شكل 

)با توجـه بـه اينكـه    ) 15-3(ي مطابق رابطه،بزرگتري دارندn ثابت ناهمگني  1..3)in i n= داراي ، =

در همـانطور كـه     از طرفـي  . هـستند  بزرگتـري    استحكام بيشتر و در عين حال ضريب انبساط حرارتي        

بـه  . شـود  شـعاعي مـي  جابجايي باعث افزايش n افزايش ثابت ناهمگني  ،شودمشاهده مي ) 5-3(شكل  

توان نتيجه گرفت كه اگرچه در      لذا مي . باشدتر مي هاي بيروني محسوس  اين افزايش در لايه   طوري كه   

ي هـوك، بايـستي تغييـر    لذا مطابق رابطـه .  از استحكام بيشتري برخوردارند  nاين نوع مواد با افزايش      

در شـرايطي كـه     ) 15-3(يشكل كمتر نيز نسبت به مـواد همگـن داشـته باشـند امـا مطـابق رابطـه                  

( 1..3)in i n= شود  باعث مي   ضريب انبساط حرارتي بزرگتري نيز دارند و       در عين حال   nبا افزايش    =

 به مواد همگن ت تغيير شكل بزرگتري نيزنسب،اين مواد در شرايطي كه تحت انتقال حرارت قرار گيرند 

 n  بـا افـزايش  ، كنـيم  مشاهده مـي )5-3 (با توجه به اين مطالب همانطور كه در شكل . داشته باشند

دهد  كه با توجه به مطالب بالا نشان ميشودهاي بيروني ايجاد ميلايهي خصوصا در تغييرشكل بزرگتر

)كه در اين مواد در شرايطي كه         1..3)in i n=  جابجـايي ، تاثير افزايش    nثابت ناهمگني   با افزايش   ،  =

-  ميهماد در اثر افزايش استحكام جابجاييدر اثر افزايش ضريب انبساط حرارتي، غالب بر تاثير كاهش 

در اين شـكل كـاهش ثابـت        . تغييرات دما در راستاي ضخامت آورده شده است       ) 6-3(در شكل    .باشد

0nبه ازاي هاي مياني  لذا دما در لايه.شود باعث افزايش دما ميnناهمگني  و  همگن ماده از بيشتر >



 +*

0nبراي   بيني است به قابل پيش) 21-3(ي   اين مطلب با توجه به رابطه      .گن است  هم مادهاز   كمتر <

- ضريب انتقال حرارت هدايت نيز افزايش مـي        ،nثابت ناهمگني   فزايش  طوري كه مطابق اين رابطه با       

   .يابد

) فشار داخلي تحتكره  )ب ; 0)i op p p=   انتقال حرارت پايدار و =

 و فشار يكنواخـت داخلـي        انتقال حرارت پايدار  حت  براي شرايطي كه مخزن كروي ت     
ip p=   قـرار 

تـا  ) 7-3(هاي   در طول جداره، در شكل      شعاعي جابجايي تغييرات تنش شعاعي، تنش محيطي و      ،گيرد

  .آورده شده است)  3-9(

  

) كره تحت انتقال حرارت ضخامت  امتدادتغييرات تنش شعاعي در: �1 ( .-, ; 0)i op p p= = 



 ++

   
) كره تحت انتقال حرارت ضخامت  امتدادتغييرات تنش محيطي در: �2 ( .-, ; 0)i op p p= =  

   
)  ضخامت كره تحت انتقال حرارت امتداد شعاعي درجابجاييتغييرات : �3 ( .-, ; 0)i op p p= = 

تنش شعاعي هش كا باعث n افزايش ثابت ناهمگني ،مشاهده مي شود) 7-3(همانطور كه در شكل 

-توان ديد كه در اين شكل شرايط مرزي در سطح داخل و خارج كاملا ارضا ميهمچنين مي. شودمي
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در اين شكل  براي . تغييرات تنش محيطي در راستاي ضخامت آورده شده است) 8-3(در شكل . شوند

2n = 1nلي كه براي در حا. يابد مي كاهش تنش محيطي در راستاي ضخامت− ≥  وضعيت −

-در بازه تنش محيطي. يابدشده و تنش محيطي در راستاي ضخامت افزايش ميمعكوس 

2ي 1n− < < باشد كه از نظر  و تقريبا ثابت ميرين تغييرات در راستاي ضخامت استداراي كمت−

1.25ي تقريبيدر فاصله. اي استژهها امتياز ويكنترل تنش در اين نوع سازه 1.30r< تنش ، >

0n به سمت مقدارتنش محيطي در حالت همگنnمحيطي به ازاي تمامي مقادير  .  ميل مي كند=

0nتوان مشاهده نمود كه تنش محيطي به ازاي همچنين از اين شكل مي ي داخلي جداره، مه در ني>

0n براي .گن استي هممادهاز كمتر ي خارجي جداره،  همگن و در نيمهمادهاز بيشتر  ي  در نيمه<

  .ي همگن استمادهي خارجي جداره، بيشتر از  همگن و در نيمهمادهداخلي جداره، كمتر از 

- همانطور كه مشاهده مي. خامت آورده شده است در راستاي ضجابجاييتغييرات ) 9- 3(در شكل 

0nبه طوري كه به ازاي. شود شعاعي ميجابجايي باعث كاهش n افزايش ثابت ناهمگني ،شود < ،

0nي همگن بيشتر است و به ازاي ماده كره نسبت به جابجايي ا روند تغييرات تقريب.  كمتر است<

 تغييرات در راستاي شعاعي نزولي nي مقادير باشد به طوري كه براي همهمشابه با حالت همگن مي

  .يابد كاهش ميnهر چند شيب تغييرات با افزايش ثابت ناهمگني  .باشدمي

) كره تحت فشار خارجي  )ج ), 0o ip p p=   انتقال حرارت پايدار و =

op و فشار يكنواخت خارجي انتقال حرارت پايدارحت براي شرايطي كه مخزن كروي ت p= قرار 

تا ) 10-3(هاي  شعاعي در طول جداره، در شكلجابجايي تغييرات تنش شعاعي، تنش محيطي و،گيرد

 . شده استآورده)  12- 3(



 +2

  

)  كره تحت انتقال حرارت جداره امتدادتغييرات تنش شعاعي در: 4/� ( .-, ), 0o ip p p= = 

  

)  كره تحت انتقال حرارت جدارهامتداددر محيطيتنش تغييرات : //� ( .-, ), 0o ip p p= = 



 +3

  

)  كره تحت انتقال حرارت جدارهامتداددرشعاعي  جابجاييتغييرات : �/� ( .-, ), 0o ip p p= = 

تنش زايش اف باعث n افزايش ثابت ناهمگني ،مشاهده مي شود) 10- 3(همانطور كه در شكل 

   .شودمي شعاعي

در اين شكل  در . تغييرات تنش محيطي در راستاي ضخامت آورده شده است) 11-3(در شكل 

. يابد افزايش ميn با افزايش دهد، كه به صورت فشاري خود را نشان ميسطح داخلي تنش محيطي

به . يابدش مي كاهnدر حالي كه براي سطح خارجي وضعيت معكوس شده و تنش محيطي با افزايش 

0nطوري كه براي  0nتنش محيطي در جدار داخلي بزرگتر از حالت همگن و براي> ، كوچكتر از <

0n، به طوري كه براي دهدجدار خارجي عكس اين حالت رخ ميبراي . باشدحالت همگن مي تنش >

0nر جدار خارجي كوچكتر از حالت همگن و برايمحيطي د در . باشد بزرگتر از حالت همگن مي<

1.18rي تقريبي فاصله  محيطي در  به سمت مقدارتنشn تنش محيطي به ازاي تمامي مقادير =

0nحالت همگن   . ميل مي كند=
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-همانطور كه مشاهده مي.  در راستاي ضخامت آورده شده استجابجاييتغييرات ) 12-3(در شكل 

به طوري كه به . شود شعاعي ميجابجايي باعث كاهش n افزايش ثابت ناهمگني ،شود

0nازاي 0nي همگن بيشتر است و به ازاي ماده كره نسبت به جابجايي> روند .  كمتر است<

 تغييرات در راستاي nي مقادير باشد به طوري كه براي همهتغييرات تقريبا مشابه با حالت همگن مي

 nهاي نزديك به جدار خارجي شيب تغييرات با افزايش  در لايهباشد و تقريبا صعودي ميشعاعي

  .يابدكاهش مي

)كره تحت فشار داخلي وخارجي )د )o ip p p=   انتقال حرارت پايدارو  =

در  جـداره،  در طـول      شـعاعي  جابجـايي   تغييرات تنش شعاعي، تـنش محيطـي و        اين شرايط براي  

  . شده استآورده)  15-3(تا ) 13-3(هاي شكل

  

)  كره تحت انتقال حرارت جداره امتدادتغييرات تنش شعاعي در: (/� ( .-, )o ip p p= = 



 1/

  

)  كره تحت انتقال حرارت جداره امتدادرتغييرات تنش محيطي د: �/� ( .-, )o ip p p= = 

  

)  كره تحت انتقال حرارت جداره امتداد در شعاعيجابجايي: */� ( .-, )o ip p p= = 



 1�

هـايي كـه بـه       براي لايـه   n افزايش ثابت ناهمگني     ،شود مي مشاهده) 13-3(همانطور كه در شكل     

هايي كـه بـه سـطح    اما براي لايه. شودميتنش شعاعي  ي اندازه زايشباعث اف  ،سطح داخلي نزديكترند  

1.27rي تقريبي   در فاصله . شودخارجي نزديكترند باعث كاهش تنش شعاعي مي        تنش شعاعي بـه     =

0n به سمت مقدارتنش شعاعي در حالت همگن      nازاي تمامي مقادير     -همچنين مي.  كند ميل مي=

 لـذا مطـابق ايـن    .شوندتوان ديد كه در اين شكل شرايط مرزي در سطح داخل و خارج كاملا ارضا مي       

0nشكل براي    هاي نزديك به جدار داخلي تنش شعاعي بزرگتـري نـسبت بـه     تنش شعاعي در لايه   >

 كوچكتري نسبت به حالت  تنش شعاعي،هايي كه به سطح خارجي نزديكترندحالت همگن و براي لايه

0nو براي . شودهمگن ايجاد مي   .شودعكس اين شرايط مشاهده مي<

در  در ايـن شـكل  . تغييرات تنش محيطي در راستاي ضخامت آورده شده اسـت    ) 14-3( در شكل   

شـود   ها ايجاد ميين لايهكه به صورت تنش فشاري در ا تنش محيطي ياندازه و خارجي  سطح داخلي 

 تـنش   يانـدازه وضعيت معكوس شـده و    هاي مياني   لايهدر حالي كه براي     . يابدميكاهش   nبا افزايش   

 بـه سـمت   nدر دو نقطه  تنش محيطي به ازاي تمـامي مقـادير   . يابدميافزايش  nمحيطي با افزايش   

0nمقدارتنش محيطي در حالت همگـن      هـاي  كنـد، كـه ايـن نقـاط بـه ترتيـب در بـازه        مـي   ميـل  =

1.1 1.15r< 1.35و   > 1.40r< 0n لذا براي    .قرار دارند > هاي نزديك به جـدار داخلـي و         در لايه  >

كوچكتري  طييهاي مياني تنش محخارجي تنش محيطي بزرگتري نسبت به حالت همگن،  براي لايه

0nو براي . شودنسبت به حالت همگن ايجاد مي   .شودعكس اين شرايط مشاهده مي<

-همانطور كه مشاهده مي.  در راستاي ضخامت آورده شده استجابجاييتغييرات ) 15-3(در شكل 

  .شود شعاعي ميجابجاييافزايش  باعث nثابت ناهمگني كاهش ، شود

  FG تنش موثر در مواد  توزيعبررسي  -3-8

چهـار  نمودارهـاي مربـوط بـه تـنش مـوثر بـه صـورت زيـر در                   )52-2( يبا درنظر گرفتن رابطـه    

)حالت )0o ip p= =، ( )0,o ip p p= =  ،( ), 0o ip p p= )و  = )o ip p p= در شرايطي كـه كـره      =



 1)

      نـسبت بـه فـشار       ميـسز فـن مقـادير تـنش      .اسـت آورده شـده   قـرار گيـرد،      رانتقال حرارت پايدا  تحت  

80( )p MPa=شده استبعد  بي.  

  

 فن ميزستنش تغييرات : +/� ( .-,
eff

σكره تحت انتقال حرارت جداره امتداددر  ( 0)i op p= = 

  

)  كره تحت انتقال حرارتداره ج امتداددر سزتنش فن ميتغييرات : 1/� ( .-, ; 0)i op p p= = 



 1�

  

)  كره تحت انتقال حرارت جداره امتداددر فن ميزستنش تغييرات : 2/� ( .-, 0; )i op p p= = 

  

)  كره تحت انتقال حرارت جداره امتداددر فن ميزستنش تغييرات : 3/� ( .-, )i op p p= = 



 1*

 در شرايطي كه كـره تحـت انتقـال      در راستاي ضخامت    ميزس فنتغييرات تنش   ) 16-3(در شكل   

 كـره در  n به ازاي تمامي مقادير ،شود همانطور كه مشاهده مي  .آورده شده است  حرارت خالص  باشد،     

0nدر حالت همگن  آنمقداربه جدار داخلي    در جدار ميـاني داراي كمتـرين مقـدار    .  ميل مي كند=

شـود بـه    صفر مـي فن ميزساي را كه در آن تنش توان لايه ميnبا افزايش   . شودبر صفر مي  خود و برا  

 در  فن ميـزس  تنش   توان مشاهده نمود كه   همچنين از اين شكل مي     .سمت جدار داخلي هدايت نمود    

0nجدار خارجي براي  0n بزرگتر از حالت همگن و براي >   . باشد كوچكتر از حالت همگن مي<

 در شرايطي كه كـره تحـت فـشار          در راستاي ضخامت   فن ميزس  تغييرات تنش    )17-3(در شكل    

0nدر اين شكل  براي       .آورده شده است   باشد،   انتقال حرارت پايدار  داخلي و     در  فـن ميـزس    تنش   ≥

1nي كه براي در حال. يابدراستاي ضخامت كاهش مي    در فن ميـزس  وضعيت معكوس شده و تنش ≤

0يتنش محيطي در بازه.  يابدراستاي ضخامت افزايش مي 1n< داراي كمترين تغييرات در راستاي >

در . اي است ويژهها امتيازباشد كه از نظر كنترل تنش در اين نوع سازهضخامت است، و تقريبا ثابت مي

1.20ي تقريبي   فاصله 1.25r< فـن   به سمت مقـدارتنش      n به ازاي تمامي مقادير      فن ميزس  تنش   >

0n در حالت همگن   ميزس توان مـشاهده نمـود كـه تـنش     همچنين از اين شكل مي.  ميل مي كند=

0nمحيطي به ازاي     ي خـارجي جـداره،      همگن و در نيمـه     مادهي داخلي جداره، بيشتر از       در نيمه  >

0nو براي   . ي همگن است  مادهكمتر از    ي  همگن و در نيمه    مادهي داخلي جداره، كمتر از       در نيمه  <

  .ي همگن استمادهخارجي جداره، بيشتر از 

 در شرايطي كـه كـره تحـت فـشار       در راستاي ضخامت   زسفن مي  تغييرات تنش    )18-3(در شكل   

به  فن ميزس تنش شودهمانطور كه مشاهده مي .آورده شده است باشد، انتقال حرارت پايدارو خارجي 

0nازاي   ي مـاده از  كمتـر   ي خـارجي جـداره،      از همگن و در نيمه    بيشتر  ي داخلي جداره،     در نيمه  >

0nبراي و. همگن است ي خارجي  همگن و در نيمهمادهاز كمتر ي داخلي جداره،  بر عكس در نيمه<

1.12ي تقريبي   در فاصله  .ي همگن است  مادهبيشتر از   جداره،   1.15r< بـه ازاي    فـن ميـزس    تنش   >



 1+

0nدر حالت همگن   فن ميزس  به سمت مقدارتنش     nتمامي مقادير    همچنين از اين    . ميل مي كند   =

 همـوارتر  n در راستاي ضخامت  بـا افـزايش      فن ميزس تنش    تغييرات توان مشاهده نمود كه   شكل مي 

   .ده و تغييرات كمتري داردش

 در راستاي ضخامت در شرايطي كـه كـره تحـت فـشار          فن ميزس تغييرات تنش   ) 19-3(در شكل   

ي در اين شكل در سطح داخلي انـدازه .  باشد، آورده شده استال حرارت پايدار انتق و   داخلي و خارجي  

- در حالي كه در جدار خارجي عكس اين مطلب اتفاق مي.يابد كاهش ميnبا افزايش  ميزس  فنتنش  

بـه ازاي   ميـزس   نقطـه  تـنش فـن      در دو   . يابد افزايش مي  فن ميزس ي تنش    اندازه nافتد و با افزايش     

0n در حالت همگن   ميزس به سمت مقدارتنش فن    nتمامي مقادير    كند، كه اين نقـاط بـه        ميل مي  =

1.1هـاي   ترتيب در بازه   1.15r< 1.35 و   > 1.40r< همچنـين در جـدار ميـاني داراي    . قـرار دارنـد   >

  . شودكمترين مقدار خود و برابر صفر مي

    با بارگذاري مكانيكيFGلمان محدود در تحليل مواددقت ا بررسي  - 3-9

 تطبيق بسيار خوبي ميان نتايج حاصل از دو روش وجود           ،ها مشاهده شد  همانطور كه در نتايج و شكل     

هـاي   كره در  محدود   و روش المان  ) دقيق(در اينجا به عنوان نمونه نتايج عددي دو روش تحليلي         . دارد

بـراي دو    براي چند مقدار دلخواه از شعاع كره در جداول زير             پايدار انتقال حرارت  و   تحت فشار داخلي  

1nحالت  = 1n و −   . آورده شده است=

باشـد  مي محدود ي درصد خطا ميان نتايج تحليلي و المان          نشان دهنده    Error%در اين جداول    

   :ودشي زير تعريف ميكه مطابق رابطه

)3 -45(  
.

% 100
.

Anal FEM
Error

Anal

−
=  
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1nي نتايج تحليلي و المان محدود براي  مقايسه: 1-3جدول =   كره تحت انتقال حرارت −

i

T

T
 *1000ru r

p

σ
 

p

φσ
 

r Type 
Value %Err value %Err Value %Err value %Err 

Anal. 1.00000 0.66977 -1.00000 0.67776 
1 

FEM 1.00000 
0 

0.66981 
0.00572 

-0.99961 
0.03888 

0.67972 
0.28864 

Anal. 0.81036 0.64972 -0.73310 0.76688 
1.0875 

FEM 0.81052 
0.01902 

0.64970 
0.00311 

-0.73328 
0.02460 

0.76672 
0.02103 

Anal. 0.61148 0.62312 -0.48683 0.81198 
1.1875 

FEM 0.61162 
0.02158 

0.62311 
0.00099 

-0.48699 
0.03391 

0.81187 
0.01272 

Anal. 0.42870 0.59488 -0.29169 0.82416 
1.2875 

FEM 0.42881 
0.02658 

0.59489 
0.00024 

-0.29184 
0.04892 

0.82410 
0.00791 

Anal. 0.25959 0.56649 -0.13687 0.81890 
1.3875 

FEM 0.25968 
0.03682 

0.56650 
0.00114 

-0.13699 
0.08734 

0.81885 
0.00549 

Anal. 0.08333 0.53548 0.00000 0.80236 
1.5 

FEM 0.08333 
0 

0.53550 
0.00241 

0.00009 
---- 

0.80867 
0.78734 

  

1nي نتايج تحليلي و المان محدود براي  مقايسه: 2-3جدول   كره تحت انتقال حرارت =

i

T

T *1000ru 
r

p

σ
 

p

φσ
 r Type 

value %Err value %Err Value %Err value %Err 

Anal. 1 0.51872 -1 0.13829 
1 

FEM 1 
0 

0.51883 
0.02139 

-0.99997 
0.00300 

0.13673 
1.1281 

Anal. 0.74516 0.51197 -0.80773 0.34923 
1.0875 

FEM 0.74574 
0.07679 

0.51216 
0.03757 

-0.80785 
0.01459 

0.34901 
0.06286 

Anal. 0.52008 0.50288 -0.60100 0.59547 
1.1875 

FEM 0.52050 
0.07952 

0.50307 
0.03858 

-0.60109 
0.01497 

0.59540 
0.01202 

Anal. 0.34538 0.49172 -0.40338 0.84718 
1.2875 

FEM 0.34568 
0.08746 

0.49192 
0.03975 

-0.40343 
0.01273 

0.84724 
0.00693 

Anal. 0.20707 0.47815 -0.21159 1.10446 
1.3875 

FEM 0.20729 
0.10594 

0.47835 
0.04110 

-0.21159 
0.00287 

1.10464 
0.01601 

Anal. 0.08333 0.45973 0 1.40083 
1.5 

FEM 0.08333 
0 

0.45992 
0.04140 

0.00006 
------ 

1.39179 
0.64545 

  

ي كـامپوزيتي در    لايـه  20 المان محدود تغييرات خواص مكانيكي را با تقريب          تحليلرچندكه در   ه

شود، خطاي ميان نتايج دو روش تحليلي و  اما همانطور كه مشاهده مي،ايممدل مورد نظر اعمال نموده

اخلـي  محيطـي در جـدار د     كه بيشترين خطا مربوط به تنش     طوريبه  .المان محدود بسيار اندك است    



 12

توان در شرايطي كـه شـكل هندسـي مـسئله يـا      لذا مي. كندتجاوز نمي% 1,5باشد كه مقدار آن از     مي

 . از روش المان محدود با دقت مناسبي بهره جست، باشدبارگذاري پيچيده

  



  4 فصل

  

   FGMهاي كروي چرخان  تحليل الاستيك پوسته
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  مقدمه  -1- 4

لذا كره . كه تحت فشار داخلي قرار دارد بررسي شده است چرخاني جدارضخيم  يك كرهفصلدر اين 

ز  در ايـن فـصل ني ـ      محورهـاي مختـصات   . گيرد قرار مي  در واقع تحت بارهاي حجمي حاصل از دوران       

 لذا بدليل ماهيت اين نوع بار، كره تقارن خود را در راسـتاي           ،شودمطابق فصول قبل در نظر گرفته مي      

φ هاي محيطي در نتيجه در اين حالت تنش  ، دست خواهد داد   ازθσ النهاري و نصفφσ   بـا يكـديگر 

 FG كـره از مـواد      جـنس بـا در نظـر گـرفتن        . شوده و در طول جداره تنش برشي ايجاد مي        برابر نبود 

ديفرانسيل كوپل شده بـا مـشتقات       ك دستگاه از معادلات     معادلات ناوير ي  معادلات تعادل و در نتيجه      

  . باشندي ميجزي

 قـسمت نـوع     ايـن  ارائه شـده در دو فـصل قبـل اسـتفاده كـرده و در                 FEMدر اين فصل از مدل      

 بررسـي اثـر ثابـت نـاهمگني و همچنـين اثـر              گذاري حجمي تغيير داده شده اسـت، و        به بار  بارگذاري

  .  شده استارائه ابجاييج توزيع تنش و دربارگذاري حجمي 

  FGM هاي چرخان فرمول بندي كره  - 2- 4

 كـه بـصورت   rبعـد   و شـعاع بـي   b و شـعاع خـارجي       aي جدار ضخيم، با شعاع داخلي       يك كره 

R
r

a
  .شود گرفته مي دارد، درنظرb وa مقداري ميان R نرماليز شده كه در آن=

)براي تحليل فوق دستگاه مختصات       , , )R φ θ      باشد در نظر گرفته شـده      كه مبدا آن مركز كره مي-

ي جـدار ضـخيم در حالـت    جاد شـده در اثـردوران يـك كـره    بررسي تنش هاي اي  دراين قسمت   . است

  . شده استارائه) شود ميچنانچه در شكل زير مشاهده (zالاستيك حول محور

  :عبارتنداز، شودنظر گرفته ميفرضياتي كه دراين قسمت در

در  وشود به صورت يكنواخـت         كه در سطوح داخلي و خارجي كره اعمال مي          بارگذاري فشاري  -1

 .باشد شعاعي ميراستاي



 

 2/

كه در آن   . باشدمي همسانگرد ناهمگن و  جنس كره ازمواد   FGMهاي كروي    در تحليل پوسته   -2

خواص مكانيكي به جز ضريب پواسون در راستاي ضخامت كره به صورت تـابعي تـواني از شـعاع كـره                  

  كندتغيير مي

  . ثابت مي باشداي زاويهبا سرعت و zدوران حول محور  -3

  .ستنشان داده شده ا) 1-4(مختصات در شكلهاي ره نسبت به محوري كهندسه

 

 مختصات كروي: /� � .-,

0uθبه دليل تقارن در هندسه كره و بار گذاري متقارن   .مي توان نوشت =

)4 -1(  0
θ

∂
=

∂
  

گون تبديل شده ولذا ه بيضي كره ب،شوداما با توجه به اينكه بارگذاري دوراني نيز بر كره اعمال مي

). كره تقارن ندارد،انهاريدر راستاي نصف 0)
φ

∂
≠

∂
  

  شود در يك كره ي جدار ضخيم به صورت روابط زير ارائه ميجابجايي بردارلذا تانسور تنش و

)4 -2(   
0

0

0 0

r r

ij r

φ

φ φ

θ

σ τ

σ τ σ

σ

 
   =   
  
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)4 -3(  [ ]
0

r

i

u

u uφ

 
 

=  
 
 

  

شعاع كره به صورت   به صورت تابعي تواني از FG براي مواد    دانسيتهو  سيته  تغييرات مدول الاستي  

  :شودزير فرض مي

)4 -4(  1 4( ) , ( )n n

i iE r E r r rρ ρ= =  

كه در آن و   
1 4,n n   1 با جايگذاري    .باشند ثابت ناهمگني ميr تـوان   ي بالا مـي   در رابطه =

iEو
iρ  را 

همچنـين   .باشـند را بدسـت آورد    كه به ترتيب مدول الاستيسيته و دانسيته در جدار داخلي كـره مـي             

  .شودضريب پواسون ثابت در نظر گرفته مي

  تحليل المان محدود  - 3- 4

گذاري حجمي گذاري به باردرنظر گرفته در اين قسمت نوع بار را 2 ارائه شده در فصلFEMمدل 

  .يابدتغيير مي

بارگذاري فشاري در سطح  -الف. است لذا براي اعمال شرايط مرزي دو نوع بارگذاري لحاظ شده

اي در راستاي كه در آن بردار سرعت زاويه) دوراني( بارگذاري حاصل از نيروي حجمي- كره بيداخل

zي تقارن در راستاي گذرد بواسطهكره مياز مركز مربوط به مرز افقي كه امتداد آن هاي گره.باشد مي

  .عمودي مقيد شده اند

)ميسز در مدل را تحت فشار داخلي فنهاي  تغيير شكل و توزيع  تنش2-4شكل 80 )p MPa= 

1000اي دهد، كه در آن كره با سرعت زاويهنشان مي / ecRad Sω در اين شكل . كند دوران مي=

)مگني ثابت ناه 1..2) 1in i =   .  در نظر گرفته شده است=



 

 2)

  

 تحت فشار داخلي FGM  چرخاني  در كرهفن ميزستغييرات تغييرشكل و توزيع تنش : �� � .-,

  ي مورديبحث و مطالعه  - 4- 4

بـراي   .توان بـراي مثالهـاي مختلفـي بررسـي كـرد          حل المان محدود ارائه شده در اين فصل را مي         

0.04aي جدار ضخيم با شعاع داخلي رهي موردي يك ك   مطالعه m= 0.06 وشعاع خارجيb m= در 

200iEي كره در جدار داخلي بـه ترتيـب              مدول الاستيسيته و دانسيته   . شودنظر گرفته مي   GPa= 

37860و /i kg mρ 0.3νد كه ضريب پواسون برابر با       شو در نظر گرفته و فرض مي      = در يك  .  باشد =

فشار . شوددر نظر گرفته مي  ا هم برابر     ب راي مدول الاستيسيته و دانسيته    ثابت ناهمگني ب   حالت خاص، 

)برابـــر بـــا لـــي يكنواخـــت داخ 80 )p MPa=ثابـــت و برابـــر اي فـــرض شـــده و ســـرعت زاويـــه

1000با / ecRad Sω   .شوددر نظر گرفته مي=

/ در راستاي ضخامت براي جابجايي تنش و )الف 4φ π=)ي چرخانفشار داخلي و كره(  

/به عنوان نمونه، براي      4φ π=     4(هاي  در  شكل   در راستاي ضخامت،     جابجايي تغييرات تنش و-

  . ده است شآورده) 8-4(تا ) 3



 

 2�

  

/تغييرات تنش شعاعي در راستاي ضخامت براي : (� � .-, 4φ π= 

  

/النهاري در راستاي ضخامت براي تغييرات تنش نصف: �� � .-, 4φ π=  



 

 2*

  

/تغييرات تنش محيطي در راستاي ضخامت براي : *� � .-, 4φ π= 

  

/ براي تغييرات تنش برشي در راستاي ضخامت: +� � .-, 4φ π=  



 

 2+

  

/ شعاعي در راستاي ضخامت براي جابجاييتغييرات : �1 � .-, 4φ π= 

  

/النهاري در راستاي ضخامت براي  نصفجابجاييتغييرات : �2 � .-, 4φ π=  

 تـاثير  جابجـايي  در توزيـع تـنش و     nشود ثابت نـاهمگني   ها مشاهده مي  همانطور كه در اين شكل    

باعث كـاهش   nكاهش) 8-4(و  ) 6-4(و  ) 3-4(هايطوري كه به عنوان مثال در شكل      به  . زيادي دارد 
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هـاي   در حالي كه بـراي تـنش       ،شودالنهاري مي  نصف جابجاييتنش شعاعي و تنش برشي و همچنين        

فزايش تنش در جدار خارجي  كاهش تنش در جدار داخلي و اهمنجربnنهاري كاهشلامحيطي و نصف

ي تغييـرات در     نحوه .شود شعاعي كاهش ثابت ناهمگني باعث افزايش آن مي        جابجاييو براي   شود  مي

النهاري در راستاي ضخامت مشابه تغييرات در راسـتاي محيطـي اسـت، هرچنـد از لحـاظ                  تنش نصف 

هـاي داخلـي و     تنش برشـي در مـرز     ) 6-4(مطابق شكل   . باشندقادير تنش با هم متفاوت مي     عددي م 

هاي مياني با افزايش ثابت ناهمگني مقـدار تـنش برشـي از لحـاظ انـدازه                 خارجي صفر بوده و در لايه     

  .يابدافزايش مي

1n در توزيع آن براي و فشارداخلي و اثر دورانجابجاييبررسي تغييرات تنش و ) ب =  

ي اثر دوران در توزيع آن ، و همچنين مطالعهφ در راستايجابجاييي تغييرات تنش و براي مطالعه

1nبا در نظر گرفتن    .استآورده شده) 11-4(تا ) 9-4 (هاي، شكل)به عنوان نمونه(=

   

1nالنهاري براي نصف  واعيتغييرات تنش شع: �3 � .-, = 
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1n محيطي براي  برشي وتغييرات تنش: 4/� � .-, =  

  

1n براي النهارينصف و  شعاعيجابجاييتغييرات : //� � .-, = 

بـه صـورت    φيها در راسـتا   جابجاييتغييرات تنش و     شودها مشاهده مي  همانطور كه در اين شكل    

البته اين نوع تغييرات بدليل پريوديك بودن بارهاي حجمي دور      . باشدتوابع سينوسي يا كسينوسي مي    

هرچند تغييرات تنش شعاعي بدليل شرايط مرزي در جدار داخلي و خارجي مـستقل              . از انتظار نيست  

هاي ميـاني افـزايش      به طور يكنواخت و پريوديك در لايه       φين تغييرات در راستاي    اما ا  ،باشد مي φاز  

 ، تغييراتـي سينوسـي و سـاير         uφالنهـاري  نـصف  جابجايي برشي و    توان گفت كه تنش   لذا مي . يابدمي

شرايط مـرزي   ) 9-4( مطابق شكل    .دارندφتاي شعاعي تغييراتي كسينوسي در راس     جابجاييها و   تنش
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-اما همانطور كه مشاهده مـي     . است بارگذاري فشاري داخلي در مورد تنش فشاري كاملا ارضا شده          در

تغييرات تنش محيطي در جدار داخلي در راستاي . شود بارگذاري دوارني اثر كمتري در اين تنش دارد

تـنش برشـي در جـدار    ) 10-4(در شـكل  . باشـد تغييرات آن در جدار خارجي ميالنهاري عكس   نصف

,0داخلي و خارجي صفر بوده و همچنـين در زوايـاي       / 2,φ π π=     در . مقـدار ايـن تـنش صـفر اسـت

/زواياي 4,3 / 4φ π π=تنش برشي بيشترين مقدار خود را دارد . 

ي تر نتايج عددي براي چند نقطه بحراني از كرهراي بررسي دقيقبه طور خلاصه در جدول زير ب

هاي  به تنشمربوطها مطابق نتايج اين جدول بزرگترين تنش.  چرخان تحت فشار آورده شده است

0φيباشد كه در جدار داخلي و در زاويهالنهاري ميمحيطي و نصف هاي مقادير تنش. دهد رخ مي=

0φالنهاري و محيطي در صفن اما همانطور كه در بخش قبل مشاهده شده با . باشد يكسان مي=

هاي هاي تنش و اثرات ثابت ناهمگني در توزيع مولفهتوجه به پيچيدگي تغييرات دو بعدي  در مولفه

  . كنداد را دشوار مي و كنترل تنش در اين موFGMهاي تنش، تصميم گيري براي طراحي سازه

 

1nهاي داخلي، مياني و خارجي براي  نتايج عددي تحليل كره در لايه-1-5جدول =  

 [ ]
r

MPaσ  [ ]MPa
θ

σ  [ ]MPa
φ

σ  

( )Radφ  inner middle outer inner middle outer inner middle outer 

          

0 -80 -24.741 0 91.690 69.176 52.082 91.690 69.176 52.082 

          

/ 4π  -80 -25.865 0 90.593 77.209 68.666 75.307 66.025 61.583 

          

/ 2π  -80 -26.989 0 89.497 85.243 85.250 58.925 62.874 71.084 
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  FG توزيع تنش موثر در موادبررسي   - 5- 4

ي چرخان به صـورت  ي تنش فن ميزس در يك كرهرابطه) 4-2(و  )49-2(يبا درنظر گرفتن رابطه   

  .باشدزير مي

)4 -5(  ( ) ( ) ( )
2 2 2 21

3
2

eff r r rφ φ θ θ φσ σ σ σ σ σ σ τ= − + − + − +  

 شده در بخش قبل نمودار مربوط       ارائهو همچنين با توجه به مطالب       )5-4(يبا درنظر گرفتن رابطه   

1n در حالتي كه  به تنش موثر   همانطور كـه در ايـن شـكل     .استآورده شده )12-4(در شكل  باشد=

,0 در جدار داخلي و در زوايـاي     فن ميزس بيشترين تنش    شودمشاهده مي  / 2φ π= و . دهـد  رخ مـي

,0خارجي و در زواياي     كمترين تنش در جدار      / 2φ π=  فـن  لذا بيشترين تغييرات تنش     . دهد رخ مي

,0 در راستاي ضخامت، در زواياي       ميزس / 2φ π=     و كمترين تغييرات تنش در راستاي ضـخامت، در 

/زاويه 4φ π= 0در زوايـاي     دار داخلي و در   ي بحراني در ج   لذا منطقه . افتداتفاق مي, / 2φ π=   قـرار 

 . بايست به آن توجه كردها ميدارد كه در طراحي اين نوع سازه

  

1n)ي چرخان تحت فشار داخليكره(  ميسز تنش فنتغييرات : �/� � .-, = 



  5 فصل

  

 هاي جدارضخيم چرخانتحليل ترموالاستيك كره
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  مقدمه  -5-1

 قرار انتقال حرارت پايداركه تحت فشار داخلي و تحت چرخان ي جدارضخيم  يك كرهفصلاين در  

 معـادلات تعـادل و در       FG كـره از مـواد       جنسبا در نظر گرفتن     . شوددارد مورد مطالعه قرار داده مي     

  . باشندي ميديفرانسيل كوپل شده با مشتقات جزيمعادلات ناوير يك دستگاه از معادلات نتيجه 

ه و در اين قسمت نوع بـار         ارائه شده در فصل قبل استفاده كرد       FEMلذا در اين فصل نيز از مدل        

 پرداختـه  جابجـايي  توزيع تـنش و  در، و به بررسي اثر ثابت       يابدگذاري، به بارگذاري حجمي تغيير مي     

  . شودمي

  FGM هاي چرخان فرمول بندي كره  - 5-2

 كـه بـصورت   rبعـد   و شـعاع بـي   b و شـعاع خـارجي       aي جدار ضخيم، با شعاع داخلي       يك كره 

R
r

a
براي تحليل فـوق     .شودگرفته مي  دارد، درنظر    b و a مقداري ميان    R نرماليز شده كه در آن     =

)دستگاه مختصات    , , )R φ θ      دراين قسمت به   . ستاباشد در نظر گرفته شده       كه مبدا آن مركز كره مي

 zي جدار ضخيم در حالـت الاسـتيك حـول محـور           بررسي تنش هاي ايجاد شده در اثردوران يك كره        

هاي مختـصات در    ي كره نسبت به محور    هندسه. پردازيممي) مي كنيم چنانچه در شكل زير مشاهده      (

  .ستانشان داده شده ) 1(شكل

  

 مختصات كروي: /� * .-,
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  :ايم عبارتندازفرضياتي كه دراين قسمت درنظرگرفته

 .باشددر راستاي شعاعي مي و بارگذاري فشاري -1

كه در آن . مي باشد دهمسانگر ناهمگن و مواد جنس كره ازFGMهاي كروي  در تحليل پوسته-2

خواص مكانيكي به جز ضريب پواسون در راستاي ضخامت كره به صورت تـابعي تـواني از شـعاع كـره                  

  .كندتغيير مي

 .گيردحالت پايدار صورت مي-درشرايط دما بعدي و انتقال حرارت به صورت يك-3

  .شود شرايط مرزي دمايي در سطح داخل و خارج به صورت كلي در نظر گرفته مي-4

  .ثابت مي باشد ايزاويهبا سرعت  و z دوران حول محور -5

0uθبه دليل تقارن در هندسه كره و بار گذاري متقارن   .مي توان نوشت و=

)5 -1(  0
θ

∂
=

∂
  

  .شود در يك كره ي جدار ضخيم به صورت روابط زير ارائه ميجابجاييلذا تانسور تنش و 

)5 -2(   
0

0

0 0

r r

ij r

φ

φ φ

θ

σ τ

σ τ σ

σ

 
   =   
  

  

  

)5 -3(  [ ]
0

r

i
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u uφ

 
 

=  
 
 

  

بـراي  دانـسيته   ضريب انبساط حرارتي، ضريب انتقال حرارت هدايت و         تغييرات مدول الاستيسيته،    

  .شودعاع كره به صورت زير فرض ميبه صورت تابعي تواني از ش FGمواد 

)5 -4(  31 2 4( ) , ( ) , ( ) , ( )
nn n n

i i i iE r E r r r r r r rα α λ λ ρ ρ= = = =  
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)كه در آن و    1..4)in i 1rبا جايگذاري   . باشند ثابت ناهمگني مي   = ، iEتـوان   ي بالا مي  در رابطه =

iα،iλو   iρ     ي، ضريب انبساط حرارتي، ضريب انتقال حرارت هـدايت   را كه به ترتيب مدول الاستيسيته 

همچنين ضريب پواسون ثابت در نظـر گرفتـه   . باشند را بدست آوردو دانسيته در جدار داخلي كره مي      

  . شودمي

  تحليل المان محدود  - 5-3

بـراي اعمـال   . يابـد حالت پايـدار تغييـر مـي   -لت دمااز حالت استاتيك به حانوع حل  در اين حالت    

 -بارگـذاري فـشاري در سـطح داخـل كـره ب           -الـف . اسـت زي سه نوع بارگذاري لحاظ شده     شرايط مر 

 -ج. باشـد  مي zاي در راستاي    كه در آن بردار سرعت زاويه     ) دوراني(بارگذاري حاصل از نيروي حجمي    

كـه  . توان با تعريف شرايط مرزي دمايي را به مدل اضافه كرد          بارگذاري حاصل از از كوپل دمائئ را مي       

 محيط و يا به صورت خاص با اعمـال  جابجاييوانند به صورت كلي با تعريف ضريب انتقال حرارت   تمي

  .باشند ميCAX8RHTهاي مورد استفاده در تحليل، از نوع المان. دما در سطح داخل و خارج باشد

 ي تقارن در راستايگذرد بواسطههاي مربوط به مرز افقي كه امتداد آن  از مركز كره مي گره

  .عمودي مقيد شده اند

 در مدل را تحت فشار داخلي سزهاي فن ميتغيير شكل و توزيع  تنش )2-5(لشك

( 80 )p MPa=300در آن دماي سطح داخلي دهد  نشان مي( )
i

T C
ο

   ودماي سطح خارجي =

25( )
o

T C
ο

)ثابت ناهمگني و  = 1..4) 1in i = اي و كره با سرعت زاويه.   در نظر گرفته شده است=

1000( / ec)Rad Sω   .كند دوران مي=



 

 3*

  

انتقال تحت فشار داخلي و  FGM   چرخانيدر كرهفن ميزس تغييرشكل و توزيع تنش : �� * .-,

 حرارت پايدار

  ي موردي بحث و مطالعه  - 5-4

براي  .ان براي مثالهاي مختلفي بررسي كردتوحل المان محدود ارائه شده در اين فصل را مي

0.04aي جدار ضخيم با شعاع داخلي ي موردي يك كرهمطالعه m= 0.06 وشعاع خارجيb m= در 

ي كره در جدار داخلي به مدول الاستيسيته ، ضريب انبساط حرارتي و دانسيته. شودنظر گرفته مي

200iEترتيب    GPa=161.2 و 10
C

ο
α −= 37860 و × /i kg mρ شود در نظر گرفته و فرض مي=

0.3νكه ضريب پواسون برابر با  در يك حالت خاص،ثابت ناهمگني براي مدول الاستيسيته و .  باشد=

با هم برابر ال حرارت هدايتي چنين ضريب انتقضريب انبساط حرارتي و هم

1 2 3 4( )n n n n n= = =   .شودفرض مي=

)برابر با  فشار يكنواخت داخلي  80 )p MPa=ثابت و برابر اي فرض شده و سرعت زاويه

1000با / ecRad Sω 300iTدماي سطح داخلي همچنين  .شوددر نظر گرفته مي= C
ο= و دماي سطح 

25oTخارجي دماي محيط C
ο=باشد.  

/ در راستاي ضخامت براي جابجاييبررسي تغييرات تنش و ) الف 4φ π=  



 

 3+

/به عنوان نمونه، براي  4φ π= 5(هاي  در  شكل در راستاي ضخامتجابجايي تغييرات تنش و -

  .  شده استآورده) 8-5(تا ) 3

  

/تغييرات تنش شعاعي در راستاي ضخامت براي : (� * .-, 4φ π= 

  

/النهاري در راستاي ضخامت براي تنش نصفتوزيع : �� * .-, 4φ π=)ي چرخان تحت فشارو دماكره(  
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/تنش محيطي در راستاي ضخامت براي توزيع : *� * .-, 4φ π=)ي چرخان تحت فشار و دماكره( 

  

/تغييرات تنش برشي در راستاي ضخامت براي : +� * .-, 4φ π=)ي چرخان تحت فشار و دماكره(  
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/ شعاعي در راستاي ضخامت براي جابجايي توزيع: �1 * .-, 4φ π=)ي چرخان تحت فشار و دماكره( 

  

/براي خامت النهاري در راستاي ض نصفجابجايي: �2 * .-, 4φ π=)ي چرخان تحت فشار و دماكره(  

 تـاثير  جابجـايي  در توزيـع تـنش و   nشود ثابت نـاهمگني ها مشاهده ميهمانطور كه در اين شكل  

باعـث كـاهش تـنش      nافـزايش ) 6-5(و  ) 3-5(هايبه طوري كه به عنوان مثال در شكل        .زيادي دارد 
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  باعـث  nافـزايش انهـاري   هاي محيطي و نـصف     در حالي كه براي تنش     ،شودشعاعي و تنش برشي مي    

 شعاعي افزايش جابجايي و براي شودافزايش تنش در جدار خارجي ميكاهش تنش در جدار داخلي، و 

 افزايش ثابت ناهمگني باعث )8-5( با توجه به شكل نين همچ.شود آن ميثابت ناهمگني باعث كاهش

  .شودميالنهاري افزايش جابجايي نصف

1n برايφ در راستايجابجاييبررسي تغييرات تنش و ) ب =  

1n، با در نظر گرفتن      φ در راستاي  جابجاييي تغييرات تنش و    براي مطالعه  ، )بـه عنـوان نمونـه     (=

  .استآورده شده) 14-5(تا ) 9-5 (هايشكل

  

1n براي النهاري نصف وتنش شعاعيتغييرات : �3 * .-,  )ي چرخان تحت فشار و دماكره(=
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1n محيطي براي  وتغييرات تنش برشي: 4/� * .-,   )ي چرخان تحت فشار و دماكره(=

  

1n براي النهارينصف و  شعاعيجابجاييتغييرات : //� * .-,  )ي چرخان تحت فشار و دماكره(=

.است) 11- 4(تا ) 9-4(هاي اين رفتار مشابه شكل



 

  6 فصل

  

   و پيشنهادهاگيري نتيجه
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  مقدمه  - 1- 6

هاي ايجاد شـده در اثـر انـواع     توزيع مناسب تنشتقارن در هندسه، قابليت دليل به ،مخازن كروي

به طوري كه اين . هستنديي برخوردار بالا مقاومتاز ) مكانيكي، دمايي و حجمي(هاي متقارن بارگذاري

-پوسته از گروه اين تحليل مختلف هاي روش به يابي دست. ها كاربرد فراواني در صنعت دارندنوع سازه

 .باشد مي همچنان و بوده صنعتگران نياز و پژوهشگران يعلاقه مورد نوع،مت هاي بارگذاري و ماده ، ها

هاي كـروي جـدار ضـخيم از مـواد همگـن و نـاهمگن تحـت تـاثير          رفتار پوسته،نامه پايان اين در

به فصول قبل بـه     گذرا  در اين فصل با نگاهي      . استهاي فشاري، دمايي و دوراني بررسي شده      بارگذاري

  . شود مير پيشنهاد كاي و پيشنهادهايي براي ادامهگيربندي و نتيجهبه جمعطور خلاصه 

  نتيجه گيري  - 2- 6

 اصل جمع آثاركه گيري كلي  به يك نتيجهتوانميده انجام شود    اي ميان روابط ارائه ش    اگر مقايسه 

به طوري كه به عنـوان مثـال چـون در         . هاي فشاري، دمايي و دوراني برقرا است، رسيد       براي بارگذاري 

 جابجـايي شود لـذا تـنش برشـي و          نصف النهاري ايجاد نمي    جابجاييبارگذاري حرارتي تنش برشي و      

هاي ي زير را پوسته   توان نتيجه لذا به طور كلي مي    . النهاري در اين دو فصل كانتور يكساني دارند       نصف

  :كروي الاستيك نوشت

تنش حاصل از + يتنش حاصل ازبارگذاري حجم+تنش حاصل از بارگذاري فشاري=تنش كلي

  بارگذاري حرارتي

 جابجـايي  + حاصل بارگذاري حجمي   جابجايي+  حاصل از بارگذاري فشاري    جابجايي= كلي جابجايي

  حاصل ازبارگذاري حرارتي

  :باشداين تحقيق نتيجه گرفت به شرح زيرمي توان ازمواردي كه ميبه طور خلاصه 



 

 /4) 

 مكانيكي در جدار داخلي زخواصهاي كروي تحت فشارخالص تنش فشاري مستقل ادر پوسته •

  .درحالي كه تنش محيطي و جابجايي وابسته استمي باشد، 

  .در بارگذاري هاي فشاري و دمايي، تنش محيطي عموما اثر غالب را دارد •

تواند باشد كه مي پارامتر بسيار مفيدي از نقطه نظر طراحي ميهاFGMثابت ناهمگني در  •

توان با استفاده از آن، توزيع همچنن مي. ص كنترل كندخاتوزيع تنش را براي يك كاربردي 

  . تنش را در راستاي جداره بهينه كرد، به طوري كه تغييرات تنش در آن حداقل ممكن باشد

 از دقت مناسبي برخوردار مي باشد، لذا روش المان محدود در تحليل مسائل مواد ناهمگن •

اري پيچيده باشد از روش المان محدود توان در شرايطي كه شكل هندسي مسئله يا بارگذمي

   .با دقت مناسبي بهره جست

 تاثير چشم گيري در توزيع تنش شعاعي FGMتغييرات ثابت ناهمگني درپوسته هاي كروي  •

ندارد در حاليكه اين تغييرات اثر قابل توجه اي در توزيع تنش هاي محيطي، نصف النهاري و 

و يا عت معكوس كردن روند تغييرات كاهشي برشي دارد به طوري كه در شرايطي حتي با

  . شودافزايشي در راستاي شعاعي مي

از آنجايي كه بارگذاري دوراني در راستاي شعاعي و نصف النهاري مولفه دارد لذا باعث ايجاد  •

در راستاي نصف النهاري النهاري شده و در نتيجه كره تقارن خود را جابجايي شعاعي و نصف

توان در اين شرايط كره را در حالت تقارن محوري در  همچنان مياما. دهداز دست مي

   .راستاي محيطي در نظر گرفت

-ميالنهاري به صورت پريوديك  در كره هاي چرخان در راستاي نصفجاييتوزيع تنش و جاب •

باشد به طوري كه اين توزيع در تنش هاي برشي و جابجايي نصف النهاري به صورت توابع 

  .ستمولفه ها به صورت توابع كسينوسي اسينوسي و ساير 



 

 /4� 

هاي تنش)  خصوصا تنش محيطي (النهاري هاي محيطي و نصفدر بارگذاري دوراني تنش •

هاي د نظر قرارگيرند در اين ميان تنششود كه بايستي در طراحي مبحراني محسوب مي

  .اهميت كمتري در طراحي برخوردار هستنداز برشي و شعاعي 

النهاري ر بارگذاري دوراني در راستاي نصفالنهاري دهاي شعاعي و نصفتغييرات جابجايي •

  .بسيار بزرگتر از مقدار آن در راستاي شعاعي است

اصل جمع آثار براي بارهاي مكانيكي، ترمومكانيكي و بارهاي حجمي در پوسته هاي كروي  •

FGMستالاستيك تحليل شود صادق اي  در صورتي كه در ناحيه.   

   هاپيشنهاد  -3- 6

  :توان به موارد زيراشاره كردمي توان پيشنهاد كردازكارهايي كه مي

) با زمانمتغير غير يكنواخت تحت فشار FGM حل كره- 1 , )p p tφ=  

) غير يكنواخت سه بعدي تحت فشار FGM حل كره - 2 , , )p p r φ θ=  

)تحت انتقال حرارت گذار FGM حل كره - 3 , )tφΘ = Θبا تغييرات نمايي خواص  

  ي چرخان تحت كوپل حرارتي وفشاريحل تحليلي كره- 4

  و دماي تحت فشار  كره الاستو پلاستيكحل- 5

  . به صورت نمايي تغيير كندمادهدر شرايطي كه خواص  FGMهاي چرخان از مواد تحليل كره- 6
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Abstract 

Thermo-mechanical analysis of functionally graded hollow sphere subjected to 

rotational, mechanical loads and one-dimensional steady-state thermal stresses is carried 

out in this study. The material properties are assumed to vary nonlinearly in the radial 

direction and the Poisson’s ratio is assumed constant. The temperature distribution is 

assumed to be a function of radius, with general thermal and mechanical boundary 

conditions on the inside and outside surfaces of the sphere. In the analysis presented 

here the effect of non-homogeneity in FGM thick sphere was implemented by choosing 

a dimensionless parameter, named ( 1..4)n ii = , which could be assigned an arbitrary value 

affecting the stresses in the sphere. It is observed that the results for ( 3) 1n ii = = −   are 

different from those obtained for other values of ( 1..4)n ii = . Cases of pressure, 

temperature and combined loadings were considered separately. Using FEM 

simulations, the analytical findings for FGM spheres under the influence of internal 

pressure and temperature gradient were compared to finite element results. Eventually, 

the finite element analysis was carried on the hollow rotational sphere which were 

considered general boundary conditions involving mechanical and tehemomechanical 

bounary conditions. It is concluded that by changing the value of ( 1..4)n ii = , the 

properties of FGM can be so modified that the lowest stress levels are reached. The 

present results agree well with existing results. Besides, the sopureposition laws are 

valided in the hollow FGM shperes. 

Key words: FGM, FEM, Hallow sphere, Thermoelastic, Rotational sphere. 
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