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 چکیده
ستم، کاهش عمر قطعات و گاهی نیز  سی سیاری از موارد باعث کاهش بازده کاری  شات زاید در ب ارتعا

ستم می سی ستا جاذبشود. منجر به از بین رفتن  شد و تا در همین را ساخته  سیاری  شی ب های ارتعا

های ارتعاشی یکی از موثرترین جاذبامروز پیشرفت های زیادی در این حوزه از مهندسی شکل گرفت. 

 Nonlinear های غیرخطی انرژی یا های مهندستتیِ روز جهان، چاهغیرفعالِ مورد استتتفاده در ستتازه

Energy Sinks(NES) ستند. یک ج صدم جرم ه سانرم کوچک با ابعادی حدود یک  صلی که به  گرنو ا

صل می صلی این نوع جاذبیک فنر غیرخطی مت شکیل میشود، اجزاء ا در این پایان نامه  دهند.ها را ت

سی  ستم با چاه غیرخطی انرژی براثر به برر سی شات دو  سان روی جذب ارتعا یک درجه آزادی  گرنو

به صورت پتانسیل محلی و دیگری به صورت ها ی اتصالات یکی از آنشود که نحوهخطی پرداخته می

سیل عمومی می شد. بپتان ستمبا سی ستفاده از قانون دوم نیوتون رای این کار معادلات حرکت دو   با ا

 ،از جمله مانوویچ چند تغییر متغیربا استتتفاده از  مدوله قوی پاستت  بررستتیشتتود. برای میاستتتخراج 

 هب تئوری اغتشاشات، های چندگانه درروش مقیاسبرای بدست آوردن پاس ،  ومعادلات را ساده کرده 

پاس  حالت آبشاری نیز با استفاده از چند تغییر متغیر و استفاده از بررسی  برای کار گرفته خواهد شد.

نیفولد نامتغیر نمودارهای م سپسروش بالانس هارمونیک، معادلات به روش تحلیلی حل خواهند شد. 

نمودارهای  در نهایت .برای هر دو حالت و هر دو سیستم بدست خواهد آمد و بررسی خواهد شد آهسته

 انرژی پتانسیل و جذب انرژی بدست خواهند آمد.

 

پاس  مدوله پتانسیل محلی و عمومی، ، منیفولد نامتغیر آهسته، چاه غیرخطی انرژی  :کلمات کلیدی 

قوی، پاس  حالت آبشاری، جذب انرژی سیستم غیرخطی
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 های پیشینمقدمه و مرور پژوهش 
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 مقدمه 1-1

سیاری از موارد به   ست اما در ب ستم ا سی شات معمولا نتیجه یک امر مفید یک  با این که ارتعا

یک پدیده زاید، نتیجه نامطلوبی را در پی خواهد داشتتت. ارتعاشتتات زاید در بستتیاری از موارد عنوان 

باعث کاهش بازده کاری ستتیستتتم، کاهش عمر قطعات و گاهی نیز منجر به از بین رفتن ستتیستتتم 

ستم های مکانیکی یکی از مهم شود.می سی سته  شات ناخوا سیاری از جذب ارتعا شکلات در ب ترین م

ست.  هایشاخه سی ا شی روبرو بوده اند. موتورهای مهند سائل ارتعا خودروها و هواپیماها همواره با م

رفت و برگشتیِ این وسایل، هر چند خوب و در شرایط بالانس طراحی و ساخته شود، باز هم به عنوان 

نوان شوند. در صورتی که تمهیدات ضد ارتعاشی در نظر گرفته نشود، )به عمنابع ارتعاشی شناخته می

شی از آن می شهای نا شد که تن شی خواهد  سبک قادر به تولید ارتعا تواند مثال( موتور یک هواپیمای 

به  توان به برهمکنش دو محیط اشتتاره نمود.منجر به حوادث وخیمی شتتود. از منابع دیگر ارتعاش می

سازه سیته اعمالی بر  ستی ست. های هوایی نیز از منابع عنوان نمونه، نیروهای آیروالا شی ا عمده ارتعا

شات در دیگ صورت عدم کنترل میر حوزهعلاوه بر آن ارتعا ست که در  سی تاثیرگذار ا تواند های مهند

یکی از مشتتهورترین حوادث ناشتتی از ارتعاشتتات زاید  به عنوان مثال به یک تخریب بزرگ بدل شتتود.

میلادی در اثر بادی با  0194باشتتتد که در ستتتال واقع در واشتتتنگتن آمریکا می 1مربوط به پل تاکوما

 (.1-1تصویر کیلومتر بر ساعت فروریخت ) 67سرعت 

                                                
1 Tacoma Bridge 
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 ما بعد از فروپاشی در اثر ارتعاشات ناشی از بادوپل تاک -1-1تصویر 

 

در باشد. بنابراین محاسبه، بررسی و جذب ارتعاشات زاید سیستم، امری بسیار لازم و اجتناب ناپذیر می

ستا جاذب شرفت های زیادی در این حوزه از همین را شد و تا امروز پی ساخته  سیاری  شی ب های ارتعا

ستفاده از جاذب شان دهنده کاربردهای متنوع ا صاویر زیر ن شکل گرفت. ت سی  شاتی های مهند ارتعا

 باشد. می

 

 هااستفاده از جاذب ارتعاشاتی برای ضد زلزله کردن ساختمان -2-1تصویر 
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 استفاده از جاذب های ارتعاشاتی برای کنترل ارتعاشات پل -3-1تصویر 

 

 1پایه های جاذب ساخته شده برای پل گلدن گیت -1-4تصویر 

 

 استفاده از لرزش گیر برای حذف ارتعاشات مضر اخلال گر روی خلبان خودکار پهپاد  - 5-1تصویر 

                                                
1 Golden gate bridge 
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 ارتعاشات سیستمروش های کنترل  1-2

شوند که هر کدام در ها و تجهیزات متنوعی استفاده میبرای جذب ارتعاشات زاید یک سیستم از روش

ستفاده می شکال متفاوتی ا شات زاید کاربردها و ا شوند. در ادامه به معرفی چند روش برای جذب ارتعا

های خطی، رفعال، جاذبهای غیهای نیمه فعال، جاذبهای فعال، جاذبستتتیستتتتم از جمله  جاذب

 شود.پرداخته می های غیرخطی و چاه غیرخطی انرژیجاذب

 

 جاذب های غیرفعال 1-2-1

صورت شات به  شاتبرای  هاحله مهم ترین را یکی از غیرفعال اولین و کاهش ارتعا است   کنترل ارتعا

، خارجی هیاحتیاج به منبع تغذها در این نوع جاذب در ساده بودن آنهاست.ها آن که مزیت اصلی

از یک  اند تارتعاش غیرفعال عبار هایجاذب. باشتدنمیو دیگر وسائل گرانقیمت  ستنستورها ،کنترلر

که پاس  سیستم را به میزان بسیار زیادی کاهش  با میرایی جزئی سیستم کمکی جرم و فنر قابل تنظیم

قابل مشتتاهده  1-6تصتتویر در ، 1بریجمیراگر استتتوکهای غیرفعال با نام ای از جاذبنمونههند. دمی

 .[1]شوداستفاده میهای خرپایی های انتقال برق یا سازهها معمولا در کابلباشد. این نوع جاذبمی

 

 [1]بریجشکل نمادین و واقعی جاذب غیرفعال استوک - 6-1تصویر 

                                                
1 Stockbridge dampers 
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 های نیمه فعال جاذب 1-2-2

توسط المانهای غیرفعال انجام میپذیرد. اما خواص المانها را ، کاهش ارتعاشتتتات در این جاذبها

ها اگر های کنترل الکتریکی و کنترل مغناطیسی به کار رفته در این جاذب سیستمتوان بهبود داد. می

در این اما نیروهای خارجی سهمی در تغییر ایزوله سازی یه سیستم های کنترلی فعال هستند، چه شب

ضعیف ندارند. درواقع ایزولاتور نیمه فعال به یک سیستم غیرفعال و یک سیستم کنترلی فعال ها جاذب

ضرایب المانبه منبع تغذیة ضعیف خارجی با توجه که شود اطلاق می ستی  ستم بای سی   تصحیحهای 

میدان مغناطیسی بر  کند، تغییر میدر این جاذبها وقتی میدان الکتریسیته یا ویسکوز سیال شتتوند. 

 ینامیکی خواهد بود.قادر به کنترل رفتار دو سیال اثر میگذارند 

 های فعالجاذب 1-2-3

د، شومیتولید ها و...( عملگر، موتورها)مانند نیرویی که توسط ابزارهای کنترلی از این نوع ایزولاتورها  

توان به  از جمله ویژگیهای این جاذب ها میکنند. برای کنترل ارتعاشتتات ستتیستتتم استتتفاده می

عدم تأثیرپذیری سیستم  ، در باند فرکانسی وسیعو عملکرد کارایی ، نیرومندی و انعطاف پذیری سیستم

بیشتتتر به تعمیر و و نیاز نیاز به تجهیزات جانبی ، پیچیده و پرهزینه بودن، کنترلی از شرایط محیطی

 آنها اشاره نمود.نگهداری 

 

 های خطیجاذب 1-2-4

ستتتاختار آن  های خطی درکه بتوان با معادلات خطی مدل ستتتازی کرد و یا تنها از المان هاییجاذب

نخستین جاذب ثبت  1ماهرگویند. جاذب خطی ارائه شده توسط فِهای خطی میاستفاده کرد را جاذب

                                                
1 Frahm 
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این جاذب با فراهم آوردن یک نیروی مساوی و مخالف نیروی محرک که  .[2]باشدشده از این نوع می

برای یک مثال مناستتب از  .کندشتتود، از ارتعاش در ستتیستتتم اصتتلی جلوگیری میستتبب ارتعاش می

آن  دربارهای اشاره کرد که مطالعات گسترده 1جرمی تنظیم شونده توان به جاذبهای خطی میجاذب

مشکل جاذب خطی وقتی ایجاد میشود که فرکانس نیروی تحریک ثابت نباشد و صورت گرفته است. 

ها  را بیشتر نماید. این سیستمجاذب در یک سری محدودة فرکانسی اثر معکوس داشته و دامنه ارتعاشات 

سبب کاهش دامنة ، کنندعلاوه بر اینکه قلة تشدید را در منحنی پاس  به دو قلة کوچکتر تقسیم می

 مقایسه در جرمی تنظیم شونده جاذب جرم .[4] ,[3]شوندپاس  سیستم در هر یک از قلهها نیز می

 ثانویه جرم در شدیدی نوسانات موجب اصلی سازه از انرژی انتقال درنتیجه است، کمتر اصلی سازه با

به  ، باشدمناسب نمیاغلب موارد از جاذب ارتعاش دینامیکی خطی فاقد دمپر در  استفادهشتتود. می

در فرکانس  ًثابت نیست. وقتی سیستم اصلی دقیقا تحریکخصوص در مواردی که فرکانس نیروی 

شود.  بسیار تیز می شیب منحنی رزونانس سیستم بعد از افزودن جاذب، طبیعی خود تحریک نشده است

تواند جاذب را به تقویت کنندة ارتعاش تبدیل  می، کوچک در فرکانس تحریک سپس حتی یک تغییر

شود و یک جایگزینی مابین کاهش بازدهی و کند. پهنای باند مؤثر توسط میرایی جاذب کنترل می

 باشد.قابل مشاهده می 7-1تصویر ای از کاربرد دمپر جرمی تنظیم شده در نمونهپهنای باند وجود دارد. 

 

 شمایی از دمپر جرمی تنظیم شده به کار رفته در بزرگترین برج تلوزیون جهان در ژاپن - 7-1تصویر 

                                                
1 Tuned Mass Damper (TMD) 
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 جاذب های غیرخطی 1-2-5

شد،  بنا به مواردی که پیش از این شاره  ستمدر ا یا که فرکانس نیروی محرک ثابت نباشد هایی سی

بنابراین نیاز به  کرد. های خطی استفاده توان از جاذبباشد، نمیهای مختلف ای از فرکانسشامل دسته

ند، های تحریک طراحی جاذبهایی که در گسترة وسیعی از فرکانس گذار منجر به مطالعه  تاثیر 

 باشند.جاذبهایی شد که دارای مشخصههای غیرخطی می

 

 [21]نمودار نیرو بر حسب جابجایی در فنر خطی و غیرخطی - 8-1تصویر 

نمایش   8-1تصویر مشکی پر رنگ در خط یک صورت به را در نظر بگیرید که  𝐾1فنر خطی با ضریب 

تا به نقطة تعادل  شتود میجابهجا  𝛿𝑠𝑡فنر به اندازة ، فنر گذاشته شودروی داده شده است. اگر جرم 

شیب  ، کند ∆𝓍برسد. اگر جرم بارگذاری شده حول نقطة تعادل استاتیکی شروع به اغتشاش به اندازة 

گردد. در این حالت سفتی  در حالت فنر خطی مطرح می، بخش از منحنی به عنوان سفتی دینامیک این

کرد تا وقتی توان طوری طراحی ثابت نیست و تابعی درجه سوم از جابه جایی است. فنر غیرخطی را می

صویر فنر خطی در در به آن اثر کند همان جابهجایی استاتیکی را که  wبار  صورت خطچین  به  8-1ت

اختلاف اصلی بین حالت خطی و غیرخطی برای اغتشاشات  بگذارد. به نمایش ، نشان داده شده است
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ستاتیک طی داراتوان گفت که فنر غیرخمی  ∆𝓍حول نقطه تعادل است. در گسترة تغییر  سفتی ا ی 

 .]5[1باشدمیسفتی دینامیکی کمتری  بیشتر و

 2چاه غیرخطی انرژی 1-2-6

باشد که با استفاده از های جذب ارتعاشات زاید و از نوع غیر فعال میچاه غیرخطی انرژی یکی از روش

گیرد. این نوع جاذب در دهه گذشته به صورت گسترده مورد مطالعه قرار های غیرخطی شکل میالمان

گیرد که به آن انتقال روش یک انتقال انرژی به صورت یکطرفه صورت می گرفته است. در واقع در این

ستممی 3انرژی هدفمند سی سیار کوچک گویند.  ستفاده در این روش معمولا از یک جرم ب های مورد ا

شده شکیل  صلی، فنر غیرخطی و دمپر)خطی یا غیرخطی( ت سبت به جرم ارتعاش کننده ا صویر اند )ن ت

 الف(. اما چاه غیرخطی انرژی در طی زمان در اشکال و کاربردهای متفاوتی استفاده شده است. – 1-9

به   و غیرمتصل)پتتتانستتتیتتل محلی( 4های متصل به زمینتوان به دستهچاه های غیرخطی را می

دارای میرایی خطی  ، هموار و غیرهموار، یک درجه آزادی و چند درجه آزادی)پتانسیل عمومی(، 5زمین

 .[5]نمودو میرایی غیرخطی تقسیم بندی 

 

 [21]الف( چاه غیرخطی غیرمتصل به زمین. ب( چاه غیر خطی متصل به زمین -انواع چاه غیرخطی انرژی -9-1تصویر 

                                                
1 High Static Low Dynamic Stiffness (HSLDS) 
2 Nonlinear Energy Sink (NES) 
3 Targeted Energy Transfer (TET) 
4 Grounded Nonlinear Energy Sink (GNES) 
5 Ungrounded Nonlinear Energy Sink 
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ندیچاه مان ب ندی می نیز های غیرخطی انرژی را بر حستتتب انواع ال چاه تقستتتیم ب ند.  کن

سه به یک  1غیرخطی انرژی نوع اول سط فنر غیرخطی درجه  ست از یک جرم کوچک که تو شکل ا مت

سوم ست. چاه غیرخطی انرژی نوع  شده ا صل  ساختار نوع  2ساختار خطی یک درجه آزادی مت همان 

باشد در نوع خطی میاول را دارد که به یک سیستم دو درجه آزادی متصل شده است. دمپر در این دو 

غیرخطی استتتت. نوع دیگری از چاه غیرخطی انرژی با نام  3انرژی نوع دوم حالی که در چاه غیرخطی

شی شی 4ایضربه-ارتعا شرایط و  5)غیرهموار( و نوع دیگری نیز با نام چرخ وجود دارد که هر یک در 

 .[7] ,[6]شوندکاربردهای متفاوتی استفاده می

 
 [21]ضربه ای(-الف( چاه غیرخطی هموار. ب( چاه غیرخطی ناهموار)ارتعاشی -10-1تصویر 

ستم ها معمولا  سی سبات این نوع  شات زابرای انجام محا شا ستفاده می  6تئوری اغت و  شودا

های وجود جرم بسیار کوچک در این سیستم ابزاری برای استفاده از این تئوری است. در این سیستم

ودة محددر هستند تا در ین قاابنابرو شته اندی برتر، تشدیدهای فرکانس، هیچ کدام از کاملاً غیرخطی

و کنند ب جذژی نراری امقدد، هر موه و از لیه همفرکانس شداوسیستم ی هادبا مواه، لخودفرکانسی 

گر خطی  نبه نوساژی ورودی نراهند. هنگامی که دکاهش را کلی سیستم ژی نراسطح ، بدین ترتیب

خطی  غیرل تصااموضعی به ر که به طووب یک حل متنا، یعنی 7غیرخطیل نرماد یک مود، میشول عماا

                                                
1 NES Type I 
2 NES Type III 
3 NES Type II 
4 Vibro-Impact NES 
5 Rotary NES (Also labeled type IV NES) 
6 Perturbation theory 
7 Nonlinear Normal Mode (NNM) 



 

11 

 

بخش قابل توجهی  ده و فتاق اتفاانظر رد موژی نرل انتقا، اینابنابرد. ند تحریک شوامیتودد، میگرط مربو

ر به طوه و شدب گشت ناپذیر جذزباو یک طرفه ل، غیرفعارت به صو، لیهاوگر نعمالی به نوساژی انراز ا

غیرخطی  ه چاان نوبه عل، ل و این عمتصااین دد. امیگر تاً غیرخطی مستهلکورضرل تصااموضعی توسط 

 .[8]شودژی شناخته مینرا

شده،  را برتریهای چاه غیرخطی انرژی نسبت به جاذب دینامیکی خطی بنابر مطالعات انجام 

 توان در چهار مورد زیر بیان کرد: می

سیار کمتر بوده و همچنین می -1 ستم ب سی شکل  سان، تغییر  شرایط جذب یک توان از در 

 تری استفاده نمود.جسم کوچک

و در نتیجه قابلیت جذب ارتعاش در همسایگی  نتدارد فرکانس رزونانس قابل ترجیح   -2

در یک فرکانس سیستم به تنظیم ی نیازهمچنین و را دارد فرکانس طبیعی تحریک شده 

 نیست.خاص 

انجام برگشت ناپذیر  ًپمپاژ انرژی از سیستم اولیه به چاه غیرخطی انرژی به صورت کاملا -3

 گیرد.می

بالای انرژی ارتعاشی و کاهش دامنة سیستم تحت ارتعاش در محدودة   قابلیت جذب -4

 .[5]را داردفرکانسی وسیع از طریق انتقال هدفمند انرژی چند فرکانسی 

 

مطالعات اخیر نشان داده است که رژیم پاس  بسیار جالب توجهی در بین پاس  های سیستم 

نامیده شتده استت که به طور قابل توجهی در کاهش  1پاست  مدولة بستیار قوی ،وجود دارد. این رژیم

ستم مکانیکی  سی سانات تخفیف یافته را از طریق یک  ست. رژیم نو ستم مؤثر ا سی شات دینامیک  ارتعا

سانی ساده، که در  توانمی ساده به آ ستم مکانیکی  سی صویر درک کرد. این  شده  11-1ت شان داده  ن

                                                
1 Strongly Modulated Response (SMR) 
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استتتت، شتتتامل یک الاکلنگ بوده که یک ذخیره گر آب در یک طرف و یک وزنه در طرف دیگر آن 

باشد. وقتی مقدار آب از وزن وزنه در طرف دیگر بیشتر شود، طرفی از الاکلنگ که شامل ذخیره گر می

گردد. پریود . ستتتپس ذخیره گر آب تخلیه شتتتده و به مکان اولیه خود بازمیافتدآب استتتت پایین می

 .[5]نوسانات تخفیف یافته تابع نرخ آب ورودی و حجم آب در حالت تعادل می باشد

 

 [21]ذخیره آب در یک سمت و یک وزنه در سمت دیگر -یک اسیلاتور تخفیف یافته شامل یک الاکلنگ -11-1تصویر 

 

ای وجود دارد. یک نظریه ریاضی کم و بیش پذیرفته شدهیک  گرهای تقریبا خطی،برای نوسان

 سیستم یک درجه آزادی به فرم زیر در نظر بگیرید:

(1-1) 2

2
, ,0 1

x dx
x f x

t dt
 

   + =      
 

 

تواند به کار گرفته شود و هیچ راه حل مجانبی تقریبی کوچک نباشد، این تئوری نمی اگر 

ها باید به صورت عددی پیدا شوند. اگرچه یک استثناء برای توان یافت و جواببرای سیستم فوق نمی

 هایی از نوع زیر وجود دارد:سیستم

(1-2) 2

2
, ,0 1

x dx
f x

t dt
 

   =      
 

 

به سمت صفر، معادله  توان یک حل تقریبی پیدا کرد. با میل دادن برای این سیستم می 
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  آید:( بدست می1-3)

(1-3) 
, 0
dx

f x
dt

 
  =  
 

 

 

 از خوبی تقریب تواندمی اگرچه .پریودیک باشتتتد هایحل دارای تواندنمی خود خودی به معادله این

شد چرخه از زمانی بزرگ بازه کی در 3 معادله ستانه به اگر بنابراین .با سیم ایآ  دیگر این تقریب که بر

 .[5]کندمی تغییر زمانی کوتاه بازه کی در سرعت به x متغیر نباشد، معتبر

 مروری بر ادبیات فنی و کارهای پیشین 1-3

باشد. در های علمی میها و پروژهپژوهشبیش از یک قرن است که جذب ارتعاشات موضوع بسیاری از 

پیشرفت داشته و تخصصی گردیده است. در  ی ادبیات فنی در این زمینه تا حد زیادیاین مدت طولان

اشتتتاره ها، به معرفی بیشتتتتر ادبیات فنی حاکم بر چاه غیرخطی انرژی مقالات و پژوهشبا مرور ادامه 

 .شودمی

 

 سابقه موضوعی 1-3-1

 در جذب ارتعاشات هااولین پژوهشالف( 

مطرح شد. این جاذب تنها متشکل از یک  1909جاذب ارتعاشی برای اولین بار توسط فرهام در سال 

ستم دامن صفر کردنفنر و یک جرم بدون المان میرایی بوده که قادر به  سی ه ارتعاش در یک فرکانس 

 .[2]بود
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جاذب پهنای باند بهینه برای کاهش ارتعاش را با استتتتفاده از  1اورماندروید 1928در ستتتال 

کند بلکه بازه که معرفی میراگر نه تنها انرژی را تلف می دمپر ارائه داد. او نشتتتان داد-فنر-خطی جرم

 .[9]دهدفرکانسی که در آن دستگاه فعال است را افزایش می

به بررستتی ارتعاشتتات حالت دائم یک چاه انرژی غیرخطی  1988و همکاران در ستتال  2شتتاو

رداختند. در این راه از روش باشد، پمتصل به سیستمی که آن هم دارای فنر غیرخطی نوع دافینگ می

های چندگانه استتتتفاده کردند. آنها دریافتند که اگر فرکانس کاری جاذب، میانگین دو فرکانس مقیاس

 آید که باعث وجود همزمانهای سیستم بوجود میهایی در پاس طبیعی خطی سیستم باشد، ناپایداری

ا دامنه پایین و پایین آمدن کارایی ستتیستتتم های پریودیک بهای پریودیک با دامنه بالا و پاستت پاستت 

 .[10]شودمی

سیاواس سال  3نات ستمی که آن هم  1992در  سی صل به  یک چاه غیرخطی انرژی نوع اول مت

باشد را مورد بررسی قرار دادند. آنها اثر پارامترهای سیستم به روی نوع دافینگ می دارای فنر غیرخطی

های با فنر سخت و یا نرم دریافتند که استفاده از جاذبهای حالت دائم را نیز بررسی کردند. آنها پاس 

های بیش از فرکانس رزونانس اصتتلی باعث کاهش قابل توجهی در دامنه به ترتیب در محدوده فرکانس

شوند. همچنین دارا بودن سطح پایین میرایی و درجه غیرخطی و یا کمتر از فرکانس رزونانس اصلی می

های پریودیک و مشاهده ارتعاشات شبه کاهش پایداری پاس  بالا، منجر بهبالا و نیروی محرک با دامنه 

 .[11]شودپریودیک با دامنه بسیار بالا می

 

                                                
1 Ormondroyd 
2 J. Shaw 
3 S. Natsiavas 
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 بهینه سازی در چاه غیرخطی انرژی (ب

ولیه یک پارامترهای یک چاه غیرخطی انرژی نوع اول متصل به یک سیستم ا 1952در سال  1ربرسون

محرک به دست  درجه آزادی را به صورتی بهینه کرد که یک باند فرکانسی بزرگ برای فرکانس نیروی

 .[12]آید و در آن باند دامنه ارتعاش سیستم اولیه زیر یک نگه داشته شود

پارامترهای بهینه را برای یک چاه غیرخطی انرژی ارائه  1986 و همکارانش در ستتتال 2رایس

مورد بررسی قرار دادند.  ر را براساس فرکانس کاری سیستم،کردند و همچنین چگونگی انتخاب نوع فن

های هارمونیک تخریب ریآنها دریافتند که ستتیستتتمهای شتتدیداً غیرخطی دچار ناپایدا ،علاوه بر این

 .[13]شوندای میکننده

برای بدستتت آوردن پارامترهای بهینه  یک روش عددی 1987ان در ستتال و همکار 3وردانووج

ای مابین پارامترهای بهینه همچنین مقایستته . آنهایک چاه غیرخطی انرژی و جاذب خطی ارائه کردند

در حالت  رابدستتت آمده از این روش و پارامترهای بهینه بدستتت آمده با استتتفاده از نتایج کلاستتیک 

 .[14]جاذب خطی بررسی نمودند

جذب ارتعاش توسط چاه غیرخطی ارتعاشات را  2009و جندلمن در سال  4وستکایاستراست

درجه سه  میراگربا دمپر غیرخطی بررسی کردند. آنها به این نتیجه رسیدند که چاه غیرخطی انرژی با 

کنند. هرچند به در مقایستته با میراگرهای جرمی تنظیم شتتده، میزان انرژی تقریبا یکستتانی را دفع می

 .[15]های چند درجه آزادی نیز اشاره نمودندبرتری احتمالی چاه غیرخطی انرژی در سیستم

سال  5کیو شامل یک مرتعش خطی و یک  2018و همکاران در  ستم دو درجه آزادی  سی یک 

سی ن چاه غیرخطی انرژی ستم خاص برر سی سته را برای را در یک  مودند و نمودار منیفولد نامتغیر آه

 .[16]آن بدست آوردند. آنها در نهایت یک معیار برای طراحی بهینه چاه غیرخطی انرژی ارائه دادند

                                                
1 R. E. Roberson 
2 H. Rice 
3 I. N. Jordanov 
4 Y. Starosvetsky 
5 D. Qiu 
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 چاه غیرخطی انرژی میزان جذببررسی کارایی و  (ج

گر کوپل شده، که یکی از آنها شدیداً سیستم کاملاً نامتقارن شامل دو نوسان 2001در سال  1جندلمن

باشد را مورد بررسی غیرخطی با یک فرکانس خطی کوچک و دیگری خطی با فرکانس خطی بزرگ می

قرار داد. در این بررستتی نشتتان داده شتتد که به دلیل درجه بالای غیرخطی ستتیستتتم، انتقال انرژی از 

شود. همچنین مشخص شد که بازدهی این جاذب در دامنه یق رزونانس مادون هارمونیک انجام میطر

 .[17]دتوان از کنترل فعال استفاده نمویابد و برای غلبه بر این مشکل میبحرانی کاهش می

درجه آزادی با اتصال ضعیف به چاه غیرخطی  +1nمدل  2004و همکاران در سال  2واکاکیس

یافتند که چاه غیرخطی انرژی می ها در با هر مود در حال انرژی را مورد بررستتتی قراردادند. آن ند  توا

مقدار معینی از انرژی آن را طور غیرفعال  طور مجازی رزونانس کند و به رزونانس ستتیستتتم اصتتلی به

حال  جذب نماید و ستتتپس به مود بعدی برود و به این ترتیب به صتتتورت متوالی انرژی هر مود در

 .[18]رزونانس را جذب نماید

نشان داده شده که در چهار دهه اخیر و در  2005و همکاران در سال  3در تحقیقات کرسچن

عات گستتتترده های ای روی انتقال انرژی هدفمند و چاهحوزه جاذب های ارتعاشتتتی غیرفعال، مطال

شا انرژیغیرخطی  صل از این مطالعات ن ست. نتایج حا های ن دهنده بازدهی بالای چاهصورت گرفته ا

 .[19]باشددر جذب ارتعاشات می انرژیغیرخطی 

های ارتعاشی، امکان استفاده از با تحقیقاتی بر روی جاذب 2007جندلمن و همکاران در سال 

شکل چاه  سیدند که م سی کردند. آنها به این نتیجه ر شات برر چاه غیرخطی انرژی را در کاهش ارتعا

آنها باشد. میهای نیروی خارجی تاثیرگذار غیرخطی انرژی در این است که در طیف محدودی از دامنه

 .[20]دادند فعال را پیشنهاد -همچنین برای رفع این مشکل جاذب های نیمه

                                                
1 O. V. Gendelman 
2 A. Vakakis 
3 G.  Kerschen 
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غیرخطی انرژی در جذب  لبا تالیف کتابی به بررسی کام 2009واکاکیس و همکاران در سال 

های مکانیکی پرداختند و همچنین معیارهایی برای بررسی میزان جذب انرژی همراه ها و سازهسیستم

 .[21] ددنبا نمودارهای هر قسمت ارائه نمو

 

 های تحلیلی تقریبی در بررسی چاه غیرخطی انرژیاستفاده از روش (د

کوپل  های ارتعاشاتی غیرخطیبرای بررسی محاسبات سیستم یروشی تحلیل 2001در سال  1منوویتچ

 .[22]باشدمعرفی شده در این پژوهش یک تغییر متغیر مختلط می شده ارائه نمود. روش

سال  2واریگاد سوادکوهی در  سط چاه غیرخطی انرژی به  2011و  انتقال انرژی هدفمند را تو

صورت موازی  ستفاده از دو چاه غیرخطی انرژی به  سی نمودند. آنها ا شگاهی برر روش تحلیلی و آزمای

سی سی کردند که تق س  گذرا و اجباری برر ستفاده از یک چاه غیرخطی انرژی را در پا سه با ا م در مقای

ها در این ها، نیاز به سختی غیرخطی کمتر و بازدهی بالاتر از مزایای بررسی شده سیستم آنبهتر جرم

 .[23]مطالعه بودند

-ها با چاه غیرخطی انرژی از نوع ارتعاشتتیرفتار تحلیلی ستتیستتتم 2012جندلمن در ستتال 

ساده کننده ضربه ساس دو فرض  ست. وی این تحقیق را بر ا سی قرار داده ا ای )ناهمگن( را مورد برر

توان از انجام داد  اول این که جرم استتتفاده شتتده در چاه غیرخطی انرژی کوچک استتت و بنابراین می

نه استتتفاده کرد و دوم این که در برخی معادلات حل را به صتتورت پایدار در های چندگاروش مقیاس

 .[24]نظر گرفت

سال  3پتیترای شونده چاه غیرخطی انرژی و 2017و همکاران در  را در  جاذب جرمی تنظیم 

درجه آزادی  nهای سیستم چند درجه آزادی مورد بررسی قرار دادند و فرایندی برای بررسی سیستم

                                                
1 L. I. Manevitch 
2 B. Vaurigaud 
3 A. Tripathi 
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 چاه غیرخطی انرژیهای متفاوت به مقایسه ها و جرمضریب میراییها، همچنین در سختیارائه کردند. 

 .[25]رداخته استپ جاذب جرمی تنظیم شوندهو 

سیستم غیرخطی با دو حالت پایداری برای  کرسی یبه بر 2017در سال  2و رومئو 1حبیب

در تحلیل رفتار ارتعاشی سیستم  4در این پژوهش از روش بالانس هارمونیک پرداختند. 3حالت آبشاری

نمودارهای  جاذب جرمی تنظیم شونده،و  چاه غیرخطی انرژیمقایسه آنها ضمن  استفاده شده است.

 .[26]منیفولد نامتغیر آهسته مربوط به هر حالت را بدست آوردند

 

 کاربردهای چاه غیرخطی انرژیه( 

ارتعاشتتات کابل تحت جریان بادِ غیرخطی را به وستتیله چاه غیرخطی  2017و همکاران در ستتال  5گو

انرژی کاهش دادند و نشان دادند بهترین مکان برای قرارگیری چاه غیرخطی ارتعاشات برای کابل های 

 .[27]دوسر گیردار در مرکز آن است

سال  6برگوت ستفاده از چاه غیرخطی انرژی انرژی تیغه 2017و همکاران در  های بالگرد را با ا

سطح از نیرو  صب نمودند و آن را تحت چهار  کاهش دادند. آنها روی هر باله یک چاه غیرخطی انرژی ن

 .[28]بررسی کردند

اطلاعات کاملی در مورد کاربرد انواع چاه غیرخطی انرژی به  2008همکاران در ستتتال و  7لی

 .[8]عنوان یک جاذب غیرفعال بر جذب ارتعاشات ارائه نمودند

                                                
1 G. Habib 
2 F. Romeo 
3 Cascade mood 
4 Harmonic balance 
5 H. Guo 

6 B. Bergeot 
7 Y. S. Lee 
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سال  1ژانگ شوک حرارتی در تیر  کاهش 2017و همکاران در  صل از القای  دارای ارتعاش حا

جه چرخش محوری ند. نتی کاهش  ،را بررستتتی کرد کارایی آن در  چاه غیرخطی انرژی و  اثرکنترلی 

 .[29]دهدرا نشان می دارای چرخش محوریارتعاش تیر 

 

 استفاده از چاه غیرخطی انرژی در جذب ارتعاشات ناشی از زلزله (و

سال  ضلی در  شتری و اف ساختمان 1386شو سی رفتار  مندی از میراگر های بتنی در حالت بهرهبا برر

فرکانس سازه اصلی لرزه با جرمی تنظیم شونده نشان دادند به طورکلی تفاوت محتوای فرکانسی زمین

از ستتوی دیگر با توستتعه تغییر شتتکلهای پلاستتتیک در  .گرددباعث کاهش مطلوبیت جرمی متوازن می

ریزد به تعبیری به هم می را های شتتدید ستتختی تغییر کرده و تناستتب آن با پارامترهای میراگرزلزله

شتتونده نیز از بین خواهد  جرمی تنظیم لذا کارایی میراگر .شتتودتنظیم بین ستتازه و میراگر مختل می

تواند پاس  سازه های متوسط میرفت، همچنین میراگر جرمی درصورتیکه در بام نصب گردد در زلزله

را در گستتتره زمانی آن کاهش دهد و انرژی هیستتترزیس جذبی توستتط ستتازه کاهش خواهد یافت و 

طبقات دیگر نصتتب ، این خاصتتیت در میراگرهایی که در وارد خواهد شتتدخستتارت کمتری  طبیعتا

 .[30]شودگردند کمتر مشاهده میمی

جذب ارتعاشات با استفاده  لبا تالیف کتابی به بررسی کام 2010و همکاران در سال واکاکیس 

ا صفحات جداگانه ای بهای لایهسازه همچنین به بررسیهای غیرخطی پرداختند. این کتاب از روش

ها، پرداخته و در نهایت معیارها و نمودارهای متفاوتی از نتایج حاصل شده در هر قسمت مانند ساختمان

 .[31]ارائه نموده است

                                                
1 Y. W. Zhang 
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سال  1لو ساخت قاب 2017و همکاران در  ساختمان و با  های فولادی به عنوان مدلی از یک 

ها اثر ای در آن را بررسی نمودند. آناتصال آن به چاه غیرخطی انرژی، ارتعاشات ناشی از بارگذاری لرزه

کند ایجاد ای خاص حرکت میچاه غیرخطی انرژی را به صتتورت یک جرم که در یک مستتیر با معادله

کردند. نتایج نشتتان دادند که چاه غیرخطی انرژی توانایی بالایی در کاهش ارتعاشتتات ستتازه در طیف 

 .[32]داراست را وسیعی از ارتعاشات

چاه غیرخطی انرژی چرخشی که به چاه غیرخطی انرژی  2017و همکاران در سال  2شودیفات

نوع چهارم معروف است را به صورت عددی و آزمایشکاهی مورد تحقیق قرار دادند. در این مطالعه، چاه 

شد. در  غیرخطی صل  ستم دو درجه آزادی( مت سی سازه کوچک دو طبقه )به عنوان یک  انرژی به یک 

نتیجه آنها عملکرد این نوع چاه غیرخطی انرژی را برای بارگذاری ناگهانی یا شتتتوک، ضتتتعیف معرفی 

 .[7]کردند اما در دیگر موارد آن را امیدوار کننده خواندند

 

 چاه غیرخطی انرژی در حالت متصل و غیرمتصل به زمین (ز

ستترگیردار برای اثر وجود چاه غیرخطی انرژی بر تیر یک 2012احمد آبادی و خادم در ستتال 

کردند. در نتیجه اتلاف انرژی برای چاه  بررستتتیدو حالت متصتتتل به زمین و غیرمتصتتتل به زمین را 

درصد بود. درصورتی که برای نوع متصل به زمین اتلاف  89غیرخطی انرژیِ غیرمتصل به زمین حدود 

 .[33]ی قابل توجهی وجود نداشتانرژ

جذب ارتعاشات جانبی یک سیستم چرخشی )مانند روتور( را  2019و همکاران در سال  3یاو

نمودند. آنها این نوع جاذب را موثر دانستند و میزان  بررسیبا استفاده از چاه غیرخطی متصل به زمین 

 .[34]درصد اعلام کردند 68درصد و در نمونه آزمایشگاهی  78جذب را در محاسبه عددی 

                                                
1 X. Lu 
2 M. A. AL-Shudeifat 
3 H. Yao 
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 بندی و اهداف تحقیقجمع 1-3-2

هایی که از چاه غیرخطی انرژی در کاربردها و شرایط مختلف استفاده کرده با بررسی مقالات و پژوهش

سمت برد. پی اربرد بالای این نوع جاذبتوان به کبودند، می شد که تعداد در ق شاهده  شین م های پی

ها پرداختند. های دارای این نوع جاذبزیادی از مقالات به بررستتی پاستت  مدوله قوی برای ستتیستتتم

ها، نمودار منیفولد نامتغیر آهستتته را بدستتت همچنین مقالات زیادی برای تحلیل این نوع ستتیستتتم

سبات صل به زمین  آوردند. همچنین برخی از مقالات به محا صل به زمین و غیر مت مربوط به حالت مت

 به بررسی اثر چاه غیرخطی انرژی بر روی جذب ارتعاشاتدر فصل دوم ها اشاره کردند. این نوع جاذب

گر یک درجه آزادی خطی پرداخته با نوسان یسیستم بر برای پاس  حالت مدوله قوی و حالت آبشاری

به بررسی اثر چاه باشد. در فصل سوم نیز می (Iمتصل به زمین )مدل غیر به صورت نوع آن شود کهمی

شاری  س  حالت مدوله قوی و حالت آب شات برای پا ستم برغیرخطی انرژی بر روی جذب ارتعا با  یسی

 (II)مدل  متصتتل به زمین به صتتورت نوع آن شتتود کهگر یک درجه آزادی خطی پرداخته مینوستتان

ستخراج شده لت پاس  مدوله قوی ابتدادر حا برای این کار باشد.می بعد و پس از بی معادلات حرکت ا

هایت ستتتازی با استتتتفاده از روش مقیاس های چندگانه و چند تغییر متغیر از جمله مانوویتچ، در ن

برای تحلیل پاستت  حالت آبشتتاری نیز بعد از  نمودارهای منیفولد نامتغیر آهستتته بدستتت خواهد آمد.

بعد سازی، با استفاده از چند تغییرمتغیر و روش بالانس هارمونیک، حرکت و بیبدست آوردن معادلات 

سپس به تحلیل این نمودارها پرداخته خواهد  سته بدست خواهد آمد و  نمودارهای منیفولد نامتغیر آه

با  اتلاف انرژی بدستتت آوردن نمودارهای پاستت  دامنه به زمان و در انتهای این فصتتل به تحلیلشتتد. 

ستفاده شد IIبرای مدل  های عددیاز روش ا سی نتایج و  .پرداخته خواهد  صل چهارم نیز به برر در ف

ارائه چند پیشنهاد پرداخته خواهد شد.
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 Iمعرفی، مدل سازی و تحلیل مدل 
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 مقدمه 2-1

سازی یک در شامل یک  این قسمت به معرفی و مدل  خطی و یک  گرنوسانسیستم دو درجه آزادی 

صل به زمینغیرچاه غیرخطی انرژی  سیل محلی( مت س  حالت مدوله شودپرداخته می )پتان سپس پا  .

سانقوی که در آن فرکانس طبیعی  صلی نزدیک به فر گرنو ست، ا کانس طبیعی چاه غیرخطی انرژی ا

 گرنوساندر حالت آبشاری که در آن فرکانس طبیعی  خواهد شد. پس از آن نیز پاس  سیستم،سی ربر

 .خواهد گرفتمورد بررسی قرار فاصله دارد، عی چاه غیرخطی انرژی فرکانس طبی ازاصلی 

 

پاسخ مدوله قوی یک سیستم غیر متصل به زمین  بررسی 2-2

 (I)مدل دارای چاه غیرخطی انرژی

ستم سی سبه  شنایی کامل با روش محا سیهای دارای چاه غیرخطی انرژی، به جهت آ سبات  برر محا

ستتی دارای یک رستتیستتتم مورد بر .[16]شتتودپرداخته میاین پژوهش به موضتتوع  های مرتبطمقاله

باشتتد که به وستتیله یک فنر خطی، یک فنر غیرخطی و یک دمپر خطی با تحریک پایه می گرنوستتان

(. در پاس  مدوله 1-2تصویر خطی به صورت پتانسیل عمومی به یک جرم کوچک متصل شده است )

ستم در حال ارتعاش حول فرکانس  سی شات و می 1:1قوی  شد. به این معنی که چاه غیرخطی ارتعا با

سان سان می گرنو شخص و برابر نو صلی در یک فرکانس م ست در ا حل به  یندفرآکنند. لازم به ذکر ا

صلی2m) علت کوچک بودن جرم جاذب ستم ا سی    (، از تاثیر چاه غیرخطی انرژی بر فرکانس طبیعی 

(0 صرف نظر شده است. سیستم معرفی شده در ) را مدل  2-1تصویرI یم که معادله حرکت ناممی

 آن به صورت زیر محاسبه شده است:
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 خطی و چاه غیرخطی انرژی گرنوسانشامل یک  - Iمدل  – 1-2تصویر 

  

(2-1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2
3

1 1 1 2 22

3 1 1( ) ( )

dd d d

d d d d

d

d
e e

m x t k x t c x t c x t y t k x t y t
t t

t

t t

k x t y t k x c x
t

t

 
+ + + − + − 

 

+ − = +

 

 

(2-2) 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

2
3

2 2 2 32

d d d
0

d d d
m y t c y t x t k y t x t k y t x t

t t t

 
+ − + − + − = 

 
 

 

جرم و جابجایی چاه  yو 2mگر اصلی،به ترتیب برابر جرم و جابجایی نوسان xو 1mدر عبارات فوق

های ها میراییicهای سیستم وها سفتیikاندازه جابجایی تحریک پایه سیستم، exغیرخطی انرژی،

 باشد.قابل مشاهده می 1-2تصویر باشند که در سیستم می

 

 :شکل زیر نوشتبه توان را می، بنابراین عبارت شوددر نظر گرفته میهارمونیک  exتحریک پایه

(2-3) ( )cose tx G =  

 

 بدست خواهد آمد. (4-2)عبارت  (1-2)در سمت راست معادله  (3-2)با جایگذاری عبارت 
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(2-4) ( ) ( )1 1 1 1

d
c

d
( ) os sin( )e ek x c x k G t c G t

t
t t   =+ −  

 

تقسیم  2mبر (2-2)و معادله دوم  1mبر  (2-1)بعد سازی معادله حرکت ابتدا معادله نخست جهت بی

 وابطاز ر . ستتپسشتتودمی
0

x
X

x
=، 

0

y
Y

y
 و  =

0

e
e

e

x
X

x
 حروف بزرگ نشتتان دهندهکه در آن  =

 .استفاده خواهد شد ،است پارامترصفر نشان دهنده مقدار اولیه هر  و اندیس بعدمتغیر بی

(2-5) 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3 2 23 2 22 0 2 0
2 0 2 0 0 2 0 0

1 0 1 0 1 1 1

3 3
12 0 13 0 3 0

1 1 1 1 1

d d

d d 3 3

sincos

c x X c y Y k X x k X x Y y k Xx Y yt t

m t m t m m m

c G tk Y y k G tk Xx k Y y

m m m m m

 

− + − +

− + − = −

 

 

(2-6) 
( ) ( )

( ) ( )

2
2

2 22 20 2 0 2 02
2 0 0 2 0 0

2

0 2 0 2 0 2 2

3 33 3

2 0 2 0 3 0 3 0

2 2 2 2

d d d

dt d d 3 3

0

y Y c y Y c x X k X x Y y k Xx Y yt t

t m t m t m m

k Y y k X x k Y y k Xx

m m m m

+ − + −

+ − + − =

 

 

با ضرب
2

0

0

t

x

 
 
 
0با جایگذاری و 

0

1
t


بدست خواهد  (2-8)و  (2-7)عبارات  (2-6)و  (2-5)عبارات در  =

 آمد.

 

(2-7) 
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

3 2 2 32
2 2 2 2 1 3

2 2 2 2 2 2 2

1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0

1 2 2
1 13

2 2 2

1 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1

d
3 3

d

d d d
cos sind d d

k X k X Y k X Y k Y k X k X
X

t m m m m m m

c X c X c Y k G c Gk Y T T T

m m m

T

m m

T

m

     



     

+ − + − + +

− + + − =
 

−
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(2-8) 
( ) ( ) ( ) ( )

3 2 2 32
2 2 2 2 3

2 2 2 2 2 2

2 0 2 0 2 0 2 0 2 0

2 2
3

2

2 0 2 0 2 0

d
3 3

d

d d

d d 0

k X k X Y k X Y k Y k X
Y

t m m m m m

c X c Y
k Y T T

m m m

    

  

− + − + −

+ − + =

 

 

 

های با صرف نظر کردن از مرتبهو  (8-2)و  (7-2)، جایگذاری آنها در معادلات (9-2)با تعریف عبارات 

 بدست خواهند آمد. (2-11)و  (2-10)معادلات   بالاتر از

 

(2-10) ( )

( ) ( )

2

1 22

3

d d d d

d d d d

cos

X X X Y X X Y
T T T T

K X Y F T

  

 

 
 + + − + + −  
 

+ − = 

 

   

(2-11) 
( ) ( )

2
3

22

d d d
0

d d d
Y Y X K Y X Y X

T T T
   

 
 + − + − + − =  
 

 

 

 و کم کردن بر (2-11)و با تقستتتیم رابطه  (2-12)رابطه  (2-11)و  (2-10)حال با جمع دو رابطه 

 آید.بدست می (13-2)رابطه ، آن از (2-10)

(2-12) 
( )

2 2

1 2 2

d d d
cos

d d d
X Y X X F

T T T
T  + + + =   

 

(2-13) ( )( )

( ) ( ) ( )

2 2
3

1 22 2

2

d d d d d
1

d d d d d

d d
cos

d d

X Y X K X Y X X Y
T T T T T

X Y X Y X Y F T
T T

  

   

 
 − + + + − + + −  
 

 
 + − + − + − =   
 

 

 

(2-9) 
2

1

m

m
=  , 21

0

1

k

m
=  , 

G
F


=  , 1

1

2 0

c

m



=  , 2

2

2 0

c

m



=  , 2

2

2 0

k
K

m 
= , 

3

2

2 0

k

m



=  ,  0T t=    ,   

0




 =  
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سازی  ساده  سباتدر ادامه کار جهت  . در این تغییر شوداعمال می (14-2)، تغییر متغیر تحلیل و محا

ستم و vمتغیر سی صلی  wمرکز جرم کل  ستم ا سی سبی جرم چاه غیرخطی انرژی به جرم  صله ن فا

میزان کارایی جاذب را  2mو 1mاست. این تغییر متغیر از این جهت دارای اهمیت است که فاصله بین

 شود.دریافت می کند. یعنی هرچه این فاصله بیشتر باشد انرژی بیشتری از طریق جاذبمشخص می

(2-14) v Y X= +  , -w X Y=  

 شود:نتیجه گرفته می (14-2)با استفاده از رابطه 

(2-15) 
1

v w
Y



−
=

+
 ,  

1

v w
X





+
=

+
 

 

 آیند:معادلات زیر بدست می ،(13-2) و (12-2)متغیر در تغییر  این اریذبا جایگ

(2-16) 
( )

2 1

2

d d

d d d
cos 0

d 1 1

v w
v wT T

v F T
T

 






 
 +   +  + − 

++
+ =  

 

(2-17) 
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 1
3

22

d d

d dd d
1 1

d 1 1 d

1 cos 0

v w
v wT T

w w K w
T T

w F T

 


  
 

  

 
 +   + + + + + + +

+ +

+ + −  =

 

 

. این روش اولین شودانجام می( A-CX) 1ط سازگیری مختلبا استفاده از روش میانگین حل ،در ادامه

نویسندگان و محققان این حوزه در مقالات بسیاری این روش را  .]22[استفاده شد 2بار توسط مانوویتچ

شمرده شات بر سائل دارای چاه غیرخطی ارتعا ستناد در م توان از اند. این روش را میتنها روش قابل ا

عددی جهت بررستتی صتتحتت محاستتبات مورد استتتفاده قرارداد و از -یکستتو به عنوان یک حلت تحلیلی

گیری باشتتد. روش میانگینبررستتی عمیق فیزیک غیرخطی مستتئله میستتویی دیگر توانایی اصتتلی آن 

                                                
1 Complexification-Averaging (CX-A) Technique 
2 Manevitch 
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، بر مبنای دو گام مختلط سازی و میانگین گیری بنا شده است. با انجام مختلط سازی، در ساز مختلط

ستم ارائه می سی س   گیری، تنها ترمهای غالب بر فیزیک شود. با میانگینواقع نوعی بیان مختلط از پا

گیرد که به های خطی مزدوج مختلط انجام میدند. این کار با استتتفاده از ترکیبگرمستتئله انتخاب می

شامل عبارت جابجایی و سرعت هستند و به صورت بردارهایی با اندازه مساوی که در  گرنوسانازای هر 

، گرنوستتانتوان به ازای هر در واقع می .[40]–[35]باشتتندچرخند قابل تعریف میجهات مختلف می

یک تابع مختلط به این صورت تعریف نمود و سپس هم سرعت و هم جابجایی را تعیین کرد. سیستم 

 اصتتلی با اندازه مشتتخص  گرنوستتانجایی که چاه و  ،باشتتدمی 1:1در حال ارتعاش حول فرکانس 

 .[16]نوسان دارند

(2-18) 
1

d
e

d

i T v i v
T

  = +  ,      2

d
e

d

i w i w
t

  = +    

 

سمت تند و  ستند. این کار برای جدا کردن ق جملات فوق در واقع دارای یک تغییر متغیر قطبی نیز ه

ست. جمله  ستم ا سی شی  ,کند رفتار ارتعا 1,2ei T

j j  سمت چپ عبارت فوق دارای دو بخش  = در 

ei( و بخش سریع حرکت )jآهسته حرکت ) Tباشد.( می 

dبرای بدست آوردن جملات سرعت ) 

d
v

T
dو 

d
w

T
و شتاب ) (

2

2

d

d
v

T
و

2

2

d

d
w

T
( از مزدوج 

 کنیم.استفاده می (18-2)روابط 

(2-19) 
1

d
e

d

i T v i v
T

  = −  ,     2

d
e

d

i w i w
t

  = +    

 

dجملات (2-19)هایش در با مزدوج (2-18)حال با جمع هر عبارت 

d
v

T
dو 

d
w

T
و با تفریق آنها از  

 به شکل زیر بدست خواهد آمد: wو vکدیگر جملاتی



30 

 

(2-20) 

11

d 1 1
e e

d 2 2

T Ti iv
T

  − = +  

2 2

d 1 1
e e

d 2 2

i i TTw
T

  − = +   

( )1 1e e

2

T Ti ii
v

  − − −
=


 

( )2 2e e

2

T Ti ii
w

  − − −
=


 

 

 روابط زیر حاصل خواهد شد: (18-2)حال با مشتق گیری از روابط 

(2-21) 

2

1 1 2

d d d
e e

d d d

i t i ti v i v
t t t
   

+  = +  
 

 

2

2 2 2

d d d
e e

d d d

i t i ti w i w
t t t
   

+  = +  
 

  

 

dبا جایگذاری عبارات

d
v

T
dو 

d
w

T
عبارات (2-20)از  

2

2

d

d
v

T
و

2

2

d

d
w

T
تشکیل خواهد بصورت زیر  

 شد:

(2-22) 

2

1 112

d d 1 1
e e e

d d 2 2

i i T i TTv i i
T T

    −  
= +  −  
 

 

2

2

2 22

d d 1 1
e e e

d d 2 2

T Ti T i iw i i
T T

    −  
= +  −  
 

 

 

و همچنین نوشتتتن عبارت تحریک به فرم  (17-2)و  (16-2)در معادلات  (22-2)گذاری عبارات یبا جا

 قطبی زیر:

(2-23) ( ) ( )
1

2

i T i TFcos T F e e   −  = −  
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eiکه عبارات ضریب  1هاسکولارترم صفر کردنو با  T دهند، عبارات زیر بدست خواهد را تشکیل می

 :آمد

(2-24) 
( )

( ) ( )

( )( )
1 2 1 2 1

1 1

d 1 1 1
1 0

d 2 2 2 2 1 1 2

i
i F

T

    
   

  

+ +
+ + + − − =

+ + +
 

    

(2-25) 
( ) ( )

( )

( )

( )

( ) ( )

( )( )

2

2 2 2

2 2 2 2 3

1 2 1 2 1

3 1 1d 1 1 1
1 1

d 2 2 2 18 1

1 1
0

2 2 2 1 1 2

iK i
i

T

i
F

     
     



    


  

+ +
+ + + + − −

++

+ +
+ − − =

+ + +

 

 

ستفاده می 2در این مرحله از یک پارامتر تنظیم شان دهنده نزدیکی فرکانس  شود. در این عبارتا ن

 باشد.فرکانس طبیعی سیستم اصلی میتحریک به 

(2-26)  =1+   

 

از تئوری اغتشتتاشتتات استتتفاده  با ارتعاشتتات کوچک، پیش از این گفته شتتد که در مستتائل غیرخطی

اصلی  گرنوسانتر از جرم ها، جرم جاذب بسیار کوچکشود. همینطور گفته شد که در این سیستممی

توان از تئوری اغتشاشات در حل این مسئله بهره برد. (. با کمک این پارامتر کوچک می%1باشد)می

 :تحلیل سیستم انجام خواهد شد 3های چندگانهدر این مرحله با استفاده از روش مقیاس

(2-27) ( ) ( )0, 1,...j jT T T =  , 
d

...
d 0 1T T T


 

= + +
 

  , , 0,1,...K

KT T K= =  

 

                                                
1 Secular Terms 
2 Detuning Parameter 
3 Multiple Scales Method 
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معادلات زیر بدست  (25-2)و  (24-2)در معادلات  (27-2)و  (26-2)بنابراین با جایگذاری عبارات 

 آیند:می

(2-28) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( )( )

( )

( )( )

1 1 1 1

1 2 1 2 1

1 1
0, 1 0, 1 0, 1 0, 1

0 1 2 2

0, 1 0, 1 0, 1 0, 11 1 1
0

2 2 2 1 1 2 1 1 2

T T T T i T T i T T
T T

T T T T i T T i T T
F

     

    


    

 
+ + +

 

+
+ − − − =

+ + + + +

 

 

(2-29) 

( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

( )

( )( ) ( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

( )( )

( )

( )( )

2 2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

3 3

1 2 12 2

2 1

1 1 1 1
0, 1 0, 1 0, 1 0, 1

2 2 2 2

3 0, 1 0, 1 3 0, 1 0, 1

8 1 8 1

0, 1 0, 10, 1 0, 11 1

2 1 2 1 2 2

0, 1 0, 11 1 1
0

2 1 1 2 1 1 2

i T T i T T T T T T

iK T T T T iK T T T T

T T T Ti T T i T T

i T T i T T
F

       

    

 

    

  

  


   

+ + +

− −
+ +

+
− − +

+ + +

− − − =
+ + + +

 

 

سط تیلور مخارج، عبارات ستفاده از ب ساده می (29-2) و (28-2) حال با ا سازی را  ساده  کنیم. جهت 

شتار )،در نو )0, 1j jT T = شد شته خواهد  ست موجود  .نو سط تیلور در پیو سبات مربوط به ب محا

 باشد.می

(2-30) ( ) ( )2

1 1 1 1 2 1 1 2

2

1 2

1

2

1 1

0 1 2 2

1 1 1
1) (

2 2
) 0

2
(

i
T T

i i F

           

      

 
+ + + + − +

 

+ + + − − =

 

 

(2-31) 

( ) ( )

2 2

2 2

2 2 2

2

1 1 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 1 2 2 2 2 2

1 2 1 1 2

2 2 2

1

2 2 2 2 2

1 1 1 1 3

0 1 2 2 2 2 8

1 1 1 9 1 1

2 2 2 8 2 2

1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2

1 9 3 1
0

2 8 8 2

i i iK
T T

i
i i i K i i

i i i i

i
K iK F

              

            

           

       

 
+ − + + + −

 

+ + + + − −

+ + + − + + − +

+ + − − =
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 :جدا خواهند شد (2-31)و  (2-30)از دو معادله  ، مختلفهای رایب مربوط به مرتبهحال ض

 :0ضرایب 

(2-32) 
1 0

0T



=


 

    

(2-33) ( ) ( )
2

2 2 22 2 1 2 2

1 1 3 1
0

0 2 2 8 2
i iK i

T
       


+ + − − − =


 

 

      :1ضرایب 

(2-34) ( )11 1 1 21

1 1 1
0

1 2 2 2
i i F

T
     


+ + + − − =


 

  

(2-35) 2 2 1 2 2 2 1

2

1

2

2

2 2

2

2 1 2

1 1 1 1 9 1

1 2 2 2 2 8 2

3 1 1 1 1
0

8 2 2 2 2

i
i i i K

T

iK i i i F

           

     


+ − + + + +



− + + − − =

 

 

1eدامنه نوسان و  2Nو  1Nکه در آن  اعمال خواهند شدحال متغیرهای جدید زیر 
i  2وe

i  زاویه فاز

 باشند.اصلی و چاه غیرخطی انرژی می گرنوسان

(2-36) 1

1 1 e( 1)
iTN  =     ,    2

22 1 e( )
iTN  =   

 

آید که شامل دو بخش موهومی بدست می (37-2)معادله  (33-2)با اعمال تغییر متغیر فوق بر معادله 

 باشد.و حقیقی می

(2-37) 2 2 2 2 13

2 2 2 2 2 1

1 1 3 1 1
e e e e e

2 2 8 2 2

i i i i i
N iN iKN i N iN

     + − − =  
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دو  هایمعادل قرار دادن اندازهو  جملات موهومی و حقیقیبرحسب  (37-2)مرتب کردن معادله  با

 خواهیم داشت: ،آنطرف 

(2-38) 6 2
2 4 4 2 2 2 2 2 22

1 2 2 2 2 2 2 2

9 3 3
2

16 2 2

N K
N N K N K N N N N   = + − + − + +  

 

 :خواهد شداستفاده  (39-2)تغییر متغیر  در نهایت از

(2-39) 2

1 1N Z=  , 2 2

2N Z=  

 

 :خواهد بود (40-2)که نتیجه آن به صورت عبارت 

(2-40) 3 2
2 2 2 22

1 2 2 2 2 2 2 2

9 3 3
2

16 2 2

Z K
Z Z K Z K Z Z Z Z   = + − + − + +  

 

 باشد.عبارت فوق در واقع منیفولد نامتغیر آهسته می

مشخص نمود:به صورت زیر های حل را توان بازهمی 2Zمعادله فوق نسبت به  اکسترمم کردنبا 

      

(2-41) 2

2

2

24 4 3 2 1

9K
Z

   −  − +
=

−
 

 

  بنابراین شرط زیر باید صدق کند:

(2-42) 
23<1 −   ,   21 3  −  

یکنواخت خواهد بود و در غیر این صورت دارای  SIMبزرگتر از مقدار بحرانی فوق باشد، عبارت  اگر

 تواند دارای دو شاخه پایدار و یک شاخه ناپایدار باشد.اکسترمم خواهد بود و می
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 مدوله قویحالت  یبرا Iمدل  یپارامترها -1-2 جدول

 پارامترهای کاهش یافته بی بعد پارامترهای فیزیکی

𝑚1 5 Kg  0.01 

𝑚2 50 g K 1742 

𝑐1 4 Ns/m  0.44 - 

𝑐2 0.4 Ns/m λ1 1.67 

𝑘1 N/m 311.4×10 λ2 0.167 

𝑘2 3N/m 52×10 

 
𝑘3 −50 N/m 

 

گذاری یباشد. با جامیجهت شبیه سازی عددی ر پارامترهای موجود در مسئله یداشامل مق 1-2جدول 

بدستتت خواهد آمد که شتتکل معروف مربوط به منیفولد  2-2تصتتویر  ،(40-2) قادیر در معادلهاین م

سائل چاه غیرخطی انرژی می سته در م سمتنامتغیر آه شد. در این نمودار ق های خط چین، جواب با

سمت پدیده پرشناپایدار می شند. در حقیقت در این ق صفر به اتفاق افتاد 1با ست. اگر در نمودار از  ه ا

سمت راست حرکت کنیم، بعد از رسیدن به قله نمودار شاهد یک پرش به سمت شاخه پایدار خواهیم 

بود. همچنین اگر در نمودار از سمت راست به سمت چپ حرکت کنیم پدیده پرش در اکسترمم پایین 

ی پرش نشان دهنده ده است(. پدیدهنمودار ظاهر خواهد شد )حرکت پدیده پرش با فلش نشان داده ش

نشتان داده خواهد شتد. هر چه این  3باشتد که در فصتل تغییر ناگهانی در دامنه ارتعاشتات جاذب می

قادیر دو پرش بزرگ هد بود. همچنین هرچه م نه نیز بزرگتر خوا هانی در دام ناگ باشتتتد، تغییرات  تر 

 .[26] بوداهد تر خوتر باشند، پدیده پرش کوچکاکسترمم به هم نزدیک

، نمودار به ستتتمت راستتتت و بالا حرکت ، با کاهش مقدار2-3تصتتتویر با توجه به همچنین  

به ترتیب برابر 2Zو  1Zکند. در این نمودار می
2

( ) iv i v e − +   و
2

( ) iw i w e − +  باشتتتد. می

                                                
1 Jump 



36 

 

ی مشتتخص مورد بررستتی، با افزایش فاصتتله بین جرم در بازه توان گفت با کاهش مقداربنابراین می

در فرونشاندن ناگهانی  و کارایی جاذب دامنه ارتعاشی سیستم اصلی و چاه غیرخطی انرژی و گرنوسان

ستم نیز بزرگتر خواهد  ارتعاش سی سرعت تغییر مکان مرکز جرم  افزایش خواهد یافت. همچنین اندازه 

 شد.

 

قسمت خط چین جواب ناپایدار مسئله  – Iمنیفولد نامتغیر آهسته برای حالت مدوله قوی برای مدل  -2-2تصویر 

 باشد.می
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 Iبرای مدل   منیفولد نامتغیر آهسته برای حالت مدوله قوی با سه مقدار برای پارامتر  -2-3تصویر 

 

دیده  (41-2)و همچنین معادله ( 4-2تصتتویر و نمودار انرژی پتانستتیل ) 2-2تصتتویر همانطور که در 

صورتی می ست و در  شد آن جواب پایدار ا شته با سئله وجود دا صورتی که یک جواب برای م شود، در 

 .[20]که سه جواب برای مسئله وجود داشته باشد، دو جواب پایدار و یک جواب ناپایدار خواهد بود

 های متفاوت رسم شده است:با مقدار دامنه سطح از انرژیبرای چهار  4-2تصویر 

a دامنه با مقدار )G = 0.06 mm   

b دامنه با مقدار )G = 0.1 mm 

c دامنه با مقدار )G = 0.42 mm 

d دامنه با مقدار )G = 0.55 mm 

 

توان چنین برداشت کرد که با افزایش دامنه ارتعاش، سطح انرژی سیستم به این تصویر میبا توجه 

 باشند.یابد. همچنین دو نقطه پایدار و یک نقطه ناپایدار سیستم قابل مشاهده میافزایش می
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 Iبرای مدل  های مختلف از انرژیجابجایی در سطحنمودار انرژی پتانسیل به  -4-2تصویر 

 

 Iپاسخ حالت آبشاری مدل  بررسی 2-3

شود که پردازیم. حالت آبشاری اصطلاحا به حالتی گفته میدر این قسمت به بررسی حالت آبشاری می

سانفرکانس طبیعی  شد. برای بررستی  گرنو شات دور با صلی از فرکانس طبیعی چاه غیرخطی ارتعا ا

به فرم زیر بودند، فرایند مجددا مورد بررستتی که  (11-2)و  (10-2)پاستت  حالت آبشتتاری از معادلات 

 .[41] ,[26]گیردقرار می
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(2-43) ( )

( ) ( )

2

1 22

3

d d d d

d d d d

cos

X X X Y X X Y
T T T T

K X Y F T

  

 

 
 + + − + + −  
 

+ − = 

 

   

(2-44) 
( ) ( )

2
3

22

d d d
0

d d d
Y Y X K Y X Y X

T T T
   

 
 + − + − + − =  
 

 

 

سانهای جدید معرف حرکت . پارامترشونداعمال میحال تغییر متغیر زیر  سبی  گرنو صله ن صلی و فا ا

 اصلی و چاه غیرخطی انرژی خواهد بود. گرنوسان

(2-45) v X= , w X Y= −   

 نتایج زیر حاصل خواهند شد: (45-2)با استفاده از 

(46-2)  Y w v= − , X v=  

 

 :خواهد آمدبه شکل زیر بدست  تمعادلا، (44-2)و  (43-2)در  (46-2)با جایگذاری 

(2-47) 
( )

2
3

1 22

d d d
cos

d d d
v v w v w Kw F T

T T T
    + + + + + =   

 

(2-48) 2 2
3

22 2

d d d
0

d d d
v w w Kw w

T T T
 − − − − =  

 

باقی در محاستتبات  1. برای این که پیدا خواهد کردادامه   با مرتبه صتتفر از در ادامه کار معادلات،

1به طور اختیاری از مرتبه  بماند،  0از مرتبه  1. در این صورت عبارتگرفته خواهد شددر نظر  −

شکل زیر معادلات به  ،0با نگه داشتن عبارات مرتبه . ]26[خواهد بود و در معادلات باقی خواهد ماند

 :تشکیل خواهد شد
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(2-49) 2

2

d d
0

d dT
v v v

T
+ +  =  

 

(2-50) 2 2
3

22 2

d d d
0

d d d
v w w Kw w

T T t
 − − − − =  

 

1که در آن  =  باشد.می 

 به شکل زیر خواهد بود. (49-2)معادله  پاس 

(2-51) 2 24
2

4
2

1 1

2 2

1 2e e
T T

v C C

    
− +  − −  −   
  

−
= +  

 

تابع  و با ثوابت جدید (2-52)به شتتتکل  توانباشتتتند. معادله فوق را میثوابت جواب می 2Cو  1Cکه

 زمان نوشت.

(2-52) 2 24 4

2 2

1 2( ) e e( ) ( )
i T i T

v T C T TC

   − −
   −
   
   = +  

 

   .کنیمدر ادامه کار، جهت ساده سازی مراحل حل از تغییر متغیر زیر استفاده می

(2-53) 24

2
1 1( ) ( )e . ( ) .

i T
iQTv T A T C C A T C C

−

= + = +  

 

باشتتد که در آن پاستت  معادلات به شتتکل می 1، روش بالانس هارمونیکروش مورد استتتفادهدر واقع 

  .]26[باشندمیمختلط  2A و 1Aشود و در آن هارمونیک در نظر گرفته می

                                                
1 Harmonic Balance Method 
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(2-54) 1 2e eiQT iQTv A A −= +  

 

 :شودبه شکل زیر در نظر گرفته می نیز wپاس  تقریبی برای  و

(2-55) 1 2e eiQT iQTw B B −= +  

 

 :عبارات زیر به دست خواهد آمد (50-2)در  (55-2)و  (54-2)گذاری با جای

(2-56) ( )
( )

2 2 2 2 2 3
3

32 2 1 2 2 2 2 2
1 3

2 2 2 2 2

1 1 1 2 1 2 1

3
e

e e

( 3 )e 0

iQT

iQT iQT

iQT

A i Q B i Q KB B B Qi B KB
KB

A i Q B i Q KB B B Qi B

 

 

− − + −
− −

+ − − − − =

 

 

)یباضر صفر کردنبا  )eiQt  عبارت زیر ظاهر خواهد شدباشد، یسکولار ترم مکه همان: 

(2-57) 2 2 2 2 2

1 1 1 2 1 2 13 0A i Q B i Q KB B B Qi B − − − − =  

 

 :نوشته خواهد شدبه شکل مختلط زیر ضرایب عبارات هارمونیک، 

(2-58) 
1

1
e

2

iA a =  

          

(2-59) 
1

1
e

2

iB b =  

         

(2-60) 
2

1
e

2

iA a −=  
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(2-61) 
2

1
e

2

iB b −=  

 

2 و همچنین با توجه به (2-57)در  (2-61)الی  (2-58)گذاری عبارت با جای 1i =  (2-62)بارات ع −

 .بدست خواهند آمد

(2-62) 2 3 2

24 e 3 e 4 e 4 e 4 ei i i i ib Q Kb b iQ b a Q     − − − =   

 

دو  هایمعادل قرار دادن اندازهجملات موهومی و حقیقی و ( برحستتتب 62-2)با مرتب کردن معادله 

      خواهیم داشت: ،آنطرف 

(2-63) 2 4 2 2 2 4 2 4 2 2

2

2 2 2 6 2 4

16 16 24 24 32

16 9 16

a Q b Q Kb Q Kb b Q

b K b b Q

  



= − + −

+ + +
  

 

گذاری مجدد عبارت جای با
24

2
Q

−
در معادله فوق، عبارت منیفولد نامتغیر آهسته به شکل زیر  =

 بدست خواهد آمد:

(2-64) 2 4 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 4

2 2

4 2 4 2 6 2 2 2 4 2 2 2

8 16 4 16 8 32 24

6 24 9 16 8 16

a a a b b b b Kb

Kb Kb K b b b b b

    



 −  + = −  + +  − +

+  − + + +  −  +
  

 

 :به صورت زیر بدست خواهد آمد SIMنمودار  (64-2)در معادله  1-2جدول با قرار دادن عبارات 
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 I( در حالت آبشاری برای مدل SIMنمودار منیفولد نامتغیر آهسته ) -5-2تصویر 

دارای سه پاس  در یک  SIMنمودار  2-2شود که این بار نیز مانند قسمت مشاهده می 5-2تصویر در 

باشند. همچنین پدیده پرش ر آن دو پاس  پایدار و یک پاس  ناپایدار میباشد که دای مشخص میبازه

 خواهد داد. نیز مانند قسمت قبل رخ

شاهده کردیم که  شین م سبات پی ستقیم با  aدر محا شته و همچنین vرابطه م دارای  bدا

ی مشتتتخص مورد در بازه توان گفت با کاهش مقدار باشتتتد. بنابراین میمی wرابطه مستتتتقیم با 

صله بین جرم  سی، با افزایش فا سانبرر ستم  گرنو سی شی  صلی و چاه غیرخطی انرژی، دامنه ارتعا و ا

شد.  گرنوسان. همچنین اندازه تغییر مکان افزایش خواهد یافت NESکارایی  صلی نیز بزرگتر خواهد  ا

 (6-2تصویر )
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 Iبرای مدل  با سه مقدار برای پارامتر منیفولد نامتغیر آهسته برای حالت آبشاری -2-6تصویر 

به تدریج اثر پرش از بین خواهد رفت و همانطور که  تر شتتود(قوی 3k)فنر  یابدافزایش  اما اگر مقدار

که این به  خواهد بود رتمام نمودار دارای یک جواب پایدادر  SIMشتد عبارت  اشتارهدر قستمت قبل 

 .(7-2تصویر ) باشدعلت کم شدن اثر فنر غیرخطی می

 

 Iلت آبشاری برای مدل ادر ح پارامترر آهسته برای مقادیر بالاتر از یمنیفولد نامتغ -2-7تصویر 
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 : 

 IIمعرفی، مدل سازی و تحلیل مدل  
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پاسخ مدوله قوی یک سیستم متصل به زمین دارای  بررسی 3-1

 چاه غیرخطی انرژی

شامل یک  ستم دو درجه آزادی،  سی صلی مورد مطالعه در این پژوهش یک  ستم ا سانسی صلی  گرنو ا

و از سوی دیگر با یک فنر و دمپر خطی به  متحرک پایه سو با یک فنر و دمپر خطی بهاست که از یک 

صل می سه به چاه غیرخطی انرژی مت شد. چاه غیرخطی انرژی نیز با دو فنر خطی و غیرخطی درجه  با

سی در این پژوهش به  ستم مورد برر سی ست. دیاگرام آزاد  شده ا صل  سیل محلی زمین مت صورت پتان

 که معادله حرکت آن شودنامیده می IIمدل در این پژوهش  باشد. این سیستممی 1-3تصویر صورت 

 .آیدبدست می (2-3)و  (1-3)به صورت معادلات  بنابر قانون دوم نیوتون

 

 سیستم مورد بررسی در این بخش – IIمدل  -1-3تصویر 
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(3-1) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( )

2

1 1 2 2 12

1 1

d d d d

d d d

(
d

)

d

d
e e

m x t k x t k x t y t c x t y t c x t
t t t

tt

t

k x c x
t

 
+ + − + − + 

 

= +

 

 

(3-2) 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

2
3

2 2 2 3 42

d d d
0

d d d
m y t k x t y t c x t y t k y t k y t

t t t

 
− − − − + + = 

 
 

 

جرم و جابجایی چاه  yو 2mگر اصلی،به ترتیب برابر جرم و جابجایی نوسان xو 1mدر عبارات فوق

های ها میراییicم وهای سیستها سفتیikاندازه جابجایی تحریک پایه سیستم، exغیرخطی انرژی،

 باشد.قابل مشاهده می 1-3تصویر باشند که در سیستم می

هارمونیک و به صورت زیر است، بنابراین عبارت تحریک به  2-2مانند بخش  exتحریک پایه

 شکل زیر نوشته خواهد شد:

(3-3) ( )cose tx G =  

 

 بدست خواهد آمد. (4-2)عبارت  (1-2)در سمت راست معادله  (3-2) با جایگذاری عبارت

(3-4) ( ) ( )1 1 1 1

d
c

d
( ) os sin( )e ek x c x k G t c G t

t
t t   =+ −  

 

تقسیم  2mبر (3-2)و معادله دوم  1mبر  (3-1)ابتدا معادله نخست  ،بعد سازی معادله حرکتجهت بی

 استفاده خواهد شد.، فصل دوممانند بی بعد،  پارامترهایشود. سپس از می

(3-5) 
( ) ( ) ( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

2 2 2 2 1 0
1 0 2 0 2 0 0

2 2

0 1 0 1 0 1 0 1

22 0 2 0 0 0 1
0 1 0

2 2 2

0 1 0 1 0 1 0 1

d

d d

d

d d d

d d d
e

e

c X t t
k X t t k X t t k Y t y t t

X t
x m x m x m t x m

c X t t c y Y t t t c x Xe tt k x Xe tt t t

x m x m x m x m

 
 
 + − + +

   
   
   + − = +
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(3-6) 

( )( ) ( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

3 2 2 2 2 2
0 4 0 2 0 0 2 0 3 0

2 2

2 0 2 0 2 0 2

2 0 0 2 0

2

0 2 0 2

d

d

d d

d d
0

y k Y t t k X t x t k Y t t k Y t t
Y t

m y m y m y m t

c x X t t c Y t t
t t

y m y m

− + + +

   
   
   − + =

  

 

با ضتترب
2

0

0

t

x

 
 
 
0و با جایگذاری 

0

1
t


بدستتت  (3-11)و  (3-10)عبارات  (3-8)و  (3-7)عبارات در  =

 خواهد آمد.

 

(3-7) 
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 1 2 2
1 2 2

2 2 2 2

1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0

1 1

2 2

0 1 0 1

d d d

d d d d

d

cos sin

c X t c X t c Y tk X t k X t k Y t t t tX t

T

m m m t m m m

k G G

m m

T c

     



 

+ +

 

− + + −

= −

 

 

(3-8) 3 2 2 2
4 2 2 3

2 2 2 2 2

2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0

d d

d d d 0
d

c X c Y
k k X k Y k Y T TY
m m m m T m m

Y

     
− + + + − + =  

 

های با صرف نظر کردن از مرتبهو  (8-3)و  (7-3)، جایگذاری آنها در معادلات (9-3)با تعریف عبارات 

 بدست خواهد آمد. (3-11)و  (3-10) معادلات  بالاتر از

(3-9) 
2

1

m

m
=   ,   

21
0

1

k

m
=   ,   

G
F


=   ,   1

1

2 0

c

m



=    ,   2

2

2 0

c

m



=    ,   2

12

2 0

k

m



=    , 

3
22

2 0

k

m



=    ,   4

32

2 0

k

m



=    ,    0T t=    ,   

0




 =    

 

(3-10) 
( ) ( )

2

1 1 22

d d d d
cos

d dT dT dT
X X X Y X X Y F

T
T   

 
 + + − + + − =   
 
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(3-11) 
( )

2
3

1 2 3 22

d d d
0

d dT dT
Y X Y Y Y X Y

T
    

 
 − − + + − − =  
 

 

 

 و کم کردن بر  (3-11)و با تقستتتیم رابطه  (3-12)، رابطه (3-11)و  (3-10)با جمع دو رابطه حال 

 .تشکیل خواهد شد (13-3)رابطه  ،آن از (3-10)

(3-12) 
( )

2 2
3

1 2 32 2

d d d
cos

d d d
X X X Y Y Y F T

T T T
    + + + + + =   

(3-13) ( ) ( )

( ) ( )

2 2

1 12 2

3

2 2 3

d d d
1

d dT d

d d
1 cos

dT dT

X X Y X Y X
T T

X Y Y Y F T

  

    

+ − + + − +

 
 + + − − − =   
 

 

 

 توضیح داده شد. 2-2. برتری این تغییر متغیر در بخش شودادامه تغییر متغیر زیر اعمال میدر 

(3-14) v Y X= +  , -w X Y=  

 

 نتایج زیر حاصل خواهند شد: (14-3)با استفاده از 

(3-15) 
1

v w
Y



−
=

+
 ,  

1

v w
X





+
=

+
 

 

 خواهد آمد.معادلات زیر بدست  (13-3)و  (12-3)اری متغیرهای فوق در رابطه ذبا جایگ

     

(3-16) 
( )

( )

( )
( )

2
2

12

3

3

3

d d

d d d

d 1 1 1

cos
1

v w v wv w T Tv
T

v w
F T

 


  






 
 +  −+  + + + 

+ + + 
  
 

−
+ = 

+
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(3-17) 
( )

( )
( ) ( )

( )
( )

2

1 12

3

2 3

2 3

d d

d d d1
d 1 1

d
1 cos

d 1 1

v w
v w T Tw w

T

v w v w
w F T

T




  
 

 
  

 

 
 + +  + + + +  

+ + 
  
 

  − − + + − − =    + + 

 

 

 .[22]خواهد شد هاستفاددر ادامه از تغییر متغیر مختلط مانوویتچ 

(3-18) 
1

d
e

d

i T v i v
T

  = +   , 2

d
e

d

i T w i w
T

  = +    

 

و نوشتتتن عبارت تحریک به فرم قطبی، معادلات به شتتکل زیر بدستتت  (18-3)با اعمال تغییر متغیر 

  خواهد آمد:

(19-3)  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

2 2 1
1 1

33 3

3 23 3 22

3 3 33 3 3

1 2

1 1 22

1

3

3 1 2 2

3 3

1

e ed 1
e e

d 2 2 1 e 2 1 2 1 e 2 1

e 3

2 1 e 8 1 4 1 e8 1 e

3 e

2 14 1

i i
i i

i i

i

i

T T
T T

T T

T

T TT

i T

ii

i i i i
i

t

ii ii

i i

    
 

   

       

  

     



 
 

 



 



 
  +  + − + −   +  +  +  +  

− − − +
+  +  + + 

+ +
++  ( )

( )
( )

( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

3
3

3 12 2

3 3

33 2 22

3 2 13 3 2 3

3 3 3 33 33 33 3

2
2 2

3 2 3 1 3 2

3 3

2 2 2 1

1 1

33 3

1

3

ee

e 2 1 8 1

3 e 3 3

8 1 8 1 e8 1 e 8 1 e

3 3 e 3 e 1

28 1 e 8 1 8 1

ii

i

i

ii i

i i

i

TT

T

T

TT T

T T

T

ii

ii i i

i i i

  

 

         

  

         

  







 

 



+ +
 +  + 

+ − − −
+  + +  + 

− − − +
+  +  +  ( )

( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1

22 2

3 11 2 1 1

3 3

3 2 22 2
3 2 1 3 1 3 2 3 1

3 3 3 33 3 3

1

22 1

2

3

2

3

1

2

e 1

1 2 1 e

3 ee e1 1

2 1 2 1 e 2 1 2e 8 1

3 e 3 3 e 3

8 1 8 1 e 8 1 8 1 e

3

i

i

ii T i

i i

i i T

T

T

TT

T T

T

T Ti i

ii i

i i i i

i

  

 

         

   

           

   

  





 

 

 

 

+
+ +


+ + − − +

+ + +  + 

+ + + +
+  +  +  + 

+
( ) ( ) ( ) ( )

( )
2

3 1 2 3 1

3 3 33

1 2 1

3 33

23 e 3 1
e e 0

24 1 4 1 e4 1 e

T

T

i T
i i T

i Ti

i i
F

       


 


 − 


− − − − =

+  + + 

 

 



 

51 

 

  

(20-3)  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 1 1 1
2

2 2

3 1 2 3 11 2 1 1

3 33 3

3 11 2

1 2 1

2 1 22

e ed 1 1
e

d 2 1 e 2 1 2 1 e 2 1 2 1 e

3 e 3e e1 1

2 1 2 1 e 2 1 4 1 4 1 e

3 ee
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T T

T

T T

T
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T

i
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T
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      


    

             

    

  

 
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T
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i
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   
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1 2 2

2

3

2

3 2 1 2
2

3

1 2

33

3

2 e 8 1 e8 1 e

3 e3 3 e 3 e

8 1 e 8 1 8 1 8 1

3 e 1

2 1 2 1 e 28 1 e

i ii

i i i

i T

i

ii

T TT

T T T

T

TT

i ii

ii i i

i i i

     

 

          

   
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




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

 
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
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+  + + 

( ) ( ) ( ) ( )
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2
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2

33 3
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1

2

1
e
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e 1 1
e e e 0
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i

i
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i i

T

T

TT

T T T

T
T

i

i
i i T T

T

i

i

iii i i

i i
i F

 


      

  

   
 







  


  − 



+


− − − − −

+  +  + + 

− + +  − − =
 

 

 

eiکه عبارات ضریب  ،(3-20)و  (3-19)در عبارات  هاسکولارترم صفر کردن با t دهند، را تشکیل می

 .آیدبدست می (22-3)و  (21-3)عبارات 

(3-21) 
( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )

1 2 1 2 2 12 1
1

1 2

2

3

1

2

3 3

2

1 1

3d

dT 2 1 2 1 2 18 1

1 1
0

2 2 2 2 2 2

i ii i

i F

         


  

    
 

 

− − −
+ −

+  +  + + 

+ + +  − =
+

−

+

−
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(22-3)  
( ) ( )
( )

( )

( )

( ) ( )

1 2 1 2 1

2

3 21
23 3

2

22
2

1 1
2

2 2

2 1 1 2
2

3d 1 1 1 1
(1 )

dT 2 2 2 2 18 1

1 1 1 1

2 1 2 1
0

2 2 2 2 2 2

i ii
i

i i
F

        
    



      
  

   

− − −
+ +  − + +

 + + 

− − + + + −
+  +  + +

+

=

 

 

 .شودمیدر نظر گرفته  (23-3) صورتپارامتر تنظیم به در ادامه 

(3-23)  =1+   

 

 :زیر تشکیل خواهند شدمعادلات  (22-3)و  (21-3)در  (23-3)با قرار دادن عبارت 

(3-24) 
( )

( )( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

( )( )

( )
( )

1 2 1 22 1 1 2

1

2 1

1

2

3 2

3 3

1

3d

d 2 1 1 2 1 18 1 1

1 1
1

2 2 2 2
0

ii i

T

F i

         


    

  
  



− −+ −
− − −

+ + + ++ +

+
+ − +

+
=+

 

 

(3-25) 
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )

( )( )

( )

( )( )

( )

3

3 1

2 23

1 2 2 1

2 2

2 1

3

1 22 1 2

3d 1 1 1
1 1

d 2 2 2 2 28 1 1

11 1 1
0

2 1 1 2 1 1 2 1

i
F i

T

i i i

     
      

 

       

    

− +
− + + + + + +

++ +

+ − +
− + − =

+ + + + +

 

 

 .مورد بررسی قرار خواهد گرفتحل تحلیلی  های چندگانهحال با استفاده از روش مقیاس

(3-26) ( ) ( )0, 1,...j jT T T = ,    
d

...
d 0 1T T T


 

= + +
 

,    , 0,1,...K

KT T K= =  

 

)، جهت ساده سازی در نوشتار )0, 1j jT T = .نوشته خواهد شد 

 .آمدخواهد  بدستمعادلات زیر  (25-3)و  (24-3)در  (26-3) با قرار دادن
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(3-27) 
( )

( )( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

( )( )

( )
( )

1 2 1 22 1 1 2

1 1

2

3 2

3 3

2

1

1 1

31 1

0 1 2 1 1 2 1 18

0

1 1

1 1
1

2 2 2 2

ii i

T T

F i

         
  

    

  
  



− −+ − 
+ − − −

  + + + ++ +

+
+ − + + =

+

 

   

(3-28) 
( )

( ) ( )
( )

( )

( )
( )

( )( )

( )

( )( )

( )

1 2 2 1

2 2 2

2 1 1 2

3

3 1

3 3

2

2 1

2

2

31 1
1

0 1 2 2 2 28 1 1

11 1 1 1
1 0

2 2 1 1 2 1 1 2 1

i
F i

T T

i i i

     
     

 

       
  

    

− + 
+ − + + + +

  ++ +

+ − +
+ + − + − =

+ + + + +

 

 

به  ، این عبارات(28-3)و  (27-3)عبارات  جهت عبارات ظاهر شده در مخرج با استفاده از بسط تیلور

 صورت زیر ساده خواهند شد.

(3-29) 
( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( )

1 1

2

2 1

1 2 13 2 1

1 1

2 2

2 1

1
1 1

0 1 2

3 1
1 3 3 1 3 3

8 2

1 1 1
1 1

2 2
0

2

i
T T

i i

F i

      

           

      

 
+ − + − +

 

− − − − + − − − +

+ + − + + =−

 

   

(3-30) 

( ) ( )( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )

2 2 1 2 2

2 1

2

3

3

1

2 2 1

2 11 2 2

1 3 1
1 3 3 1

0 1 2 8 2

1 1
1 1 1

2 2 2 2

1 1
1 1 1 1 0

2 2

F i i
T T

i

i i

          

  
      



        

 
+ − + − − + + +

 

+
+ + + − + − +

+

+ − − + − + − + =

 

 

به صورت زیر معادل قرار  (3-30)و  (3-29) از دو معادله ، های مختلفرایب مربوط به مرتبهحال ض

 :گیرندمی

        :0ضرایب 
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(3-31) 
1 0

0T





=  

  

(3-32) ( ) ( )( ) ( )( )
2

2 1 2 22 2 2 2 1 13 1 2 2 0
1 1 1 3

1
0 2 2 2 8

i i i
T

             


+ + + − − + − + −


=−  

 

 :1ضرایب 

 (3-33) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )

1 1 2 2

2

3

1 1 1 1 2

1 2 1 2 1 1 0

1 1 1 1 1
3 3 4 8 1

1 0 2 2 2 8 2
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3 3

8 0

i F i i i
T T

i i
T

         

       

 
+ + + + − + − − + −

 


− − + + − −


=−

 

 

(3-34) 

( )

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

( )( ) )

1

2 2 1

1 2 2 1 2 2

1

2 2 2 2 2 2 1

2 2 1 2

2 2 2 2

1 2

2

2

1

2 2

2

3 1

1

3 3 1 1
3 3 2 2

1 0 2 2 2 2

1
1 1 2 1

2

1
3 3 8 4 4 4 1

8 0

3 0

i i F
T T

i i i

i i
T

i

            

            

         

    

 
+ + + + + + + −

 

+ − − + − + − − + − + − −


+ − − + + + − − + −



+ − − =

 

 

1eدامنه نوستتتان و  2Nو  1Nکه در آن اعمال خواهد شتتتد  (3-35)قطبی  حال متغیرهای
i  2وe

i 

 باشند.اصلی و چاه غیرخطی انرژی می گرنوسانزاویه فاز 

(3-35) 1

1 1 e( 1)
iTN  =     ,    2

22 1 e( )
iTN  =   

 

 خواهد آمد: معادله زیر بدست، (32-3)بر معادله  (35-3)تغییر متغیر  با اعمال

(3-36) 2 2 1 2 1

2 2 2 1 1

2

2 2 1 2 2 1 3 1 2 1

3 2 3

2 2 2 3 2 3 1 2 3 1

4 e 4 e 4 e 6 e 4 e

4 e 4 e 03 e 6 e 3 e

i i i i i

i i i i i

i N i N i N i N N iN

iN N i N i N N i N

    

    

   

   

− − + − −

+ + − + =+
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جملات موهومی  وجود و به توان دو رساندن دو طرف معادله، با توجه به (36-3)با مرتب کردن معادله 

 و حقیقی خواهیم داشت:

(3-37) 

2 4 2 2 2 4 2 6 2 2 4

3 3 3 1 3 1 3

2 2 4 2 2

2

4 2 2

2 3 2 3 3 3 1

2 2 2 2 2 2

1 2 2 1 2

2 6 2 4 2 2 2 4 4 2

1 2 1 2 2 1 2 2

1 2 2 1 2 2 2

2 2 2 2 2

1 1 1 23 3 3 2 31 2 13

81 54 9 72 24

72 24 72 24 16

32 16 32 32 16

9 54 81 24 72

N N N N N N N N

N N N N N N N

N N N N N

N N N N N N N

      

      

    

      

− − − − −

− − + + −

− − + + −

= − − − − − 2

4 2 2 2 2 2 2 2 2

2

1 1 2 21 13 2 2 13 224 72 16 16 32 16

N

N N N N N N N    + + − + + −

  

           

 کنیم:از تغییر متغیر زیر استفاده میدر ادامه 

(38-3)  2

1 1N Z=  , 2 2

2N Z=   

 

 عبارت زیر بدست خواهد آمد:

(3-39) 

2 2 2 2 3 2 2

1 2 3 1 2 3 2 3 1 2 1 3 1 2 2 3 2 1 3

2 2 2 2

2 2 3 1 2 3 2 3 2 1 2 1 2 2 2 2 1

3 2 2 2 2 2 2

2 2 2 1 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

2

1 2 2 3 1 3 1 2

81 54 9 72 72 24

24 72 24 16 32 16 32

32 16 9 54 81 24

72 24 72

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z

Z Z Z Z Z Z Z Z

Z Z Z Z Z Z Z Z

Z Z Z Z Z

        

        

     

  

− − − − − −

− + + − − − +

+ − = − − − −

− + + 2 2

3 1 2 2 2 1 2 116 16 32 16Z Z Z Z   − + + −

  

 

 

که همان  بدستتتت خواهد آمد 2-3تصتتتویر  نمودار (39-3)در عبارت  3-1جدول ر با جایگذاری مقادی

 باشد.منیفولد نامتغیر آهسته می
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 مدوله قویحالت  یبرا IIمدل  یپارامترها - 1-3 جدول

 پارامترهای کاهش یافته بی بعد پارامترهای فیزیکی

𝑚1 5 Kg    0.01 

𝑚2 50 g λ1 0.119 

𝑐1 0.1 Ns/m λ2 0.598 

𝑐2 0.5 Ns/m 1  - 6.07 

𝑘1 14×102 N/m 2  3.57 

𝑘2 - 85 N/m 3  28571.4 

𝑘3 50 N/m   

𝑘4 4×105  N/m3   

 

 

 II( برای حالت مدوله قوی و مدل SIMمنیفولد نامتغیر آهسته ) - 2-3تصویر 
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، 2کاهش مقدار قابل مشتاهد استت، با 3-3تصتویر ، همانطور که در 2-2توضتیحات قستمت مشتابه 

بته ترتیتب برابر 2Zو  1Zکنتد. در این نمودار نمودار بته ستتتمتت راستتتتت و بتالا حرکتت می

2

( ) i Tv i v e − +   و
2

( ) i Tw i w e − +  توان گفت با کاهش مقدار باشتتد. بنابراین میمی
2  در

سانبازه صله بین جرم نو سی، با افزایش فا شخص مورد برر صلی و چاه غیرخطی انرژی، دامنه ی م گر ا

ارتعاشتتی ستتیستتتم افزایش خواهد یافت. همچنین اندازه ستترعت تغییر مکان مرکز جرم ستتیستتتم نیز 

همچنین با توجه به این که  هد شتتتد.تر خوابزرگ
2  3پارامتر بی بعد مربوط به پارامتر حقیقی فنرk 

سختی غیرخطی می سختی این فنر، از تاثیر  شد میتوان گفت، با افزایش  شده، بنابراین  4kبا سته  کا

شد و رفت س  حقیقی خواهد  سیستم دارای یک پا سمت پدیده پرش از بین رفته و  سیستم به  ه رفته 

 رود.خطی بودن پیش می

صویر  سته را به ازای مقادیر متفاوت از  3-4ت نمودار منیفولد نامتغیر آه
1 شان می دهد. در ن

این تصویر مشخص است که به ازای برخی مقادیر 
1 عبارت ،SIM م محلی و در نتیجه دارای اکسترم

شد. دارای دو جواب و به ازای برخی مقادیر دارای یک جواب می شاهده با صفر میهمچنین م شود با 

قرار دادن 
1  پارامتر مرتبط با(2kیعنی از بین بردن ارتباط بین نوستتتان ،) گر اصتتتلی و چاه غیرخطی

گر اصتتلی با المان بندی خطی در رفتار خطی نشتتان خواهد داد. چرا که تنها نوستتان ، ستتیستتتمانرژی

 ماند.سیستم باقی می
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 2از  مقادیر متفاوتو برای  II( برای حالت مدوله قوی مدل SIMمنیفولد نامتغیر آهسته )  - 3-3تصویر 

 

 1و برای مقادیر متفاوت از  II( برای حالت مدوله قوی مدل SIMمنیفولد نامتغیر آهسته )  -3-4تصویر 
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 IIپاسخ حالت آبشاری مدل  بررسی 3-2

 .گشته بودبعد در قسمت قبل معادلات به شکل زیر بی

(3-40)  
( ) ( )

2

1 1 22

d d d d
cos

d d d d
X X X Y X X Y F T

T t t t
   

 
 + + − + + − =   
 

 

 

(3-41)  
( )

2
3

1 2 3 22

d d d
0

d d d
Y X Y Y Y X Y

T T T
    

 
 − − + + − − =  
 

 

 

سمت شودحال تغییر متغیر زیر اعمال می شد، پارامترهای جدید معرف  3-2. همانطور که در ق گفته 

 اصلی و چاه غیرخطی انرژی خواهد بود. گرنوساناصلی و فاصله نسبی  گرنوسانحرکت 

(3-42) v X= , w X Y= −   

 نتایج زیر حاصل خواهند شد: (42-3)با استفاده از 

(3-43) Y w v= − , X v=  

 .خواهد آمدبه شکل زیر بدست  تمعادلا (41-3)و  (40-3)در  (43-3)با جایگذاری 

(3-44) 
( )

2

1 1 22

d d d
cos

d d d
v v w v w F T

T T T
   + + + + =   

 

(3-45) 
( ) ( )

2 2
3

1 2 3 22 2

d d d
0

d d d
v w w v w v w w

T T T
   − − + − + − − =  

 

صفر از در ادامه از معادلات  شد مرتبه  ستفاده خواهد   سبات، آن را بهدر محا 1باقی ماندن  . برایا

1طور اختیاری از مرتبه و  خواهد شد 0از مرتبه  1در این صورت عبارت .]26[گیرندمیدر نظر  −

 ، معادلات زیر تشکیل خواهند شد.0در معادلات باقی خواهد ماند. با نگه داشتن عبارات مرتبه 
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(3-46) 2

2

d d
0

d d
v v v

T T
+ +  =  

 

(3-47) 
( ) ( )

2 2
3

1 2 3 22 2

d d d
0

d d d
v w w v w v w w

T T T
   − − + − + − − =  

 

1که در آن  =  باشد.می 

   (، معادلات زیر تشکیل خواهند شد.3-40با حل معادله )

(3-48) 
( )

2 24
2

1 1
4

2 2

1 2

2e e
T T

v T C C

    
− +  − −  −   
  

−
= +  

 

 نوشته خواهد شد.باشند. معادله فوق به شکل زیر و با ثوابت جدید ثوابت جواب می 2Cو  1Cکه 

(3-49) 
( )

2 24 4

2 2

1 2( )e ( )e
i T i T

v C T TT C

   − −
   −
   
   = +  

 

   تحلیلی ادامه پیدا خواهد کرد.با استفاده از تغییر متغیر زیر، حل 

(3-50) 24

2
1 1.( ) ( )( ) e e .

i T
iQTv T A C C A C CT T

−

= + = +  

 

ستفاده در این قسمتمواقع روش  در س  معادلات ، روش بالانس هارمونیک میورد ا شد که در آن پا با

   مختلط هستند. 2Aو 1Aشود و در آن به شکل هارمونیک در نظر گرفته می

(3-51) 
1 2e eiQt iQtv A A −= +  

 

     شود.نیز به شکل زیر در نظر گرفته می wپاس  تقریبی برای  و
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(3-52) 
1 2e eiQt iQtw B B −= +  

 

 .عبارات زیر به دست خواهد آمد (47-3)در  (52-3)و  (51-3)گذاری با جای

(3-53) 

(

)

( )( )

( )
( )

2 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3

2

3 3 2 2 1 2

3
3 2 2 3

3 3 3 3

3 2 2 3

3 3 3 33

2 2 2 2 2 2

3 3

1
2 2 3 1 2 6 1 2 2 3 1 2 3 2 1

e

6 2 1 2 3 1 2 2 2 2 2

1 3 1 1 3 1 1 1 e

1
2 3 2 2 3 2 2 2

e

1 1 3 1 2 3 1 2

iQt

iQt

iQt

A Q i B Q i A A A A B A B A B

A B B B B B Qi A B B

A A B A B B

A A B A B B

A Q i B Q i A A A B

   

     

   

   

 

− + − + −

+ − + + − −

+ − + −

+ − + −

+ − + − −(

)

3 3

2 2

3 3 2 2 1 2

6 1 2 1 6 1 1 2

3 2 1 3 1 2 1 1 1 1 e 0iQt

A A B A B B

A B B B B Qi A B B

 

     

+

+ − − + − − =

 

 

)ضریب معادل صفر قرار دادنبا  )eiQt  آمدخواهد  بدستباشد، عبارت زیر ولار ترم میسککه همان. 

(3-54) 2 2 2 2 2 2

3 3 3 3

2 2

3 3 2 2 1 2

1 1 3 1 2 3 1 2 6 1 2 1 6 1 1

0

2

3 2 1 3 1 2 1 1 1 1

A Q i B Q i A A A B A A B A B B

A B B B B Qi A B B

   

     

− + − − +

+ − + − − =−
 

 

   ضرایب عبارات هارمونیک، به شکل مختلط زیر نوشته خواهد شد.

(3-55) 
1

1
e

2

iA a =  

           

(3-56) 
1

1
e

2

iB b =  

           

(3-57) 
2

1
e

2

iA a −=  
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(3-58) 
2

1
e

2

iB b −=  

 

2، و همچنین با توجه به (3-54) در (3-58)الی  (3-55)گذاری عبارت با جای 1i =  (3-59)عبارات ، −

 .بدست خواهند آمد

(3-59) 
2 2 2 2 2

3 3 2 3 3 1 2

2 2 2

3 3 2

3 3
3 e 3 e 4 e

2 4

3 3
4e 0

4 2

i i i

i

a b a b b Q i a b Q

a b Q a

  



      

  

− −  
− + − − − + − − 

 

 
− − − + − = 

 

 

  

 تشکیل خواهد شد. (60-3)معادله معادله فوق رتب سازی و به توان دو رساندن سپس با م

(3-60

) 

2 6 2 4 2 2 2 4 2 6 2 4 2 4 2 2

3 3 3 3 3 3 3 2

4 4 2 4 2 3 2 2 2 2 4

3 2 2 2 3 2

2 2 4 4 2 2 2 2 2 2

3 1 3 1 3 2 2 1 2

2 2 2

1 2 2 2 2

10 30 30 10 24 24 72

24 16 16 32 16 24

72 24 24 32 32 32

32 32 16

a a b a b b Q a Q b Qa b

Qb Q a Q b Q b Q b a

a b b b Q a Q b Q b

Qb Qb a

       

     

        

    

− + − − + −

− + − + + +

− − − − + +

− − + 2 2 2 2 2 2

1 1 2 216 32 16 0b b b   − − − =

 

 

گذاری مجدد عبارت با جای
24

2
Q

−
در معادله فوق، عبارت منیفولد نامتغیر آهستتته به شتتکل  =

 زیر بدست خواهد آمد:

(3-61) (

( ) ( )( ))

( ) ( )

2 2 2 2 2 2 6

3 3 1 2 2 3

2 2 4 2 4 2 4

3 1 2 3 3 1 3

2 2 2

2 1 2 2 2 1 2 2 1

2
2 2 4 2 2 2

3 2 3 2

1 1 4 4 4
36 4 10

3 9 9 9 9

1 4 4 4
30 30 72

5 5 5 5

4 8 8 8 16 1 1

3 1
10 4 4 4 4

5 10

a b b b

a b a a

b

a a a

     

      

        

   

 
− + +  + + − − + − 

 

 
+ −  − − + + − − −  

 

+ − − − +  − − + + − − + +

 
+ +  + − +  + − = 

 
0

 

 

آهسته به شکل زیر بدست نمودار منیفولد نامتغیر  (61-3)در عبارت  1-3با جایگذاری مقادیر جدول 

 خواهد آمد:
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 II( در حالت آبشاری برای مدل SIMنمودار منیفولد نا متغیر آهسته ) -5-3تصویر 

باشتتد که به ازای افزایش پارامتر نمودار منیفولد نامتغیر آهستتته می 3-6تصتتویر 
2 یعنی افزایش اثر ،

شود. همچنین با ادامه روند افزایش این حاصل میهای قبل های قسمترفتاری مشابه با نمودار ،3kفنر 

شی از ارامتر،  شد که این امر نا ستم تنها دارای یک جواب پایدار خواهد  سی پدیده پرش از بین رفته و 

نیز مانند چیزی که پیش از این گفته شد، نمودار  3-7تصویر  باشد.می (4k)کم شدن اثر فنر غیرخطی

منیفولد نامتغیر آهستتتته را به ازای مقادیر متفاوت از 
1 دهد که به ازای برخی مقادیر نشتتتان می

1 ،

دارای اکستتتترمم محلی و در نتیجه دارای دو جواب و به ازای برخی مقادیر دارای یک  SIMعبارت 

شتود با صتفر قرار دادن باشتد. همچنین مشتاهده میجواب می
1  پارامتر مرتبط با(2k) یعنی از بین ،

رفتار خطی نشان خواهد داد. چرا که  ، سیستمگر اصلی و چاه غیرخطی انرژیبردن ارتباط بین نوسان

 ماند.در سیستم باقی می خطیگر اصلی با المان بندی تنها نوسان
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 IIبرای مدل  2برای پارامتر  مقادیر متفاوتبرای حالت آبشاری با  (SIM) منیفولد نامتغیر آهسته -3-6تصویر 

 
و برای مقدادیر متفاوت از  IIمدل  حالت آبشاری( برای SIMمنیفولد نامتغیر آهسته ) -3-7تصویر 

1 
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 IIدامنه نوسانات در سیستم مدل  بررسی 3-3

سمت به  سیدر این ق سه تفاوت وجو برر ستم، مقای سی د جاذب یا عدم وجود آن پرداخته خواهد رفتار 

اصتتلی و چاه غیرخطی انرژی تحت  گرنوستتاننمودار دامنه نوستتان به زمان را برای  8-3تصتتویر . شتتد

دهد که توستتط ستتیمولینک نرم افزار نشتتان میرا  1-3جدول  و طبق المان بندیپالس اولیه تحریک 

 مدل سازی شده است. 1متلب

 

 اولیه خطی )زرد( و چاه غیرخطی انرژی )آبی( با تحریک گرنوساننمودار ارتعاشات دامنه  -8-3تصویر 

صویر  همانطور که در شاهده می 8-3ت ستمشودم سی سان می اولیهدر اثر تحریک  ،  کند و شروع به نو

سانات آن به علت وجود دمپر و چاه غیرخطی انرژی، به مرور زمان کاهش می یابد. همچنین با دامنه نو

یافت که توان دردهد، میکه دامنه نوستتتانات چاه غیرخطی انرژی را نشتتتان می 9-3تصتتتویر توجه به 

اصتتلی، دامنه نوستتانات چاه غیرخطی انرژی نیز کاهش  گرنوستتانهمزمان با کاهش دامنه ارتعاشتتات 

شی می سانیابد و همزمان با کاهش قابل توجه دامنه ارتعا صلی، دامنه چاه غیرخطی انرژی نیز  گرنو ا

 کند.میل میناگهان کاهش یافته و به سمت یکی از نقاط پایداری خود 

                                                
1 MATLAB 
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 با تحریک اولیهنمودار ارتعاشات دامنه چاه غیرخطی انرژِی  -9-3تصویر 

 

 نمودار دامنه به زمان سیستم برای دو تحریک پی در پی -10-3تصویر 

باشد که یکی در لحظه نخست و دیگری در نشان دهنده سیستم با دو تحریک ضربه می 10-3تصویر 

ست. مشاهده می 13ثانیه  شده ا سمت یکی از اعمال  ضربه به  شود که چاه غیرخطی انرژی بعد از هر 

 باشد.قابل مشاهده می 12-3تصویر ه این نقاط پایداری در شود کنقاط پایداری خود متمایل می
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صفحه فازی   ساننمودار  صلی و چاه غیرخطی انرژی در  گرنو صویر ا صویر و  11-3ت  12-3ت

شاهده می شد. همانطور در قابل م صویر با ست  11-3ت شاهده ا سانقابل م صلی از نقطه تعادل  گرنو ا

شروع به حرکت می صفر،  صله میخود، یعنی نقطه  سمت آن کند و از آن فا سپس مجددا به  گیرد. 

 باشد.اصلی می گرنوسانبرای  شود. صفر یک نقطه تعادل پایدارمتمایل می

 

 اصلی گرنوساننمودار صفحه فازی  -11-3تصویر 

صویر  شان می 12-3ت صفحه فازی برای چاه غیرخطی انرژی را ن دهد که دو نقطه پایداری برای نمودار 

شد. با دقت در این نمودار میآن به وضوح قابل مشاهده می صفر و با با توان دریافت که جسم از نقطه 

 -01/0روع کرده است و پس از آن حول دو نقطه پایداری خود که نقاط سرعت صفر حرکت خود را ش

نیز  10-3تصویر و  9-3تصویر کند. این نقاط در نمودار دامنه به زمان در باشد نوسان می+ می01/0و 

شاهده می سمت نقطه قابل م ست که چاه غیرخطی انرژی در نهایت به  شد. این نکته نیز قابل ذکر ا با

 .شودیمجانب م 01/0تعادل 
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 نمودار صفحه فازی چاه غیرخطی انرژی -12-3تصویر 

صویر  سانات 13-3ت شان دهنده نمودار دامنه نو سان NES ن صلیو نو سبت به زمان در حالت  گر ا ن

 باشد.تحریک هارمونیک می

 

 خطی )زرد( و چاه غیرخطی انرژی )آبی( با تحریک هارمونیک گرنوساننمودار ارتعاشات دامنه  -13-3تصویر 

صویر  شان دهنده تفاوت میان وجود و یا عدم وجود چاه غیرخطی انرژی  14-3ت در تحریک ن

شاهده میمیاولیه  شد. همانطور که م س شود در حالت وجود چاه غیرخطی انرژیبا ستم به  ، پا سی
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وجود چاه شتتود اما در حالت بدون کاستتته می ایحظهبه صتتورت قابل ملا 20بی در ثانیه یصتتورت تقر

 اتفاق خواهد افتاد. 200بعد از ثانیه  در زمانیاین اتفاق ، خطی انرژیغیر

 

 اولیهمقایسه حالت وجود)زرد( و یا عدم وجود)آبی( چاه غیرخطی انرژی در سیستم برای تحریک  -14-3تصویر 

نیز نشتتان دهنده مقایستته دو حالت وجود و یا عدم وجود چاه غیرخطی انرژی در حالت  15-3 ریتصتتو

شتتتود در حالت وجود چاه غیرخطی انرژی، همانطور که مشتتتاهده می باشتتتد.تحریک هارمونیک می

سان صلی در حدود ثانیه نو شد اما در حالت عدم وجود چاه غیرخطی انرژی، این پایدار  60گر ا خواهد 

 رخ خواهد داد. 200اتفاق در زمانی بعد از ثانیه 

 

 مقایسه حالت وجود)زرد( و یا عدم وجود)آبی( چاه غیر خطی انرژی در سیستم برای تحریک هارمونیک - 15-3 ریتصو
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 IIانرژی پتانسیل مدل  بررسی 3-4

و نشان دادن دوحالت پایداری سیستم، انرژی پتانسیل به صورت  IIبرای بررسی انرژی پتانسیل مدل 

 [42] ,[31] ,[25] ,[21] .شودمینوشته زیر 

(3-62) 2 2 2 4

1 2 3 4

1 1
( )

2 2
V k x k x y k y k y

 
= + − + + 

 
 

 

به صتتورت زیر  (9-3) با کمک پارامترهای بی بعد شتتده را (62-3)توان معادله بی بعد ستتازی می برای

 نوشت.

(3-63) ( )
22 2 2 2 2 2 4

0 1 0 2 0 3 0

1 1

2 2
x x y yV y      

 
 = + + + 


− 


 

 

و نمودار سه بعدی آن نیز  3-16تصویر  به صورت yنمودار دوبعدی انرژی پتانسیل نسبت به جابجایی 

 خواهد بود. 17-3تصویر صورت  به

 

 IIنمودار انرژی پتانسیل به جابجایی برای مدل  - 16-3تصویر 
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 IIبرای مدل   xو   yنمودار انرژی پتانسیل نسبت به جابجایی  -17-3تصویر 

 

 IIمیزان جذب انرژی توسط مدل  3-5

ستم سی سی میزان جذب انرژی یا میزان اتلاف انرژی در  صورت معمول از  های غیرخطی،برای برر به 

]16 ,[شتتودگفته می 1شتتود که در اصتتطلاح به آنها اندازه گیری اتلاف انرژیهایی استتتفاده میروش

[21], [25], [31], [42]–[44]. 

 

 

                                                
1 Energy Dissipation Measure (EDM) 
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 یرخطی، نسبت به اتلاف کل سیستمابتدا با استفاده از فرمول اتلاف انرژی، اتلاف انرژی چاه غ 

محاسبه خواهد اصلی و چاه غیرخطی انرژی به صورت زیر  گرنوسان. اتلاف انرژی توسط یدآبدست می

       .شد

(3-64) ( )
   

2

1
0

-
t

LO eE x x dt=   

        

(3-65) ( )
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2
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-
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NESE x y dt=   

 

    باشد:بنابراین نسبت اتلاف انرژی به صورت زیر می

(3-66) 100 NES
NES

NES LO

E
r

E E
= 

+
 

 

، نرخ اتلاف شودبدست خواهد آمد. همانطور که مشاهده می 18-3تصویر  به صورت اتلاف انرژینمودار 

ارتعاشتات چاه غیرخطی انرژی کاهش محستوستی  9-3تصتویر ، که طبق 23ثانیه  حدود بعد از انرژی

و  (64-3). دلیل این امر با توجه به عدم جابجایی اجستتام و معادلات تقریبا صتتفر خواهد شتتدیاید، می

ست. در  (3-65) صویر مشخص ا متر، که  55/0دامنه تحریک  مقدار شود که برایمشاهده می 18-3ت

درصتتد اتلاف توستتط چاه غیرخطی انرژی انجام  90حدود توان آن را مقدار نستتبتا زیادی دانستتت، می

تحریک ورودی نمایش داده  ترِای کوچکهانرژی برای دامنه ، درصتتد اتلاف19-3تصتتویر پذیرد. در می

شاهده می ست. م سان شده ا صد اتلاف انرژی 01/0شود که برای دامنه نو بعد از چند ثانیه  متر، در

 درصد خواهد رسید. 99به حدود  نخست



 

73 

 

 

 اولیهدرصد اتلاف انرژی توسط دمپر چاه غیرخطی انرژی به دمپر کل سیستم برای تحریک  -18-3تصویر 

 

 

 تر از تحریک ورودیهای کوچکدرصد اتلاف انرژی برای دامنه -19-3تصویر 

در ستتیستتتم استتتفاده  1ایلحظهدر برخی منابع برای بررستتی بازدهی ستتیستتتم از انرژی ذخیره شتتده 

. انرژی شودمحاسبه میرژی به انرژی کل سیستم کنند. برای این امر، نسبت انرژی چاه غیرخطی انمی

 .]21[شودبه صورت زیر محاسبه می (TotalE) و کل سیستم (NESE) چاه غیرخطی انرژی

                                                
1 Percentage of instantaneous total energy stored in the NES 
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ای ذخیره شتتده در چاه غیرخطی انرژی به صتتورت زیر محاستتبه که در نهایت درصتتد کل انرژی لحظه

 گردد.می
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ای ذخیره شده در درصد انرژی کل لحظهدامنه نوسانات و نشان دهنده  23-3 ریتصوی ال 20-3تصویر 

با  اینتایج بدستتت آمده تشتتابه منطقی د.نباشتتچاه غیرخطی انرژی به ازای دامنه تحریک متفاوت می

درصد  تحریک، نتایج بدست آمده در قسمت محاسبه درصد اتلاف سیستم دارد. یعنی با کاهش دامنه

یافت، افزایش خواهد ای چاه غیرخطی انرژی، همانگونه که میزان اتلاف انرژی افزایش میانرژی لحظه

سیستم که دامنه ار 1و  4، 7، 23های شود که به ترتیب در ثانیههمچنین مشاهده می یافت. شات  تعا

 شوند.ها ناگهان به صفر نزدیک میکاهش محسوسی دارد، سطح انرژی سیستم نیز در همین زمان
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 A=0.55درصد انرژی کل لحظه ای ذخیره شده در چاه غیرخطی انرژی برای دامنه و  -20-3تصویر 

 

  
 A=0.1درصد انرژی کل لحظه ای ذخیره شده در چاه غیرخطی انرژی برای دامنه و  -21-3تصویر 

 

  
 A=0.05ی انرژی برای طدرصد انرژی کل لحظه ای ذخیره شده در چاه غیرخدامنه و  -22-3تصویر 

 

  
 A=0.01 یبرا یانرژ طیرخیشده در چاه غ رهیذخ یکل لحظه ا یدرصد انرژدامنه و  -23-3 ریتصو
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 بررسی کلی نتایج 4-1

های مکانیکی و همچنین توسعه و کشف کارآیی روز موضوع جذب ارتعاشات زائد سیستمبنابر اهمیت 

کاربردیافزون جاذب به بررستتتی یکی از  مه  نا یان  پا ترین نمونه های جاذب های غیرخطی، در این 

شات پرداخت شدغیرخطی، یعنی چاه غیرخطی ارتعا شکل .ه  شناخت  این جاذب،  های مختلفعلاوه بر 

های مرستتوم، محاستتبات مربوط به دو مدل متفاوت دارای چاه ستتی ادبیات فنی و روشهمزمان با برر

غیرخطی انرژی متصتتل و غیر متصتتل به زمین را برای دو حالت پاستت  مدوله قوی و حالت آبشتتاری 

نیفولد نامتغیر آهسته و . در نهایت برای هر دو مدل و هر دو حالت مطرح شده نمودارهای مشد بررسی

مورد بررسی قرار  IIو همچنین نوسانات و چگونگی ذخیره و اتلاف انرژی برای مدل  مدآبدست  انرژی 

 .گرفت

ای از پاس ، نمودار دارای سه شاخه خواهد بود که نشان داد که در بازه SIMبررسی نمودارهای  

باشد. همچنین نمودار بعد از رسیدن به اکسترمم با پدیده دو شاخه پایدار و شاخه میانی ناپایدار می

پرش مواجه خواهد شد. سپس نمودار را با تغییر پارامترهای مختلف بررسی نمودیم که با توجه به 

افزایش نشان دهنده  شکل بزرگتری به خود بگیرد، SIMنمودار نمودار مشخص شد که اگر تغییرات 

، بزرگتر شدن پدیده پرش و کارایی جاذب خواهد شد. همچنین NESگر اصلی و دامنه ارتعاش نوسان

 های خطی شد.با تغییر برخی پارامترها نمودار دارای پاسخی نزدیک به رفتار سیستم

و معیار برای میزان جذب انرژی و بازدهی چاه غیرخطی انرژی مطرح شد  در ادامه چند روش 

درصد و همچنین  NESدرصد اتلاف انرژی توسط میرایی که نشان داد با کاهش دامنه تحریک ورودی، 

 خواهد یافت. افزایشای ذخیره شده در چاه غیرخطی انرژی انرژی لحظه
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 پیشنهادات 4-2

 شود موارد زیر مورد مطالعه قرار بگیرند:بدست آمده در این پژوهش، پیشنهاد می نتایجبنابر  

 بررسی شده در این پژوهش. IIبهینه سازی سیستم مدل  •

 بررسی شده در این پژوهش. IIمدل بررسی آزمایشگاهی  •
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Abstract 

 

Nonlinear Energy Sink (NES) is one of the most efficient passive vibration 

absorbers that consists of a mass, attach to a nonlinear spring. In this study, 

two separate systems will be examined in Strongly Modulated Response 

(SMR) and cascade response. For the first system, the effect of the NES on 

a system that consists of a Linear Oscillator (LO) that has a base stimulation 

is studied. The second NES system that studied analytically, consists of a LO 

with a base stimulation and an NES that is connected to ground with a 

nonlinear spring called Grounded NES (GNES). For cascade response, after 

obtaining the equations of motion, the harmonic balance method applied to 

analytically solve the equations. Then, a slow invariant manifold is obtained 

and Its changes are examined with respect to the change of parameters. For 

SMR, the system is studied in the vicinity of 1:1 resonance. For this purpose, 

after obtaining the equations of motion, some variables were applied such as 

Manevitch complex variable method (CX-A) and then, multiple scale 

method is applied to solve the equations analytically and SIM expression is 

obtained. At last, the energy dissipation ratio of the NES and the percentage 

of the instantaneous total energy stored in the NES are obtained and 

compared with the amplitude-time diagram. The results show that if the 

effect of the nonlinearity becomes less influential, the occurrence of energy 

pumping will be less probable. Also, when the stimulation amplitude 

becomes smaller, the value of the energy dissipation ratio of the NES 

increase and the time to complete the process will be reduced. 
 

 

 

 

 

 

Keywords: Nonlinear Energy Sink (NES), strongly modulated response (SMR), slow 

invariant manifold (SIM), energy dissipation measure (EDM), grounded NES 
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