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 زیز ومهربانمر و همسر ع به پدرومادتقدیم 

 به پاس تعبیر عظیم و انسانی شان از کلمه ایثار و از خودگذشتگی 

 پشتیبان است  به پاس عاطفه سرشار و گرمای امیدبخش وجودشان که در سردترین روزگاران بهترین

 گرایدبزرگشان که فریادرس است و سرگردانی و ترس در پناهشان به شجاعت میهای  به پاس قلب

 کنددریغشان که هرگز فروکش نمیهای بیمحبت پاس  و به

 و تقدیم به خانواده مهربانم که در تمام طول تحصیل همراه و همگام من بوده است""
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 سپاسگزاری

صدر، با حسن خلق و فروتنی، از هیچ کمکی  که در تمام سعه  محمدیدکتر اردشیر کرمی  از جناب آقای  

نامه را بر عهده گرفتند، کمال تشکر و قدردانی  ننمودند و زحمت راهنمایی این پایاندر این عرصه بر من دریغ  

 را دارم. 
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 ای،  رایانه ی ها، کتاب، برنامهخرجمقالات مست)ن )اثر و محصولات آی این حقوق معنو  ه یکل •
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 .باشد یذکر مرجع مجاز نم ن بدو این رساهه موجود در  اطلاعات و نتایجاستفاده از  •
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 چکیده

  در  . شودالاستی  حاوی جریان سیال پرداخته میجنس ماده هایپر میکروهوهه از  یارتعاش  دراین تحقیق به آناهیز 

مدل واقعی در این تحقیق ازمدل میکروتیری   به  تری نزددهی نظور در نظر گرفتن مسازی میکروهوهه به ممدل

واثرسیال    ه قرار گرفته است.عمطاه مورد باشد ی م تنش،کرنش آن غیرخطی  یرابطه ازجنس ماده هایپرالاستی  که 

خوبی   به هامدلاین .شده است استفاده  باشد،مدل یئو یکی ازمدل های هایپرالاستی  می از شود. به آن اضافه می 

عامل غیرخطی   توان توسط آنها، می بینی کرده و پیش رابطه غیرخطی تنش وکرنش دراین مواد را رفتارلاستیکی و 

ارتعاش آزاد میکروهوهه حاوی جریان   ماده را درکناردیگرعوامل دربررسی رفتار ماده دخیل نمود. برای این منظور 

درنظرگرفتن مدل   با هی با شرایط مرزی تکیه گاه دوسرمفصل)پین ط پین( و سیال رابراساس تئوری تیر اویلر برنو 

بررسی می گردد. برای استخراج معادهه حاکم بر سیستم ازتئوری اویلر برنوهی و با بکارگیری    هایپرالاستی  یئومورد 

سپس معادهه حاکم    . بردیم،که در ابتدا باید انرژی جنبشی و انرژی پتانسیل مورد محاسبه گردد  اصل هامیلتون بهره 

بعدسازی را نیز بدست آوردیم. معادلات ارتعاشی حاکم  نگاه شرایط مرزی بیآبعدسازی کرده بر سیستم را بی

برسیستم بااستفاده از روش گاهرکین به ی  معادهه دیفرانسیل معموهی تبدیل شده است به پایداری سیستم  

مختلف سیال،طول و ضخامت مورد بررسی قرار گرفته   یهاسرعت طبیعی و سرعت بحرانی به ازای  یهاوفرکانس 

های چندگانه استفاده گردیده  ت قسمت غیرخطی ازروش  تئوری اغتشاشات تحلیلی ،مقیاس برای حل معادلا  است.

                                         وردیم.                                                آرابدست  بعد غیرخطیتاثیر سرعت بر فرکانس بیاست. و نمودارهای 
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  هیپرالاستیک ازجنس   میکرولوله   کلیات: 1  فصل

 سیال   جریان   حاوی
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 مقدمه  - 1-1

دسی و پزشکی  هنم هایینه زممتعددی در  یکاربردهاحاوی جریان سیال درابعاد میکرو دارای  یهاهوهه 

پایین اشاره کرد. در هیتوگرافی    هایی دببه استفاده آنها جهت تزریق دارو با    توانیم   کاربردها. از جمله  باشند ی م

. نوعی از تجهیزات اندازه  شودی مفوق به عنوان نازل جهت حمل مایع حلال استفاده  یهاهوهه مستقیم نیز از 

حمل مایع در    یهاهوهه فرکانسی    یهامشخصه یز بر مبنای تغییرات  دبی جرمی، دانسیتیه و ویسکوزیته ن  یریگ

هد داشت.  . با افزایش سرعت سیال حامل احتمال ناپایداری در سیستم وجود خواکنند ی ممقیاس میکرو کار 

. باشند ی مفوق عوامل موثر در پایداری    یهاهوهه که ابعاد هندسی، سرعت سیال و جنس    اند داده محققان نشان  

  شامل  صنایع  از  شماری در  ی آورفن  هاییشرفتپ در  را  توجهی قابل  سهم  اکنون هم  1نانو  و میکرو  ی آورفن

 .اند داده  خوداختصاص  به  انرژی، به  وابسته صنایع تازگی  به و  عکاسی فضا،  هوا مواد،  ،3بیوشیمی  ،2ونی  راهکت

 یهاحوزه  در را یاکنندهمتحول  تغییرات که دارند  را  پتانسیل و ظرفیت  این نانو ی آورفن  و  میکرو ی آورفن

  به  مثال  عنوان به آوردند. وجود   به پخش  و  پالایش و   برداشت ازدیاد  حفاری،  اکتشاف، نظیر  گاز  و  نفت  مختلف 

 آورد.  بدست نفتی مخزن ی   از تری ی جزئ و  تریقدق  بسیار یهاداده   و اطلاعات توان ی م 4حسگرها نانو کم 

 هاییستم س  در  یاگسترده  کاربردهای  مکانیکی خواص و توخاهی  هندسه  یلهد به هانانوهوهه  و هایکروهوهه م

  پیدا 5دارو  تزریق و سیال یهادهنده  انتقال ،هامحرک  سنسورها، مانند  میکرومکانیکی و میکرواهکترونیکی

  تیقاتحق  در  شوند.  ترکوچ  و  کوچ   تواند ی م هاهوهه  مشخصه  اندازه  توهید  هایی آور فن پیشرفت  با .اند کرده 

  است. شده گرفته درنظر میکرومتر  100 تا  1 حدود در یابازه  دایروی  هاییکروهوهه م داخلی  قطر  برای  اخیر

  ضروری  موضوعات از یکی  کوچ   هاییستم س  طراحی جهت هایکروهوهه م پایداری و  ارتعاشات روی  بر  مطاهعه 

 
1 Nanotechnology and Micro 
2 Electronics 
3 Biochemistry 
4 Nanosensors 
5 Drug delivery 
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  ییهانانوهوهه   ارتعاشی  خواص   بررسی   برای   تئوری   مدل  ی    کردند   تلاش   محققان  گذشته،   تحقیقات  در  .باشد ی م

  از  یکی هستند. کلاسی  پیوسته  محیط  مکانی   پایه بر مطاهعات این اغلب کنند. بینییش پ داخلی  جریان با

  .باشد ی م نانو  و  میکرو  ابعاد  با ساختارهایی ،کند ی م پیدا اییژه و اهمیت هوشمند  مواد  کاربرد که  هاییینه زم

  (MEMS)  میکرواهکترومکانیکی  هاییستم س   در  گسترده  صورتبه   گیردار  دوسر  و  سرگیرداری    هاییکروهوهه م

   .روند ی م کاربه 

 نانو  و میکرو یآور فن  - 2-1

  را ماده که بودند  باور این  بر دوران آن دانشمندان ویژه  وبه مردم باستان یونان زمان از بشر تاریخ درطول

 هاذره  واین باشند  خردناشدنی دیگر که رسید  یهاذره  ه تاب نمود  تقسیم  کوچ  یهاپاره  به قدر آن  توانی م

  دانست  نانو دانش  و  ی آورفن  پدر را  یونانی  فیلسوف 1دموکریتوس  بتوان  شاید  ،دهند ی م  تشکیل مواد بنیان

  تقسیم  معنی  به  که  را  اتم  واژه   که  بود  کسی  نخستین  او  مسیح  میلاد  از  پیش  سال  400  حدود  در  اینکه  بخاطر

  متر  ی   ردممیلیا ی  نانومتر ی  برد.  کار به ماده سازنده یهاذره  توصیف برای است یونانی زبان در نشدنی

  نانومتر(  100 تا 1 )بین نانومتر محدوده در هاآن بعد  ی  کم  دست که هستند  نانو  درمقیاس  ییهاماده  است.

 یابدی م  افزایش  ماده  یگسسته   ماهیت  و   بوده  توجهقابل  کوانتومی   اثرهای  کوچ ،  بسیار  یهااندازه   این  در  است.

  و  کنترل توانی م را جاهب ویژگی  این هستند. مشاهده قابل 2ماکرو  درمقیاس  گاهی  جاهب هاییدهپد  واین

  که  است دانش  از  ایینه زم  نانو  ی آورفن  کاربرد.  به  نوین  هاییستم س  گسترش  و  ساخت وبرای  کرد ی کاردست

  از امروزه  است. درارتباط نانو،  درمقیاس  هایییستمس  و  هاسازه ،هاماده  گسترش  با  و است رشد  روبه  شتاب با

  پزشکی  ، هوافضا نساجی، مهندسی زیست،  محیط  شیمی، ارتباطات مانند  گوناگون  هایینه زم در  نانو  ی آورفن

 .شودی م  استفاده و...

 
1 Democritus 
2 Macro 
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  درتاریخ  ی عطف  نقطه   نیا  و   ساخت  منتشر  نانو  ی آورفن   توانایی   درباره   را  یامقاهه  1ریچاردفاینمن   1959  سال  در

  به را  فاینمن ریچارد  بود،  شده  کسب زمان  آن  تا بسیاری توسط  که  هایییت قفمو وجود با  بود.  نانو  آوری  فن

  ا بریتانی  اهمعارف   دایره   تمام  توانی م   که   بود   مطلب   این  شامل   او   سخنرانی  .شناسند ی م  دانش  این   گذار  پایه   عنوان

1شرطی به  اوگفت  .شودی م  کوچ  واقعیش  یاندازه  روی  بر  را

100
  به  آن  ی اندازه  یعنی  کرد.  نگارش  سنجاق  ی 

  که  گونه آن  را هااتم  و  شود  انجام  موهکول  و  اتم  درمقیاس  کارها  که  پیداکرد  دست هدف  این  به  توان  یاندازه

  ین نخست برای آی.بی.ام مدن  آل تحقیقات درمرکز 1990 سال در بدهیم. قرار یکدیگر کنار خواهیمی م خود

  دانشمندی   رویای   ترتیب  این  به   نوشت.  را  "است  جاهب  این"جمله  هااتم   با  و  کرد  جا  راجابه  هااتم   باردانشمندی

  نانو  ی آورفن  اکنون  پیوست. وقوع  به  بود  کرده  مطرح  را خودش  تئوری  تاریخ  این از  پیش سال  30 حدود  که 

  در  ها،   نانوسازه  تازگی   به   . آوردی م   همراه   ه ب  جدیدی  صنعتی   انقلاب  خود   با  و   است  21  قرن  ی آورفن   ازپنج   یکی

  نانوتیرها،  از عبارتند  هانانوسازه  ینا است. یافته  توجهی شایان اهمیت وتجربی نظری  تحقیق یهاگروه  میان

  دارای  کوچ ،  مقیاس  دراین  هاسازه .هایچ نانوسوئ و  هانانوپوسته  ،هانانوورق  نانونوارها، ،هانانوحلقه  ،هایله نانوم

  هستند. معمول مقیاس  در هاسازه  با مقایسه  در گرمایی  و  اهکتریکی  مکانیکی، یاهعاده  فوق ایهی یژگو

  کاربردها  این است. شده بینی یشپ آینده  یهادرسال هانانوسازه  این برای  نوینی و  گسترده  بسیار کاربردهای 

 هستند.  و...  میکرواهکترونی  هوافضا، هایینه زم در

  فاینمن  ریچارد  یهاباگفته   نانو،   یآور فن   همانند   میکرو،  ابعاد  در   اهکترومکانیکی  هایتم یسس   یمطاهعه   به   توجه 

  یهادستگاه از  دسته اوهین هاوس  درویستینگ  وهمکارانش، ناتانسون  ،1964 درسال بعد، سال  پنج شد. غازآ

  .کردی م ایفا هایستمس  این  گسترش  در کلیدی نقشی ریاضی یسازمدل  کردند. توهید  را میکرواهکترومکانی 

  رایج  اهکترومکانیکی  هاییستم س  اساسی مبنای  و عملکرد اصول اهکترومکانیکی،  هاییستم نانوس  برخلاف اهبته 

  کلاسی  ازمبانی دیگرپژوهشگران بیان به است. یکسان  یکیاهکترومکان هاییستمس  ومیکرو ماکرو ابعاد در

  اوهین  ساخت .کنند یم  استفاده هایستم س  این  اهعهطم برای  اهکترومغناطیس ونیز ولاگرانژی  نیوتنی مکانی 

 
1 Richard Feynman 
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  ذهن  در هیتوگرافی کم  به ساخت یهاروش  به توجه برای  را یاجرقه  ،1970 سال در میکروپردازشگر

  1979 درسال گذاشت.  اهکترومکانیکی هاییستمس  میکرو  ساخت یهاروش  بر زیادی یرتأث که زد وهشگرانژپ

  به سنجشتاب ینا شد. ساخته  استنفورد  دردانشگاه استواربود، هایستم س  ن ای پایه بر  که یسنجشتاب  اوهین

 شد. تبدیل  میکرو  ابعاد  در  یکیاهکترومکان هاییستمس  تجاری محصول  اوهین

 مساله تعریف   و موضوع اهمیت  - 3-1

  فق وم طراحی در کلیدی مساهه  ی  سیال جریان حاوی هاییکروهوهه م پایداری و ارتعاشاشات روی بر  مطاهعه

  در .باشد ی م توجهی جاهب موضوع محققان  از بسیاری برای رو این از .باشد ی م میکرو  یهادستگاه  عملکرد و

  شده  مشاهده میکرو مقیاس  در آزمایشگاهی کارهای وسیله به  میکرو مواد به  وابسته رفتار گذشته یهاسال

 ای مشاهده نشده است. مطاهعه ارتعاشات میکروهوهه ازجنس ماده هایپرالاستی تاکنون در زمینه است.

 1یلاستیک  مواد - 4 ـ 1

 لاستیک مواد بر تاریخی مرور - 1-4-1

  بکر،   درحاهت  مواد   ینا  .باشد ی م  است   رنگیری ش   ظاهر  در  که   مو   درخت   ازترشحات  درحقیقت   طبیعی   لاستی 

  ها پروتئین  ،یدندمعموا  صمغ،  گیاهی،  شیره  یهافرم  وبه  بوده  (درصد   98  تا  92  درحد )  هیدروکربن  بیشترشامل

 .باشند ی م  وآب

  آفریقایی هاییله قب نمودند. استفاده طبیعی  ازلاستی  که  بودند  افرادی اوهین مصریان  که شودی م گفته

  توپ به  زدن ازضربه  نیز هاورزش  در  و نموده استفاده  کفش کفه  ساخت یربرایپذ انعطاف  ازمواد  وآمریکایی 

 
1 Rubber 
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  به  بالا  حساسیت  بدهیل  ی لاست  ،1وهکانیزاسیون   روش   کشف   تا  اما  .بردند ی م  بهره  یشانهاوشانه   بازانو  لاستیکی

  سپس وچسبنده،  نرم اندک،  یدهحرارت  دراثر  طبیعی ی  لاست نبود.  چندانی کاربردصنعتی  ی دارا محیط،

  که دهد ی م تغییر  راطوری  لاستی   فیزیکی  خواص وهکانیزاسیون . گرددی م  شکننده ودراثرسردشدن  سخت

 الاستی  وضمناحاهت یافته افزایش  حرارت به  ومقاومتش کششی مقاومت یافته،  کاهش  نششد  حل قابلیت

  هابازنجیره موهکول از متشکل معموهی سطح دری  طبیعی لاستی  .کند یم حفظ  تریین پا دردمای را خود

  ی، شیمیای بااتصالات که است فرآیندی  یزاسیونوهکان است. شده داده نشان (1 ط 1) درشکل  که  است بلند 

 با هاموهکول  عرضی اتصال .[1] دهد  تشکیل الاستی  یبعد سه  شبکه  ی  تا کند ی م وصل  هم به را هایره زنج

 است.  آمده  (1-1)  شکل در بلند  زنجیره 

 
 عرضی  اتصال  ب(  طبیعی  لاستیک  یهامولکول  (الف- بلند زنجیره  با  هامولکول  تئوری  شماتیک  بیان-(1- 1)  شکل

 [1]  یعیطب  تیکلاس یهامولکول  شده  تقویت

  و  سیاه( کربن  مثل ) کننده پر ی  ، (طبیعی لاستی  مثل)  پایه لاستی  از متشکل عموماً لاستی  ترکیبات

  شامل شده یری گاندازه ترکیبات در  که معمول  فیزیکی هاییژگی و .باشد ی م سوهفور(  مثل) کننده سخت

  این  بر مستقلاً تواند ی م ی اذره  و ملعا هر .باشد ی م ...  و  نهایی 2کشیدگی  نهایی، کششی مقاومت سختی،

  شد  خواهد  بدترشدن، وچه  بهتر  چه  ،هایژگی و دیگر تغییر  به  منجر  همواره  باشد. اثرگذار فیزیکی  هاییژگی و

  استفاده   کاربرد   نوع  چندین  در  اتوموبیل  لاستی   در   کاربرد   کنار  در  لاستیکی  اجزاءویژگی،  هر   دادن  بهبود   [. 2]

  اهکتریکی  وسایل بند آب و هاینگ ار سیم،  روکش در  پایین اهکتریکی  و  حرارتی  هدایت دهیل  به هاآن .شوند ی م

 
 1 دراین‌روش،‌‌لاستیک‌اکسیده‌می‌شودوسولفور‌کاهیده‌به‌سولفید‌تبدیل‌می‌شودکه‌توسط‌گودیروهانکوک‌درسال‌‌1839ارائه‌شد.
2elongation 
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  نفوذناپذیری  علت  به   نیز  و   اتصالات   و   هابوش   ، [3]  هایاتاقان   کردن   ایزوهه   در   ارتعاش   و   صدا  جذب  ظرفیت   دهیل   به 

  برابری  6 تا 5 کشیدگی قابلیت لاستیکی مواد  برخی .گیرند ی م قرار استفاده مورد ...  و بندها آب ،های باران در

 دارند. را  خود اوهیه طول به نسبت

  کم یهاکرنش  در  الاستیسیته مدول آنی  یشوندگنرم  با لاستیکی  مواد در  کرنش ط  تنش غیرخطی  رفتار

  (2-1)  درشکل امر  این  که  شودی م مشخص  ماده  کرنش بیشینه  نزدیکی  در  شوندگی سخت  سپس  و  ومتوسط 

  تئوری  درنظرگرفتن  نیازمند  لاستی  در  الاستی  رفتار بیان  برای هاتلاش  ن هیاو است. شده  داده نشان

  عنوان با و گردیده کرنشی انرژی توابع طریق از ماده  سازگاری قوانین به منجر و بوده محدود تغییرشکل

  ستی رالاهایپ  یهامدل  در  را  بیشتری  توسعه  [5] 1ترهوآر   اوهیه  کارهای  [.4]  شودی م  شناخته  هایپرالاستیسیته

 داشت. آنها 2کشیدگی  حد  نزدیکی  در   لاستیکی مواد یشدگسخت از نشان  که انداخت راه به

 

 سخت  و  اولیه  شوندگی  نرم  از نشان  که  لاستیکی  مواد  در  کرنش- تنش  خطی  غیر رابطه  کیفی  بیان  (:2- 1)  شکل

 [4]  دارد  ماده  کشیدگی  محدوده  در  شوندگی

 

 

 

 
1 Treloar 
2 Elongation limit 
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 یتیکلاس مواد مکانیکی هاییتمز - 2-4-1

  مشاهده هاییدهپد  مهمترین از یکی  است. استخراج قابل متعددی  موارد  لاستیکی مواد  کرنش  - تنش  رفتار از

  اصوهی  و  پایه  مفاهیم   ابتدا در   . گیردی م قرار   بررسی  مورد  قسمت  دراین   که   است غیرخطی  الاستی   رفتار  شده

  تحقق برای  موجود  یهاتست  معرفی  یتنها در  و  دسترس  در  یهامدل  هایپرالاستیسیته، مواد  سپس  مربوطه، 

 [. 5] گردد ی م  ارائه آنها  تکمیل و  مدل  پارامترهای به  دستیابی  و

 کرنش  و شکل تغییر  نرخ  - 1-2-4-1

دری  جسم   p یری گاندازه جابهجایی  نقطه  .می باشد و تغییر شکل     نقطه  شروع   مکانی   کوانتوم  ، 

قطهمکان جدید ن 𝑝  در طی تغییر شکل و یا حرکت    . X است  = xiei    طبق  شکل  دارای  بردار  مکان مرجع 

X  است. رابطه بردار مکان قبلی و بردار مکان    = xiei  شودبدل می  که دارای بردار مکان  𝑝  به  نقطه 

( است:1طبق معادهه )  u   جدید توسط بردار جابجایی 

     

xi = xi + ui                                                                                                                                                                                   (1− 1) 

 است: صورت  این به  بالا معادهه  دیفرانسیلی  فرم

ⅆxi =
∂xi

∂xj
ⅆxj = Fij ⅆXj                                                                                                           (2− 1) 

  شود.ی م  داده   نشان Fijبا ماتریسی فرم به  که  است شکل  تغییر گرادیان تانسور  F که 

 آید:ی متانسور راست کوشی ط گرین از گرادیان تغییر شکل به دست 

 

Cij = Fmi
Fmj

                                                                                                                             (3− 1) 

 :باشد ی م زیر  ماتریسی  فرم   به یا

C = FT ⋅ F                                                                                                                                  (4− 1) 
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 با:  است برابر گرین  ط کوشی  چپ  تانسور ترتیب   همین به

Bi̇j = FimFjm                                                                                                                                                                                (5− 1) 

 از: عبارتست ماترسی  فرم   به یا

B = F ⋅ FT                                                                                                                                                                                         (6− 1) 

 
 [5]  یهثانو و  اولیه  موقعیت  بردارهای  -(3- 1)شکل  

  تانسور یافتن برای  (c)  گرین  ط  کوشی راست تانسور از .شودی م کرنش تعریف  به  منجر  تانسورها این  تعریف

 :با است معادل  کند(ی م  بیان را  مرجع حاهت اساس  بر را  کرنش  که  )تانسوری لاگرانژین  کرنش

Eij =
1

2
(Cij−δij

)                                                                                                                    (7− 1) 

δij باشد ی م  کرانکر  دهتای تابع  که.  

 با: است برابر  کند یم  بیان را  یافته شکل تغییر  موقعیت به  نسبت  کرنش  از شکلی که   اویلری کرنش  تانسور

Eij =
1

2
(δij − Bij

−1)                                                                                                                (8− 1) 

 با: ست برابراL  وطول  اوهیه L0  و طول ثانویه    با بعدی  ی  اهمان برای 1  کشیدگی نسبت همچنین

λ =
L

L0
                                                                                                                                        (9− 1) 

 
1Strech ratio 
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  اوهیه طول به نسبت طول تغییر براساس  که باشد یم  اسمی یا مهندسی کرنش کرنش،  برای تعریف آشناترین

 شود:ی م تعیین  کشیدگی  نسبت از یماًمستق و  شده انبی

εi = λi − 1                                                                                                                           (10− 1) 

  متقارن کشیدگی راست تانسور  و  R متعامد  دوران تانسور  یعنی تانسور دو اساس  بر  ، F شکل  تغییر یان گراد 

 : است بیان قابل زیر  صورت  Vکشیدگی  چپ تانسور  U معین  مثبت

F = R ⋅ U = v ⋅ R                                                                                                                  (11− 1) 

 :باشند ی م 1اصلی کشیدگی  یهانسبت  کشیدگی،  راست تانسور  ویژه دیر امق

ⅆet[Uij − λnδij] = 0                                                                                                            (12− 1) 

 است:  مرتبط  مشخصه  معادلات طریق  از گرین  کوشی راست تانسور  ویژه مقادیر  با کشیدگی  نسبت این

ⅆet[Cij − λn
2δij] = 0                                                                                                          (13− 1) 

λiبرابر گرین- کوشی راست تانسور ویژه  مقادیر  یعنی
  گرین-کوشی چپ تانسور  برای  مقدار  این  که است2

.می باشدبرابر λi
−2   

 کرنش  یهاثابت  - 2-2-4-1

 :باشد ی م تعریف  قابل  مختصات جهت به  توجه   بدون  و  گرین  - کوشی راست  تانسور  طریق از کرنش  ثوابت

I1 = λ1
2 + λ2

2 + λ3
2 = tr(c)                                                                                                  (14− 1) 

I2 = λ1
2λ2

2 + λ2
2λ3

2 + λ1
2λ3

2 =
1

2
(I1

2 − tr(C2))                                                                     (15− 1) 

λi(ⅈباشند.ی م  گرین  –‌  کوشی  راست یا چپ تانسور  ویژه مقادیر  مربعی  ریشه   =  ثوابت کشیدگی  (1،2،3

I3 = λ1
2λ2

2λ3
2 = J2 = ⅆet(c)                                                                                                 (16− 1) 

  :است J برابربا کشیدگی تانسورراست دترمینان  ترتیب،   همین به

J = ⅆet(U) = λ1λ2λ3                                                                                                                                                        (17− 1) 

 
1 Principle stretch ratio 
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  بین  را سودمندی  رابطه و بوده ی  برابر  همواره آنگاه باشد  فشرده غیرقابل  ماده ما، بررسی مورد  مساهه اگر

 :سازدی م برقرار اصلی کشیدگی  یهانسبت

J = λ1λ2λ3 = 1                                                                                                                     (18− 1) 

 کرد:  تعریف  گرین-کوشی  چپ  شکل تغییر  تانسور  طریق از  را کرنش  ثوابت توان ی م ترتیب   همین به

I1 = tr(B) = Bkk                                                                                                                  (19− 1) 

I2 =
1

2
(I1

2 − B¨B) =
1

2
(I1

2 − BikBki)                                                                               (20− 1) 

I3 = ⅆet(B) = J2                                                                                                                 (21− 1) 

  گرین –‌ کوشی  چپ شکل تغییر  تانسور  برای  نیز  را  زیر  ثوابت  مجموعه  توانی م فشردگی،  غیرقابل مواد  برای

 برد:  کاربه 

I1̅ =
I1

J2 3⁄
=

Bkk

J2 3⁄
                                                                                                                   (22− 1) 

I1̅ =
I2

J
4

3⁄
=

1

2
(I1̅

2 −
B ⋅ B

J4∕3
) =

1

2
(I1̅

2 −
BikBki

J4∕3
)                                                                (23− 1) 

J = √ⅆet B                                                                                                                              (24− 1) 

 اصلی یها تنش  - 3-2-4-1

 njوبردارترکنش  tⅈ 1طبق شکل(3)،تنش  نرمال بردار با اهمان  صفحه در    pینقطه  ن گرفت  نظر در با

 :شودی م تعریف   (25-1)  رابطه با کوشی 

ti = σjinj                                                                                                                               (25− 1) 

  نیز 2حقیقی  تنش  به هذا و  شود بیان نقطه  ی   یافته شکل تغییر  حاهت  در  تنش که  کند ی م ایجاب تعریف  این

 است. معروف 

 
1 Traction vector 
2 True stress 
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 P  [4 ]نقطه   روی نرمال  و ترکنش  بردار (: 4-1) شکل

  است( معروف نیز اول کرشهف-پیولا یا لاگرانژین اسمی، تنش به )که  مهندسی تنش  که است ترراحت گاهی

 : نوشت اندیسی فرم  به  ار

 sij = JFij
−1σij                                                                                                                                (1-26 )  

 غیرخطی  الاستیسیته   -5-1

 هایپرالاستیسیته - 1-5-1

  خیلی   یهاکرنش   با   مواجهه  حین   که   شوند ی م   استفاده   موادی   کردن   مدل   برای   هایپرالاستی   سازگاری   قوانین

  خود در را  بزرگ یهاشکل  تغییر و  ماده  غیرخطی رفتار  هاآن  .دهند ی م نشان الاستی   رفتار ازخود  بزرگ، 

  مدل  ( 2) پلیمری  مواد لاستیکی رفتار کردن  مدل (1) :باشد ی م مورد  دو در تئوری این  کاربرد .دهند ی م جای

 . [6] یرپذ برگشت بزرگ  شکلهای تغییر   معرض  در  پلیمری یهافوم  کردن 

  یهامحدوده   دارای   پلیمرها  است.  وابسته   پیشین  یهاکرنش   و   بارگذاری   نرخ   دما،  به   یداًشد   پلیمری   مواد  پاسخ

  نام  به که  بحرانی دمای در .باشند ی م  لاستیکی و یسکوالاستی و ،1ای یشهش  حاهت همچون رفتاری مختلف

  دما  این   زیر  در  . گیردیم   قرار   مکانیکی   توجه   قابل  تغییرات  تحت  پلیمری   مواد   ،شودی م  شناخته 2اییشه ش   گذار

 
1 glassy 
2 Glass transition temperature 
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  است.  وابسته   کرنش   نرخ   به   یداًشد   تنش   گذار،   دمای  نزدیکی   در   و   کرده   عمل  نرم   رفتار   با   اییشه ش   حاهت   مانند 

  ازماده   رفتارلاستیکی  دما  این  بالای  در   و   د دهی م  رخ  الاستیسیته   مدل  در   توجهی  قابل  افت  گذار   دمای  خود  در

  مدل  و نداشته کرنش  نرخ  به توجهی قابل وابستگی تنش بوده،  رفتارالاستی  که طوری به  شودی م مشاهده

  ساختار به آن جزییات رفتارو هر محدوده اما دارند  را کلی رفتار این پلیمرها تمام .یابد ی م افزایش دما با نیز

  ترین  آلیده ا دارای  الاستومرها همان یا 1عرضی  اتصال با پلیمرها پلیمرها، دربین دارد.  ی بستگ  ماده موهکوهی

  الاستیکی   رفتار   چنین  هایپرالاستی   مواد   .باشد ی م  نیز   پژوهش   این   در   ما   نظر   مورد   ماده   که  بوده   الاستی    رفتار

 .زنند ی م  تقریب را

 :باشد ی م  زیر یهاجنبه  دارای  لاستیکی  ماده رفتار

  تنش  ،یابد ی م  تغییرشکل  آدیاباتی    یا   ثابت  دمای   در  ماده   وقتی   اهف(  یعنی  باشد یم   لآیده ا  الاستی   ماده   (:1)

  در   یعنی  دارد  یرپذ برگشت  رفتار  ب(  .باشد ی م  گذاری  بار  نرخ  از  مستقل  و  بوده  وابسته  هحظه  آن  کرنش   به  صرفاً

 .شودی نم انجام  ماده روی  خاهصی کار هیچ  آدیاباتی ، یا دماهم  شرایط  در  کرنش  از بسته  سیکل  ی  طی

 .کند ی م  مقاومت  حجمی تغییرات  مقابل در یداًشد  ماده  (:2)

 است مواد  اکثر 5−10  برابر حدود  در  آن برشی  مدول :(3)

 است. ماده   گیری جهت از  مستقل کرنش  ط  تنش پاسخ یعنی است ایزوتروپی   ماده  (:4)

 . شودی م ترسفت  یدهحرارت  اثر در  ه ماد و  بوده دما  به وابسته برشی  مدول (:5)

 .کند ی م  آزاد حرارت خود  از شودی م  کشیده  ماده وقتی   (:6)

 :کنند ی م  پیروی زیر  قوانین  از  هایپرالاستی  مواد تمامی

  شکل   تغییر   گرادیان   تانسور  از  تابعی   که   کرنشی.   انرژی  w  چگاهی  طریق   از   ماده   برای  کرنش  و   تنش   رابطه   (: 1) 

w  می شودبیان  است = w(F):  که  است  معنی   بدین  نیز  و  بوده  الاستی   کاملاً  ماده  که  دهد ی م  نشان  امر  این  

 
1 Cross-linked polymers 
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  شده مشخص  آزمایشات با کرنشی  انرژی چگاهی  تابع کلی شکل .باشیمی  اسکاهر تابع  بای   کار  نیازمند  صرفاً

 است. حصول  قابل خاص ماده هر  برای که است ثوابتی  شامل استخراجی فرمول  و

  نسبت  ماده  اوهیه  یریگجهت  از   مستقل  ماده  رفتار  یعنی  شودی م  فرض  ایزوتروپی   نیافته،  ییرشکلغ ت  ماده  (:2)

  سازگاری   معادهه   باشد   کوشی   چپ  تغییرشکل  تانسور  از   تابعی  کرنشی   انرژی   چگاهی  تابع   اگر   است.  بارگذاری   به

 است. ایزوتروپی  خودکار طور  به حاصل

 .شودی م حاصل کرنشی   انرژی چگاهی  به  نسبت یری گمشتق  طریق  از کرنش  ط تنش  رابطه  (:3)

 [7] شکل تغییر چگالی از کرنش  ـ تنش رابطه محاسبه نحوه -2-5-1    

  کرنشی  انرژی   چگاهی  که   شودی م  بیان  یامعادهه   طریق  از   ایزوتروپی   هایپرالاستی   ماده  برای   سازگاری   قانون

 :کند ی م  مرتبط   ایزوتروپی  ماده  برای  کرنش  تانسور  ثابت سه  یا  شکل تغییر گرادیان به  را

w(F) = ⋃(I1. I2.I3) = U̅(I1.I2. J)U̅ = (λ1. λ2. λ3)                                                                 (27− 1) 

  کرنش   ط  ش نت  رابطه  ادامه،   در  شود.   حاصل  کرنشی   انرژی  چگاهی   یریگمشتق   از  باید   کرنش   ط  تنش   رابطه  آنگاه

 است:  آمده ثوابت انتخاب حسب بر

 تغییرشکل:  گرادیان  حسب بر کرنشی   انرژی چگاهی ●

σij=

1

j
Fⅈk

∂w

∂FjK

                                                                                                                           (28− 1) 

:حسب بر کرنشی   ژیانر چگاهی ● I1،I2،I3 

σij =
2

√I3
[(

∂U

∂I1
+ I1

∂U

∂I2
) Bij −

∂U

∂I2
BⅈkBkj] + 2√I3

∂U

∂I3
δⅈj                                                (29− 1)  

.I1̅.I2̅برحسب کرنشی   انرژی چگاهی ● J: 

σij =
2

J

[
 
 
 
 
 
1

J2,3 {
∂U̅

∂I1̅
+ I1̅

∂U̅

∂I2
}Bⅈj−{I1̅

∂U̅

∂I1̅
+ 2I2̅

∂U̅

∂I2̅
}
δⅈj

3

⋮

−
1

J4,3

∂U̅

∂I2̅
BⅈkBkj ]

 
 
 
 
 

+
∂U̅

∂J
δij                        (30− 1) 
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:برحسب کرنشی   انرژی چگاهی ● 𝜆1. 𝜆2. 𝜆3 

𝜎𝑖𝑗 =
𝜆1

𝜆1𝜆2𝜆3

𝜕𝑈̃

𝜕𝜆1
𝑏ⅈ(1)𝑏𝑗(1) +

𝜆2

𝜆1𝜆2𝜆3

𝜕𝑈̃

𝜕𝜆2
𝑏ⅈ(2)𝑏𝑗(2) 𝜆3

𝜆1𝜆2𝜆3

𝜕𝑈̃

𝜕𝜆3
𝑏ⅈ(3)𝑏𝑗(3)                                (31− 1) 

  تقریب  1فشرده   غیرقابل  مواد   صورت   به   هذا  و   کنند یم   مقاومت   حجم   تغییر   مقابل  در   یداًشد   لاستیکی   مواد   اکثر

 :باشند ی م هایژگی و  این دارای  هایپرالاستی  مواد به  مختص یهامدل .شوند ی م زده 

𝐽 =   باشد.  (1) برای حفظ  حجم :1

 .اشد بی م کرنش  ثابت دو   از تابعی  صرفاً کرنشی  انرژی  چگاهیباید  (:2)

 سازگاری ی مدها  - 6-1

 [ 8] شوند ی م  تقسیم دسته  دو به   کرنشی،  انرژی تابع از  محققین کاربردهای به  بسته  هایپرالاستی  یهامدل

 .3آگدن یا 2ریوهین  سری مانند  باشند ی م کرنشی  انرژی  تابع  ریاضی  مفهوم  از ناشی  اول دسته ●

  در و  بوده  مشکل هامدل  این  در ماده پارامترهای تعیین  .گویند ی م 4پدیدارشناختی یهامدل  دسته  این به  

 شوند. خطا به منجر است ممکن هاآن تغییرشکل  محدوده  از خارج

  شبکه فیزی   اساس  بر هامدل  این .اند استخراج  قابل  فیزیکی مفاهیم  از  که  هستند  ییهامدل  از  نوع دومین   ●

  انرژی   توابع  به   منجر   میکروسکوپی ،  هاییدهپد   به   بسته   امر  این  .باشند ی م   آماری  یهاروش   و  پلیمر  اییره زنج

  از تعدادی  بخش دراین است.  پیچیده  کمی  آنها  ریاضی یبند فرمول  موارد  اکثر در و  گردد ی م  متفاوتی  کرنشی 

 شوند.ی م  بررسی  حاکم یهامدل

 
1 incompressible 
2 Rivlin 
3 Ogden 
4 Phenomenological models 
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 [8]  یدارشناختیپد ی هامدل   -1 -6-1

 اول( مرتبه ریولین  ـ مونی )مدل 1مونی مدل -1- 1-6-1

  کرنشی   انرزی   چگاهی   تابع   وی   باشد ی م  خطی   برشی،  ساده   بارگذاری   تحت  لاستیکی  رفتار   که   کرد  مشاهده   ی مون

 گرفت:  نظر در  زیر  صورت به  را

𝑤 = 𝐶1(𝐼1 − 3) + 𝐶2(𝐼2 − 3)                                                                                                                                  (32− 1) 

20 زیر  متوسط   کرنش  با لاستیکی مواد برای گسترده  طور به  مدل این  هستند. ماده پارامتر  دو  𝐶2و𝐶1  

 شود.ی م  استفاده  درصد 

 2ریولین   ـ مونی مدل -1-6-1-2

𝐼2از  یاجمله  چند  هایی سر به(  𝑤)  بسط  طریق از را  پیشین مدل  یوهینر −  داد: توسعه   ( 𝐼1−3)  و  ( (3

𝑤 = ∑

∞

𝑖=0.𝑗=0

𝐶𝑖𝑗(𝐼1 − 3)i(𝐼2 − 3)𝑗                                                                                   (33− 1) 

∞𝐶  میباشد   که 𝐶𝑖𝑗 پارامترهای ماده  بوده  و 0   سوم  و دوم مرتبه جملات به ردنظ مور سری جملاتمعمولاً=

  ریوهین   شده  بیان  مدل  است.  سوم   مرتبه  تا  جملات  برای   پارامتر  9  نیازمندتعیین  مثال،   عنوان   به  شود،ی م  ختم

  کلاسی   صورت   به  انرژی  از   شکل  این  صورت،   درهر   باشد.ی م  کرنش  دیگرثوابت  یهاشکل   طریق  از  توسعه   قابل

 شود.ی م  استفاده  بزرگ خیلی یهاکرنش  برای

 :شودی م  بیان زیر  صورت  به ریوهین ط مونی  پارامتری  پنج  و  پارامتری سه مدل اخیر،  رابطه  بقط

𝑤 = 𝐶10(𝐼1 − 3)+𝑐01(𝐼2 − 3) + 𝐶11(𝐼1 − 3)(𝐼2 − 3)                                                  (34− 1) 

 
1 Mooney model 
2 The Money-Rivlin model 



  

 

 

17 

 

 

 

𝑤 = 𝐶10(𝐼1 − 3) + 𝐶01(𝐼2 − 3) + 𝐶11(𝐼1 − 3)(𝐼2 − 3)+                                                 (1-35)   

𝐶20(𝐼1−3)
2 + 𝐶02(𝐼2 − 3)2  

  

  از   خاهی   لاستیکی  مواد  به  1پرنشده   لاستی   ترکیبات  برای   ریوهین   ط   مونی  مدل   که  شده  اثبات   اخیر،   درمقالات

 [ 9] است مناسب  ،گویند ی م غیرآهی  مواد

 2یئو  مدل  - 1-6-1-3

  کشیدگی  ثابت مقدار دارای (𝐼2)  دوم کرنش ثابت آن  در  که داد  پیشنهاد را دیگری مدل 1990 سال در یئو

 :شودی نم دخیل  کرنشی انرزی  تابع  در  و  بوده 

𝑤 = ∑𝐶𝑖(𝐼1 − 3)𝑖                                                                                                            

3

𝑖=1

 (36− 1) 

  متقارن  محوره دو کشش تست نیازمند  تنها و  داشته همراه  به  3پرشده  لاستی  برای  را  خوبی دقت مدل  این 

 .هاستداده   با تطابق برای

 4بیدرمن مدل - 1-6-1-4

 𝐼1  از  اول جمله  سه  ترتیب این  به  و   نمود  حفظ  را  با  j=0 یا  i=0 جملات  تنها  ریوهین –‌  مونی   معادهه  از  بیدرمن

    .داد  قرار  نظر مد  را𝐼2از  اول وجمله

𝑤 = 𝑐10(𝐼1 − 3) + 𝐶01(𝐼2 − 3) + 𝐶20(𝐼1 − 3)2 + 𝑐30(𝐼1 − 3)3                                  (37− 1) 

 شد.  استفاده  5کساندرها توسط  آمیز موفقیت  صورت  به مدل این

 
1 Unfilled rubber 
2 Yeoh model 
3 Filled rubber 
4 The Biderman model 
5 Alexander 
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 1ویلسون -هینس  مدل  - 1-6-1-5

 حفظ  به  تصمیم کشیدگی  ثوابت  حسب بر  کرنشی  انرژی چگاهی توصیف  مقایسه از همکاران  و جیمز

 گرفتند:  سری از  اول جمله شش

𝑤 = 𝐶10(𝐼1 − 3) + 𝐶01(𝐼2 − 3) + 𝑐11(𝐼1 − 3)(𝐼2 − 3)  + 𝐶02(𝐼2 − 3)2                  (38− 1) 

+𝐶20(𝐼1 − 3)2 + 𝑐30(𝐼1 − 3)3 

 2اگدن  مدل - 1-6-1-6

  را  کرنشی   انرژی  چگاهی او  نمود.  بیان  کشیدگی ثوابت حسب  بر  را  کرنشی  انرژی   چگاهی اگدن،  1972 سال در 

 داد:  𝑖=1.2.3(𝜆𝑖) ارائه   حقیقی  یهاتوان  از  سری ی   صورت  به

𝑤 = ∑

𝑁

𝑛=1

𝜇
𝑛

𝑎𝑛

(𝜆1
𝑎𝑛 + 𝜆2

𝑎𝑛 + 𝜆3
𝑎𝑛 − 3)                                                                                (39− 1) 

 کند:   ارضاء را زیر  شرط باید  ماده   پارامترهای که   طوری به

𝜇𝑛𝑎𝑛 > 𝑂 ∀𝑛 = −𝑁                                                                                                      (40 و 1 1) 

 [7] فیزیکی یهامدل  - 2-6-1

  براساس  هامدل این .باشند ی م شبکه  در  پلیمری  هاییره زنج میکروسکوپ  پاسخ اساس  بر  فیزیکی  یهامدل

 ند.دار تفاوت  هم با پاسخ به  رسیدن در  شده  انجام یهافرض 

 

 3هوکین ـ نئو مدل -1-6-2-1

 
1 The Haines-Wilson model 
2 Ogden model 
3Neo-hookean 
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  ریوهین  ط  مونی  مدل  با  تطابق   در   مدل  این  است.  لاستیکی  مواد  برای   موجود  فیزیکی  مدل  ینترساده   مدل،  این

𝐶2)پارامتر  ی   با  اما =   طریق  از  لاستیکی  مواد  .آید ی م  بدست  موهکوهی  زنجیره  ارتباط  از  حال  عین  ودر  بوده  (0

  الاستیسیته .شودی م حاصل متصلند  هم  به  شیمیایی اتصالات با که  بلند  یرپذ طافانع هاییره زنج از  یاشبکه

 هاییب ترک  تعداد  توسط   نیز   ماده   آنتروپی  که   بوده  شکل  تغییر  طی   در  آنتروپی   تغییرات  سبب  به عمدتاً  شبکه  این

  انرژی فرم و هاستفاد 2گوسین آماری توزیع از 1ترهوآر  . گرددی م تعریف ماکروموهکوهی هاییره زنج از ممکن

 نمود:  ارائه را زیر  کرنشی

𝑤 =
1

2
𝑛𝑘𝑇(𝐼1 − 3)                                                                                                           (41− 1) 

  کربن ایرب ترهوآر  است. مطلق دمای T و بوهتزمن ثابت k حجم،  واحد  در زنجیره  چگاهی nدرآن  که 

1  ر اطبیعی سیاه 3

2
𝑛𝑘𝑇  در  محوره  دو  یهاتست  و  ساده  برش  مدل  آورد. بدست پاسکال مگا 20. برابر  مقدار  

 . است ه  بود  % 50  از کمتر  تغییرشکل

 4ایشیهارا مدل 1-6-2-2

  برای را  ریوهین  سری مربوطه،  معادلات سازیی خط از  استفاده  با و  برده رابکار گوسین غیر  تئوری  ایشیهارا

 آورد:  بدست کرنشی   انرژی چگاهی

𝑤 = 𝑐10(𝐼1 − 3)+𝐶2𝑂(𝐼1 − 3)2𝐶01(𝐼2 − 3)                                                                    )  42− 1( 

 ثابت شامل ر، حاض موهکوهی مدل که  ساخت نشان خاطر باید  𝐼2 بوده  که  تاپیش فیزیکی  یهامدل  در  آن  از

  ریوهین ط  مونی  یا  بیدرمن مدل بر حاکم روابط  به نزدی   اشیهارا مدل ترتیب این  به  بود. ظاهرنشده  کرنش

 .باشد ی م

 
1Trelor 
2 Gaussian statistical distribution 
3 Carbon black-filled natural rubber 
4Ishihara model 
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 [8]  مجهول پارامترهای  تعداد  مراهه  به  هامدل برخی  لیست  (1-1)  جدول

 

 

 ماده  یپارامترها تعیین  یهاتست   - 7-1

  مناسب شرایط  در  مواد هاییژگی و تا است ضروری طراحی،  مانند  مواردی  در  هد ش  ارائه  مدل  از  استفاده برای

  هاداده   این  شود،ی م   استفاده  مدل  ضرایب  استخراج   برای  یهاتست   از  ترکیب   از  که   زمانی  شود.ی م  تعیین   تست،

 [:10] از عبارتند  هاتست  . اینگردند   تعیین یکسان کرنش  نرخ و  دما  در باید 

 1ره محوت    کشش تست  (:1)

 2ی اصفحه  برش  تست  (:2)

 3محوره  دو   کشش تست  (:3)

 
1 Uniaxial tension test 
2 Planar shear test 
3Equibiaxial tension test 
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 محورهتک کشش تست - 1-7-1

  برای و  تست  این انجام برای .کند ی م  تعیین یاصفحه  تنش  تحت  را  ماده هاییژگیو محوره ت   کشش تست

  ضخامت  و عرض به نسبت کششی جهت در باید  آزمایش  مورد  نمونه کششی، خاهص کرنش  آوردن  بدست

  نیاز  که یافت دست امر این به توانی م محدود  اهمان تحلیل از که  است ذکر  قابل باشد. بیشتری  طول  دارای

 باشد. عرض برابر ده  حداقل نمونه  طول تا است

 

 [9]  محوره تک  کشش  تست  (:5- 1)  شکل

 با بود  خواهد  برابر کشش از  ناشی کرنش

𝜆1 =
𝐿

𝐿𝑜
𝜆2 = 𝜆3 = 𝜆1

−1∕2                                                                                                    (43− 1) 

 :شودی م  بیان زیر روابط   با کشش از  ناشی تنش

𝜎1 = 𝜎 =
𝐹

𝐴0
. 𝜎2 = 𝜎3 = 0                                                                                                 (44− 1) 

  .باشدی م  گونه  اوهیه سطح  A 0  و  اعماهی  بار F  تنش،  σ که 

  تفاوت  است.  موجود   [12]   لاستی   و   [ 11]   پلاستی   برای  محوره  ت   کشش  تست  برای  مختلف  یاستانداردها

  طه بومر  یهاتست  باشد.ی م   گذاری   بار   سرعت   و   نمونه   هندسه   در   لاستی ،   و   پلاستی   برای   هاروش   بین   اصلی

 گردد. ی م  انجام ( 6- 1) شکل طبق  استخوانی نمونه روی بر
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 [10]  تست  نمونه  نظر  مورد  یهااندازه: (6- 1)  شکل

 

 [10]  کشش  تست  برای  استاندارد یهامشخصه - (2- 1)  جدول  

 

 

 یاصفحه برش تست - 2-7-1

 آزمایش  رد وم  نمونه در  جنبه  نیترمهم  است. خاهص  برش  تست  مانند  ،ی اصفحه  برش  تست  در تنش

 :یعنی ،باشد ی م عرض  به نسبت ترکوتاه   بسیار کشش راستای  در  نمونه بعد  که  است این

𝑤 ≥ 10𝐿                                                                                                                             (45− 1) 



  

 

 

23 

 

 

 

  طول به عرض  نسبت کمینه  که  شودی م توصیه  .باشدی م  نمونه  ض ر ع W و  طول L (7- 1) شکل  طبق  که 

  با  و متر میلی  60 طول و متر یلیم  200 عرض با نمونه روی آزمایشگاهی مطاهعات باشد. چهار برابر معیار،

  تأثیر ی ب کرنش -تنش  منحنی بر  10 تا  14  طول  به  عرض نسبت که  داد  نشان مختلف یهاطول  کردن  درگیر 

  حاهت در   گونه شود،ی م  انجام محورهت   کشش تست  در  که یاصفحه  تنش جای  به اینجا در  پس  [.14] است

 گیرد. ی م  قرار آزمایش مورد  یاصفحه  کرنش

 
 [10] یاصفحه  برش  تست:  (7- 1)  شکل

 بود.  خواهد  زیر  صورت به  یاصفحه  کرنش تست، به  توجه   با-یاصفحه  کرنش

𝜆1 =
𝐿

𝐿0
𝜆2 = 𝜆1

−1𝜆3 = 1                                                                                                     (46− 1) 

اعمالدرجهتکشیدگی  بار ،  که  𝜆1(ⅈنسبت  = 1،2،3) 𝐿0 𝐿 است. ثانویه   طول طول اوهیه  و 

 .باشد ی م زیر  در  شده داده  نشان روابط  دارای نیز  یاصفحه  تنش -یاصفحه  تنش

𝜎1 = 𝜎𝜎2 = 0𝜎3 ≠ 0                                                                                                            (47− 1) 

 

 محوره دو کشش تست -3-7-1

  نشان  ( 8-1)شکل در  آن  واره  طرح  که  است متعامد  راستای  دو  در  کششی  یهاتنش  اعمال  نیازند  تست  این

 است.  شده داده 

   

 
1 Aspect ratio 
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 [10]  محوره دو  کشش برای  تست  نمونه  :(8- 1)  شکل

 

 :با است برابر  کرنش

𝜆1 = 𝜆2 = 𝜆 =
𝐿

𝐿0
𝜆3 = 𝜆−2                                                                                             (48− 1) 

𝜆 است. هم بر عمود  راستای در  کشیدگی  که   

 است: زیر  صورت  به تنش

𝜎1 = 𝜎2 = 𝜎𝜎3 = 0                                                                                                             (49− 1) 

  تعیین  و  ینشکر انرژی تابع مناسب انتخاب به بستگی هایپرالاستی  مواد آمیزیت موفق طراحی  و یسازمدل

  یافتن برای  هاتست تعداد کمترین  با ارتباط  در  مختصری  توضیح  ادامه در  دارد.  تابع  در  ضرایب  صحیح

 است. آمده (9-1)  شکل در هاتست  از برخی  شود.ی م ارائه  هایپرالاستی  ماده یهامشخصه 

 

 

 [10]  الاستومر برای  آزمایشگاهی  کرنش- تنش  منحنی:  (9- 1)  شکل
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  تست تنها .باشد ی نم دسترس  در هایپرالاستی  ماده  یهامشخصه  تعیین برای  لازم  یهاتست  تمامی  معمولاً

  برشی،  و  دومحوره  کشش مانند  ییهاتست  انجام  بالای هزینه است. موجود  معمول طور  به  محورهت   کشش

  چفت  ی   یا  قیمت  گران  تست  ماشین  نیازمند   دومحوره   تست  مثال،   برای   است.  کرده  محدود   را  آنها  از   استفاده

 باشد.ی م خاص  بست و

  با  را تریمنطق و تردرست یهاپاسخ تست، چندین از همزمان استفاده رسد ی م نظر  به ظاهر در چه اگر

  چندین   از  استفاده  تفاوت  که  است  اثبات  قابل  اما  هست  نیز   اینگونه  اهبته  که  دهد یم   دست  به   مختلف   یهامدل

  اغماض قابل که گردد ی م اندکی خطای به منجر تنها (ورهمحت   کشش )تست تست ی  صرفاً یا و تست

  با  تماس  در  را  صلب کره ی  هاآن  [.10] دادند  نشان 2005 سال در همکارانش و مانوئل را امر این باشد.ی م

  و  مختلف  یهامدل  تطابق  ی   هر  برای   و  گرفتند   نظر  در  را  مختلف  حاهت  دو  و  داده  قرار  هایپرالاستی ی  ماده 

  محوره.   دو  و  محورهت   کششی  برشی،  یهاتست -(2)   یمحور ت    کشش  تست  (1) :آوردند   بدست  را  ضرایب  نیز

  روش  از استفاده با را مختلف یهامدل با آزمایشگاهی دادههای تطابق در قبول قابل خطاهای مقدار هاآن

 کردند.   تعیین  درصد  30 ن میزا به  1  مربعات حداقل

 

 

 

 

 

 [10]  تست  مجموعه دو  طریق  از  مدل ضرایب  تعیین  :(10- 1)  شکل

 

 
1Least square method 
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𝐸2 = ∑(1 −
𝜎𝑖

𝑇𝐻

𝜎𝑖
𝐸𝑥𝑝)

2

                                                                                                   

𝑛

𝑖=1

 (50− 1) 

𝜎𝑖
𝑇𝐻،  تنشهایتجربی𝜎𝑖

𝐸𝑥𝑝 و  تئوری   تنش  مقادیر E ست.خطا مقدار  

 .باشد می ( 3-1)  جدول طبق محوره ت   کشش تست  از  استفاده در آزمایشگاهی یهاداده  تطبیق  نتایج
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 [10]  محورهتک  کشش  تست  با  انطباق  نتایج  (3-1)  جدول

 

 

 شد. ارائه (1-4)  جدول طبق  نیز تست چندین از  استفاده در آزمایشگاهی یهاداده  انطباق نتایج

 [10]  تست  سه اب  انطباق  =نتایج(4-1)  جدول
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  تفاوت  درصد  از نشان که eشده نرمال خطای مقدار مطلوب،  خطای با متناسب یهامدل  تطابق از پس هاآن

 . آوردند  بدست  رابطه  این با را  بود تست بین

 

e = 100
𝑚𝑎𝑥1≤𝑖≤𝑛|𝜎𝑖

𝐵 − 𝜎𝑖
𝐴|

𝑚𝑎𝑥1≤𝑖≤𝑛|𝜎𝑖
𝐴|

                                                                                               (51− 1) 

 

)به دهیل   دامنه در نودها تعداد  n بوده، تست دوم حاهت و  اول حاهت بیانگر ترتیب به B A , رابطه این در

  .باشد ی م  تنش بیانگر نیز و𝜎 استفاده ازتحلیل اهمان محدود( 

  هذا  و آمد  بدست درصد  15 برابر هاآن  کار در محورهت   کشش تست صرفاً از استفاده  خطای ترتیب این به 

  و  محوره دو کشش جمله از دیگر یهاتست  کار، اصل به ایرادی آمدن وارد بدون توانی م کار سادگی برای

  کفایت  لاستیکی ماده پارامترهای  تعیین برای آزمایش ی  تنها انجام  که کرد ذکر باید  نمود. حذف را برشی

  مقدار  همان ارائه از اطمینانی هیچ شود  همگرا مکانیکی تست ی   برای  تطبیق فرایند  اگر حتی  .کند یمن

  است   موجود 1شوچه   و  سیبرت  کار  در  امر  این  از  مناسبی  مثال  بود.  نخواهد   گذاری  بار  دیگر  شرایط   در  پارامترها

  دسترس  در نظر مورد مواد در گرید یهاتست  که مواردی در  که شود نشان خاطر باید  مساهه  این هذا [.14]

  برای  نمود.  استفاده  هاآن  از  مربوطه پارامترهای و هامدل  انتخاب دقت  بردن بالا برای که است منطقی  باشد،

  اطلاعات  از  سری  ی  به باید  شد  ذکر  بالا در  که  همانطور سازگاری  معادلات در مجهول پارامترهای  استخراج

  یافت.  دست مجهول  مقادیر  به آنها  با تئوری  یهامدل تطبیق  طریق  زا سپس  و داشت  دسترسی آزمایشگاهی

 2ترهوآر کار به مربوط یهاداده  هاآن  بین از  که بوده اندک اعتماد قابل آزمایشگاهی کارهای تعداد  مجموع در

  مختلف   افراد  توسط   هایپرالاستی   یهادل    با  تطبیق  کار  [. 5]  است  داشته  محققین  بین  در  را  استفاده  بیشترین

  در مجهول  پارامترهای عددی  مقادیر  عنوان  به  ها  - آن نتایج از  اینجا  در  که  شده انجام  تست  نوع  به  توجه  با

 
1 
2 Treloar 
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  آن  بر  مختصر  مروری  پارامترها،  این  استخراج  کلیت چگونگی از  اطلاع  برای  صرفاً و  شود ی م استفاده  معادهه 

  نیز   و   محور   چند   و   ت    کشش  برای   سوهفور   % 8  با   همراه  پرنشده   طبیعی   لاستی    برای   ترهوآر   یهاداده   شود.ی م

  تست  صورت  به که نیز را همکاران و  1کاواباتا کار خروجی وی،  کار کنار در  [. 5] است شده  انجام خاهص برش 

  کارهای  این  انتخاب دهیل شود.ی م بیان  نیز  شده  انجام نشده پر  سوپرین  پلی  گونه روی  بر  دومحوره  کشش

  که   است آن در چندمحوره  و  محوره  ت   کششی  بارهای دادهای   بودن اعتماد بلقا  و  دسترس  در  آزمایشگاهی،

  دهیل  به هاآن  از ی  هر خروجی از و است شده مدل هایپرالاستی  یهامدل توسط  خوبی به آن بر علاوه

  برد. بهره  توانی م ماده   دو مشابهت

ایجبانت آزمایشگاهی 𝑌تئوری   یهاحل باید  ماده یپارامترها تعیین  برای (𝑌̂) یجنتا تشکیل شوند.داده  تطبیق  

  آزمایشگاهی  و   تئوری   با نتایج   بین   تفاوت  شوند.ی تشکیل م   n مقدارتئوری 𝑌̂𝑖 تبط باnنقطه  𝑌𝑖 مربا  آزمایشگاهی

 گردد: ی م  بیان مربعات حداقل خطایای  حسب بر  کلاسی  صورت  به

𝜙 = ∑

𝑛

𝑖=1

(𝑌𝑖 − 𝑌̂𝑖)
2                                                                                                            (52− 1) 

𝜙  اگر .شوند ی م  اضافه  وزنی فاکتورهای ،هاداده  برخی اثر تعدیل برای  بالا، عبارت در  گاهی =   مقادیرگردد 0

  داده   نشان  قطعیت عدم  خود  از  همواره  یشگاهیماآز  نتایج حال  این  با ،شوند ی م  منطبق آزمایشگاهی  و  تئوری  

  راه این در  که  باشد یم  𝜙   سازی  کمینه  در  هایتم اهگور هدف  هذا ،اند وابسته  مختلفی  یهافرض  به  نیز هامدل  و

  است. شده و...استفاده  ژنتی   اهگوریتم کلاسی ،  گرادیان روش  چونهم  مختلفی سازیینه کم هاییتم اهگور از

  رساهه این در  موجود،  مقادیر  از  است قرار  صرفاً  و  نبود ماده  پارامترهای  مجدد  استخراج ا نجای در  هدف  چون

  [ 16- 15] منابع به بیشتر مطاهعه برای و خودداری  دیگران کارهای تکرار و جزییات ذکر از هذا شود، استفاده

 .شودی م  داده ارجاع

 

 
1 Kawabata 
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 گذشته   کارهی   و  مقالات   بر  ی مرور : 2  فصل
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  انواع میکروبرای  درابعاد خصوص  به  سیال  حامل  اییره دا یهاهوهه  وپایداری  ارتعاشیرفتار گذشته  یهادرسال

  برای  تحقیق دراین است. شده مطاهعه مختلف محققین توسط  گوناگون  مرزی شرایط  وبادرنظرگرفتن مختلف

  هایپرالاستی   یماده   ازجنس   میکروهوهه   نوع  میکرواز  یهاساختار  سیستم،  یریپذ وانعطاف   بهترناپایداری  کنترل

 داشت. خواهیم  گذشته  کارهای برروی  مرورمختصری قسمت  ودراین یماکرده  رامطاهعه 

  جریان حاوی مفصل دوسر یهاهوهه  پایداری و غیرخطی دینامی  (:1991) 1پایدوسیس و  پللیکانو آمابیلی،

  پوسته   تئوری   از  ، اییرهدا  پوسته   ی    عنوان   به   هوهه   درنظرگرفتن  با  هاآن   کردند.  رابررسی  2تراکم   غیرقابل  سیال

 [. 71] کردند   استفاده خود  یسازمدل  در  3دانل  غیرخطی

  حامل  ای یره دا  تیرهای  میکرو/نانو   پایداری   و  ارتعاشات  ،4غیرموضعی   تئوری   درنظرگرفتن   با  هاآن   (: 2009)  وانگ

 کردند.  بررسی هاهوهه  میکرو/نانو   این رفتار بر را  اندازه اثرهای  خود  مطاهعه  در هاآن  کردند.   بررسی را سیال

  ط اویلر تیر تئوری  اساس  بر را سیال حامل هاییکروهوهه م دینامیکی رفتار وانگ و خیا (:2010) 5وانگ  و خیا

  کردند. بررسی  6شده اصلاح  استرس  ط کوپل  غیرکلاسی  ازتئوری  استفاده با و  تیموشنکو  تیر مدل و  برنوهی 

  مقیاس  پارامتر با قیاس   قابل میکروهوهه  خارجی قطر که است مهم  زمانی فقط  اندازه اثر  که شدند  متوجه هانآ

 [. 18]  باشد  ماده طول

  شده  اصلاح استرس  ط کوپل تئوری از استفاده با را سیال حامل هاییکروهوهه م ناپایداری هاآن  (:2010) وانگ

  را اندازه  اثرات  گرفتند   درنظر  است  سیال حامل  که  برنوهی  ط  اویلر  تیر   ی   عنوان  به  را  هوهه  هاآن  کردند.   بررسی

  نشان همچنین و کردند. بررسی را هوهه مختلف  قطرهای برای  سیال بحرانی سرعت و طبیعی  فرکانس روی بر

  و  کلاسی   هایی تئور  طریق  از  آمده  بدست  نتایج  بین   ما  تفاوت  باشد   بزرگ  کافی  اندازه  قطربه  وقتی  که  دادند 

 [. 19] باشد ی م  ناچیز اندازه  به بستهاو

 
1 Amabili, M., Pellicano, F., & Paidoussis 
2 Incompressible 
3 Donnellʼs shell theory 
4 Nonlocal theory 
5 Xia and Wang 
6 Modified couple stress theory 
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  ارائه اندازه  به وابسته جدید  مدل ی  ،2کرنش  گرادیان تئوری کارگیری  به  با یشانا : (2011)1وهمکاران  یین

   .[20]  کردند  بررسی را سیال حامل اییره دا یهاهوهه  میکرو  ناپایداری و ارتعاشات آن  ییجه نت در  که   کردند 

  میکرو  آزاد ارتعاشات ،3موج  روش  براساس  و  تیرتیموشنکو تئوری از بااستفاده  (:2012) وهمکارانش بائوهوی

  دانل  غیرخطی پوسته تئوری کارگیری به با :(2012) وهمکارانش کردند. مطاهعه را سیال حامل هاییوب ت

 [. 21] کردند   رامطاهعه پایداری ،  پورآرانی قربان  PVDT هاییوب ت نانو با شده جاسازی

(BNNTs ( وهمکارانش آرانی پور قربان4 هوشمند  هاییوب ت میکرو  مکانیکی ترموط اهکتروط نیتراید  یمبار  

  تیر مدل   جداره  دو  نیتراید  باریم  یهانانوهوهه  اب که   سیال  حامل  داخلی  یهاهوهه  میکرو  پایداری هاآن   (:2013)

  از هاآن  کردند. رسیرب  را شده تقویت الاستی  تئوری  و  کارمن  ط وون  خطی غیر ی تئور اویلرطبرنوهی،

(DWBNNT ( پایداری در  را  دمایی  تغییرات و اعماهی اهکتریکی  پتانسیل یر تأث و  کردند  استفاده  محلی  غیر  

 [. 22] دادند  قرار  مطاهعه مورد  هاهوهه   میکرو

  5خمیده  های  تیوبمیکرو  یاندازه   به  وابسته  بعدی  سه  خطی  غیر  ارتعاشات  یشانا  (:2014)  همکارانش  و  تانگ

 کردند.   مطاهعه را  پیراسته  تنش  ط کوپل تئوری اساس  بر  را سیال ملحا

  در  با را ها میکروهوهه اندازه به وابسته ارتعاشات بررسی برای تحلیلی حلی راه هاآن  (:2014)  افراهیم و ستوده

  گرادیان   یتئور   و   برنوهی  ط  اویلر   تیر   نظریه   هاآن  دادند.  ارائه 6کارمن   ط  وون   هندسی  خطی  غیر   مدل  گرفتن  نظر

 [. 23]  بردند  بکار  خود تحلیل  در  را  کرنش

 
1 Yin at el 
2 Strain gradient theory 
3 Wave method 
4 Poly-vinylidene fluoride 
5 Curved 
6 Von-Karman 
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  کننده منتقل  یااستوانه  یپوسته  میکرو دینامیکی ناپایداری و ارتعاشات یراًاخ (:2015) همکاران و  انصاری

 از  هاآن   اند شده  ساخته  هوشمند   مواد  از  FGM) )  گرفت.  قرار   مطاهعه  مورد  همکاران  و  انصاری  توسط   که  سیال

 کردند.  استفاده اول  مرتبه  برشی شکل  تغییر  پوسته  تئوری  و  شده اصلاح  استرس  ط کوپل  تئوری 

  بر حاکم معادلات پرداخت سیال جریان  حاوی شوندهی  تحر خود هوهه ی  بررسی  (: 1885 )1هویین  بیری

  گیردار  سر ی  تیر ی  ارتعاش  زمینه در وتئوری عملی  صورت به او آورد. بدست تئوری صورت به را مساهه

   کرد. رکا

   .[42]  پرداختند  هوهه ارتعاشات بر  داخلی  سیال یر تأث  مطاهعه به (:  1950 )3  هاویلند  و 2اشلی

   کرد. استفاده  هوهه  داخل سیال کردن  مدل  برای کریوهیس شتاب از (: 1950) 4بلیونس

  استفاده  هک روش  زیرا ببیند  نتوانست را آن ناپایداری اما کرد  کار گیردار  سر ی   تیر روی (:1955) لانگ

   .[25]  بود  مناسب سیال پایین یهاسرعت  برای کردی م

  لاگرانژ تابع بنجامین داد.  انجام هاهوهه  ارتعاشات روی بر فراگیری  تحقیقات بار اوهین  برای(: 1961) بنجامین

  یسه مقا  تجربی  نتایج  با  و  آورد  بدست  کامل  تیرهای  برای  را  حرکت  معادلات  و  تعیین  صحیح  و   کامل  صورت  به  را

   . [26] کرد 

  افرادی  اوهین   و  مندشدند   علاقه  گیردار   سر  ی    هایهوهه   موضوع   به   (:1963)  سال  در   پایدوسیس  و   گوری   گری 

  در  فاوتی .ت داشت  تطابق  عملی  نتایج   با   که  آوردند   بدست  دقیق   و   تقریبی   یهاروش   با   را   بحرانی   سرعت   بودندکه 

  مشاهده  مشخص   وزنی نسبت  بحرانی  سرعت در   ییهاپرش  عوض  در   او  نیست  برنوهی اویلرط  تئوری  با  تیر  نتایج

  گفته  به دارد. بستگی درتقریب  شده گرفته  نظر  در  یهاترم  به هاپرش  این تعداد  که داد  نشان همچنین  و  کرد

  به   سیال  جرم )  β  بعد   بدون   جرمی  پارامتر  هر  برای  که   است  خطی  دیفرانسیل  حرکت  معادهه  ی    از  کوف  اهیشا

 آید.  بدست بحرانی عتسر ی  تنها ( کل جرم

 
1 Brillouin 
2 Ashley 
3 Haviland 
4 BLEVINS 
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  هاآن  اوردند. بدست را  سیال جریان حاوی یهاهوهه  غیرخطی  حرکت معادلات (:  1994)  پایدوسیس و 1سملر

  وون غیرخطی یهاکرنش از استفاده  با کردند. استفاده بزرگ  هایییجاجابه  تئوری و  برنوهی  اویلر تئوری از

  به  هوهه اگر .شوند ی م وابسته  هم به  غیرخطی یاهه جمل  واسطه به محوری  و عرضی حرکت معادلات 2کارمن

 . [27] گرفت درنظر  تیر  را آن  توانی م  شود گرفته  درنظر باری   کافی  میزان

  مورد    تیموشنکو  و  برنوهی  تیراویلر  تئوری  دو  سیال  جریان  حاوی  تیرهای  ینامی د  (:2003)  باهر  وانگ   و  ردی

 یهاحاهت   برای  و  است  مقالات  دیگر  معادلات  مشابه  مقاهه   آن  در  استفاده  مورد  معادلات  است.  گرفته   قرار  بررسی

  حاوی تیرهای ارتعاشاتی رفتار روی بر کریمی  و صادقی .رودی م  کار به متوسط  پیچش و کوچ  یهاکرنش 

   [ .28] اند کرده   بررسی  را فنری گاهیه تک بر واقع و  متحرک،  جرم  اثر  تحت سیال، نجریا

را    است شده ساخته  تدریجی  شده  تقویت  مواد از  که  چرخان  تیر دینامیکی  تارف ر  (: 2006) 4سامپویا و 3پیووان 

  تیر سختی  و  میرایی روی  بر اجزامحدود  روش  از  استفاده  با  را تدریجی کردن  تقویت  یر تأث و  کردند  مطاهعه 

   .[29]دادند  نشان چرخان

  نانو  با تدریجی  صورت به  ه د ش  تقویت  نانوکامپوزیت  تیر  غیرخطی  آزاد ارتعاشات (: 2006)6پورتچای  و  5یانگ

  دادند.   قرار  بررسی  مورد  کارمن  وون  غیرخطی  هندسه  و  تیموشنکو  تیر  تئوری  از  استفاده  با  را  لایه  ت   یهاهوهه 

 از هاآن  شد. گرفته  درنظر کربنی های -نانوهوهه با تدریجی صورت به  شده تقویت  ضخامت  جهت در خواص که

   [. 30کردند] استفاده  پلیمری  فاز و  نانوتیوب  بین نیرو  انتقال  توزیع  ی برا کربنی یهانانوهوهه  بازده  پارامتر

 یهانانوهوهه  با تدریجی صورت به شده تقویت نانوکامپوزیتی تیر ارتعاشاتی خواص (: 2007) حشمتی و یاس 

  ط  موری ط اشلبی روش  از  انها اند.-کرده بررسی  را متحرک نیروی اثر تحت دهخواه جهت در یهلات   کربنی 

 
1 Semler 
2 von-Kˊarmˊan nonlinear strains 
3 Piovan 
4Sampoia 
5 Yang 
6 Kitipornchai 
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  و  مدل یسازگسسته  برای اجزامحدود روش  همچنین و  تیر خواص بینی پیش برای معادل فیبر پایه بر کاناتا

 . [31]اند کرده  استفاده  مساهه  حل

  با تدریجی  صورت  یه  شده  تقویت  یااستوانه  صفحه  ی   ارتعاشاتی  رفتار  (: 2008)  همکارانش و  عراقیسبحان 

 . [32] است کرده بررسی تاناکا ط موری  ش ور  از  استفاده با را 1کربنی  یهانانوهوهه 

 ی نیرو  از ناشی  غیرخطی عوامل  با را  گیردار یکسر  میکروتیر از جامع  مدهی  (:2009)  پوهیت و  چاترجی

  موجب   اهکتروستاتی   نیروی  گرچه   که  داد   نشان  آنها  مطاهعات  کردند.  ارائه   اینرسی  وجملات  هندسی  اهکتریکی،

 .شوند ی م یکروسازه م بر  یشوندگاثرسفت  موجب  غیرخطی هندسی املوع اما ،شودی م یشوندگنرم  خصوصیات

  نسبت  در   سیستم  پاسخ  هایمشخصه   بر  توجهی  قابل  اثر   کششی،   وضعیت   نزدیکی  در   غیرخطی  هندسی  عوامل

 .]33[دارد  3/0  یبالا طول  به فاصله

  یکسرگیردار و  ردار سرگی دو  میکروتیرهای در را استاتیکی کشیدگی  ناپایداری (2010 )  همکاران و  مجاهدی

  استفاده  با تحلیلی  حل  وسپس  شد  استفاده  جبری  معادلات  به  تبدیل  برای  گاهرکین  روش  از  نمودند. بررسی  را

  وبارگذاری میانی  صفحه  ی کشدگ معادهه،  استخراج  در شده درنظرگرفته  عوامل آمد. بدست هوموتوپی روش  از

 ناپایداری تواند ی م هوموتوپی روش  که دهد ی م نشان عددی نتایج با تحلیلی نتایج یسهمقا است. بوده محوری 

 [. 34]  نماید. بینی پیش درستی به  میانی صفحه  کشیدگی حضور در  راحتی  کشیدگی

  میکروتیر غیرخطی  دینامی  آزمایشگاهی، و تحلیلی و عددی  ترکیبی  روش  از(: 2010) همکاران و  مستروم 

  میرایی همراه به  اهکتروستاتیکی هندسی، خطیغیر  عوامل  شامل مدل این نمودند.  بررسی  را رزوناتور 

  از   ونشان  داشته  تحری   پارامترهای  به   بستگی  هردو  وآزمایشگاهی،  سازی   شبیه  یجنتا  است.  بوده   ترموالاستی 

  تمام و دارد آزمایشگاهی نتایج با خوبی  تطابق سازی، شبیه  یجنتا دارند.  شوندگی ونرم سخت  دینامیکی رفتار

 [. 35]  هستند. مرتبط  فیزیکی  یپارامترها به  معادلات

 
1 Eshelby-Mori-Tanaka 
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  تیر کمانشپس  مساهه حل  برای را محدود  اهمان از یاشده  ترکیب  روش  (: 2013 )  همکاران و  کای

  تنش، میدان و  خیز برای مستقل شکل توابع  از استفاده با هاآن  نمودند. استفاده بزرگ خیز با هایپرالاستی 

  ناپایدارپس حل که  داد نشان آنها عددی یجنتا کردند. ارائه  محدود  بعد  فضای  برای صریح  طوربه  را انرژی  تابع

 [. 36] .باشد ی م حساس  خارجی وباهای هامش تعداد  به یداًشد  کمانش ط

 با هاآن  کردند. بررسی سطحی اثر نظرگرفتن در با را نانوتیر کمانشیپس رفتار(:  2013) همکاران و انصاری

  مجازی کار آنهاازاصل نمودند.  برنوهی-اویلر کلاسی  تئوری وارد ار سطحی تنش اثر  موردوچ-گورتین تئوری

  نیوتن عددی روش  از 1GDQ  توسط  معادلات سازی ازگسسته پس نمودند. استفاده معادلات استخراج برای

  اثر  در که دادند  آنهانشان شد. داده قرار اوهیه  مقدار عنوان  به خطی پاسخ که طوری به  شد  استفاده حل برای

  شود  نانوتیر  شدن  تر یاسخت ترنرم  موجب تواند ی م سطحی  الاستی  ثوابت  مقدار و علامت به توجهبا سطحی

  مرزی  شرایط  همه در نانوتیر بیشتر سختی  به منجر ضخامت یشافزا اول، مود برای که شد  ثابت همچنین

  مرزی،  وشرایط  ودهام ی درتمام دارد. گاهی  تکیه شرایط  به  بستگی  امر  ین ا وسوم، دوم  مود  در اهبته  ،شودی م

 [. 37]  .شودی م نانوتیر  کمانشی  رفتار بر  سطحی تنش  اثر نقش  کاهش  منجربه  ضخامت یشافزا

  عوامل   با  تیرها  دینامیکی  سازییه شب  برای   را  مرتبه  کاهش  روش   ی   کاربرد   قابلیت  (: 2013)  همکاران  و   گاونکار

  نظر مورد  کار این در  دوسرگیردار  و  ار یکسرگیرد تیرهای  دادند. قرار  بررسی  مورد هندسی  و  نیرو  غیرخطی

  استفاده   که   داد  نشان  سازی   شبیه   یجه نت  .اند شده   سازی  گسسته   گاهرکین   باروش   هابرآن   حاکم   معادلات  .اند بوده 

  ی برا .شودی م  مدت بلند  دینامیکی  سازی  شبیه  از ناشی  یهامدل در فاز  خطای بروز  به  منجر  روش  این از

  روش  ین ا شد. ارائه  سازی  خطی  نقطه  در  مانده  سازی  مینیمم  براساس  روش  اصلاح  دینامیکی،  پاسخ بهبود 

  مسائل  در  خصوص  به روش  این یت مز داشت. آن  کارآیی از ونشان  شد  مقایسه غیرخطی محدود اهمان بامدل

 [. 38]  .کند یم  جلوه بیشتر  رواستاتی واهکت  هندسی غیرخطی  عوامل با

 
1 Generalized differential quadrature 
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  بررسی  را غیرخطی ماده از شده ساخته میکروعملگر خطی غیر دینامی  تحلیل (:2014)  همکاران و پنگ

  غیرخطی   عامل  و  میانی  صفحه  کشیدگی  خطی   غیر  اثر  و  برنوهی-اویلر  تئوری  اساس   بر  معادلات  استخراج  نمودند.

  کوچ   تغییرشکل یبرا صرفا  خطی،  سازگاری  رابطه  که  شودی م داده نشان عددی  یجازنتا شد.  انجام ماده از

  سازگاری  رابطه  بالا، اعماهی وهتاژ و  زیاد طول کوچ ، شکاف بافاصله یکروتیردرم  تبراست.مع پایین یاوهتاژ

  زند. می  تخمین  راکمترتیر  خیز  که درحاهی  زده  تخمین ازحد  رابیش آن  طبیعی تیروفرکانس ی سخت خطی،

 [. 39]  شود.  استفاده  صحیح تحلیل برای غیرخطی سازگاری ازمعادلات باید  موارد این  در هذا

  توانایی  دادند.  قرار  مقایسه مورد  لاستیکی  مواد  برای را  هایپرالاستی  مدل  بیست (: 2005) ویرون  و کمنمار

  گرفت.  قرار  بررسی  مورد  آزمایشگاهی کار  مجموعه  دو  قاهب  در  و  های بارگذار مختلف  انواع  در  هامدل  این

  که  رسیدند  نتیجه  این به  هاآن  شد. تعیین  تطبیق  فرآیند  ی   با  مدل  هر  اعتبار ومحدوده  ماده  یپارامترها

  زمانی  هامدل   یناتوان کنند.  بینی پیش را  کرنش هاییت محدود تمامی  توانند ینم پارامتر سه  یا دو  با یهامدل

  دو  پاسخ بینی  پیش به قادر  دیگر1  محوره  ت   باتست آنها پارامترهای  تعیین  صورت  در  که  شودی م آشکار

  تادویست  دویست درحد  متوسط  یهاکرنش  برای که دادند  نشان نیهمچن نیستند. لاستیکی مواد 2محوره 

  هوکین  ط نئو مدل نیز کوچ  یهاکرنش  یبرا .کند ی م کفایت پارامتر دو با 3مونی قدیمی مدل درصد  وپنجاه

 [. 40] است. شده پیشنهاد

  مواد صوصیاتخ بینییش پ برای مختلف  یهامدل بین  مقایسه  بر  مبنی یامطاهعه (:2006)  همکاران و مارتینز

  این در  ین محقق است. داشته کاربرد  نرم  یهابافت  و  سیلیکونی  هایی  لاست در  که  دادند  انجام هایپرالاستی 

  محوره  ت  کشش تحت بیوهوژیکی نرم بافت دینامیکی رفتار مطاهعه برای محاسباتی/تجربی روش  از مقاهه 

 برای هاآن  نمودند. ارائه را 4مارتین  مدل بار اوهین برای آزمایشگاهی یهاداده  بر تطبیق  برای  و نموده استفاده

 
1 uniaxail 
2 biaxial 
3 Mooney 
4Martin 
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  لاستی  نمونه برای فرآیند   این بردند. بهره 1مارکوارت   ط هونبرگ اهگوریتم از پارامتر هر در  بهینه مقادیر  یافتن

  زیر  قرار آنهابه جامع  کار  از  شده حاصل نتایج برخی شد. برده کار  محوربه  ت   کشش  تست  با نیز  سیلیکونی

  تئوری    و  آزمایشگاهی  یهاداده   بین   را  خوبی   تطابق  مدل  شش  شده،  استفاده  ماده  مدل  هفت  بین  از   (:1)  است:

  به مربوط  نتیجه بدترین (:3)  است. بوده  مارتین و3  یئو  ،2آگدن  یهامدل  برای  نتایج بهترین  (: 2) نمودند.  بیان

 [. 41]  ندارد. را  خطیغیر های ویزگی  بیان قابلیت  ماده  دو   هر در   که بوده  هوکین ط نئو  مدل

  کشیدگی با هایپرالاستیکی مستطیلی  غشاء پایداری و  غیرخطی  و خطی  ارتعاش (: 2014 ز) گونکاهوی و  سوارز

  ایزوتروپی ،   نوع   از   را   ماده  هاآن   نمودند.   بررسی   محدود  اوهیه   وتغییرشکل  هارمونی    جانبی   فشار  تحت  را   اوهیه 

  هوکین  ط نئو خاص حاهت برای را یجنتا نمودند. انتخاب هینریو  ط مونی نوع واز فشردگی قابل غی و ,همگن

  مودهای  شکل  و   طبیعی  یهافرکانس   معادهه،  ازاستخراج  پس  هاآن   نمودند.  مقایسه  اصلی   مدل  با  و   آورده   بدست

  نسبت  ازتاثیر  نشان  پارامتری  تحلیل  یئیات جز آوردند.  بدست ماده  نوع  دو   هر  برای تحلیلی   صورت  به  را غشاء

 [.42]  دارد.   ماده غیرخطی  و  خطی نوسان بر ماده پارامترهای  و  کشیدگی

  در رزوناتوری میکروتیرهای در هوکین -نئو و یئو مدل  مطاهعه به (:2012)محمدی کرمی و بارفروش  دانایی

  میکروتیر غیرخطی  فرکانس روی  بر  مختلف  پارامترهای یر تأث همچنین  و  اند پرداخته  اهکتری   دی 

 [ 45- 43] .اند داده   قرار بررسی مورد را هایپرالاستی 

  اثرات   گرفتن  نظر  در  با  هایپرالاستی   نانوتیر  غیرخطی  آزاد  ارتعاش   (:2012)محمدی  کرمی  و  بارفروش   دانایی

  .اند پرداخته  سطح

  اساس بر الاستومر اهکتری  دی غیرخطی اجباری ارتعاشات (:2017)محمدی کرمی و بارفروش  دانایی

  جنس از ناشی غیرخطی شرایط  دادند. قرار تحلیل و تجزیه مورد یئو مدل به وجهبات هایپرالاستی  میکروتیر 

 
1Levenberg-Marquardt 
2 Ogden 
3 Yeoh 
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  طریق  از  غیرخطی   ماده   و  کارمن-فون  کرنش   جابجایی  روابط   طریق   از   غیرخطی  هندسه  است.  آن  هندسه   و  تیر

 [ 46] .است شده سازی  مدل یئو  روابط 
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 معادله  واستخراج  ی ساز ل مد :3  فصل
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 مقدمه  -1 ـ 3

  برای  ساده مرزی شرط شودومی استفاده اویلربرنوهی یئووتئوری  ازمدل میکروهوهه آزاد ارتعاش  فصل دراین 

 شد. خواهد  بررسی یئو  مدل

 میکرولوله   سازی مدل - 2-3

  جنس شود.می  اضافه آن  به سیال اثر آن به که شودمی  استفاده  میکروتیر مدل از میکروهوهه  سازیمدل در 

  مرزی   یط شرا  دهیم.   مدنظرقرارمی  باشدرا  می   رادارا   الاستیکی  آل   رفتارایده  که   هایپرالاستی   ماده   از   هه روهو یکم

 .نماییمی م مورداستفاده  مساهه  این  برای را مفصلی 

 است:  شده ارائه ( 1-3) شکل در  سیال جریان حاوی هایپرالاستی  ماده ازجنس  میکروهوهه شماتی 

 

 ه حاوی جریان سیال : شماتیک میکرولول(1-3شکل)

  .شودمی  گرفته نظر در پین – پین صورت به میکروهوهه سر دو شود.می  میکروهوهه وارد v سرعت با سیال که

  سطح  مساحت ،m میکروهوهه  جرم ،A میکروهوهه مقطع  در سطح مساحت ،𝜌  آن  چگاهی ،l میکروهوهه طول

𝜌سیال  چگاهی 𝐴𝑓سیال  مقطع
𝑓
  ماده ازآنجاکه  گیریم می رادرنظر  EI میکروهوهه  ختیس  ضریب ، M سیال  جرم ،

  پیروی هایپرالاستی  سازگازی  ازقوانین آن بعت به باشد می هایپرالاستی  ازجنس میکروهوهه برای مدنظر

 : شودی م کارگرفته  به  سازیدرمدل زیر  یاتفرض .کند ی م

 ناپذیراست. تراکم  خاصیت دارای  ماده (: 1) 
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 نیست.  تغییرکرنش تاثرا دارای ییرشکلتغ (:2)

 است.  نظر  صرف قابل  داخلی  یدحرارتتوه (:3)

 است. کاملااهستی   ماده یکیرفتارمکان (:4)

 .باشد ی م  خیزنسبتابزرگ یعنی است هندسی  غیرخطی تاثیرعامل  تحت  یکروهوههرفتارم (:5)

 هامیلتون اصل -  3-3

 یهاحاهت  ازتمامی  که  کند می بیان  تون هامیل اصل . شودی م استفاده  هامیلتون ازاصل  معادهه،  استخراج  برای

ا  ر انتهایی  و  ابتدایی  هایزمان در  مرزی  نیزشرایط  و  یود ق سازگاری،  معادلات که زمان  به  وابسته  جایی  جابه

  کلی  شکل به  هامیلتون  اصل ین بنابرا .کند ی م کمینه را  لاگرانژ  تابع  که  است حقیقی  یپاسخ کند، می ارضا

 :شودی م زیربیان

𝛿 ∫ 𝐿𝑑𝑡
𝑡2
𝑡1

= 0                                                                                                                                   (3-1 )  

L  شودی م  بیان زیر بارابطه هامیلتون اصل در: 

 (2-3) L=T-U+W                                                                                                                      

T جنبشی، انرژی  رابطه  دراینU  و  کرنشی  انرژی W است. سیستم به  اعماهی  غیرپتانسیلی کارنیروهای 

  گردد. استخراج  حاکم معادهه  شودتامی جایگذاری همیلتون  دراصل ودرنهایت محاسبه پارامتردرادامه سه این

 شد. خواهد   انجام  مورد ساده  مرزی  آزادباشرایط  ارتعاشات دربخش میکروهوهه  ارتعاشی رفتار  بررسی
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  تئوری دوسرمفصل، مرزی شرط با میکرولوله آزاد ارتعاش -4-3

 یئو  هایپرالاستیک یاجمله چند مدل   و اویلربرنولی

  این  برای  برنوهی  ط  اویلر  ازمدل  باشد،  یرمیمیکروت  صورت  به  که  سازیمدل  برای  نظر  مورد  میکروهوهه  به  توجه  با

  یکنواخت،   مذکور   یکروهوههم  .شودی م  اشاره  تئوری  این  از  کوتاهی  مقدمات  به   اینجا  در   که   شده  استفاده  میکروهوهه 

 .باشد ی م z برمحور  عمود وپایین بالا وسطوح   بوده x  راستای در ومستقیم  همگن

 .باشد ی م  زیر  شرح به  تئوری  این در  اعمال مورد فرضیات

 نداریم(.  ایی صفحه  درون  جابجایی) است. یکسان شکل تغیر  از بعد  و  قبل  میانی صفحه ابعاد .1

 .شودینم نظرگرفته در  جنبشی  یژانر  قسمت  در  دورانی  ینرسیا .2

 شود. صرفنظرنمی  کرنش میدان  در  غیرخطی ترمهای  از .3

  هر در  جایی  جابه  هایمؤهفه آنگاه باشد، w برابر  میکروهوهه  عرضی  جایی اگرجابه  ،هافرض  این  گرفتن بادرنظر 

 با:  بود خواهد  برابر  مقطع  سطح از  نقطه 

𝑢 = −𝑧
𝜕𝑤(𝑥،𝑡)

𝜕𝑥
 

(3-3 )𝑣 = 0                                                                                                                                                

𝑤 = 𝑤(𝑥،𝑡) 

 

 . ]47[باشند ی م  Z   و  x، y راستای در جایی جابه  یهامؤهفه  ترتیب به  u ,v و  w آن در که 

  جملات  از نظر صرف و  کرنش  تانسور از مؤهفه هر برای  بزرگ خیز در لاگرانژی کرنش تعریف اعمال از پس

 دهد: می  رانتیجه کرنش  یهامؤهفه  درنهایت طوهی،  ونیزجابجایی  کوچ 
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 [47]  خمش  تحت برنولی  اویلر تیر  (:2- 3)  شکل

 

𝜀𝑥𝑥 =
𝜕𝑢1

𝜕𝑥
+

1

2
[(

𝜕𝑢1

𝜕𝑥
)
2

+ (
𝜕𝑢2

𝜕𝑥
)

2

+ (
𝜕𝑢3

𝜕𝑥
)
2

] = −𝑧
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+

1

2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)

2

                               (4 − 3) 

𝜀𝑦𝑦 =
𝜕𝑢2

𝜕𝑦
+

1

2
[(

𝜕𝑢1

𝜕𝑦
)
2

+ (
𝜕𝑢2

𝜕𝑦
)
2

+ (
𝜕𝑢3

𝜕𝑦
)
2

] = 0                                                                        (3-5 )  

2𝜀𝑥𝑦 =
𝜕𝑢1

𝜕𝑦
+

𝜕𝑢2

𝜕𝑥
+

𝜕𝑢1

𝜕𝑥

𝜕𝑢1

𝜕𝑦
+

𝜕𝑢2

𝜕𝑥

𝜕𝑢2

𝜕𝑦
+

𝜕𝑢3

𝜕𝑥

𝜕𝑢3

𝜕𝑦
= 0                                                                      (3-6 )  

 

 است. کارمن  فون  محوری  مؤهفه  همان  باقیمانده مؤهفه که 

  ط کوشی ازتانسور کشیدگی ثوابت وخود نمود  بیان کشیدگی ثوابت براساس  را کرنش ثوابت توانی م ازآنجاکه

  یافت.   توان ی م  را  راست  گرین   ط   تانسورکوشی  آن   دنبال  به   و  لاگرانژی  کرنش   تانسور  ،آیند ی م  بدست  راست  گرین

 :است برابر  شده ارائه محاسبات  با لاگرانژی کرنش  تانسور

𝐸 =
1

2
[
2𝜀𝑥𝑥 0 0
0 0 0
0 0 0

]                                                                                                             (7− 3) 

 است. ( 3-8)  رابطه برابر پیشین قسمت  تعریف با نیز  راست گرین  -  کوشی  تانسور

𝐶 = 2𝐸 + 𝐼 = [
2𝜀𝑥𝑥 + 1 0 0

0 1 0
0 0 1

]                                                                                      (8− 3) 
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  بنابراین ازطرفی  ثوابت کشیدگی  𝜆𝑖.باشند ی م  گرین – کوشی  راست یا  چپ تانسور ویژه  مقادیر  مربعی  ریشه  

  بود   خواهد   برابر   مقادیر  مربعی   ریشه   یافتن  و  ( 8-3)  معادهه  در  شده  تعریف  گرین  –‌  کوشی   راست  تانسور  توسط 

 : با

𝜆1 = 1𝜆2 = 1𝜆3 = √1 + 2𝜀𝑥𝑥                                                                                          (9− 3) 

 :از  عبارتند  کرنش  ثوابت

𝐼1 = 2𝜀𝑥𝑥 + 3                                                                                                                    (10− 3) 

𝐼2 = 4𝜀𝑥𝑥 + 3                                                                                                                   (11− 3) 

  طبق  واینکه  رابطه   گرفتن  نظر  در   با   و   شودی م  گرفته  نظر   در   فشرده  قابل  غیر   مدل،  در   نظر  مورد   ماده  که   ازآنجا

𝐼3ماندن  ثابت برای د بای اول فصل در شده ارائه مطاهب = 𝜆1
2𝜆2

2𝜆3
2 = 𝐽2 = 𝑑𝑒𝑡(𝐶)  چگاهی بنابرین باشد 

=J کرنش ثابت دو  اساس  بر  صرفاً هایپرالاستیسیته مواد   در  کرنشی  انرژی    حجم 1

 . گرددی م  بیان اوهیه 

 یئو  مدل بر حاکم معادله استخراج  -  5-3

  دراصل  زیر ترتیب به وکرنش جنبشی هایی انرژ یئو،  مدل  و وهیاویلربرن تئوری تحت معادهه استخراج  برای

 .شودی م  جایگزین همیلتون

𝑇 = 𝑇𝑝 + 𝑇𝑓 = 1

2
∭ 𝜌𝑝 (

𝜕𝑤

𝜕𝑡
)
2
𝑑𝑉

𝑣
+ 1

2
∭

𝑣𝑓
 (3-12)                                                       

𝜌
𝑓
[(

𝜕𝑤

𝜕𝑡
+ 𝑉

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

+ 𝑉2]  𝑑𝑉𝑓 

هوهه میکرو جنبشی  انرژی :𝑇𝑝  

کند ی م حرکت هوهه با  که سیال جنبشی  انرژی :𝑇𝑓 

 که:  بطوری 

𝜕𝑢3

𝜕𝑡
=

𝜕𝑤

𝜕𝑡
                                                                                                                                     (3-13 )  
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 داشت:  خواهیم تغییرات عملگر اعمال با

(14-3 ) 𝛿 ∫ 𝑇
𝑡2

𝑡1

𝑑𝑡 = 𝛿 ∫ 𝑇𝑝

𝑡2

𝑡1

𝑑𝑡 + 𝛿 ∫ 𝑇𝑓

𝑡2

𝑡1

𝑑𝑡

= ∫ ∫ 𝑚𝑝

𝜕𝑤

𝜕𝑡

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑡
 𝑑𝑥 𝑑𝑡

𝑙

0

𝑡2

𝑡1

+ ∫ ∫ 𝑚𝑓  [
𝜕𝑤

𝜕𝑡

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑡
+ 𝑉2 𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥
+ 𝑉 (

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑡

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝑡
)]  𝑑𝑥 𝑑𝑡

𝑙

0

𝑡2

𝑡1

= −∫ ∫ 𝑚𝑝

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
𝛿𝑤 𝑑𝑥 𝑑𝑡

𝑙

0

𝑡2

𝑡1

− ∫ ∫ 𝑚𝑓

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
𝛿𝑤 𝑑𝑥 𝑑𝑡

𝑙

0

𝑡2

𝑡1

+ ∫ [−∫ (
𝜕 (𝑚𝑓𝑉

2 𝜕𝑤
𝜕𝑥

)

𝜕𝑥
𝛿𝑤)

𝐿

0
𝑑𝑥 + (𝑚𝑓𝑉

2 𝜕𝑤

𝜕𝑥
) 𝛿𝑤|

0

𝐿

] 𝑑𝑡
𝑡2

𝑡1

+ ∫ [−∫ (
𝜕 (𝑚𝑓𝑉

𝜕𝑤
𝜕𝑥

)

𝜕𝑡
𝛿𝑤 +

𝜕 (𝑚𝑓𝑉
𝜕𝑤
𝜕𝑡

)

𝜕𝑥
𝛿𝑤)

𝐿

0
𝑑𝑥

𝑡2

𝑡1

+ (𝑚𝑓𝑉
𝜕𝑤

𝜕𝑡
) 𝛿𝑤|

0

𝐿

] 𝑑𝑡 

 که:  بطوری 

𝑚𝑝 = ∫ 𝜌
𝑝
 𝑑𝐴𝑝𝐴

= 𝜌
𝑝
𝐴𝑝 , 𝑚𝑓 = ∫ 𝜌

𝑓
 𝑑𝐴𝑓𝐴𝑓

= 𝜌
𝑓
𝐴𝑓                                                                                                            (3-15 )  

 با:  است معادل  یئو مدل کرنشی   انرژی چگاهی

𝑢 = 𝑐1(𝐼1 − 3) + 𝑐2(𝐼1 − 3)2 + 𝑐3(𝐼1 − 3)3 (3-16)                                                             

 که:   طوری به

𝐼1 = 2𝜀𝑥𝑥 + 3 = 2(−𝑧
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 +
1

2
(

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2
) + 3 = −2𝑧

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 + (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

+ 3                                 (3-17 )  

 داشت: خواهیم  زیر  صورت  به را کرنشی  انرژی چگاهی  بنابراین

𝑢 = 𝑐1 (−2𝑧
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 + (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2
) + 𝑐2 (−2𝑧

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 + (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2
)
2

+ 𝑐3 (−2𝑧
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 + (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2
)
3

                    (3-18 )  

   داشت:  خواهیم زیر  صورت  به را کرنشی   انرژی بنابراین  
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𝑈 = ∫ ∬ 𝑢𝑑𝐴𝑝𝑑𝑥                                                                                                                                            
𝐴

𝐿

0
(19−3)

= ∫ ∬ (𝑐1 (−2𝑧
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

) + 𝑐2 (−2𝑧
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

)

2

+ 𝑐3 (−2𝑧
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

)

3

)𝑑𝐴𝑝𝑑𝑥
𝐴𝑝

𝐿

0

= ∫ ∬ (𝑐1 (−2𝑧
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

) + 𝑐2 (4𝑧2 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

2

+ (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
4

− 4𝑧
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

)  
𝐴

𝐿

0

+ 𝑐3 (−8𝑧3 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

3

− 6𝑧 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
4 𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 12𝑧2 (

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

2

(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

+ (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
6

))𝑑𝐴𝑝𝑑𝑥 

 دانیم:  می  

𝐴𝑝 = ∬ 𝑑𝐴𝑝
𝐴

 ،𝐼𝑝 = ∬ 𝑧2𝑑𝐴𝑝
𝐴

                                                                                  (20− 3)  

∬ 𝑧 𝑑𝐴𝑝
𝐴

= 0، ∬ 𝑧3 𝑑𝐴𝑝
𝐴

= 0 

 :راخواهدداشت زیر  ه رابط است کرنشی انرژی  چگاهی حجمی انتگرال که   کرنشی  انرژی

𝑈 = ∫
𝐿

0

 (𝑐1𝐴(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

+ 𝑐2 (4𝐼 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

2

+ 𝑐2𝐴 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
4

) 

+ 𝑐3 (12𝐼 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

2

(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

+   𝐴 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
6

))𝑑𝑥                                (21− 3)     

𝑈 = ∫ (𝑐1𝐴𝑝 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

+ 𝑐2 (4𝐼𝑝 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

2

+ 𝐴𝑝 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
4

)  + 𝑐3 (12𝐼𝑝 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

2

(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

+ 𝐴𝑝 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
6

))𝑑𝑥
𝐿

0
 

   داشت: خواهیم تغییرات عملگر اعمال با

𝛿 ∫ 𝑈 𝑑𝑡
𝑡2

𝑡1

= ∫ ∫ (2𝑐1𝐴𝑝

𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥
+ 𝑐2 (8𝐼𝑝

𝜕
2
𝑤

𝜕𝑥2

𝜕
2
𝛿𝑤

𝜕𝑥2
+ 4𝐴𝑝 (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
3 𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥
)               (22− 3)

𝐿

0

𝑡2

𝑡1

+ 𝑐3 (24𝐼𝑝
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2 𝜕

2
𝛿𝑤

𝜕𝑥2
+ 24𝐼𝑝

𝜕𝑤

𝜕𝑥
(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

2
𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥
+ 6𝐴𝑝 (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
5 𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥
))𝑑𝑥 𝑑𝑡 

   :داشت خواهیم  جز به  جز  گیری   انتگرال از  استفاده با و
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𝛿 ∫ 𝑈 𝑑𝑡
𝑡2

𝑡1

= ∫ [∫ (−2𝑐1𝐴𝑝

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 8𝑐2𝐼𝑝

𝜕4𝑤

𝜕𝑥4
− 12𝑐2𝐴𝑝 (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2 𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 24𝑐3𝐼𝑝

𝜕2

𝜕𝑥2
(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

)
𝐿

0

𝑡2

𝑡1

− 24𝑐3𝐼𝑝
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

2

)                          (23− 3)− 30𝑐3𝐴𝑝 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
4 𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)𝛿𝑤 𝑑𝑥

+ (2𝑐1𝐴𝑝

𝜕𝑤

𝜕𝑥
− 8𝑐2𝐼𝑝

𝜕3𝑤

𝜕𝑥3
+ 4𝑐2𝐴𝑝 (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
3

− 24𝑐3𝐼𝑝
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

)

+ 24𝑐3𝐼𝑝
𝜕𝑤

𝜕𝑥
(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

2

+ 6𝑐3𝐴𝑝 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
5

)𝛿𝑤|

0

𝐿

+ (8𝑐2𝐼𝑝
𝜕

2
𝑤

𝜕𝑥2
+ 24𝑐3𝐼𝑝

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

)
𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥
|

0

𝐿

] 𝑑𝑡 

  بنابراین:

𝛿 ∫ 𝑈 𝑑𝑡
𝑡2

𝑡1

= ∫ [∫ (−2𝑐1𝐴𝑝

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 8𝑐2𝐼𝑝

𝜕4𝑤

𝜕𝑥4
− 12𝑐2𝐴𝑝 (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2 𝜕2𝑤

𝜕𝑥2

𝐿

0

𝑡2

𝑡1

+ 24𝑐3𝐼𝑝 (
𝜕4𝑤

𝜕𝑥4
(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

+ 6
𝜕3𝑤

𝜕𝑥3

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 2(

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

3

)

− 24𝑐3𝐼𝑝 ((
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

3

+ 2
𝜕3𝑤

𝜕𝑥3

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2

𝜕𝑤

𝜕𝑥
) − 30𝑐3𝐴𝑝 (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
4 𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)𝛿𝑤 𝑑𝑥

+ (2𝑐1𝐴𝑝

𝜕𝑤

𝜕𝑥
− 8𝑐2𝐼𝑝

𝜕3𝑤

𝜕𝑥3
+ 4𝑐2𝐴𝑝 (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
3

                                               (24− 3)

− 24𝑐3𝐼𝑝 (
𝜕3𝑤

𝜕𝑥3
(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

+ 2(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

2
𝜕𝑤

𝜕𝑥
) + 24𝑐3𝐼𝑝

𝜕𝑤

𝜕𝑥
(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

2

+ 6𝑐3𝐴𝑝 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
5

)𝛿𝑤|

0

𝐿

+ (8𝑐2𝐼𝑝
𝜕

2
𝑤

𝜕𝑥2
+ 24𝑐3𝐼𝑝

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

)
𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥
|

0

𝐿

] 𝑑𝑡 

   : گرددی م  استخراج زیر صورت به سیستم حاکم  معادهه 
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(𝑚𝑝 + 𝑚𝑓)
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
+

𝜕 (𝑚𝑓𝑉
2 𝜕𝑤

𝜕𝑥
)

𝜕𝑥
+ 2

𝜕 (𝑚𝑓𝑉
𝜕𝑤
𝜕𝑥

)

𝜕𝑡
− 2𝑐1𝐴𝑝

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 8𝑐2𝐼𝑝

𝜕4𝑤

𝜕𝑥4

− 12𝑐2𝐴𝑝 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)

2 𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 24𝑐3𝐼𝑝

𝜕4𝑤

𝜕𝑥4
(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

+ 96𝑐3𝐼𝑝
𝜕3𝑤

𝜕𝑥3

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2

𝜕𝑤

𝜕𝑥

+ 24𝑐3𝐼𝑝 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

3

− 30𝑐3𝐴𝑝 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
4 𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
= 0                            (25− 3)          

  بنابراین:

(𝑚𝑝 + 𝑚𝑓)
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
+ 𝑚𝑓𝑉

2
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 2𝑚𝑓𝑉

𝜕𝑤

𝜕𝑡𝜕𝑥
− 2𝑐1𝐴𝑝

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 8𝑐2𝐼𝑝

𝜕4𝑤

𝜕𝑥4
− 12𝑐2𝐴𝑝 (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2 𝜕2𝑤

𝜕𝑥2

+ 24𝑐3𝐼𝑝
𝜕4𝑤

𝜕𝑥4
(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

+ 96𝑐3𝐼𝑝
𝜕3𝑤

𝜕𝑥3

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 24𝑐3𝐼𝑝 (

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

3

− 30𝑐3𝐴𝑝 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)

4 𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
= 0                     (26− 3) 

𝐼𝑝معادهه  حاکم بصورت  زیر خواهد  شد : = 𝐼 و𝐴
𝑝

= 𝐴و𝑚𝑝 = 𝑚و  𝑚𝑓 = 𝑀 گرفتن   بادرنظر  

(𝑚 + 𝑀)
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2 + 𝑀𝑉2 𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 + 2𝑀𝑉
𝜕𝑤

𝜕𝑡𝜕𝑥
− 2𝑐1𝐴

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 + 8𝑐2𝐼
𝜕4𝑤

𝜕𝑥4 − 12𝑐2𝐴 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 +

24𝑐3𝐼
𝜕4𝑤

𝜕𝑥4 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

+ 96𝑐3𝐼
𝜕3𝑤

𝜕𝑥3

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 24𝑐3𝐼 (

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2)
3

− 30𝑐3𝐴 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
4

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 = 0                      (3-27 )  

 از:  عبارتند  همیلتون  روش  از استخراج قابل مرزی  شرایط 

at x=0,L(𝑀𝑉2 𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 𝑀𝑉

𝜕𝑤

𝜕𝑡
− 2𝑐1𝐴

𝜕𝑤

𝜕𝑥
+ 8𝑐2𝐼

𝜕3𝑤

𝜕𝑥3
− 4𝑐2𝐴 (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
3

+ 24𝑐3𝐼
𝜕3𝑤

𝜕𝑥3
(

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

+

24𝑐3𝐼 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2)
2

𝜕𝑤

𝜕𝑥
− 6𝑐3𝐴 (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
5
) 𝛿𝑤|

0

𝐿

= 0                                                                              (3-82 )  

at x=0,𝐿−(8𝑐2𝐼
𝜕
2
𝑤

𝜕𝑥2 + 24𝑐3𝐼
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2
)

𝜕𝛿𝑤

𝜕𝑥
|
0

𝐿

= 0                                                                 (3-92 )  

 

  :باشند ی م  ساده گاه تکیه  مرزی  شرایط  معرف آمده،  بدست مرزی  شرایط 

(𝑙)= −𝑤 (𝑙) =0                                                                 (30و0 3)   𝑤  ،𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
(0) = 0، 𝜕

2𝑤

𝜕𝑥2
(𝑙) = 0 



  

 

 

51 

 

 

 

 حاکم معادله  سازی خطی و بعدسازیی ب -  6-3

 :شوند ی م بعدسازی یب زیر، پارامترهای باتعریف  معادهه  ابتدا

𝑥∗ =
𝑥

𝐿
∗𝑤 و  =

𝑤

𝑑
∗𝑡 و  = √

𝑐1𝐼

(𝑀+𝑚)𝐿
4 𝑡  و 𝑐21 =

𝑐2

𝑐1 
𝑐31 و =

𝑐3

𝑐1
𝑐32 و   =

𝑐3

𝑐2
𝑆𝑅 و =

𝐿

𝑑
∗𝐴 و  =

𝐴𝑑2

𝐼
𝑣 و  =

√
𝑀

𝑐1𝐼
𝐿𝑉و 𝛽 =

𝑀

(𝑚+𝑀)   
 (3-13 )                                                                                              

 کرد:   خواهیم بعدسازیبی را حاکم  معادهه سپس

 

 (32-3 ) 𝜕2𝑤∗

𝜕𝑡∗2 + 𝑣2
𝜕2𝑤∗

𝜕𝑥∗2 + 2√𝛽𝑣
𝜕𝑤∗

𝜕𝑡∗𝜕𝑥∗
− 2𝐴∗𝑆𝑅2

𝜕2𝑤∗

𝜕𝑥∗2 + 8𝑐21

𝜕4𝑤∗

𝜕𝑥∗4

− 12𝐴∗𝑐21 (
𝜕𝑤∗

𝜕𝑥∗
)

2
𝜕2𝑤∗

𝜕𝑥∗2 + 24
𝑐31

𝑆𝑅2

𝜕4𝑤∗

𝜕𝑥∗4 (
𝜕𝑤∗

𝜕𝑥∗
)

2

+ 96
𝑐31

𝑆𝑅2

𝜕3𝑤∗

𝜕𝑥∗3

𝜕2𝑤∗

𝜕𝑥∗2

𝜕𝑤∗

𝜕𝑥∗
+ 24

𝑐31

𝑆𝑅2 (
𝜕2𝑤∗

𝜕𝑥∗2)

3

− 30
𝐴∗𝑐31

𝑆𝑅2 (
𝜕𝑤∗

𝜕𝑥∗
)
4

𝜕2𝑤∗

𝜕𝑥∗2 = 0 

 

 (33-3 ) 
(

𝑣2

𝐴∗𝑆𝑅2

𝜕𝑤∗

𝜕𝑥∗
+

√𝛽𝑣

𝐴∗𝑆𝑅2

𝜕𝑤∗

𝜕𝑡∗
− 2

𝜕𝑤∗

𝜕𝑥∗
+ 8

𝑐21

𝐴∗𝑆𝑅2

𝜕3𝑤∗

𝜕𝑥∗3 − 4
𝑐21

𝑆𝑅2 (
𝜕𝑤∗

𝜕𝑥∗
)

3

+ 24
𝑐31

𝐴∗𝑆𝑅4

𝜕3𝑤∗

𝜕𝑥∗3 (
𝜕𝑤∗

𝜕𝑥∗
)

2

+ 24
𝑐31

𝐴∗𝑆𝑅4 (
𝜕2𝑤∗

𝜕𝑥∗2)

2
𝜕𝑤∗

𝜕𝑥∗

− 6
𝑐31

𝑆𝑅4 (
𝜕𝑤∗

𝜕𝑥∗
)
5

) 𝛿𝑤∗|

0

1

= 0 

 

 

−(8
𝜕2𝑤∗

𝜕𝑥∗2 + 24
𝑐32

𝑆𝑅2

𝜕2𝑤∗

𝜕𝑥∗2 (
𝜕𝑤∗

𝜕𝑥∗
)
2

)
𝜕𝛿𝑤∗

𝜕𝑥∗
|
0

1

= 0                   (3-43 )  
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 خطی   حلیلت   : 4  فصل
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 فرکانس بررسی و خطی  معادله حل -1-4

 از:  عبارتست حاکم  معادهه  شده خطی

(1-4 ) 
(𝑀 + 𝑚)

𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
+ 𝑀𝑉2

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 2𝑀𝑉

𝜕𝑤

𝜕𝑡𝜕𝑥
− 2𝑐1𝐴

𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+ 8𝑐2𝐼

𝜕4𝑤

𝜕𝑥4
= 0 

 از:  عبارتست  خطی قسمت  بعدشده بی معادهه که 

(2-4 ) 𝜕2𝑤∗

𝜕𝑡∗2 + (𝑣2 − 2𝐴∗𝑆𝑅2)
𝜕2𝑤∗

𝜕𝑥∗2 + 2√𝛽𝑣
𝜕𝑤∗

𝜕𝑡∗𝜕𝑥∗
+ 8𝑐21

𝜕4𝑤∗

𝜕𝑥∗4 = 0 

 

  بررسی  ی برا آمد. بدست جزئی  مشتقات دیفرانسیل معادهه  صورت به مساهه  بر حاکم معادهه  قبل  دربخش 

  نموده سازی گسسته گاهرکین  روش  از  استفاده  با را  پیوسته  مساهه  سیستم،  طبیعی  های فرکانس ویافتن

  ومساهه شده جایگزین معموهی  دیفرانسیل معادلات با  مساهه بر  حاکم  جزئی مشتقات با دیفرانسیل  دلاتومعا

 آیند.ی م  بدست سادگی به طبیعی یهافرکانس  و  شده تبدیل  محدود، آزادی  درجه با سیستم  ی  به پیوسته،

 حل  روش و  سازی گسسته -2-4

  بامشتقات معادلاتی که سیستم حرکت عادلاتم وحل  سازی گسسته برای گاهرکین روش  از  قسمت دراین

  حل  ی   معادهه  مجهول تابع برای گاهرکین روش  در شد. خواهد  هستنداستفاده  زمان  و  مکان  به نسبت یاپاره

 شود:ی م  درنظرگرفتهزیر بصورت تقریبی 

(3-4 ) 

 

 

𝑤∗ (𝑥∗و𝑡∗) = ∑ 𝜑
𝑖
(𝑥∗)𝑞

𝑖
(𝑡∗)

𝑛

𝑖=1

 

 

 𝜑𝑖(𝑥
  برای و کند یم  ارضا را معادهه مرزی شرایط  باشند ی م  خطی مستقل  توابعی و شده نامیده  پایه توابع (∗

 باشد:ی م  زیر صورت به  هولا سر دو   مرزی شرایط  با سیستم
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(4-4 ) 𝜑
𝑖
(𝑥∗)  = 𝑠𝑖𝑛 (𝑖𝜋𝑥∗) 

  

𝑞𝑖(𝑡
 شوند.ی م نامیده سیستم  یافته  عمیم ت یهامختصه  که  شوند ی م  فرض  مجهوهی  توابع  بصورت  نیز  (∗

𝜑در   حاصل نتیجه  کردن  ضرب  و  ( 2-4)  درمعادهه  ( 3-4) معادهه  باجایگذاری
𝑖
(𝑥∗) 1] بازه  در  یریگانتگرال  و  

 گردد: ی م زیرحاصل دیفرانسیلی  معادلات  [0 و

(5-4 ) 𝑀𝑞̈̅ + 𝐺𝑞̇̅ + 𝐾𝑞̅ = 0 

 

 آن:  در  که 

(6-4 ) 

 

𝑀𝑗𝑖 = ∫ 𝜑
𝑖
𝜑

𝑗
𝑑𝑥∗

1

0

 

 

(4-7 ) 
𝐾𝑗𝑖 = (𝑣2 − 2𝐴∗𝑆𝑅2)∫

𝑑2𝜑𝑖

𝑑𝑥∗2 𝜑𝑗𝑑𝑥∗
1

0

+ 8𝑐21 ∫
𝑑4𝜑𝑖

𝑑𝑥∗4 𝜑𝑗𝑑𝑥∗
1

0

 

 

(4-8 ) 
𝐺𝑗𝑖 = 2√𝛽𝑣 ∫

𝑑𝜑𝑖

𝑑𝑥∗
𝜑𝑗𝑑𝑥∗

1

0

 

 

  کنیمی م  کارفرض   این   برای   شود.  حل   باید   مسئله   ویژه  مقادیر   سیستم،   ناپایداری  و   ی بحران  سرعت   بررسی  برای

 است: زیر  صورت  به (5-4)  معادهه حل

(4-9 ) 𝜑
𝑖
(𝑥∗) = 𝜑̅

𝑖
𝑒𝑠𝑡 
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  دههمعا باجایگذاری آن  در  که  𝑠و  𝜑̅𝑖 درنهایت باشند.ی م ارتعاش  دامنه  مجهول  توابع  و  ویژه  مقادیر  ترتیب  به 

 :آید ی م دست  به باشد ی م  یافته تعمیم ویژه  مقادیر به  مربوط  که همگن معادهه   ی  ( 5-4) معادهه  در  ( 7-4)

 (10-4 ) (𝑠2[𝑀] + 𝑠[𝐺] + [𝐾]){𝜑̅
𝑖
} = {0}  

 

 داریم:   پس گردد، صفر  درمعادهه   آمده بدست ضرایب  ماتریس  دترمینان باید  (4- 10)  معادهه  حل برای

(4-11 ) det (𝑠2[𝑀] + 𝑠[𝐺] + [𝐾]) = 0   

 

  (1- 4)  جدول   گرفتن  درنظر   با  بنابراین  باشد.ی م  محاسبه  قابل  عددی  بصورت  ویژه  بالامقادیر  معادهه  به  توجه  با

 آیند.یم  بدست سیال حامل میکروهوهه   سیستم طبیعی  فرکانس

 

 یئو  مدل  ماده  و  هندسی  پارامترهای  -  (1-4)  جدول

 پارامتر  مقدار

30 mm 

 

L 

mm 61 

 

1d 

mm 20 

 

2d 

MPa 0.24162 

 

1c 

MPa 0.19977 

 

2c 
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 دوسرمفصل همگن میکرولوله  طبیعی یهافرکانس   -3-4

  اوهین  از قبل  تا مدها تمامی  ویژه  مقادیر حقیقی قسمت شودی م  مشاهده (ب- 1-4) شکل از  که همانطور

 یابد.ی م کاهش مدها تمامی  قسمت موهومی بعد بی سرعت افزایش  با  ینهمچن باشد.ی م برابر جداشدگی

  از  ناگهان  ویژه  مقادیر  حقیقی  قسمت آن،  با  همزمان و  گردد ی م صفر  اول  فرکانسمقدار 10.4991درسرعت

درمیکروهوهه دوشاخگی ازنوع کمانش اتفاق   نتیجه در شود.ی م تبدیل هم ی ینه قر و  مساوی  مقدار  دو  به صفر

  و  آورد ی م  بدست  دوباره  را  خود  پایداری  اول  مد   17.4نکه درسرعتتاایکند یم  پیدا  ادامه  ناپایداری  این  .افتد می

دوشاخگی  و  شودی م ترکیب دوم  مد با  17.7اینکه درسرعت تا کند ی م افزایش  به  شروع صفر  از آن  فرکانس

-در قسمت حقیقی مقادیرویژه همراه است.بین سرعت گیدوشاخ ی  با ،دوشاخگی ین ا .افتد اتفاق می

قسمت موهومی مد دوم با   25.1گی بین مدهای اول و دوم خواهیم داشت. در سرعتدوشاخ17.7تا 17.4های

با ایجاددوشاخگی درقسمت  کند وبا مد سوم تلاقی می  26.1یابد و درسرعتبعد، افزایش میافزایش سرعت بی

مد اول  32.9حقیقی مقادیر ویژه، منجربه ایجاد دوشاخگی بین مدهای دوم و سوم خواهدشد. در سرعت

بر   بعد فرکانس آن افزایش و قسمت حقیقی مقادیر ویژه برا اراست به طوری که با افزایش سرعت بیپاید 

رسد از آنجا به بعد در مدهای اول و دوم دوشاخگی باشد تا اینکه به دوشاخگی مدهای دوم و سوم می صفرمی

ادامه خواهد   39.1ا سرعتافتد و در مد سوم افزایش فرکانس خواهیم داشت. این افزایش فرکانس تاتفاق می

کند و منجر به ایجاد دوشاخگی بین مدهای سوم و چهارم  داشت و در این سرعت با مد چهارم تلاقی پیدا می 

 خواهد شد.
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 دوسرمفصل  همگن  میکرولوله تاچهارم  اول  یهافرکانس  موهومی  قسمت:    الف(1- 4)  شکل

 

 

 

 

 دوسرمفصل  همگن  میکرولوله  تاچهارم  اول یهافرکانس  حقیقی  قسمت:    ب(- 1- 4)  شکل
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 بعدی ب فرکانس روی بر ضخامت به طول نسبت تغییرات یرتأث -4-4

 اول

بعد  شودکه با افزایش نسبت لاغری فرکانس بیمشاهده میب( -4-4اهف( تا شکل)-2-4همانطور که از شکل)

کس این قضیه  برع و  یابد دهنده این است که سختی میکروهوهه کاهش میو این امر نشان یابد کاهش می 

  افزایش و سختی میکروهوهه نیز افزایش خواهد یافت.  نیزحاکم هست که با کاهش نسبت لاغری فرکانس بی بعد 

شود که در آن میکروهوهه حامل سیال با شرایط مرزی  بحرانی به سرعتی گفته می قابل ذکر است که سرعت

بدهیل کانسرواتیو بودن   بخاطر اینکه  باشد،ترین نوع پایداری میدوسر مفصل ناپایداری کمانش معمول

‌شود.میکروهوهه اتلاف انرژی نادیده گرفته می

 

 
 

  SR=3.75تاچهارم بعداولیب  فرکانس  موهومی  قسمت  الف(: - 2- 4)  شکل
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 SR=3.75 تاچهارم  بعداولیب  فرکانس  حقیقی  قسمت  ب(:- 2- 4)  شکل

 

 

 

 

 

   SR=7.5  هارمتاچ بعداولیب  فرکانس  موهومی قسمت  الف(: - 3- 4)  شکل
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   SR=7.5 تاچهارم  بعداولیب  فرکانس  حقیقی  قسمت  ب(:  - 3- 4)  شکل

 

 

 SR=15  تاچهارم  بعداولیب  فرکانس  موهومی  قسمت  الف(:  4- 4)  شکل
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 SR=15 تاچهارم  بعداولیب  فرکانس  حقیقی  قسمت  ب(:  4- 4)  شکل

 

 اول: بعدی ب  فرکانس روی بر بعدی ب جرم تاثیرتغییرات -  5-4

  بحرانی  سرعت ،جرمی بعد ی ب پارامتر متفاوت مقادیر ازای به شودی م مشاهده ( 4-5)  شکل از که طورمانه

 بعدی ب  پارامتر  از  مستقل  مفصل  دوسر  مرزی  شرایط   در  سیستم  بحرانی  سرعت  بنابراین  کند،ی نم  تغییری  سیال

 است. جرمی
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 بعد جرمیارم به ازای پارامتر بیبعد مد اول تا چهقسمت موهومی فرکانس بی:  (الف-5- 4)  شکل

 

 
 

 بعد جرمیپارامتر بیبعد مد اول تا چهارم به ازای  قسمت حقیقی فرکانس بی:    (ب- 5- 4)  شکل
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 بعد جرمیبعد مد اول تا چهارم به ازای پارامتر بیقسمت موهومی فرکانس بی:    (الف- 6- 4)  شکل

 

 

 
 

 بعد جرمیاول تا چهارم به ازای پارامتر بیبعد مد  قسمت حقیقی فرکانس بی:    (ب- 6- 4)  شکل
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 خطی   غیر  تحلیل : 5  فصل
 

‌ 
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 مقدمه   -1-5

 شوند.ی م  توصیف  یا  بیان  غیرخطی  یهامعادهه   با  و  هستند   غیرخطی   ذاتی   طوربه   ما  اطراف  هاییده پد   از  بسیاری

  که است حاهی در این و شودی م  ترآسان خطی معادلات حل روزه  هر دیجیتاهی، کامپیوترهای ظهور زمان از

  معادلات 1تحلیلی   حل  یافتن   موارد  از  بسیاری   در  ندارد.  وجود  دقیقی  جواب  غیرخطی  معادلات  از  بسیاری  برای

  و  افزارسخت  پیشرفت با  اکنونهم  این وجود  با است، آن عددی  حل آوردن  بدست از ترمشکل  بسیار غیرخطی

  بسیاری  حل  کنند،ی م  همانند   قدرتمندی  بسیار  یهابرنامه   یوترهاابرکامپ  و  کار 2سمبوهی   متغییرهای  با  وجود

  محاسبات با تواند می عمومی Mapple و Mathematical طوربه  عددی حل است. شده ترآسان معادلات از

  که  است   تحلیلی   حل   به  نسبت   عددی   حل   برتری   ی   این   نماید؛  حل   را   غیرخطی  معادلات   کامپیوتری   پیچیده

  ی   ناپیوستگی نقاط  عددی حل اگرچه  نماید. حل تر ساده  را  غیرخطی  مسائل ازمواقع  ی بعض در  است  قادر

  است یرگوقت  و برینه هز بسیار جواب کل دریافت برای  اوقات گاهی این وجود با اما سازدی م نمایان را نمودار

  زمانی   دی عد   حل  مشکل  شود.ی م  مشکل  غیرخطی   مسئله  ماهیت  درک  عددی،   هاییجه نت  کنار   در  همچنین   و

  مسائل  تحلیلی  و عددی حل باشد. چندگانه یهاجواب یا تکنیگی دارای غیرخطی مسئله که شودی م ظاهر

  امر  این  بنابراین داراست؛ را خود هاییت محدود همچنین و  داراست  را  خود  جداگانه  معایب  و  مزایا غیرخطی

  در  مسائل  تحلیلی  حل عموماً  یم.ینظرنماصرف  دیگری از  و  برگزینیم  را روش  ی   ما که  است  ضروری  غیر

 است. مطلوب موارد  از بسیاری

 

 
1 Analytical 
2Symbolic 
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 اغتشاشات نظریه -2-5

  دقیق پاسخ که ییامسئله  برای تقریبی پاسخ یافتن برای  که است ریاضی یهاروش  شامل اغتشاشات، نظریه

  آغاز   مرتبط   مسئله   ی   در  دقیق  پاسخ  ی   با  تقریبی   جواب  این   یافتن  رود. ی م  کار  به   نیست،   دسترسی  قابل  آن

  ریاضی  توصیف  به  کوچ   عبارت  ی   افزودن   با  را  مسئله  بتوان  که  برد  کار  به  توانی م  اغتشاش   نظریه  شود.ی م

  پارامتر ی   از  توانی سری به  عبارتی  به  اغتشاش  نظریه نمود.  یبند فرمول  است، دقیق  حل قابل  که ییامسئله 

  کند.ی م  بیان  کمی  صورت  به  را  کامل  حل  قابل  مسئله  از  انحرافات  که  شودی م  منجر  موردنظر   پاسخ  برای   کوچ 

  دهیل   به  پاسخ  این  از  انحراف  بعدی،   وجملات  است  دقیق  حل   قابل  مسئله  پاسخ  توانی،  سری   این  از  جمله   اوهین

 کند. ی م توصیف را  اصلی مسئله  از  انحراف

 هایپرالاستیک   ماده ازجنس میکرولوله غیرخطی تحلیل -3-5

  هنوز اما است، گرفته قرار  بررسی  و تحلیل مورد محققان از بسیاری توسط  هوهه خطی  دینامیکی رفتار اگرچه

  قسمت بررسی و تحلیل یبرا است. نگرفته صورت میکروهوهه غیرخطی رفتار بررسی در زیادی پیشرفت

  از  یکی که چندگانه  هاییاس مق ازروش  هایپرالاستی  ماده جنس  از سیال جریان حاوی  میکروهوهه  غیرخطی

  توسط  جزیی  مشتقات با  معادلات ابتدا معادهه  این  حل  ی برا .گیریمی م  بهره  ،باشد ی م اغتشاشات یهاروش 

 .شوند ی م  یسازگسسته   معموهی دیفرانسیل  معادلات  به گاهرکین روش 

 است: ( 1-5) رابطه  صورت  بهبر میکروهوهه حامل سیال   غیرخطی حاکم  معادهه 
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(5-1 ) 𝜕2𝑤∗

𝜕𝑡∗2 + 𝑣2
𝜕2𝑤∗

𝜕𝑥∗2 + 2√𝛽𝑣
𝜕𝑤∗

𝜕𝑡∗𝜕𝑥∗
− 2𝐴∗𝑆𝑅2

𝜕2𝑤∗

𝜕𝑥∗2 + 8𝑐21

𝜕4𝑤∗

𝜕𝑥∗4

− 12𝐴∗𝑐21 (
𝜕𝑤∗

𝜕𝑥∗
)
2

𝜕2𝑤∗

𝜕𝑥∗2 + 24
𝑐31

𝑆𝑅2

𝜕4𝑤∗

𝜕𝑥∗4 (
𝜕𝑤∗

𝜕𝑥∗
)
2

+ 96
𝑐31

𝑆𝑅2

𝜕3𝑤∗

𝜕𝑥∗3

𝜕2𝑤∗

𝜕𝑥∗2

𝜕𝑤∗

𝜕𝑥∗
+ 24

𝑐31

𝑆𝑅2 (
𝜕2𝑤∗

𝜕𝑥∗2)

3

− 30
𝐴∗𝑐31

𝑆𝑅2 (
𝜕𝑤∗

𝜕𝑥∗
)

4
𝜕2𝑤∗

𝜕𝑥∗2 = 0 

 

  تبدیل  (3-5)  و  (2-5)  معادلات   به  باتوجه  معموهی  دیفرانسیل  معادلات  به  گاهرکین  روش   توسط   ( 1-5)  معادلات

 شوند:ی م

(2-5 ) 

 

𝒘∗(𝒙∗،𝒕∗) = 𝝋
𝒊
(𝒙∗)𝒒

𝒊
(𝒕∗) 

 

(3-5 ) -𝑞̈(𝑡∗) + 𝛼1𝑞̇(𝑡∗) + 𝛼2𝑞(𝑡∗) + 𝛼3𝑞
3(𝑡∗) + 𝛼4𝑞

5(𝑡∗) = 0 

 

 که:  یطوربه 

(4-5 ) 

 

𝛼1 = 0 

 

(5-5 ) 𝛼2 = −(𝑣2 − 2𝐴∗𝑆𝑅2)(𝑖𝜋)2 + 8𝑐21(𝑖𝜋)4 

 

(6-5 ) 𝛼3 = 6𝐴∗𝑐21(𝑖𝜋)4 + 24
𝑐31

𝑆𝑅2
(𝑖𝜋)6 
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𝛼2𝑞های معادهه  ریشه + 𝛼3𝑞
3 + 𝛼4𝑞

5 =  یر است:به شرح ز 0
 

(7-5) 𝑞1 = 0 

 

(8-5) 
𝑞2 = −√

−𝛼3 − √𝛼3
2 − 4𝛼4𝛼2 

2𝛼4
 

 

 

 

(9-5) 

 

 

 

𝑞3 = √
−𝛼3 + √𝛼3

2 − 4𝛼4𝛼2 

2𝛼4
 

 

 

𝑞4 = −√
−𝛼3 + √𝛼3

2 − 4𝛼4𝛼2 

2𝛼4
 

 

( 5-10 ) 

𝑞5 = √
−𝛼3 − √𝛼3

2 − 4𝛼4𝛼2 

2𝛼4
 

 

(5-11)  

  

  اول که با شکل مود ایم.درنظرگرفته   را که سه شکل مود   اند های مختلف ترسیم شدهبه ازای سرعت نمودار زیر 

شد که   سپس با افزایش سرعت ناپایدارخواهد  بوده است و رنگ مشکی نشان داده شده است که درابتدا پایدار

منفی  ها  ریشه که مقدار شود که زمانی یمشاهده م نمودار طور که از همان اشد بفقط ی  نقطه تعادل موجود می

که  پنج نقطه تعادل و زمانی ها مثبت گردد که مقدار ریشهم داشت و هنگامی شود فقط ی  نقطه تعادل خواهی

سه نقطه تعادل خواهیم داشت.  صفرگردد هامقدار ریشه  
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های مختلف تها به ازای سرع(: پایداری ریشه1-5شکل)  

 

   
𝑞 = 𝜀𝑢 

 

(5-12 )  

 

 شد: خواهد  (5- 13)  رابطه صورت به  حاکم  معادلات بنابراین

  

𝜀𝑢̈(𝑡∗) + 𝛼1𝜀𝑢̇(𝑡∗) + 𝛼2𝜀𝑢(𝑡∗) + 𝛼3𝜀
3𝑢3(𝑡∗) + 𝛼4𝜀5𝑢5(𝑡∗) = 0 (5-13 )  

 :داشت هیمخوا زیر  صورت به را حاکم  معادهه  مقیاسی  چند  روش  با

(14-5 ) 𝜀 (𝐷0
2𝑢 + 2𝜀𝐷0𝐷1𝑢 + 𝜀2(2𝐷0𝐷2𝑢 + 𝐷1

2𝑢)) + 𝛼2𝜀𝑢 + 𝛼3𝜀
3𝑢3 + 𝛼4𝜀

5𝑢5 + ⋯ = 0 

 :زیر صورت به  مختلف  زمانی هاییاس مق  حسب بر دو  مرتبه  تقریب  از استفاده  با

(5-15 ) 𝑢 (𝑇0و𝑇1و𝑇2و… ; 𝜀) = 𝑢0 (𝑇0و𝑇1و𝑇2و… ) + 𝜀𝑢1 (𝑇0و𝑇1و𝑇2و… ) + 𝜀2𝑢2 (𝑇0و𝑇1و𝑇2و…) + ⋯ 

 :داشت  خواهیم زیر  صورت  به را حاکم  معادهه 

(16-5) 𝜀 (𝐷0
2[𝑢0 + 𝜀𝑢1 + 𝜀2𝑢2] + 2𝜀𝐷0𝐷1[𝑢0 + 𝜀𝑢1 + 𝜀2𝑢2]

+ 𝜀2(2𝐷0𝐷2[𝑢0 + 𝜀𝑢1 + 𝜀2𝑢2] + 𝐷1
2[𝑢0 + 𝜀𝑢1 + 𝜀2𝑢2]))

+ 𝛼2𝜀[𝑢0 + 𝜀𝑢1 + 𝜀2𝑢2] + 𝛼3𝜀
3[𝑢0 + 𝜀𝑢1 + 𝜀2𝑢2]

3

+ 𝛼4𝜀
5[𝑢0 + 𝜀𝑢1 + 𝜀2𝑢2]

5 + ⋯ = 0 
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 :داشت می خواه (14-5)  درمعادهه 𝜀 مراتب ضرایب  قراردادن  صفر با

(17-5 ) 

 

𝜖1: 𝐷0
2𝑢0 + 𝛼2𝑢0 = 0 

𝜖2: 𝐷0
2𝑢1 + 𝛼2𝑢1 = −2𝐷0𝐷1𝑢0                                                                                                  (5-18 )  

𝜖3: 𝐷0
2𝑢2 + 𝛼2𝑢2 = −2𝐷0𝐷1𝑢1 − 2𝐷0𝐷2𝑢0 − 𝐷1

2𝑢0 − 𝛼3𝑢0
3                                                                     (5-19 )  

 :باشد ی م  زیر صورت به (5-17)  معادهه حل

𝑢0 (𝑇0و𝑇1و𝑇2) = 𝑎 (𝑇1و𝑇2) 𝑐𝑜𝑠 (𝜔0𝑇0 + 𝛽 (𝑇1و𝑇2)) = 𝐴 (𝑇1و𝑇2) 𝑒𝑖𝜔0𝑇0 + 𝐶𝐶          (5-20 )  

 که:   طوری به

 𝐴 (𝑇1و𝑇2) = 1

2
𝑎 (𝑇1و𝑇2)𝑒

𝑖𝛽(𝑇1و𝑇2)
                                                                                           (5-21 )  

 داشت:  خواهیم  (5-18)  معادهه در جایگذاری با

𝐷0
2𝑢1 + 𝜔0

2𝑢1 = (−2𝑖𝜔0𝐷1𝐴)𝑒𝑖𝜔0𝑇0 + 𝐶𝐶                                                                            (5-22 )  

 :داشت یم خواه (5- 22درمعادهه)   کنند ی م ایجاد سکولار که تی لاجم حذف با

 −2𝑖𝜔0𝐷1𝐴 = 0                                                                                                                           (5-23 )  

𝐷1𝐴 = 0 ⇒
1

2
(𝐷1𝑎)𝑒𝑖𝛽 +

1

2
𝑎𝑖(𝐷1𝛽)𝑒𝑖𝛽 = 0 ⇒ 

1

2
[(𝐷1𝑎) + 𝑎𝑖(𝐷1𝛽)]𝑒𝑖𝛽 = 0                (5-24 )  

 بنابراین:

(𝐷1𝑎) + 𝑎𝑖(𝐷1𝛽) = 0                                                                                                                 (5-25 )  

 داشت:  خواهیم ( 25-5)  معادهه موهومی  و  حقیقی قسمت  قراردادن  صفر با

𝐷1𝑎 = 0 ⇒  𝑎 = 𝑎(𝑇2)                                                                                                              (5-26 )  

 𝑎(𝐷1𝛽) = 0 ⇒  𝛽 = 𝛽(𝑇2)                                                                                                      (5-27 )  

 :باشد ی م  زیر صورت به (18-5)  معادهه حل
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𝑢1 (𝑇0و𝑇1و𝑇2) = 0                                                                                                                     (5-28 )  

 داشت:  خواهیم  (5- 19)  معادهه در جایگذاری با

𝐷0
2𝑢2 + 𝛼2𝑢2 = −2𝐷0𝐷2𝑢0 − 𝐷1

2𝑢0 − 𝛼3𝑢0                                                                                                           
3 (5-29)         

𝐷0
2𝑢2 + 𝛼2𝑢2 = (−2𝑖𝜔0(𝐷2𝐴)𝑒𝑖𝜔0𝑇0 + 2𝑖𝜔0(𝐷2𝐴̅)𝑒−𝑖𝜔0𝑇0) − 𝛼3(𝐴𝑒𝑖𝜔0𝑇0 + 𝐴̅𝑒−𝑖𝜔0𝑇0)

3
 

𝐷0
2𝑢2 + 𝛼2𝑢2 = (−2𝑖𝜔0𝐷2𝐴𝑒𝑖𝜔0𝑇0) − 𝛼3(𝐴

3𝑒𝑖3𝜔0𝑇0 + 3𝐴2𝐴̅𝑒𝑖𝜔0𝑇0) + 𝐶𝐶                        (5-30)       

 :داشت خواهیم  (5- 30) معادهه  از  کنند ی م ایجاد سکولار که جملاتی  حذف با

 −2𝑖𝜔0𝐷2𝐴 − 𝛼33𝐴2𝐴̅ = 0                                                                                                       (5-31 )  

 داشت:  خواهیم قطبی  فرم   در  بط روا نوشتن با

 −2𝑖𝜔0 (
1

2
(𝐷2𝑎)𝑒𝑖𝛽 +

1

2
𝑎𝑖(𝐷2𝛽)𝑒𝑖𝛽) −

3

8
𝛼3𝑎3𝑒𝑖𝛽 = 0                                                      (5-32 )  

 

 داشت: خواهیم  𝑒−𝑖𝛽در  ( 32- 5) معادهه   طرفین کردن  ضرب با

 𝑖𝜔0(𝐷2𝑎) − 𝑎𝜔0(𝐷2𝛽) +
3

8
𝛼3𝑎3 = 0                                                                                    (5-33 )  

 داشت:  خواهیم ( 33-5)  معادهه موهومی  و  حقیقی قسمت  قراردادن  صفر با

𝜔0(𝐷2𝑎) = 0 ⇒  𝑎 = 𝑎0                                                                                                             (5-34 )  

𝑎𝜔0𝐷2𝛽 = 3

8
𝛼3𝑎3  ⇒  𝛽 = 3

8

𝛼3

𝜔0
𝑎2 𝑇2 + 𝛽0                                                                               (5-35 )  

 :باشد ی م زیر  صورت  به 𝑢2برای معادهه  خصوصی  حل حال

𝐷0
2𝑢2 + 𝛼2𝑢2 = −𝛼3(𝐴

3𝑒𝑖3𝜔0𝑇0 + 𝐴̅
3𝑒−𝑖3𝜔0𝑇0) + 𝐶𝐶                                                                      (5-36 )  

𝑢2 (𝑇0و𝑇1و𝑇2) = −
𝛼3

−9𝜔0
2+𝛼2

𝐴3𝑒𝑖3𝜔0𝑇0 −
𝛼3

−9𝜔0
2+𝛼2

𝐴̅
3𝑒−𝑖3𝜔0𝑇0                                            (5-37 )  

𝐴 خواهیم  داشت =
1

2
𝑎𝑒𝑖𝛽و𝐴̅ =

1

2
𝑎𝑒−𝑖𝛽  با جایگذاری   

𝑢2 (𝑇0و𝑇1و𝑇2) = −
𝛼3

−9𝜔0
2+𝛼2

1

8
𝑎3𝑒𝑖(3𝜔0𝑇0+3𝛽)  −

𝛼3

−9𝜔0
2+𝛼2

1

8
𝑎3𝑒−𝑖(3𝜔0𝑇0+3𝛽) =

−
𝛼3

−9𝜔0
2+𝛼2

1

4
𝑎3 𝑐𝑜𝑠(3𝜔0𝑇0 + 3𝛽)                                                                                            (5-38 )  
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 داشت: خواهیم  زیر  صورت  به  را  (38- 5) معادهه  کلی  حل بنابراین

 (5 -39 ) 𝑢 (𝑇0و𝑇1و𝑇2 …; 𝜖)  = 𝑎 𝑐𝑜𝑠(𝜔0𝑇0 + 𝛽)  + 𝜖2 −𝛼3

−9𝜔0
2+𝛼2

1

4
𝑎3 𝑐𝑜𝑠(3𝜔0𝑇0 + 3𝛽) + ⋯          

 جایگذاری با حال

 𝑎 = 𝑎0و 𝛽 = 3

8

𝛼3

𝜔0
𝑎2 𝑇2 + 𝛽0

(𝑇3) و 𝑇0 = 𝑡∗ و 𝑇2 = 𝜖2𝑡∗                                                          (5-40 )  

 داشت:  خواهیم

 𝑢(𝑡∗; 𝜖)  = 𝑎 𝑐𝑜𝑠 (𝜔0𝑡
∗ + 3

8

𝛼3

𝜔0
𝑎2 𝜖2𝑡∗ + 𝛽0)  + 𝜖2 −𝛼3

−9𝜔0
2+𝛼2

1

4
𝑎3 𝑐𝑜𝑠(3𝜔0𝑡

∗ + 3 (
3

8

𝛼3

𝜔0
𝑎2 𝜖2𝑡∗ +

𝛽0)) + ⋯                                                                                                                            (41− 5) 

 داشت:  یمخواه ( 5- 41)  معادهه  سازی ساده با

 𝑢(𝑡∗; 𝜖)  = 𝑎0 𝑐𝑜𝑠 ((𝜔0 + 3

8

𝛼3

𝜔0
𝑎0
2 𝜖2) 𝑡∗ + 𝛽0)  + 𝜖2 −𝛼3

−9𝜔0
2+𝛼2

𝑎0
3

4
𝑐𝑜𝑠 ((3𝜔0 + 9

8

𝛼3

𝜔0
𝑎0
2 𝜖2) 𝑡∗ +

3𝛽0) + ⋯ (5-42 )  

 :به توجه  با الح

 𝑞 = 𝜀𝑢                                                                                                                                                                        (5-12 )  

 داشت:  خواهیم

 𝑞(𝑡; 𝜖)  = 𝜖 [𝑎0 𝑐𝑜𝑠((𝜔0 + 3

8

𝛼3

𝜔0
𝑎0
2 𝜖2) 𝑡∗ + 𝛽0)  + 𝜖2 −𝛼3

−9𝜔0
2+𝛼2

𝑎0
3

4
𝑐𝑜𝑠((3𝜔0 + 9

8

𝛼3

𝜔0
𝑎0
2 𝜖2) 𝑡∗ +

3𝛽0) + ⋯ ]                                                                                                                                    (5-42 )  

 :باشد یم   زیر صورت  به  نهایی پاسخ و

𝑤∗ (𝑥∗ و𝑡∗) = 𝜖 [𝑎0 𝑐𝑜𝑠 ((𝜔0 +
3

8

𝛼3

𝜔0
𝑎0
2 𝜖2) 𝑡∗ + 𝛽0) + 𝜖2 −𝛼3

−9𝜔0
2+𝛼2

𝑎0
3

4
𝑐𝑜𝑠 ((3𝜔0 +

9

8

𝛼3

𝜔0
𝑎0
2 𝜖2) 𝑡∗ + 3𝛽0) + ⋯ ]√2 𝑠𝑖𝑛(𝑖𝜋𝑥∗)                                                                              (5-43 )  
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 :میکرولولهفرکانس غیرخطی    بر سرعت یرتأث بررسی  - 4-5

و این   یابد میبعد کاهش شودکه با افزایش نسبت لاغری فرکانس بیاهده میمش (2-5همانطور که از شکل)

برعکس این قضیه نیزحاکم هست که با کاهش    و  یابد دهنده این است که سختی میکروهوهه کاهش میامر نشان

 افزایش و سختی میکروهوهه نیز افزایش خواهد یافت.  نسبت لاغری فرکانس بی بعد 

 

 
 برحسب سرعت  سیال جریان  حاوی  هایپرالاستیک  ماده  ازجنس  میکرولولهکانس غیرخطی  تاثیر فر  (:2- 5)  شکل
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 گیری یجهنت   : 6  فصل
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 گیری یجه نت -1-6

  هایپرالاستی   ماده   جنس  از  میکروهوهه و پایداری    ارتعاشاتی  رفتارهای   نامه،   پایان  این   در   گرفته   انجام   تحقیق   در

  از ناشی میکروهوهه غیرخطی رفتار است. گرفته قرار بررسی مورددوسرمفصل  در حاهت  سیال جریان حاوی

  ناپذیر درنظر گرفته شده است.سیال عامل تراکمدارند. غیرخطی  رفتار ذاتاً هایپرالاستی  مواد   است. آن  جنس

  از   پس  باشد.ها میهایپرالاستی  در ساختار میکروهوهه  مواد   این کار استفاده از   یکی از جنبه های  منحصربفرد

بکارگیری اصل هامیلتون، معادلات   و  مدل یئو  با استفاده از  نامه،  پایان این  موردنظر  سیستم  دینامی   تشریح

  معادلات   در   جدید   و  غیرخطی  پارامترهای  وجودحاکم مسئله بر اساس فرض تیر اویلربرنوهی بدست آمده است.  

بعدسازی معادهه پرداختیم . ابتدا حل خطی معادهه  ه بیسپس ب   دهد.ی م  خبر   هایپرالاستی   ماده   یر تأث  از   حاکم

های جدید در مقایسه با حاهت الاستی  تیر باعث تغییرات در فرکانس  حاکم انجام شده است که وجود ترم

وپایداری میکروهوهه از روش گاهرکین  طبیعی و پایداری میکروهوهه شده است.برای بررسی سرعت بحرانی سیال  

 شده ، استفاده شده است.   سازیکه معادلات گسسته

بعدخطی اوهین هدف این پایان نامه بوده است که باتوجه به  تحلیل تاثیر نسبت لاغری بر روی فرکانس بی

اند بهبود یابد. تونتایج عددی بدست آمده درقسمت خطی، سختی میکروهوهه و درنهایت پایداری میکروهوهه می

پذیر شده وفرکانس بی بعدخطی  افزایش نسبت لاغری، میکروهوهه انعطافدهد که با  نتایج بدست آمده نشان می 

 دهد.تری رخ می های پایینیابد و ناپایداری درسرعتکاهش می

مت خطی  های این پایان نامه درقسبعدخطی یکی دیگراز هدفبعد جرمی بر روی فرکانس بی تحلیل تاثیر بی

کند،  بعد جرمی، سرعت بحرانی هیچ تغییری نمی رامتر بی طوری که به ازای مقادیر مختلف پابوده است به

 بعد جرمی است. بنابراین سرعت بحرانی میکروهوهه در شرایط مرزی دوسر مفصل مستقل از پارامتر بی

داختیم و نتیجه بدین صورت  های معادهه غیرخطی پر درقسمت غیرخطی این تحقیق ابتدا به پایداری ریشه

ها  ها مثبت شوند پنج نقطه تعادل خواهیم داشت وهنگامی که مقدار ریشهیشهشد که درمواقعی که مقدار ر 
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ها صفرشوند سه نقطه تعادل  مقداری منفی شوند فقط ی  نقطه تعادل خواهیم داشت و زمانی که مقدار ریشه

 خواهیم داشت. 

تیجه بدین صورت  نامه است.  نهای این پایانترین اهدافی یکی از مهمتحلیل تاثیرسرعت برفرکانس غیرخط

دهنده این است که سختی میکروهوهه  یابدو این امر نشانبعد کاهش میبا افزایش نسبت لاغری فرکانس بی  شد 

یابدوبرعکس این قضیه نیزحاکم هست که با کاهش نسبت لاغری فرکانس بی بعدافزایش و سختی  کاهش می 

 هوهه نیز افزایش خواهد یافت.میکرو

 آینده  ای کاره برای پیشنهاد  -2-6

  تیر  تئوری   با  سیال  جریان   حاوی  هایپرالاستی   ماده   جنس  از   میکروهوهه   ناپایداری  و   ارتعاشات  بررسی •

 تیموشنکو

 یهامدل  با سیال جریان حاوی هایپرالاستی  ماده جنس از میکروهوهه  ناپایداری و ارتعاشات بررسی •

 سیستم  کرنشی انرژی  آوردن  بدست برای هایپرالاستی  مواد   مختلف

 شرایط با سیال جریان حاوی هایپرالاستی  ماده جنس از میکروهوهه ناپایداری و ارتعاشات بررسی •

 مختلف  مرزی 

مقیاس   در سیال جریان حاوی هایپرالاستی  ماده  جنس از  میکروهوهه ناپایداری و ارتعاشات بررسی •

 نانو
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Abstract 

 
In This Research, we analysis the vibration of hyperelastic of microtube which 

contains flow conduct in the modeling of microtube to consider a model. Near to 

the real model, we studied the modern microarrays of hyperelastic in which the 

relation of strain stress is nonlinear we added the waterspland used the model Yeo. 

These modeles forcast the lastic action and nonlinear relationship of strain stress 

in materials. And we can involve them to study the nonlinear factor and other 

factors. So, According to thory thyravilber to we studied the vibration of 

microtube and hyperelastic model in condition with border support of two joints. 

To extract the equation of system we used theory of thyravilber to and principle 

of Hamilton. First, we should compute the Kinetic energy and potential energy, 

then we should dimension the equation of system and gain the border conditions 

of dimension we change the vibration equations of system to differential and 

normal equation by using galerkin method. First we study the sustain ability of 

system and normal frequency and the speed, length and thickness of flow. To solve 

nonlinear equations we use analytical disturbances and multiple scale. We draw 

the chart the effect of speed on nonlinear frequencies. 

 

 

Keywords: Hyperelastic, Yeo model, Free vibration, Fluid- Conveing microtubes 
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