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ییسپاس   را که اول و آخر وجود است، بی آنکه اولی بر او پیشی گیرد یا آخری پس از او باشد؛ خدا

یی گری از پرواز در آسمان که دست هر چشمی از دامان دیدارش کوتاه است و فهم هر کبوتر توصیف خدا

 وصفش عاجز....
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ه دانشکد مهندسي مكانیک گرایش طراحي کاربردیدانشجوی دوره کارشناسی ارشد رشته   عادل محمد قلي پوراینجانب 

ار بای تحت های دایرهکمانش نامتقارن ورقنامه نویسنده پایان  دانشگاه صنعتی شاهرود مهندسي مكانیک و مكاترونیک

 شوم.متعهد می حمیدرضا ایپكچيدکتر تحت راهنمائی  شعاعی به کمک تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول

 .تحقیقات در این پایان نامه توسط اینجانب انجام شده است و از صحت و اصالت برخوردار است 

 است.های محققان دیگر به مرجع مورد استفاده استناد شده در استفاده از نتایج پژوهش 

  مطالب مندرج در پایان نامه تاکنون توسط خود یا فرد دیگری برای دریافت هیچ نوع مدرک یا امتیازی در هیچ

 جا ارائه نشده است.

   اه دانشگ» کلیه حقوق معنوی این اثر متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود می باشد و مقالات مستخرج با نام

 به چاپ خواهد رسید.«  Shahrood  University  of  Technology» و یا «  صنعتی شاهرود

  حقوق معنوی تمام افرادی که در به دست آمدن نتایح اصلی پایان نامه تأثیرگذار بوده اند در مقالات مستخرج از

 رعایت می گردد. پایان نامه

 ا ( استفاده شده است ضوابط در کلیه مراحل انجام این پایان نامه ، در مواردی که از موجود زنده ) یا بافتهای آنه

 و اصول اخلاقی رعایت شده است.

  در کلیه مراحل انجام این پایان نامه، در مواردی که به حوزه اطلاعات شخصی افراد دسترسی یافته یا استفاده

 شده است اصل رازداری ، ضوابط و اصول اخلاق انسانی رعایت شده است.

 تاریخ     ....................

 امضای دانشجو

 

 

 

 

 

 

 یت نتایج و حق نشرمالک

  ،اثر و محصولات آن )مقالات مستخرج، کتاب این  امهکلیه حقوق معنوی  هبرن یان ای، نرم های را

باشد. این مطلب تعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود میها و تجهیزات ساخته شده است( مافزار

اید به نحو مقتضی   در تولیدات علمی مربوطه ذکر شود.ب

  از اطلاعات و امهاستفاده  ایان ن  .بدون ذکر مرجع مجاز نمی باشد نتایج موجود در پ
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 چكیده
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های تحلیلی و معادلات پایداری با معادلات تعادل با روش با ضرایب متغیر است. خطی، کوپل به هم

 معادلات . در حل عددیشده استاشات استفاده در حل تحلیلی، از تئوری اغتش. اندشدهعددی حل روش 

برای یافتن مقدار ویژه سیستم معادلات خطی کوپل به هم با  یدیفرانسیل پایداری، از روش مربعات

برای . شده است. اثر پارامترهای هندسی بر بار کمانش نیز بررسی گردیده استضرایب متغیر استفاده 

استفاده  محدود و حل عددی به کمک اجزای های خاصحالتسایر مراجع در از  ،اعتبار سنجی نتایج

 .شودمی
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 کلیات و مرور مقالات

 
 

 

 



 مقدمه

2 

 

 مقدمه 

و  2منظور تحلیل ورق، پدیده کمانشبه موجودهای گوناگون ، تئوری1هادر این فصل در ابتدا ورق

قالات شود. سپس به بررسی و مرور مثر بر آن، توضیح داده میوها و عوامل مورقلات پایداری در معاد

 .شودخته میپرداطالعات انجام شده در این زمینه ها و تاریخچه مورق ارائه شده در زمینه کمانش

 هاای بر ورقمقدمه 

شود و یک مینامیده  3وجهی موازی که ی مسطحی هستند که بین دو صفحهاسازهها عضوهای ورق

، شکل ایسطح استوانه 4اند. مولدهایشود؛ محدود شدهیا مرز خوانده میلبه  ، کهشکل ایسطح استوانه

ضخامت  شود.( نامیده میhضخامت ورق) ،های صفحهوجهصفحه عمود هستند. فاصله بین  هایوجهبر 

است. در نمایش ها) طول، عرض، قطر و... (، کوچک وجههای ابعادی یسه با سایر مشخصهورق در مقا

 (.1-1شوند)شکلمرزهای مستقیم یا منحنی، محدود می یکی ازواسطه ها بهورق هندسی،

 

  [1]نمایش هندسی محدود شدن ورق توسط مرز 

                                                 
1 Plates 

2 Buckling 

3 Face 

4 Generators 



 

و مرور مقالات اتیکل  

3 

 

وارده به یک های ورق هستند. اثر بار وجهها، عمدتا عمود بر رد بر ورقبارهای استاتیکی و دینامیکی وا

ا و با هزهها را با توجه به صلبیت خمشی ساتوان ورقبنابراین می ؛باشدی مشابه تیرها میورق تا حدود

های خمشی و پیچشی ای از تعداد نامتناهی از تیرها تقریب زد. نیروهای برشی، مماناستفاده از شبکه

 کند.می تحملرا برای مقاومت در برابر بارهای عرضی، 

ها، ها، موشکروها، ظروف، هواپیماهیدرولیکی، پیادههای ها، سازههای معماری، پلزهدر سا هاورق

های بیشتر همچنین در میان نمونه .[1]شوندکار گرفته میها، قطعات ماشین آلات و... بهها، ابزارکشتی

راهنمایی، سقف تابلوهای  ها،های چاه فاضلاب خیابانهای سوراخها، درپوششناخته شده ورق

 .[2]توان معرفی کردها، را میو کف مخزن  1های توربین، جداسازهادیسک ها،ساختمان

های نازک کوچک، ورق 2های نازک با خیزورق ؛شوندمیتقسیم  دستهبه سه  از دیدگاه هندسیها ورق

شود، های ضخیم. براساس معیاری که اغلب برای تعریف ورق نازک استفاده میبزرگ و ورق با خیز

1کمتر از ترین دهانه ورق بایدنسبت ضخامت به کوچک یکسانی  خواصکاملا باشد. یک ماده همگن  /20

 .[2]دارد

ضعیف و بسیار  شخمبرابر هستند؛ اما در  مقاومای بسیار صفحهبارهای درون در برابرهای نازک ورق

متفاوت،  های ساخته شده از موادورقتوان بسیاری از کاربردهای انعطاف پذیر هستند. در مهندسی می

ای در درایورهای هارد دیسک کامپیوتر های بسیار نازک دایرهنمونه، ورقعنوان ه نمود. بهظرا ملاح

 های عمودیو باله 4ها، سطوح افقی دم، فلپ 3هاهبال ای درذوزنقههای مستطیلی و شوند؛ ورقاستفاده می

 صدر تشخی 6عنوان نانو تشدیدگرهابه 5یک سر گیردارهای مستطیلی ورق ؛شوندمی هواپیما، استفاده

 .[3]گیرندمورد استفاده قرار می هاعمدتا در ساختمان مستطیلی تخت 7هایروند و پنلکار میدارو به

                                                 
1 Bulkheads 

2 Deflection 

3 Wings 

4 Flaps 

5 Cantilever 

6 Nano-Resonators 

7 Panels 
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در مخازن تحت  2پوش، در 1های نازلها نظیر پوششای در بسیاری از سازههای دایرهکارگیری ورقبه

ها و هواپیماها و... بسیار در زیر دریایی 3ی جداسازهای توربین، دیوارهگم پمپ، دیسکفشار، دیافرا

تر است که معادلات شوند؛ مناسبتجزیه و تحلیل می ایهای دایرهباشد. هنگامی که ورقیمعمول م

 راحتی با تبدیل مختصات انجامتوان این عمل را بهبیان شود. میدیفرانسیل حاکم در مختصات قطبی 

 .[1]داد

مخازن تحت فشار،  در هادرپوشو ها که تحت بار عرضی هستند؛ از جمله دریچه در عمل، عضوهایی

سیاری ب بنابراین ؛ای هستندشکل دایرههبن و غیره، معمولا بهای توری، دیسک4هاکلاچهای پمپ، فراگماید

 .[2]گیرندی قرار میاهای دایرهورق بندیی فرمولهددر محدو ،های کابردی مهماز برنامه

 های تحلیل ورقتئوری 

. در دش دخواه یکوتاهها مرور پوستهها و های غیرخطی هندسی ورقبه برخی تئورین بخش در ای

و  5روش اول توسط کوشی ؛ش اساسی برای حل مساله وجود داردها، دو روتئوری خطی کلاسیک ورق

 جاییجاب بسطکوشی و پوآسون براساس مطرح گردید؛ روش  7و روش دوم توسط کیرشهف 6پوآسون

ها شود. اختلاف مربوط به همگرایی این سریبیان می از صفحه میانیفاصله  ،zبرحسب ،هادر ورق  در

بر این، روشی که توسط کیرشهف  علاوه ؛محبوب ساخته استاین روش را غیر و شرایط مرزی ضروری،

این  8کارمننفمعرفی کند.  هامفهوم فیزیکی را در تئوری ورقاین مزیت را دارد که  ،ارائه شده است

                                                 
1 Nozzle Covers 

2 End Closures 

3 Bulkhead 

4 Clutches 

5 Cauchy 

6 Poisson 

7 Kirchhoff 

8 Von Karman 
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. داده است تعمیمهای غیرخطی، جملهها با در نظر گرفتن محدود ورقروش را برای مطالعه تغییر شکل 

ای هبا در نظر گرفتن کرنش هاورق 1مندلین-نرایستر، تئوری ریه کامپوزیت و ضخیملاهای چندورقبرای 

ه یر شکل استفاده شده است: سیر در این تئوری برای توصیف تغیبرشی عرضی، معرفی شد. پنج متغ

و  یدر سطح بالای سطح آزادمندلین شرایط مرزی -نرایسرویکرد ر ؛میانی و دو چرخشجایی صفحه جاب

ه بعد صفحاز ی یهابخش کند.نیروی برشی را در ضخامت ثابت فرض می و کندپایینی ورق را ارضا نمی

ها، ن ورقمندلی-نرایسیک نتیجه از این تقریب، تئوری رعنوان مانند. بهاز تغییر شکل، صفحه باقی می

یک تئوری ورق  4نیاز دارد؛ به همین دلیل، ردی 3ات تعادلظبرای ملاح 2برشی تصحیحبه یک ضریب 

جایی میانی ورق( در سینماتیک جاب )در فاصله از سطح zجملات درجه سه نسبت بهغیرخطی که 

. این تئوری تغییر شکل برشی مرتبه بالاتر، تنش برشی معرفی کرد ،شدای را شامل میصفحهدرون

و یک توزیع درجه دو نیروی برشی را در  کندبالایی و پایینی ورق ارضا میعرضی صفر را در سطوح 

ریب بعدی الاستیسیته است و نیاز به ضدهد. این تئوری تقریب خوبی برای تئوری سهضخامت، نتیجه می

ئوری تغییر ت برای توصیف سینماتیک مندلین-نرایسی ریر مشابه تئورتغپنج م تصحیح برشی نیز ندارد.

 .[3]اما نیازی به ضرایب تصحیح برشی نیست ؛ندشومرتبه بالاتر نیز استفاده می شکل برشی

 

را ارضا  6کیرشهف اتجایی انتخاب شده است که فرضی(، یک میدان جابCPT) 5هاورق تئوری کلاسیک

د موار کیرشهف اتدهد. فرضیه نشان می( فرضیات کیرشهف را روی بخشی از صفح2-1کند؛ شکل)می

 :[2,4]دکنمیرا بیان زیر 

                                                 
1 Reissner-Mindlin Theory 

2 Shear Correction Factor 

3 Equilibrium Considerations 

4 Reddy 

5 Classical Plate Theory 

6 Kirchhoff Hypothesis 
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 . ورق نازک است و در ابتدا صاف است)انحنایی ندارد(.1

 گرد است.. ورق همگن و همسان2

مجذور شیب در مقایسه با یک  . خیز صفحه میانی در مقایسه با ضخامت کوچک است؛ بنابراین از3

شود)صرف نظر می
22

or 1
w w

x y

   
  

    
) 

 د(کن. در اثر خمش صفحه میانی کشیدگی ندارد یا کرنش آن صفر است)در حالت دمایی صدق نمی4

ود ای و عمصورت صفحهتغییر شکل، همچنان به . صفحاتی که عمود بر صفحه میانی بودند؛ پس از5

 های برشی صفر هستند.مانند؛ بنابراین کرنشباقی میبر سطح میانی 

0یعنی ؛ای است. تنش صفحه3
z

   و همچنین از تغییرات ضخامت در تعیین شکل صرف نظر است

0z)شودمی ) 

 

 [5] فرضیات کیرشهف باورق  هاینیافته یکی از لبههندسه تغییر شکل یافته و  

 

 .دهدجایی زیر را نتیجه میورد اشاره قرار گرفت، میدان جابطور که در بالا مفرضیات کیرشهف همان
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(1-2) 

    0

0, , , , ,
w

u x y z t u x y t z
x


 


 

    0

0, , , , ,
w

v x y z t v x y t z
y


 


 

   0, , , , ,w x y z t w x y t 

 

کهطوریبه 0 0 0, ,u v w جایی یک نقطه مادی را درجا , , 0x y و در جهت , ,x y zدهد. ، نشان می

باید توجه داشت که 0 0,u v 0در حالی که ؛به تغییر شکل انبساطی ورق مرتبط هستندw  خیز خمشی

 .[6]است CPT، هاورقخمش ترین تئوری ساده. [4]دهدورق را نشان می

 

از جمله  دهد.می تعمیمکلاسیک را ( سینماتیک تئوری FSDT)1برشی مرتبه اول تئوری تغییر شکل

تفاوت قابل توجه بین تئوری مرتبه اول و کلاسیک، تاثیر تغییر شکل برشی عرضی بر روی خیزهای 

بینی های پیشرکانس، خیزهای پیش فرض و ف CPTها و بارهای کمانش است. نسپیش بینی شده، فرکا

ضخیم(  هاییا کمتر)مانند ورق 20جانبی به ضخامت وجهها با نسبت بارهای کمانش ورق شده همچون

یم استفاده های نسبتا ضخبرای تجزیه و تحلیل ورق FSDTبه همین دلیل از کند؛ را پیش بینی می

 .[4]صورت زیر استبه FSDTمیدان جابجایی  .شودمی

(1-3) 

  0, , , ( , , ) ( , , )xu x y z t u x y t z x y t  

  0, , , ( , , ) ( , , )yv x y z t v x y t z x y t  

  0, , , ( , , )w x y z t w x y t 

 

                                                 
1 First-Order Shear Deformation Plate Theory 
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طوری کهبه
0 0 0, , , ,x yu v w   0و  محاسبه شوند، توابع مجهول هستند که باید 0 0, ,u v w، های جابجایی

0zیک نقطه را در صفحه  ؛ همچنیندندهنشان می
y وx های یک نرمال عرضی ترتیب، چرخشبه 

 هستند. yو xحول محورهای

 

 FSDT [5]با ورق  هاینیافته یکی از لبههندسه تغییر شکل یافته و  

 

 داد؛ بسط ، به هر مقدار مد نظریضخامت مختصاتتوان میدان جابجایی یک ورق را از نظر می در اصل

 های مرتبه بالاتر در جهت افزایشهای محاسباتی تئوریجبری و تلاش با توجه به پیچیدگی حال،با این

 .شودکمتر استفاده میهای بالاتر از مرتبه سوم دقت در محاسبات، تئوری

به اول و کلاسیک بر اساس فرضیات مشابه تئوری ورق مرت (TSDT)مرتبه سومبرشی  یر شکلیتغ تئوری

انند و مکه خطوط عمود بر صفحه میانی پس از تغییر شکل نه راست باقی میاین ءجزشود؛ بهبیان می

 :[4]شودصورت زیر بیان میبه TSDTجایی در میدان جاب. نه عمود بر سطح میانی

 (1-4)  
3

0

0 2

4
, , , ( , , ) ( , , )

3
x x

wz
u x y z t u x y t z x y t

xh
 

 
    

 
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 
3

0

0 2

4
, , , ( , , ) ( , , )

3
y y

wz
v x y z t v x y t z x y t

yh
 

 
    

 
 

  0, , , ( , , )w x y z t w x y t 

 

0طوری کهبه 0 0, ,u v w  تعریفی مشابه ،FSDT دارند و,x y   ،های یک نرمال عرضی حول چرخش

0y( ، سینماتیک تغییر شکل یک نرمال عرضی روی لبه4-1شکل) هستند. yو xمحورهای   را در

 دهد.، نمایش میدر باب مقایسهدر یک قاب  TSDTو  CPT ،FSDTسه تئوری ورق 

 

 

در یک  TSDTو  CPT ،FSDTفرضیات  باورق  هاینیافته یکی از لبههندسه تغییر شکل یافته و  

 [5]قاب
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 کمانش و معادلات پایداری 

تقریبا هیچ  ارهای کوچک،برای ب گیرد،بار فشاری قرار می تحتباریک و بلند  سازههنگامی که یک 

 1. برای رسیدن به مقدار بار بحرانیشودآن ایجاد نمی انایی تحمل بارتغییر قابل توجهی در هندسه و تو

د. در از دست بدهکند و ممکن است توانایی تحمل بار را ناگهان تغییر شکل زیادی را تجربه میبه سازه

بر  دشود؛ معمولا تغییر شکل ناگهانی ایجاد شده عمودر نظر گرفته می کردهکمانش  سازه ،این مرحله

دا در ابت گیردنیروی فشاری محوری قرار می تحتکه یک میله برای مثال، هنگامی راستای بار است.

. شودگفته می کمانش میله به آن کهشود کمانی میشود اما در یک بار بحرانی، میله کمی کوتاه می

ی بندکن است به دو دسته طبقهشود؛ کمانش ممساختاری نیز شناخته می 2عنوان ناپایداری باکمانش 

 شود:

 3ای. کمانش دوشاخه1

 4. کمانش بار محدود2

 وان مثالعنکند)بهری از یک راستا به راستای متفاوت تغییر میای، خیز تحت بار فشادر کمانش دوشاخه

 تد،افیخیز اتفاق م-ای شدن در فضای بارری که در آن دوشاخهبا ؛یز جانبی(از کوتاه شدن محوری به خ

دن ای ششود. مسیر خیز که قبل از دوشاخهطور مختصر بار بحرانی نامیده میبار بحرانی کمانش یا به

ا مسیر ثانویه یا ای شدن رو مسیر خیز بعد از دوشاخه شودین مسیر اولیه شناخته مواعنبه وجود دارد،

مسیر ثانویه ممکن است متقارن یا  ،اتوجه به ساختار یا نوع بارگذارینامند. بمیکمانش مسیر پس

 .(5-1سقوط کند )شکل  ،به زیر بار بحرانی کمانشیا  و صعودنامتقارن باشد و ممکن است که 

                                                 
1 Critical Load 

2 Instability 

3 Bifurcation Buckling 

4 Limit Load Buckling 
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 )الف(

 

 )ب(

 

 [7]ایدو شاخه کمانش 

 کمانش پایدارمنحنی پسای متقارن و الف(: دوشاخه)

 کمانش ناپایدارتقارن و منحنی پسای م)ب(: دوشاخه

 

د؛ آورندست میای قبلی، بهگونه دوشاخهرا بدون هیچ در کمانش بار محدود، ساختارها یک بار ماکزیمم

 یعنی با تنها یک مود منفرد)حالت تنها( خیز.

دینامیک در جایی)بزرگ یا کوچک بودن(، کمانش های کمانش براساس مقدار جابندیبسایر طبقه 

 .[7]گیردالاستیک، انجام میانش الاستیک یا کمانش غیررفتار ماده از قبیل کممقابل کمانش استاتیک و 

ک و مطالعه آن ی ترین شکل کمانش استاری، ابتداییای الاستیک خطی اعضای ساختکمانش دوشاخه

یک، الاستهایی که رفتار غیرست؛ یعنی سازهپیچیده ا تارهایگام ضروری برای درک رفتار کمانش ساخ
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 دهد،ی الاستیک رخ میو غیره دارند. باری که در آن کمانش خط های پسماندهای اولیه، تنشنقص

 .[7]کنداستفاده شده در کدهای طراحی را فراهم می های کمانشی فرمولمعمولا پایه

توان انتقال ورق از حالت پایدار تعادل به حالت را میی ازهیا ناپایداری سا کمانش  ،عبارتی دیگر در

که اگر بارها بیشتر از طوریاهمیت کمانش در آغاز یک الگوی خیز است به. [8]ناپایدار نیز معرفی کرد

در نتیجه، منجر به  ؛شودخیزهای جانبی بزرگ می به سرعت منجربه ،خود افزایش یابند مقدار بحرانی

 .[1]انجامدهای خمشی بزرگ و در نهایت به شکستن کامل ورق میتنش

های دریایی و هوایی، اغلب در معرض بارهای های مختلف بکار رفته در سازههای نازک با شکلورق

(. در شرایط خاص، 1ایصفحهیانی ورق هستند)بارهای درونفشاری نرمال و برشی وارد بر صفحه ی م

ت ها از اهمیتوانند موجب ایجاد کمانش ورق شوند. کمانش یا ناپایداری الاستیک ورقچنین بارهایی می

تر باشد بار کمانش نیز کمتر گی دارد؛ ورق نازکست. بار کمانش به ضحامت ورق بستزیادی برخوردار ا

داری الاستیک نسبت های ورق نازک به ناپایالمان 2خواهد بود. در بسیاری از موارد ممکن است شکست

ن تجزیه و تحلیل کمانش ورق یک بخش جدایی ناپذیر ایبنابر د و نه به عدم وجود استحکام آنها،داده شو

 .[1]شودشامل میاز تجزیه تحلیل کلی سازه را 

 

های نازک، تاثیر کمانشی ورقهای اولیه و رفتار پسکه بر بارهای بحرانی کمانش، شکل مد مهمعوامل 

 :[9]باشدگیرند به شرح زیر میمورد مطالعه قرار میدر تحقیقات گذارند و می

رای ست و بعنوان مثال برای یک ورق مستطیلی نسبت ظاهری، نسبت اضلاع آن ا: به3.  نسبت ظاهری1

 نسبت شعاع داخلی به شعاع خارجی می باشد.،  4حلقوی یک ورق

                                                 
1 In-plane Loads 

2 Failure 

3 Aspect Ratios 

4 Annular Plate 
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یک از نظر ریاضی  شوند؛می مقیدهای مختلفی روشهای یک ورق با )مرزی(: لبه1گاهیشرایط تکیه .2

 ، 2ردارگی گاهاز تکیه توانمی عنوان مثالبهاست. در خیز  صورت یک محدودیتگاهی لبه، بهشرط تکیه

 .نام برد ساده وآزاد 

های یک ورق نازک ممکن است تحت تاثیر فشار، کشش، بارگذاری برشی ط بارگذاری: لبه یا لبه. شرای3

 قرار بگیرد. ،های مختلفیا ترکیبی از انواع آن در طول لبه

دهند؛ تقارن ماده در یک خاصی را نشان می 4های نازک که رفتار ساختاری: برای ورق 3. تقارن ماده4

 ورق ممکن است تاثیر قابل توجهی بر مقدار کمینه بار کمانش داشته باشد.

 ازهس رفتار حکایت دارد.های نازک ها از تاثیر رفتار ساختاری بر کمانش ورق. رفتار ساختاری : بررسی5

 .باشد ، ویسکوالاستیک و ...پلاستیک-الاستیک واند الاستیک،تمی

یا ممکن است  هستند های نازک اغلب دارای مقداری خیز عرضی ابتدایی کوچک: ورق 5اولیه ص. نق3

کوچک بر حالت کمانش نکرده صاف ابتدایی یک ورق، قرار داشته باشند؛ وجود هر یک  عرضیتحت بار 

 بر رفتار زیادیر یاثت تواند میشود که اولیه را منجر می نقص از این یا هردو این شرایط یک مقدار

 کمانشی ورق داشته باشد.پس کمانشی و

 مرور مقالات 

از اجزای مهم در بسیاری از کاربردهای مهندسی سازه هستند که به مدت طولانی  ایهای دایرهورق

های مدور را به روش تحلیلی برایان، بارکمانش ورق 1891در  .[1,10]موضوع بسیاری از تحقیقات بوده اند

در  .[11]آیدحساب میدست آورد که اولین کار در این زمینه بهبا استفاده از معیار انرژی پایداری به

انجام داد. را با استفاده از حل تحلیلی  نهایتهای حلقوی بیمنسفیلد، تحلیل کمانش برای ورق 1960

                                                 
1 Support Conditions 

2 Clamped 

3 Material Symmetry 

4 Constitutive Behavior 

5 Initial Imperfections 
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این راه حل برای ورق حلقوی محدود با بارگذاری مشابه با شرایط مرزی خاص  او همچنین بیان کرد که

های های حلقوی تحت نیرورامایا و ویجی کومار، پایداری الاستیک ورق 1975در . [12]نیز مناسب است

با بارگذاری متقارن  شرایط مرزی گیردار، ساده و آزاد، واخت در امتداد لبه خارجی برایفشاری یکن

ای لهجمریتز با توابع چند-یک رایلیصورت عددی مورد بررسی قرار دادند. آنها از روش کلاسرا بهمحوری 

ردی و همکاران، با استفاده از روش تفاضلات محدود،  1981در . ]13[استفاده کردند 1عنوان تابع مجازبه

های حلقوی ایزوتروپیک و ارتوتروپیک تحت اثر بارگذاری یکنواخت شعاعی در رفتار پس کمانش ورق

ساله ای حل مصورت تحلیلی مورد بررسی قرار دادند و برگاهی مختلف بهرا، با شرایط تکیهداخل و خارج 

 مدورای هروستوس و یانگ، کمانش نامتقارن ورق 1986در  .[14]استفاده کردند  های چبیشفسریاز 

فتی ها از طریق سبه روش تحلیلی مورد بررسی قرار دادند. اثر تقویت کننده با رینگ تقویت کننده را

ژی  1992در  .[15]دست آمدنادیده گرفتن استحکام محوری، به خمشی و سفتی پیچشی با توجه به

ایزوتروپیک تحت دمای  حلقوی خطی متقارن محوری و کمانش حرارتی یک ورقارتعاشات غیررونگ، 

، مورد بررسی قرار داد. او از دو تکنیک تئوری گیردار را بر اساس اصل همیلتونیکنواخت با شرایط 

فلدمن و ابودی، با استفاده  1997در  .]16[استفاده کرد محدود برای حل و روش تفاضلات 2اغتشاشات

های کمانش الاستیک ورق ،از یک روش بر اساس ترکیب میکرومکانیک و رویکردهای ساختاری

 1998در  .]17[به روش تحلیلی بررسی کردند ای راصفحه( تحت بار فشاری درونMFG)3تابعی

 عنوان تحلیلهای طبیعی ورق بهو همکاران، با استفاده از روش گلرکین همراه با مختصات پورسعادت

پرداختند و بار  ایذوزنقه، مستطیلی و لوزیهای عددی رفتار کمانشی ورق های عمومی، به تحلیلورق

های زاده و اسلامی، دمای بحرانی کمانش ورقنجفی 2002در  .[18]بحرانی را برای آنها محاسبه نمودند

، با استفاده مرتبه اولتئوری  بندیاساس فرمولرا بر FGMهای مدور ایزوتروپیک همگن و همچنین ورق

اکبرف و رضایف، کمانش متقارن یک ورق  2002در  .[19]دست آوردندطور تحلیلی بهاز روش انرژی به

                                                 
1 Admissible 

2 Perturbation Theory 

3 Functionaly Graded Material 
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ا مطالعه ک سکه کوچک دارد رشکل یویسکوالاستیک( که یک ترک به-ستیکمدور ضخیم کامپوزیتی)الا

 کار بردند و در نهایت نتایجشده سه بعدی پایداری را برای استخراج معادلات بهها تئوری خطیآن کردند.

های شناخته دست آورند و با نمونهبه (MFE)1محدود یعددی را با استفاده از تبدیل لاپلاس و روش اجزا

لیو و همکاران، کمانش و  2003در  .[20]های الاستیک، مقایسه کردنده از مطالعات کامپوزیتشد

تحت بار حرارتی، الکتریکی و مکانیکی را به روش تحلیلی  الکتریکپیزو FGMهای کمانش ورقپس

از یک روش الگوریتم خطی حاکم ی حل معادلات دیفرانسیل جزئی غیرمورد بررسی قرار دادند که برا

های برشی عرضی از تئوری ورق تغییر محاسبه کرنشو برای ( DQ)2یدیفرانسیل مربعات -تکرار گلرکین

کمانش خطی و پس، خمش غیر2003ما و وانگ در . [21]استفاده کردند شکل برشی مرتبه بالاتر ردی

محوری با استفاده از تئوری ورق  تحت بارهای مکانیکی و حرارتی را در حالت متقارن FGMهای ورق

خطی کلاسیک مورد بررسی تحلیلی قرار دادند و برای حل عددی از یک روش حل شوتینگ کارمن غیرنف

که و تئوری کلاسیک و با فرض این TSDTما و وانگ، با استفاده از  2004در  .[22,23]استفاده کردند

کند، خمش متقارن محوری در امتداد ضخامت تغییر می پیوستهطور به FGMهای خواص مکانیکی ورق

اوآنگ و   .[24]ایزوتروپیک، تحت بار یکنواخت را مورد بررسی قرار دادند FGMهای مدور و کمانش ورق

 با استفاده از تئوری رفتار کمانشی متقارن محوری ورق ، برای معادلات سه بعدی حاکم بر2005وانگ در 

 فصلیمحل تحلیلی مناسبی ارائه کرد و بار بحرانی را برای ورق با شرایط مرزی  ،نازک هایورقکلاسیک 

های کومان و هاتون، یک گزارش برای بررسی تحلیلی و عددی ورق 2006در . [25]و گیردار محاسبه کرد

 اده از خطی سازیکششی بر روی لبه داخلی، با استف خارجی آزاد و بار داخلی ساده و لبه حلقوی با لبه

ماتریس مرکب برای حل معادلات حاکم بر کمانش  کارمن ارائه دادند. آنها از روشنفمعادلات دانل و 

خطی متقارن محوری ، پس کمانش مکانیکی و حرارتی غیرلی و همکاران 2007در . [26]استفاده کردند

واخت یکنت بار مکانیکی و توزیع حرارت غیربا نقص اولیه، با شرایط مرزی گیردار تح FGMورق مدور 

                                                 
1 Finite Element Method 

2  Differential Quadrature 
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ها از روش شوتینگ برای حل عددی کارمن بررسی کردند. آننفامت را با استفاده از تئوری ورق در ضخ

اده و حیدری، یک حل زینجف 2008در  .[27]معادلات دیفرانسیل معمولی غیرخطی استفاده کردند

براساس تئوری تغییر شکل برشی مرتبه بالاتر تحت  FGMهای مدور ورق  تحلیلی دقیق برای کمانش

مقایسه  CPTو  FSDTدست آمده را با نتایج محاسبات از طریق فشار یکنواخت ارائه دادند. آنها نتایج به

 FGMهای مدور صلب سعیدی و همکاران، خمش متقارن محوری و کمانش ورق 2009در  .[28]کردند

آزاد -محدودیت مورد مطالعه قرار دادند؛ این تئوری یک شرط برشیو بدون  TSDTکامل را بر اساس 

 که ورق در معرض اصطکاک تماسیویژه هنگامیتواند بهکند که میدر بالا و پایین سطح صفحه ایجاد می

شود که در آن تنش برشی لایه مرزی قابل توجه که در یک میدان جریان ارائه می قرار دارد یا وقتی

 .[29]مقایسه کردند FSDTدست آمده را با مقادیر حاصل از د. در نهایت نتایج عددی بهاست، مفید باش

های تحت نیرو مقایس نانو، در مدور هایمحوری ورق رفتار کمانشی متقارن ،2011پور و همکاران در فرج

قرار ، به روش تحلیلی مورد بررسی 1محلیده از تئوری الاستیسیته غیررا با استفا ایصفحهدرون

را با استفاده از تئوری  مدورهای گرافنی دو لایه ناتسوکی و همکاران، کمانش ورق 2012در  .[30]دادند

ها یک روش تحلیلی برای محاسبه بار کمانش ورق دادند. آن های نازک مورد بررسی تحلیلی قرارورق

های ها و شکل مد، اندازه ورقمرزی، تاثیر شرایط تحلیلی رویکردآن مد نظر ارائه دادند و با استفاده از 

های تحلیلی برای تحلیل تای و چوی، حل  2013در . [31]دنددا مختلف کمانش را مورد بررسی قرار

شده دو  های ورق اصلاحهای مستطیلی نازک را با استفاده از تئوریخمش، کمانش و ارتعاش ورق

لال و آهلاوات در  .]32[دست آوردندآنها معادلات حرکت را از اصل همیلتون به .معرفی کردند 2متغیره

ارن کمانش و ارتعاش آزاد متق ، روش تبدیل دیفرانسیل)یک رویکرد نیمه تحلیلی( را برای تحلیل2015

 2016در . [33]استفاده کردند CPT، مورد استفاده قرار دادند. آنها از  FGMهای مدور محوری ورق

ل برشی مرتبه را با استفاده از تئوری تغییر شک 3متخلخل FGMهای مجاهدین و همکاران، کمانش ورق

                                                 
1 Nonlocal 

2 Two Variable Refined Plate Theories 

3 Porous 
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ا دست آمده را بدر نهایت نتایج به ؛یط مرزی ورق، گیردار فرض شده استشرا که بالاتر بررسی کردند

کمانش و خمش ، رفتار فان و همکاران 2016در  .[34]، مقایسه کردند CPTو  FSDTنتایج حاصل از 

برای تحلیل خمش متقارن  FSDTها از را مورد تحلیل قرار دادند. آن 1فوم ورق مدور ساخته شده با فلز

وش ر ا استفاده ازمحوری و از تئوری کلاسیک برای تحلیل کمانش استفاده کردند و معادلات نهایی را ب

  2جهتهچند FGMهای مدور ت ورقآهلاوات و لال، کمانش و ارتعاشا 2016در  .[35]شوتینگ حل کردند

را بررسی کردند؛ خواص ای هستند که روی یک پایه الاستیک قرار دارند و تحت بار یکنواخت صفحه

میم تع یدیفرانسیل مربعات ت فرض شده و همچنین روشجهت شعاعی و عرضی متفاو دومکانیکی در 

ژانگ و ژائو، کمانش دینامیک  2016در  .[36]کار گرفته شده استبرای حل معادلات به (GDQ)یافته

ر ب باشد.تحت شوک حرارتی یکنواخت می که سطح پایینی ورقرا با فرض این  FGMیک ورق مدور 

 حل 3روش همتافته باکمانش ورق مد نظر را  ها مسألهآن لعه قرار دادند؛همیلتون مورد مطا اصلاساس 

 نمودند و تاثیر معادلات ساختاری، پارامترهای هندسی سازه و بار شوک حرارتی بر بار بحرانی را بررسی

های حلقوی همگن ایزوتروپیک که ، رفتار کمانش نامتقارن ورقباقری و همکاران 2017در  .[37]نمودند

ا مورد بررسی قرار هستند ر قرار دارند و تحت حرارت یکنواخت 4روی یک پایه الاستیک نوع وینکلر

استفاده کردند و با استفاده از معیار  FSDTدست آوردن معادلات حاکم و شرایط مرزی از برای به .دادند

معادلات شامل دو بخش مربوط به ناحیه تماس  دست آوردند؛ادلات پایداری را بهتعادل در مجاروت مع

ها با استفاده از یک روش پیوندی شامل توابع مثلثاتی تحلیلی و روش و ناحیه بدون تماس هستند؛ آن

GDQ کمانش متقارن محوری یک فیضی و خورشیدوند، رفتار پس 2017در  .[38]معادلات را حل کردند

مواد متخلخل تحت فشار شعاعی یکنواخت را با شرایط ورق مدور همگن ایزوتروپیک ساخته شده از 

 و اعمال رابطه CPTمعادلات حاکم را بر اساس  گاه ساده مورد بررسی قرار دادند؛مرزی گیردار و تکیه

. [39]دست آوردند و با روش حل عددی شوتینگ معادلات حاکم را حل کردندجابجایی سندرز، به-کرنش

                                                 
1 Foamed Metal 

2 Multi-Directional 

3 Symplectic Method 

4 Winkler 
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که با مقدار  FGMلایه های نانوکامپوزیت چندکمانش تیرار کمانش و پسیانگ و همکاران، رفت 2017در 

رد بررسی قرار تقویت شده است و روی یک پایه الاستیک قرار گرفته را مو 1های گرافنیکمی از پلاکت

ها آن DQوسیله روش معادلات غیرخطی حاکم را استخراج کرده، سپس به FSDTها به کمک آن دادند.

ناپایداری  و همکاران، میرصالحی 2017در . [40]را به یک دستگاه معادلات جبری قابل حل تبدیل کردند

را بر اساس تئوری در طول عرض ورق تحت بار فشاری  FGMهای مکانیکی و ارتعاشات آزاد میکرو ورق

 هاآن مورد بررسی قرار دادند. 3و با استفاده از روش نوار محدود اسپلاین 2گرادیان کرنش اصلاح شده

ی مورد بررسارتعاشات طبیعی را بر بار کمانش و  هاو ابعاد میکرو ورق تاثیر پارامتر طول، شرایط مرزی

های ساندویچی مدور خمش و ارتعاشات ورق ، کمانش،مهر و همکاراندیمحم 2018در  .[41]دادند قرار

کامپوزیت ایزوتروپیک و همگن را که تحت بار مکانیکی، گرمایی، مغناطیسی و و حلقوی میکرو

گرادیان کرنش تئوری و  FSDTها از حل کردند؛ آن DQهیدرولیکی قرار دارند را با استفاده از روش 

، کمانش یک مگناکا بلانزی و همکاران 2018در  .[42]برای استخراج معادلات استفاده کردند اصلاح شده

باشد را مورد بررسی و یک هسته فوم فلزی می وجهورق ساندویچی مدور سه لایه متقارن که شامل دو 

 ماند؛ها ثابت میوجهت است و در قرار دادند که خواص مکانیکی هسته ورق در طول شعاعش متفاو

دست آوردند و در نهایت مدل تحلیلی ها معادلات تعادل را بر اساس اصل انرژی پتانسیل کل ساکن، بهآن

ابوالقاسمی و همکاران، اثر تنش  2018در  .[43]را با یک حل عددی المان محدود تایید کردند

ی که اایرههای دبا برش د ایزوتروپیکهای مستطیلی محدوکمانش بر تعیین بار کمانش در ورقپیش

 تلطمخروش پتانسیل از ها قرار داشتند را مورد بررسی قرار دادند؛ آن هتحت بارگذاری یکپارچه و دوطرف

کمانش توزیع شده در اطراف برش در ورق با ابعاد محدود، استفاده کردند های پیشبرای محاسبه تنش

وش ریتز بار کمانش را محاسبه در نهایت با ر ؛محاسبه کردند FSDTانرژی پتانسیل ورق را توسط  و

/ حلقوی مدورات و مفید، با یک روش تحلیلی خمش استاتیک یک ورق ضیوف 2019در . [44]نمودند

                                                 
1 Graphene Platelets 

2 Modified Strain Gradient 

3 Spline Finite Strip Method 
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متقارن محوری که روی یک پایه ناهمگن وینکلر قرار دارد را با شرایط مرزی مختلف مورد بررسی قرار 

استفاده کردند تا معادلات دیفرانسیل حاکم  تابع خیز نامحدود هایور، از بسط سریدادند؛ برای این منظ

 منظور اثبات این رویکردها بهآن ؛را به یک سیستم قابل حل جدید از روابط بازگشتی تبدیل کنند

باقری و همکارن،  2019در . [45]تحلیلی نتایج خود را با یک مثال تحلیل المان محدود مقایسه کردند

رخشی همگن ایزوتروپیک که تحت یک فشار یکنواخت در به بررسی رفتار کمانش یک ورق حلقوی چ

ابت ای ثکه ورق یا یک سرعت زاویه قرار دارد، پرداختند؛ همچنین فرض کردنددو لبه بیرونی و درونی  

های نازک و نسبتا ضخیم مناسب که برای ورق FSDTها معادلات را بر اساس آن ؛در حال چرخش است

معادلات خطی شده پایداری را استخراج  1روش معیار تعادل در مجاورتبندی کردند و با است، فرمول

لال و آهلاوات،  2019در . [46]و توابع مثلثاتی برای تحلیل ورق استفاده نمودند GDQکرده و از دو روش 

ور های مدمتقارن محوری ورق و کمانش هیدرواستاتیک روی ارتعاشات آزاد یک تحلیل بر بار پیرامونی

همیلتون  وسیله اصلانسیل حاکم که بهارائه دادند؛ معادلات دیفر FSDTبراساس   FGMم نسبتا ضخی

حل  2گاه ساده و گیردار را با روش مربعات دیفرانسیل هارمونیکاستخراج شده، برای شرایط مرزی تکیه

با  FGMهای مدور کمانش حرارتی دینامیکی ورق، کمانش و پسهمکارانژانگ و  2019در  .[47]کردند

ی خطها معادلات دینامیک غیرادند؛ آنمورد بررسی قرار د ورق را بر مبنای تئوری غیرخطی اولیه قصن

کمانش  حساسیتعددی حل کردند و  تصوربه 3کوتا-ها و روش رانگهای بسط سریا با روشحاکم ر

هوآنگ و  2019در  .[48]بینی کردندها، پیشورق ماکزیمم خیز کمانش دینامیک را بهبحرانی و پس

د؛ نهای ساندویچی را مورد بررسی قرار دادکمانش سازه، تاثیر تقریب سینماتیک در تحلیل پسهمکاران

 4برنولی-را توسط تئوری تیر اویلر هسته را تخمین زده و پوسته ایجملهطوری که به کمک توابع چندبه

 2019در . [49]حل کردند عددیوسیله روش ده را بهها معادلات غیرخطی نتیجه شآن ؛مدل کردند

های نسبتا ضخیم حلقوی همگن ایزوتروپیک، تحت گشتاور روی لبه ، کمانش ورقباقری و همکاران

                                                 
1 Adjacent Equilibrium Criterion 

2 Harmonic 

3 Runge–Kutta 

4 Euler-Bernoulli Beam Theory 
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به کمک تئوری ورق را ها معادلات حاکم در مختصات قطبی خارجی را مورد بررسی قرار دادند؛ آن

برای ترکیبات مختلف شرایط مرزی ها نتایج را . آنکردند حل DQمندلین استخراج کردند و با روش 

های نازک با یانلی و همکاران، کمانش ورق  2019در  .[50]دندقرار دا ساده، گیردار و آزاد مورد بررسی

 کمک نرم افزار و به FEعددی ها با روش ای تحت خمش را مورد بررسی قرار دادند. آنسوراخ دایره

های مختلف ابعاد، نسبت عرض ورق سوراخ شده را تحت خمش، طراحی کردند و تاثیر نسبت 1آباکوس

 2020در . [51]ها را بررسی کردندها و همچنین فاصله بین سوراخبه ضخامت، اندازه و موقعیت سوراخ

های کامپوزیت برای تحلیل هندسه غیرخطی ورق وکمانش خطی برای بندی فرمولمویتا و همکاران، 

ی مکانیکی و بارهای حرارتی ای تک محورهصفحهبارهای یکنواخت درون تحت،  FGهای ند لایه و ورقچ

استفاده کردند و  تئوری تغییر شکل برشی مرتبه بالاترو  FEها از روش مورد بررسی قرار دادند. آن

 .[52]های عددی مقایسه کردندهای خطی را با مدلحل

 

                                                 
1 Abaqus 
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 کوتاه و جدولي مقالات مطالعه شدهمرور  

 روش حل نوع تحلیل تئوری  سینماتیک نوع بارگذاری ماده  جنس شكل سازه سال نویسنده

 تحلیلی کمانش - خطی نامتقارن الاستیک مستطیل -مدور 1891  [11]برایان

 تحلیلی کمانش - خطی متقارن همگن-الاستیک  حلقوی 1960  [12]منسفیلد

 ریتز-رایلی پایداری - خطی یکنواخت الاستیک حلقوی 1974  [13]رامایا

 خطیغیر یکنواخت ارتوتروپیک-ایزوتروپیک حلقوی 1980  [14]ردی
تفاضلات 

 محدود
 کمانشپس

 هایسری

 چبیشف

 تحلیلی کمانش - خطی نامتقارن - مدور 1986  [15]ریستوس

 اصل همیلتون خطیغیر یکنواخت-متقارن )الاستیک(ایزوتروپیک حلقوی 1992  [16]ژی رونگ
-ارتعاشات

 کمانش

تئوری اغتشاشات 

 تفاضلات محدود-

 تحلیلی کمانش CPT خطی متقارن همگن(غیر-)الاستیکFGM مستطیل 1977  [17]فلدمن

 1988  [18]برادفورد

-لوزی

-مستطیلی

 ذوزنقه

 گلرکین کمانش - خطی نامتقارن الاستیک

 (ییکنواخت)حرارت FGM-ایزوتزوپیک)همگن( مدور 2002  [19]زادهنجفي
-خطی

 غیرخطی
FSDT روش انرژی کمانش 

 مدور 2002  [20]اکبرف
-کامپوزیت)الاستیک

 ویسکوالاستیک(
 خطیغیر متقارن

تئوری خطی 

شده سه بعدی 

 پایداری

-تبدیل لاپلاس کمانش
FEM 
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 مرتبه بالاتر غیرخطی یکنواخت FGM-پیزوالکتریک مستطیلی 2003 [21] لیو
-کمانش

 کمانشپس
 DQM -گلرکین

 روش شوتینگ کمانشپس CPT غیرخطی یکنواخت-نامتقارن FGM مدور 2003 [22] ما

 CPT غیرخطی یکنواخت FGM مدور 2003 [23] ما
-خمش

 کمانشپس
 روش شوتینگ

 ایزوتروپیک-FGM مدور 2004  [24] ما
-متقارن محوری

 یکنواخت
- CPT خطیغیر

TSDT 
 تحلیلی کمانش-خمش

 تحلیلی کمانش CPT خطی متقارن الاستیک مدور 2005  [25] وانگ

 ماتریس مرکب کمانش کارمنفن-دانل خطی یکنواخت همگن(الاستیک)غیر حلقوی 2006  [26] کومان

 شوتینگ کمانشپس کارمنفن غیرخطی یکنواخت(متقارن)غیر FGM مدور 2007   [27] لي

 یکنواخت FGM مدور 2008 [28]زادهنجفي 
 خطیغیر

 تعادل خطی
 حل دقیق کمانش مرتبه بالاتر

 خطی متقارن ناهمگن-FGM مدور 2009 [29] سعیدی

مرتبه سوم 

بدون 

 محدودیت

 عددی کمانش-خمش

 خطی یکنواخت-متقارن همگن-الاستیک-نانو مدور 2011 [30] پورفرج
 الاستیسیته

 محلیغیر
 حل دقیق کمانش

 تحلیلی کمانش CPT خطی نامتقارن الاستیک مدور 2012 [31] ناتسوکي

 خطی نامتقارن ایزوتروپیک مستطیل 2013 [32] تای

ورق  -همیلتون

اصلاح شده دو 

 متغیره

-خمش

-کمانش

 ارتعاشات

 تحلیلی

 CPT غیرخطی یکنواخت-متقارن FGM مدور 2015  [33] لال
-کمانش

 ارتعاش آزاد
 تبدیل دیفرانسیل
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 مدور 2016 [34] مجاهدین
FGM-همگن-متخلخل-

 ایزوتروپیک
 کمانش مرتبه بالاتر خطیغیر نامتقارن-متقارن

-رابطه ساندرز

 روش انرژی

 فوم مدور 2016 [35] فان
-متقارن محوری

 یکنواخت
- FSDT خطی

CPT 
 شوتینگ کمانش-خمش

 FGM مدور 2016 [36] آهلاوات
-متقارن محوری

 یکنواخت
- - 

-کمانش

 ارتعاشات
GDQM 

 هروش همتافت کمانش اصل همیلتون خطی یکنواخت-حرارتی الاستیک-FGM مدور 2016 [37] ژانگ

 کمانش FSDT خطی یکنواخت-نامتقارن ایزوتروپیک-همگن مدور 2017 [38] اسلامي

توابع 

مثلثاتی)روش 

 -پیوندی(
GDQM 

 شوتینگ کمانشپس کلاسیک غیرخطی محوری متقارن ایزوتروپیک(-متخلخل)همگن مدور 2017 [39] فیضي

 FSDT غیرخطی یکنواخت همگن-ایزوتروپیک-FGM تیر 2017  [40] یانگ
-کمانش

 کمانشپس
DQM 

 خطی متقارن-فشاری FGM مستطیلی 2017 [41]میرصالحي
گرادیان کرنش 

 اصلاح شده

-کمانش

 ارتعاشات آزاد

روش نوار محدود 

 اسپلاین

 حلقوی-مدور 2018 [42]محمدی مهر
-همگن( -کامپوزیت)ایزوتروپیک

 الاستیک
 خطی متقارن محوری

FSDT -

گرادیان کرنش 

-اصلاح شده

 اصل همیلتون

 

-خمش

-کمانش

 ارتعاشات
DQM 

 کمانش CPT غیرخطی متقارن-فشاری الاستیک ساندویچی-مدور 2018 [43]مگناکا بلانزی
المان -تحلیلی

 محدود
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 ایزوتروپیک مستطیلی 2018 [44]ابوالقاسمي
 -دوطرفه-یکپارچه

 ایصفحهدرون
 روش ریتز کمانش FSDT غیرخطی

 خمش CPT خطی متقارن محوری الاستیک حلقوی-مدور 2019 [45]فویوزات

فوربنیوس تعمیم 

های سری -یافته

 نهایتنیرو بی

 پایداری FSDT خطیغیر یکنواخت-نامتقارن همگن-ایزوتروپیک مدور 2019 [46]باقری
GDQM - توابع

 مثلثاتی

 خطی متقارن محوری الاستیک-FGM مدور 2019 [47]لال

FSDT - 

اصل انرژی 

 همیلتون

-کمانش

 ارتعاشات

 مربعات

 دیفرانسیلی

 هارمونیک

 CPT غیرخطی  حرارتی الاستیک-ناهمگن-FGM حلقوی 2019 [48]ژانگ
-کمانش

 کمانشپس

-هابسط سری

 کوتا-روش رونگه

 کمانشپس برنولی-اویلر غیرخطی فشاری ایزوتروپیک-الاستیک ساندویچی 2019 [49]هوآنگ

روش عددی 

المان -تقریبی

 محدود

 DQM کمانش مندلین غیرخطی گشتاور الاستیک-همگن-ایزوتروپیک حلقوی 2019 [50]باقری

 FEM کمانش - - خمش الاستیک مستطیلی 2019 [51]یانلي 

 کامپوزیت-FGM مستطیل 2020 [52] مویتا 
-مکانیکی-حرارتی

 نامتقارن-متقارن

-خطی

 غیرخطی
 FEM کمانش مرتبه بالاتر
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 نوآوری  

 ریهای مدور از تئودر زمینه کمانش ورق صورت گرفتهبا توجه به مطالعات انجام شده در اکثر تحقیقات 

ق در این تحقیهای عددی است. مبتنی بر روش ،هاهمچنین بسیاری از حل ست؛ااستفاده شده  کلاسیک

های به کمک روش FSDTبا در نظر گرفتن  ایدایرههای ورق شود حل کمانش نامتقارنتلاش می

 عددی انجام شود. -تحلیلی

 بندیجمع 

 بهطور خاص در مورد ورق مدور توضیحاتی ارائه شد؛ سپس ها و بهدر این فصل ابتدا در خصوص ورق

یل پرداخته شد. همچنین به توضیح پدیده کمانش پرداخته شد و تفص های تحلیل ورق بهتئورینواع ا

ده و غیره مورد بررسی قرار ها شامل نوع بارگذاری، شرایط مرزی، رفتار ماقعوامل موثر در کمانش ور

های مدور پرداخته در انتها به بررسی تاریخچه و مرور مقالات ارائه شده در زمینه کمانش و ورق گرفت.

 شده است.
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 مقدمه 

 گردد. با در نظردر این فصل معادلات تعادل حاکم بر مساله با استفاده از اصل کار مجازی استخراج می

دست کارمن، معادلات تعادل بهروابط فن گرفتنکار و به FSDTگرفتن میدان جابجایی ورق بر اساس 

ت زیر شوند. فرضیایآیند. در ادامه معادلات پایداری بر اساس معیار تعادل در مجاورت استخراج ممی

 .باشدنیز بر مساله حاکم می

 . ورق، ایزوتروپ و همگن است.1

 است. 1. ورق، توخالی2

 . شرایط مرزی متقارن محوری است.3

. این استدر راستای محیطی  ، گسترده و تابعی مثلتاتی(In-plane)ایصورت صفحه. بارگذاری به4

بارگذاری، فشار یکنواخت روی لبه خارجی است  0
cosp p n   . 

 .)قانون هوک(کرنش خطی است-رابطه تنش -5

 شود.ساله با روابط فن کارمن تعریف می. سینماتیک م3

)خیز عرضی در تمام ون درنظرگرفتن تغییرات ضخامت استو بد FSDT. میدان جابجایی بر اساس 7

 ضخامت یکسان است(.

 شود.اغتشاشات( حل میتئوری  )صورت تحلیلیات تعادل به. معادل8

 .دشوحل می DQ . معادلات پایداری با روش2

                                                 
1 Annular 
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 بیان مساله 

مد نظر است. ورق  hو ضخامت bداخلی، شعاع aخارجیای با شعاع ( ورق دایره1-2شکل)مطابق 

ندی باشد. فرمول بمی در محیط صفحه میانیطول  بر واحد Qگستردهتحت بار شعاعی استاتیکی 

ایمساله نیز براساس مختصات استوانه , ,r z در آن بوده کهr ،جهت شعاع  در راستای محیطی

 باشد.سطح میانی، میبر راستای عمود  zمحور و

 
 هندسه و دستگاه مختصات ورق 

 اصل کار مجازی 

 ،باشدتوسط نیروهای حقیقی، صفر میکند که کار مجازی انجام شده اصل جابجایی مجازی بیان می

 :[53]تنها و تنها اگر جسم در حالت تعادل باشد

(2-1) 0I EW W W       
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Iباشد وکار مجازی انجام شده کل می W،(1-2)در رابطه
W کار مجازی نیروهای داخلی و

EW  کار

 :[4]شوندصورت زیر تعریف میباشند که بهزی نیروهای خارجی میمجا

(2-2) ( )I ij ij r r z z r r z z rz rzW dv dv                   
 

        

(2-3) . .EW f udv T uds



  
 

 
   

 
 
  

 

 dsالمان حجم و dvشود،قسمتی از مرز که به آن نیرو وارد می دامنه تعریف، که در این روابط

بردار   Tهای جابجایی،بردار مولفه uهای این روابطهمچنین دیگر مولفه کنند؛المان سطح را بیان می

 دست آوردنهای مجازی برای بهجاییطور کلی اصل جابباشند. بهی میبردار نیروهای حجم fو 1اثر

 .[4]گیردمورد استفاده قرار می ،معادلات حرکت و شناسایی شرایط مرزی هندسی و نیرویی

 استخراج معادلات حاکم 

معادلات سه بعدی  ها را باشود که آناغلب نیاز نمیها، دلیل کوچک بودن بعد ضخامت در ورقبه

 های ساختاریها و تنشهای دوبعدی ساده ورق، تغییر شکلتوان با تئوریالاستیسیته مدل کرد؛ می

کار گیری در این بخش معادلات تعادل و همچنین معادلات پایداری با به. [4]ورق را مورد مطالعه قرار داد

FSDT شوند.استخراج می 

 

صورت به FSDT. میدان جابجایی در یندآدست میبه FSDTبا استفاده از  تعادل ورقدر اینجا معادلات 

 :[4]شودزیر بیان می

(2-4) 0 1 0 1 0( , ) ( , ),   u = ( , ) ( , ),   u = ( , )r zu u u r zu r v v r zv r w w r          

                                                 
1 Traction 
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به تغییر شکل عرضی مربوط  0wصفحه میانی ورق و ایصفحهدرون یبیانگر جابجای 0vو 0uدر رابطه بالا

نسبت به  ش خط عمود بر صفحه میانیچرخ 1vو 1uهایباشد؛ همچنین مولفهصفحه میانی می

 دهند.را نشان می rو هایمحور

( در مختصات کارتزین با توجه به رابطه زیر محاسبه 4-2های مربوط به میدان جابجایی رابطه )کرنش

 :[5]شوندمی

(2-5) 1
,    , , =1,2,3

2

j k m m
jk

k j j k

u u u u
j k m

x x x x


    
   

     
  

 

هایکه در رابطه بالا تساویطوریبه
1 2 3,  ,  u u u v u w   و

1 2 3,  ,  x r x x z   قرار است. بر

 :[5]دهدنتیجه می( 5-2) بسط رابطه

(2-3) 

2 2 2
1

2
rr

u u v w

r r r r


         
         
          
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 ابجاییج-ای روابط کرنشمختصات استوانهشود. بنابراین در کارمن استفاده میدر این متن از روابط فن

 :[5]عبارتند از

(2-7) 
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 FSDTجابجایی بر حسب میدان جابجایی -(، معادلات کرنش7-2( در روابط )4-2گذاری رابطه )یبا جا

 آید:دست میبه
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( رابطه (3-2) و( 2-2)( در روابط اصل کار مجازی)8-2دست آمده از رابطه )های بهگذاری کرنشیبا جا
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 :شودرابطه زیر حاصل می z( نسبت به2-2گیری از رابطه )و انتگرال 1های تنشبا تعریف منتجه

                                                 
1 Stress Resultant 



 

  یداریاستخراج معادلات تعادل و پا

33 

 

(2-11) 

2

0 0 01 1

2

0 01 1

2

1

0 1 1

1 1

2

1 1 1 1

2

1 1 1

I r r r

r r r

r r r r

u u vu uw
W rN rM rN rN rM rN

r r r r r r

u vv uw
rM rN rN rM rN

r r r rr

v w w
rM rN v rM v rN rQ v

r r r r r

  

    

    

      


    
   

    




    
            

   
     

     

  
     

  



1

1

r

w

r

w
rQ u dA

r




 

 
 

 

  
   

 

 

 

 :[54]شوندصورت زیر تعریف میهای تنش و نیروهای برشی عرضی بهدر رابطه اخیر منتجه
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که در آن
sk های زیر سازی( ساده11-2برای تک تک جملات رابطه ). باشدمی ضریب تصحیح برشی
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 باشد:صورت زیر می(( برای ورق مد نظر به1-2شعاعی)شکل ) نیروی گستردههمچنین کار مجازی 
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 باشد.شعاع خارجی ورق می aگر بار شعاعی خارجی وبیان Qکه در این رابطه

های خطی روی مرز ، به انتگرال1با استفاده از تئوری گرین در صفحه های دوگانهوابط اخیر، انتگرالدر ر

 :[55]کند( تئوری گرین را معرفی می14-2ی )؛ رابطهشوندتبدیل می
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صورت توان اصل کار مجازی را به( می14-2( و )13-2(، )12-2(، )11-2اکنون با استفاده از روابط )

 :ردبازنویسی ک زیر
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1 Green’s Theorem In The Plane 
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رابطه اخیر تنها درصورتی صادق است که ضرایب
0 1 0 1 0, , , ,u u v v w      در آن برابر صفر باشد؛

و با استفاده از روش کار مجازی  FSDTای تحت بار شعاعی بر اساس بنابراین معادلات تعادل ورق دایره

 د.ده( معادلات تعادل را نشان می13-2رابطه )؛ گردداستخراج می

(2-13) 

 0 :  0r ru rN N N
r

 


    
       
    

 

   1 :  0r r ru rM M M rQ
r

 


    
        
    

 

 0 :  0r rv N rN N
r

  


    
        
    

 

   1 :  0r rv M rM M rQ
r

   


    
         
    

 

1
:  

0

r r r

r

w w w w
w rN N N N

r r r r r

Q rQ
r

  




   



              
          
              

    
     

    

 

 

 باشد:صورت زیر میادلات مربوطه نیز بههمچنین شرایط مرزی استخراج شده از مع

(2-17) 

 0    rrN Q a یا 
0 0u  

0rrM  یا 
1 0u  

0rrN   یا 
0 0v  

0rrM   یا 
1 0v  

0r r r

w w
N rN rQ

r




 
  

 
0 یا  0w  
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صورت زیر تعریف به و مدور ( برای یک ورق حلقوی17-2شرایط مرزی مختلف با توجه به رابطه )

 گردد:می

 شرایط مرزی گیردار:

(2-18) 0 1 0 1 0

1 0 1 0

:     0

:     0,    0

i

o r

r r u u v v w

r r u v v w rN aQ

     

      
  

 

 شرایط مرزی ساده:

(2-12) 0 0,  0,  0 
,

0,  0 

r r

i o

r r

w rM rN
r r r

rN aQ rM





  
 

  
 

 

 شرایط مرزی آزاد:

(2-21) 0,    0
,

0,    0,   0 

r r r r

i o

r r r

w w
N rN rQ rM

r r r r

rN aQ rM rN

 





 
   

  
    

 

 

 شرایط مرزی در مرکز ورق:

(2-21) 
0 1

0,    0,   0 
0

0,    0

r r r r r

i

w w
N rN rQ rM rN

r r r

u u

  


 
    

   
  

 

 
 

 

-نیز نوشت که بدین منظور از رابطه تنش های جابجاییتوان برحسب مولفه( را می13-2معادلات )

 :[56]باشدصورت زیر میبه قانون هوک عمومیشکل . شودکرنش استفاده می

(2-22) 2  ,    , , , ,ij kk ij ijG i j k r z        
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صورت زیر تعریف باشند و بهو ثابت لامه می ترتیب بیانگر مدول برشی، بهو Gبالا نمادهای وابطدر ر

 گردند:می

(2-23)  ,   
(1 )(1 2 ) 2(1 )

E E
G




  
 

  
 

 

کرنش)قانون هوک( -رابطه تنشباشند. پوآسون می ضریب مدول الاستیسیته و E(،23-2) در رابطه

0ای)یکبار برای حالت تنش صفحه
z

 ) شود:نوشته می 

(2-24) 
 

 
21

r

E
   


 


 

 
 

21
r r

E
  


 


 

r rG    z z rA        

z zG   rz rzG  
 

0ای)کرنش صفحهحالت یکبار نیز برای 
z
 ) شودنوشته می: 

(2-25) 
 r zA         r r zA        

r rG    z z rA        

z zG   rz rzG  
 

2Aکه در آن G  ( در روابط منتجه25-2است. اکنون با جایگذاری روابط )(و 11-2های تنش )

های میدان توان معادلات تعادل بر حسب مولفهمی (،13-2اولیه)در نهایت قرار دادن در معادلات تعادل 

 صورت زیر بازنویسی کرد.ایی را بهجابج

(2-23) 2 2 2 2

2 2 3 30 0 0 0 0 0

2 2

22 2

20 0 0 0 0

0

2 2 2

2 20 0 0 0

2

2

0 0

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2

2

u w w u w w
Ar Ar Ar Ar

r r rr r

v w w v w
r r Au r A r A

r r

w u v v
r Gr Gr Gr

r r

w w
Gr

r




 
    


 

 

        
      

       

     
      

       

     
     

      

 
 

  

2

0 0

2
2 0

w w
Gr

r 

 


 

  

(2-27) 2 2
2 2 2 2 2 21 1 1 1

12

2 2
2 2 2 2 2 01 1 1

12
12 12 0s s

u u v v
h A r h A r h r h Au h A

r rr

wu v v
Gh Gh r Gh r k Gu r k G

r r


 

 

   
   

   

  
     

   
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(2-28) 2 2 2 2

2 20 0 0 0 0 0 0 0

2 2

2 2 2

2 3 2 20 0 0 0 0 0 0

02 2

2

2 0 0 0

u v w w u w w u
A r A r A r r Gr

r r r

u u v w w w w
Gr Gr Gr Grv Gr Gr

r r rr r

w w
Gr

r r

 
     

  



       
    

        

      
     

      

 
 

  

  

(2-22) 2 2 2
2 2 2 2 2 2 21 1 1 1 1 1

12

2
2 2 2 01

12
12 12 0s s

u v u u v u
h A h A h r Gh Gh r Gh v Gh r

r r r

wv
Gh r r k Gv rk G

r


   



     
     

      


   



  

(2-31) 3 2

3 3 30 0 0 0 0 0 0 0 0

2

20 0 0 0 0 0 0

0

2 3 3 3 40 0 01 1

1

2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2s s s s

w w u w w w u w u
r A r A r r A r

r r r r r r

w u w v w w w
G r G r G rv G r

r r

w v wv u
G r r k G r k Gu r k G r k G

r r r

 
  

    

 

           
      

           

       
     

       

   
    

    
22 2 2 2

2 2 40 0 0 0 0 0 0 0 0

2 2

2 2 2 2 2

4 3 4 30 0 0 0 0 0 0

02 2 2

22 2

3 20 0 0 0 0

2 2

8 4 3 2

3 2 2 2

2 2

w w w w w w w w u
G r r A r A

r r r r r

w w w v w u w
r A r r A r u

r r r rr r r

w v w w w
r r A

r r


     

 


 
  

         
    

          

       
    

       

     
  

     

2 2

20 0 0

2

22 2 2 2

2 20 0 0 0 0 0 0

02 2 2 2

2

2 2 2

v w u
r r

r

w w v w u w w
Au r A r r r

r r


 

 
   

  


  

       
     

       

 

22 2 2 2

2 3 2 20 0 0 0 0 0 0 0

2 2

2 2 2 2

3 2 2 30 0 0 0 0 0 0

0 2

2 2 2 2

2 2 40 0 0 0

2 2 2

2 2 2 4

4 4 2 2

2 2 2 0s s

w u w v w w w u
G r G r G r G r

r rr r

w v w w u w v
G r G r v G r G r

r r r r r r

w w w w
G r r k G r k G

r r

     

  

 

        
    

         

      
   

        

    
   

    

  

 

 باشد.هم با ضریب متغیر میمعادلات تعادل، شامل پنج معادله غیرخطی کوپل به
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 2سازه یا سیستم مکانیکی، پایدار است اگر هر اختلال ،ایبخش سازه یک 1حالت تعادل یا پیکربندی

به حالت تعادل اول خود  جر شود که بعد از آن سازهکوچک منعکس العمل کوچک سیستم تنها به یک 

شکل  مانند ،برگردد. ساده ترین مثال یک سیستم مکانیکی پایدار، یک توپ صلب)گوی( در یک دره

گردد میهمیشه به ته دره بر گوی، اختلال ایجاد کرد اما گویتوان با کمی ضربه زدن به ( است؛ می2-2)

 در حالت تعادل پایدار قرار دارد.( گوی) که در آن

 

 [8]دره در حالت تعادل پایدار درون گوی 

 

یک سازه یا یک سیستم مکانیکی، ناپایدار است اگر  حالت تعادل یا پیکربندی یک عضو ساختاری،

شود که یا مقدار جابجایی  3حالت تغییر شکلهرگونه اختلال کوچک سیستم منجر به تغییر ناگهانی در 

ی ناپایدار مکانیکترین مثال یک سیستم گردد. سادهادل اصلی خود باز نمیپس از آن سیستم به حالت تع

، اختلال شود دچار اندکی گویاگر  (؛(3-2) است که بالای یک تپه قرار گرفته است)شکل یک گوی

ی تپه، در در بالا گویگردد. بنابراین خورد و هرگز به بالای تپه برنمیبلافاصله به پایین تپه غلت می

 حالت تعادل ناپایدار قرار دارد.

 

                                                 
1 Configuration 

2 Disturbance 

3 Deformation 
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 [8]روی تپه در حالت تعادل ناپایدار گوی 

 

شود؛ می تعیین یک سازه، ابتدا پیکربندی تعادلبارگذاری تعریف شده روی یک عضو ساختاری یا برای 

 .شودعنوان تابعی از بار اعمال شده، ایجاد میبه یعنی ماهیت پیکربندی تعادل

که  ی و اصل حداقل انرژی پتانسیل استدست آوردن معادلات پایداری، روش انرژهای بهیکی از روش

حد  د محاسبه شود. قبل ازرهای وابسته بایشنال انرژی پتانسیل نسبت به متغیدر آن اکسترمم فانک

0Vطوری کهیک سیستم مکانیکی در حالت تعادل پایدار است، به یداری،پا  0وV  باشد)کهمی

V 0ناپایدار است و (؛ پس از حد پایداری، سیستممعرف انرژی پتانسیل استV   0اماV  

0Vدهد کهکمانش زمانی رخ می بنابرایناست؛   0باشد. شرطV  توان به کمک را می

 بسط داد. 1های تیلورسری

(2-31) 2 31 1
0

2! 3!
V V V V          

 

 2Vد وباشفانکشنالی است که تابعی خطی از تغییرات میدان جابجایی میبیان کننده  Vکه در آن

فانکشنالی است که تابعی مرتبه دو از تغییرات میدان جابجایی بوده و تغییرات دوم انرژی پتانسیل نامیده 

 پس ؛دهدرات(، نشان نمیدلیل تعداد نامحدود عباوضوح یک معیار عملی را)به( به31-2) شود؛ رابطهمی

0Vعنوان مرز بینهای تعادل، بهکدام یک از پیکربندی باید تعیین شود  0)پایدار( وV  

0V)ناپایدار(،   شود.عنوان یک معیار کمانش نامیده میدارد؛ چنین شرطی به 

                                                 
1 Taylor Series 
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است اگر حداقل یک حالت مجاور با بار وجود داشته باشد که در آن اولین  1تعادل، خنثییک پیکربندی 

عنوان روش تعادل در به انرژی پتانسیل آن ناپدید شود؛ این شکل از روش تعادل خنثی 2وریئیشن

ی دباشد؛ اگر پیکربندست آورن معادلات پایداری میهای بهشود که یکی از روشمجاورت نیز شناخته می

 Aو پیکربندی مجاور)حالت تعادل در مجاورت( با زیرنویس Rمرجع)حالت تعادل اولیه( با زیرنویس

 :توان نوشتمینمایش داده شود و اگر هر دو پیکربندی در حالت تعادل باشند؛ 

(2-32) 0,  0R AV V    

 

 صورت زیر است.آن تحت وریئیشن به پتانسیل مرجع بعلاوه تغییراتانرژی 

(2-33) 2 31 1

2! 3!
R R R R R RV V V V V V           

 

 :هم نزدیک باشندنهایت بهچه دو حالت بیچنان

(2-34) 
A R RV V V   

 

31اگر

3!
R

V  های مرتبه بالاتر نادیده گرفته شودجملهو: 

(2-35) 21

2!
A R R RV V V V     

 

 یابد.( به معادله زیر کاهش می35-2( معادله )32-2براساس رابطه )

(2-33) 21

2!
A R RV V V  

 

 د.شومی تبدیلشکل زیر به ، این رابطه(33-2) اکنون با اعمال وریئیشن به دو سمت رابطه

(2-37)  21

2!
A R RV V V     

 

 شد. دشکل زیر خواهبه (37-2) ، رابطه(32-2با توجه به رابطه )در نهایت 

                                                 
1 Neutral 

2 Variation 
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(2-38)  2 0RV   

 

2از آنجا که

R
V شود؛ زیرنویسدر حالت تعادل مرجع ارزیابی میR 2) و رابطه شوداز آن حذف می-

 شود،نیز شناخته می 1عنوان معیار کمانش ترفتز باباشد و ( که معیار کمانش تعادل در مجاورت می38

 .خواهد شدشکل زیر بازنویسی به

(2-32)  2

0V   

 

نه لزوما یک حداقل بلکه بیشتر یک  و باشد)نه لزوما یک حداکثردر حالت کمانش ثابت می 2Vمقدار

 (4-2)شکل  .[8]نقطه عطف(

 

 [8]وریئیشن دوم انرژی پتانسیل کل در حالت تعادل بر حسب پارامتر بار 

 

شود. بر اساس این روش، دست آوردن معادلات پایداری از روش تعادل در مجاورت استفاده میبرای به

0اگر 0 0 0

0 1 0 1, , ,u u v v 0و

0w 1ها در حالت تعادل باشند وجابجایی 1 1 1

0 1 0 1, , ,u u v v 1و

0w نهایت نموهای بی

میدان جابجایی مربوط به حالت  شوند،ل اولیه قرار دارند، معرفی کوچک تغییر مکان که در مجاورت تعاد

 .[57]ت رابطه زیر بیان کردصورتوان بهتعادل در مجاورت را می

(2-41) 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

0 0 0 1 1 1 0 0 0 1 1 1 0 0 0,     ,     v ,     v ,     wu u u u u u v v v v w w          

 

                                                 
1 Trefftz Buckling Criterion 
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استخراج نمود؛ به این صورت  توان معادلات پایداری راعادل می( در معادلات ت41-2گذاری رابطه )یبا جا

 ؛کنند، صفر خواهد بودکه معادلات تعادل را ارضا میدلیل اینکه حاصل جمع جملات با بالاوند صفر، به

 آیند که فصل چهارم ارائه خواهند شد.دست مینهایاتا معادلات پایداری به

 بندیجمع 

مسأله و شرایط هندسی ورق مد نظر بیان شد و در مرحله بعد اصل کار  فرضیاتدر این فصل ابتدا 

توضیح داده شد و در  ،گرددمجازی که توسط آن معادلات تعادل و شرایط مرزی مسأله استخراج می

 ر تعادل در مجاورت استخراج گردید.معادلات پایداری  به کمک معیا انتها
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 حل تحلیلی معادلات تعادل
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 مقدمه 

نخست باید معادلات مربوط به حالت تعادل اولیه یا معادلات  ،منظور محاسبه بار کمانش یک ورقبه

ا صورت تحلیلی ببه ،فصل قبل ازمعادلات تعادل استخراج شده در این فصل کمانش حل شوند. پیش

بعد سازی با پس از بی بعد خواهند شد وشوند؛ ابتدا معادلات بیحل می استفاده از تئوری اغتشاشات

پرداخته معادلات مرتبه صفر و یک استخراج شده و در نهایت به حل معادلات  1کمک بسط مستقیم

 شود.می

 بعد سازی معادلاتبي 

رد که در بعد کیفی جدید بیمقادیری که دارای بعد هستند را با تعار بعد سازی معادلات بایدمنظور بیبه

 .( این تعاریف آورده شده است1-3)رابطه 

(3-1) 
1 1 2

0 0 0

0 0 0 1 1 1 1

1

,     ,     ,     ,   ,   ,     

,     ,     ,     ,     ,     

O

O O

r h G
r a k r Q Q h A

r r A A

u w v
u w v u u v v

k h h h


    




 

     

         

     

  

 

rدر رابطه بالا پارامتر  بعد است وبیانگر شعاع بی
0 0 0 1 1, , , ,u v w u v    شده  بعدهای بی، جابجایی

و یک دست بودن منظور بعد هستند و بهاز ابتدا بی 1vو 1uطور که مشخص است مقادیرهستند؛ همان

صورتسهولت در کار به
1u  و

1v   شوند؛ همچنیننوشته میQ ،معرف بار شعاعی خارجیQ  ولفهم 

بعد تعریف شده در معادلات تعادل بر حسب با اعمال پارامترهای بی باشد.بعد بار شعاعی خارجی میبی

 (( و همچنین تعریف تغییر متغیرهای زیر:31-2تا ) (23-2های جابجایی))مولفه

(3-2) 1
 ,    ,    

i or r i r r o

r
X a X X b X X




 

 


      

 

                                                 
1 Straight Forward Expansion 
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bو شودمی اعمالن پارامتر اغتشاش در معادلات عنواپارامتر کوچکی است که به در آن که  وa  نیز

عد به بصورت معادلات تعادل بیبدین باشند.عاع داخلی و شعاع خارجی میبعد شترتیب مقادیر بیبه

 شوند:زیر بازنویسی می شکل
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(3-4) 

    

    

 

 

2 2

2 2 2 2 2 2 2 21 1

1 1 1 2 1 1 1 22 2

2

2 2 2 2 21 1 1

1 2 1 1 1 1 1 1 2

2 2 2 2 2 0

2 1 2 1 2 1

2 2 2 2 2 2 2

2 1 2 1 2 1 1

2

12 24 12

24 12 12

s s s

s s s

u u
k X k X k k X k X

X

v u v
k k k X k k k

XX

w
k k X k k X k k

X

k k X k k k k X k

       


      
 

    

     

 



  

 



 
      

 

  
      

  


 



   1 0u  

  

  

(3-5) 

 

   

  

2

2 2 2 3 2 2 2 2 2 3 2 2 0

1 2 1 1 1 2 1 2 1 1 1 1

2

3 2 2 3 3 3 3 3 2 30

2 1 2 1 2 1 2 1 1 12

2 2

3 2 2 2 2 2 2 3 20 0 0

1 2 1 2 1 2 1 12 2

2 2 2

1 1 1

2 2

3 3

2

2 2

u
k k X k X k X k X k

X

v
k X k X k k X k k X

X

v w w
k X k X k k X

X

k X k

          


        

       
 

  







  

 


     

 


       



  
     

  

  

   

   

 

2

2 2 2 3 2 2 0 0

2 1 1 1 2 1 2

2

3 2 2 2 2 3 2 2 30 0 0

1 2 1 1 2 12

3 3 3 2 3 2 2 2 3 20 0

2 1 2 1 2 1 1 2 1 2

3 2 3 30

2 1 2 1 0

2

0

w w
X k k k X

X X

w w u
k k k X k X

v w
k k X k X k k X

X

w
k k X v

X

     


      
  

         


   

 



  

  

 







 
  

  

  
     

  

 
      

 


  



  

  



 اغتشاشات یبه کمک تئور یلیحل تحل

48 

 

(3-3) 
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 حل تحلیلي به کمک تئوری اغتشاشات 

ل دلیهای مکانیک سیالات، مکانیک جامدات، حرکت و فیزیک بهبسیاری از شاخههای دقیق در راه حل

رو مهندسان، ؛ از ایناست ها و شرایط مرزی عمومی، بسیار کمهمگن بودنها، غیرخطی بودنغیر

دانان مجبورند که یک راه حل تقریبی برای مسائلی که با آن مواجه هستند، تعیین دانان و ریاضیفیزیک

مزیت . [58]این تقریب ممکن است صرفا عددی، صرفا تحلیلی یا ترکیبی از این دو تکنیک باشدکنند؛ 

ست دهند، این اهای کامپیوتری که فقط عدد میداشتن یک فرمول تقریبی برای حل، نسبت به برنامه

های نیکیان تککند. در مکه فرمول امکان بررسی نقش متغیرها و پارامترهای مختلف در حل را فراهم می

ا مختصات کوچک و بزرگ است. با باغتشاشات است که تابعی از پارامترها ، تئوری روش یک ،تحلیلی

این سری  شود.یک سری اغتشاشی بیان می ات حل کامل معادله با استفاده ازاستفاده از تئوری اغتشاش

در عی طور طبیشود که پارامتر مزبور یا بهک پارامتر)کوچک یا بزرگ( بیان میصورت بسطی شامل یبه

تئوری  .]58[شودوارد معادلات می 1طور مصنوعیر بهکه جهت راحتی کایا اینمعادله بی بعد وجود دارد 

 شود:می تعریفصورت زیر ریق بسط مستقیم، بهاغتشاشات برای معادلات تعادل از ط
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1 Book Keeping 
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(( و جدا سازی معادلات 7-3( تا )3-3بعد شده تعادل))در معادلات بی (7-3) رابطه اعمال در نتیجه با

معادلات مرتبه باشد(، ها میها به معنی توان آنبالانویس این مولفه) 1و 0هایمرتبهحاصل بر حسب 

)0O)معادلات مرتبه صفر 0که ضرایبصورت بدین  ؛شودمی حاصل صفر و یک )) 1و ضرایب  معادلات

)1O)مرتبه یک )) دهند.را تشکیل می 
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 معادلات مرتبه یک:
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(3-15) 
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 حل تحلیلي معادلات مرتبه صفر و یک 

وپل به ک با ضرایب ثابت وا مشتقات جزئی همگن معادلات مرتبه صفر شامل پنج معادله دیفرانسیل ب

. کوپل هستند دیگرهم باو سه معادله دیگر نیز  دیگریک( با 11-3( و )8-3معادلات )دیگر هستند که یک

معادلات مرتبه یک نیز شامل پنج معادله دیفرانسیل با مشتقات جزئی ناهمگن و با ضریب متغیر هستند 

ل دیگر کوپیک ( نیز با17-3( و )13-3(، )14-3( با یکدیگر و معادلات )15-3( و )13-3که معادلات )

 ها تنها به یک متغیربا تعریف بسط مثلثاتی زیر، جملات معادله این معادلات، حلمنظور هستند. به

 .کندپیدا میوابسته کاهش 
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معادلات مربوطه بر حسب ضرایب  بندیدسته( و 17-3( تا )8-3( در معادلات )18-3گذاری رابطه )یبا جا

عادلات، از م سینوسحذف سینوس و کبرابر صفر قرار دادن معادلات و و در نهایت با  کسینوسسینوس و 

 شود.ک بعدی معادلات مرتبه صفر و مرتبه یک تعادل، حاصل میشکل ی

 ک بعدی:شکل یمعادلات مرتبه صفر در 
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 ک بعدی:شکل یمعادلات مرتبه یک در 
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(3-28) 

2 2

2 200 01 10 0011

51 00 10 012 2

11 10

: 4 4 2 3

0

d w d w du dwdu
EQ X X Xw n Xv n w n

dX dX dXdX dX

v n u

      

  

  

 

ات شرایط مرزی نیز باید به ک بعدی حاصل، معادلور اعمال شرایط مرزی در معادلات یمنظهمچنین به

ک بعدی تبدیل شوند که برای این منظور تعریف جدیدحالت ی 0
cosQ Q n       برای بار

( در معادلات شرایط مرزی مانند 18-3گذاری رابطه )یو سپس با جا شودمیگرفته بعد در نظر شعاعی بی

لات ادمع صورتبدین توان استخراج نمود؛ک بعدی را میادل مرتبه صفر و یک، شرایط مرزی یمعادلات تع

 شکل زیر:به برای مرتبه صفریک بعدی شرایط مرزی 
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 .یندآمیدست در قالب روابط زیر به برای مرتبه یکیک بعدی دلات شرایط مرزی و معا
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 شود.گرفته میصورت زیر در نظر به( (23-3) تا( 12-3)حل معادلات مرتبه صفر)

(3-32)  

 
 

 

 
 

2
00 1

1 300

, cos
 exp( ) ,   

, sin

s s

i i i

is s

u X n F
V X V

Fv X n

 


 

        
      

        
  

(3-41) 
 

 

 

   
10 26

10 4

1

500

 exp( ),   i i i

i

u X F

v X V s X V F

Fw X


   
   

    
   

  

 

 

در روابط بالا iV ،بردار ویژهi
s و

i (32-3گذاری رابطه )یباشند، با جابیان کننده مقادیر ویژه می 

ود شدیگر کوپل هستند؛ یک دستگاه معادلات جبری حاصل میکه با یک (21-3و ) (12-3)در معادلات 

 شکل ماتریسی زیر نوشته خواهد شد.که به

(3-41) 
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دستگاه معادلات  ،50EQو 20EQ ،40EQ( در معادلات کوپل 41-3گذاری رابطه )یهمچنین با جا

 شود.نمایش داده میماتریسی زیر  صورتکه به آیدمی دستبهجبری دیگری 
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( باید صفر شود. با 42-3و ) (41-3صفر دترمینان ماتریس ضرایب روابط )برای وجود جواب غیر

جایگذاری m  معادله حاصل از صفر قرار دادن دترمینان ماتریس ضرایب دستگاه معادلات  در

شود که به مینیز حاصل  آید که در نتیجه مقدار ویژهدست میبه m، دو مقدار برایحل آناول و 

 شود.صورت زیر اصلاح می، حل بهیدلیل وجود مقدار ویژه تکرار

(3-43)  

 
 

 

 
 

2
00 1 1

1 2 200

, cos
 exp( ) ,   

, sin

s s

i i i

is s

u X n A X B
V X V

A X Bv X n

 


 

         
      

         
  

 

1Xو 0X( و بازنویسی معادلات دو رابطه برای11-3و ) (8-3( در معادلات )43-3با جایگذاری رابطه )

 شود.معادله جبری جدید حاصل میار ، چه

(3-44)      2 2

2 2 1 2 2 2 2 1 2 1 12 2 2 2 4B n A n B n A n A B A n B               

(3-45)   2 2

2 1 2 2 1 12 2 2B n B n         

(3-43)     2 2

2 2 2 1 1 1 2 22B A B n A n A n           

(3-47)  2 2

2 2 2 1 1 22 B B n B n        

 

( مقدار44-3با حل معادله )
1

B 2بر حسب
B دست آمده برایآید و با جایگذاری مقدار بهمیدست به

1
B ( و حل آن،45-3در رابطه ) 1مقدار

A بر حسب
2

A 2و
B مقادیر  که با قرار دادن شودحاصل می

هایو تساوی حاصل 2 1 2 2
 , BA c c  بار براییک و 2 3 2 4

 , BA c c  بار براییک  در

 شکلبه آید؛ حل کلیدست میبردار ویژه متناظر با مقدار ویژه به ،( و جمع این دو رابطه43-3رابطه )

 شود.زیر بازنویسی می صورتد که بهباش( می43-3رابطه )

(3-48) 
 

 

     

 
00 1 1 2 2 3 3

00 4 4

,  exp( ) exp( ) exp( )

, exp( )

s

s

u X c V X c V X c V X

v X c V X

   

 

    
 
   

 

 

معادله حاصل از صفر قرار دادن دترمینان ماتریس ضرایب دستگاه معادلات دوم، شش  همچنین از حل

)مقدار ویژه 1..6)is i  (، بردار 42-3دست آمده در رابطه )شود که با اعمال مقادیر ویژه بهحاصل می

ویژه i
V که متناظر با مقادیر ویژهi

s دست آوردن مقادیر ویژه و پس از به شود.حاصل می باشد،می
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صورت زیر بازنویسی که به باشد( می41-3شکل رابطه )های ویژه متناظر، حل کلی معادلات بهبرداری

 شود.می

(3-42) 
 

 

 

     

     

10

1 1 1 2 2 2 3 3 3

10

4 4 4 5 5 5 6 6 6

00

 exp( ) exp( ) exp( )

exp( ) exp( ) exp( )

u X
c V s X c V s X c V s X

v X
c V s X c V s X c V s X

w X

 
  

 
   

 

 

 

 

معادلات اول و سوم مرتبه یک)
11EQ 31وEQدلیل ناهمگن بودن، دارای دو حل عمومی و خصوصی ( به

معادلات دوم، چهارم و آید. دست میها بهباشند که با جمع حل عمومی و خصوصی جواب کلی آنمی

( نیز مانند معادلات مرتبه صفر همگن هستند و حلی مشابه 51EQو 21EQ ،41EQپنجم مرتبه یک)

یگر د سه معادلهبه حل شود و سپس دارند. بدین ترتیب، ابتدا حل معادلات اول و سوم تعادل بررسی می

 شود.می پرداخته

 باشند.صورت روابط زیر میتیب، بهتربخش همگن معادلات اول و سوم مرتبه یک به

(3-51)  
2

201 01

11 2 1 2 012
_ 2 2 2

d u dv
EQ H n n u

dXdX
       

(3-51)  
2

201 01

31 2 2 1 012
_

d v du
EQ H n n v

dXdX
       

 

 بخش همگن مرتبه یک با بخش همگن مرتبه صفر یکسان است؛ بنابراین حل آن نیز مشابه قبل است.

خصوصی معادلاتحل 
11EQ 31وEQ شود.شکل در نظر گرفته مینیز به 

(3-52) 
 

 
   

 

 

3 2
2

4 3 2 101

3 2
101 4 3 2 1

[ ] [ ] [ ] [ ]
 exp( ),   

[ ] [ ] [ ] [ ]
i i

i

a i X a i X a i X a iu X
V X V

v X b i X b i X b i X b i




       
    

        

 
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مقدار ویژه و (،52-3در رابطه ) iV باشند، همچنینهای ویژه میبردار
1 2 3 4, , ,a a a a و

1 2 3 4, , ,b b b b 

دست آمده در حل همگن نیز مقادیر ثابت هستند؛ مقادیر ویژه برای حل خصوصی، همان مقادیر به

 باشند.می

( در روابط 52-3رابطه )در  های در نظر گرفته شدهحل
11EQ  31وEQ شود و برای مقادیرگذاری مییجا

i 1شود؛ برایصورت جداگانه حل میدستگاه معادلات بهi    دستگاه معادلات بر حسب ضریب نمایی ،

معادلات Xe  3نوشته شده، سپس معادلات حاصل ابتدا برحسب ضرایبX شوند که نوشته و حل می

 2Xشوند، در مرحله بعد معادلات برحسب ضرایببر حسب یکدیگر حاصل می a[1]4و b[1]4مقادیر

 b[1]4شوند که مقدارحل می b[1]4شود و معادلات برایگذاری مییشوند، حل قبلی جادست آورده میبه

های شود و حلمرتب می 1Xشوند؛ حال معادلات بر حسب ضرایبحاصل می b[1]3و a[1]3برحسب

 b[1]2و b[1]3شوند کهحل می b[1]2و b[1]3و معادلات برای شوندگذاری مییحاصل از دو مرحله قبل جا

شوند و با بازنویسی می 0Xبار معادلات برحسب ضرایبشوند؛ اینحاصل می a[1]3و a[1]2برحسب

بر حسب a[1]3و a[1]2شوند کهحل می a[1]3و a[1]2های قبلی معادلات برای مقادیرجایگذاری حل

1[1]a [1]1وb شوند و گذاری میی( جا52-3دست آمده در رابطه )های بهآیند؛ در انتها حلدست میبه

با اعمال
1[1] 0b  و

1[1] 0a (جواب کلی برای مقداربا توجه به بی تاثیر بودن در رابطه )1i   حاصل

2iشود؛ برایمی  نیز دستگاه معادلات بر حسب ضریب نمایی  معادلات Xe   نوشته شده و

1,2iدست آمده برای دو مقدارشود. در نهایت با جمع نمودن مقادیر بهصورت مشابه عمل میبه  ،

 گردد.ردد. حل کلی معادلات نیز با جمع حل خصوصی و عمومی حاصل میگحل خصوصی تکمیل می

نیز مشابه حل بخش همگن معادلات یک و سه مرتبه یک معادلات دو، چهار و پنج مرتبه دستگاه حل 

 .شوددر نظر گرفته مییک 

)Oتعادل)معادلات  ، مرتبه(7-3) ذکر است که با افزایش تعداد جملات رابطهلازم به ),  n=0,1,2,3...n

یز معادلات مرتبه بالاتر ن های ارائه شده در مرتبه صفر و یک،مشابه حل ینیز افزایش یافته که با روش(

 شوند.حل می
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 بندیجمع 

معادلات  بعدحل معادلات تعادل به روش تحلیلی بود که ابتدا با تعریف پارامترهای بی ،هدف در این فصل

عادلات مسپس با تعریف بسط مستقیم از تئوری اغتششات  ؛بعد شدندبی ،تعادل استخراج شده از فصل دو

 ککه معادلات مرتبه صفر همگن و معادلات مرتبه یتقسیم شدند به دو بخش مرتبه صفر و یک  تعادل

 های تحلیلی حل شدند.جداگانه با روشکه در نهایت  ناهمگن بودند
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 مقدمه 

و انواع  DQروش  ؛دگردبررسی می DQبا استفاده از روش  عددی معادلات پایداری حلدر این فصل 

شود. همچنین یک دستگاه معادلات ساده با های اعمال شرایط مرزی در این روش شرح داده میروش

 شود.نحوه عملکرد این روش، حل میمنظور آشنایی بیشتر با روش مذکور به

  (DQM)يدیفرانسیل مربعات روش 

این روش توسط ریچارد مرزی است. مقدار اولیه و یا مقدار یک روش حل عددی برای مسائل  DQروش 

مان، این روش با موفقیت در میلادی توسعه یافت و از آن ز 71در اوایل دهه  و همکاران 1ارنست بلمن

ده . روش پیش بینی شه استهای مختلف علوم مهندسی و علوم فیزیکی مورد استفاده قرار گرفتزمینه

دود و مح تفاضلاتمتعارف مانند عددی های حل عنوان جایگزین بالقوه از تکنیکهآن بطرفداران  توسط

 های المان محدود است.روش

های جدید برای محاسبات سریع، تحقیق در زمینه توسعه روش هایدر کنار پیشرفت فزاینده ماشین

سازی بسیاری از عنوان مثال، شبیه. بهاست گسترشنیز در حال  مهندسیو علوم در  سائلحل عددی م

 تر از معادلات مدل ریاضی سیستم دارد.حل عددی بسیار سریعنیاز به راه اغلب های دینامیکیسیستم

سازی بزرگ مثال دیگر فرایند طراحی کامپیوتری است که در آن پایگاه داده اغلب نیاز به ذخیره

داشته  تریت کمممکن است دق درونی برای پارامترهای طراحی عملی، هایکامپیوتری دارد و دستکاری

امکان  سیستم، همچنین زمان زیادی صرف کند. در چنین مواردی، راه حل سریع عددی معادلاتباشد و 

یک روش کاربردی  DQ روش .کندتحلیل و طراحی دقیق و کارآمد در زمان واقعی را فراهم می ،تجزیه

نیک اکهای حمل و نقل، مکانیک سیالات، معلوم بیولوژیکی، فرآیند های مختلف از قبیلحوزهدر است که 

                                                 
1 Richard Ernest Bellman 
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 ادعا شده .شودمی استفاده ساختاری استاتیک و دینامیکی، استاتیک ایروالاستیک و مکانیک روانکاری

 .[59]اقل تلاش محاسباتی داردهای بسیار دقیق، با حدحلتوانایی تولید راه DQ روشاست که 

 

 طریق یک ازدنبال تغییر طور کلی بهبه ،مرزیمقدار اولیه و یا مقدار های عددی برای حل مسائل روش

طور مستقیم گسسته معادلات دیفرانسیل به ، DQدر روش باشند. ی میانتگرال یا یدیفرانسیلفرمول 

شود ای تقسیم بندی میدامنه مساله به یک سری نقاط گره صورت که ابتداشوند؛ بدینسازی و حل می

یر وع ضرایب وزنی مقادممجصورت به دیفرانسیلعادله های موجود در مو سپس مشتقات جزئی یا انتگرال

 .[59]شودتابع در تمام نقاط گسسته در آن جهت تقریب زده می

تابع  ، DQروش  ریاضی منظور آشنایی با اساسبه ,x y 0را در یک دامنه مستطیلی X a  و

0 y b  .ه از نقاط نمونداده شده، مقادیر تابع در یک شبکه  در دامنه شودفرض می در نظر بگیرید

نشان داده شده، با  (1-4)در شکل طور که همان، طوری کهبه ،هستند ، مشخصبرداری شناخته شده

قرار دادن
x

N وy
N ترتیب در جهتنقطه، بهx وy ،یک مشتق  سپس آید.دست میبه شبکه مد نظر

از تابع ،rو مرتبه xجزئی نسبت به ,x y در نقطهix x در امتداد هر خط 
iy y(  موازی با

 .شودصورت زیر نوشته میبه (،xمحور

(4-1) 
1

( )

1

;    1,2,...,
r N

r

ik kj xr
Kx x

A i N
x







 


 

 

در یک نقطه گسسته،  sو مرتبه yیک مشتق جزئی نسبت به همچنین
iy y در امتداد هر خط

ix x موازی با محورx شود خواهدصورت زیر نوشته ، به. 

(4-2) 
1

( )

1

;    1,2,...,
yNs

s

jl il ys
ly y

B j N
y







 


 

 

)که طوریبه )r

ik
A و s

ilB همچنین و مناسب هستند ، ضرایب وزنی ,
ij i j

x y  باشد.می 
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 [60]بندی در دامنه مستطیلیشبکه 

 

د نکنیبیان م گسسته از دامنه تابع اطدر نق را برای مشتقات تابع مربعات(، قوانین 2-4( و )1-4معادلات )

ضرایب وزنی مشخص ، نخست باید  DQبسیار اساسی است. برای اجرای روش  ، DQ برای روش که

ن توابع عنوا با توابع تقریب انجام داد. قریب توابع در جهت مختصات مربوطهتوان با تمیاین کار را  ؛شود

عنوان هب ییاببع تست، مشابه انتخاب توابع درونالزام اولیه برای انتخاب توا ؛شوندتست نیز شناخته می

 است.در تجزیه و تحلیل اجزای محدود ضروری  نیازیک 

پذیری تا  مشتقیرهای زمینه را نشان دهد و دارای های یکنواخت ممکن از متغحالت توابع تست باید

 اگرچه برای انتخاب توابع تست باشد. ر شده در معادله دیفرانسیل حاکمبالاترین مرتبه مشق ظاه

 بنابراین تابع ؛باشدای میجملهرین آن توابع تست چندتهای متفاوتی وجود دارد، مناسبگزینه

 ,x y بیان کردصورت زیر توان بهرا می. 

(4-3)      ,x y F x G y  

 

که در این رابطه F x و G yترتیب در جهت، توابع تست بهx وy طوری که:باشند، بهمی 

(4-4)   1   ;   =1,2,..., xF x x N  

(4-5)   1   ;   =1,2,..., yG y y N  
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دست به 1سیستم معادلات وندرموند(، 2-4( و )1-4( در معادلات )5-4) تا( 3-4گذاری معادلات )با جای

 .آیدمی

(4-3)    1 ( ) 1

1

;   , =1,2,...,
x

i

N r
r

k ik xr
k x x

x A x i N
x

   

 





 

(4-7)    1 ( ) 1

1

;    , =1,2,...,
y

j

N s
s

l jl ys
k

y y

y B y j N
y

   








 

 

(، برای هر مشتقی که مرتبه 5-4( و )4-4کاملا واضح است که برای توابع تست به این شکل، معادلات )

 باشند. از عبارت مذکور مشخص استآن بزرگتر یا مساوی تعداد نقاط شبکه باشد، ضرایب وزنی صفر می

x (که ضرایب وزنی مشتق r

ikAتنها به نقاط شبکه ،)   ,  1, 2,...,i xx i N  0در بازه X a  

y (طور مشابه، ضرایب وزنی مشتقبه. بستگی دارد s

ilB)نقاط شبکه به ، تنها   ,  1, 2,...,i yy i N 

0در بازه  y b   که است الزامی ((2-4( و )1-4معادله ))مربعاتبستگی دارد. بنابراین در قوانین، 

هیچ محدودیتی وجود  ،با این حال باشند؛ 2، همترازyو xهایزهای متغیر دامنه میدان با محورمر

این معادلات تنها برای دستگاه دکارتی قابل استفاده ؛ یعنی دکارتی باشند ،ندارد که محورهای مرجع

توان یم بنابراین، برای مثالنیز قابل استفاده هستند؛ محور مرجع مورب و منحنی  بلکه برای ،نیستند

-4)ل)شک یک دامنه متوازی الاضلاع ضرایب وزنی مشتقات نسبت به مختصات مورب برای استفاده در

دست هب را نیز (ب-(2-4)ای از قطاع دایره )شکلات نسبت به مختصات قطبی در دامنهو مشتق الف(-(2

 آورد.

                                                 
1 Vandermonde 

2 Aligned 
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 (الف)

 

 (ب)

 

 [61]بندی مربعات، در دامنه متوازی الاضلاع)الف( و در دامنه قطاعی، مدور و متحدالمرکز)ب(شبکه 

 

 .صورت ماتریسی زیر بازنویسی کرد( را به1-4توان معادله )می مربعاتبا توجه به قوانین 

(4-8) ( ) ( ){ } [ ]{ }r r

x j jA  

 

طوری کهبه 
j

 و ( )r

x
j

 بردار ستونی مقادیرترتیببه ،
xN مربوط به هر تابع و مشتق مرتبهr  آن

واقع بر خط شبکه در نقاطکه  باشندمی
jy y همچنینروندکار میبه . ، r

A 
 

x ماتریس  xN N 

 دیفرانسیل: با توجه به تعریف عملگربر این، علاوه باشد.می rمرتبه ط به مشتقوضرایب وزنی مرب

(4-2) 
( 1) ( 1)

( 1) ( 1)

r r r

r r rx xx x x

   

 

      
    
      

 

 

 شکل زیر نوشت.( را به1-4توان معادله )می

(4-11) ( ) ( 1) ( 1) (1)

1 1 1 1

x x x x

i

N N N Nr
l r r

ik km mj ik km mjr
k m k mx x

A A A A
x

 

   

 
   


    

 

 دستبه( رابطه بازگشتی زیر را برای ضرایب وزنی 11-4( و )8-4توان از روابط )راحتی میبدین ترتیب به

 آورد.

(4-11) ( ) (1) ( 1) ( 1) (1)r r rA A A A A                     
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A(1)با داشتن ماتریس( 11-4با توجه به رابطه )   توان ه ضرایب وزنی مشتق مرتبه اول، میمربوط ب

A(1)به بالا را با ضرب متوالی ماتریسضرایب وزنی مشتقات مرت    معادلات دست آورد. بهدر خودش

هستند. معادلات برای مشتقات جزئی نسبت به x( مربوط به مشتقات جزئی نسبت به11-4( تا )4-8)

yشوند، با روشی مشابه محاسبه می. 

از تابع xیرمربعات برای انتگرال نسبت به متغقوانین  ,x y روی هر خط
jy yصورت زیر ، به

 است.

(4-12) 
0

1

( , )
xN

a

j k kj
x

k

x y dx C




   

 

ixروی هر خط yو برای انتگرال نسبت به x صورت زیر است.نیز، به 

(4-13) 
0

1

( , )
yN

b

i l il
y

l

x y dy D




   

 

ترتیب ضرایب وزنی ، بهlDو kCانتگرال مربعات هستند؛ که در آن قوانین (13-4( و )12-4معادلات )

( 13-4( و )12-4( در معادلات )5-4( تا )3-4) عمال روابطهستند. با ا yو xبرای انتگرال در راستای

 آید.دست میروابط زیر به

(4-14)  1

1

;    =1,2,...,
xN

k k x

k

a
x C N


 







 

(4-15)  1

1

;    =1,2,...,
yN

l l y

l

b
y D N


 







 

 

است، ممکن است برای ( بیان شده 15-4( و )14-4، )(2-4، )(1-4قوانین مربعات که در معادلات )

 .های خطی از مشتق و انتگرال توابع نیز مورد استفاده قرار گیردترکیب

 



 (DQM)یلیفرانسیروش مربعات د

33 

 

 

باشد. می انتخاب نقاط نمونه برداری ، دقت ضرایب وزنی و DQ روش دو عامل بسیار مهم در دقت حل

( با استفاده 15-4( و )14-4، )(7-4، )(3-4توان با حل سیستم معادلات وندرموند مانند، معادلات )می

 دهد ضرایبدر حقیقت تجربه نشان میمعمول، ضرایب وزنی را بدست آورد؛  کننده معادلات خطیاز حل

ی با افزایش تعداد نقاط شبکه با خطای بیشتر آینددست میمعادلات وندرموند بهوزنی که با حل مستقیم 

 صورت مستقیم و با دقتینظر از تعداد و نقاط شبکه، بهشوند. ضرایب وزنی ممکن است صرفمواجه می

 محاسبه شوند. در اینجا این فرمول 2و شو و ریچارد 1کوان و چانگفرمول صریح ا استفاده از خوب، ب

ها به روشی مشابه محاسبه مول، فرyرارائه شده است. و برای متغی xیربسیار مفید تنها نسبت به متغ

 شود.صورت زیر بیان میضرایب وزنی مشتق مرتبه اول به ماتریسقطری های غیرگردد. درایهمی

(4-13) 1 ( )
 ;   , =1,2,...,  ,   

( ) ( )

i
ik x

i k k

x
A i k N k i

x x x


 

 
  

 

 طوری که:به

(4-17)    
1, 1,

( )  ,   (x )=
x xN N

i i k k

i k

x x x x x 

      

      

 

ابطه ردوم و بالاتر نیز با استفاده از  قطری ماتریس ضرایب وزنی مربوط به مشتق مرتبههای غیردرایه

 شود.می بازگشتی زیر محاسبه

(4-18)  
( 1)

( ) ( 1) 1  ;   , =1,2,...,  , k i,   2 1
r

r r ik
ik ii ik x x

i k

A
A A A i k N r N

x x



 
      

 
  

 
 شود.زیر نوشته می شکلی قطری ماتریس ضرایب وزنی نیز بههادرایه

(4-12)  ( ) ( )

1,

 ;   , =1,2,..., ,    1 1
xN

r r

ii i x x

i

A A i k N r N
  

      

 

                                                 
1 Quan And Chang 

2 Shu And Richards 
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توان ضرایب وزنی مشتق مرتبه دوم و ذکر است که با داشتن ضرایب وزنی مشتق مرتبه اول، میلازم به

صورت محاسبه ضریب وزنی با این رابطه در هر دست آورد.( به11-4رابطه بازگشتی )بالاتر را از طریق 

شامل
x

N ضرب و 1
x

N  باشد که در مجموعجمع می 2 1
x

N   عملیات محاسباتی بایستی انجام

؛ یعنی در باشدمی تفریقشامل دو ضرب، یک تقسیم و یک ( 18-4شود. از طرف دیگر رابطه بازگشتی )

قطری لازم است که این تعداد دست آوردن هر ضریب وزنی غیری بهمجموع چهار عملیات محاسباتی برا

عملیات مستقل از
xN ( شامل 12-4باشد. همچنین محاسبه ضرایب وزنی قطری از معادله )می

 2
x

N  ( بسیار کم12-4( و )18-4تفریق است. بنابراین مجموع عملیات محاسباتی در معادلات ) تر

ر کردن دعلت کاهش خطای گردبا افزایش تعداد نقاط شبکه و به باشد. در نتیجه( می11-4از معادله )

 باشند.( از دقت بیشتری برخوردار می11-4(، این معادلات نسبت به معادله )12-4( و )18-4معادلات )

ترین روش برای انتخاب نقاط دقت در دامنه محاسباتی، انتخاب نقاط دقت با فاصله برابر در راستای راحت

 .باشدمیزیر صورت روابط مختصات دامنه محاسباتی است که به

(4-21) 1
 ;  i=1,2,...,N

1
i x

x

i
x a

N





 

(4-21) 1
 ;  i=1,2,...,N

1
i y

y

i
y b

N





 

 

یکنواخت نقاط نشان داده شده است که توزیع غیر حالاینبا  باشند؛می yو xترتیب در راستایکه به

ست ادهد. اگرچه چنین نقاطی ممکن نتایج بهتری را نسبت به نقاط دقت با فاصله مساوی می ،دقت

 ای متعامد نتیجهاز صفرهای چندجمله شوند، اما اساس منطقی نقاط شبکهصورت آزمایشی انتخاب به

 .[61]شرح زیر بیان کردتوان بهرا می دقتبرخی از انواع توزیع نقاط شود. می

 ای چبیشف نوع اول:جملههای چند.  ریشه1

(4-22) 1

1

2 1
,    z cos ,    =1,2,...,

2
x

i
i i x

N x

z z i
X i N

z z N


   
        

 

 

 ای چبیشف نوع دوم:جملههای چند.  ریشه2
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(4-23) 1

1

,    z cos ,    =1,2,...,
1

x

i
i i x

N x

z z i
X i N

z z N

 
   

  
 

 

 ای نوع لژاندر:جملههای چند.  ریشه3

(4-24) 1

2 3

1

1 1 4 1
,    z 1 cos ,    =1,2,...,

4 28 8
x

i
i i x

N xx x

z z i
X i N

z z NN N


    
      

   
 

 

 .  توزیع نقاط نمونه درجه دوم:4

(4-25) 

2

2

11
2 ,    =1,2,...,

1 2

11 1
2 4 1,    = +1,...,  

1 1 2

x

i

x

x

Ni
i

N
X

Ni i
i N

N N

  
  

 
 

      
              

 

 

 لباتو:-گاوس-.  نقاط نمونه چبیشف5

(4-23) 
1

1 cos
1

,    =1,2,...,
2

x

i x

i

N
X i N


 

  
 

 

 

 باشد.های ذکر شده مینیز توزیع نقاط دقت مشابه فرمول yدر راستای

 

، استفاده از روش دقیق برای اعمال شرایط DQهای کلیدی برای  موفقیت در کاربرد روش یکی از گام

یک شرط مرزی در هر نقطه مرزی باید مرزی است. برای معادلات دیفرانسیل معمولی مرتبه دوم، تنها 

برای ارضای شرایط مرزی با قرار دادن شرایط مرزی گسسته  DQارضا شود. انجام این کار توسط روش 

در نقاط مرزی، آسان است. با این حال برای معادلات دیفرانسیل مرتبه بالاتر، شرایط مرزی چندگانه باید 

های مطمئن و دست آوردن راه حلایط مرزی برای بهدر هر نقطه مرزی اعمال شود. روش ارضای شر

 .مهم است DQ روش دقیق با استفاده از
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های مختلفی برای اعمال شرایط مرزی چندگانه پیشنهاد شده ، روشDQبرای کاربردهای موفق از روش 

 .[62]شودطور خلاصه پرداخته میها بهشوند و به برخی از آنمی معرفیها است؛ در ادامه این روش

 رویكرد -الف

کار ، به DQنخستین روشی است که برای اعمال شرایط مرزی چندگانه با استفاده از روش  روش

1Nو 2های، شبکهرود. در روشمی  و 1 هایعنوان نقاط مرزی در کنار شبکهنیز بهN  دیده

1Nو  Nهای)یا شبکه 2و 1 هایشوند. شبکهمی  بسیار کم( با فاصلهL در مقایسه با طول تیر

L یا در نقاط 2و 1ترتیب در نقاطرط مرزی بهند. این دو شاشده ، از یکدیگر جداN  1وN   اعمال

ر برود. اکتواند برای تمام ترکیبات شرایط مرزی بهبرای برنامه نویسی ساده است و می روش شوند.می

 وابسته به مساله است. معمولا آن این است که روش بسیار دقیقی نیست و گاهی صبا این حال نق

0مقدار به  شود.تنظیم می .001

 رویكرد معادله جایگزین -ب

 (کندطور مستقیم شرایط مرزی را با معادلات حاکم کوپل میبه) 1CBCGEروش معادله جایگزین یا 

مربعات دیفرانسیل معمولا در های جملهاست. در این روش یکی از دو شرط مرزی در  شبیه روش

1Nو 2نقطه درونی نزدیک نقطه مرزی، یعنی در نقاط  عبارتی دیگر، معادله شود؛ بهقرار داده می

1Nو 2حاکم بر حسب مربعات دیفرانسیل در نقاط  وسیله شرایط گیرد اما بهرد استفاده قرار نمیمو

 شود.مرزی جایگزین می

تواند است؛ برنامه نویسی برای آن ساده است و همچنین می جایی که این روش مشابه با روشآناز 

ار این روش این است که بسی اده قرار گیرد. با این حال، ایرادبرای تمام ترکیبات شرایط مرزی مورد استف

ش وسیله روخاص نیست. اگر شرایط مرزی چندگانه به مسائلدقیق و حساس به فاصله شبکه برای 

                                                 
1 Directly Coupling the Boundary Conditions With the 

Governing Equations 
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توان است. بنابراین می 1ترکیبی-های تلفیقیروشمعادل با  DQمعادله جایگزین اعمال شوند؛ روش 

 ،دهد که دقت راه حلدی نشان مییکی از دو معادله مرزی را در هر نقطه درونی قرار داد. تجربه عد

زمانی بالاتر است که معادلات مرزی در نقطه درونی نزدیک نقطه مرزی قرار داده شود. تفاوت روش 

1N)یا 2است که ضروری نیست که نقطهاین معادله جایگزین با روش )  یا 1نقطهبا(N فاصله )

، اندازه روشنشان داده است که دقت این روش بهداشته باشد. نتایج منتشر شده  Lبه مقدار

 خوب نیست. های آزادخصوص برای مسائل ورق با گوشهبه

 روش تغییر ضرایب وزني یک -ت

طور مستقیم اعمال کرد؛ یکی از دو توان در نقطه مرزی بهجایی که تنها یک شرط مرزی را میاز آن

شود. این روش، روش ساخته می های بالاترتقات مرتبهدر زمان محاسبه ضرایب وزنی مش ،شرط مرزی

دهد اگر تعداد . تجربه عددی نشان میشودنامیده می MMCW-1 طور سادهیا به یک تغییر ضرایب وزنی

 ( کوچک باشد؛ این روش نسبت به دو روش قبل، از دقت بیشتری برخوردار است. Nکل نقاط شبکه)

ز تر اک بعدی یا دوبعدی ساده است و دقیقنویسی در هر دو مساله یای برنامهبر MMCW-1همچنین 

ا مرز بو تیرهای گیردار -گیردار تواند برای تیرکه این روش نمیاست دو روش قبل است. اما عیب آن این

 آزاد مورد استفاده قرار گیرد.

 GDQRیا  DQEMروش  -ث

 ، همچنین گسترشاعمال شرایط مرزی چندگانه در مسائل تیرهای نازک و ورق منظور غلبه بر سختیبه

( در نقاط مرزی مورد استفاده قرار DOFsدرجات مختلفی از آزادی)، DQرنج کاربرد روش مرسوم 

برابر با شرایط مرزی است. این روش، روش المان مربعات  درجات آزادیگیرند. تعداد می

                                                 
1 Mixed Collocation Methods 
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این روش شود. ( نامیده میGDQR)2یافته( یا قانون مربعات دیفرانسیل تعمیمDQEM)1دیفرانسیل

 کار رود.های بیشتر بهتواند برای تجزیه و تحلیل مسائل ساختاری با المانمی

 دیبنساده نیست؛ بعلاوه، در این فرمول انند سه روش قبل برنامه نویسی آنعیب این روش این است که م

ت که ذکر استر است. لازم بهبسیار پیچیده، DQنسبت به روش مرسوم  ، محاسبه ضرایب وزنیصریح

DQEM  دامنه کاربردDQM حلیل تیرها با سطح مقطع تواند برای تجزیه و تدهد؛ زیرا میرا گسترش می

 ی تیرها مورد استفاده قرار گیرد.، تحت بارهای توزیع شده ناپیوسته و حتی مسائل ساختار3ناپیوسته

 (MMCW-2)دو روش تغییر ضرایب وزني -ج

تواند برای تمامی ترکیبات شرایط مرزی مورد استفاده اما نمیساده و دقیق است  MMCW-1که با این

توان برای ( را میGDQRیا  DQEMقرار بگیرد؛ از سوی دیگر، اگر چه روش درجات چندگانه آزادی)

 ؛ زیرا چندمرسوم است MDQمتفاوت از  DQEMتمام ترکیبات شرایط مرزی مورد استفاده قرار داد؛ اما 

گیرند. ترکیب این دو ایده، روش در تعیین ضرایب وزنی مورد استفاده قرار می 4های نوع هرمیتایجمله

این روش،  زاده ارائه شده است.ککند که توسط کریمی و ملجدیدی برای اعمال شرایط مرزی ایجاد می

MMCW-2 توان در این روش اعمال تمام ترکیبات شرایط مرزی  را بدون مشکل می شود.نامیده می

یاز ن خصوص برای مسائل دوبعدینویسی در این روش نیز ممکن است به تلاش بیشتری، بهمهکرد؛ برنا

 داشته باشد.

 (MMCW-3)سه روش تغییر ضرایب وزني -ح

MMCW-3 روش یک ورژن جدید از DQ شود؛ یا روش مربعات دیفرانسیل اصلاح شده، نامیده می

 درجات آزادیاست، زیرا  MMCW-2. این روش مشابه باشدمینیز  MMCW-1همچنین یک توسعه از 

                                                 
1 Differential Quadrature Element Method 

2 Generalized Differential Quadrature Rule 

3 Discontinuous Cross-Sectional Area 

4 Hermite-Type Polynomials 



 یداریمعادلات پا یحل عدد

72 

 

شوند. تفاوت اساسی جات بالاتر ضرایب وزنی، معرفی میهای دربندی مشتقاضافه در طول فرمول

MMCW-3  ازMMCW-2  اضافه است. درجات آزادیدر 

MMCW-3 روش توان به آسانی بهرا می DQE  تعمیم داد. تفاوت عمدهMMCW-3 روش از DQE  یا

GDQR ضرایب وزنی های مختلف مختلفی برای مشخص کردن مشتق هایایاین است که چندجمله

 د.گیرمورد استفاده قرار می

 

هایی دیگر روش نیز از  DQM-LAیا  1و روش نقطه مرزی مجازی  MMCW  ،5-MMCW-4های روش

 ها بهره برد.توان برای اعمال شرایط مزی چندگانه از آنهستند که می

 در پیوست آورده شده است. DQروش یک نمونه دستگاه معادلات حل شده به

 پایداری حل عددی معادلات 

و  (1-3) هایتوجه به رابطهبا شوند. در این بخش معادلات پایداری با روش مربعات دیفرانسیل حل می

 آیند:دست میصورت زیر بهبعد پایداری به، معادلات بی(3-2)

(4-27) 
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1 Virtual Boundary Piont Method 
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(4-28) 
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(4-22) 
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(4-31) 
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 باشد.هم با ضریب متغیر می، شامل پنج معادله خطی کوپل بهکه این معادلات

 

رابطه )مثلثاتی مشابه روش ارائه شده در فصل سوم بسطبرای حل معادلات پایداری، ابتدا این معادلات با 

( که به 32-4( و )31-4های )منظور این اقدام، بسطشوند که بهک بعدی نوشته می، به شکل ی((3-17)

 شوند.میباشند؛ تعریف های پایداری میهای تعادل و مولفهترتیب مربوط به مولفه

(4-31) 
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 ند.باشپایداری می  هایهای تعادل و بالاوند یک بیان کننده مولفهبالاوند صفر بیان کننده مولفه

(4-32) 
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 با هم برابر نیستند. nو mکه باید توجه داشت

( تا 27-4( در معادلات پایداری))32-4( و )31-4های تعریف شده )بسط حل معادلات تعادل وبا اعمال 

و با ضرب هر کدام از معادلات یکبار در (4-31) cos m   و یکبار در sin m   گیری و انتگرال

نسبت به   ، معادلات پایداری ساده شده و قابل حل به روشDQ آید که در نهایت با دست می، به

 گردند.صورت عددی و با روش مربعات دیفرانسیل حل می( به3-4ارائه شده در بخش ) توضیحات

 بعدی: کمعادلات پایداری در شکل ی

(4-33) 
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(4-34) 
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( در 32-4( و )31-4های تعریف شده )بسط وحل معادلات تعادل با اعمال  طرز مشابه،به همچنین

معادلات شرایط مرزی پایداری و با ضرب هر کدام از معادلات یکبار در cos m   و یکبار در

 sin m   گیری نسبت بهو انتگرال   ، ساده شده نیز بعدی و  کیمعادلات شرایط مرزی پایداری

 گردد.استخراج می

 معادلات شرایط مرزی پایداری:

(4-35) 
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(4-33) 
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 میانگین(حل تحلیلي معادلات پایداری)روش  

و دارای  هستندک بعدی ( که معادلات پایداری در شکل ی34-4)( تا 33-4در این روش معادلات )

استفاده از روش تحلیلی ارائه شده در فصل سوم حل  ر و باحذف ضرایب متغی باشند بایر میضرایب متغ

(، ضریب  Xمعادلات)ر ه سازی معادلات و حذف ضرایب متغیمنظور سادشوند؛ بدین صورت که بهمی

))هر معادلههای مولفه )T X ) صورت زیر بهاین متوسط شود که مقدار با متوسط خود جایگزین می

 شود.تعریف می

(4-37)  
1

 ,   ( ) ,

b

a

T X dx X a b
b a

 
 

  
 

 

باشند؛ تنها با این تفاوت که مقدار ضریب می( 33-4( تا )33-4صورت معادلات )معادلات متوسط نیز به

 ها، ثابت است.مولفه

ه راحتی بشود و بهصورت همگن استخراج میو به ش معادلات پایداری با ضریب ثابتبه کمک این رو

 شوند.حل می ((،41-3( و )32-3ارائه شده در فصل سوم)) تحلیلی کمک روش

 هابا تئوری کلاسیک ورق تعیین بار کمانش 

 :ست ازا ای در مختصات کارتزین عبارتصفحهمعادله حاکم بر ورق تحت بار درون

(4-38) 
2 2 2

4

2 2

1
x y xy

w w w
w P N N N

D x yx y

   
     

   
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 و در مختصات قطبی:

(4-32) 
2 2

2 2

w w

x r

 


 
 

(4-41) 
2 2

2 2 2

1 1w w w

r ry r 

  
 

 
 

 

 آید:دست میشکل زیر بهمعادله حاکم بهو 

(4-41) 
2 2

4

2 2 2

1 1 1
r

w w w
w N N

D r rr r




    
         

 

 

که
r

N وN 
 در راستای شعاعی و محیطی هستند. ایصفحهترتیب نیروهای درونبه 

ود. شای به ورق وارد نصفحهو بار برشی درون رابطه فوق با این فرض است که نیروی عرضی گسترده

ورق حلقوی با شعاع داخلی( برای یک 41-4رابطه )
i

r و شعاع خارجیo
r که تحت فشار خارجی

0 1
cos( )P P n   شود.است، حل می 

له دای در یک رینگ، از حل معاصفحهدرونهای بر اساس روابط تئوری الاستیسیته، برای تعیین تنش

 تفاده کرد:توان اسسازگاری می

(4-42) 
2 2 2 2

4

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
0    0

r r r rr r r r

  


 

       
         

      
 

 

 شود:صورت زیر تعریف میتابع تنش است. شرایط مرزی نیز به در این رابطه که

(4-43) 
1

  0 ,   0

  cos(n ) ,   0

:

:

i r r

o r r

r

r P





 

  

 

   
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صورتتابع تنش به   , cos( )r g r n    شود؛ با جایگزینی این تعریف در در نظر گرفته می

 شود:(، نتیجه می42-4رابطه )

(4-44) 
2 2 2 2

2 2 2 2

1 1
0

d d n d g dg n
g

r dr r drdr r dr r

  
      

  
 

 

2n، شکل خاصی خواهد داشت، برای  nحل این معادله به ازای هر  :حل معادله به صورت زیراست 

(4-45)   2 43

1 2 42

C
g r C C r C r

r
    

 

فوق در رابطه
4 3 2 1
, , ,C C C C ( (، ثابت43-4ثابت هستند. با اعمال شرایط مرزی)رابطه)دست های حل به

 ها عبارتند از:آیند. مقادیر تنشمی

(4-43)  1 4

2 2 4

4 6
2 2cos

r

C C
C

r r
 

 
     
 

 

(4-47)  2 4

2 3 4

6
2 12 2cos

C
C C r

r
 

 
    
 

 

 

 عبارتند از: های تنشمنتجهو مقادیر 

(4-48)  ,    
r r

N h N h      

 

صورتشود. حل معادله حاصل به( جایگزین می41-4(( در رابطه )48-4های تنش)رابطه )منتجه

 cos( )N f r m   شود؛ سپس طرفین معادله دردر نظر گرفته شده و جایگزین میcos( )m  

0ضرب شده و در بازه 2   شود؛ در نتیجه یک معادله دیفرانسیل معمولی با انتگرال گیری می

آید. این معادله همگن است و جواب آن صفر است ولی به ازای برخی مقادیردست میضرایب متغیر به
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1
Pه معادل جواب غیر صفر داشته باشد. برای تعیین مقدار ویژه،تواند )که مقدار ویژه معادله است( می

. نتایج یب متغیر قبلا توضیح داده شدشود. روند حل معادله خطی با ضراحل می DQ حاصل با روش

CPT  باFSDT .مقایسه خواهد شد 

 بندیجمع 

های اعمال شرایط مرزی در این روش، به تفصیل مورد بحث و انواع روش DQابتدا روش  در این فصل

ی آورده شد؛ معادلات پایدار در پیوستمثال  عنوانگاه معادله دیفرانسیل بهقرار گرفت؛ سپس یک دست

پایداری به روش سازی شدند و در نهایت حل تحلیلی معادلات ساده DQبرای حل با روش عددی 

میانگین ارائه شد



 

 

 

 

 

 

 

 بررسی نتایج
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 مقدمه 

های گذشته مورد بررسی قرار ه شده در فصلهای تحلیلی و عددی ارائصل از روشدر این فصل نتایج حا

سازی حل مورد نظر در نرم افزار آباکوس، در قالب و شبیه های معتبرمقالهگیرد و با نتایج حاصل از می

نامه شود. شایان به ذکر است که محاسبات ریاضی در این پایانهای مختلف مقایسه میو شکل هاولجد

 ایچهار گره کوس با المانافزار آبابندی در نرم2صورت گرفته و همچنین مش 1در محیط نرم افزار میپل

S4R  انجام شده است.، باشدمی هر گره درشش درجه آزادی که شامل 

 نتایج حل معادلات تعادل و پایداری 

ورقی با مشخصات هندسی و خواص طور پیش فرض به دست آوردن نتایج ،منظور تحلیل معادلات و بهبه

 .[56]مکانیکی زیر در نظر گرفته شده است

  از جنس فولاد مشخصات هندسی و مکانیکی ورق( 1-5) جدول

112 مدول الاستیسیته 10  (Pa)E    
0.3 پوآسون ضریب   

oa(m) 0.15 شعاع خارجی r   

ib(m) 0.045 شعاع داخلی r   

h(m) 0.015 ضخامت   
0.83sk ضریب تصحیح برشی    

Q(N/m) 1000 های تعادلبار اعمالی در محاسبه مقادیر مولفه  

 

( آورده 2-5ها در جدول )هایی در استخراج معادلات بکار گرفته شده است که مقادیر آنهمچنین ثابت

 شده است.

                                                 
1 Maple 

2 Mesh 
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 های مسالهثابت( 2-5)جدول 

 =  ,    ,      ,    ,   15 ,   1 ,   1i

o o o o

r h h h
n n m m N n m

r r r r
            

 

بعد ( برای بی1-3) باشد و از رابطهبعد میصورت بیتمامی نتایج ارائه شده برای بار بحرانی کمانش به

  سازی نتایج استفاده شده است.

 نتایج کمانش متقارن 

در معادلات  mو nکافیست مقادیر محوری برای تحلیل معادلات تعادل و پایداری در حالت متقارن

 دست آید.تعادل و پایداری مربوطه را برابر صفر قرار داد تا معادلات برای حالت متقارن به

 ،باید در نظر گرفته شود ((7- 3))رابطه که چند جمله از بسط مستقیم تئوری اغتشاشاتبرای تعیین این

)جاییمولفه جابه نمودار
0

u   7مرتبه هفت) حل تا( معادلات تعادلO( )(در قالب شکل )صورت ( به1-5

( 1-5)شده است)نموداراستفاده ( 1-5جدول) هایاز دادهنشان داده است؛ برای رسم نمودار  ایمقایسه

 مسیر نمودار( و کاملا منطبق بودن 1-5باشد(. از شکل)ورق حلقوی یکسان می برای تمام شرایط مرزی

)6O)ششمرتبه  ) ) 7مرتبه هفت)وO( )) ،های مرتبه شش و همگرایی حل کفایت حل تا مرتبه شش

 شود.و هفت نتیجه می



 کمانش متقارن جینتا

82 

 

 

0نمودار مولفه جابجایی 
u   های مرتبه شش و مرتبه هفت برای حلدر حالت متقارن 

 

 باشند.های جابجایی در حالت متقارن صفر میلازم به ذکر است که دیگر مولفه

15N( دلیل انتخاب مقدار2-5شکل )   برای نقاط شبکه در روشDQ کند؛ همانطور را مشخص می

15Nدست آمده برای مقادیر بعد از( مشخص است؛ بار بحرانی به2-5شکل ) که در  مقدار یکسانی ،

 رسد.دست آمده به یک همگرایی میباشد و در واقع در این مقدار از تعداد نقاط شبکه، بار بحرانی بهمی

 

 تعداد نقاط شبکه برای DQروش در نمودار همگرایی بار بحرانی کمانش  

-3.00E-08

-2.50E-08

-2.00E-08

-1.50E-08

-1.00E-08

-5.00E-09

0.00E+00

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

u *₀

r*

order6 order7 order5 order4

order3 order2 order1

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

0.55

0.6

0 5 10 15 20 25 30 35

Q*

N

CC SS
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 باشند.صورت زیر می( برای کمانش متقارن بهB.Cشرایط مرزی)

 (:Sشرایط مرزی ساده)

(5-1) 
1

0

1

1

0

0
,

i o

w
r r r

u

 
 


 

 

 (:Cشرایط مرزی گیردار)

(5-2) 
1

0

1

1

0

0
,

i o

w
r r r

u

 
 


 

 

 (:Fشرایط مرزی آزاد)

(5-3) 
1

0

1

1

0

0
,

i o

w
r r r

u





 
 


 

 

 :مدورشرایط مرزی در مرکز ورق 

(5-4) 
1

10

1
0 0,  0

i

w
r u

X


  


 

 

1در روابط بالا 1

0 1
,w u  1ترتیب نشان دهنده معادلات شرایط مرزی برایبه 1

0 1
,w u باشند.می 

ها و نمودارها، شرایط مرزی با حروف انگلیسی مشخص شده نشان نامه در جدولاز این پس در این پایان

بدون فاصله و پشت سر هم شود و برای نمایش شرایط مرزی روی دو لبه ورق، حروف انگلیسی داده می

ی خلاد روی لبه دعنوان مثال برای نمایش شرایط مرزی گیردار روی لبه خارجی و آزا؛ بهشودنوشته می

ای شود. همچنین شرایط مرزی برای ورق دایرهنشان داده می CFصورت ، شرایط مرزی بهحلقوی ورق

 شود.با یک حرف نشان داده می
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و روش عددی  غتشاشات، با روش تئوری ا FSDTبر اساس محوری دست آمده در بخش متقارن نتایج به

DQ و حل اعتبار حل با نتایج مراجع بررسیمنظور صحت سنجی و دست آمده که بهبهFE   در قالب

با  مدورورق متقارن ( بار بحرانی کمانش 3-5) در جدول ،شوندمختلف مقایسه می هایو شکل هاجدول

که با نمایش داده  خارجیهای مختلف ضخامت به شعاع برای نسبت (Cو گیردار) (Sشرایط مرزی ساده)

و روش  DQبرای حل عددی  متقارن نتایج بار بحرانی کمانشدر این جدول،  شود؛ آورده شده است.می

0باشد در دو حالت( می1FAتحلیلی) کاملامیانگین که 
z

  0و
z
   ، برای تعداد جملات مشخص

مورد بررسی قرار گرفته است؛  ،در حل معادلات تعادل )که در جدول مشخص شده است(ر برده شدهکابه

که بر اساس  [28]. در این جدول نتایج دو مرجع محاسبه شده استنیز  FEهمچنین بار کمانش با روش 

 CPTکه از  [63]بار بحرانی کمانش را محاسبه کرده است و مرجع  تئوری تغییر شکل برشی مرتبه بالاتر

 استفاده کرده است، نیز آورده شده است.

/های مختلفبرای نسبت رق مدوربار بحرانی کمانش متقارن و( 3-5) جدول
o

h r 

o

h

r
 Method 

B.C. 

C S 

0.01 

DQM 

80 ,  O( )
z

   0.0100 0.0028 

70 ,  O( )
z
   0.0123 0.0037 

FA 

80 ,  O( )
z

   0.0091 0.0034 

70 ,  O( )
z
   0.0111 0.0044 

FEM 0.0099 0.0028 

[28] 0.0099 0.0028 

[63] 0.0099 0.0028 

0.03 

DQM 

80 ,  O( )
z

   0.0299 0.0085 

70 ,  O( )
z
   0.0369 0.0112 

FA 

80 ,  O( )
z

   0.0273 0.0103 

70 ,  O( )
z
   0.0334 0.0134 

FEM 0.0298 0.0085 

[28] 0.0298 0.0085 

[63] 0.0299 0.0085 

0.05 DQM 
80 ,  O( )

z
   0.0495 0.0141 

                                                 
1 Full Analytical 
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70 ,  O( )
z
   0.0610 0.0186 

FA 

80 ,  O( )
z

   0.0454 0.0171 

70 ,  O( )
z
   0.0562 0.0193 

FEM 0.0494 0.0142 

[28] 0.0495 0.0142 

[63] 0.0499 0.0142 

0.08 

DQM 

80 ,  O( )
z

   0.0779 0.0225 

70 ,  O( )
z
   0.0957 0.0226 

FA 

80 ,  O( )
z

   0.0756 0.0262 

70 ,  O( )
z
   0.0858 0.0200 

FEM 0.0779 0.0226 

[28] 0.0785 0.0236 

[63] 0.0799 0.0228 

0.1 

DQM 

80 ,  O( )
z

   0.0960 0.0280 

70 ,  O( )
z
   0.1175 0.0369 

FA 

80 ,  O( )
z

   0.0874 0.0205 

70 ,  O( )
z
   0.1069 0.0249 

FEM 0.0959 0.0282 

[28] 0.0972 0.0283 

[63] 0.0998 0.0285 

 

0در حالت DQبرای حل عددی بار بحرانی کمانش  شود؛که در جدول بالا مشاهده می طورهمان
z

  

)8Oبرای )  دارای دقت بسیار خوبی نسبت به حلFE باشد؛ همچنین حل می و سایر مراجعMDQ  در

0
z
  7 برایO( )  0ست که نسبت به حالتانیز در جدول قابل مشاهده

z
  تری دارای دقت پایین

 باشد.در برابر نتایج مراجع می

-آزاد و ساده-برای ورق حلقوی در شرایط مرزی گیرداررا متقارن ( نیز بار بحرانی کمانش 4-5جدول )

0برای دو حالت DQروش عددی  . در این جدول،دهدآزاد نشان می
z

  0و
z
  های در مرتبه حل

. با مقایسه شده است استفاده کرده است، FSDTاز که  [64] و نتایج مرجع FEمشخص با نتایج حل 

/های مختلفمورد بررسی و نسبت نظر، دقت حل برای شرایط مرزی توجه به جدول مورد oh r در ،

0برای حالت DQروش 
z

   0حالتدر است؛ همچنین  دقت بسیار خوبیدارای
z
   نتایج در

دارای دقت کمتری هستند. روش دیگری که در این جدول مورد بررسی قرار گرفته  ،مقایسه با مراجع
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0های متناسب و در دو حالت باشد که نتایج آن برای مرتبه حلمی FAروش است؛ 
z

  0و
z
  

 مقایسه با دیگر نتایج آورده شده است.منظور به

/های مختلفن ورق حلقوی برای نسبتبار بحرانی کمانش متقار( 4-5) جدول
o

h r 

  

o

h

r
 Method 

B.C. 

CF SF 

0.1 

0.01 

DQM 

50 ,  O( )
z

   0.0092 0.0027 

70 ,  O( )
z
   0.0102 0.0025 

FEM 0.0094 0.0027 

[64] 0.0094 0.0027 

0.05 

DQM 

50 ,  O( )
z

   0.0456 0.0136 

70 ,  O( )
z
   0.0506 0.0128 

FEM 0.0469 0.0135 

[64] 0.0469 0.0134 

0.1 

DQM 

50 ,  O( )
z

   0.0887 0.0269 

70 ,  O( )
z
   0.0978 0.0254 

FEM 0.0913 0.0267 

[64] 0.0914 0.0267 

0.2 

DQM 

50 ,  O( )
z

   0.1597 0.0522 

70 ,  O( )
z
   0.1726 0.0487 

FEM 0.1646 0.0518 

[64] 0.1647 0.0518 

0.3 

DQM 

50 ,  O( )
z

   0.2052 0.0682 

70 ,  O( )
z
   0.2156 0.0743 

FEM 0.2118 0.0737 

[64] 0.2118 0.0738 

 

(، 4-5( و )3-5های )و روش حل ارائه شده، با توجه به جدول بندیفرمولپس از تایید اعتبار و دقت 

های مختلف ضخامت و و حلقوی در شرایط مرزی مختلف و نسبت مدورمطالعات موردی برای ورق 

 گیرد.شعاع درونی به شعاع بیرونی، مورد بررسی قرار می

های یردار، در نسبتگ-ورق حلقوی با شرایط مرزی گیردارمتقارن ( بار بحرانی کمانش 5-5جدول )

بار  ،ا افزایش ضخامتب ،استانتظار طور که دهد. همانمختلف ضخامت به شعاع بیرونی را نشان می

 یابد.افزایش می بحرانی کمانش
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0، با مقدار ثابت CCورق حلقوی متقارن بار بحرانی کمانش  (5-5)جدول  3.  مقادیر مختلف و/
o

h r 

o

h

r
 

FA 
FEM 

DQM 
60 ,   O( )

z
   50 ,   O( )

z
   

40 ,   O( )
z

   
50 ,   O( )

z
   

0.01 0.0546 0.0674 0.0515 0.0514 0.0637 

0.05 0.2587 0.3153 0.2437 0.2430 0.2977 

0.1 0.4430 0.5240 0.4160 0.4153 0.4075 

0.2 0.5628 0.6256 0.5218 0.5221 0.4823 

0.3 0.5259 0.5620 0.4763 0.4758 0.5166 

 

 های مختلفساده، با نسبت-ورق حلقوی با شرایط مرزی سادهمتقارن ( بار بحرانی کمانش 3-5جدول )

گیردار، برای این شرایط مرزی -مانند شرایط مرزی گیردار دهد؛ کهضخامت به شعاع بیرونی را نشان می

 نیز با افزایش ضخامت، بار بحرانی کمانش افزایش می یابد.

0با مقدار ثابت،  SSورق حلقوی متقارن بار بحرانی کمانش ( 3-5)جدول  3.  مقادیر مختلف و/
o

h r 

o

h

r
 

FA 

FEM 

DQM 
60 ,   O( )

z
   

50 ,   O( )
z
   40 ,   O( )

z
   

50 ,   O( )
z
   

0.01 0.0135 0.0162 0.0139 0.0140 0.0171 

0.05 0.0668 0.0797 0.0688 0.0688 0.0842 

0.1 0.1281 0.1516 0.1308 0.1309 0.1587 

0.2 0.2195 0.2538 0.2184 0.2185 0.2580 

0.3 0.2657 0.2994 0.2567 0.2568 0.2951 

 

توان نتیجه گرفت که در شرایط یکسان برای ورق با شرایط مرزی ( می3-5( و )5-5) هایاز جدول

 گیردار، بار بحرانی مقدار کمتری دارد.-ساده، نسبت به ورق با شرایط مرزی گیردار-ساده

ی گیردار برا-ورق حلقوی در شرایط مرزی گیردارکمانش متقارن دست آمده برای بار بحرانی نتایج به

( به نمایش گذاشته شده است. جدول 7-5های مختلف شعاع درونی به شعاع خارجی در جدول )نسبت

های مختلف شعاع درونی به بیرونی را برای ورق حلقوی در نسبتمتقارن ( نیز بار بحرانی کمانش 5-8)
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؛ برای هر دو حالت شرایط ه استقابل ملاحظطور که ماندهد؛ هساده نشان می-با شرایط مرزی ساده

 د.یاببار بحرانی کمانش افزایش می مرزی با افزایش شعاع داخلی ورق،

0، با مقدار ثابت CCورق حلقوی  متقارن بار بحرانی کمانش( 7-5)جدول  1/ .
o

h r  مقادیر مختلف و 

  
FA 

FEM 
DQM 

60 ,   O( )
z

   
70 ,   O( )

z
   

60 ,   O( )
z

   
70 ,   O( )

z
   

0 0.0880 0.1069 0.0960 0.0960 0.1175 

0.1 0.3017 0.3598 0.2927 0.2921 0.3462 

0.2 0.3628 0.4304 0.3430 0.3409 0.4075 

0.3 0.4430 0.5229 0.4160 0.4117 0.4927 

0.4 0.5524 0.6473 0.5225 0.5150 0.6121 

0.5 0.7068 0.8180 0.6801 0.6668 0.7812 

0.6 0.9299 1.0551 0.9149 0.8908 1.0198 

0.7 1.2500 1.3774 1.2596 1.2150 1.3463 

 

0، با مقدار ثابت SSورق حلقوی متقارن بار بحرانی کمانش  (8-5) جدول 1/ .
o

h r  مقادیر مختلف و 

  
FA 

FEM 
DQM 

60 ,   O( )
z

   
70 ,   O( )

z
   

60 ,   O( )
z

   
70 ,   O( )

z
   

0 0.0205 0.0249 0.0282 0.0283 0.0369 

0.1 0.0576 0.0326 0.1093 0.1121 0.1301 

0.2 0.0975 0.1094 0.1128 0.1124 0.1356 

0.3 0.1281 0.1513 0.1308 0.1304 0.1588 

0.4 0.1686 0.2023 0.1649 0.1643 0.2010 

0.5 0.2311 0.2782 0.2242 0.2230 0.2720 

0.6 0.3373 0.4038 0.3300 0.3271 0.3949 

0.7 0.5354 0.6297 0.5324 0.5245 0.6198 

 

با افزایش نسبت شعاع داخلی به   FAروش و  DQ( دقت حل در روش 8-5( و )7-5های )در جدول

  یابد.خارجی، کاهش می

های مختلف شعاعی ورق را برای نسبتمتقارن ( نمودار بار بحرانی کمانش 4-5( و )3-5های )شکل

ان مختلف، نش هایروشبرای ساده -گیردار و ساده-داربیرونی به ترتیب در شرایط مرزی گیردرونی به 

 دهد.می
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0، با مقدار ثابت CCورق حلقوی متقارن نمودار بار بحرانی کمانش   1/ .
o

h r  مقادیر مختلف و 

 

0با مقدار ثابت،  SSورق حلقوی متقارن نمودار بار بحرانی کمانش   1/ .
o

h r  مقادیر مختلف و 

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

0 0 . 1 0 . 2 0 . 3 0 . 4 0 . 5 0 . 6 0 . 7 0 . 8

Q*

ɳ

FA(plane stress) FA(plane strain) FE

DQ(plane stress) DQ(plane strain)

CC
h

ro
=0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0 0 . 1 0 . 2 0 . 3 0 . 4 0 . 5 0 . 6 0 . 7 0 . 8

Q*

ɳ

FA(plane stress) FA(plane strain) FE

DQ(plane stress) DQ(plane strain)

SS
h

ro
=0.1
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ترتیب برای ت را بهومتفاداخلی های کمانش ورق حلقوی با شعاعمد ( شکل 3-5( و )5-5های )شکل

ر محیط ها دشکل مدهای آورده شده در شکل دهد.ساده، نشان می-گیردار و ساده-شرایط مرزی گیردار

 اند.نرم افزار آباکوس رسم شده

 
 (ب)

 
 )الف( 

 
 (د)

 
 (ج)

CC ،0ورق حلقوی در شرایط مرزی متقارن کمانش  شکل مد  1/ .
o

h r  برای ،

0های مختلف شعاع داخلی به خارجی ورق. )الف(نسبت )0، )ب 1. )0 ، )ج 2. )د( ، 
0 3.  
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 )ب( 

 
 )الف( 

 
 )د( 

 
 )ج( 

SS ،0ورق حلقوی در شرایط مرزی متقارن کمانش  شکل مد  1/ .
o

h r  برای ،

0های مختلف شعاع داخلی به خارجی ورق. )الف( نسبت )0، )ب 1. )0 ، )ج 2. )د( ، 
0 3.  

 نتایج کمانش نامتقارن 

 .باشدصفر تواند نمیبندی معادلات پایداری در فرمول mقارن مقدارتدر کمانش نام

های مشخص نشان ی مرتبه حلهای جابجایی تعادل را برا( نمودارهای مولفه8-5و ) (7-5های )شکل

ابه مش گردد.می یبررسی همگرایی سری اغتشاشات بررستعیین تعداد جملات و منظور دهد که بهمی

1000Qمقدار بار گسترده شعاعی در حل معادلات تعادل برای رسم نمودارهای زیر ،حالت متقارن  در 

 نظر گرفته شده است.
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0نمودار مولفه جابجایی 
u  های مرتبه شش و مرتبه هفتدر حالت نامتقارن برای حل 

 

 

0نمودار مولفه 
v  های مرتبه شش و مرتبه هفتدر حالت نامتقارن برای حل 

 

-4E-08

-3.5E-08

-3E-08

-2.5E-08

-2E-08

-1.5E-08

-1E-08

-5E-09

0

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

u₀*

r*

order6

order7

0
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1.2E-08

1.4E-08

1.6E-08

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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r*

order6

order7
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را نشان  (r)بخش وابسته به( فقط بخش مکانی جابجایی8-5( و )7-5)های شکلذکر است که لازم به

 هستند.صفر  های جابجاییمولفه سایرها، در این شکل همچنین دهند ومی

برای کمانش  اتتوان نتیجه گرفت که سری اغتشاش( می8-5( و )7-5های شکل )با توجه به نمودار

مطالعات حال  .شودتایج بر اساس حل کلی بیان میتمام ن ،همگراست و بعد از اینیک حل نامتقارن نیز 

های مختلف ضخامت و شعاع درونی و حلقوی در شرایط مرزی مختلف و نسبت مدورموردی برای ورق 

 گیرد.مورد بررسی قرار میبرای کمانش نامتقارن به شعاع بیرونی، 

ه شده نمایش داد  FAو  DQM  ،FEMهای مختلف حل ( نتایج برای12-5( تا )2-5های )در جدول

 انجام شده است. DQبا روش  CPTحل معادلات پایداری در ها، در این جدول است.

 هایگیردار، در نسبت-ورق حلقوی با شرایط مرزی گیردارنامتقارن ( بار بحرانی کمانش 2-5جدول )

در بخش نامتقارن تابع بار دهد.مختلف ضخامت به شعاع بیرونی را نشان می 0 cosQ Q n      

 باشد.می

0، با مقدار ثابت CC( بار بحرانی کمانش نامتقارن ورق حلقوی 2-5جدول ) 3.  و مقادیر مختلف/
o

h r 

o

h

r
 

FA 
CPT FEM 

DQM 

70 ,   O( )
z

   
70 ,   O( )

z
   

70 ,   O( )
z

   
70 ,   O( )

z
   

0.01 0.1616 0.2080 0.2961 0.0665 0.0945 0.1141 

0.05 0.4665 0.5692 1.4801 0.3134 0.4460 0.5319 

0.1 0.8433 0.9883 2.9602 0.5319 0.7595 0.8783 

0.2 1.0853 1.1958 5.9202 0.6674 0.9554 1.0364 

0.3 1.0240 1.0963 8.8803 0.5756 0.8861 0.9221 

 

های ساده، با نسبت-ورق حلقوی با شرایط مرزی سادهنامتقارن ( بار بحرانی کمانش 11-5جدول )

رایط برای این شگیردار، -دهد؛ که مانند شرایط مرزی گیردارمختلف ضخامت به شعاع بیرونی را نشان می

  مرزی نیز با افزایش ضخامت، بار بحرانی کمانش افزایش می یابد.
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0، با مقدار ثابت SS( بار بحرانی کمانش نامتقارن ورق حلقوی 11-5جدول ) 3.  و مقادیر مختلف/
o

h r 

o

h

r
 

FA 
CPT FEM 

DQM 

70 ,   O( )
z

   
70 ,   O( )

z
   70 ,   O( )

z
   

70 ,   O( )
z
   

0.01 0.0539 0.0655 0.0566 0.0240 0.0300 0.0361 

0.05 0.2553 0.3069 0.2833 0.1156 0.1458 0.1748 

0.1 0.4385 0.5128 0.5667 0.2136 0.2718 0.3235 

0.2 0.5605 0.6185 1.1335 0.3390 0.4410 0.5113 

0.3 0.6393 0.6627 1.7003 0.3809 0.5127 0.5770 

 

رای گیردار ب-ورق حلقوی در شرایط مرزی گیردارکمانش نامتقارن دست آمده برای بار بحرانی نتایج به

شده است. جدول ( به نمایش گذاشته 11-5در جدول ) بیرونیهای مختلف شعاع درونی به شعاع نسبت

های مختلف شعاع درونی به بیرونی را برای ورق در نسبتنامتقارن ( نیز بار بحرانی کمانش 5-12)

 دهد.ساده نشان می-رایط مرزی سادهحلقوی با ش

0، با مقدار ثابت CC( بار بحرانی کمانش نامتقارن ورق حلقوی 11-5جدول ) 1/ .
o

h r  و مقادیر مختلف 

  
FA 

CPT FEM 
DQM 

70 ,   O( )
z

   
70 ,   O( )

z
   

70 ,   O( )
z

   
70 ,   O( )

z
   

0 0.5087 0.5749 - 0.3246 0.3375 0.4027 

0.1 0.5491 0.6612 1.1718 0.4541 0.5027 0.5941 

0.2 0.6792 0.8065 1.7425 0.4824 0.6136 0.7161 

0.3 0.8433 0.9883 2.9602 0.5319 0.7595 0.8783 

0.4 1.0647 1.2317 5.2607 0.6260 0.9763 1.1207 

0.5 1.3811 1.5750 9.9974 0.7797 1.2991 1.4774 

0.6 1.8420 2.0628 23.1543 1.0148 1.7713 1.9845 

0.7 2.4994 2.7292 73.9556 1.3578 2.4409 2.6699 
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0، با مقدار ثابت SS( بار بحرانی کمانش نامتقارن ورق حلقوی 12-5جدول ) 1/ .
o

h r  و مقادیر مختلف 

  
FA 

CPT FEM 
DQM 

70 ,   O( )
z

   
70 ,   O( )

z
   

70 ,   O( )
z

   
70 ,   O( )

z
   

0 0.1596 0.1931 - 0.1702 0.1365 0.1498 

0.1 0.2776 0.3081 0.3376 0.1951 0.2055 0.2505 

0.2 0.3553 0.4115 0.4126 0.2040 0.2324 0.2785 

0.3 0.4385 0.5128 0.5667 0.2146 0.2718 0.3235 

0.4 0.5483 0.6404 0.8732 0.2388 0.3410 0.4057 

0.5 0.7023 0.8126 1.5449 0.2923 0.4608 0.5486 

0.6 0.9248 1.0501 3.3243 0.3957 0.6725 0.7975 

0.7 1.2439 1.3720 9.7097 0.5975 1.0698 1.2507 

 

بحرانی  تغییرات بارشود که نتیجه گرفته میئه شده برای کمانش متقارن، اها و نتایج اربا توجه به جدول

روند یکسانی دارد یعنی مثلا افزایش ضخامت منجر به  مانند نتایج کمانش متقارن نامتقارن کمانش

 شود.افزایش بار کمانش می

ترتیب برای ت را بهومتفاداخلی های کمانش ورق حلقوی با شعاعمد ( شکل 11-5( و )2-5های )شکل

در محیط نرم افزار شکل مدهای آورده شده،  دهد.ساده، نشان می-گیردار و ساده-گیردارشرایط مرزی 

  اند.آباکوس رسم شده
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 (ب)

 
 )الف( 

 
 (د)

 
 (ج)

CC ،0شکل مد کمانش نامتقارن ورق حلقوی در شرایط مرزی   1/ .
o

h r  برای ،

0)الف(های مختلف شعاع داخلی به خارجی ورق. نسبت  )0، )ب 1.  )0 ، )ج 2. )د( ، 

0 3.  
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 (ب)

 
 )الف( 

 
 (د)

 
 (ج)

CC ،0شکل مد کمانش نامتقارن ورق حلقوی در شرایط مرزی   1/ .
o

h r  برای ،

0شعاع داخلی به خارجی ورق. )الف( های مختلفنسبت  )0، )ب 1.  )0 ، )ج 2. )د( ، 

0 3.  

 

 بندیجمع 

ها و و چهام در قالب شکل های سومهای بررسی شده در فصلدست آمده از روشدر این فصل نتایج به

با دیگر مراجع معتبر مقایسه گردیده است. نتایج برای دو حالت کمانش  های متفاوت ارائه شدهجدول

بخش توضیح داده شد. ابتدا برای کمانش متقارن نمودار همگرایی  طور مجزا در دومتقارن و نامتقارن به

شد؛ علاوه بر آن تاثیر پارامترهای مختلف از های مشخص نشان داده حل معادله تعادل در مرتبه حل



 یبندجمع
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های جمله تغییر ضخامت، تغییر شعاع درونی و تغییر شرایط مرزی بر روی بار بحرانی کمانش در جدول

متفاوت مورد بررسی قرار گرفت؛ همچنین تاثیر تغییر پارامترهای ذکر شده بر روی پیکربندی تغییر 

رد ذکر شده مورد بررسی قرار د. برای کمانش نامتقارن نیز مواگردیئه اشکل ورق بر اثر کمانش نیز ار

گرفت.



 

 

 

 

 

 

 

 هاگیری و پیشنهادنتیجه
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 مقدمه 

ای مورد بررسی قرار گرفت؛ معادلات تعادل و شرایط مرزی توسط نامه کمانش ورق دایرهدر این پایان

دست آمد. برای ت معادلات پایداری بهوراصل کار مجازی استخراج گردید و به کمک معیار تعادل در مجا

مورد تحلیل قرار گرفت؛  DQحل معادلات از تئوری اغتشاشات استفاده شد و معادلات پایداری با روش 

عنوان روش دوم در حل معادلات پایداری استفاده گردید. نتایج حاصل، همچنین از روش میانگین نیز به

باشد؛ همچنین روش میانگین نیز ی روش حل میگدر عین ساد DQنشان دهنده دقت بالای روش 

 عنوان یک روش تقریبی نتایج مورد قبولی را ارائه داده است.به

 گیرینتیجه 

با توجه به مطالعات موردی انجام شده و در نظر گرفتن تاثیر پارامترهای مختلف بر بار کمانش، نتایج 

 زیر قابل حصول است.

  باید.خارجی بار بحرانی کمانش افزایش میبا افزایش نسبت ضخامت به شعاع 

 یابد.شعاع داخلی به شعاع خارجی بار بحرانی کمانش افزایش می تبا افزایش نسب 

  بار بحرانی در شرایط یکسان برای ورق با شرایط مرزی گیردار بیشتر از ورق با شرایط مرزی

 باشد.ساده می

  های حل درنظر گرفته شده در این ای با روشبررسی بار بحرانی کمانش در حالت تنش صفحه

 تر است.نزدیک FEبه و  هاستنامه، دارای دقت بالاتری نسبت به دیگر حالتپایان

 داخلی به شعاع خارجی دقت روششعاع  تبا افزایش نسب DQ ای نسبت در حالت تنش صفحه

 ست.ها بالاتر ابه دیگر روش

 دقت روش ایش نسبت ضخامت به شعاع خارجیبا افز DQ ای نسبت به در حالت تنش صفحه

 ها بالاتر است.دیگر روش
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 با استفاده از جایگزینی ضرایب متغیر عنوان یک روش تقریبی همچنین روش میانگین، به

شوند، بدون ضرایب متغیر تبدیل می معادلات به شکل همگن وکه در آن شان، معادلات با متوسط

 این روش دقت قابل قبولی دارد. معرفی گردید.

  امکان حل معادلات تعادل و پایداری با روشDQ ز به از ابتدا وجود داشت، ولی این مسأله نیا

 پیچیده است. داشت کهحل دستگاه معادلات غیرخطی 

 دستصورت تحلیلی بهت تعادل، بهتئوری اغتشاشات این امکان را فراهم کرد که حل معادلا 

 آید؛ بدون اینکه نیاز به حل معادلات غیرخطی باشد.

 روش ارائه شده برای هر بارگذاری تابع .قابل تعمیم است 

 دست آمده برای بار کمانش در نتایج بهFSDT  نسبت بهCPT، حل به FE تر است.نزدیک 

 سادگی قابل اجرا است و بر خلاف روش این روش، برای مطالعه موردی، بهFE  برای هر هندسه

 بندی جدید ندارد.خاص، نیاز به یک مش

 هاپیشنهاد 

اشند ب، موارد زیر قابل بررسی مینامهاین پایانبا موضوع مورد بحث تر در رابطه جهت انجام مطالعات جامع

عبارتی دیگر تعیین بار کمانش بررسی کرد، بهرا برای  FSDTتوان اعتبار نتایج در این صورت می که

 معتبر است. FSDTتوان مشخص کرد برای چه محدوده ضخامت یا شعاع می

 جهت استخراج معادلات. ،های ارائه شدهاستفاده از دیگر تئوری 

 صورت کامپوزیت یا استفاده از ماده بهFG. 

  ایتجربی کمانش ورق دایرهبررسی 

 شود.ای تحت باری که فقط در بخشی از مرز اعمال میکمانش ورق دایره 

 ای تحت بار حرارتیبررسی بار بحرانی کمانش ورق دایره. 
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 پیوست

 DQروش یک نمونه دستگاه معادلات حل شده به

 

 .باشدنظر میدستگاه معادلات زیر مد 

(1) 
     

     

2

2

2

2

2 3

3 2 2

d
u x u x v x

dX

d
v x v x u x

dX


  



   


 

 

 شود.شکل زیر تعریف میشرایط مرزی نیز برای این دستگاه معادلات به

(2) 
   

 

0 :    0

1:    ( ) ( ) 1,    ( ) 2

x u x v x

d d d
x u x v x v x u x

dx dx dx

   



    


 

 
(، حل آن با روش تحلیلی شامل دو بخش همگن و 1دلیل ناهمگن بودن دستگاه معادلات رابطه )به

 شود.صورت زیر در نظر گرفته میرابطه به باشد؛ حل همگن اینغیرهمگن می

(3) 
 

 
   

4
1

1 2

 exp( ),   i i i

i

u x L
T m x T

Lv x 

    
    

   
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در رابطه اخیر iT بردار ویژه وim در معادلات  (3باشد، با جایگذاری رابطه )بیان کننده مقدار ویژه می

شود که برای وجود جواب غیر صفر، با ماتریسی حاصل می( یک دستگاه معادلات جبری به شکل 1)

( 3دست خواهد آمد که با اعمال در رابطه )صفر قرار دادن دترمینان ماتریس ضرایب، چهار مقدار ویژه به

دست خواهد آمد؛ حل ( حل همگن به3آید؛ که با توجه به رابطه )دست میبردارهای ویژه متناظر نیز به

 شود.لات مربوطه، به شکل رابطه زیر در نظر گرفته میناهمگن دستگاه معاد

(4)    ,    u x a v x b  
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ال آید که با اعمدست میبه bو aمقادیر ،( و حل آن1در دستگاه معادلات )( 4با جایگذاری رابطه )

خواهد آمد؛ با جمع حل همگن و دست همگن دستگاه معادلات نیز به( حل غیر4ها در رابطه )آن

 آید.دست میهمگن معادلات، حل کلی بهغیر

0برای DQ( با روش 1دستگاه معادلات رابطه ) 1x  ، تعداد نقاط شبکه مختلف و توزیع غیریکنواخت

 شود.جایگزین، حل می نقاط دقت، با اعمال شرایط مرزی به روش رویکرد معادله

5Nعنوان نمونه برایبه ( در شکل مربعات 1، عبارات و مشتقات مرتبه یک و دوم دستگاه معادلات )

 .شوندصورت زیر تعریف میدیفرانسیلی به

(5)  2

2 2 2 2 2

,5 5 ,4 4 ,3 3 ,2 2 ,1 12
 ,   1,..,i i i i i

d u x
A u A u A u A u A u i N

dx
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du x
A u A u A u A u A u i N

dx
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,5 5 ,4 4 ,3 3 ,2 2 ,1 1  ,   1,...,i i i i i

dv x
A v A v A v A v A v i N

dx
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(2)    ,     ,   1,...,i iu x u v x v i N   

 

گر ماتریس ضرایب وزنی برای مشتقات مرتبه دو و مشتقات مرتبه ترتیب بیانبه 1Aو 2Aدر روابط بالا 

های نوشته شده برای مشتقات در دستگاه معادلات و معادلات شرایط باشند؛ با جایگذاری رابطهیک می

 .آیددست میصورت زیر بهبه DQمرزی، معادلات در شکل 

(11) 2 2 2 2 2

,5 5 ,4 4 ,3 3 ,2 2 ,1 11:  2 2 2 2 2 3 0 ,  2,.., 1i i i i i i ieq A u A u A u A u A u u v i N          
  

(11) 2 2 2 2 2

,5 5 ,4 4 ,3 3 ,2 2 ,1 12 :  3 3 3 3 3 2 2 0 ,  2,.., 1i i i i i i ieq A v A v A v A v A v v u i N          
  

(12) 
1 1 1 1 1

,5 5 ,4 4 ,3 3 ,2 2 ,1 1

1 1 1 1 1

,5 5 ,4 4 ,3 3 ,2 2 ,1 1

1:  

1 0 ,   

i i i i i

i i i i i

bc A u A u A u A u A u

A v A v A v A v A v i N

   

       
 

  

(13) 1 1 1 1 1

,5 5 ,4 4 ,3 3 ,2 2 ,1 12 :  2 0 ,   i i i i i ibc A v A v A v A v A v u i N        
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تعداد هشت معادله  iو برای مقادیر مختلف 2eqو 1eqدر آخر نیز با اعمال شرایط مرزی در روابط

باشند. نتایج حاصل از حل معادلات جبری در قالب راحتی قابل حل میشود که بهجبری حاصل می

دست آمده از روش تحلیلی، مقایسه ( با نتایج به42( و )41) های( و جدول44( و )43های )شکل

 شوند.می

 

( 22-4برای تعداد نقاط شبکه مختلف با حل تحلیلی در دستگاه معادلات ) DQ( بررسی دقت حل روش 1شکل)

برای  u x 
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( 22-4برای تعداد نقاط شبکه مختلف با حل تحلیلی در دستگاه معادلات ) DQبررسی دقت حل روش ( 2شکل )

برای  v x 

 

 

( به دو روش دقیق و عددی برای22-4آمده برای دستگاه معادلات )دست ( نتایج به1جدول ) u x 

DQ 
exact x 

8N  5N  3N  
0 0 0 0 0 

-0.0989 - - -0.0989 0.0495 

- -0.2814 - -0.2814 0.1464 

-0.3552 - - -0.3552 0.1882 

-0.6645 - - -0.6645 0.3887 

- -0.8018 -0.7843 -0.8017 0.5 

-0.9123 - - -0.9123 0.6112 

-1.0398 - - -1.0398 0.8117 

- -1.0545 - -1.0543 0.8535 

-1.0713 - - -1.0713 0.9504 

-1.0709 -1.0711 -1.0343 -1.0709 1 
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( به دو روش دقیق و عددی برای22-4دست آمده برای دستگاه معادلات )( نتایج به2جدول ) v x 

DQ 
exact x 

8N  5N  3N  
0 0 0 0 0 

0.0456 - - 0.0456 0.0495 

- 0.1388 - 0.1388 0.1464 

0.1804 - - 0.1804 0.1882 

0.3868 - - 0.3868 0.3887 

- 0.5038 0.5038 0.5037 0.5 

0.6201 - - 0.6201 0.6112 

0.8247 - - 0.8247 0.8117 

- 0.8661 - 0.8660 0.8535 

0.9595 - - 0.9595 0.9504 

1.0059 1.0061 0.9754 1.0059 1 

 
باید دقت داشت که مقادیر

ix با توجه به توزیع غیریکنواخت نقاط دقت، برایN  های مختلف، متفاوت

3است؛ یعنی
x 5برایN  3با

x 8برایN  .متفاوت است 

و مقایسه نتایج با حل تحلیلی، دقت بالای حل به  DQدست آمده با روش عددی با توجه به مقادیر به

ترین و گردد که یکی از دقیقهمزمان با بیشتر شدن تعداد نقاط شبکه مشخص می DQروش 

باشد.های حل عددی میترین روشکاربردی



 

 

Abstract 

In this thesis, the asymmetric buckling analysis of homogeneous and isotropic 

circular/annular plates under radial load has been performed with the first-order shear 

deformation theory. The buckling load has been presented for different combinations of 

free, clamp and simply supported boundary conditions at the plate outer edges and 

different aspect ratio. The equilibrium equations have been extracted using the principle 

of virtual work, which include five coupled non-homogeneous and nonlinear partial 

differential equations. The stability equations have been obtained by the adjacent 

equilibrium criterion, which include five coupled homogeneous linear partial differential 

equations with variable coefficients. The equilibrium equations have been solved 

analytically and the stability equations have been solved by the numerical methods. In the 

analytical solution, the perturbation theory has been used. In numerical solution of 

stability, the quadrature differential method has been used to find the eigenvalue of the 

system of coupled linear equations with variable coefficients. The effect of geometrical 

parameters on the buckling load has been investigated too. The results of the other 

references in special cases and numerical solution by using the finite element have been 

used to validate the results. 

 

KEYWORDS: Circular/Annular Plate- Asymmetric Buckling- Differential Quadrature- 

First Order Shear Deformation Theory- Perturbation Theory- Principle of Virtual Work- 

Adjacent Equilibrium Criterion 
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