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 کنم به:تقدیم مینامه را با افتخار این پایان

 

سازد و های دشوار زندگی را آسان میآنان که شوق دیدار نگاه مهربانشان پیمودن مسیر

 بازد.ها در سایه دستانشان رنگ میخستگی
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 تشکر و قدردانی

 این مجموعه توانا ساخت.همتا که دستانم را برای به پایان بردن شکر شایان نثار پروردگار بی

کران مراتب سپاس خود را به اساتید گرانقدرم آقایان دکتر محمد باقر نظری و دکتر مسعود با امتنان بی

ایشان انجام این مجموعه میسر  و همیاری نمایم که به مدد استفاده از بار علمیزاده رخی ابراز میمهدی

 گردید.

نامه با همراهی خود در لحظات دشوار نگارش پایانبا سپاس از الطاف جناب آقای مهندس هادی بیات که 

 با حسن خلق و فروتنی از هیچ کمکی دریغ ننمودند.

اند و همواره و دوستانی که سرچشمه زلال محبت همسر مهربانم از پدر و مادر دلسوز،بسی شایسته است 

اند سپاسگزاری نمایم. همراهی با چنین عزیزانی مایه فخر و مباهات خواهد ام شتافتهدریغ به یاریبی

 بود.
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 تعهد نامه

دانشکده  طراحی کاربردی -مهندسی مکانیک دانشجوی دوره کارشناسی ارشد رشته  آرمین غلامیاینجانب 

ای در یک ترک لبه محاسبه ضرایب شدت تنش برای یکدانشگاه صنعتی شاهرود، نویسنده پایان نامه  مکانیک

های جابجایی، دما و رطوبت محیط محدود ایزوتروپیک تحت شوک گرمایی با در نظر گرفتن کوپل کامل میدان

زاده دکتر محمدباقر نظری و دکتر مسعود مهدیتحت راهنمایی  یافتهو با استفاده از روش المان محدود توسعه

 شوم:متعهد می رخی

 توسط اینجانب انجام شده است. * تحقیقات در این پایان نامه

 های محققان دیگر به مرجع مورد استفاده استناد شده است.* در استفاده از نتایج پژوهش

* مطالب مندرج در پایان نامه تا کنون توسط خود یا فرد دیگری برای دریافت هیچگونه مدرک یا امتیازی در هیچ جا 

 ارائه نشده است. 

دانشگاه صنعتی » باشد و مقالات مستخرج با نام متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود می * کلیه حقوق معنوی این اثر

 به چاپ خواهد رسید.«   Shahrood University of Technology»و یا « شاهرود 

رساله اند در مقالات مستخرج از * حقوق معنوی تمام افرادی که در بدست آمدن نتایج اصلی پایان نامه تاثیر گذار بوده

 گردد.رعایت می

* در کلیه مراحل انجام این پایان نامه در مواردی که به حوزه اطلاعات شخصی افراد دسترسی یافته یا از آن استفاده 

 شده است، اصل رازداری، ضوابط و اصول اخلاق انسانی رعایت شده است.

 تاریخ :                                                                               

 امضای دانشجو                                                                               

 

 مالکیت نتایج و حق نشر

ای، نرم افزارها و ...( متعلق های رایانه* کلیه حقوق معنوی این اثر و محصولات آن )مقالات مستخرج، کتاب، برنامه

 باشد. صنعتی شاهرود میبه دانشگاه 

 باشد.بدون ذکر منبع مجاز نمی پایان نامه* استفاده از اطلاعات و نتایج موجود در 
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 چکیده

اجزاء محدود توسعه یافته به منظور محاسبه ضرایب شدت تنش برای یک  نامه، از روشدر این پایان     

شده است. در معادلات گرمایی استفادهدر یک محیط محدود ایزوتروپیک تحت شوک ساکن ای ترک لبه

قوانین فوریه و فیک به  شده است.های جابجایی، دما و رطوبت در نظر گرفتهحاکم کوپل کامل میدان

شار سورت  از معادلهرطوبت دما بر ترتیب برای شار گرما و رطوبت استفاده گردید. برای اعمال اثر 

رطوبتی به منظور به دست آوردن -رای بارهای گرماییاز روش انتگرال برهمکنش ب است.استفاده شده

سازی شده و اده از روش گلرکین گسستهگردید. معادلات حاکم با استف ضرایب شدت تنش استفاده

اند. در چند مثال عددی، اثر گیری نیومارک در قلمرو زمان حل شدهسپس با استفاده از روش انتگرال

بررسی  نوک ترک تنش و همچنین توزیع دما و رطوبت روی ضرایب شدتو رطوبتی شوک حرارتی 

بر اساس نتایج، از ابتدای اعمال بارگذاری تا رسیدن موج تنش به نوک ترک شاهد افزایش است. شده

خواهیم بود و در حین عبور این موج تغییرات ضریب شدت تنش کاهش یافته و پس ضریب شدت تنش 

تنش هستیم. همچنین ضریب شدت تنش وابسته  از گذر موج تنش شاهد کاهش سریع ضریب شدت

به زاویه ترک بوده و هرچه زاویه بیشتر باشد بیشینه مقدار ضریب شدت تنش مود اول کاهش و بیشینه 

ی یاید. مقدار سورت نیز علاوه بر تاثیر بر روند انتشار رطوبت، روضریب شدت تنش مود دوم افزایش می

 ر است.اثر گذا تغییرات زمانی ضریب شدت تنش

 کلیدواژگان

 کنش،ضرایب شدت تنش، انتگرال برهم محدود توسعه یافته های هایگروترمال، روش اجزایتنش
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 مقدمه -1-1

های مختلف ایجاد ها و قطعات در مقیاساست که به صورت متداول در سازه هاییترک یکی از پدیده

تواند شود و از آنجایی که این پدیده بر عملکرد و عمر سازه تاثیرگذار است و عدم شناخت آن میمی

های آن حائز اهمیت است. ترک های مالی و جانی گردد، بررسی و تحلیل مشخصهمنجر به خسارت

توان به ضعف در مواد سازنده، عیوب عوامل مختلفی ایجاد گردد که به عنوان مثال می تواند بر اثرمی

ساختاری، شرایط کاری و مدت زمان کارکرد سازه یا قطعه اشاره کرد. یکی از شرایط محیطی که اکثر 

های دما و رطوبت است. این شرایط که موجب ایجاد تنش ها و قطعات با آن مواجه هستند میدانسازه

شود خود تحت تاثیر عوامل مختلفی مانند چرخه شبانه روز، تغییرات آب و هوا است می 1هایگروترمال

های هایگروترمال به منظور دستیابی به طراحی و به همین دلیل بررسی رفتار ترک در مقابل تنش

ر هایی که بررسی این تنش دتر، ارزیابی ایمنی و طول عمر و ... دارای اهمیت است. از جمله مثالدقیق

های ایجاد شده در هنگام ساخت مواد مرکب، هنگام ساخت توان به تنشها اهمیت بیشتری دارد میآن

هایی با رطوبت بالا به ها و قطعاتی که در مجاورت آب و یا محیطهای بتنی، سازهو خشک شدن سازه

تار مشابه اشاره هایی با ساخکنندههای سوختی و مبدل و یا ذخیرهشوند و همچنین پیلکار برده می

 کرد.

 مروری بر مطالعات پیشین -2-1

است و گاهی تغییرات  رطوبت بر رفتار مواد، انکار ناپذیرهای دما و تاثیر میدان ،در علوم مهندسی     

. اهمیت این موضوع [1] شوندهای شدید فیزیکی در نظر گرفته میها از دلایل عمده آسیباین میدان

اند و محققان تحقیقات بسیاری را در این زمینه انجام داده [4-2]ها پیش مورد توجه قرار گرفت از سال

 2. به منظور مطالعه یک جسم جامد تحت تاثیر دما و رطوبت از تحلیل هایگروترموالاستیسیته[5-9]

و  تشار دمال مکانیکی و انرابطه میان تغییر شکدر تئوری هایگروترموالاستیسیته گردد. استفاده می

                                                             
1 Hygrothermal 
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رطوبت  انتشاربه صورت ریاضی بیان شده است. این تئوری ادغامی از تئوری الاستیسیته، تئوری  رطوبت

های الاستیک در ها و جابجاییاست، در واقع این تئوری به تاثیر رطوبت و دما بر تنش و انتقال حرارت

هایگروترموالاستیک به صورت غیر کوپل در نظر گرفته ها، مسائل پردازد. در اکثر پژوهشانواع مواد می

آید و بدست میفوریه  و 1های رطوبت و دما توسط قانون فیک، به این معنی که ابتدا میدانه استشد

سپس به بررسی خیز ناشی از جذب رطوبت و انتقال حرارت و در ادامه به محاسبه تنش هایگروترمال 

انتشار ، فیک نشان داد که [10] تحقیقات فوریه یدر ادامه شود.میایجاد شده توسط این خیز پرداخته 

به این نتیجه دست  دیگر محققان سپس کند وحرارت پیروی می انتقالدر مواد جامد از قوانین  رطوبت

توان گفت . به صورت کلی می[11]یافتند که ضرایب انتقال حرارت و انتشار رطوبت وابسته به دما است 

تر از رطوبت سریع اندکی و انتشار رطوبت برقرار است، اما همواره حرارت میان انتشار حرارتای رابطه

 .[13و12]رسد به پایداری می

های عددی با توسعه کامپیوترها های تئوری، حلهای ریاضی و حلساخت مدل به دلیل دشوار بودن 

راه نقش بسزایی ایفا کردند. گرچه در این نیز های المان محدود پیشرفت چشمگیری داشتند و روش

تر و های بسیاری برای این شرایط عرضه شد، اما به منظور دست یافتن به نتایج مطلوبتاکنون مدل

در معادلات حاکم لحاظ ، رطوبت و الاستیسیته های دماکوپل میان میدان بهتر است منطبق بر واقعیت

تواند منجر به فهم بهتر نتایج اهمیت است که می ها از آن جهت حائزتحلیل کوپل کامل میدان د.گرد

 .بدست آمده از روابط تئوری و آزمایشگاهی گردد و از لحاظ فیزیکی تفسیر درستی را در اختیار گذارد

[، مسئله توزیع رطوبت و دما در یک صفحه 15و همچنین، سی و شی و چاو ] [14رانف و سی ]هارت

و رطوبت را حل کردند. البته این مدل براساس انطباق نتایج  دماکامپوزیت ضخیم با فرض کوپل بین 

های دست آمده و در آن، از اثر میدان جابجایی بر میدانه صورت تجربی به آن با نتایج آزمایشگاهی و ب

 نظر شده است. یانگ و همکاران با در نظر گرفتن این مدل و با استفاده از روشو رطوبت صرف دما

                                                             
1 Fick’s Law 
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های گذرا در یک استوانه جدار و رطوبت بر تنش دماهای ، اثر کوپل میدانمحدودتفاضل -لاپلاس تبدیل

تئوری خطی کوپل گرما و رطوبت برای بررسی رفتار گذرا در یک  [.16دست آوردند ] ضخیم بلند را به

[، روش مطالعه موثری بر روی کوپل 19زِکِرسِ ] .[18و17]نهایت تعمیم داده شد استوانه با طول بی

رضه شد. همچنین، زکرس که در آن معادلات حاکم برای برخی مسائل ع گرما و رطوبت ارائه دادمیدان 

الاستیسیته را ترموهایگروو رطوبت، معادلات حاکم  ر گرما[ با توجه به تشابه انتشا20] برشتو انِگل

آنالیز هایگروترمال بجایی، رطوبت و دما اثر متقابل دارند. استخراج کردند. در این معادلات، میدانهای جا

ها با در نظر توسط سینفرا و همکاران انجام گرفت. آن روش المان محدودورق کامپوزیت چندلایه با 

استفاده  که برای حل مسائل انتقال حرارتروشی  ی میان انتشار رطوبت و انتقال حرارتگرفتن آنالوژ

 [22ابُید و همکاران ] .[21] را نیز شامل گردد هایگروالاستیک پایاتا مسائل  شد را گسترش دادندمی

روش تفاضلات محدود  سازی فضا،بر اساس تئوری المان محدود برای گسسته عددی ترکیبیهای از روش

روش نیوتون رافسون برای محاسبات غیرخطی و تئوری مکانیک مواد متخلخل  سازی زمان،برای گسسته

گاوین و همکاران نیز با استفاده از یک مدل  به منظور استخراج معادلات حاکم استفاده کردند.

ها به منظور های دمایی و رطوبتی را مورد مطالعه قرار دادند. آنهایگروترموالاستیسیته برای بتن، تنش

ای متخلخل چندفازی در نظر سازی فرآیند تولید،  بتن را مادهیختگی و فروپاشی و شبیهبررسی گس

ها ها توسعه دادند. مطالعات آنبری و همکاران مدلی برای تحلیل کوپل ترمومکانیک بتن [.23] گرفتند

دیوارهای بینس و استفان  [. 24] صورت گرفت دماهای معتدلها تحت اثر بر روی رفتار گذرای بتن

بتنی تحت بار ترمومکانیک را در دماهای بالا با به کارگیری المان محدود به منظور گسسته سازی فضا 

 [.25] و روش نیمه صریح برای گسسته سازی دامنه زمان، تحلیل نمودند

 فضا هوا وای در صنایع مختلف مانند گسترده های کامپوزیت استفاده، مانند ورقایهای لایهامروزه سازه

قرار  زیاد دمای بالا و رطوبت معمولا تحت شرایط محیطی سخت همچونها . این دسته از سازهدارند

گیرند که موجب تغییر خواص مواد سازنده و همچنین کاهش استقامت پلیمر و فیبرهای تشکیل می
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در طراحی ای مهم . تنش باقی مانده توسط بار هایگروترمال نیز مسئله[26و11]گردد دهنده آن می

های کامپوزیتی بِنکداد و همکاران روند انتشار رطوبت را در ورق رود.های کامپوزیتی به شمار میسازه

و تمرکز  منجر به مسئله انتشار یک بعدی شد تنها با در نظر گرفتن ضخامت آن مطالعه کردند که

همچنین همین روش  .[28و27]رطوبت در لحظه مورد نظر توسط روش تفاضل محدود محاسبه گشت 

های کامپوزیتی چند لایه یک جهته تحت شرایط برای بررسی تنش هایگروسکوپیک گذرا در ورق

. پاتل و لوو نیز پاسخ شدبه کار برده [32-29]محیطی متقارن و نامتقارن توسط تونسی و همکاران 

رات دما و رطوبت تحلیل غییهای چندلایه را با در نظر گرفتن دگرگونی خواص مواد تحت تاستاتیک ورق

بعدی توسط رائو و سینها برای بررسی تاثیرات دما و رطوبت بر روی ارتعاشات آنالیز سه .[33]نمودند 

 گره بهره بردند 20از المان چهاروجهی ایزوپارامتریک با  کامپوزیت چندجهتی اعمال شد که در آنآزاد 

های های هایگروترموالاستیک را در ورقدند تا تنشمدلی را پیشنهاد دا [35]بِنخِدا و همکاران  [.34]

هندسی بر روی  ده از المان محدود غیرخطیِکوندا و هان با استفاد. کامپوزیتی چند لایه ارزیابی کنن

پیش  به منظور بررسی رفتار ارتعاشیِ ،های کامپوزیتی با انحنای زیادآنالیز هایگروترموالاستیسیته پوسته

اوپادیا و همکاران حل تحلیلی بر اساس سری چبیشف به [. 36مطالعه کردند ] هاآنو پس از کمانش 

گاه منظور بررسی پاسخ خمشی غیرخطی ورق مستطیل شکل کامپوزیتی چندلایه نسبتا ضخیم با تکیه

تئوری تغییرشکل برشی ها ورق را تحت بار هایگروترمومکانیک در نظر گرفتند. آن الاستیک ارائه دادند.

آنالیز بارگذاری  [.37] ها استفاده شدکارمن در تحلیل آن-و سینماتیک غیرخطی فون لامرتبه با

توسط زنکور  گاه الاستیکروی تکیهقرار گرفته  FG1های هایگروترمومکانیک بر روی پاسخ خمشی ورق

ای تحت کوپل دمایی رطوبتی های لایهو سوگانو برای ورق حل تحلیلی توسط چیبا  [.38] بررسی شد

و سپس به وسیله راه حل پیشنهادی  دما و رطوبت را فرمول بندی کردهها کوپل انتشار ارائه شد. آن

و  مده توسط کوپل میدان گرماتحلیل تنش خمشی به وجود آ [.39] خود به حل مسئله پرداختند

کیرشهف  ستای شعاعی بر اساس تئوری تیرهایمتغیر در را ای تو خالی با ضخامتبرای ورق دایرهرطوبت 

                                                             
1 Functionally Graded 
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 FGخمش هایگروترمومکانیک ورق  زیدی و همکاران به مطالعه [.40] توسط ماشات و زنکور ارائه شد

با استفاده از تئوری چهار متغیره پالوده شده ورق و بدون استفاده گاه الاستیک قرار گرفته، روی تکیهکه 

روی تاثیر رطوبت بر رفتار  احمد و همکاران تحقیقی تجربی [.41]پرداختند از ضریب اصلاح برش 

رعت ای با سهای فیبر کربن یک جهته که توسط کامپوزیت پلیمر تقویت شده و تحت تاثیر بار ضربهورق

ور در آب است مطالعه ها زمانی که ورق غوطهین نوع ورقروی مقاومت ا هاارائه دادند. آن کم قرار گرفته

توزیع رطوبت و تنش را برای یک محیط دوبعدی محدود با  [43] رادحسینی و قدیری[. 42] نمودند

کمانش [ 44]اند. ابراهیمی و براتی گزارش کرده ی دما، رطوبت و جابجاییهادانیمدرنظر گرفتن کوپل 

کمانش نیز رفتار پس [45]اند. لی و کیم ی دما و رطوبت بررسی کردههادانیمیک نانوتیر را تحت 

 ند. ردرطوبتی را منتشر ک-ی گرماییهاتنشتحت  FGساخته شده از مواد صفحات 

کاری معمولا در معرض شرایط حرارتی و رطوبتی گوناگونی قرار  در محیط تیکالکتروالاس-مگنتومواد 

. کوپل میان حائز اهمیت است یشرایطچنین گیرند و به همین دلیل بررسی رفتار این مواد در می

 تاثیرگذار بوده 1سته از مواد هوشمندرطوبت بر عملکرد این دالاستیک، الکتریک، مغناطیس، دما و 

و در نتیجه تحقیقات قابل توجهی در رابطه با رفتار مواد هوشمند تحت شرایط هایگروترمال  [47و46]

رطوبت و -با در نظر گرفتن مسئله کوپل گرما [52]. کِرور و قوش [51-48]انجام شده است 

لمان محدودی پرداختند تا به کمک آن به ارزیابی خمش غیرخطی الکترومغناطیس به توسعه فرمول ا

-روابط پایه پیزوالکتریک، ترموپیزوالکتریک و هایگرو [53]های هوشمند بپردازند. آلتیِ و داکمسی سازه

بندی المان محدود توسط راجا و همکاران به منظور آنالیز فرمول ترموپیزوالکتریک را بررسی نمودند.

ها از قواعد کار مجازی برای استخراج ها مورد استفاده قرار گرفت. آنپیزوترموهایگروالاستیک ورق

ها وابسته به اکبرزاده و چن با در نظر گرفتن موادی که خواص آن [.54] معادلات حاکم استفاده کردند

قرار گرفته  لکتروالاستیکا-مگنتو هایدما و رطوبت است به بررسی تاثیر بارهای هایگروترمال بر استوانه

                                                             
1 Smart Materials 
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شعاعی های محاسبه تنش برایحل تحلیلی  [56] هاهمچنین آن [.55]پایه الاستیک پرداختند  بر

را ارائه دادند. اکبرزاده و پاسینی  FGاز مواد ساخه شده رطوبتی یک استوانه پیزوالکتریک  -گرمایی

انتها و دیسک برای بررسی تاثیر بار هایگروترمال بر پاسخ حالت پایا سیلندر بلند و بی تحلیلیحل  [57]

خالی از جنس مواد تابعی کره تو پاسخنازک از جنس مواد تابعی استخراج نمودند. ساداتفر و خافری 

MEE1  زنکور و همکارانش نیز در  .[85]را ارزیابی کردند  تیکالکتروالاس-مگنتو-ترمو-وپل هایگروکبه

اند. حل تحلیلی برای یی منتشر کردههاگزارشرطوبتی  -مورد خمش صفحات تحت بارگذاری گرمایی

، تحلیل [59]ی غیرکوپل دما و رطوبت هادانیمدر نظرگرفتن  متغیر و ضخامت باقطاعی از دایره 

ر الاستیک در محیط و توسعه تئوری برای صفحات روی بست FG [60] صفحات مستطیلی از مواد

مغناطیس -تیکهای الکتروالاسوینیاس و همکاران تیر این تحقیقات است. ازجمله [61]رطوبتی -گرمایی

 .[62]های المان محدود بررسی نمودند تحت بار هایگروترمال را توسط روش

ها به شمار آورد. از این رو بررسی رفتار ترک در در سازه هاترین پدیدهتوان یکی از رایجمیترک را 

 ای مهم در طراحی،مسئله هایی که تحت تاثیر دما و رطوبت قرار دارندشرایط هایگروترمال در انواع سازه

ای جسمی نامحدود شامل حفره [63]رانف و سی هارت آید.ها به حساب میتحلیل دوام و کارکرد آن

وابسته به زمان را بررسی کردند و تنش ایجاد شده را  ا و رطوبت غیر یکنواخت وت توزیع دمکروی تح

های روش المان محدود وابسته به زمان را به منظور بررسی تنش [64]محاسبه نمودند. سی و همکاران 

انتها تحت شرایط گذرا توسعه دادند. سپس ای بیای شکل روی صفحهای دایرهحفره هایگروترمال اطراف

های مکانیکی و هایگروترمال به تحلیلی را توسعه دادند که توسط آن توزیع تنش یی و اوگاوا روشس

ها شدت تنش وابسته به زمان را به عنوان معیار دلیل وجود ترکِ بیضوی شکل را تعیین کنند، آن

را در های هایگروترمال گذرا تنش [66]. در ادامه کارهای پیشین سی [65]شکست در نظر گرفتند 

وجود و همچنین عدم وجود حفره بررسی نمود تا کوپل میان دما و رطوبت را مورد فرض با  صفحه

                                                             
1 Magneto Electro Elastic 
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بررسی قرار دهد. چائو و چانگ با استفاده از رویکرد متغیر مختلط به بررسی ترک عایق موجود در صفحه 

د و پارامترهای تمرکز هایگروالاستیک غیر ایزوتروپیک تحت شار حرارتی و انتشار تمرکز رطوبت پرداختن

 1لایک-استروح فرمولوو . سیح و [76]تنش، نرخ آزاد سازی انرژی و گسترش ترک را استخراج نمودند 

ترک بیضوی تحت جریان دما  ای نامحدود دارایلایهرا توسعه دادند و توسط آن راه حل صریحی برای 

رجایی با  .[68]های روش المان محدود مقایسه نمودند و رطوبت بدست آوردند و نتایج را با گزارش

یک و یافته، ضرایب شدت تنش را برای ترکی در محیط ایزوترپستفاده از روش المان محدود توسعها

روش جابجایی ناپیوسته دانگ، ژائو و همکاران با استفاده از  [.69بدست آورد ]ارتوتروپیک در حالت گذرا 

ای با شکل دلخواه در محیط سه هی برای ایجاد ترک، به بررسی ترک صفحهنو اصل برهم توسعه یافته

ژائو و همکاران به حل عمومی حالت پایا ماده هایگروترموالاستیک  .[70] بعدی ایزوتروپیک پرداختند

ها با استفاده از تئوری آلمانسی دو ایزوتروپیک در فضای سه بعدی به روش تابع پتانسیل پرداختند. آن

ابجایی به منظور ساده سازی معادلات حالت پایا معرفی کردند و در نهایت با استفاده از تئوری تابع ج

های مکانیکی، دمایی و رطوبتی را مورد بررسی تحت باری ،ایصفحه یترک تعمیم یافته تابع پتانسیلِ

با در نظر گرفتن  را ضرایب شدت تنش ،KJهای دگ و همکاران با استفاده از انتگرال .[17]قرار دادند 

، محاسبه FG مواد تروپیک وشرایط پایدار برای رطوبت و حرارت و معادلات غیرکوپل در یک محیط اورتو

فرض بارگذاری هایگروترمال عمومی  از FGتوپال و دگ برای تحلیل ترک در مواد  [.73و  72] نمودند

ر شکست بسیار مهم بوده و باید در بر رفتا 2که اثرات هایگروسکوپیک و نتیجه گرفتند استفاده کرده

 [.74]آنالیز شکست لحاظ شوند 

                                                             
1 Stroh-Like 
2 Hygroscopic 
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 نوآوری -3-1

ط شده، تاکنون گزارشی درمورد محاسبه ضرایب شدت تنش در یک محیبنابر جستجوی انجام     

رطوبت  های جابجایی، دما ومحدود ایزوتروپیک تحت شوک گرمایی با درنظر گرفتن کوپل کامل میدان

 است.منتشر نشده 
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 یافتهروش اجزا محدود توسعه
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 مقدمه -1-2

از جمله  که بر پایه المان محدود استاندارد شکل گرفته، (XFEM1) روش المان محدود توسعه یافته      

های محلی و ، تغییر شکلتکین، مانند مکانیک شکست های مناسب برای حل مسائل ناپیوستگیابزار

د توان. این روش میها با موانعی روبرو استکه روش استاندارد در حل آن پیچیده استهندسه  شکالی باا

و ی سازشبیه از د کها به منظور حل مسائل به طرز شگفت انگیزی ساده سازسازی مواد و اجسام رمدل

 المان محدود توسعه یافته روش مزیت .توان نام بردیک نمونه از کاربردهای آن می رشد ترک به عنوان

نی ترک از هندسه یع ،گیردصورت می آن املا مستقل از ترک و مسیرک بندیین است که مشدر ا

 و طباق المانرک، نیاز به انرشد ت رفتار و گردد که برای تحلیلو این امر موجب می مسئله حذف شده

بندی در روش المان ای میان مشمقایسه (1-2شکل ) نباشد. در حین رشد ترک مجددبندی مش

دهد که استقلال از مسیر ترک از عمده محدود کلاسیک و المان محدود توسعه یافته را نشان می

 های استفاده شده یافت. توان در شکل و نظم المانتفاوت دیگر را می .است های آنتفاوت

 

 [79] ( المان محدود استانداردبو ) افتهی( المان محدود توسعه الفروش ) یصفحه برا کی یمش بند -1-2 شکل

 روش اجزا محدود توسعه یافته -2-2

به منظور مدل سازی ترک از روش المان محدود توسعه یافته، از توابع شکل روش اجزا محدود      

های نوک و مسیر ترک باید غنی سازی گردند. یعنی با این تفاوت که  المان ،شوداستاندارد استفاده می

افزایش  ،ستانداردها با اضافه نمودن توابع غنی سازی به توابع شکل اجزا محدود ادرجات آزادی این المان

                                                             
1 Extended Finite Element Method 
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های در شبکه هاجهت مدل سازی ناپیوستگی ]79و76،75[ یابد. این روش توسط بلچیکو و همکارانشمی

توان شامل دو را میالمان محدود استاندارد پیشنهاد شد. به طور کلی روش اجزا محدود توسعه یافته 

های مسیر و نوک غنی سازی الماندوم، . مرحله اول، شبکه بندی هندسه مساله و مرحله مرحله دانست

 .ترک

های ده و یا تقریبغنی سازی ش هایبرای المان1افراز واحد پایه روش المان محدود توسعه یافته، مفهوم 

است به صورتی  ϕi(x)توابع ای از ، مجوعهΩ. تفکیک واحد در محدوده ]78و77[بدون المان است 

 که:

(1-2) ∑ϕi(x)

∀i

= 1,   ∀x ∈ Ω 

را  (x)خاصیت تفکیک واحد استفاده شده در روش المان محدود توسعه یافته این است که هر تابع 

 یعنی: ]79[، بازیابی کرد Ψ(x)توان توسط حاصلضرب توابع تفکیک واحد با می

(2-2) ∑ϕi(x)Ψ(x)

∀i

= Ψ(x) 

تواند به سازی میغنیتابع  شود،اصلاح می biکه جمع بندی با معرفی پارامترهای در این روش هنگامی

 :]79[کمک تقریب زیر به دست آید 

(3-2) u(𝐱) = ∑𝑁𝑖(𝐱)a𝑖
∀𝑖

+∑𝜙𝑖(𝐱)Ψ(𝐱)b𝑖
∀𝑖

 

ها توابع شکل  𝑁𝑖شود که در آن جمله اول شامل تقریب اجزا محدود استاندارد می( 3-2)رابطه  در

ها  a𝑖آیند. های ایزوپارامتریک از رابطه زیر به دست میلمانهستند و برای ا روش اجزا محدود استاندارد

 هم درجات آزادی اجزا محدود استاندارد هستند.

                                                             
1 Partition of Unity 
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(4-2) Ni(ξ, η) =
1

4
(1 + ξξi)(1 + ηηi) 

تابع  Ψ(𝐱)توابع شکل،   𝜙𝑖(𝐱)سازی است که در آن های غنیشامل عبارت (3-2) جمله دوم رابطه

های حلغالبا مبتنی بر  Ψ(x)پارامترهای مجهول به منظور تنظیم غنی سازی هستند.  b𝑖سازی و غنی

برای تقریب اجزا محدود کل های دقیقی نیستند. اگرچه لازم نیست توابع شحلمجانبی است که 

     توابع یکسانی در نظر گرفت یعنیها را آنتوان یکسان باشند، اما مییافته و تعمیم استاندارد

𝜙𝑖(𝐱) = 𝑁𝑖(𝐱) ]79[. 

کنند؛ زیرا این خاصیت برای خاصیت تفکیک واحد را ارضاء می المان محدود لاگرانژیتمام توابع شکل 

 همگرایی و عبور از آزمون پیوستگی ضروری است. خاصیت تفکیک واحد به تقریب المان محدود این

های بدون جسم صلب را به طور دقیق نمایش دهد. به صورت مشابه، تقریب دهد که حرکتقابلیت را می

 .]79[کنند المان نیز این خاصیت را ارضا می

 سازی ترک در روش اجزا محدود توسعه یافتهمدل -3-2

شود شود. فرض میدر نظر گرفته می (2-2مانند شکل ) مدل المان محدود جسمی شامل ترک      

های اطراف نوک ترک های المانمشخص شوند، مجموعه گره ANهای شبکه المان محدود با تمام گره

هایی که توسط المان هاییو همچنین مجموعه گره CNهای جلوی ترک در حالت سه بعدی( با )یا المان

توانند می CNها با گره مشخص شوند. مجموعه المان HNنیستند با  CNشوند اما جزوی از ترک بریده می

کند، با این حال انتخاب تعداد توسط شخص انتخاب شوند. معمولا انتخاب تنها یک المان کفایت می

به ترتیب  HNو  CNها در . گره]79[اند به بهبود اندک در دقت نتایج کمک کند توهای بیشتر میالمان

های غنی شده ن گرههای غنی شده نوک ترک و غنی شده مسیر ترک و مجموعا به عنوابه عنوان گره

 شوند.شناخته می
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 یغن هایو المان رهیآن با دا یهاکه گرهترک  ریشده مس یغن هایک شبکه با المانیترک دلخواه در  کی -2-2شکل

 [79] اندآن با مربع مشخص شده هایشده نوک ترک که گره

توان به میدان جابجایی را میبرای یک المان غنی شده شامل ترک در روش المان محدود توسعه یافته، 

 : ]80[صورت زیر نوشت 

(5-2) 

u(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦)an(𝑡)

n∈NA

+ ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦)[H(Ζ) − H(Ζn)]bn(𝑡)

n∈NH

 

     +∑ ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦)[𝐹m(𝑟, 𝜑) − 𝐹m(𝑟n, 𝜑n)]cnm(𝑡)

n∈NCm

 

 ای بوده که توابعی از زمان هستند.بردارهای مجهولات گره cnm(𝑡)و  an(𝑡)  ،bn(𝑡)در این رابطه 

(6-2) an(𝑡) = {an
u(𝑡), an

v(𝑡)}𝑇 

(7-2) bn(𝑡) = {bn
u(𝑡), bn

v(𝑡)}𝑇 

(8-2) cnm(𝑡) = {cnm
u (𝑡), cnm

v (𝑡)}𝑇 

 گردد:تابع هویساید است که به صورت زیر تعریف می 𝐻(𝑍)( 5-2در رابطه )

(9-2) H(Ζ) = {
1,       Ζ > 0
0,       Ζ ≤ 0

 

 تابعی از موقعیت یک نقطه نسبت به مسیر ترک است. Ζدر این رابطه 
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 حوزه نوک ترک یمختصات قطب -3-2شکل 

زنند. توابع غنی سازی هستند که رفتار نزدیک نوک ترک را تقریب می مجموعه 𝐹m(، 5-2در رابطه )

 :]80[( 3-2)شکل  ( عبارتند از𝜑 و  𝑟این توابع بر حسب مختصات محلی نوک ترک )

(10-2) {𝐹m} = {√𝑟 sin (
𝜑

2
) , √𝑟 cos (

𝜑

2
) , √𝑟 sin(𝜑)sin (

𝜑

2
) , √𝑟 sin(𝜑)cos (

𝜑

2
) } 

در  میدان جابجاییهای (، مولفه5-2( در رابطه )10-2( و )8-2( تا )6-2بنابراین با جایگذاری روابط )

 آیند:می سراسری به صورت زیر به دست روش المان محدود توسعه یافته در جهت محورهای مختصات

(11-2) 

u(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦)an
u(𝑡)

n∈NA

+ ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦)[H(Ζ) − H(Ζn)]bn
u(𝑡)

n∈NH

 

     + ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦) [√𝑟 sin (
𝜑

2
) − √𝑟n sin (

𝜑n
2
)] cn1

u (𝑡)

n∈NC

 

     + ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦) [√𝑟 cos (
𝜑

2
) − √𝑟n cos (

𝜑n
2
)] cn2

u (𝑡)

n∈NC

 

     + ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦) [√𝑟 sin(𝜑)sin (
𝜑

2
) − √𝑟n sin(𝜑n)sin (

𝜑n
2
)] cn3

u (𝑡)

n∈NC

 

     + ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦) [√𝑟 sin(𝜑)cos (
𝜑

2
) − √𝑟n sin(𝜑n)cos (

𝜑n
2
)] cn4

u (𝑡)

n∈NC

 

 

(12-2) v(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦)an
v(𝑡)

n∈NA

+ ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦)[H(Ζ) − H(Ζn)]bn
v(𝑡)

n∈NH
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     + ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦) [√𝑟 sin (
𝜑

2
) − √𝑟n sin (

𝜑n
2
)] cn1

v (𝑡)

n∈NC

 

     + ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦) [√𝑟 cos (
𝜑

2
) − √𝑟n cos (

𝜑n
2
)] cn2

v (𝑡)

n∈NC

 

     + ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦) [√𝑟 sin(𝜑)sin (
𝜑

2
) − √𝑟n sin(𝜑n)sin (

𝜑n
2
)] cn3

v (𝑡)

n∈NC

 

     + ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦) [√𝑟 sin(𝜑)cos (
𝜑

2
) − √𝑟n sin(𝜑n)cos (

𝜑n
2
)] cn4

v (𝑡)

n∈NC

 

با فرض عایق بودن ترک، میدان دما در امتداد ترک ناپیوسته است. لذا برای در نظر گرفتن این ناپیوستگی 

شود. به منظور غنی سازی نوک ترک، باید میدان دمای نوک ترک را بررسی از تابع هویساید استفاده می

جایی میدان جابه کرد. همچنین شار حرارتی در نوک ترک تکین است. میدان دمای نوک ترک مشابه

 :]81[( ترک به قرار زیر است IIIمد پارگی )مد 

(13-2) 𝑇 = −
𝐾𝑇
𝐷𝑇
√
2𝑟

𝜋
sin (

𝜑

2
) 

 ضریب شدت تنش گرمایی است. 𝐾𝑇و  ضریب هدایت گرما 𝐷𝑇که در رابطه بالا 

سازی کرد، با این ما را مشابه میدان جابجایی گسستهتوان میدان دبا در نظر گرفتن رابطه بالا می

. ]82[شود های نوک ترک استفاده می( برای غنی سازی گره10-2تفاوت که فقط از اولین تابع رابطه )

 توان به صورت زیر نوشت:بنابراین میدان تغییر دما را می

(14-2) 

θ(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦)an
T(𝑡)

n∈NA

+ ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦)[H(Ζ) − H(Ζn)]bn
T(𝑡)

n∈NH

 

                     + ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦) [√𝑟 sin (
𝜑

2
) − √𝑟n sin (

𝜑n
2
)] cn

T(𝑡)

n∈NC

 

anکه در این رابطه 
T(𝑡) ،bn

T(𝑡)  وcn
T(𝑡) ابع شکل مربوطه هستند.ها برای تومقادیر تغییرات دمای گره 

  توان به صورت زیر بیان کرد:می نیز مشابه میدان دما، میدان رطوبت نوک ترک را



 

18 

 

(15-2) 𝐶 = −
𝐾𝑐
𝐷𝑐
√
2𝑟

𝜋
sin (

𝜑

2
) 

رطوبت را ضریب شدت تنش رطوبتی است. میدان تغییر  𝐾𝑐ضریب نشر رطوبت و  𝐷𝑐که در رابطه بالا 

 توان به صورت زیر نوشت:می

(16-2) 

𝐶(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦)an
𝐶(𝑡)

n∈NA

+ ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦)[H(Ζ) − H(Ζn)]bn
𝐶(𝑡)

n∈NH

 

     + ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦) [√𝑟 sin (
𝜑

2
) − √𝑟n sin (

𝜑n
2
)] cn

𝐶(𝑡)

n∈NC

 

anکه در این رابطه 
𝐶(𝑡) ،bn

𝐶(𝑡)  وcn
𝐶(𝑡) توابع شکل مربوطه هستند.ها برای مقادیر تغییرات رطوبت گره 

 توان به صورت زیر بازنویسی کرد:را می( 16-2و )( 14-2) (،12-2(، )11-2روابط )

(17-2) 

u(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 

     ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦)an
u(𝑡)

n∈NA

+ ∑ Φn(𝑥, 𝑦)bn
u(𝑡)

n∈NH

+ ∑ ∑ Ψnm(𝑥, 𝑦)cnm
u (𝑡)

4

m=1n∈NC

 

(18-2) 

v(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 

     ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦)an
v(𝑡)

n∈NA

+ ∑ Φn(𝑥, 𝑦)bn
v(𝑡)

n∈NH

+ ∑ ∑ Ψnm(𝑥, 𝑦)cnm
v (𝑡)

4

m=1n∈NC

 

(19-2) 
θ(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 

     ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦)an
T(𝑡)

n∈NA

+ ∑ Φn(𝑥, 𝑦)bn
T(𝑡)

n∈NH

+ ∑ Ψn1(𝑥, 𝑦)cn1
T (𝑡)

n∈NC

 

(20-2) 
𝐶(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 

     ∑ 𝑁n(𝑥, 𝑦)an
𝐶(𝑡)

n∈NA

+ ∑ Φn(𝑥, 𝑦)bn
𝐶(𝑡)

n∈NH

+ ∑ Ψn1(𝑥, 𝑦)cn1
𝐶 (𝑡)

n∈NC
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هستند که به ترتیب  و رطوبت دما یی،های جابجاسازی میدانهای غنیعبارت Ψو  Φدر این روابط 

و  (14-2) (،12-2(، )11-2) سازی سطح و نوک ترک را بر عهده دارند. با توجه به روابطوظیفه غنی

 توان به صورت زیر استخراج کرد:این توابع را می (2-16)

(21-2) Φn(𝑥, 𝑦) = 𝑁n(𝑥, 𝑦)[H(Ζ) − H(Ζn)] 

(22-2) 

Ψn(𝑥, 𝑦) = 𝑁n(x, y) [√𝑟 sin (
𝜑

2
) − √𝑟n sin (

𝜑n
2
) , √𝑟 cos (

𝜑

2
)

− √𝑟n cos (
𝜑n
2
), 

                   √𝑟 sin(𝜑)sin (
𝜑

2
) − √𝑟n sin(𝜑n)sin (

𝜑n
2
), 

                  √𝑟 sin(𝜑)cos(
𝜑

2
) − √𝑟n sin(𝜑n)cos (

𝜑n
2
)] 

توان این معادلات را ( در معادلات حاکم بر مساله مورد نظر می20-2( تا )17-2با قرار دادن روابط )

 سازی نمود.گسسته

 گیری عددیانتگرال -4-2

سازی معادلات در روش المان محدود، لازم است های حاصله از گسستهبه منظور محاسبه انتگرال     

گیری گاوس است که به صورت های عددی انتگرالهای عددی استفاده گردد. یکی از این روشاز روش

 [:83] شودزیر تعریف می

(23-2) ∫ 𝑓(𝜉)𝑑𝜉 =∑𝑓(𝜉𝑖)𝑤𝑖

𝑛𝑄

𝑖=1

1

−1

 

 توابع وزنی هستند. 𝑤𝑖تعداد نقاط گوسی و  𝑛𝑄مقادیر نقاط گوسی،  𝜉𝑖که در رابطه فوق 

شود، بنابراین از فرم سطحی ها بر روی سطح المان انجام میگیریدر روش المان محدود اغلب انتگرال

 گردد:گیری گوس به صورت زیر استفاده میانتگرال
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(24-2) ∫ ∫ 𝑓(𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂
1

−1

1

−1

=∑∑𝑓(𝜉𝑖 , 𝜂𝑖)𝑤𝑖𝑤𝑗

𝑛𝑄

𝑗=1

𝑛𝑄

𝑖=1

 

هایی که در مسیر ترک قرار سازی المانبه دلیل عدم توانایی روش گاوس در محاسبه انتگرال توابع غنی

[. در روش اول 84اند، دالبو دو روش برای حل این مشکل ارائه کرد ]داشته و توسط آن بریده شده

ای که شوند به گونهترک تقسیم میهای مثلثی کوچکتر در دو طرف های دارای ترک به المانالمان

هایی که توسط ترک بریده های مثلثی منطبق بر سطح ترک باشد. در روش دوم المانهای این المانلبه

 .((4-2)شکل ) شوندهای چهار ضلعی کوچکتر تقسیم میاند، به المانشده

در دو  کوچکتر های مثلثیالمانهای مسیر ترک به المان شده واستفاده  نامه از روش اولدر این پایان

این روش نسبت به روش دوم دارای دقت بالاتری است، به این دلیل که در  .گرددتقسیم می طرف آن

تواند عامل ایجاد خطا در های المان وجود داشته و این میروش دوم امکان گذشتن مسیر ترک از لبه

گیری عددی و ارزیابی ، معیار انتگرالهای مثلثیالمانموقعیت مرکز هر یک از این  [.85محاسبات گردد ]

در یک طرف ترک، کل نقاط  المانگیرد. به این ترتیب که با قرار گرفتن مرکز تابع هویساید قرار می

در همان طرف در نظر گرفته  المان مثلثیگیری بر روی آن گوسی برای ارزیابی تابع هویساید در انتگرال

 شوند.می

 

های مثلثی )ب( )الف( استفاده از المان یعدد یریگانتگرال یترک برا ریمس یهاالمان یبندمیتقس -4-2شکل 

 های مربعی کوچکتراستفاده از المان
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( به 5-2به منظور حذف اثر تکینی نوک ترک در عبارت زیر انتگرال، المان نوک ترک همانند شکل )

 شود.چند مثلث کوچکتر تقسیم می

 

 یعدد یریگانتگرال یالمان شامل نوک ترک برا یبندمیتقس -5-2شکل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 
 
 

 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 
 
 
 
 

 
 
 

 

 فصل سوم

 

 استخراج معادلات حاکم
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 مقدمه -1-3

پردازیم و میاستخراج معادلات حاکم به  هایگروترموالاستیسیتهمنظور حل مسائل در این فصل به      

مورد استفاده، معادلات را  محدود توسعه یافته و برنامه ها در روش اجزاای استفاده از آنسپس بر

  نماییم.سازی میگسسته

 معادلات حاکم -2-3

-فته حرکت بر حسب مولفهمعادلات حاکم هایگروترموالاستیسیته کوپل به صورت معادله تعمیم یا     

 شود. و رطوبت بیان می ادلات انتقال گرماهای تنش و کوپل مع

 :]86[ ازهای تنش عبارت است معادله حرکت بر حسب مولفه

(1-3) 𝜎𝑖𝑗,𝑗 + 𝑓𝑖 = 𝜌�̈�𝑖  

بردار  𝑢چگالی و  𝑖 ،𝜌بردار نیروی کالبدی بر واحد حجم در جهت  𝑓تانسور تنش،  𝜎که در این رابطه 

توان از رابطه زیر، کرنش را بر حسب جایجایی تعریف های کوچک میتند. برای تغییر شکلجابجایی هس

 نمود:

(2-3) 𝜀𝑖𝑗 =
1

2
(𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖) 

به  برای مواد همگن و همسانگرد تنش ساختاری تانسور کرنش کل است. معادله 𝜀 که در این رابطه 

 :[87] صورت زیر قابل بیان است

(3-3) 𝜎𝑖𝑗 = 𝜇(𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖) + 𝜆1𝑢𝑘,𝑘𝛿𝑖𝑗 − 𝛾1𝑇𝛿𝑖𝑗 − 𝛾2𝑐𝛿𝑖𝑗 

با روابط زیر تعریف  𝛾2و  𝜆1 ،𝛾1 و ضرایب هستند نشانگر دما و رطوبتبه ترتیب  𝑐و   𝑇 در رابطه فوق

 شوند:می
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(4-3) 𝜆1 = 𝜆 −
𝛽2
2

𝑏
 

(5-3) 𝛾1 = 𝛽1 +
𝑎

𝑏
𝛽2 

(6-3) 𝛾2 =
𝛽2
𝑏

 

𝑎 رطوبتی ، -پارامتر اثر حرارتی𝑏  و پارامتر اثر رطوبتی بوده𝛽1   و𝛽2 شوند:به صورت زیر تعریف می 

(7-3) 𝛽1 = (3𝜆 + 2𝜇)𝛼𝑡   

(8-3) 𝛽2 = (3𝜆 + 2𝜇)𝛼𝑐 

 λدر این روابط  همچنین است. ضریب انبساط رطوبتی 𝛼𝑐و  ضریب انبساط حرارتی 𝛼𝑡در روابط بالا 

 :گردندبوده و به صورت زیر تعریف میضرایب لامه  μو 

(9-3) 𝜇 =
𝐸

2(1 + 𝜈)
    

(10-3) 𝜆 =
𝐸𝜈

(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)
 

 است. مدول یانگ 𝐸و  پواسوننسبت  𝜈 که در آن 

 :[87] به صورت زیر قابل بیان هستند رطوبتانرژی و معادلات 

(11-3) 𝑘𝑇,𝑖𝑖 = (𝑇0𝛾1�̇�𝑖,𝑖 + 𝑇0𝑑1�̇� + 𝑇0𝑔𝑐̇) 

(12-3) 𝐷𝑐,𝑖𝑖 + 𝑆𝑇𝑇,𝑖𝑖 = (𝛾2�̇�𝑖,𝑖 + 𝑔�̇� + 𝑛𝑐̇) 

 است.نشانگر مقدار سورت  𝑆𝑇و  رطوبت انتشارو  گرماضرایب هدایت به ترتیب  𝐷و   𝑘 که در آن

 شوند:با روابط زیر بیان می 𝑛و  𝑑1 ،𝑔همچنین ضرایب 
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(13-3) 𝑑1 =
𝜌𝑐𝑒
𝑇0
   

(14-3) 𝑔 =
𝑎

𝑏
 

(15-3) 𝑛 =
1

𝑏
 

 گرمای ویژه ماده است. 𝑐𝑒(، 13-3در رابطه )

 نماییم:بعد سازی معادلات حاکم، متغیرهای زیر را تعریف میبه منظور بی

(16-3) �̂�𝑖 =
𝑥𝑖
𝐿

 

(17-3) �̂� =
𝑉

𝐿
𝑡 

(18-3) 𝐿 =
1

𝑐1𝜂
 

(19-3) 𝜂 =
𝜌𝑐𝑒
𝑘

 

(20-3) 𝑐1
2 =

𝜆 + 2𝜇

𝜌
 

(21-3) �̂�𝑖 =
𝑢𝑖
𝐿

 

(22-3) �̂� =
𝛽1
𝜌𝑐12

𝑇 

(23-3) 𝑐̂ =
1

𝛽2
𝑐 

(24-3) 𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗

=
𝜕(𝐿�̂�𝑖)

𝜕(𝐿�̂�𝑗)
= �̂�𝑖,𝑗  

(25-3) 𝜕2𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑗

=
𝜕

𝜕𝑥𝑗
(
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥𝑗

) =
𝜕

𝜕(𝐿�̂�𝑗)
(�̂�𝑖,𝑗) =

1

𝐿
�̂�𝑖,𝑗𝑗  

(26-3) 
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑡

=
𝜕(𝐿�̂�𝑖)

𝜕(
𝐿
𝑉 �̂�)

= 𝑉�̇̂�𝑖  
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(27-3) 
�̇�𝑖,𝑖 =

𝑉

𝐿
�̇̂�𝑖,𝑖  

(28-3) 
�̈�𝑖 =

𝑉2

𝐿
�̈̂�𝑖  

(29-3) 
𝑐,𝑖 =

𝛽2
𝐿
𝑐,̂𝑖  

(30-3) 𝑇,𝑖 =
𝜌𝑐1

2

𝐿𝛽1
�̂�,𝑖  

(31-3) �̇� =
𝜌𝑐1

2𝑉

𝛽1𝐿
�̇̂� 

(32-3) 
�̂�𝑇 =

𝑆𝑇
𝛼

 

(33-3) �̈� =
𝜌𝑐1

2𝑉2

𝛽1𝐿2
�̈̂� 

(34-3) 
𝑐̇ =

𝛽2𝑉

𝐿
𝑐̂̇ 

(35-3) 
𝑐̈ =

𝛽2𝑉
2

𝐿2
𝑐̂̈ 

(36-3) 𝑇,𝑖𝑖 =
𝜌𝑐1

2

𝛽1𝐿2
�̂�,𝑖𝑖  

(37-3) 
𝑐,𝑖𝑖 =

𝛽2
𝐿2
𝑐,̂𝑖𝑖  

(38-3) 
�̈�𝑖,𝑖 =

𝑉2

𝐿2
�̈̂�𝑖,𝑖  

بعد برای یک ماده به ترتیب طول و سرعت مشخصه هستند. بنابراین معادلات حاکم بی 𝑉و  𝐿که 

 شوند:ایزوتروپیک به صورت زیر بیان می

(39-3) 
(𝜆1 + 2𝜇).

1

𝐿
�̂�1,11 + 𝜇.

1

𝐿
�̂�1,22 + (𝜆 + 𝜇).

1

𝐿
�̂�2,21 −

𝛾1𝜌𝑐1
2

𝐿𝛽1
�̂�,1 −

𝛾2𝛽2
𝐿

𝑐,̂1

=
𝜌𝑉2

𝐿
�̈̂�1 
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(40-3) 
(𝜆1 + 2𝜇).

1

𝐿
�̂�2,22 + 𝜇.

1

𝐿
�̂�2,11 + (𝜆 + 𝜇).

1

𝐿
�̂�2,12 −

𝛾1𝜌𝑐1
2

𝐿𝛽1
�̂�,2 −

𝛾2𝛽2
𝐿

𝑐,̂2

=
𝜌𝑉2

𝐿
�̈̂�2 

𝜆)ت فوق بر ابا تقسیم عبار + 2𝜇) :خواهیم داشت  

(41-3) 
(

𝜆1
𝜆 + 2𝜇

+
2𝜇

𝜆 + 2𝜇
) �̂�1,11 +

𝜇

𝜆 + 2𝜇
�̂�1,22 +

𝜆 + 𝜇

𝜆 + 2𝜇
�̂�2,21

−
𝛾1𝜌𝑐1

2

(𝜆 + 2𝜇)𝛽1
�̂�,1 −

𝛾2𝛽2
𝜆 + 2𝜇

𝑐,̂1 = �̈̂�1 

(42-3) 
(

𝜆1
𝜆 + 2𝜇

+
2𝜇

𝜆 + 2𝜇
) �̂�2,22 +

𝜇

𝜆 + 2𝜇
�̂�2,11 +

𝜆 + 𝜇

𝜆 + 2𝜇
�̂�2,12

−
𝛾1𝜌𝑐1

2

(𝜆 + 2𝜇)𝛽1
�̂�,2 −

𝛾2𝛽2
𝜆 + 2𝜇

𝑐,̂2 = �̈̂�1 

 کنیم:فوق از عبارات زیر استفاده می نویسی معادلاتبه منظور ساده

(43-3) �̂�1 =
𝜆1

𝜆 + 2𝜇
 

(44-3) �̂� =
𝜇

𝜆 + 2𝜇
 

(45-3) 𝛾1 =
𝛾1
𝛽1

 

(46-3) 𝛾2 =
𝛾2𝛽2
𝜆 + 2𝜇

 

 قابل بیان است: بعد به صورت زیردر نتیجه معادله حرکت بی

(47-3) (�̂�1 + 2�̂�)�̂�1,11 + �̂��̂�1,22 + (�̂� + �̂�)�̂�2,21 − 𝛾1
𝜌𝑐1

2

(𝜆 + 𝜇)
�̂�,1 − 𝛾2𝑐,̂1 = �̈̂�1 

(48-3) (�̂�1 + 2�̂�)�̂�2,22 + �̂��̂�2,11 + (�̂� + �̂�)�̂�2,12 − 𝛾1
𝜌𝑐1

2

(𝜆 + 𝜇)
�̂�,2 − 𝛾2𝑐,̂2 = �̈̂�1 

بعد انرژی را به شکل معادله بی ((38-3( تا )16-3بعد سازی تعریف شده ))های بیبا استفاده از عبارت

 توان نوشت:زیر می
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(49-3) 𝑇0𝛾1𝑉

𝐿
(�̇̂�1,1 + �̇̂�2,2) +

𝑇0𝑑1𝜌𝑐1
2𝑉

𝛽1𝐿
�̇̂� +

𝑇0𝑔𝛽2𝑉

𝐿
𝑐̂̇ =

𝑘𝜌𝑐1
2

𝛽1𝐿2
(𝑇,11 + 𝑇,22) 

𝛽1𝐿باضرب معادله فوق در 
2

𝑘𝜌𝑐1
  داریم:  ⁄2

(50-3) 𝑇0𝛾1𝛽1𝐿

𝑘𝜌𝑐1
(�̇̂�1,1 + �̇̂�2,2) +

𝑇0𝑑1𝐿𝑉

𝑘
�̇̂� +

𝑇0𝑔𝛽1𝛽2𝐿

𝑘𝜌𝑐1
𝑐̂̇ = (𝑇,11 + 𝑇,22) 

 کنیم:های زیر را تعریف مینویسی معادله فوق عبارتبه منظور ساده

(51-3) 𝑊1 =
𝑇0𝛾1𝛽1𝐿

𝑘𝜌𝑐1
 

(52-3) 
𝑊2 =

𝑇0𝑑1𝐿𝑉

𝑘
 

(53-3) 𝑊3 =
𝑇0𝑔𝛽1𝛽2𝐿

𝑘𝜌𝑐1
 

 ( به صورت زیر نوشته خواهد شد:49-3معادله ) نهایت در

(54-3) 
𝑊1(�̇̂�1,1 + �̇̂�2,2) +𝑊2 �̇̂� + 𝑊3𝑐̂̇ = (𝑇,11 + 𝑇,22) 

 گردد:به صورت زیر بیان می رطوبتمعادله  بعد سازی تعریف شده،های بیبه کمک عبارت

(55-3) 
𝛾2𝑉

𝐿
(�̇̂�1,1 + �̇̂�2,2) +

𝑔𝜌𝑐1
2𝑉

𝛽1𝐿
�̇̂� +

𝑛𝛽2𝑉

𝐿
𝑐̂̇

=
𝐷𝛽2
𝐿2

(𝑐,̂11 + �̂�,22) +
𝑆𝑇𝜌𝑐1

2

𝛽1𝐿2
(�̂�,11 + �̂�,22) 

𝐿2با ضرب معادله فوق در عبارت 

𝐷𝛽2
 داریم:  

(56-3) 
𝛾2𝐿𝑐1
𝐷𝛽2

(�̇̂�1,1 + �̇̂�2,2) +
𝑔𝜌𝑐1

3𝐿

𝐷𝛽1𝛽2
�̇̂� +

𝑛𝑐1𝐿

𝐷
𝑐̂̇

= (�̂�,11 + �̂�,22) +
𝑆𝑇𝜌𝑐1

2

𝐷𝛽1𝛽2
(�̂�,11 + �̂�,22) 

 کنیم:های زیر را تعریف میبه منظور سهولت در نوشتار، عبارت
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(57-3) 𝑉1 =
𝛾2𝐿𝑐1
𝐷𝛽2

 

(58-3) 𝑉2 =
𝑔𝜌𝑐1

3𝐿

𝐷𝛽1𝛽2
 

(59-3) 𝑉3 =
𝑛𝑐1𝐿

𝐷
 

(60-3) 𝑉4 =
𝑆𝑇𝜌𝑐1

2

𝐷𝛽1𝛽2
 

 ( به فرم زیر قابل بیان است:55-3در نتیجه معادله )

(61-3) 
𝑉1(�̇̂�1,1 + �̇̂�2,2) + 𝑉2�̇̂� + 𝑉3 �̇̂� = (𝑐,̂11 + 𝑐,̂22) + 𝑉4(�̂�,11 + �̂�,22) 

بعد بوده و به منظور سادگی از نوشتن علامت از این پس تمامی معادلات ذکر شده بر حسب معادلات بی

 شود.خودداری می  ˆ

 سازی معادلات حاکمگسسته -3-3

که معادلات ( 61-3( و )54-3) ( و48-3( و )47-3) بعد شده بیمعادلاتِسازی به منظور گسسته

های ( که تمامی گرهeبرای یک المان مبنا ) گردد.حاکم بر مسئله هستند، از روش گلرکین استفاده می

جایی، تغییر دما و تغییر رطوبت به صورت جابههای اند؛ مولفهسازی، غنی شدهآن توسط هر دو تابع غنی

 زیر است:

(62-3) u𝑒(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑁ℎ(𝑥, 𝑦)aℎ
u(𝑡) + Φℎ(𝑥, 𝑦)bℎ

u(𝑡) + Ψℎ𝑚(𝑥, 𝑦)cℎ𝑚
u (𝑡) 

(63-3) v𝑒(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑁ℎ(𝑥, 𝑦)aℎ
v(𝑡) + Φℎ(𝑥, 𝑦)bℎ

v(𝑡) + Ψℎ𝑚(𝑥, 𝑦)cℎ𝑚
v (𝑡) 

(64-3) 𝜃𝑒(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑁ℎ(𝑥, 𝑦)aℎ
T(𝑡) + Φℎ(𝑥, 𝑦)bℎ

T(𝑡) + Ψℎ𝑚(𝑥, 𝑦)cℎ𝑚
T (𝑡) 

(65-3) 𝐶𝑒(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑁ℎ(𝑥, 𝑦)aℎ
𝐶(𝑡) + Φℎ(𝑥, 𝑦)bℎ

𝐶(𝑡) + Ψℎ𝑚(𝑥, 𝑦)cℎ𝑚
𝐶 (𝑡) 

 ℎ = 1,… , 𝑛𝑒,     𝑚 = 1, … ,4 
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جایی، تغییر دما و های جابهمولفه( است. در این روابط eهای المان مبنا )تعداد گره 𝑛𝑒در روابط فوق 

,𝑁ℎ(𝑥تغییر رطوبت در هر گره تابع زمان هستند. توابع شکل  𝑦) ،Φℎ(𝑥, 𝑦)  وΨℎ𝑚(𝑥, 𝑦)  تابعی از

جایی، تغییر دما و تغییر رطوبت به های جابهمتغیرهای مکان هستند. مشتقات مرتبه اول و دوم مولفه

 قرار زیر است:

(66-3) u̇𝑒(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑁ℎ(𝑥, 𝑦)ȧℎ
u(𝑡) + Φℎ(𝑥, 𝑦)ḃℎ

u(𝑡) + Ψℎ𝑚(𝑥, 𝑦)ċℎ𝑚
u (𝑡) 

(67-3) ü𝑒(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑁ℎ(𝑥, 𝑦)äℎ
u(𝑡) + Φℎ(𝑥, 𝑦)b̈ℎ

u(𝑡) + Ψℎ𝑚(𝑥, 𝑦)c̈ℎ𝑚
u (𝑡) 

(68-3) v̇𝑒(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑁ℎ(𝑥, 𝑦)ȧℎ
v(𝑡) + Φℎ(𝑥, 𝑦)ḃℎ

v(𝑡) + Ψℎ𝑚(𝑥, 𝑦)ċℎ𝑚
v (𝑡) 

(69-3) v̈𝑒(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑁ℎ(𝑥, 𝑦)äℎ
v(𝑡) + Φℎ(𝑥, 𝑦)b̈ℎ

v(𝑡) + Ψℎ𝑚(𝑥, 𝑦)c̈ℎ𝑚
v (𝑡) 

(70-3) �̇�𝑒(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑁ℎ(𝑥, 𝑦)ȧℎ
T(𝑡) + Φℎ(𝑥, 𝑦)ḃℎ

T(𝑡) + Ψℎ𝑚(𝑥, 𝑦)ċℎ𝑚
T (𝑡) 

(71-3) �̇�𝑒(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝑁ℎ(𝑥, 𝑦)ȧℎ
𝐶(𝑡) + Φℎ(𝑥, 𝑦)ḃℎ

𝐶(𝑡) + Ψℎ𝑚(𝑥, 𝑦)ċℎ𝑚
𝐶 (𝑡) 

 ℎ = 1,… , 𝑛𝑒,     𝑚 = 1, … ,4 

,𝑆𝑙(𝑥مانده وزنی نسبت به توابع وزنی انتگرال باقی استفاده ازتقریب گلرکین با  𝑦)،  به صورت زیر تعریف

 :گرددمی

(72-3) ∫ (𝜎𝑖𝑗,𝑗 + 𝐵𝑖 − 𝜌�̈�𝑖)𝑆𝑙𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

= 0          𝑙 = 1,2,… , 𝑛𝑠,    𝑖, 𝑗 = 1,2 

,𝑆𝑙(𝑥در رابطه بالا  𝑦) به صورت زیر در نظر گرفته که توابع شکل اجزای محدود توسعه یافته هستند 

 شوند:می

(73-3) 𝑆𝑙 = {𝑁1, 𝑁2, 𝑁3, 𝑁4, 𝛷1, 𝛷2, 𝛷3, 𝛷4, 𝛹1𝑚 , 𝛹2𝑚 , 𝛹3𝑚 , 𝛹4𝑚  }      𝑚 = 1,… ,4 
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تئوری گاوس رابطه زیر به ( و استفاده از 27-3به اولین عبارت رابطه ) 1بندی ضعیفبا اعمال فرمول

 آید:دست می

(74-3) ∫ (𝜎𝑖𝑗,𝑗)𝑆𝑙𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

= ∫ 𝜎𝑖𝑗𝑛𝑗𝑆𝑙𝑑𝐴
𝐴(𝑒)

−∫
𝜕𝑆𝑙
𝜕𝑥𝑗

𝜎𝑖𝑗𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

. با جایگذاری است 𝑒مساحت مرزی المان  𝐴(𝑒)و  های بردار یکه نرمال بر مرزمولفه 𝑛𝑗در رابطه بالا 

 :شودمیرابطه زیر حاصل ( 72-3در ) (74-3)رابطه 

(75-3) ∫ 𝜎𝑖𝑗𝑛𝑗𝑆𝑙𝑑𝐴
𝐴(𝑒)

−∫
𝜕𝑆𝑙
𝜕𝑥𝑗

𝜎𝑖𝑗𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

+∫ 𝐵𝑖𝑆𝑙𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

− ∫ 𝜌�̈�𝑖𝑆𝑙𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

= 0 

 :شودشرایط مرزی مکانیکی به صورت زیر بیان می

(76-3) 𝑇𝑟𝑖
𝒏 = 𝜎𝑖𝑗𝑛𝑗                          

𝑇𝑟𝑖که در آن 
𝒏 های بردار تنش سطحی و مولفه𝒏 .بردار یکه نرمال بر سطح هستند 

 کرد: توان به صورت زیر بیان( را می75-3(، عبارت اول رابطه )76-3با توجه به فرمول کوشی )

(77-3) ∫ 𝜎𝑖𝑗𝑛𝑗𝑆𝑙𝑑𝐴
𝐴(𝑒)

= ∫ 𝑇𝑟𝑖
𝑛𝑆𝑙𝑑𝐴

𝐴(𝑒)

   

 شود:بعد به صورت زیر تعریف میبی 𝜎𝑖𝑗بعد سازی، های بیبا استفاده از عبارت

(78-3) 𝜎𝑖𝑗 = 𝜇(𝑢𝑖,𝑗+ 𝑢𝑗,𝑖)+ 𝜆1𝑢𝑘,𝑘𝛿𝑖𝑗− 𝛾1𝑇𝛿𝑖𝑗 − 𝛾2𝑐𝛿𝑖𝑗 

 آید:( رابطه زیر بدست می75-3( در عبارت دوم رابطه )78-3از رابطه ) 𝜎𝑖𝑗با جایگذاری حال 

(79-3) ∫
𝜕𝑆𝑙
𝜕𝑥𝑗

𝜎𝑖𝑗𝑑𝑉 = ∫
𝜕𝑆𝑙
𝜕𝑥𝑗

[𝜇(𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖) + 𝜆1𝑢𝑘,𝑘𝛿𝑖𝑗 − 𝛾
1
𝑇𝛿𝑖𝑗 − 𝛾2𝑐𝛿𝑖𝑗]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)𝑉(𝑒)

 

                                                             
1 Weak formulation 
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 گردد:(، رابطه زیر حاصل می75-3( در رابطه )79-3( و )77-3با جایگذاری روابط )

(80-3) 
∫ 𝜌�̈�𝑖𝑆𝑙𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

+∫
𝜕𝑆𝑙
𝜕𝑥𝑗

[𝜇(𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖) + 𝜆1𝑢𝑘,𝑘𝛿𝑖𝑗]𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

−∫ (𝛾
1
𝑇 + 𝛾

2
𝑐)
𝜕𝑆𝑙
𝜕𝑥𝑖

𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

= ∫ 𝐵𝑖𝑆𝑙𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

+∫ 𝑇𝑟𝑖
𝑛𝑆𝑙𝑑𝐴

𝐴(𝑒)

       𝑖, 𝑗 = 1,2 

های آن شامل هر دو تابع گره داشته و تمامی گره 𝑛𝑒که تعداد  eحال با در نظر گرفتن المان مبنای 

المان )معادلات این  رطوبتدما و تغییر جایی، تغییر بههای جاشوند و جایگذاری مولفهسازی میغنی

 صورت زیر بیان کرد:توان آن را به (، می80-3(( در رابطه )65-3( تا )3-62)

(81-3) 

(∫ 𝜌𝑆𝑙𝑁ℎ𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) äℎ
u + (∫ 𝜌𝑆𝑙Φℎ𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) b̈ℎ
u + (∫ 𝜌𝑆𝑙Ψℎ𝑚𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) c̈ℎ𝑚
u  

     +∫ 𝑆𝑙,𝑥[(𝜆1 + 2𝜇)(𝑁ℎ,𝑥aℎ
u + Φℎ,𝑥bℎ

u + Ψℎ𝑚,𝑥cℎ𝑚
u )

𝑉(𝑒)

+ 𝜆1(𝑁ℎ,𝑦aℎ
v +Φℎ,𝑦bℎ

v + Ψℎ𝑚,𝑦cℎ𝑚
v )]𝑑𝑉 

     +∫ 𝜇𝑆𝑙,𝑦(𝑁ℎ,𝑦aℎ
u + Φℎ,𝑦bℎ

u +Ψℎ𝑚,𝑦cℎ𝑚
u +𝑁ℎ,𝑥ah

v +Φℎ,𝑥bℎ
v

𝑉(𝑒)

+Ψℎ𝑚,𝑥cℎ𝑚
v )𝑑𝑉 

     −∫ 𝛾
1
𝑆𝑙,𝑥(𝑁ℎaℎ

T +Φℎbℎ
T +Ψℎ𝑚cℎ𝑚

T )𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

    −∫ 𝛾
2
𝑆𝑙,𝑥(𝑁ℎaℎ

𝐶 + Φℎbℎ
𝐶 + Ψℎ𝑚cℎ𝑚

𝐶 )𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

     = ∫ 𝐵𝑥𝑆𝑙𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

+∫ 𝑇𝑟𝑥
𝑛𝑆𝑙𝑑𝐴

𝐴(𝑒)

 

(82-3) 

(∫ 𝜌𝑆𝑙𝑁ℎ𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) äℎ
v + (∫ 𝜌𝑆𝑙Φℎ𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) b̈ℎ
v + (∫ 𝜌𝑁𝑆𝑙Ψℎ𝑚𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) c̈ℎ𝑚
v  

     +∫ 𝜇𝑆𝑙,𝑥(𝑁ℎ,𝑥aℎ
v + Φℎ,𝑥bℎ

v +Ψℎ𝑚,𝑥cℎ𝑚
v + 𝑁ℎ,𝑦aℎ

u + Φℎ,𝑦bℎ
u

𝑉(𝑒)

+Ψℎ𝑚,𝑦cℎ𝑚
u )𝑑𝑉 
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     +∫ 𝑆𝑙,𝑦[(𝜆1 + 2𝜇)(𝑁ℎ,𝑦aℎ
v +Φℎ,𝑦bℎ

v +Ψℎ𝑚,𝑦cℎ𝑚
v )

𝑉(𝑒)

+ 𝜆1(𝑁ℎ,𝑥aℎ
u + Φℎ,𝑥bℎ

u +Ψℎ𝑚,𝑥cℎ𝑚
u )]𝑑𝑉 

      −∫ 𝛾
1
𝑆𝑙,𝑦(𝑁ℎaℎ

T + Φℎbℎ
T + Ψℎ𝑚cℎ𝑚

T )𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

    −∫ 𝛾
2
𝑆𝑙,𝑦(𝑁ℎaℎ

𝐶 + Φℎbℎ
𝐶 + Ψℎ𝑚cℎ𝑚

𝐶 )𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

     = ∫ 𝐵𝑦𝑆𝑙𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

+∫ 𝑇𝑟𝑦
𝑛𝑆𝑙𝑑𝐴

𝐴(𝑒)

    

𝑙 = 1,2,… , 𝑛𝑠, ℎ = 1,… , 𝑛𝑒   𝑚 = 1, … ,4     

( تقریب المان محدود توسعه یافته معادله حرکت هستند. تقریب گلرکین 82-3( و )81-3معادلات )

 به صورت زیر است: ((،54-3)معادله )  معادله انرژی

(83-3) ∫ (𝑇,𝑖𝑖
𝑉(𝑒)

−𝑊1�̇�𝑖,𝑖 −𝑊2�̇� − 𝑊3𝑐̇)𝑆𝑙𝑑𝑉 = 0 

 𝑙 = 1,2,… , 𝑛𝑠,    𝑖, 𝑗 = 1,2 

 شود:میاستفاده از نظریه گاوس نتیجه و ( 83-3)بندی ضعیف در اولین عبارت رابطه با بکارگیری فرمول

(84-3) ∫ (𝑇,𝑖𝑖)𝑆𝑙𝑑𝑉 =
𝑉(𝑒)

∫ (𝑇,𝑖𝑛𝑖)𝑆𝑙𝑑𝐴
𝐴(𝑒)

−∫
𝜕𝑆𝑙
𝜕𝑥𝑖

𝑇,𝑖𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

 شود:نتیجه می( 83-3)در رابطه  فوق ابطهبا جایگذاری ر

(85-3) 
∫

𝜕𝑆𝑙
𝜕𝑥𝑖

𝑇,𝑖𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

+∫ (𝑊1�̇�𝑖,𝑖 +𝑊2�̇� + 𝑊3𝑐̇)𝑆𝑙𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

= ∫ (𝑇,𝑖𝑛𝑖)𝑆𝑙𝑑𝐴
𝐴(𝑒)

 

𝑙 = 1,2,… , 𝑛𝑠,    𝑖, 𝑗 = 1,2   

( 65-3) ( تا62-3روابط )از  𝐶 رطوبتتغییر و  𝜃تغییر دما  ،𝑣𝑖و  𝑢𝑖جایی های جابهبا جایگذاری مولفه

 :گرددقالب تقریب المان محدود توسعه یافته به صورت زیر بیان میدر انرژی (، معادله 85-3)در رابطه 
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(∫ 𝑆𝑙,𝑥𝑁ℎ,𝑥𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) aℎ
T + (∫ 𝑆𝑙,𝑥Φℎ,𝑥𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

)bℎ
T + (∫ 𝑆𝑙,𝑥Ψℎ𝑚,𝑥𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

)𝑐ℎ𝑚
T  

+(∫ 𝑆𝑙,𝑦𝑁ℎ,𝑦𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) aℎ
T + (∫ 𝑆𝑙,𝑦Φℎ,𝑦𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

)bℎ
T + (∫ 𝑆𝑙,𝑦Ψℎ𝑚,𝑦𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) 𝑐ℎ𝑚
T  

+(∫ 𝑊1𝑆𝑙𝑁ℎ,𝑥𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) ȧℎ
u + (∫ 𝑊1𝑆𝑙Φℎ,𝑥𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) ḃℎ
u + (∫ 𝑊1𝑆𝑙Ψℎ𝑚,𝑥𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) ċℎ𝑚
u  

+(∫ 𝑊1𝑆𝑙𝑁ℎ,𝑦𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) ȧℎ
v + (∫ 𝑊1𝑆𝑙Φℎ,𝑦𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) ḃℎ
v + (∫ 𝑊1𝑆𝑙Ψℎ𝑚,𝑦𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) ċℎ𝑚
v  

+(∫ 𝑊2𝑆𝑙𝑁ℎ𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) ȧℎ
T + (∫ 𝑊2𝑆𝑙Φℎ𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) ḃℎ
T + (∫ 𝑊2𝑆𝑙Ψℎ𝑚𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) ċℎ𝑚
T  

+(∫ 𝑊3𝑆𝑙𝑁ℎ𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) ȧℎ
𝐶 + (∫ 𝑊3𝑆𝑙Φℎ𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) ḃℎ
𝐶 + (∫ 𝑊3𝑆𝑙Ψℎ𝑚𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) ċℎ𝑚
𝐶  

= ∫ 𝑇,𝑥𝑛𝑥𝑆𝑙𝑑𝐴
𝐴(𝑒)

+∫ 𝑇,𝑦𝑛𝑦𝑆𝑙𝑑𝐴
𝐴(𝑒)

 

(86-3) 
𝑙 = 1,2, . . , 𝑛𝑠        ℎ = 1,… , 𝑛𝑒         𝑚 = 1, … ,4 

 شود:صورت زیر بیان میبه  (،(61-3) )معادله رطوبت هگلرکین معادلتقریب 

(87-3) 
∫ (𝑐,𝑖𝑖 + 𝑉4𝑇,𝑖𝑖 − 𝑉1�̇�𝑖,𝑖 − 𝑉2�̇� − 𝑉3𝑐̇)𝑆𝑙𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

𝑙 = 1,2,… , 𝑛𝑠,    𝑖, 𝑗 = 1,2 

استفاده از نظریه گاوس ( و 87-3عبارت رابطه ) و دومین بندی ضعیف در اولینبا بکارگیری فرمول

 شود:مینتیجه 

(88-3) ∫ 𝑐,𝑖𝑖𝑆𝑙𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

= ∫ (𝑐,𝑖𝑛𝑖)𝑆𝑙𝑑𝐴
𝐴(𝑒)

−∫
𝜕𝑆𝑙
𝜕𝑥𝑖

𝑐,𝑖𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

(89-3) ∫ (𝑉4𝑇,𝑖𝑖)𝑆𝑙𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

= ∫ (𝑉4𝑇,𝑖𝑛𝑖)𝑆𝑙𝑑𝐴
𝐴(𝑒)

−∫ 𝑉4
𝜕𝑆𝑙
𝜕𝑥𝑖

𝑇,𝑖𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

 :( خواهیم داشت87-3در رابطه ) (89-3( و )88-3وابط )با جایگذاری ر
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(90-3) 

∫ (𝑉1�̇�𝑖,𝑖 + 𝑉2�̇� + 𝑉3𝑐̇)𝑆𝑙𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

+∫ 𝑉4
𝜕𝑆𝑙
𝜕𝑥𝑖

𝑇,𝑖𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

+∫
𝜕𝑆𝑙
𝜕𝑥𝑖

𝑐,𝑖𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

= ∫ (𝑉4𝑇,𝑖𝑛𝑖)𝑆𝑙𝑑𝐴
𝐴(𝑒)

+∫ (𝑐,𝑖𝑛𝑖)𝑆𝑙𝑑𝐴
𝐴(𝑒)

 

𝑙 = 1,2,… , 𝑛𝑠,    𝑖, 𝑗 = 1,2 

( 65-3( تا )62-3از روابط ) 𝐶 رطوبتتغییر و  𝜃تغییر دما  ،𝑣𝑖و  𝑢𝑖جایی های جابهبا جایگذاری مولفه

 :گرددبیان میبه صورت زیر در قالب تقریب المان محدود توسعه یافته  رطوبت(، معادله 90-3در رابطه )

(∫ 𝑉1𝑆𝑙𝑁ℎ,𝑥𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) ȧℎ
u + (∫ 𝑉1𝑆𝑙Φℎ,𝑥𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) ḃℎ
u + (∫ 𝑉1𝑆𝑙Ψℎ𝑚,𝑥𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) ċℎ𝑚
u  

+(∫ 𝑉1𝑆𝑙𝑁ℎ,𝑦𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) ȧℎ
v + (∫ 𝑉1𝑆𝑙Φℎ,𝑦𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) ḃℎ
v + (∫ 𝑉1𝑆𝑙Ψℎ𝑚,𝑦𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) ċℎ𝑚
v  

+(∫ 𝑉2𝑆𝑙𝑁ℎ𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) ȧℎ
T + (∫ 𝑉2𝑆𝑙Φℎ𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) ḃℎ
T + (∫ 𝑉2𝑆𝑙Ψℎ𝑚𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) ċℎ𝑚
T  

+(∫ 𝑉3𝑆𝑙𝑁ℎ𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) ȧℎ
𝐶 + (∫ 𝑉3𝑆𝑙Φℎ𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) ḃℎ
𝐶 + (∫ 𝑉3𝑆𝑙Ψℎ𝑚𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) ċℎ𝑚
𝐶  

+(∫ 𝑉4𝑆𝑙,𝑥𝑁ℎ,𝑥𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) aℎ
T + (∫ 𝑉4𝑆𝑙,𝑥Φℎ,𝑥𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

)bℎ
T + (∫ 𝑉4𝑆𝑙,𝑥Ψℎ𝑚,𝑥𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) 𝑐ℎ𝑚
T  

+(∫ 𝑉4𝑆𝑙,𝑦𝑁ℎ,𝑦𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) aℎ
T + (∫ 𝑉4𝑆𝑙,𝑦Φℎ,𝑦𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

)bℎ
T + (∫ 𝑉4𝑆𝑙,𝑦Ψℎ𝑚,𝑦𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) 𝑐ℎ𝑚
T  

+(∫ 𝑆𝑙,𝑥𝑁ℎ,𝑥𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) aℎ
𝐶 + (∫ 𝑆𝑙,𝑥Φℎ,𝑥𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

)bℎ
𝐶 + (∫ 𝑆𝑙,𝑥Ψℎ𝑚,𝑥𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) 𝑐ℎ𝑚
𝐶  

+(∫ 𝑆𝑙,𝑦𝑁ℎ,𝑦𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) aℎ
𝐶 + (∫ 𝑆𝑙,𝑦Φℎ,𝑦𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

)bℎ
𝐶 + (∫ 𝑆𝑙,𝑦Ψℎ𝑚,𝑦𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) 𝑐ℎ𝑚
𝐶  

= ∫ (𝑉4𝑇,𝑥𝑛,𝑥)𝑆𝑙𝑑𝐴
𝐴(𝑒)

+∫ (𝑉4𝑇,𝑦𝑛,𝑦)𝑆𝑙𝑑𝐴
𝐴(𝑒)

+∫ (𝑐,𝑥𝑛,𝑥)𝑆𝑙𝑑𝐴
𝐴(𝑒)

+∫ (𝑐,𝑦𝑛,𝑦)𝑆𝑙𝑑𝐴
𝐴(𝑒)

 

(91-3) 𝑙 = 1,2, . . , 𝑛𝑠        ℎ = 1,… , 𝑛𝑒         𝑚 = 1, … ,4 
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(، معادلات حاکم به صورت زیر 91-3( و )86-3(، )82-3(، )81-3های روابط )با مرتب سازی عبارت

 شوند:بازنویسی می

(92-3) 

(∫ 𝜌𝑆𝑙𝑁ℎ𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) äℎ
u + (∫ 𝜌𝑆𝑙Φℎ𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) b̈ℎ
u + (∫ 𝜌𝑆𝑙Ψℎ𝑚𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) c̈ℎ𝑚
u  

+(∫ [(𝜆+ 2𝜇)𝑆𝑙,𝑥𝑁ℎ,𝑥 + 𝜇𝑆𝑙,𝑦𝑁ℎ,𝑦]𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

)aℎ
u  

+(∫ [(𝜆+ 2𝜇)𝑆𝑙,𝑥Φℎ,𝑥 + 𝜇𝑆𝑙,𝑦Φℎ,𝑦]𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

)bℎ
u 

+(∫ [(𝜆 + 2𝜇)𝑆𝑙,𝑥Ψℎ𝑚,𝑥 + 𝜇𝑆𝑙,𝑦Ψℎ𝑚,𝑦]
𝑉(𝑒)

𝑑𝑉) cℎ𝑚
u  

+(∫ [𝜆𝑆𝑙,𝑥𝑁ℎ,𝑦 + 𝜇𝑆𝑙,𝑦𝑁ℎ,𝑥]𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) aℎ
v  

+(∫ [𝜆𝑆𝑙,𝑥Φℎ,𝑦 + 𝜇𝑆𝑙,𝑦Φℎ,𝑥]𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

)bℎ
v  

+(∫ [𝜆𝑆𝑙,𝑥Ψℎ𝑚,𝑦 + 𝜇𝑆𝑙,𝑦Ψℎ𝑚,𝑥]𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) cℎ𝑚
v  

−∫ 𝛾
1
𝑆𝑙,𝑥(𝑁ℎaℎ

T +Φℎbℎ
T +Ψℎ𝑚cℎ𝑚

T )𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

−∫ 𝛾
2
𝑆𝑙,𝑥(𝑁ℎaℎ

𝐶 + Φℎbℎ
𝐶 + Ψℎ𝑚cℎ𝑚

𝐶 )𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

= ∫ 𝐵𝑥𝑆𝑙𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

+∫ 𝑇𝑟𝑥
𝑛𝑆𝑙𝑑𝐴

𝐴(𝑒)

 

 

(93-3) 
(∫ 𝜌𝑆𝑙𝑁ℎ𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) äℎ
v + (∫ 𝜌𝑆𝑙Φℎ𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) b̈ℎ
v + (∫ 𝜌𝑆𝑙Ψℎ𝑚𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

) c̈ℎ𝑚
v  

+(∫ [𝜇𝑆𝑙,𝑥𝑁ℎ,𝑦 + 𝜆𝑆𝑙,𝑦𝑁ℎ,𝑥]𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) aℎ
u 
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+(∫ [𝜇𝑆𝑙,𝑥Φℎ,𝑦 + 𝜆𝑆𝑙,𝑦Φℎ,𝑥]𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

)bℎ
u 

+(∫ [𝜇𝑆𝑙,𝑥Ψℎ𝑚,𝑦 + 𝜆𝑆𝑙,𝑦Ψ ,𝑥]𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) cℎ𝑚
u  

+(∫ [𝜇𝑆𝑙,𝑥𝑁ℎ,𝑥 + (𝜆 + 2𝜇)𝑆𝑙,𝑦𝑁ℎ,𝑦]𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) aℎ
v  

+(∫ [𝜇𝑆𝑙,𝑥Φℎ,𝑥 + (𝜆 + 2𝜇)𝑆𝑙,𝑦Φℎ,𝑦]𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

)bℎ
v  

+(∫ [𝜇𝑆𝑙,𝑥Ψℎ𝑚,𝑥 + (𝜆 + 2𝜇)𝑆𝑙,𝑦Ψℎ𝑚,𝑦]𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) cℎ𝑚
v  

−∫ 𝛾
1
𝑆𝑙,𝑦(𝑁ℎaℎ

T + Φℎbℎ
T + Ψℎ𝑚cℎ𝑚

T )𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

−∫ 𝛾
2
𝑆𝑙,𝑦(𝑁ℎaℎ

𝐶 + Φℎbℎ
𝐶 + Ψℎ𝑚cℎ𝑚

𝐶 )𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

= ∫ 𝐵𝑦𝑆𝑙𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

+∫ 𝑇𝑟𝑦
𝑛𝑆𝑙𝑑𝐴

𝐴(𝑒)

    

 

(94-3) 

(∫ (𝑆𝑙,𝑥𝑁ℎ,𝑥 + 𝑆𝑙,𝑦𝑁ℎ,𝑦)𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

)aℎ
T + (∫ (𝑆𝑙,𝑥Φℎ,𝑥 + 𝑆𝑙,𝑦Φℎ,𝑦)𝑑𝑉

𝑉(𝑒)
)bℎ

T 

+(∫ (𝑆𝑙,𝑥Ψℎ𝑚,𝑥 + 𝑆𝑙,𝑦Ψℎ𝑚,𝑦)𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) 𝑐ℎ𝑚
T  

+(∫ 𝑊1𝑆𝑙𝑁ℎ,𝑥𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) ȧℎ
u + (∫ 𝑊1𝑆𝑙Φℎ,𝑥𝑑𝑉

𝑉(𝑒)
) ḃℎ

u + (∫ 𝑊1𝑆𝑙Ψℎ𝑚,𝑥𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) ċℎ𝑚
u  

+(∫ 𝑊1𝑆𝑙𝑁ℎ,𝑦𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) ȧℎ
v + (∫ 𝑊1𝑆𝑙Φℎ,𝑦𝑑𝑉

𝑉(𝑒)
) ḃℎ

v + (∫ 𝑊1𝑆𝑙Ψℎ𝑚,𝑦𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) ċℎ𝑚
v  

+(∫ 𝑊2𝑆𝑙𝑁ℎ𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) ȧℎ
T + (∫ 𝑊2𝑆𝑙Φℎ𝑑𝑉

𝑉(𝑒)
) ḃℎ

T + (∫ 𝑊2𝑆𝑙Ψℎ𝑚𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) ċℎ𝑚
T  

+(∫ 𝑊3𝑆𝑙𝑁ℎ𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) ȧℎ
𝐶 + (∫ 𝑊3𝑆𝑙Φℎ𝑑𝑉

𝑉(𝑒)
) ḃℎ

𝐶 + (∫ 𝑊3𝑆𝑙Ψℎ𝑚𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) ċℎ𝑚
𝐶  
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= ∫ 𝑇,𝑥𝑛𝑥𝑆𝑙𝑑𝐴
𝐴(𝑒)

+∫ 𝑇,𝑦𝑛𝑦𝑆𝑙𝑑𝐴
𝐴(𝑒)

 

 

(95-3) 

(∫ (𝑉4𝑆𝑙,𝑥𝑁ℎ,𝑥 + 𝑉4𝑆𝑙,𝑦𝑁ℎ,𝑦)𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) aℎ
T + (∫ (𝑉4𝑆𝑙,𝑥Φℎ,𝑥 + 𝑉4𝑆𝑙,𝑦Φℎ,𝑦)𝑑𝑉

𝑉(𝑒)
)bℎ

T 

+(∫ (𝑉4𝑆𝑙,𝑥Ψℎ𝑚,𝑥 + 𝑉4𝑆𝑙,𝑦Ψℎ𝑚,𝑦)𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

)𝑐ℎ𝑚
T  

+(∫ (𝑆𝑙,𝑥𝑁ℎ,𝑥 + 𝑆𝑙,𝑦𝑁ℎ,𝑦)𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

)aℎ
𝐶 + (∫ (𝑆𝑙,𝑥Φℎ,𝑥 + 𝑆𝑙,𝑦Φℎ,𝑦)𝑑𝑉

𝑉(𝑒)
)bℎ

𝐶  

+(∫ (𝑆𝑙,𝑥Ψℎ𝑚,𝑥 + 𝑆𝑙,𝑦Ψℎ𝑚,𝑦)𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) 𝑐ℎ𝑚
𝐶  

+(∫ 𝑉1𝑆𝑙𝑁ℎ,𝑥𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) ȧℎ
u + (∫ 𝑉1𝑆𝑙Φℎ,𝑥𝑑𝑉

𝑉(𝑒)
) ḃℎ

u + (∫ 𝑉1𝑆𝑙Ψℎ𝑚,𝑥𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) ċℎ𝑚
u  

+(∫ 𝑉1𝑆𝑙𝑁ℎ,𝑦𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) ȧℎ
v + (∫ 𝑉1𝑆𝑙Φℎ,𝑦𝑑𝑉

𝑉(𝑒)
) ḃℎ

v + (∫ 𝑉1𝑆𝑙Ψℎ𝑚,𝑦𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) ċℎ𝑚
v  

+(∫ 𝑉2𝑆𝑙𝑁ℎ𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) ȧℎ
T + (∫ 𝑉2𝑆𝑙Φℎ𝑑𝑉

𝑉(𝑒)
) ḃℎ

T + (∫ 𝑉2𝑆𝑙Ψℎ𝑚𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) ċℎ𝑚
T  

+(∫ 𝑉3𝑆𝑙𝑁ℎ𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) ȧℎ
𝐶 + (∫ 𝑉3𝑆𝑙Φℎ𝑑𝑉

𝑉(𝑒)
) ḃℎ

𝐶 + (∫ 𝑉3𝑆𝑙Ψℎ𝑚𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

) ċℎ𝑚
𝐶  

= ∫ (𝑉4𝑇,𝑥𝑛,𝑥)𝑆𝑙𝑑𝐴
𝐴(𝑒)

+∫ (𝑉4𝑇,𝑦𝑛,𝑦)𝑆𝑙𝑑𝐴
𝐴(𝑒)

+∫ (𝑐,𝑥𝑛,𝑥)𝑆𝑙𝑑𝐴
𝐴(𝑒)

+∫ (𝑐,𝑦𝑛,𝑦)𝑆𝑙𝑑𝐴
𝐴(𝑒)

 

 𝑙 = 1,2, . . , 𝑛𝑠        ℎ = 1,… , 𝑛𝑒         𝑚 = 1, … ,4 

 

( را می توان در غالب یک معادله ماتریسی در کنار هم قرار داد. این معادله 95-3( تا )92-3معادلات )

 شود:یافته است که به شکل زیر بیان میماتریسی، همان معادله کوپل اجزا محدود توسعه

(96-3) 
[M]{∆̈} + [C]{∆̇} + [K]{∆} = {F} 
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 {∆}های جرم، میرایی، و سفتی هستند. به ترتیب ماتریس [K]و  [C]، [M]های در رابطه بالا ماتریس

ها و ( این ماتریسeای است. برای یک المان مبنا )بردار نیروهای گره {F}ای و بردار مجهولات گره

 شوند:بردارها به صورت زیر بیان می

[M](𝑒) = 

[
 
 
 
[𝑀11] [𝑀12] [𝑀13] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0]

[0] [0] [0] [𝑀24] [𝑀25] [𝑀26] [0] [0] [0] [0] [0] [0]

[0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0]

[0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0]]
 
 
 

 

(3-79)  

 

[C](𝑒) = 

[
 
 
 
[0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0]
[0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0] [0]

[𝐶31] [𝐶32] [𝐶33] [𝐶34] [𝐶35] [𝐶36] [𝐶37] [𝐶38] [𝐶39] [𝐶310] [𝐶311] [𝐶312]

[𝐶41] [𝐶42] [𝐶43] [𝐶44] [𝐶45] [𝐶46] [𝐶47] [𝐶48] [𝐶49] [𝐶410] [𝐶411] [𝐶412]]
 
 
 

 

(3-89)  

 

[K](𝑒)

=

[
 
 
 
[𝐾11] [𝐾12] [𝐾13] [𝐾14] [𝐾15] [𝐾16] [𝐾17] [𝐾18] [𝐾19] [𝐾110] [𝐾111] [𝐾112]
[𝐾21] [𝐾22] [𝐾23] [𝐾24] [𝐾25] [𝐾26] [𝐾27] [𝐾28] [𝐾29] [𝐾210] [𝐾211] [𝐾212]
[0] [0] [0] [0] [0] [0] [𝐾37] [𝐾38] [𝐾39] [0] [0] [0]
[0] [0] [0] [0] [0] [0] [𝐾47] [𝐾48] [𝐾49] [𝐾410] [𝐾411] [𝐾412]]

 
 
 

 

(3-99)  

 

(100-3) {∆}(𝑒) = {aℎ
u , bℎ

u , cℎ𝑚
u , aℎ

v , bℎ
v , cℎ𝑚

v , aℎ
T , bℎ

T , cℎ𝑚
T , aℎ

𝐶 , bℎ
𝐶 , cℎ𝑚

𝐶 }
𝑇
 

ℎ = 1,… , 𝑛𝑒,    𝑚 = 1, … ,4 
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{𝐹}(𝑒)

=

{
 
 
 
 

 
 
 
 ∫ 𝐵𝑥𝑆𝑙𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

+∫ 𝑇𝑟𝑥
𝑛𝑆𝑙𝑑𝐴

𝐴(𝑒)

∫ 𝐵𝑦𝑆𝑙𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

+∫ 𝑇𝑟𝑦
𝑛𝑆𝑙𝑑𝐴

𝐴(𝑒)

∫ 𝑇,𝑥𝑛𝑥𝑆𝑙𝑑𝐴
𝐴(𝑒)

+∫ 𝑇,𝑦𝑛𝑦𝑆𝑙𝑑𝐴
𝐴(𝑒)

∫ (𝑉4𝑇,𝑥𝑛,𝑥)𝑆𝑙𝑑𝐴
𝐴(𝑒)

+∫ (𝑉4𝑇,𝑦𝑛,𝑦)𝑆𝑙𝑑𝐴
𝐴(𝑒)

+∫ (𝑐,𝑥𝑛,𝑥)𝑆𝑙𝑑𝐴
𝐴(𝑒)

+∫ (𝑐,𝑦𝑛,𝑦)𝑆𝑙𝑑𝐴
𝐴(𝑒) }

 
 
 
 

 
 
 
 

 

(3-110)  

( به صورت زیر 99-3( و )98-3(، )97-3های جرم، میرایی و سفتی از معادلات )های ماتریسمولفه

 شوند:استخراج می

(102-3) 
[𝑀11] = [𝑀24] = [∫ 𝜌𝑆𝑙𝑁ℎ𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

]   

(103-3) 
[𝑀12] = [𝑀25] = [∫ 𝜌𝑆𝑙Φℎ𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(104-3) 
[𝑀13] = [𝑀26] = [∫ 𝜌𝑆𝑙Ψℎ𝑚𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(105-3) 
[𝐶31] = [∫ 𝑊1𝑆𝑙𝑁ℎ,𝑥𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(106-3) 
[𝐶32] = [∫ 𝑊1𝑆𝑙Φℎ,𝑥𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(107-3) 
[𝐶33] = [∫ 𝑊1𝑆𝑙Ψℎ𝑚,𝑥𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(108-3) 
[𝐶34] = [∫ 𝑊1𝑆𝑙𝑁ℎ,𝑦𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(109-3) 
[𝐶35] = [∫ 𝑊1𝑆𝑙Φℎ,𝑦𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(110-3) 
[𝐶36] = [∫ 𝑊1𝑆𝑙Ψℎ𝑚,𝑦𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 
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(111-3) 
[𝐶37] = [∫ 𝑊2𝑆𝑙𝑁ℎ𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(112-3) 
[𝐶38] = [∫ 𝑊2𝑆𝑙Φℎ𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(113-3) 
[𝐶39] = [∫ 𝑊2𝑆𝑙Ψℎ𝑚𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(114-3) 
[𝐶310] = [∫ 𝑊3𝑆𝑙𝑁ℎ𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(115-3) 
[𝐶311] = [∫ 𝑊3𝑆𝑙Φℎ𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(116-3) 
[𝐶312] = [∫ 𝑊3𝑆𝑙Ψℎ𝑚𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(117-3) 
[𝐶41] = [∫ 𝑉1𝑆𝑙𝑁ℎ,𝑥𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(118-3) 
[𝐶42] = [∫ 𝑉1𝑆𝑙Φℎ,𝑥𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(119-3) 
[𝐶43] = [∫ 𝑉1𝑆𝑙Ψℎ𝑚,𝑥𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(120-3) 
[𝐶44] = [∫ 𝑉1𝑆𝑙𝑁ℎ,𝑦𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(121-3) 
[𝐶45] = [∫ 𝑉1𝑆𝑙Φℎ,𝑦𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(122-3) 
[𝐶46] = [∫ 𝑉1𝑆𝑙Ψℎ𝑚,𝑦𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(123-3) 
[𝐶47] = [∫ 𝑉2𝑆𝑙𝑁ℎ𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(124-3) 
[𝐶48] = [∫ 𝑉2𝑆𝑙Φℎ𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 
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(125-3) 
[𝐶49] = [∫ 𝑉2𝑆𝑙Ψℎ𝑚𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(126-3) 
[𝐶410] = [∫ 𝑉3𝑆𝑙𝑁ℎ𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(127-3) 
[𝐶411] = [∫ 𝑉3𝑆𝑙Φℎ𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(128-3) 
[𝐶412] = [∫ 𝑉3𝑆𝑙Ψℎ𝑚𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(129-3) 
[𝐾11] = [∫ [(𝜆+ 2𝜇)𝑆𝑙,𝑥𝑁ℎ,𝑥 + 𝜇𝑆𝑙,𝑦𝑁ℎ,𝑦]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(130-3) 
[𝐾12] = [∫ [(𝜆+ 2𝜇)𝑆𝑙,𝑥Φℎ,𝑥 + 𝜇𝑆𝑙,𝑦Φℎ,𝑦]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(131-3) 
[𝐾13] = [∫ [(𝜆 + 2𝜇)𝑆𝑙,𝑥Ψℎ𝑚,𝑥 + 𝜇𝑆𝑙,𝑦Ψℎ𝑚,𝑦]

𝑉(𝑒)

𝑑𝑉] 

(132-3) 
[𝐾14] = [∫ [𝜆𝑆𝑙,𝑥𝑁ℎ,𝑦 + 𝜇𝑆𝑙,𝑦𝑁ℎ,𝑥]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(133-3) 
[𝐾15] = [∫ [𝜆𝑆𝑙,𝑥Φℎ,𝑦 + 𝜇𝑆𝑙,𝑦Φℎ,𝑥]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(134-3) 
[𝐾16] = [∫ [𝜆𝑆𝑙,𝑥Ψℎ𝑚,𝑦 + 𝜇𝑆𝑙,𝑦Ψℎ𝑚,𝑥]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(135-3) 
[𝐾17] = [−∫ 𝛾

1
𝑆𝑙,𝑥𝑁ℎ𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(136-3) 
[𝐾18] = [−∫ 𝛾

1
𝑆𝑙,𝑥Φℎ𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(137-3) 
[𝐾19] = [−∫ 𝛾

1
𝑆𝑙,𝑥Ψℎ𝑚𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(138-3) 
[𝐾110] = [−∫ 𝛾

2
𝑆𝑙,𝑥𝑁ℎ𝑑𝑉

𝑉(𝑒)
] 
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(139-3) 
[𝐾111] = [−∫ 𝛾

2
𝑆𝑙,𝑥Φℎ𝑑𝑉

𝑉(𝑒)
] 

(140-3) 
[𝐾112] = [−∫ 𝛾

2
𝑆𝑙,𝑥Ψℎ𝑚𝑑𝑉

𝑉(𝑒)
] 

(141-3) 
[𝐾21] = [∫ [𝜇𝑆𝑙,𝑥𝑁ℎ,𝑦 + 𝜆𝑆𝑙,𝑦𝑁ℎ,𝑥]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(142-3) 
[𝐾22] = [∫ [𝜇𝑆𝑙,𝑥Φℎ,𝑦 + 𝜆𝑆𝑙,𝑦Φℎ,𝑥]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(143-3) 
[𝐾23] = [∫ [𝜇𝑆𝑙,𝑥Ψℎ𝑚,𝑦 + 𝜆𝑆𝑙,𝑦Ψ ,𝑥]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(144-3) 
[𝐾24] = [∫ [𝜇𝑆𝑙,𝑥𝑁ℎ,𝑥 + (𝜆 + 2𝜇)𝑆𝑙,𝑦𝑁ℎ,𝑦]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(145-3) 
[𝐾25] = [∫ [𝜇𝑆𝑙,𝑥Φℎ,𝑥 + (𝜆 + 2𝜇)𝑆𝑙,𝑦Φℎ,𝑦]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(146-3) 
[𝐾26] = [∫ [𝜇𝑆𝑙,𝑥Ψℎ𝑚,𝑥 + (𝜆 + 2𝜇)𝑆𝑙,𝑦Ψℎ𝑚,𝑦]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(147-3) 
[𝐾27] = [−∫ 𝛾

1
𝑆𝑙,𝑦𝑁ℎ𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(148-3) 
[𝐾28] = [−∫ 𝛾

1
𝑆𝑙,𝑦Φℎ𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(149-3) 
[𝐾29] = [−∫ 𝛾

1
𝑆𝑙,𝑦Ψℎ𝑚𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(150-3) 
[𝐾210] = [−∫ 𝛾

2
𝑆𝑙,𝑦𝑁ℎ𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(151-3) 
[𝐾211] = [−∫ 𝛾

2
𝑆𝑙,𝑦Φℎ𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(152-3) 
[𝐾212] = [−∫ 𝛾

2
𝑆𝑙,𝑦Ψℎ𝑚𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 
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(153-3) 
[𝐾37] = [∫ (𝑆𝑙,𝑥𝑁ℎ,𝑥 + 𝑆𝑙,𝑦𝑁ℎ,𝑦)𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(154-3) 
[𝐾38] = [∫ (𝑆𝑙,𝑥Φℎ,𝑥 + 𝑆𝑙,𝑦Φℎ,𝑦)𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(155-3) 
[𝐾39] = [∫ (𝑆𝑙,𝑥Ψℎ𝑚,𝑥 + 𝑆𝑙,𝑦Ψℎ𝑚,𝑦)𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(156-3) 
[𝐾47] = [∫ (𝑉4𝑆𝑙,𝑥𝑁ℎ,𝑥 + 𝑉4𝑆𝑙,𝑦𝑁ℎ,𝑦)𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(157-3) 
[𝐾48] = [∫ (𝑉4𝑆𝑙,𝑥Φℎ,𝑥 + 𝑉4𝑆𝑙,𝑦Φℎ,𝑦)𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(158-3) 
[𝐾49] = [∫ (𝑉4𝑆𝑙,𝑥Ψℎ𝑚,𝑥 + 𝑉4𝑆𝑙,𝑦Ψℎ𝑚,𝑦)𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(159-3) 
[𝐾410] = [∫ (𝑆𝑙,𝑥𝑁ℎ,𝑥 + 𝑆𝑙,𝑦𝑁ℎ,𝑦)𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(160-3) 
[𝐾411] = [∫ (𝑆𝑙,𝑥Φℎ,𝑥 + 𝑆𝑙,𝑦Φℎ,𝑦)𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

(161-3) 
[𝐾412] = [∫ (𝑆𝑙,𝑥Ψℎ𝑚,𝑥 + 𝑆𝑙,𝑦Ψℎ𝑚,𝑦)𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

] 

( را می توان به فرم ماتریسی زیر بازنویسی eهای جرم، میرایی و سفتی برای المان )مولفه های ماتریس

 کرد:

(162-3) [𝑀11] = [𝑀24] = ∫ 𝜌[𝑆]𝑇[𝑁]𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

(163-3) [𝑀12] = [𝑀25] = ∫ 𝜌[𝑆]𝑇[Φ]𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

  

(164-3) 

[𝑀13] = [𝑀26] 

= ∫ [𝜌[𝑆]𝑇[Ψ1] 𝜌[𝑆]𝑇[Ψ2] 𝜌[𝑆]𝑇[Ψ3] 𝜌[𝑆]𝑇[Ψ4]]
𝑉(𝑒)

𝑑𝑉 
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(165-3) [𝐶31] = ∫ 𝑊1[𝑆]
𝑇[𝐺1]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

  

(166-3) [𝐶32] = ∫ 𝑊1[𝑆]
𝑇[𝐺3]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

 

(167-3) [𝐶33] = ∫ [𝑊1[𝑆]
𝑇[G5] 𝑊1[𝑆]

𝑇[G6] 𝑊1[𝑆]
𝑇[G7] 𝑊1[𝑆]

𝑇[G8]]
𝑉(𝑒)

𝑑𝑉 

(168-3) [𝐶34] = ∫ 𝑊1[𝑆]
𝑇[𝐺2]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

 

(169-3) [𝐶35] = ∫ 𝑊1[𝑆]
𝑇[𝐺4]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

 

(170-3) [𝐶36] = ∫ [𝑊1[𝑆]
𝑇[G9] 𝑊1[𝑆]

𝑇[G10] 𝑊1[𝑆]
𝑇[G11] 𝑊1[𝑆]

𝑇[G12]]
𝑉(𝑒)

𝑑𝑉 

(171-3) [𝐶37] = ∫ 𝑊2[𝑆]
𝑇[𝑁]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

 

(172-3) [𝐶38] = ∫ 𝑊2[𝑆]
𝑇[Φ]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

 

(173-3) [𝐶39] = ∫ [𝑊2[𝑆]
𝑇[Ψ1] 𝑊2[𝑆]

𝑇[Ψ2] 𝑊2[𝑆]
𝑇[Ψ3] 𝑊2[𝑆]

𝑇[Ψ4]]
𝑉(𝑒)

𝑑𝑉 

(174-3) [𝐶310] = ∫ 𝑊3[𝑆]
𝑇[𝑁]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

 

(175-3) [𝐶311] = ∫ 𝑊3[𝑆]
𝑇[Φ]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

 

(176-3) [𝐶312] = ∫ [𝑊3[𝑆]
𝑇[Ψ1] 𝑊3[𝑆]

𝑇[Ψ2] 𝑊3[𝑆]
𝑇[Ψ3] 𝑊3[𝑆]

𝑇[Ψ4]]
𝑉(𝑒)

𝑑𝑉 

(177-3) [𝐶41] = ∫ 𝑉1[𝑆]
𝑇[𝐺1]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

 

(178-3) [𝐶42] = ∫ 𝑉1[𝑆]
𝑇[𝐺3]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

 

(179-3) [𝐶43] = ∫ [𝑉1[𝑆]
𝑇[G5] 𝑉1[𝑆]

𝑇[G6] 𝑉1[𝑆]
𝑇[G7] 𝑉1[𝑆]

𝑇[G8]]
𝑉(𝑒)

 𝑑𝑉 
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(180-3) [𝐶44] = ∫ 𝑉1[𝑆]
𝑇[𝐺2]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

  

(181-3) [𝐶45] = ∫ 𝑉1[𝑆]
𝑇[𝐺4]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

 

(182-3) [𝐶46] = ∫ [𝑉1[𝑆]
𝑇[G9] 𝑉1[𝑆]

𝑇[G10] 𝑉1[𝑆]
𝑇[G11] 𝑉1[𝑆]

𝑇[G12]]
𝑉(𝑒)

𝑑𝑉 

(183-3) [𝐶47] = ∫ 𝑉2[𝑆]
𝑇[𝑁]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

 

(184-3) [𝐶48] = ∫ 𝑉2[𝑆]
𝑇[Φ]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

 

(185-3) [𝐶49] = ∫ [𝑉2[𝑆]
𝑇[Ψ1] 𝑉2[𝑆]

𝑇[Ψ2] 𝑉2[𝑆]
𝑇[Ψ3] 𝑉2[𝑆]

𝑇[Ψ4]]
𝑉(𝑒)

𝑑𝑉 

(186-3) [𝐶410] = ∫ 𝑉3[𝑆]
𝑇[𝑁]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

 

(187-3) [𝐶411] = ∫ 𝑉3[𝑆]
𝑇[Φ]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

 

(188-3) [𝐶412] = ∫ [𝑉3[𝑆]
𝑇[Ψ1] 𝑉3[𝑆]

𝑇[Ψ2] 𝑉3[𝑆]
𝑇[Ψ3] 𝑉3[𝑆]

𝑇[Ψ4]]
𝑉(𝑒)

𝑑𝑉 

(189-3) [𝐾11] = ∫ ((𝜆 + 2𝜇)[𝐺13]
𝑇[𝐺1] + 𝜇[𝐺14]

𝑇[𝐺2])
𝑉(𝑒)

𝑑𝑉 

(190-3) [𝐾12] = ∫ ((𝜆 + 2𝜇)[𝐺13]
𝑇[𝐺3] + 𝜇[𝐺14]

𝑇[𝐺4])
𝑉(𝑒)

𝑑𝑉 

(191-3) 

[𝐾13] = [∫ ((𝜆 + 2𝜇)[𝐺13]
𝑇[𝐺5] + 𝜇[𝐺14]

𝑇[𝐺9])
𝑉(𝑒)

𝑑𝑉 

                 ∫ ((𝜆 + 2𝜇)[𝐺13]
𝑇[𝐺6] + 𝜇[𝐺14]

𝑇[𝐺10])
𝑉(𝑒)

𝑑𝑉 

                 ∫ ((𝜆 + 2𝜇)[𝐺13]
𝑇[𝐺7] + 𝜇[𝐺14]

𝑇[𝐺11])
𝑉(𝑒)

𝑑𝑉 

                 ∫ ((𝜆 + 2𝜇)[𝐺13]
𝑇[𝐺8] + 𝜇[𝐺14]

𝑇[𝐺12])𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

] 
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(192-3) [𝐾14] = ∫ (𝜆[𝐺13]
𝑇[𝐺2] + 𝜇[𝐺14]

𝑇[𝐺1])𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

(193-3) [𝐾15] = ∫ (𝜆[𝐺13]
𝑇[𝐺4] + 𝜇[𝐺14]

𝑇[𝐺3])𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

(194-3) 

[𝐾16]

= ∫ [(𝜆[𝐺13]
𝑇[𝐺9] + 𝜇[𝐺14]

𝑇[𝐺5]) (𝜆[𝐺13]
𝑇[𝐺10] + 𝜇[𝐺14]

𝑇[𝐺6])
𝑉(𝑒)

 

     (𝜆[𝐺13]
𝑇[𝐺11] + 𝜇[𝐺14]

𝑇[𝐺7]) (𝜆[𝐺13]
𝑇[𝐺12] + 𝜇[𝐺14]

𝑇[𝐺8])]𝑑𝑉 

(195-3) [𝐾17] = −∫ 𝛾
1
[𝐺13]

𝑇[𝑁]𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

(196-3) [𝐾18] = −∫ 𝛾
1
[𝐺13]

𝑇[Φ]𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

(197-3) 
[𝐾19]

= −∫ [𝛾1[𝐺13]
𝑇[Ψ1] 𝛾

1
[𝐺13]

𝑇[Ψ2] 𝛾
1
[𝐺13]

𝑇[Ψ3] 𝛾
1
[𝐺13]

𝑇[Ψ4]]
𝑉(𝑒)

𝑑𝑉 

(198-3) [𝐾110] = −∫ 𝛾
2
[𝐺13]

𝑇[𝑁]𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

(199-3) [𝐾111] = −∫ 𝛾
2
[𝐺13]

𝑇[Φ]𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

(200-3) 
[𝐾112]

= −∫ [𝛾2[𝐺13]
𝑇[Ψ1] 𝛾

2
[𝐺13]

𝑇[Ψ2] 𝛾
2
[𝐺13]

𝑇[Ψ3] 𝛾
2
[𝐺13]

𝑇[Ψ4]]
𝑉(𝑒)

𝑑𝑉 

(201-3) [𝐾21] = ∫ (𝜇[𝐺13]
𝑇[𝐺2] + 𝜆[𝐺14]

𝑇[𝐺1])𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

(202-3) [𝐾22] = ∫ (𝜇[𝐺13]
𝑇[𝐺4] + 𝜆[𝐺14]

𝑇[𝐺3])𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

(203-3) 

[𝐾23]

= ∫ [(𝜇[𝐺13]
𝑇[𝐺9] + 𝜆[𝐺14]

𝑇[𝐺5]) (𝜇[𝐺13]
𝑇[𝐺10] + 𝜆[𝐺14]

𝑇[𝐺6])  
𝑉(𝑒)

 

     (𝜇[𝐺13]
𝑇[𝐺11] + 𝜆[𝐺14]

𝑇[𝐺7]) (𝜇[𝐺13]
𝑇[𝐺12] + 𝜆[𝐺14]

𝑇[𝐺8])]𝑑𝑉 
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(204-3) [𝐾24] = ∫ (𝜇[𝐺13]
𝑇[𝐺1] + (𝜆 + 2𝜇)[𝐺14]

𝑇[𝐺2])𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

(205-3) [𝐾25] = ∫ (𝜇[𝐺13]
𝑇[𝐺3] + (𝜆 + 2𝜇)[𝐺14]

𝑇[𝐺4])𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

(206-3) 

[𝐾26] = [∫ (𝜇[𝐺13]
𝑇[𝐺5] + (𝜆 + 2𝜇)[𝐺14]

𝑇[𝐺9])𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

                 ∫ (𝜇[𝐺13]
𝑇[𝐺6] + (𝜆 + 2𝜇)[𝐺14]

𝑇[𝐺10])𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

                 ∫ (𝜇[𝐺13]
𝑇[𝐺7] + (𝜆 + 2𝜇)[𝐺14]

𝑇[𝐺11])𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

                 ∫ (𝜇[𝐺13]
𝑇[𝐺8] + (𝜆 + 2𝜇)[𝐺14]

𝑇[𝐺12])𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

] 

(207-3) [𝐾27] = −∫ 𝛾
1
[𝐺14]

𝑇[𝑁]𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

(208-3) [𝐾28] = −∫ 𝛾
1
[𝐺14]

𝑇[Φ]𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

(209-3) 
[𝐾29]

= −∫ [𝛾1[𝐺14]
𝑇[Ψ1] 𝛾

1
[𝐺14]

𝑇[Ψ2] 𝛾
1
[𝐺14]

𝑇[Ψ3] 𝛾
1
[𝐺14]

𝑇[Ψ4]]
𝑉(𝑒)

𝑑𝑉 

(210-3) [𝐾210] = −∫ 𝛾
2
[𝐺14]

𝑇[𝑁]𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

(211-3) [𝐾211] = −∫ 𝛾
2
[𝐺14]

𝑇[Φ]𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

(212-3) 
[𝐾212]

= −∫ [𝛾2[𝐺14]
𝑇[Ψ1] 𝛾

2
[𝐺14]

𝑇[Ψ2] 𝛾
2
[𝐺14]

𝑇[Ψ3] 𝛾
2
[𝐺14]

𝑇[Ψ4]]
𝑉(𝑒)

𝑑𝑉 

(213-3) [𝐾37] = ∫ ([𝐺13]
𝑇[𝐺1] + [𝐺14]

𝑇[𝐺2])𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

(214-3) [𝐾38] = ∫ ([𝐺13]
𝑇[𝐺3] + [𝐺14]

𝑇[𝐺4])𝑑𝑉
𝑉(𝑒)
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(215-3) 

[𝐾39] = [∫ ([𝐺13]
𝑇[𝐺5] + [𝐺14]

𝑇[𝐺9])𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

                 ∫ ([𝐺13]
𝑇[𝐺6] + [𝐺14]

𝑇[𝐺10])𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

                 ∫ ([𝐺13]
𝑇[𝐺7] + [𝐺14]

𝑇[𝐺11])𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

                 ∫ ([𝐺13]
𝑇[𝐺8] + [𝐺14]

𝑇[𝐺12])𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

] 

(216-3) [𝐾47] = ∫ (𝑉4[𝐺13]
𝑇[𝐺1] + 𝑉4[𝐺14]

𝑇[𝐺2])𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

(217-3) [𝐾48] = ∫ (𝑉4[𝐺13]
𝑇[𝐺3] + 𝑉4[𝐺14]

𝑇[𝐺4])𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

(218-3) 

[𝐾49] = [∫ (𝑉4[𝐺13]
𝑇[𝐺5] + 𝑉4[𝐺14]

𝑇[𝐺9])𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

                 ∫ (𝑉4[𝐺13]
𝑇[𝐺6] + 𝑉4[𝐺14]

𝑇[𝐺10])𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

                 ∫ (𝑉4[𝐺13]
𝑇[𝐺7] + 𝑉4[𝐺14]

𝑇[𝐺11])𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

                 ∫ (𝑉4[𝐺13]
𝑇[𝐺8] + 𝑉4[𝐺14]

𝑇[𝐺12])𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

] 

(219-3) [𝐾410] = ∫ ([𝐺13]
𝑇[𝐺1] + [𝐺14]

𝑇[𝐺2])𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

(220-3) [𝐾411] = ∫ ([𝐺13]
𝑇[𝐺3] + [𝐺14]

𝑇[𝐺4])𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

(221-3) 

[𝐾412] = [∫ ([𝐺13]
𝑇[𝐺5] + [𝐺14]

𝑇[𝐺9])𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

                 ∫ ([𝐺13]
𝑇[𝐺6] + [𝐺14]

𝑇[𝐺10])𝑑𝑉
𝑉(𝑒)
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                 ∫ ([𝐺13]
𝑇[𝐺7] + [𝐺14]

𝑇[𝐺11])𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

                 ∫ ([𝐺13]
𝑇[𝐺8] + [𝐺14]

𝑇[𝐺12])𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

] 

زیر  به شرح 𝑛𝑒=  4ای با ها و بردارهای استفاده شده در روابط فوق برای یک المان چهار گرهماتریس

 هستند:

(222-3) 
[𝑆] = [𝑁1 ⋯ 𝑁4 𝛷1 ⋯ 𝛷4 𝛹11 ⋯ 𝛹44] 

(223-3) 
[𝑁] = [𝑁1 𝑁2 𝑁3 𝑁4] 

(224-3) 
[𝛷] = [𝛷1 𝛷2 𝛷3 𝛷4] 

(225-3) 
[𝛹1] = [𝛹11, 𝛹12, 𝛹13, 𝛹14] 

(226-3) 
[𝛹2] = [𝛹21, 𝛹22 , 𝛹23 , 𝛹24] 

(227-3) 
[𝛹3] = [𝛹31, 𝛹32 , 𝛹33 , 𝛹34] 

(228-3) 
[𝛹4] = [𝛹41, 𝛹42 , 𝛹43, 𝛹44] 

(229-3) 
[𝐺1] = [𝑁1,𝑥 𝑁2,𝑥 𝑁3,𝑥 𝑁4,𝑥] 

(230-3) 
[𝐺2] = [𝑁1,𝑦 𝑁2,𝑦 𝑁3,𝑦 𝑁4,𝑦] 

(231-3) 
[𝐺3] = [𝛷1,𝑥 𝛷2,𝑥 𝛷3,𝑥 𝛷4,𝑥] 

(232-3) 
[𝐺4] = [𝛷1,𝑦 𝛷2,𝑦 𝛷3,𝑦 𝛷4,𝑦] 

(233-3) 
[𝐺5] = [𝛹11,𝑥 𝛹12,𝑥 𝛹13,𝑥 𝛹14,𝑥] 

(234-3) 
[𝐺6] = [𝛹21,𝑥 𝛹22,𝑥 𝛹23,𝑥 𝛹24,𝑥] 
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(235-3) 
[𝐺7] = [𝛹31,𝑥 𝛹32,𝑥 𝛹33,𝑥 𝛹34,𝑥] 

(236-3) 
[𝐺8] = [𝛹41,𝑥 𝛹42,𝑥 𝛹43,𝑥 𝛹44,𝑥] 

(237-3) 
[𝐺9] = [𝛹11,𝑦 𝛹12,𝑦 𝛹13,𝑦 𝛹14,𝑦] 

(238-3) 
[𝐺10] = [𝛹21,𝑦 𝛹22,𝑦 𝛹23,𝑦 𝛹24,𝑦] 

(239-3) 
[𝐺11] = [𝛹31,𝑦 𝛹32,𝑦 𝛹33,𝑦 𝛹34,𝑦] 

(240-3) 
[𝐺12] = [𝛹41,𝑦 𝛹42,𝑦 𝛹43,𝑦 𝛹44,𝑦] 

(241-3) 
[𝐺13] = [𝑁1,𝑥 ⋯ 𝑁4,𝑥 𝛷1,𝑥 ⋯ 𝛷4,𝑥 𝛹11,𝑥 ⋯ 𝛹44,𝑥] 

(242-3) 
[𝐺14] = [𝑁1,𝑦 ⋯ 𝑁4,𝑦 𝛷1,𝑦 ⋯ 𝛷4,𝑦 𝛹11,𝑦 ⋯ 𝛹44,𝑦] 

ای جابجا کرده تا نویسی، معادلات را به گونهها جهت سهولت در برنامهتر شدن ماتریسبه منظور ساده

 به صورت زیر درآید: (e)ای برای المان مبنای بردار مجهولات گره

(243-3) [𝑀](𝑒) = [

[𝑀1] [0] [0]
[0] [0] [0]
[0] [0] [0]

] 

(244-3) [𝐶](𝑒) = [
0 0 0
[𝐶1] [𝐶2] [𝐶3]

[𝐶4] [𝐶5] [𝐶6]
] 

(245-3) [𝐾](𝑒) = [

[𝐾1] [𝐾2] [𝐾3]

[0] [𝐾4] [0]

[0] [𝐾5] [𝐾6]
] 

 شوند:های ماتریس جرم، میرایی و سفتی به ترتیب زیر بیان میالمان

(246-3) [𝑀1] = ∫ 𝜌[𝐵]𝑇[𝐵]𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

(247-3) [𝐶1] = ∫ 𝑊1[𝑆𝑡]
𝑇[𝑆1]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)
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(248-3) [𝐶2] = ∫ 𝑊2[𝑆𝑡]
𝑇[𝑆𝑡]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

 

(249-3) [𝐶3] = ∫ 𝑊3[𝑆𝑡]
𝑇[𝑆𝑡]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

 

(250-3) [𝐶4] = ∫ 𝑉1[𝑆𝑡]𝑇[𝑆1]𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

(251-3) [𝐶5] = ∫ 𝑉2[𝑆𝑡]
𝑇[𝑆𝑡]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

 

(252-3) [𝐶6] = ∫ 𝑉3[𝑆𝑡]
𝑇[𝑆𝑡]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

 

(253-3) [𝐾1] = ∫ [𝑆2]𝑇[𝐷][𝑆2]𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

(254-3) [𝐾2] = −∫ 𝛾1[𝑆1]
𝑇[𝑆𝑡]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

 

(255-3) [𝐾3] = −∫ 𝛾2[𝑆1]
𝑇[𝑆𝑡]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

 

(256-3) [𝐾4] = ∫ [𝑆3]𝑇[𝑆3]𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

(257-3) [𝐾5] = ∫ 𝑉4[𝑆3]
𝑇[𝑆3]𝑑𝑉

𝑉(𝑒)

 

(258-3) [𝐾6] = ∫ [𝑆3]𝑇[𝑆3]𝑑𝑉
𝑉(𝑒)

 

 که در این روابط:

(259-3) [𝑆𝑡] = [𝑁1 ⋯ 𝑁4 𝛷1 ⋯ 𝛷4 𝛹11 ⋯ 𝛹44] 

[𝐵]

= [
𝑁1 ⋯ 𝑁4 0 ⋯ 0 𝛷1 ⋯ ⋯ 0 𝛹11 ⋯ 𝛹44 0 ⋯ 0
0 ⋯ 0 𝑁1 ⋯ 𝑁4 0 ⋯ ⋯ 𝛷4 0 ⋯ 0 𝛹11 ⋯ 𝛹44

] 

(3-260) 
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[𝑆1] = [𝑁1,𝑥 ⋯ 𝑁4,𝑥 𝑁1,𝑦 ⋯ 𝑁4,𝑦 𝛷1,𝑥 ⋯ 𝛷4,𝑥 𝛷1,𝑦 ⋯ 𝛷4,𝑦 

(3-261)                𝛹11,𝑥 ⋯ 𝛹44,𝑥 𝛹11,𝑦 ⋯ 𝛹44,𝑦] 

(3-262) 

[𝑆2] = [

𝑁1,𝑥 𝑁2,𝑥 𝑁3,𝑥 𝑁4,𝑥 0 0 0 0 𝛷1,𝑥 𝛷2,𝑥
0 0 0 0 𝑁1,𝑦 𝑁2,𝑦 𝑁3,𝑦 𝑁4,𝑦 0 0

𝑁1,𝑦 𝑁2,𝑦 𝑁3,𝑦 𝑁4,𝑦 𝑁1,𝑥 𝑁2,𝑥 𝑁3,𝑥 𝑁4,𝑥 𝛷1,𝑦 𝛷2,𝑦

  

𝛷3,𝑥 𝛷4,𝑥 0 … 0 𝛹11,𝑥 … 𝛹44,𝑥 0 … 0

0 0 𝛷1,𝑦 … 𝛷4,𝑦 0 … 0 𝛹11,𝑦 … 𝛹44,𝑦
𝛷3,𝑦 𝛷4,𝑦 𝛷1,𝑥 … 𝛷4,𝑥 𝛹11,𝑦 … 𝛹44,𝑦 𝛹11,𝑥 … 𝛹44,𝑥

] 

 

(3-263) 
[𝑆3]

= [
𝑁1,𝑥 𝑁2,𝑥 𝑁3,𝑥 𝑁4,𝑥 𝛷1,𝑥 𝛷2,𝑥 𝛷3,𝑥 𝛷4,𝑥 𝛹11,𝑥 ⋯ 𝛹44,𝑥
𝑁1,𝑦 𝑁2,𝑦 𝑁3,𝑦 𝑁4,𝑦 𝛷1,𝑦 𝛷2,𝑦 𝛷3,𝑦 𝛷4,𝑦 𝛹11,𝑦 ⋯ 𝛹44,𝑦

] 

 عبارتند از:بعد در فضای بی ایحالت کرنش صفحهبرای  [𝐷] س سفتیماتری

(3-267) [𝐷] = [

�̂� + 2�̂� �̂� 0

�̂� �̂� + 2�̂� 0
0 0 �̂�

]    

 

 روش نیومارک -4-3

 [:88زمانی را بر اساس معادلات زیر توسعه داد ]های گامِ ای از روشنیومارک خانواده 1959در سال      

(268-3) �̇�𝑖+1 = �̇�𝑖 + [(1 − 𝛾)∆𝑡]�̈�𝑖 + (𝛾∆𝑡∆)�̈�𝑖+1 

(269-3) 𝑢𝑖+1 = 𝑢𝑖 + (∆𝑡)�̇�𝑖 + [(0.5 − 𝛽)(∆𝑡)
2]�̈�𝑖 + [𝛽(∆𝑡)

2]�̈�𝑖+1 

زمانی را مشخص کرده و همچنین میزان پایداری و دقت  تغییرات شتاب در هر گام  γو  𝛽پارامترهای 

کنند. معمولا مقدار روش را تعیین می
1

2
ی و بازه  γبرای  

1

6
≤ 𝛽 ≤

1

4
تواند پایداری ها میدر اکثر جنبه 

زمانی، اساس محاسبه  و دقت حل را ارضا نماید. ترکیب دو معادله فوق با معادله تعادل زیر در پایان گامِ
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𝑖در زمان  �̈�𝑖+1و  𝑢𝑖+1 ،�̇�𝑖+1مقادیر  + را تشکیل  𝑖در زمان  �̈�𝑖و  𝑢𝑖 ،�̇�𝑖با مشخص بودن  1

 دهد.می

(270-3) 𝑚�̈�𝑖+1 + 𝑐�̇�𝑖+1 + 𝑓(𝑠)𝑖+1 = F𝑖+1 

(، تکرار برای حل آن نیاز 269-3( و )268-3در انتهای معادلات ) �̈�𝑖+1به دلیل ظاهر شدن عبارت 

ای اصلاح کرد که نیازی به توان معادلات اصلی نیومارک را به گونههای خطی میبرای سیستماست، اما 

 .که در ادامه به آن اشاره خواهد شد تکرار نداشته باشد

و 1ها روش شتاب متوسطاستفاده از دو حالت خاص در خانواده نیومارک بسیار رایج است که یکی از آن

 است.  2دیگری شتاب خطی

𝑖در زمان  �̈�𝑖+1و  𝑢𝑖+1 ،�̇�𝑖+1برای حالت شتاب متوسط روابط میان مقادیر  +  �̈�𝑖و  𝑢𝑖 ،�̇�𝑖با  1

 شود:به صورت معادلات زیر بیان می 𝑖در زمان 

(271-3) �̈�(𝜏) =
1

2
(�̈�𝑖+1 + �̈�𝑖) 

(272-3) �̇�(𝜏) = �̇�𝑖 +
𝜏

2
(�̈�𝑖+1 + �̈�𝑖) 

(273-3) �̇�𝑖+1 = �̇�𝑖 +
∆𝑡

2
(�̈�𝑖+1 + �̈�𝑖) 

(274-3) 𝑢(𝜏) = 𝑢𝑖 + �̇�𝑖𝜏 +
𝜏2

4
(�̈�𝑖+1 + �̈�𝑖) 

(275-3) 𝑢𝑖+1 = 𝑢𝑖 + �̇�𝑖∆𝑡 +
(∆𝑡)2

4
(�̈�𝑖+1 + �̈�𝑖) 

                                                             
1 Average Acceleration Method  
2 Linear Acceleration Method 
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زمانی ثابت و یا برابر متوسط شتاب است.  کند که تغییرات شتاب در یک گامبیان می (271-3)معادله 

آید که تغییرات سرعت در یک گام زمانی را بیان بدست می (272-3)معادله  �̈�(𝜏)گیری از با انتگرال

τکند. با در نظر گرفتن می = ∆𝑡  شود که میزان حاصل می (273-3)معادله�̇�𝑖+1  در زمان𝑖 + 1 

دهد که با در نظر گرفتن تغییرات جابجایی در گام زمانی را نشان می (274-3)دهد. معادله ا نشان میر

τ = ∆𝑡  توان حاصل شده که از آن می (275-3)معادله𝑢𝑖+1  را در زمان𝑖 + بدست آورد. با  1

توان نشان داد اگر در می (269-3)و  (268-3)با معادلات  (275-3)و  (273-3)مقایسه معادلات 

γمعادلات نیومارک  =
1

2
βو    =

1

4
در نظر گرفته شود، معادلات حاصل با حالت شتاب متوسط برابر  

 خواهد بود.

𝑖در زمان  �̈�𝑖+1و  𝑢𝑖+1 ،�̇�𝑖+1برای حالت شتاب خطی روابط میان مقادیر  + در  �̈�𝑖و  𝑢𝑖 ،�̇�𝑖با  1

 ود:شبه صورت معادلات زیر بیان می 𝑖زمان 

(276-3) �̈�(𝜏) = �̈�𝑖 +
𝜏

∆𝑡
(�̈�𝑖+1 − �̈�𝑖) 

(277-3) �̇�(𝜏) = �̇�𝑖 + �̈�𝑖𝜏 +
𝜏2

2∆𝑡
(�̈�𝑖+1 − �̈�𝑖) 

(278-3) �̇�𝑖+1 = �̇�𝑖 +
∆𝑡

2
(�̈�𝑖+1 − �̈�𝑖) 

(279-3) 𝑢(𝜏) = 𝑢𝑖 + �̇�𝑖𝜏 + �̈�𝑖
𝜏2

2
+
𝜏3

6∆𝑡
(�̈�𝑖+1 − �̈�𝑖) 

(280-3) 𝑢𝑖+1 = 𝑢𝑖 + �̇�𝑖∆𝑡 + (∆𝑡)
2 (
1

6
�̈�𝑖+1 +

1

3
�̈�𝑖) 

زمانی ثابت و یا به صورت خطی تغییر  کند که تغییرات شتاب در یک گامبیان می (276-3)معادله 

آید که تغییرات سرعت در یک گام زمانی بدست می (277-3)معادله  �̈�(𝜏)گیری از کند. با انتگرالمی

τکند. با در نظر گرفتن را بیان می = ∆𝑡  شود که میزان حاصل می (278-3)معادله�̇�𝑖+1  در زمان
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𝑖 + دهد که با در نظر تغییرات جابجایی در گام زمانی را نشان می (279-3)دهد. معادله را نشان می 1

τگرفتن  = ∆𝑡  توان حاصل شده که از آن می (280-3)معادله𝑢𝑖+1  را در زمان𝑖 + بدست آورد.  1

ن داد اگر در نشان توا( می269-3)و  (268-3)با معادلات  (280-3)و  (278-3)با مقایسه معادلات 

γمعادلات نیومارک  =
1

2
βو    =

1

6
در نظر گرفته شود، معادلات حاصل با حالت شتاب خطی برابر  

 خواهد بود.

 سیستم معادلات خطی: -5-3

ای توان معادلات نیومارک را به گونههای خطی میبرای سیستمتر گفته شد، طور که پیشهمان     

های خطی به صورت زیر قابل باشند. معادله تعادل برای سیستماصلاح کرد که نیازی به تکرار نداشته 

 بیان است:

(281-3) 𝑚�̈�𝑖+1 + 𝑐�̇�𝑖+1 + 𝑘𝑢𝑖+1 = F𝑖+1 

 به صورت زیر نوشت: 𝑢𝑖+1توان بر اساس را می �̈�𝑖+1عبارت  (269-3)از معادله 

(282-3) �̈�𝑖+1 =
1

𝛽(∆𝑡)2
(𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖) −

1

𝛽∆𝑡
�̇�𝑖 − (

1

2𝛽
− 1) �̈�𝑖 

 داریم: (268-3)در معادله  (282-3)با جایگذاری معادله 

(283-3) �̇�𝑖+1 =
𝛾

𝛽∆𝑡
(𝑢𝑖+1 − 𝑢𝑖) + (1 −

𝛾

𝛽
) �̇�𝑖 + ∆𝑡 (1 −

𝛾

2𝛽
) �̈�𝑖 

𝑖و حل آن برای زمان  (281-3)در معادله  (283-3)و  (282-3)حال با جایگذاری معادلات  + 1 

 خواهیم داشت:

(284-3) �̂�𝑢𝑖+1 = �̂�𝑖+1 

 شوند:به صورت زیر تعریف می �̂�𝑖+1و  �̂�های عبارت در آن که
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(285-3) �̂� = 𝑘 +
𝛾

𝛽∆𝑡
𝑐 +

1

𝛽(∆𝑡)2
𝑚 

(286-3) 

�̂�𝑖+1 = 𝐹𝑖+1 + [
1

𝛽(∆𝑡)2𝑚
+

𝛾

𝛽∆𝑡
𝑐] 𝑢𝑖

+ [
1

𝛽∆𝑡
𝑚 + (

𝛾

𝛽
− 1) 𝑐] �̇�𝑖

+ [(
1

2𝛽
− 1)𝑚 + ∆𝑡 (

𝛾

2𝛽
− 1) 𝑐] �̈�𝑖 

دست آمده بر طبق معادلات به  𝑐و  𝑚 ،𝑘 شرایط مرزی و اولیه و محاسبه  از �̂�𝑖+1و  �̂�با معلوم بودن 

تعریف  �̈�𝑖و  𝑢𝑖 ،�̇�𝑖 هایکه با مولفه 𝑖سیستم در زمان  و استفاده از روش شتاب متوسط، مشخصات

𝑖شود، جایجایی در زمان می +  آید:از معادله زیر بدست می 1

(287-3) 𝑢𝑖+1 =
�̂�𝑖+1

�̂�
 

 (282-3)و  (283-3)به ترتیب به کمک معادلات  �̈�𝑖+1و شتاب  �̇�𝑖+1، سرعت 𝑢𝑖+1با معلوم بودن 

 توان به کمک معادله زیر نیز حساب کرد:قابل محاسبه هستند. همچنین شتاب را می

(288-3) �̈�𝑖+1 =
𝐹𝑖+1 − 𝑐�̇�𝑖+1 − 𝑘𝑢𝑖+1

𝑚
 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 فصل چهارم

 انتگرال برهمکنش
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 انتگرال برهمکنش -1-4

توان با مفهوم ضریب شدت تنش های تنش، کرنش و جایجایی در رفتار الاستیک خطی را میمیدان     

در ناحیه اطراف نوک ترک تخمین زد. بنابراین محاسبه ضریب شدت تنش برای محاسبات المان محدود 

یب، های کارآمد برای محاسبه این ضرادر محدوده رفتار الاستیک خطی حائز اهمیت است. یکی از روش

[ به منظور محاسبه نرخ آزادسازی انرژی در ترک 89] توسط رایس 1968است که در سال  𝐽انتگرال 

به کمک سیستم مختصات محلی نوک ترک معرفی شد. انتگرال برهمکنش، نتیجه برهمکنش دو حالت 

یک برای  𝐽بارگذاری مستقل میدان اصلی و کمکی برای سازه حاوی ترک است. فرم معمول انتگرال 

 شود به صورت رابطه زیر است.ترک که نیرویی به سطوح آن وارد نمی

(1-4) 𝐽 = lim
Γ→0

∫ (𝑤𝛿1𝑗 − 𝜎𝑖𝑗
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥1

)𝑛𝑗𝑑Γ
Γ

 

 شود.( تعریف می2-4چگالی انرژی کرنشی بوده و به صورت رابطه ) 𝑤که در آن 

(2-4) 𝑤 =
1

2
𝜎𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗 

 Γبردار یکه و عمود رو به خارج بر ناحیه  𝑛𝑗های بردار جابجایی، و مولفه 𝑢𝑖تانسور تنش،  𝜎𝑖𝑗همچنین 

در غیاب نیروهای حجمی و عدم وجود اصطکاک در سطوح ترک، مستقل از مسیر بوده  𝐽است. انتگرال 

 پایا در شرایط ایزوترمال است.-های کوچک، رفتار الاستیک ماده و رفتار شبهو بر اساس تغییر شکل

لی،  1985شود، در سال ( موجب وابستگی حل به نوع مش و مسیر می1-4مستقیم از معاده ) استفاده

ای تبدیل کرده و حل را به فرم ناحیه 𝐽شیح و نیدلمن روشی را ارائه دادند تا فرم کانتوری انتگرال 

روی مرز  1با مقدار  𝑞مستقل از مسیر گردد. با کاربرد قضیه دیورژانس و در نظر گرفتن تابع وزنی 

به صورت رابطه زیر تعریف  𝐽ای معادل برای انتگرال داخلی و صفر روی مرز خارجی، انتگرال ناحیه

 [.90شود ]می
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(3-4) 𝐽 = ∫(𝜎𝑖𝑗𝑢𝑖,1 −𝑤𝛿1𝑗)𝑞,𝑗𝑑𝐴

𝐴

+ ∫(𝜎𝑖𝑗𝑢𝑖,1 − 𝑤𝛿1𝑗),𝑗𝑞𝑑𝐴

𝐴

 

 است. Γ( ناحیه محصور به منحنی 1-4مطابق با شکل ) 𝐴در رابطه فوق، 

 

 [70] ایبه فرم ناحیه 𝐽تبدیل فرم کانتوری انتگرال  -1-4 شکل

𝜎𝑖𝑗های کمکی را با و میدان 𝑢𝑖و  𝜎𝑖𝑗 ،𝜀𝑖𝑗های اصلی را با میدان
𝑎𝑢𝑥 ،𝜀𝑖𝑗

𝑎𝑢𝑥  و𝑢𝑖
𝑎𝑢𝑥 دهیم، نشان می

 د:شوزمان دو حالت بارگذاری ذکر شده به صورت زیر بیان میبرای اعمال هم 𝐽انتگرال 

(4-4) 𝐽𝑠 = 𝐽 + 𝐽𝑎𝑢𝑥 +𝑀 

انتگرال  𝑀برای حالت کمکی و  𝐽مقدار انتگرال  𝐽𝑎𝑢𝑥برای حالت اصلی،  𝐽مقدار انتگرال  𝐽در این رابطه 

 شود:برهمکنش است که به صورت رابطه زیر تعریف می

(5-4) 

𝑀 = ∫(𝜎𝑖𝑗𝑢𝑖,1
    𝑎𝑢𝑥 + 𝜎𝑖𝑗

   𝑎𝑢𝑥𝑢𝑖,1 −𝑤
𝑖𝑛𝑡𝛿1𝑗)𝑞,𝑗𝑑𝐴

𝐴

+∫(𝜎𝑖𝑗𝑢𝑖,1
     𝑎𝑢𝑥 + 𝜎𝑖𝑗

   𝑎𝑢𝑥𝑢𝑖,1 −𝑤
𝑖𝑛𝑡𝛿1𝑗),𝑗

𝑞𝑑𝐴

𝐴

 

 شود:تابع چگالی انرژی کرنشی برهمکنش بوده و به صورت زیر بیان می 𝑤𝑖𝑛𝑡( 5-4در معادله )

(6-4) 𝑤𝑖𝑛𝑡 = 𝜎𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗
𝑎𝑢𝑥 = 𝜎𝑖𝑗

𝑎𝑢𝑥𝜀𝑖𝑗  
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𝜎𝑖𝑗,𝑗( و با توجه به رابطه تعادل )5-4)با اعمال مشتق در عبارت دوم رابطه  = ( و همچنین با در نظر 0

𝜎𝑖𝑗,𝑗گرفتن اینکه 
     𝑎𝑢𝑥 =  آید.( به دست می7-4، انتگرال برهمکنش به صورت رابطه )0

(7-4) 

𝑀 = ∫(𝜎𝑖𝑗𝑢𝑖,1
    𝑎𝑢𝑥 + 𝜎𝑖𝑗

   𝑎𝑢𝑥𝑢𝑖,1 −𝑤
𝑖𝑛𝑡𝛿𝑖𝑗)𝑞,𝑗𝑑𝐴

𝐴

+∫(𝜎𝑖𝑗𝑢𝑖,1𝑗
       𝑎𝑢𝑥 + 𝜎𝑖𝑗

   𝑎𝑢𝑥𝑢𝑖,1𝑗 − 𝑤,1
  𝑖𝑛𝑡)𝑞𝑑𝐴

𝐴

 

بعدی با ترکیب مود اول و دوم ترک به شکل زیر قابل بیان است نرخ آزادسازی انرژی برای حالت دو

[89:] 

(8-4) 𝐽 =
1

𝐸′
(𝐾𝐼

2 + 𝐾𝐼𝐼
2) 

 ( است.9-4ای به شکل رابطه )برای حالت کرنش صفحه ′𝐸که 

(9-4) 𝐸′ =
𝐸

(1 − 𝜈2)
 

 شود:( نوشته می10-4با در نظر گرفتن هر دو میدان اصلی و کمکی به صورت معادله ) 𝐽انتگرال 

(10-4) 𝐽𝑠 = 𝐽 + 𝐽𝑎𝑢𝑥 +
2

𝐸′
(𝐾𝐼𝐾𝐼

𝑎𝑢𝑥 + 𝐾𝐼𝐼
𝑎𝑢𝑥𝐾𝐼𝐼) 

 ( است.11-4توان گفت انتگرال برهمکنش برابر با رابطه )( می10-4( و )4-4با مقایسه معادلات )

(11-4) 𝑀 =
2

𝐸′
(𝐾𝐼𝐾𝐼

𝑎𝑢𝑥 +𝐾𝐼𝐼
𝑎𝑢𝑥𝐾𝐼𝐼) 

 ( به صورت زیر قابل بیان است:7-4در انتگرال دوم رابطه ) 𝑥1نسبت به  𝑤𝑖𝑛𝑡مشتق جزئی 

(9-4) 𝜕𝑊𝑖𝑛𝑡

𝜕𝑥1
=
𝜕𝑊𝑖𝑛𝑡

𝜕𝜀𝑖𝑗

𝜕𝜀𝑖𝑗
𝜕𝑥1

+
𝜕𝑊𝑖𝑛𝑡

𝜕𝜀𝑙𝑘
   𝑎𝑢𝑥

𝜕𝜀𝑙𝑘
   𝑎𝑢𝑥

𝜕𝑥1
+
𝜕𝑊𝑖𝑛𝑡

𝜕(∆𝑇)

𝜕(∆𝑇)

𝜕𝑥1
+
𝜕𝑊𝑖𝑛𝑡

𝜕(∆𝐶)

𝜕(∆𝐶)

𝜕𝑥1
 

 (12-4ای به صورت رابطه )بعد برای حالت کرنش صفحهبا در نظر گرفتن میدان تنش بی
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(12-4) 𝜎𝑖𝑗 = [𝐷]𝜀𝑖𝑗 − 𝛾1∆𝑇 {
1
1
0
} − 𝛾2∆𝐶 {

1
1
0
} 

شود و مشتق گیری از تابع ( تعریف می267-3ماتریس خواص بوده و به شکل رابطه ) [𝐷]که در آن 

 داریم: 𝐶∆و  𝑇∆به چگالی انرژی کرنشی نسبت 

(13-4) 𝜕𝑊𝑖𝑛𝑡

𝜕(Δ𝑇)
= 𝛾1(𝜀11

𝑎𝑢𝑥 + 𝜀22
𝑎𝑢𝑥) 

(14-4) 𝜕𝑊𝑖𝑛𝑡

𝜕(Δ𝐶)
= 𝛾2(𝜀11

𝑎𝑢𝑥 + 𝜀22
𝑎𝑢𝑥) 

(، فرم نهایی انتگرال برهمکنش برای بارگذاری هایگروترمال را 7-4با استفاده از دو رابطه فوق و رابطه )

 توان نوشت:به صورت زیر می

(15-4) 

𝑀 = ∫(𝜎𝑖𝑗𝑢𝑖,1
   𝑎𝑢𝑥 + 𝜎𝑖𝑗

  𝑎𝑢𝑥𝑢𝑖,1 −𝑊
𝑖𝑛𝑡𝛿𝑖𝑗)𝑞,𝑗𝑑𝐴

𝐴

+∫((𝛾1𝜎𝑖
𝑎𝑢𝑥) ×

𝜕(Δ𝑇)

𝜕𝑥1
)𝑞𝑑𝐴

𝐴

+∫((𝛾2𝜎𝑖
𝑎𝑢𝑥) ×

𝜕(Δ𝐶)

𝜕𝑥1
)𝑞𝑑𝐴

𝐴

 

 های کمکی تنش و جایجایی برای مودهای اول و دوم ترک زیر:با استفاده از میدان

𝑀𝑜𝑑𝑒 𝐼:  

𝜎11
𝑎𝑢𝑥 =

𝐾𝐼

√2𝜋𝑟
cos (

𝜃

2
) × (1 − sin (

𝜃

2
) × sin (

3𝜃

2
)) (16-4) 

𝜎22
𝑎𝑢𝑥 =

𝐾𝐼

√2𝜋𝑟
cos (

𝜃

2
) × (1 + sin (

𝜃

2
) × sin (

3𝜃

2
)) (17-4) 

𝜎12
𝑎𝑢𝑥 = 𝜎21

𝑎𝑢𝑥 =
𝐾𝐼

√2𝜋𝑟
sin (

𝜃

2
) × cos (

𝜃

2
) × cos (

3𝜃

2
) (18-4) 
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𝑢𝑥 = 𝐾𝐼
(1 + 𝜈)

𝐸√𝑟 2𝜋⁄

× cos (
𝜃

2
) × (𝜅 − 1 + 2 sin2 (

𝜃

2
)) (19-4) 

𝑑𝑢𝑥
𝑑𝑟

= 𝐾𝐼 × (1 + 𝜈) × √2 cos (
𝜃

2
) × (

𝜅 − 1 + sin2 (
𝜃
2)

4𝐸√𝑟 𝜋⁄ × 𝜋
) (20-4) 

𝑑𝑢𝑥
𝑑𝜃

= 𝐾𝐼 × √2 × √
𝑟
𝜋⁄ × (1 + 𝜈) × (6 cos2 (

𝜃

2
) − 𝜅 − 1) ×

sin (
𝜃
2)

4𝐸
 

(21-4) 

𝑢𝑦 = 𝐾𝐼
(1 + 𝜈)

𝐸√𝑟 2𝜋⁄

× sin (
𝜃

2
) × (𝜅 + 1 − 2 cos2 (

𝜃

2
)) (22-4) 

𝑑𝑢𝑦
𝑑𝑟

= 𝐾𝐼 × (1 + 𝜈) × √2 sin (
𝜃

2
) × (

𝜅 + 1 − 2 cos2 (
𝜃
2)

4𝐸 × √𝑟 𝜋⁄ × 𝜋
) (23-4) 

𝑑𝑢𝑦
𝑑𝜃

= −cos (
𝜃

2
) × 𝐾𝐼 × √2 × √

𝑟
𝜋⁄ (1 + 𝜈) × (

6 cos2
𝜃
2 − 𝜅 − 5

4𝐸
) (24-4) 

𝑀𝑜𝑑𝑒 𝐼𝐼:  

𝜎11
𝑎𝑢𝑥 = (

−𝐾𝐼𝐼

√2𝜋𝑟
) sin (

𝜃

2
) × (2 + cos (

𝜃

2
) × cos (

3𝜃

2
)) (25-4) 

𝜎22
𝑎𝑢𝑥 = (

𝐾𝐼𝐼

√2𝜋𝑟
) sin (

𝜃

2
) × cos (

𝜃

2
) × cos (

3𝜃

2
) (26-4) 

𝜎12
𝑎𝑢𝑥 = 𝜎21

𝑎𝑢𝑥 = (
𝐾𝐼𝐼

√2𝜋𝑟
) cos (

𝜃

2
) × (1 − sin (

𝜃

2
) × sin (

3𝜃

2
)) (27-4) 

𝑢𝑥 = 𝐾𝐼𝐼
(1 + 𝜈)

𝐸√𝑟 2𝜋⁄

× sin (
𝜃

2
) × (𝜅 + 1 + 2 cos2 (

𝜃

2
)) (28-4) 

𝑑𝑢𝑥
𝑑𝑟

= 𝐾𝐼𝐼 × (1 + 𝜈) × √2 sin (
𝜃

2
) × (

𝜅 + 1 + 2cos2 (
𝜃
2)

4𝐸√𝑟 𝜋⁄ × 𝜋
) (29-4) 
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𝑑𝑢𝑥
𝑑𝜃

= 𝐾𝐼𝐼 × √2 cos (
𝜃

2
) × √𝑟 𝜋⁄ × (1 + 𝜈) × (

6 cos2 (
𝜃
2) + 𝜅 − 3

4𝐸
) (30-4) 

𝑢𝑦 = −𝐾𝐼𝐼
(1 + 𝜈)

𝐸√𝑟 2𝜋⁄

× cos (
𝜃

2
) × (𝜅 − 1 − 2 sin2 (

𝜃

2
)) (31-4) 

𝑑𝑢𝑦
𝑑𝑟

= −𝐾𝐼𝐼 × (1 + 𝜈) × √2 cos (
𝜃

2
) × (

𝜅 − 1 − 2 sin2 (
𝜃
2)

4𝐸√𝑟 𝜋⁄ × 𝜋
) (32-4) 

𝑑𝑢𝑦
𝑑𝜃

= 𝐾𝐼𝐼 × √2 × √
𝑟
𝜋⁄ (1 + 𝜈) (6 cos2 (

𝜃

2
) + 𝜅 − 3) ×

sin (
𝜃
2)

4𝐸
 

(33-4) 

 شوند:(، ضرایب شدت تنش مود اول و دوم به فرم زیر استخراج می15-4و انتگرال برهمکنش از رابطه ) 

(34-4) 𝐾𝐼 =
𝐸𝑡𝑖𝑝
2
𝑀(1),     (𝐾𝐼

𝑎𝑢𝑥 = 1, 𝐾𝐼𝐼
 𝑎𝑢𝑥 = 0) 

(35-4) 𝐾𝐼𝐼 =
𝐸𝑡𝑖𝑝
2
𝑀(2),     (𝐾𝐼

𝑎𝑢𝑥 = 0,𝐾𝐼𝐼
 𝑎𝑢𝑥 = 1) 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 فصل پنجم

 و بحث عددی نتایج
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    مقدمه -1-5

سنجی روش حل عددی به کار برده شده، مسئله به صورت در بخش اول از این فصل به منظور صحت     

توزیع  اول،در مثال تحلیلی حل گشته و سپس نتایج آن با نتایج عددی بدست آمده توسط مقایسه شد. 

ای عمود ای دارای ترک لبهدما و رطوبت نوک ترک و همچنین ضریب شدت تنش مود اول برای صفحه

های زمانی، مقادیر است. سپس تاثیر گامهای مختلف گزارش شده و با هم مقایسه شدهبرای تعداد مش

با  است.شدهاول بررسی و مقایسه  مود گیری بر ضریب شدت تنشهای انتگرالمختلف سورت و شعاع

توجه به اینکه در شرایط متقارن بارگذاری نسبت به سطح ترک تنها ضریب شدت تنش مود اول استخراج 

گردید. در این  شد، به منظور بررسی ضریب شدت تنش در مود دوم بارگذاری به صورت نامتقارن اعمال

ل سوم تاثیر زاویه بر توزیع بررسی و گزارش شد. در مثا گیریمثال تاثیر حساسیت مش و ناحیه انتگرال

گیری های انتگرالدما و رطوبت نوک ترک و ضرایب شدت تنش مود اول دوم با در نظر گرفتن ناحیه

مختلف و مقادیر مختلف سورت بررسی شد. همچنین تاثیر زوایای مختلف بر ضرایب شدت تنش مود 

 اول و دوم گزارش شد.

 حل تحلیلی صفحه مستطیلی ایزوتروپیک -2-5

به صورت  حاکم سنجی روش عددی استفاده شده در این نوشتار، ابتدا معادلاتبه منظور صحت     

 است.تحلیلی حل شده و نتایج به دست آمده از آن با نتایج به دست آمده از روش عددی مقایسه شده

است. ته شدهای که تحت بارگذاری هایگروترمال قرار دارد، در نظر گرف، باریکه(1-5با توجه به شکل )

به ترتیب حالت اولیه و  𝑗و  𝑖های شده است. زیرنویس( نشان داده1-5شرایط اولیه و مرزی در جدول )

 دهند.نهایی را نشان می
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 باریکه ایزوتروپیک تحت بارگذاری هایگروترمال -1-5شکل 

 

 شرایط اولیه و مرزی دما و رطوبت 1-5جدول 

𝐶(𝐿, 𝑡) = 𝐶𝑖 𝑇(0, 𝑡) = 𝑇𝑓  

𝑇(𝑥, 0) = 𝑇𝑖 𝐶(0, 𝑡) = 𝐶𝑓 

𝐶(𝑥, 0) = 𝑇𝑖 𝑇(𝐿, 𝑡) = 𝑇𝑖 

( به 54-3نظر از کوپل دما و جابجایی و در نظر گرفتن مسئله به صورت یک بعدی معادله )با صرف

 شود:صورت زیر بازنویسی می

(1-5) 𝑊2�̇� + 𝑊3�̇� = 𝑇,11 

( به 61-3معادله )نظر از کوپل رطوبت و جابجایی و در نظر گرفتن تنها یک بعد، همچنین با صرف

 شود:صورت زیر بازنویسی می
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(2-5) 𝑉2�̇� + 𝑉3�̇� = 𝐶,11 

 شوند:، معادلات فوق به صورت زیر بیان می𝑉3( بر 2-5و معادله ) 𝑊2( بر 1-5با تقسیم طرفین معادله )

(3-5) �̇� +
𝑊3

𝑊2
�̇� =

1

𝑊2
𝑇,11 

(4-5) 𝑉2
𝑉3
�̇� + �̇� =

1

𝑉2
𝑇,11 

 :استرا تعریف شدههای زیر ی عبارتنویسبه منظور ساده

(5-5) 𝔇 =
1

𝑊2
 

(6-5) 𝜈 =
𝑊3

𝑊2
 

(7-5) 𝐷 =
1

𝑉3
 

(8-5) 𝜆 =
𝑉2
𝑉3

 

 توان به شکل زیر نوشت:( را می5-4( و )5-3)معادلات  ،های تعریف شده فوقبا استفاده ار عبارت

(9-5) 𝔇
𝜕2𝑇(𝑥1, 𝑡)

𝜕𝑥1
2

−
𝜕

𝜕𝑡
(𝑇(𝑥1, 𝑡) + 𝜈𝐶(𝑥1, 𝑡)) = 0 

(10-5) 𝐷
𝜕2𝐶(𝑥1, 𝑡)

𝜕𝑥12
−
𝜕

𝜕𝑡
(𝐶(𝑥1, 𝑡) + 𝜆𝑇(𝑥1, 𝑡)) = 0 

  :با کمک تغییر متغیر به شکل روابط زیر

(11-5) 𝑇∗(𝑥1, 𝑡) =
𝑇(𝑥1, 𝑡) − 𝑇𝑖
𝑇𝑖 − 𝑇𝑓

 

(12-5) 𝐶∗(𝑥1, 𝑡) =
𝐶(𝑥1 , 𝑡) − 𝐶𝑖

𝜆(𝑇𝑖 − 𝑇𝑓)
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و  𝑇𝑖شوند. همچنین در این روابط ( بیان می14-5( و )13-5( به شکل روابط )10-5( و )9-5روابط )

𝐶𝑖  به ترتیب دما و رطوبت مرجع و𝑇𝑓 .دمای نهایی لبه سمت چپ است 

(13-5) 
𝔇
𝜕2𝑇∗(𝑥1, 𝑡)

𝜕𝑥1
2

−
𝜕

𝜕𝑡
(𝑇∗(𝑥1, 𝑡) + 𝜆𝜈𝐶

∗(𝑥1, 𝑡)) = 0 

(14-5) 
𝐷
𝜕2𝐶∗(𝑥1, 𝑡)

𝜕𝑥1
2

−
𝜕

𝜕𝑡
(𝐶∗(𝑥1, 𝑡) + 𝑇

∗(𝑥1, 𝑡)) = 0 

مرزی و اولیه (، شرایط 1-5( و شرایط مرزی تعریف شده در جدول )12-5( و )11-5با توجه به روابط )

 است:زیر تعریف شده اکم بر مسئله به صورت جدولح

 شرایط اولیه و مرزی دما و رطوبت 2-5جدول 

𝑇∗(𝑏, 𝑡) = 0 𝑇∗(0, 𝑡) = −1 

𝐶∗(0, 𝑡) = 0 𝐶∗(𝐿, 𝑡) = 0 

𝐶∗(𝑥1, 𝑡) = 0 𝑇∗(𝑥1, 𝑡) = 0 

توان به صورت دو معادله مستقل بر حسب یک ترکیب ( را می14-5( و )13-5دستگاه معادلات کوپل )

,𝐷𝐶∗(𝑥1از خطی  𝑡) و 𝔇𝑇∗(𝑥1, 𝑡) :به صورت 

(15-5) 𝑠1𝔇𝑇
∗(𝑥1, 𝑡) + 𝐷𝐶

∗(𝑥1, 𝑡) 

 شود:( جمع می14-5ضرب شده و با معادله ) 𝑠1( در 13-5نوشت. برای این منظور معادله )

(16-5) 
𝜕2

𝜕𝑥12
(𝑠1𝔇𝑇

∗(𝑥1, 𝑡) + 𝐷𝐶
∗(𝑥1, 𝑡))

=
𝜕

𝜕𝑡
[(𝑠1 + 1)𝑇

∗(𝑥1, 𝑡) + (1 + 𝑠1𝜆𝜈)𝐶
∗(𝑥1, 𝑡)] 

𝑠1𝔇𝑇( بر حسب 16-5برای به دست آمدن یک معادله با طبیعت پخش ساده در معادله )
∗ +𝐷𝐶∗  باید

 رابطه زیر برقرار باشد:

(17-5) 𝑠1 + 1

𝔇𝑠1
=
1+ 𝑠1𝜆𝜈

𝐷
= 𝑑1

2 
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 شود:می ( به صورت زیر بیان16-5حال معادله )

(18-5) 𝜕2𝐹1(𝑥1, 𝑡)

𝜕𝑥2
= 𝑑1

2
𝜕𝐹1(𝑥1, 𝑡)

𝜕𝑡
 

 آید:( به صورت زیر به دست می17-5با حل معادله ) 𝑠1همچنین متغیر 

(19-5) 
𝑠1 =

−(𝐷 + 𝔇) ±√(𝔇 +𝐷)2 + 4𝜆𝜈𝔇𝐷

2𝜆𝜈𝔇
 

( با در نظر گرفتن شرایط مرزی و اولیه اصلی مسئله به 18-5شرایط مرزی و اولیه مسئله برای رابطه )

 آید:صورت زیر به دست می

(20-5) 𝐹1(0, 𝑡) = −𝔇𝑠1 

(21-5) 𝐹1(𝐿, 𝑡) = 0 

(22-5) 𝐹1(𝑥1, 𝑡) = 0 

 شود:( به صورت زیر جمع می14-5ضرب شده و با معادله ) 𝑠2−( در 13-5به صورت مشابه معادله )

(23-5) 
𝜕2

𝜕𝑥12
(−𝑠2𝔇𝑇

∗(𝑥1, 𝑡) + 𝐷𝐶
∗(𝑥1, 𝑡))

=
𝜕

𝜕𝑡
[(1 − 𝑠2)𝑇

∗(𝑥1, 𝑡) + (1 − 𝑠2𝜆𝜈)𝐶
∗(𝑥1, 𝑡)] 

𝑠2𝔇𝑇−در این معادله برای به دست آوردن یک معادله پخش ساده بر حسب 
∗ + 𝐷𝐶∗  باید رابطه زیر

 برقرار باشد:

(24-5) 1 − 𝑠2
−𝔇𝑠2

=
1− 𝑠2𝜆𝜈

𝐷
= 𝑑2

2 

 گردد:( به صورت زیر بیان می23-5در این حالت معادله )

(25-5) 𝜕2𝐹2(𝑥1, 𝑡)

𝜕𝑥2
= 𝑑2

2
𝜕𝐹2(𝑥1, 𝑡)

𝜕𝑡
 

 آید:( به صورت زیر به دست می24-5معادله )با حل  𝑠2متغیر 
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(26-5) 
𝑠2 =

(𝔇 −𝐷) ± √(𝔇 −𝐷)2 − 4𝜆𝜈𝔇𝐷

2𝜆𝜈𝔇
 

( با توجه به شرایط مرزی و اولیه اصلی مسئله به صورت روابط 25-5و شرایط مرزی و اولیه برای رابطه )

 شود:زیر بیان می

(27-5) 𝐹2(0, 𝑡) = 𝔇𝑠2 

(28-5) 𝐹2(𝐿, 𝑡) = 0 

(29-5) 𝐹2(𝑥1, 𝑡) = 0 

-18( به صورت دستگاه معادلات غیر کوپل حاصل از روابط )14-5( و )13-5دستگاه معادلات کوپل )

است. با حل این دستگاه با روش جداسازی متغیرها و با توجه به شرایط مرزی ( بیان شده25-5( و )5

,𝐹1(𝑥1ها، مقدار و اولیه آن 𝑡)  و𝐹2(𝑥1, 𝑡) .به صورت روابط زیر خواهد بود 

(30-5) 𝐹1(𝑥1, 𝑡) =
𝔇𝑠1
𝑏
𝑥1 −𝔇𝑠1 +∑

2𝔇𝑠1
𝑛𝜋

sin(
𝑛𝜋𝑥1
𝑏
)𝑒

−(
𝑛𝜋
𝑏𝑑1

)
2
𝑡

∞

𝑛=1

 

(31-5) 𝐹2(𝑥1, 𝑡) = −
𝔇𝑠2
𝑏
𝑥1 +𝔇𝑠2 +∑

−2𝔇𝑠2
𝑛𝜋

sin (
𝑛𝜋𝑥1
𝑏

)𝑒
−(

𝑛𝜋
𝑏𝑑2

)
2
𝑡

∞

𝑛=1

 

,𝐹1(𝑥1با مشخص بودن توابع  𝑡)  و𝐹2(𝑥1, 𝑡) .مقدار دما و رطوبت با حل دستگاه زیر بدست خواهد آمد 

(32-5) {

𝐹1(𝑥1, 𝑡) = 𝑠1𝔇𝑇
∗(𝑥1, 𝑡) + 𝐷𝐶

∗(𝑥1, 𝑡)

𝐹2(𝑥1, 𝑡) = −𝑠2𝔇𝑇
∗(𝑥1, 𝑡) + 𝐷𝐶

∗(𝑥1, 𝑡)

 

 با حل دستگاه فوق، فرم نهایی دما و رطوبت به صورت روابط زیر خواهد بود:

(33-5) 𝑇∗(𝑥1, 𝑡) =
𝐹1(𝑥1, 𝑡) − 𝐹2(𝑥1, 𝑡)

𝔇(𝑠1 + 𝑠2)
 

(34-5) 𝐶∗(𝑥1, 𝑡) =
𝑠2𝐹1(𝑥1 , 𝑡) + 𝑠1𝐹2(𝑥1, 𝑡)

𝐷(𝑠1 + 𝑠2)
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شده است و ای در نظر گرفتهبا توجه به اینکه صفحه به صورت یک باریکه بلند و شرایط تنش صفحه

گونه بارگذاری مکانیکی در مرزها وجود داشته و هیچ 𝑥1همچنین شار دما و رطوبت فقط در راستای 

 وجود ندارد، روابط زیر برقرار است:

(35-5) 𝜎11(𝑥1, 𝑡) = 0 

(36-5) 𝜎22(𝑥1, 𝑡) = 0 

(37-5) 𝜎12(𝑥1, 𝑡) = 𝜎12(𝑥1, 𝑡) = 0 

 با جایگذاری مقادیر فوق در رابطه سازگاری:

(38-5) 𝜕2𝜀22(𝑥1, 𝑡)

𝜕𝑥12
= 0 

 آید:و حل این معادله، کرنش به صورت رابطه زیر به دست می

(39-5) 𝜀22(𝑥1, 𝑡) = 𝐴(𝑡)𝑥1 +𝐵(𝑡) 

 شود:می با استفاده از قانون هوک و رابطه کرنش فوق، رابطه تنش به شکل زیر بیان

(40-5) 𝜎𝑦𝑦(𝑥1, 𝑡) = 𝐸[𝐴(𝑡)𝑥1 + 𝐵(𝑡) − 𝛾1∆𝑇(𝑥1, 𝑡) − 𝛾2∆𝐶(𝑥1, 𝑡)] 

روابط تعادل نیرو و گشتاور به صورت زیر با توجه به اینکه باریکه تحت بارگذاری مکانیکی قرار ندارد، 

 شود:بیان می

(41-5) ∫ 𝜎22(𝑥1, 𝑡)𝑑𝑥1 = 0
𝐿

0

 

(42-5) ∫ 𝜎22(𝑥1, 𝑡)𝑥1𝑑𝑥1 = 0
𝐿

0

 

 شوند:به صورت زیر استخراج می 𝐵(𝑡)و  𝐴(𝑡)در نتیجه با استفاده از روابط فوق ضرایب 
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(43-5) 
𝐴(𝑡) =

−6

𝐿2
(𝑇0 − 𝑇𝑓) {𝛾1∫ 𝑇∗(𝑥1, 𝑡)𝑑𝑥1 + 𝜆𝛾2∫ 𝐶∗(𝑥1, 𝑡)𝑑𝑥1

𝐿

0

𝐿

0

+
2

𝐿
[𝛾1∫ 𝑇∗(𝑥1, 𝑡)𝑥1𝑑𝑥1

𝐿

0

+ 𝜆𝛾2∫ 𝐶∗(𝑥1, 𝑡)𝑥1𝑑𝑥1

𝐿

0

]} 

(44-5) 
𝐵(𝑡) =

(𝑇0 − 𝑇𝑓)

𝐿2
{𝛾1∫ 𝑇∗(𝑥1, 𝑡)𝑥1𝑑𝑥1

𝐿

0

+ 𝜆𝛾2∫ 𝐶∗(𝑥1, 𝑡)𝑥1𝑑𝑥1

𝐿

0

} −
𝐿

3
𝐴(𝑡) 

(، با استفاده از تابع وزنی 1-5ای عمود مطابق شکل )ای شامل ترک لبهضریب شدت تنش برای صفحه

 توسط انتگرال عددی رابطه زیر قابل بیان است:

(45-5) 𝐾𝐼 = 2√
𝑎

𝜋
(1 −

𝑎

𝐿
)
−
3
2
∫ −

𝜎22(𝑥1, 𝑡)𝐹(𝑥1, 𝑡)

√𝑎2 − 𝑥12
𝑑𝑥1

𝐿

0

 

,𝐹(𝑥1مقدار تابع وزنی  𝑡)  شود:زیر بیان میبه صورت 

 
𝐹(𝑥1, 𝑡) = 𝑓0 + 𝑓1 (

𝑥1
𝑎
) + 𝑓2 (

𝑥1
𝑎
)
2

+ 𝑓3 (
𝑥1
𝑎
)
3

 

 𝑓0 = 0.46 + 3.06�̃� + 0.84(1 − �̃�)
5 + 0.66�̃�2(1 − �̃�)2 

 𝑓1 = −3.52�̃�
2 

 𝑓2 = 6.17 − 28.22�̃� + 34.54�̃�
2 − 14.39�̃�3 − (1 − �̃�)1.5 − 5.88(1 − �̃�)5

− 2.64�̃�2(1 − �̃�)2 

 𝑓3 = −6.63 + 25.16�̃� − 31.04�̃�
2 + 14.41�̃�3 + 2(1 − �̃�)1.5 + 5.04(1 − �̃�)5

+ 1.98�̃�2(1 − �̃�)2 

(46-5) �̃� =
𝑎

𝐿
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 مثال عددی

𝐻( با ارتفاع 1-5دو بعدی مانند شکل ) ایصفحه     = 𝐿و طول  2 = ای با واحد شامل ترک لبه 1

𝑎طول  = 0.3𝐿 به میزان  لبه سمت چپ در لحظه شروع و رطوبت است. دمایدر نظر گرفته شده

شود. سایر می لبه سمت راست نیز در میزان اولیه خود ثابت نگه داشتهمنفی یک کاهش یافته و در 

[ به صورت 87مطابق با منبع ]است. خصوصیات ماده ها عایق گرمایی و رطوبتی در نظر گرفته شدهلبه

 جدول زیر است.

 [87] خواص فیزیکی صفحه 3-5جدول 

𝜌 = 8954 kg m3⁄  𝜇 = 3.86 × 1010 kg ms2⁄  𝜆 = 7.76 × 1010 kg ms2⁄  

𝛼𝑐 = 1.98 × 10
−4m3 kg⁄  𝐷 = 8.5 × 10−9 kgs m3⁄  𝜅 = 386W (mK)⁄  

𝑎 = 1.2 × 104m2 (s2K)⁄  𝐶𝑒 = 383.1 J (kgK)⁄  𝛼𝑡 = 1.78 × 10
−5K−1 

 𝑇0 = 293°K 𝑏 = 9 × 105m5 (kgs2)⁄  

ترسیم شده و با حل از روش المان  (5-5تا ) (2-5) هایدر شکل دما و رطوبت در طول صفحهمقادیر 

 است.محدود توسعه یافته مقایسه شده
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 t= 0.005بعد بینتایج عددی و تحلیلی دما در طول صفحه برای زمان  مقایسه -2-5شکل 

 t= 0.005بعد بینتایج عددی و تحلیلی رطوبت در طول صفحه برای زمان  مقایسه -3-5شکل 
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 t= 1.5بعد بینتایج عددی و تحلیلی دما در طول صفحه برای زمان  مقایسه -4-5شکل 

 t= 1.5بعد بینتایج عددی و تحلیلی رطوبت در طول صفحه برای زمان  مقایسه -5-5شکل 
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ای تحت بارگذاری هایگروترمال ای مستطیلی شامل ترک عمود لبهصفحه -3-5

 متقارن

ای عمود در نظر شامل ترک لبه (3-5در این مثال یک صفحه ساخته شده از مِس با خواص جدول )     

بعد و ارتفاع آن در واحد بی 1برابر  𝑥( طول صفحه در جهت محور 6-5است. مطابق شکل )گرفته شده

𝑇0شده است. دمای اولیه صفحه برابر دو برابر طول آن در نظر گرفته 𝑦جهت محور  = 293°𝐾  بوده

𝑎ی سمت چپ صفحه و به طول و ترکی عمود بر لبه = های ترک لبهشد. در نظر گرفته بعد بی 0.3

𝑡عایق هستند. در زمان وجوه صفحه به جز وجه سمت چپ تمام و  = ی سمت چپ مدل به لبه +0

 در بخش اول این مثال باشد.میمقدار هر دو منفی یک گردد که شوک حرارتی و رطوبتی وارد می

𝑡∆نوک ترک و همچنین ضریب شدت تنش با در نظر گرفتن گام زمانی  نمودارهای دما و رطوبت =

𝑆𝑇دار سورت و مقبعد بی 0.03 =           تا (7-5های )های مختلف در شکلبرای تعداد مش 0.2−

 است.ترسیم شده (9-5)
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 رطوبتی-ی عمود تحت بارگذاری متقارن حرارتیایک صفحه ایزوتروپیک محدود دارای ترک لبه -6-5شکل 

 های مختلف مشمقایسه دمای نوک ترک برای حساسیت -7-5شکل 

شود که دما به صورت نمایی کاهش یافته که با معادله فوریه ( مشاهده می7-5)با توجه به شکل 

 است.های مختلف بدست آمدههمخوانی دارد. همچنین با توجه به نتایج، همگرایی خوبی برای تعداد مش
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  های مختلف مشنوک ترک برای حساسیت مقایسه رطوبت -8-5شکل 

همانند تغییرات  ،رفتترسیم شده که همانطور که انتظار می( تغییرات رطوبت نوک ترک 8-5در شکل )

های مختلف همگرایی خوبی مشاهده دما به صورت نمایی کاهش یافته و همچنین برای تعداد مش

 شود.می

 های مختلف مشمقایسه ضریب شدت تنش مود اول برای حساسیت -9-5شکل 

است. با توجه به سرعت ( ترسیم شده9-5ضریب شدت تنش در طول زمان در شکل ) تغییرات زمانی

             زمان رسیدن موج تنش به نوک ترک در از ابتدای اعمال بارگذاری تابعد، انتشار موج تنش بی
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𝑡 = بعد شاهد افزایش ضریب شدت تنش مود اول هستیم، سپس نرخ این تغییرات در بی 0.304

ج شاهد کاهش ضریب شدت تنش مود اول پس از عبور این موحین عبور موج تنش کاهش یافته و 

 گردد.های مختلف مشاهده می( همگرایی خوبی برای تعداد مش9-5شود. با توجه به شکل )مشاهده می

80توان گفت تعداد مش با در نظر گرفتن نتایج به دست آمده می × تر از آن نتایج قابل و بیش 160

80قبولی را ارائه داده و برای کمتر شدن زمان محاسبات از این پس در این مثال از تعداد  × 160 

 استفاده خواهد شد.

که نشان  (10-5بررسی شد و با توجه به شکل ) بر روی نتایج های زمانی مختلفبعد اثر گام در بخش

 توان دریافت که با استفاده از زمانی مختلف است، می هایدهنده ضریب شدت تنش اول برای گام

𝑇∆زمانی گام =  .شودتر از آن همگرایی مطلوبی نتیجه میو کوچک 0.0025

 های مختلف زمانیمقایسه ضریب شدت تنش مود اول برای گام -10-5شکل 

تاثیر مقادیر مختلف ، رفتن میزان مش و گام زمانی مناسبدر نظر گ توجه به نتایج دو بخش قبل و با

 سورت را بر دما و غلظت نوک ترک و همچنین ضریب شدت تنش مود اول بررسی گردید.
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 مقایسه دمای نوک ترک در مقدارهای مختلف سورت -11-5شکل 

است. همانطور که ( دمای نوک ترک برای مقادیر مختلف سورت ترسیم و مقایسه شده11-5در شکل )

موضوع در شکل  شود عدد سورت روی تغییرات دما تاثیری ندارد که ایناز معادلات حاکم برداشت می

اما بر اساس معادلات حاکم و قانون فیک، مقدار سورت تاثیر متقابل  ( نیز به خوبی مشخص است.11-5)

 ( به خوبی این موضوع قابل مشاهده است.12-5دما بر رطوبت است که در شکل )

 نوک ترک در مقدارهای مختلف سورت مقایسه رطوبت -12-5شکل 
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 مقایسه ضریب شدت تنش مود اول در مقدارهای مختلف سورت -13-5شکل 

است. با توجه به اینکه ( ترسیم و مقایسه شده13-5ضریب شدت برای مقادیر مختلف سورت در شکل )

یا کاهش این  رود که روند افزایش وبعد مستقل از دما و رطوبت است انتظار میسرعت موج تنش بی

ضریب برای مقادیر مختلف سورت یکسان باشد، اما مقدار این ضریب تحت تاثیر دما و رطوبت خواهد 

گیری بر از مثال اول، تاثیر ناحیه انتگرال در بخش آخر است.( گزارش شده13-5بود که در شکل )

 است.( آمده14-5رسی شده و نتایج در شکل )ضریب شدت تنش مود اول بر

 گیری مختلفهای انتگرالمقایسه ضریب شدت تنش مود اول برای ناحیه -14-5شکل 
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گیری مختلف رسم و با یکدیگر های انتگرال( ضریب شدت تنش مود اول برای ناحیه14-5در شکل )

های شعاع این تغییر شکل بر تغییر شکل ترک در طول زمان و تاثیر متفاوت به است. با توجهمقایسه شده

( گزارش شد. 14-5رود که در شکل )هایی در ضریب شدت میاف نوک ترک، انتظار تفاوتمختلف اطر

 دهد که برای مسائل غیر استاتیک، حل کاملا مستقل از مسیر نیست.این پدیده نشان می

ای تحت بارگذاری هایگروترمال ای مستطیلی شامل ترک عمود لبهصفحه -4-5

 نامتقارن

شدت تنش مود اول استخراج  بیمتقارن نسبت به ترک، تنها ضر یبارگذاردر مثال قبل به علت      

 را شدت تنش مود اول و دوم بینامتقارن نسبت به ترک، ضر یمثال به علت بارگذار نی. در ادیگرد

که در  . خصوصیات فیزیکی صفحه مورد نظر در این مثال همانند صفحه مثال قبل بودهداشت میخواه

است. همچنین نشان داده شده (15-5)و شرایط مرزی و بارگذاری در شکل  است( ذکر شده 3-5جدول )

𝑡∆از گام زمانی  = 𝑆𝑇و مقدار سورت  0.0025 =  است.در کل این مثال استفاده شده 0.2−
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 رطوبتی-مود تحت بارگذاری  نامتقارن حرارتیای عیک صفحه ایزوتروپیک محدود دارای ترک لبه -15-5شکل 

نوک ترک در طول زمان و همچنین  م، تاثیر حساسیت مش بر دما و رطوبتاز مثال دو در اولین بخش

((، 19-5( تا )16-5و در نمودارهای مربوطه )شکل ) ضرایب شدت تنش مود اول و دوم بررسی شده

 است.تاثیر سه حساسیت مش مختلف ترسیم و مقایسه شده
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 ختلف مشهای ممقایسه دمای نوک ترک برای حساسیت -16-5شکل 

( تغییرات دمای نوک ترک طبق انتظار فرم نمایی خود را حفظ کرده و همچنین 16-5مطابق شکل )

 است.های مختلف همگرایی کاملی حاصل شدهبرای تعداد مش

 های مختلف مشنوک ترک برای حساسیت مقایسه رطوبت -17-5شکل 

است. به دلیل وارد نمایی کاهش یافتههمانند تغییرات دمای نوک ترک، رطوبت نوک ترک نیز به صورت 

و سپس روند کاهشی آن هستیم.  کردن اثر دما بر رطوبت در روابط حاکم، در ابتدا شاهد افزایش رطوبت
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های مختلف از همگرایی ( تغییرات رطوبت نوک ترک برای تعداد مش17-5همچنین مطابق شکل )

 خوبی برخوردار است.

 های مختلف مشمود اول برای حساسیت مقایسه ضریب شدت تنش -18-5شکل 

 های مختلف مشمقایسه ضریب شدت تنش مود دوم برای حساسیت -19-5شکل 

های ( به ترتیب ضرایب شدت تنش مود اول و مود دوم برای تعداد مش19-5( و )18-5های )در شکل

اعمال بارگذاری ( ضریب شدت تنش مود اول از ابتدای 18-5است. مطابق شکل )مختلف گزارش شده

کمتری  رده و در حین عبور این موج با میزانتا رسیدن موج تنش به نوک ترک افزایش سریع را تجربه ک
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نماید و پس از گذشت موج تنش از نوک ترک مجدد شاهد ضریب شدت تنش خواهیم بود. با تغییر می

وی تمام لبه سمت چپ مقایسه ضریب شدت تنش گزارش شده در مثال اول که بارگذاری متقارن بر ر

رقم فرم مشابه تغییرات توان نتیجه گرفت که علیصفحه بود با ضریب شدت تنش در این مثال می

ضریب شدت تنش، میزان این تغییرات در حالت دوم کمتر بوده و در نتیجه تمایب به بازشدگی ترک 

دارد که ضریب شدت  یادگی تمایل به برش صفحهکمتر است، اما در این حالت ترک علاوه بر بازش

( نتایج گزارش 19-5( و )18-5مطابق با دو شکل )( بیانگر آن است. 19-5تنش مود دوم مطابق شکل )

 های مختلف از همگرایی مطلوبی برخوردار است.شده برای تعداد مش

80گیری با در نظر گرفتن حساسیت مش های مختلف انتگرالدر بخش دوم مثال، تاثیر ناحیه × 160 ،

𝑆𝑇عدد سورت  = 𝑡∆و گام زمانی  0.2− = بررسی شده و نمودارهای ضرایب شدت تنش  0.0025

( 21-5) ( و20-5های )گیری مختلف در شکلمود اول و دوم در گذر زمان برای چهار ناحیه انتگرال

 است.ترسیم و مقایسه شده

 ری مختلفگیهای انتگرالمقایسه ضریب شدت تنش مود اول برای ناحیه -20-5شکل 
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 گیری مختلفهای انتگرالمقایسه ضریب شدت تنش مود دوم برای ناحیه -21-5شکل 

 دار تحت بارگذاری هایگروترمال ای مستطیلی شامل ترک زاویهصفحه -5-5

ضریب شدت تنش مود یک در مثال اول تحت بارگذاری متقارن و ضرایب شدت تنش مود اول و      

در مثال دوم برای یک ترک عمود بدست آمد. در سومین مثال، تاثیر زاویه  دوم تحت بارگذاری نامتقارن

ترک بر ضرایب شدت تنش مود یک و دو و همچنین دما و غلظت نوک ترک، با شرایط بارگذاری متقارن 

و خصوصیات  ( نشان داده شده22-5بررسی شد. هندسه مسئله و همچنین شرایط مرزی در شکل )

𝑎است. ترکی به طول ( ذکر شده3-5ده صفحه در جدول )فیزیکی ماده تشکیل دهن = 0.3𝐿  از میانه

درجه در صفحه در نظر گرفته شد، همچنین در کل مثال از حساسیت  30لبه سمت چپ مدل با زاویه 

80مش  × 𝑡∆وگام زمانی  160 =  استفاده گردید. 0.0025
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 رطوبتی-تحت بارگذاری متقارن حرارتیی مایل ایک صفحه ایزوتروپیک محدود دارای ترک لبه -22-5شکل 

گیری بر تغییرات دما و رطوبت نوک ترک و ضرایب شدت در بخش اول از این مثال، تاثیر ناحیه انتگرال

گیری مختلف استخراج تنش در طی زمان مورد مطالعه قرار گرفت و نتایج برای چهار ناحیه انتگرال

گیری ها برای هر ناحیه انتگرالتغییرات این پارامتر( نمودار 26-5( تا )23-5های )گردید. در شکل

 است.ترسیم و با یکدیگر مقایسه شده
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 گیری مختلفهای انتگرالمقایسه دمای نوک ترک در ناحیه -23-5شکل 

 گیری مختلفهای انتگرالنوک ترک در ناحیه مقایسه رطوبت -24-5شکل 

گیری مختلف رسم های انتگرالزمان برای ناحیه( تغییرات دمای نوک ترک در گذر 23-5در شکل )

است. فرم تغییرات دما همانند دو مثال قبل با تابعیت از معادلات حاکم نمایی است. همچنین با در شده

رفت که تر خواهد بود و انتظار میدرجه، نوک ترک به لبه اعمال بارگذاری نزدیک 30نظر گرفتن زاویه 

( با 16-5( و )10-5های )دون زاویه رخ بدهد که با مقایسه نمودار شکلتر از حالت بکاهش دما سریع
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شود. شرایط ذکر شده برای تغییرات رطوبت در نوک ترک نیز ای حاصل می( چنین نتیجه23-5شکل )

 است.( گزارش شده24-5صادق است که در شکل )

 گیری مختلفانتگرالهای مقایسه ضریب شدت تنش مود اول برای ناحیه -25-5شکل 

 گیری مختلفهای انتگرالمقایسه ضریب شدت تنش مود دوم برای ناحیه -26-5شکل 

های درجه با در نظر گرفتن ناحیه 30( ضریب شدت تنش مود اول برای ترک با زاویه 25-5در شکل )

یدن موج تنش است. همانند مثال قبل از زمان شروع بارگذاری تا رسگیری مختلف گزارش شدهانتگرال

بعد به نوک ترک شاهد افزایش سریع ضریب شدت تنش مود اول هستیم و در حین عبور این موج بی
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تر و پس از گذر موج تنش ضریب شدت تنش با سرعت بیشتری از نوک ترک، میزان تغییرات ملایم

( 26-5گیری مختلف در شکل )های انتگرالیاید. ضریب شدت تنش مود دوم برای ناحیهکاهش می

خورده و  در جهت منفی در صفحه برشدست آمده در ابتدا ترک است. با توجه به نتایج بهگزارش شده

موج تنش از نوک ترک، مجدد رسد و پس از گذر سپس جهت آن تغییر کرده به بیشتری مقدار خود می

 گیرد.تغییر کرده و جهت منفی را در پیش می جهت برش

تاثیر مقادیر مختلف سورت بر تغییرات دما و رطوبت در نوک ترک و همچنین در بخش دوم از مثال سوم، 

( ترسیم و با 30-5( تا )27-5های )است. نتایج مورد نظر در شکلضرایب شدت تنش بررسی شده

 یکدیگر مقایسه گردید.

 مقایسه دمای نوک ترک در مقدارهای مختلف سورت -27-5شکل 

درجه با در نظر گرفتن مقادیر مختلف  30ترک برای ترکی با زاویه ( تغییرات دمای نوک 27-5در شکل )

است. با توجه به شکل دما حالت کاهش نمایی خود را حفظ نموده و همگرایی خوبی سورت گزارش شده

است و با توجه به معادلات حاکم مقدار سورت نباید تاثیری بر دست آمدهادیر مختلف سورت بهبرای مق

همچنین با در نظر گرفتن زاویه ترک  اشد که در همین اتفاق در نتایج مشهود است.توزیع دما داشته ب
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تر تر است، کاهش دما در نوک ترک سریعو اینکه در این حالت نوک ترک به لبه اعمال بارگذاری نزدیک

 افتد.از حالت بدون ترک اتفاق می

 نوک ترک در مقدارهای مختلف سورت مقایسه رطوبت -28-5شکل 

است. ( تغییرات رطوبت نوک ترک با در نظر گرفتن مقادیر مختلف سورت گزارش شده28-5شکل )در 

 است.رود مقدار سورت بر روی تغییرات رطوبت تاثیر گذار بودههمانطور که انتظار می

 مقایسه ضریب شدت تنش مود اول در مقدارهای مختلف سورت -29-5شکل 
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 دوم در مقدارهای مختلف سورت مقایسه ضریب شدت تنش مود -30-5شکل 

( ضرایب شدت تنش مود اول و دوم برای مقادیر مختلف سورت گزارش 30-5( و )29-5های )در شکل

های کم مقدار سورت در روند تغییرات ضریب شدت توان دریافت اختلافاست. با بررسی نتایج میشده

گیرتر خواهد اثیر آن نیز چشمن مقدار تتر شدن ایتنش تاثیر هرچند کوچکی را خواهد داشت و با بزرگ

بود به اینگونه که با افزایش میزان این مقدار برای مود اول در ابتدا تمایل ترک به بازشدگی کمتر بوده 

بیشینه ضریب شدت تنش افزایش خواهد یافت و ترک  اما با گذشت زمان و نفوذ رطوبت در ترک

کند و در نهایت پس از عبور موج تنش از نوک ترک، تمایل ترک به بسته بازشدگی بیشتری را تجربه می

شدن کمتر خواهد بود. تاثیر افزایش میزان عدد سورت بر مود دوم ترک کمتر از مود اول بوده، با این 

 شود.ترک به سر خوردن کمتر می حال با افزایش میزان آن تمایل

80از این مثال، تاثیر زوایای مختلف با در نظر گرفتن حساسیت مش  در بخش سوم × ، عدد 160

𝑆𝑇سورت  = 𝑡∆و گام زمانی  0.2− = روی ضرایب شدت تنش مود اول و دوم بررسی  0.0025

 است.و با هم مقایسه شده
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 های مختلف ترکزاویهمقایسه ضریب شدت تنش مود اول در  -31-5شکل 

 های مختلف ترکمقایسه ضریب شدت تنش مود دوم در زاویه -32-5شکل 

دهد. با های مختلف ترک را نشان می( ضریب شدت تنش مود اول با در نظر گرفتن زاویه31-5شکل )

ین موج تر شده و بنابراتوجه به نتایج، با افزایش زاویه ترک، نوک ترک به لبه اعمال بارگذاری نزدیک

رسد که در شکل به خوبی قابل مشاهده است. همچنین با افزایش زاویه تنش در زمان زودتری به آن می

یاید که در شکل در آن افزایش می ایترک کاهش یافته، اما تمایل به برش صفحهتمایل به بازشدگی در 

 شود.( مشاهده می32-5)
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 رطوبتی-ای مایل تحت بارگذاری نامتقارن حرارتیترک لبهیک صفحه ایزوتروپیک محدود دارای  -33-5شکل 

درجه تحت بارگذاری  30در بخش آخر این مثال ضرایب شدت تنش مود اول و دوم برای ترک با زاویه 

 است.( بررسی شده33-5نامتقارن )شکل 

 ش مود اول در دو حالت بارگذاری متقارن و نامتقارنمقایسه ضریب شدت تن -34-5شکل 
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 مقایسه ضریب شدت تنش مود دوم در دو حالت بارگذاری متقارن و نامتقارن -35-5شکل 

درجه در دو حالت بارگذاری  30ضریب شدت تنش مود اول برای یک ترک با زاویه ( 34-5)شکل 

( را نشان 33-5( و بارگذاری نامتقارن نسبت به صفحه )شکل 22-5متقارن نسبت به صفحه )شکل 

دست آمده تغییرات زمانی ضریب شدت تنش مود اول در حالت بارگذاری نتایج بهدهد. با توجه به می

نامتقارن کمتر از حالت متقارن بوده و تمایل ترک برای بازشدگی کمتر است. همچنین با توجه به شکل 

توان همان دهد می( که ضریب شدت تنش مود دوم را برای این دو حالت بارگذاری نشان می35-5)

 ه برای مود اول بیان شد را بازگو کرد.ای کنتیجه

 

 
 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 فصل ششم

 هاگیری و پیشنهادنتیجه
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 گیرینتیجه -1-6
 

در معرض بارگذاری  ایلبه در این نوشتار، ضرایب شدت تنش برای یک محیط محدود دارای ترک     

های هایگروترمال با استفاده از روش اجزای محدود توسعه یافته و با در نظر گرفتن کوپل کامل میدان

اند. معادلات حاکم با روش گلرکین گسسته سازی شده و با استفاده دست آمدهجابجایی، دما و رطوبت به

ه دایب شدت تنش از روش انتگرال برهمکنش استفااند. برای استخراج ضراز معادلات نیومارک حل شده

مطالعه این  است.های متعددی با در نظر گرفتن تقارن بارگذاری و زاویه ترک آورده شدهمثال است.شده

دهد بارگذاری متقارن نسبت به سطح ترک تنها منجر به پیدایش ضریب شدت تنش مود اول نشان می

ارد. اما در حالت بارگذاری نامتقارن ترک علاوه بر بازشدگی، ند ایبرش صفحهشده و ترک تمایلی به 

را نیز تجربه خواهد کرد. با افزایش زاویه ترک ضریب شدت تنش مود اول کاهش و  ایبرش صفحه

یاید. همچنین زمان رسیدن موج تنش به نوک ترک با افزایش ضریب شدت تنش مود دوم افزایش می

تری به حالت حداکثری شود ضرایب شدت تنش در زمان سریعیزاویه ترک، کاهش یافته که موجب م

ی تغییرات زمانی ضرایب همچنین مقدار سورت علاوه بر تاثیر روی انتشار رطوبت، بر نحوه خود برسند.

تر به ضریب شدت تنش مود اول آهسته ،ی مقدار سورتشدت تنش اثرگذار خواهد بود. با افزایش اندازه

اما بیشینه آن افزایش خواهد یافت. همچنین پس از گذر موج تنش از  رسدیمیزان حداکثری خود م

تر کاهش خواهد یافت. شرایط ذکر شده بیانگر این است نوک ترک ضریب شدت تنش مود اول آهسته

که در ابتدا به دلیل افزایش میزان رطوبت ترک تمایل کمتری به بازشدگی داشته اما پس از گذر زمان 

ه داخل ترک میزان بازشدگی ترک بیشتر شده و تمایل برای بسته شدن کاهش خواهد و نفوذ رطوبت ب

یافت. تاثیر مقدار سورت بر ضریب شدت تنش مود دوم کمتر از ضریب شدت تنش مود اول است اما با 

 یابد.کاهش می برش خوردناین حال با افزایش میزان مقدار سورت تمایل ترک برای 
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 هاپیشنهاد -2-6

 مسئله هایگروترمال با استفاده از معادلاتی غیر از معادلات فوریه و فیکحل 
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Abstract 

In this research, eXtended Finite Element Methode (XFEM) is used in computation of 

Stress Intensity Factors (SIFs) for an isotropic 2D finite domain with stationary edge 

crack subjected to thermal shock. Fully coupled displacement, temperature and moisture 

fields are considered in governing equations. Fourier’s and Fick’s law used for heat and 

moisture flux respectively. Also Soret flux is used for the caused moisture flux by heat. 

Interaction integral method is used for hygrothermal loadings to obtain stress intensity 

factors. Galerkin’s Method is used to discrete the governing equations and then the 

Newmark time integration scheme is used to solve them. In several numerical examples, 

the effect of hygrothermal shock on stress intensity factors as well as temperature and 

moisture distribution is studied. Based on the results, from the beginning of hygrothermal 

load untill the stress wave reaches to crack tip, the stress intensity factors increases and 

as the stress wave passes through the crack tip the stress intensity factor changes are small 

and then when the stress wave passes the crack tip, the stress intensity factors decrease 

with fast speed. Also the maximum of stress intensity factors depends on crack angle and 

when the angle of crack increases the stress intensity for mode I decreases and mode II 

increases. The Soret number also have effect on stress intensity factors beside the effect 

on moisture diffusion. 

 

 

Keywords 
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