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زیزم  ادر ، خواهران و برادران ع  پدر،میی اندک برای تقدیم کردن باشد، تقدیم بهای قابل تقدیم نیست ولی  اگر جاهر چند نوشته  
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 تشکر و قدردانی:

وند هستی بخش ه همیشه همراه من بوده است.ک و مهربان بالاترین تشکر از خدا  

.باد  ضرت محمد)ص(ح  وند هستی بخش و مهربان بر سلام و صلوات  خدا   

.نهایت تشکر و قدردانی  را دارم زیزم ع ان از پدر،مادر ، خواهران و برادر ودر ادامه   

همچنین از اساتید  راهنمای محترم،جناب آقای 
.قدردانی  را دارم نهایت تشکر ود مهدی زاده رخی مسعو دکترجناب آقای  باقر نظری  و  دمحمدکتر   

کانیک  گاه تحقیقاتی م .نهایت تشکر و قدردانی  را دارم حاسباتی جناب آقای دکتر پوریا اکبرزادهم از مدیریت محترم آزمایش  

.دانی  را دارمنهایت تشکر و قدرقای مهندس هادی بیات جناب آ سو و جناب آقای مهندس معین درازگی  از   
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 تعهد نامه

دانشکده  طراحی کاربردی -مهندسی مکانیک دانشجوی دوره کارشناسی ارشد رشته  د دازیمحماینجانب 

حیط برای ترکی در یک مضرایب شدت تنش  محاسبهدانشگاه صنعتی شاهرود، نویسنده پایان نامه  مکانیک

مان ستفاده از روش الوابسته به دما و با اترموالکتریک تحت شوک گرمایی با در نظر گرفتن خصوصیات 

 م:شومتعهد می زاده رخیباقر نظری و دکتر مسعود مهدی دکتر محمدتحت راهنمایی  یافتهمحدود توسعه 

 * تحقیقات در این پایان نامه توسط اینجانب انجام شده است.

 ناد شده است.های محققان دیگر به مرجع مورد استفاده است* در استفاده از نتایج پژوهش

ا در هیچ ج تیازیکنون توسط خود یا فرد دیگری برای دریافت هیچگونه مدرک یا ام* مطالب مندرج در پایان نامه تا

 ارائه نشده است. 

اه صنعتی دانشگ »باشد و مقالات مستخرج با نام * کلیه حقوق معنوی این اثر متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود می

 به چاپ خواهد رسید.«   Shahrood University of Technology»و یا « شاهرود 

ستخرج از الات ماند در مقار بودهتاثیر گذ پایان نامه* حقوق معنوی تمام افرادی که در بدست آمدن نتایج اصلی 

 گردد.رعایت مینامه پایان

اده ز آن استفاه یا دسترسی یافت در مواردی که به حوزه اطلاعات شخصی افراد پایان نامه* در کلیه مراحل انجام این 

 شده است، اصل رازداری، ضوابط و اصول اخلاق انسانی رعایت شده است.

 تاریخ :                                                                               

 نشجوامضای دا                                                                               

 

 مالکیت نتایج و حق نشر

متعلق  ها و ...(افزار ای، نرمهای رایانه* کلیه حقوق معنوی این اثر و محصولات آن )مقالات مستخرج، کتاب، برنامه

 باشد. به دانشگاه صنعتی شاهرود می

 باشد.بدون ذکر منبع مجاز نمی پایان نامه* استفاده از اطلاعات و نتایج موجود در 

 



   

 و  

 چکیده

لکتریک وادر یک محیط ترم برای یک ترک عایق Tو تنش  ضرایب شدت تنشنامه، در این پایان   

یات خصوص یافته محاسبه شده است.با استفاده از روش المان محدود توسعهتحت شوک گرمایی 

حوزه  دا درخطی حاکم ابتنظر گرفته شده است. معادلات غیر ترموالکتریک صفحه وابسته به دما در

اند. هحل شد نیومارک در قلمرو زمان با روشمکان با روش المان محدود توسعه یافته گسسته و سپس 

ب ضرایرسی شده است. بر Tو تنش  روی ضریب شدت تنش شوک گرمایی چند مثال عددی، اثردر 

بق ط بد.یاافزایش می الکتریکی با رسیدن موج تنش به نوک ترک-ماییت تنش در بارگذاری گرشدّ

دا با شروع در در ابت Tتنش  اثر قابل توجهی روی زاویه شروع ترک دارد. Tنتایج این تحقیقات، تنش 

بت و ثا مانزافزایش یافته و سپس با رسیدن به مقدار ماکزیمم در زمان صفر در تغییر مکان ثابت 

، Bپارامتر  کند.مقدار ثابتی پیدا می Tدر ادامه، تنش متناسب با تغییر مکان روندی کاهشی یافته و 

ن عد از آبکند و در ابتدا در زمان صفر تا مقدار ماکزیمم افزایش یافته و سپس روند کاهشی پیدا می

 یابد.متناسب با زمان و شعاع نوک ترک، مقدار ثابتی می

 ان واژگدکلی

، تنش ت تنشیافته، ضرایب شد ، روش المان محدود توسعهترک، شوک گرماییمواد ترموالکتریک،    
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 فهرست علائم
 

 علائم لاتین

A  ،مساحت المان(2m) 

A* کنش، مساحت ناحیه انتگرال برهم(2m) 

             a     ،طول ترک(m) 

a محدود  ای مربوط به توابع شکل المانبردار مجهولات گره 

B  ،بردار نیروی حجمی(3N/m) 

b ای یکهشده با تابع پلهای مربوط به توابع شکل غنیبردار مجهولات گره 

c شده نوک ترکای مربوط به توابع شکل غنیبردار مجهولات گره 

C ماتریس میرایی 

𝐶𝑝 سرعت موج تنش 

𝑐𝜀 ظرفیت گرمایی ویژه در کرنش ثابت 

𝑐𝑟  ،سرعت موج ریلی(m/s) 

𝑐𝑠  ،سرعت موج برشی(m/s) 

D ،ماتریس خواص ماده (2N/m) 

E  ،مدول یانگ(2N/m) 

F ای، بردار نیروهای گره(N) 

Fm  ،توابع غنی سازی نوک ترک(0.5m) 

H ای یکه و ارتفاع باریکهتابع پله 

𝐽  انتگرالJ، (N/m) 

k  ،هدایت گرمایی(K)◦W/(m.) 

K  سفتیماتریس 

𝐾  ،چگالی انرژی جنبشی(2N/m) 



   

 ش

 

 

KIc  ،چقرمگی شکست(1.5-N.m) 

𝐾𝜃𝜃  ،ضریب شدت تنش دینامیکی معادل(1.5-N.m) 

𝐾𝐼  ،ضریب شدت تنش مود یک(1.5-N.m) 

𝐾𝐼𝐼  ،ضریب شدت تنش مود دو(1.5-N.m) 

𝑙  طول مشخصه(m) 

m  بردار نرمال بر مسیر انتگرال گیری در انتگرالJ 

M  ،ماتریس جرم(kg) 

M کنش، انتگرال برهم(N/m) 

𝑛𝑠 محدود توسعه یافته تعداد توابع شکل المان 

N محدود روش المان تابع شکل 

𝑁𝐴 های شبکهمجموعه گره 

𝑁𝐻 های اطراف مسیر ترکهای المانمجموعه گره 

𝑁𝐶 های نوک ترکهای المانمجموعه گره 

                              𝑞 بعدکنش، بیتابع وزنی برای محاسبه انتگرال برهم 

qi های بردار شار گرمایی بر واحد سطح، مولفه(2W/m) 

R  ،گرمای تولید شده بر واحد حجم(3W/m) 

r مولفه دستگاه مختصات قطبی ،(m) 

S محدود توسعه یافته بردار توابع شکل روش المان 

T  ،دما(K◦) 

Tr  ،بردار نیروی سطحی(2N/m) 

t  ،زمان(s) 

t0  ،زمان آسایش(s) 

u جاییبردار جابه 

V  ،حجم(3m) 

𝑣  سرعت مشخصه(m/s) 

W 2 (عرض نمونه و چگالی انرژی کرنشیN/m(  



   

 ص

 

 

𝛧 دار، تابع فاصله علامت(m) 

های یونانیعلامت   

𝛼 زاویه بین راستای ترک با محور افقی 

𝛼𝑡  ،ضریب انبساط گرمایی(C◦/1) 

𝛼𝑑  پارامتر تعریف شده 

𝛼𝑠  پارامتر تعریف شده 

𝛽 دما-تانسور مدول تنش 

𝛽𝑖  توابع تعریف شده 

𝛾 و   𝜁 بعدبندی نیومارک، بیپارامترهای فرمول 

𝛿𝑖𝑗 بعددلتای کرونکر، بی 

𝜀 بعدتانسور کرنش، بی 

𝜃  ،تغییر دما(K◦) 

𝜇 و   𝜆  ،ثوابت لامه(2N/m) 

𝜉 و   𝜂 های ایزوپارامتریکهای دستگاه مختصات محلی در المانمولفه 

𝜅 بعدضریب کلوسوف، بی 

𝜈 بعدنسبت پواسون، بی 

𝜌  ،چگالی(3kg/m) 

𝜑 بعدمولفه دستگاه مختصات قطبی، بی 

𝜎  ،تانسور تنش(2N/m) 

𝛷 بعدبی های مسیر ترک،تابع شکل غنی شده برای المان 

𝛹 بعدهای نوک ترک، بیتابع شکل غنی شده برای المان 

 ایبردار مجهولات گره ∆

𝛤  مسیر انتگرال گیری در انتگرالJ 

هابالا نویس   

aux های کمکیمربوط به میدان 

s مربوط به حالت برهم نهی 



   

 ض

 

 

m مربوط به حالت مکانیکی 

n  مربوط به بردار نرمالn 

T مربوط به دما 

v  به ترتیب مربوط به جابجایی در جهت محورهای مختصات افقی و قائم  u و 

هازیر نویس   

h ها در یک المانشمارنده، مربوط به گره 

i  شمارنده، مربوط به مولفهx دستگاه مختصات دکارتی 

j  شمارنده، مربوط به مولفهy دستگاه مختصات دکارتی 

l  دهنده مختصات محلیهمچنین نشانشمارنده مربوط به توابع شکل و 

m شمارنده، مربوط به توابع غنی سازی نوک ترک 

n های دستگاه مختصاتها، گام زمانی و مولفهشمارنده، مربوط به گره 

ne ها در المان شمارنده، مربوط به گرهe 

ns یافتهشمارنده، مربوط به توابع شکل المان محدود توسعه 

 اولیهمربوط به حالت  0

 شمارنده  9 تا 1

s مربوط به سطوح مرزی 

k شمارنده 

𝑔 مربوط به مختصات سراسری 
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 مهمقد :لفصل او 
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 مهمقد -1-1

آید وجود میه ها بجریان الکتریکی در آن اختلاف دما، هستند که با اعمالموادی  الکتریکمواد ترمو   

به خاطر  رااخی . این مواد[1] شودعکس با اعمال اختلاف پتانسیل، گرادیان دمایی ایجاد میو بر 

ها اغلب آن .[1] انده قرار گرفتهقابلیتشان در تبدیل مستقیم حرارت اتلافی به الکتریسیته مورد توج

جهی ابل توقمزایای الکتریک دارای های مواد ترمووند. دستگاهرکار میه در تولید توان و تبرید ب

 کنند،نمی تولید صدا و سر هستند، حمل قابل متحرک ندارند، قطعات هاآن مثال، عنوان هستند. به

رای ب ی الکترونیکیکولر مدارهاعنوان  هبمواد ترموالکتریک  دارند. بالایی اطمینان قابلیت و خوب دوام

 اختلاففی از طر. [1] سنسورهای کنترل دما و شار گرمایی و ... کاربرد دارند ،ها ICخنک کاری 

 شود.ها میهای گرمایی در آندمای دو سر یک المان ترموالکتریک در شرایط کاری باعث ایجاد تنش

شوند  های گرمایی دچار ترکها تحت تنششود این المانباعث می ترموالکتریک موادطبیعت ترد 

های الاستیسیته، دما و الکتریسیته به همراه خصوصیات غیر کوپل غیر خطی میدان . مسأله دیگر[2]

یجاد و واد امشود. طبیعت ترد این ها میهمگن و وابسته به دمای این مواد باعث پیچیدگی تحلیل آن

و  هایی مثل گشودگیدهد. از طرفی، وجود نقصین کار افزایش مرشد ترک در این مواد را در حی

 .[2] شودها میهای ترموالکتریک باعث اخلال در عملکرد آنترک در المان

 های شکستپارامتر -2-1

های میدان تحلیل ناحیهبزرگی این با توجه به وجود ناحیه پلاستیک نوک ترک و با مفروض داشتن   

، ضریب شدت تنش و باز شدگی سطح ترک  𝑗انتگرال با یک پارامتر مانند  ،نوک ترکتنش و کرنش 

 Bو پارامتر  Tهای شکست شامل ضریب شدت تنش و تنش پارامتررسد. بنابراین کافی به نظر نمی

 .[3] شودمعرفی می
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 ضریب شدت تنش

برای ص کردن تکینی )در مکانیک شکست بوده که برای مشخت تنش پارامتری اساسی ضریب شد   

 ست.رود و به اندازه ترک، تنش اعمالی و هندسه شکل وابسته اکار میه مثال وجود ترک( ب

 Tتنش 

ثر متا یر ترکپایداری مسموازی با سطح ترک که در حوزه ترک و  تنش با مقدار ثابت مولفه Tتنش   

 کند.را کنترل می ناحیه پلاستیک نوک ترک و شکل هو اندازاز این پارامتر بوده 

 به قرار زیر است:میدان تنش نوک ترک در پیوستار حاوی ترک ماده ترموالکتریک 

(1-1) 𝐾𝐼(2𝜋𝑟)
−1 2⁄ 𝑓𝑖𝑗

𝐼 (𝜃) + 𝐾𝐼𝐼(2𝜋𝑟)
−1 2⁄ 𝑓𝑖𝑗

𝐼𝐼(𝜃) + 𝑇𝛿1𝑖𝛿1𝑗 

 تنش غیر تکین است. مولفه Tضرایب شدت تنش مد اول و دوم و   𝑘𝐼𝐼و  𝑘𝐼که 

 Bپارامتر 

نرخ  و استبعد  ندوو بهندسه و نوع بارگذاری  اما وابسته بهمستقل از اندازه بارگذاری  Bپارامتر   

 دهد.نسبت به ضریب شدت تنش مد اول را نشان می Tتنش  تغییر

 های پیشینمروری بر کار -3-1

 ایبازدهی سنسورهش یافزا یهادک و راهبریترموالکتر یهااصول دستگاه [1]و سالودی     

ک یترموالکتر ماده یک ترک افقی در [2] اراننگ و همکاو .دادقرار  یمورد بررسرا  ترموالکتریک

𝐵𝑖2𝑇𝑒3  جریان مرتبط با دما و  هایمیدانو شدت تنش  ضرایبو بررسی ضخامت آن  در طولرا

ها نشان داد آنآوردند. نتایج کار دست ه ب تحت شوک حرارتیو گذرا  پایا یهادر حالترا  الکتریکی

های ترموالکتریک در است و شکست المان حالت پایا یهاار بزرگتر از تنشیگذرا بس هایتنشکه 



   

4 

 

 

قابل رغیفرآیندهای ترمودینامیک با در نظر گرفتن  [4] دوین و مانتر .افتدفاق میحالت گذرا ات

استدلال ها . آنمدلی برای تحلیل مواد ترموالکتریک معرفی کردندمحدود  المان روشدر 1تبرگش

سازی سنسور فراهم چه برای مدلیکپار یرویکرد تقابل برگشرغیهای ترمودینامیک دفرآین کردند که

و  برمودز .رودکار میه بترموالکتریک  فعل و انفعالاتبرای اصلاح شرایط  محدودالمانروش و  کندمی

مقدار مسئله فرم ضعیف ی، رفتار ترموالکتریکی سلول الکترولیت آلومینیومجهت بررسی  [5] همکاران

 دماهم خطوط که یافتند ها درحل کردند. آن جزئیت ادیفرانسیل با مشتقت معادلاوسیله ه را ب مرزی

ت خوبی در مقایسه با نتایج عددی دقو های تجربی همخوانی خوبی دارند گیریبا اندازه پتانسیلهم و 

ه تلوراید های جابجایی ماده ثابتروشی برای محاسب [6] همکارانشیدمنتل و  .دندار تحلیلیحل  راه

مواد  یبرارا  یخطریغ محدود المانتم یالگور [7] رانپرز و همکا .کردندارائه  (𝐵𝑖2𝑇𝑒3بیسموت )

داد که  نشان کیترموالکتر ک سلولیکامل  یه سازیج شبینتاند. ک توسعه دادیترموالکتر

 [8] گوررو است. فاقد آن رفتار یحرارتدر حالی که میداندارد،  یخطرفتار ل به یتما یکیالکتردانیم

کار او  سازی تراکنش ترموالکتریک ارائه داد. نتایجی برای شبیه خطغیر 2یفرمول المان محدود گذرا

برای  یک مدل پیوسته [9]و لی .دلیل کوپل ترموالکتریک بوده لتاژ بوو  حرارت نشان دهنده انتشار 

تحت نتایج کار او نشان داد که  داد. اجزای ترموالکتریک مطابق با اصول کلی ترمودینامیک توسعه

توانند به یک سیستم ها، معادلات حاکم میشرایط تغییرات پتانسیل الکتروشیمیایی، دما و گرادیان آن

ی های محلمیدان، معادلات حاکم برای ثابتهای حالترای در حالی که ب ،بیضوی خطی تبدیل شوند

ای ه ترموالکتریک لایهیک مادک مؤثر یترموالکتر خصوصیات [10] ارانیانگ و همک .خطی هستندر غی

سه ی گذرا 3های ترموالکتریککولر مدل [11] ارانمنگ و همک دادند.مورد مطالعه قرار را  و غیرهمگن

ه یشبنتایج  .کردند ارائهها یمه هادیدر ن یکیت الکتریانتقال حرارت و هدا کوپل یبر مبنارا  یبعد

 یهایژگیو بینیبرای پیشثابت  با خواصکوچک، مدل  یهاانیکه در جرداد نشان ها آن یهایساز
                                                 
1 Thermodynamics of Irreversible Processes 
2 Transient 
3 Thermoelectric coolers 
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 .است بترگذرا مناس ترموالکتریکهایکولرعملکرد  ینیبشیپ یبرا، ریمتغبا خواصمدل و  دینامیکی

ها . آنکردند پیشنهاد جمدر کیترموالکتر برای مواد تیکامپوزیک مدل  [12] رانیانگ و همکا

 هماد تبدیلو بازده  حل کردند را شدهن ک همگیترموالکتر خطی کوپلریمعادلات انتقال غ

 کیترموالکتر ماده ترک یمسئله دو بعد [13] ارانسونگ و همک. دست آوردنده ب را کیترموالکتر

حل کردند.  صورت تحلیلیه بمختلط ر یروش متغبر اساس  را یکیان الکتریجرو  گرماییجریان  تحت

ک در نو ینگیتک یدارا تنشو  یکیان الکتری، جرگرماییان یع جریکه توز دادنشان ها کار آن جینتا

و  یسی، مغناطیکی، الکتریکیمکان های مختلفکنش میدانبرهم [14] ارانپرز و همک .هستند ترک

ر یمتغبر اساس  یروش [15] ارانیو و همک .رسی کردندا میدان تغییر شکل الاستیک را برب گرمایی

 ،در یک خط مستقیم چند ترکبا نهایت بیک یترموالکترجامد ک ی ایصفحهمسئله  یبرا مختلط

ان یجر یدان چگالیمها نشان داد که نتایج کار آن .کردند ارائهالکتریکی -گرمایی یتحت بارها

دارای  هاو تنش گرمایی میدانکه  یندارد، در حال یگونه انحرافچیه ترکدر مجاورت  یکیالکتر

ترموالکتریک را به طور ش بازده یک المان اثر یک ترک در کاه [16] ارانژانگ و همکانحراف هستند. 

 تینهایک بیجامد ترموالکتررا در یک ای هسک ترک مسئله [17] رانیو و همکا .رسی کردندتحلیلی بر

شار  یکه انرژ دادنشان ها کار آن جینتا. بررسی کردند گرمایی-یکیالکتر یبیترک یتحت بارگذار

 پنگاست. از ترک  یه مرکزیزاوگرمایی و ت ی، هدایکیت الکتری، هدایریوابسته به جهت بارگ یدیتول

با استفاده از روش را بعدی نامحدود ترموالکتریک رفتار یک ترک ساکن در محیط دو  [18] کارانو هم

شدت تنش  و1یکیان الکتریجر چگالیشدت  یباضرها آن. دادندقرار  یمورد بررس مختلطر یتابع متغ

 را تحت 2لایه شدنلایهخواص و  کیترموالکترمواد  خمش [19] مکارانوای و ه .دست آوردنده برا 

ها مشخص کرد نتایج کار آن دادند.قرار  یمورد بررسی کیالکترن ایجرچگالی و  ییمختلف دما یهاربا

ها . آنابدییکاهش م شو طول خم لایه شدگیلایه با  وستهیبه طور پ یبحرانی دما راتییتغکه 

                                                 
1 Electric current density Intensity Factor 
2 Delamination 
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 شیتواند موجب افزایبالاتر م یکیالکتر انیتراکم جر ایو  بالا یتفاوت دماکردند که  همچنین بیان

وای و  .گردد یترقو یمحوریرویبزرگتر و ن خمشیانحراف ،لایه شدن ی لایهآزاد شدن انرژ زانیمنرخ 

را تحت میدان  کینازک ترموالکتر لمیفلایه شدن لایه  ازالقایی حاصل اثر حرارت  [20] ارانهمک

دهد که یرخ م یزمان تنشضرایب شدت  شیکه افزاداد  شاننها کار آن جی. نتاکردند یبررس کیالاست

 .دشون کینزد لمیف یبه انتها هانوک ترک

 نوآوری -4-1

گرمایی ترموالکتریک تحت شوک  تنش در یک محیط محدودت شدرایب ض، پایان نامهدر این    

وش رشود و از سسته میشود. مسئله در حوزه مکان با روش المان محدود توسعه یافته گمحاسبه می

 شود.معادلات در حوزه زمان استفاده مینیومارک برای حل 

ت یافته برای تحلیل شکسنامه، از روش المان محدود توسعهطور که گفته شد در این پایانهمان   

یل سازماندهی شده است: در نامه به شرح ذاین پایانصفحه دوبعدی دارای ترک استفاده شده است. 

جهت استخراج ضریب شدت تنش مود  انتگرال برهمکنشم روش المان محدود توسعه یافته و فصل دو

ت سازی فرم المان محدود توسعه یافته معادلام به گسسته م بیان شده است. در فصل سواول یا دو

 شوک تحت ایلبه ترک با همگن صفحه ،در مثال یکدر فصل چهارم، حاکم پرداخته شده است. 

 و آزمونمد اول و دوم  تشد ضریب همگرایی آزمون شامل که گرفت قرار رسیبر مورد گرمایی

ها و المان تعداد ها وشبکه با B پارامتر همگرایی و آزمون T تنشضریب شدت تنش و   همگرایی

 ایلبه ترک با همگن درصفحه پایا و گذرا دمای توزیع دو، مثال است. درگیری مختلف نواحی انتگرال

 سه، مثال گرفت. در قرار رسیبر مورد دما به وابسته خصوصیات نظر گرفتن در با گرمایی شوک تحت

 آزمونکه شامل  گرفت قرار رسیبر مورد گرمایی شوک تحت مایل ایلبه ترک با همگن صفحه

 B پارامتر همگرایی آزمونو نیز  T تنش همگرایی آزمونو  مدوو  اول مد تنش تدش ضریب همگرایی
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در  صفحه شکل تغییرو ولتاژ و نیز  دما کانتورهایدر ادامه  ؛ها و مختلف استالمان تعداد ها وشبکه با 

بیان  های آیندهبرای کار هاپیشنهاد گیری ودر فصل پنجم، نتیجه های مختلف ارائه گردیده است.زمان

 .ه استگردید
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 یافتهمحدود توسعه روش المان: مفصل دو
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 مقدمه -1-2

های سازی غنیبا استفاده از محدود تقریب روش المان  ،یافتهتوسعه لمان محدود روش ا در

زی سا از شبکه المان محدود مدلمستقل ترک  شودکه باعث می طوریه یابد بگسترش می موضعی

ایب اج ضرکنش برای استخرشود. در این فصل روش المان محدود توسعه یافته و روش انتگرال برهم

 فی می شود.طور اجمالی معر به ت تنششد

 افتهی محدود توسعهالمان روش  -2-2

های سازی المان غنیو  شبکه بندی هندسه مسألهل از متشکیافته  محدود توسعهروش المان      

 یر استدر روش المان محدود توسعه یافته، تابع تقریب به صورت ز .استمسیر ترک و نوک ترک 

[21]: 

 

(1-2) 𝑢(𝑥) =∑𝑁𝑖(𝑥)𝑐𝑖
∀𝑖

+∑𝜙𝑖(𝑥)𝛹(𝑥)𝑑𝑖
∀𝑖

 

𝜙𝑖که به طور معمول  𝜙𝑖(𝐱)، کلاسیکتوابع شکل المان محدود  𝑁𝑖 در آنکه    = 𝑁𝑖(𝑥)  در نظر

که برای  هستند های گرهیمتغیر 𝑑𝑖 و 𝑐𝑖 سازی وتابع غنی 𝛹(𝒙)توابع شکل،  شودگرفته می

 شوند.سازی ترک اضافه میمدل

ت زیر توان به صورتقریب روش المان محدود توسعه یافته را برای یک پیوستار تغییر شکل پذیر می    

رنگ شده،  رهای مسیر ترک و المان پ، المانخوردههای هاشور المان (1-2)مطابق شکل توصیف کرد. 

ای غنی هگرهدایره  اشکال وهای غنی شده نوک ترک گره مربع اشکال. هستندنوک ترک های المان

های تعداد گره HN های شبکه المان محدود،گره تعداد ANشود فرض میهستند.شده مسیر ترک 

  .هستند های اطراف نوک ترکهای المانتعداد گره CN و های اطراف مسیر ترکالمان
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 ]27[ های غنی شدهشامل ترک و گرهیافته  شبکه المان محدود توسعه 1-2شکل 

 :[21] استیک المان غنی شده حاوی ترک به صورت زیر  میدان جابجایی

(2-2) 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑ 𝑁𝑛(𝑥, 𝑦)𝑎𝑛(𝑡)

𝑛∈𝑁𝐴

+ ∑ 𝑁𝑛(𝑥, 𝑦)[𝐻(𝛧) − 𝐻(𝛧𝑛)]𝑏𝑛(𝑡)

𝑛∈𝑁𝐻

+∑ ∑ 𝑁𝑛(𝑥, 𝑦)[𝐹𝑚(𝑟, 𝜑) − 𝐹𝑚(𝑟𝑛, 𝜑𝑛)]𝑐𝑛𝑚(𝑡)

𝑛∈𝑁𝐶𝑚

 

 بردارهایی بر حسب زمان که به صورت مجهولات گره ای  𝑐𝑛𝑚(𝑡)و  𝑎𝑛(𝑡)  ،𝑏𝑛(𝑡) ،مذکوردر رابطه 

 :گردندصورت زیر بیان میبه 

(3-2) 𝑎𝑛(𝑡) = {𝑎𝑛
𝑢(𝑡), 𝑎𝑛

𝑣(𝑡)}𝑇 

(4-2) 𝑏𝑛(𝑡) = {𝑏𝑛
𝑢(𝑡), 𝑏𝑛

𝑣(𝑡)}𝑇 

(5-2) 𝑐𝑛𝑚(𝑡) = {𝑐𝑛𝑚
𝑢 (𝑡), 𝑐𝑛𝑚

𝑣 (𝑡)}𝑇 

 د.افقی و قائم در جهت محورهای مختصات هستنهای به ترتیب جابجایی u,vدر روابط بالا 

 :است زیر به صورت تابع هویساید 𝐻(𝛧) و

(6-2) 𝐻(𝛧) = {
1,       𝛧 > 0
0,       𝛧 ≤ 0
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سازی نوک ترک توابع غنی 𝐹mو موقعیت یک نقطه نسبت به مسیر ترک تابع  𝛧، (2-2) رابطه در

 :[22] گرددبیان میزیر  ا رابطهبکه  هستند( 𝜑 و  𝑟نوک ترک ) محلیبرحسب مختصات قطبی و 

(7-2) {𝐹𝑚} = {√𝑟 𝑠𝑖𝑛 (
𝜑

2
) , √𝑟 𝑐𝑜𝑠 (

𝜑

2
) , √𝑟 𝑠𝑖𝑛(𝜑)𝑠𝑖𝑛 (

𝜑

2
) , √𝑟 𝑠𝑖𝑛(𝜑)𝑐𝑜𝑠 (

𝜑

2
) } 

ه ادمدر یک  دمای نوک ترکمجانبی میدان جهت به دست آوردن توابع غنی سازی دمای نوک ترک 

 :[28] استصورت زیر به   ایزوتروپیک

(8-2) 𝜃 = −
𝐾𝑇
𝑘
√
2𝑟

𝜋
𝑠𝑖𝑛 (

𝜑

2
) 

 .هستند ضریب هدایت گرمایی 𝑘و  ضریب شدت تنش گرمایی 𝐾𝑇 ،که

 :[22] دما به صورت زیر استتابع تقریب میدان 

(9-2) 

𝜃(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑ 𝑁𝑛(𝑥, 𝑦)𝑎𝑛
𝑇(𝑡)

𝑛∈𝑁𝐴

+ ∑ 𝑁𝑛(𝑥, 𝑦)[𝐻(𝛧) − 𝐻(𝛧𝑛)]𝑏𝑛
𝑇(𝑡)

𝑛∈𝑁𝐻

+ ∑ 𝑁𝑛(𝑥, 𝑦) [√𝑟 𝑠𝑖𝑛 (
𝜑

2
) − √𝑟𝑛 𝑠𝑖𝑛 (

𝜑𝑛
2
)] 𝑐𝑛

𝑇(𝑡)

𝑛∈𝑁𝐶

 

𝑎𝑛، که
𝑇(𝑡) ،𝑏𝑛

𝑇(𝑡)  و𝑐𝑛
𝑇(𝑡) هستند.ها مقادیر تغییرات دمای گره  

 :ه صورت زیر استبهای جابجایی و دما میداندر تقریب المان محدود توسعه یافته، 

(10-2) 

𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑ 𝑁𝑛(𝑥, 𝑦)𝑎𝑛
𝑢(𝑡)

𝑛∈𝑁𝐴

+ ∑ 𝛷𝑛(𝑥, 𝑦)𝑏𝑛
𝑢(𝑡)

𝑛∈𝑁𝐻

+ ∑ ∑ 𝛹𝑛𝑚(𝑥, 𝑦)𝑐𝑛𝑚
𝑢 (𝑡)

4

𝑚=1𝑛∈𝑁𝐶
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(11-2) 

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑ 𝑁𝑛(𝑥, 𝑦)𝑎𝑛
𝑣(𝑡)

𝑛∈𝑁𝐴

+ ∑ 𝛷𝑛(𝑥, 𝑦)𝑏𝑛
𝑣(𝑡)

𝑛∈𝑁𝐻

+ ∑ ∑ 𝛹𝑛𝑚(𝑥, 𝑦)𝑐𝑛𝑚
𝑣 (𝑡)

4

𝑚=1𝑛∈𝑁𝐶

 

(12-2) 

𝜃(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑ 𝑁𝑛(𝑥, 𝑦)𝑎𝑛
𝑇(𝑡)

𝑛∈𝑁𝐴

+ ∑ 𝛷𝑛(𝑥, 𝑦)𝑏𝑛
𝑇(𝑡)

𝑛∈𝑁𝐻

+ ∑ 𝛹𝑛1(𝑥, 𝑦)𝑐𝑛1
𝑇 (𝑡)

𝑛∈𝑁𝐶

 

𝛷  و𝛹 با به ترتیب مسیر و نوک ترک جایی و دما و غنی کننده های جابهدانسازی میتوابع غنی

 :آیدبه دست میبه صورت زیر  (9-2)( و 8-2روابط ) استفاده از

(13-2) 𝛷𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑁𝑛(𝑥, 𝑦)[𝐻(𝛧) − 𝐻(𝛧𝑛)] 

(14-2) 

𝛹𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑁𝑛(𝑥, 𝑦) [√𝑟 𝑠𝑖𝑛 (
𝜑

2
) − √𝑟𝑛 𝑠𝑖𝑛 (

𝜑𝑛
2
) , √𝑟 𝑐𝑜𝑠 (

𝜑

2
)

− √𝑟𝑛 𝑐𝑜𝑠 (
𝜑𝑛
2
) , √𝑟 𝑠𝑖𝑛(𝜑)𝑠𝑖𝑛 (

𝜑

2
)

− √𝑟𝑛 𝑠𝑖𝑛(𝜑𝑛)𝑠𝑖𝑛 (
𝜑𝑛
2
) , √𝑟 𝑠𝑖𝑛(𝜑)𝑐𝑜𝑠 (

𝜑

2
)

− √𝑟𝑛 𝑠𝑖𝑛(𝜑𝑛)𝑐𝑜𝑠 (
𝜑𝑛
2
)] 

 1همکنش انتگرال بر -2-3

در  کنشهمانتگرال بر ، (Tبرای محاسبه پارامترهای شکست )ضریب شدت تنش و تنش   

تار در پیوس از برهمکنش دو بارگذاری متفاوت الاستیسیتهی پایستار هادر انتگرال های خطیسیستم

. گیردمی مورد استفاده قرار J انتگرال در کمکی و واقعیهای میدان نهی همبر از و  حاوی ترک

 :] 25 و 24و  22[ به صورت زیر استمسیر کوچک صفر شونده  اطراف نوک ترک ساکن در Jانتگرال 

                                                 
1 Interaction integral  
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(15-2) 𝐽 = 𝑙𝑖𝑚
𝛤0→0

∫ [𝑊𝛿1𝑖 − 𝜎𝑖𝑗𝑢𝑗,1]𝑛𝑖𝑑𝛤
𝛤0

 

 بردار نرمال بر مسیر هستند.  𝑛𝑖و  چگالی انرژی کرنشی 𝑊، که

  ( 16-2رابطه ) به صورت ها در طول مسیر بسیار کوچکها و کرنشمحاسبه تنش جهت Jانتگرال 

∗𝛤∗  (𝛤کاربردی تر است. بنابراین یک مسیر بسته  = 𝛤1 + 𝛤+ + 𝛤− + 𝛤0) ( فرض 2-2مانند شکل )

-2صفر است، رابطه ) ،𝛤1یک و بر روی  ، 𝛤0که مقدار آن بر روی  𝑞شود. به کمک یک تابع وزنی می

  :]22[شودبه صورت زیر تعریف می ∗𝛤( در طول  مسیر 15

(16-2) 𝐽 = lim
𝛤0→0

(∫ [𝜎𝑖𝑗𝑢𝑗,1 −𝑊𝛿1𝑖]𝑞𝑚𝑖𝑑𝛤
𝛤∗

−∫ 𝜎2𝑗𝑢𝑗,1𝑞𝑚𝑖𝑑𝛤
𝛤++𝛤−

) 

 بردار نرمال بر مسیر است. 𝑚𝑖 و 

 :داریمترک بدون تنش سطوح یری نظریه دیورژانس و مفروض داشتن کارگه ببا 

(17-2) 𝐽 = ∫ [𝜎𝑖𝑗𝑢𝑗,1 −𝑊𝛿1𝑖]𝑞,𝑖𝑑𝐴
𝐴∗

+∫ [𝜎𝑖𝑗𝑢𝑗,1 −𝑊𝛿1𝑖],𝑖𝑞𝑑𝐴
𝐴∗

 

 

 

 ]23[ اطراف نوک ترک Jمسیر انتگرال  -2-2شکل 

 عبارت است از:چگالی انرژی کرنشی   𝑊و 

(18-2) 𝑊 =
1

2
𝜎𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗

𝑚 

𝜀𝑖𝑗و 
𝑚 شود:کرنش مکانیکی  به صورت زیر تعریف می 
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(19-2) 𝜀𝑖𝑗
𝑚 = 𝜀𝑖𝑗 − 𝛼𝑡𝜃𝛿𝑖𝑗 

تغییر  𝜃ضریب انبساط حرارتی خطی،  𝛼𝑡نهایت کوچک، تانسورکرنش کل بی  𝜀𝑖𝑗، مذکوردر رابطه 

 . دلتای کرونکر هستند 𝛿𝑖𝑗دما و 

 :آیدمیدر به صورت زیر  (18-2رابطه )بنابراین 

(20-2) 𝑊 =
1

2
𝜎𝑖𝑗(𝜀𝑖𝑗 − 𝛼𝑡𝜃𝛿𝑖𝑗) 

 :داریم 𝑥1نسبت به  گیری از رابطه بالا مشتقبا 

(21-2) 𝑊,1 =
𝜕𝑊

𝜕𝑥1
=
1

2
𝜎𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗,1

𝑚 +
1

2
𝜎𝑖𝑗,1𝜀𝑖𝑗

𝑚 

𝜎𝑖𝑗,1𝜀𝑖𝑗، که برای مواد همگن 
𝑚 به صورت زیر هستند: 

(22-2) 𝜎𝑖𝑗,1𝜀𝑖𝑗
𝑚 = 𝜎𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗,1

𝑚  

 آید:دست میه (، رابطه زیر ب21-2( در رابطه )22-2با جایگذاری رابطه )و در ادامه 

(23-2) 𝑊,1 = 𝜎𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗,1
𝑚  

 :[24] داریم:برای مواد همگن  کنشروش انتگرال برهمبا اعمال 

(24-2) 

𝐽𝑠 = ∫ {[(𝜎𝑖𝑗 + 𝜎𝑖𝑗
𝑎𝑢𝑥)(𝑢𝑗,1 + 𝑢𝑗,1

𝑎𝑢𝑥) − (𝑊 +𝑊𝑎𝑢𝑥 +𝑊𝑖𝑛𝑡)𝛿1𝑖]𝑞,𝑖
𝐴∗

+ [(𝜎𝑖𝑗 + 𝜎𝑖𝑗
𝑎𝑢𝑥)(𝑢𝑗,1 + 𝑢𝑗,1

𝑎𝑢𝑥) − (𝑊 +𝑊𝑎𝑢𝑥

+𝑊𝑖𝑛𝑡)𝛿1𝑖],𝑖𝑞} 𝑑𝐴 

(25-2) 𝑊𝑎𝑢𝑥 =
1

2
𝜎𝑗𝑘
𝑎𝑢𝑥𝜀𝑗𝑘

𝑎𝑢𝑥 

 :استبه صورت زیر  کنشهم چگالی انرژی کرنشی بر (24-2)در رابطه  𝑊𝑖𝑛𝑡و   

(26-2) 𝑊𝑖𝑛𝑡 =
1

2
(𝜎𝑗𝑘𝜀𝑗𝑘

𝑎𝑢𝑥 + 𝜎𝑗𝑘
𝑎𝑢𝑥𝜀𝑗𝑘

𝑚) = 2𝜇𝜀𝑗𝑘𝜀𝑗𝑘
𝑎𝑢𝑥 + 𝜆𝜀𝑙𝑙𝜀𝑚𝑚

𝑎𝑢𝑥 − 𝛽𝜃𝜀𝑙𝑙
𝑎𝑢𝑥 

 :داریم 𝑥1نسبت به  (26-2)رابطه  با مشتق گیری از ،الاستیک خطی مادهبا فرض 



   

16 

 

 

(27-2) 𝜕𝑊𝑖𝑛𝑡

𝜕𝑥1
=
𝜕𝑊𝑖𝑛𝑡

𝜕𝜀𝑗𝑘

𝜕𝜀𝑗𝑘
𝜕𝑥1

+
𝜕𝑊𝑖𝑛𝑡

𝜕𝜀𝑗𝑘
𝑎𝑢𝑥

𝜕𝜀𝑗𝑘
𝑎𝑢𝑥

𝜕𝑥1
+
𝜕𝑊𝑖𝑛𝑡

𝜕𝜃

𝜕𝜃

𝜕𝑥1
 

(28-2) 𝜕𝑊𝑖𝑛𝑡

𝜕𝜀𝑗𝑘
= 2𝜇𝜀𝑗𝑘

𝑎𝑢𝑥 + 𝜆𝜀𝑚𝑚
𝑎𝑢𝑥𝛿𝑗𝑘 = 𝜎𝑗𝑘

𝑎𝑢𝑥 

(29-2) 𝜕𝑊𝑖𝑛𝑡

𝜕𝜀𝑗𝑘
𝑎𝑢𝑥 = 2𝜇𝜀𝑗𝑘 + 𝜆𝜀𝑙𝑙𝛿𝑗𝑘 − 𝛽𝜃𝛿𝑗𝑘 = 𝜎𝑗𝑘 

(30-2) 𝜕𝑊int

𝜕∆𝑇
= −𝛽𝜀𝑙𝑙

aux 

 یان است:ببه صورت زیر قابل  (30-2)و  (29-2، )(28-2ا در نظر گرفتن روابط )( ب27-2رابطه )

(31-2) 𝜕𝑊𝑖𝑛𝑡

𝜕𝑥1
= 𝜎𝑗𝑘

𝑎𝑢𝑥𝑢𝑘,1𝑗 + 𝜎𝑗𝑘𝑢𝑘,1𝑗
𝑎𝑢𝑥 − 𝛽𝜀𝑙𝑙

aux
𝜕(𝜃)

𝜕𝑥1
 

 

 :نماییمرا به صورت زیر تعریف می (24-2رابطه ) همکنش انتگرال بر Mجهت به دست آوردن 

(32-2) 𝐽𝑠 = 𝐽 + 𝐽𝑎𝑢𝑥 +𝑀 

 :است  به صورت زیر  𝐽 کمکی انتگرال، 𝐽𝑎𝑢𝑥که 

(33-2) 𝐽𝑎𝑢𝑥 = ∫ {[𝜎𝑖𝑗
𝑎𝑢𝑥𝑢𝑗,1

𝑎𝑢𝑥 −𝑊𝑎𝑢𝑥𝛿1𝑖]𝑞,𝑖 + [𝜎𝑖𝑗
𝑎𝑢𝑥𝑢𝑗,1

𝑎𝑢𝑥 −𝑊𝑎𝑢𝑥𝛿1𝑖],𝑖
𝑞} 𝑑𝐴

𝐴∗
 

 :قابل استخراج استبه صورت زیر  همکنش انتگرال بر Mو 

(34-2) 
𝑀 = ∫ (𝜎𝑖𝑗𝑢𝑗,1

𝑎𝑢𝑥 + 𝜎𝑖𝑗
𝑎𝑢𝑥𝑢𝑗,1 −𝑊

𝑖𝑛𝑡𝛿1𝑖)𝑞,𝑖𝑑𝐴
𝐴∗

+∫ (𝜎𝑖𝑗𝑢𝑗,1
𝑎𝑢𝑥 + 𝜎𝑖𝑗

𝑎𝑢𝑥𝑢𝑗,1 −𝑊
𝑖𝑛𝑡𝛿1𝑖),𝑖

𝑞𝑑𝐴
𝐴∗

 

𝜎𝑖𝑗,𝑖 با توجه به 
𝑎𝑢𝑥 = 0  ،M   شودمیبیان به صورت زیر: 

(35-2) 

𝑀 = ∫ (𝜎𝑖𝑗𝑢𝑗,1
𝑎𝑢𝑥 + 𝜎𝑖𝑗

𝑎𝑢𝑥𝑢𝑗,1 −𝑊
𝑖𝑛𝑡𝛿1𝑖)𝑞,𝑖𝑑𝐴

𝐴∗

+∫ (𝜎𝑖𝑗,𝑖𝑢𝑗,1
𝑎𝑢𝑥 + 𝜎𝑖𝑗𝑢𝑗,1𝑖

𝑎𝑢𝑥 + 𝜎𝑖𝑗
𝑎𝑢𝑥𝑢𝑗,1𝑖 −𝑊

𝑖𝑛𝑡
,1)𝑞𝑑𝐴

𝐴∗

= 𝑀(1) +𝑀(2) 
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  ترک ساکن های بر همکنشضرایب شدت تنش و انتگرالتعیین  -4-2

ورت صبه  د ترکیبیدر حالت مکنش انتگرال برهمو بین ضرایب شدت تنش رابطه  در ترک ساکن، 

  :[24] زیر است

(36-2) 𝑀 =
2

𝐸′
(𝐾𝐼𝐾𝐼

𝑎𝑢𝑥 + 𝐾𝐼𝐼𝐾𝐼𝐼
𝑎𝑢𝑥) 

 

𝐸′  گرددمی بیانبه صورت زیر: 

(37-2) 𝐸′ = {
𝐸                   ایصفحه تنش 

𝐸/(1 − 𝜈2) کرنش صفحهای
 

𝐸 مدول یانگ و 𝜈  هستند.نسبت پواسون 

𝐾𝐼 اگر 
𝑎𝑢𝑥 = 𝐾𝐼𝐼و  1

𝑎𝑢𝑥 =  :آیدبه دست میبه صورت زیر  𝐾𝐼د. بنابراین شودر نظر گرفته  0

(38-2) 
𝐾𝐼 =

𝐸′

2
𝑀(1) 

𝐾𝐼 اگر
𝑎𝑢𝑥 = 𝐾𝐼𝐼و  0

𝑎𝑢𝑥 =  :گرددبیان میبه صورت زیر  𝐾𝐼𝐼 بنابراین شوددر نظر گرفته  1

(39-2) 𝐾𝐼𝐼 =
𝐸′

2
𝑀(2) 

 گردد.حاصل می 𝑀(2)و  𝑀(1)  ،(39-2) و  (38-2)، (36-2) که با توجه به روابط
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 معادلات حاکماستخراج : مفصل سو 
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 مهمقد -1-3

 وسعهن محدود تبا استفاده از روش الما اکم بر یک پیوستار ترموالکتریکمعادلات ح ،در این فصل   

 شود.یافته بیان می

 بر پیوستار ترموالکتریک معادلات حاکم -2-3

را  Ω است و فضای شده احاطه 𝑆 که با سطح 𝑥 مختصات سیستم درترموالکتریک  پیوستار محدود

 .، مطابق شکل زیر مفروض استکنداشغال می

 

 ] Ω ]27ی دامنه یک در انرژی تعادل -1-3شکل 

بیان  ت زیربه صور ایزوتروپیک ترموالکتریک مواد برای حرارت و الکتریکی هدایت روابط ساختاری 

 :[26] شودمی

(1-3) 𝑗𝑖 = −𝜎
𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑖
− 𝜎𝑠

𝜕𝑇

𝜕𝑥𝑖
  

(2-3) 𝑞𝑖 = −𝜎𝑠𝑇
𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑖
− (𝑘 + 𝜎𝑠2𝑇)

𝜕𝑇

𝜕𝑥𝑖
  

که این  سیبک است ضریب 𝑠 است، گرما هدایتضریب  𝑘 است، الکتریکی هدایت 𝜎 آن، در که   

ماده  کیدر داخل  Tدما  عیدر هنگام توز E الکتریکیمحرکه  یروینوجود  لیبه دل ضریب
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ولتاژ در نظر گرفته شده و  انیبه عنوان گراد الکتریکیمحرکه  یروینو این  است ریمتغ ترموالکتریک

دما با  یریاندازه گ یبرا یبه طور سنت سیبکشده است. از اثر  دهیگنجان (2-3( و )1-3روابط)در 

𝑱 ،𝜕𝑉 الکتریکی جریان بردار های مولفه  𝑗𝑖،شود. یاستفاده م ترموکوپل استفاده از

𝜕𝑥𝑗
میدان  گرادیان 

𝑇∂و 𝒒 حرارتی شار جریانهای مولفه 𝑞𝑖 الکتریکی،

𝜕𝑥𝑗
 ایزوتروپیک جسم که آنجا از. است دما گرادیان  

 معادلات .است دما گرادیان و الکتریکی پتانسیل جهت در شار گرمایی و الکتریسیته جریان است،

 :[26] دنشوبه صورت زیر نوشته می حرارتی و الکتریکی انرژی تعادل

(3-3) −𝑗𝑖,𝑖 = 0  

(4-3) −𝑞𝑖,𝑖  −  𝑗𝑖
𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑖
= 𝜌𝑐

𝜕𝑇

𝜕𝑡
   

در بر حسب جریان الکتریکی با جایگذاری  (1-3)رابطه . است ظرفیت گرمایی  𝑐 جرم، چگالی ρ که

 :[26] به صورت زیر قابل بیان است( 2-3) معادله

(5-3) 𝑞𝑖 = − 𝑘
𝜕𝑇

𝜕𝑥𝑖
 +  𝑠𝑇𝑗𝑖  

 معادلات حاکم فرم گسسته -3-3

𝑱 عمومی الکتریکی جریان بردار یک سیستماتیک، تحلیل و تجزیه برای     = 𝒋𝑇 های پارامتر و

𝐷11 = 𝜎𝑇،𝐷12 = 𝑠𝐷11  ،𝐷21 = 𝐷12 ،𝐷22 = 𝑘 + 𝑠
2𝐷11 تعاریفی، چنین با. شودمی معرفی 

 :[26] شوندبه صورت زیر بیان می الکتریکی و شار گرمایی ساختاری هدایتدلات معا

(6-3) 𝐽𝑖 = −𝐷11
𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑖
− 𝐷12

𝜕𝑇

𝜕𝑥𝑖
 

(7-3) 𝑞𝑖 = −𝐷21
𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑖
− 𝐷22

𝜕𝑇

𝜕𝑥𝑖
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بر  توانمی را (4-3( و )3-3) تعادل معادلات (7-3( و )6-3معادلات ) استفاده از روابط ساختاری با

 :[26] بیان کرد دما و الکتریکی پتانسیل هایحسب ترم

(8-3) 𝐷11∇
2𝑉 + 𝐷12∇

2𝑇 + 𝐽𝐸 = 0 

(9-3) 𝐷21∇
2𝑉 + 𝐷22∇

2𝑇 + 𝑄𝑞 = 𝜌𝑐
𝜕𝑇

𝜕𝑡
 

 و

(10-3) 𝐽𝐸 = 𝑗𝑖
𝜕𝑇

𝜕𝑥𝑖
 

(11-3) 𝑄𝑞 = −𝑗𝑖
𝜕𝑉

𝜕𝑥𝑖
 

 

 :بصورت زیر است (2-3مطابق شکل ) یک جسم ترموالکتریک مرزی شرایط

 

 شرایط مرزی برای یک جسم ترموالکتریک -2-3شکل 

 

(12-3) 𝐽𝑖𝑛𝑖 = 𝑗 ̅           𝑠𝑗 مرز روی   

(13-3) 𝑞𝑖𝑛𝑖 = 𝑞̅         𝑠𝑞 روی مرز 
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(14-3) 𝑉 = 𝑉̅             𝑠𝑉 مرز روی   

(15-3) 𝑇 = 𝑇̅            𝑠𝑇 روی مرز 

𝑆𝑗 ،که + 𝑆𝑉 = 𝑆𝑞 + 𝑆𝑇 = 𝑆   .مرزهای روی سطح اطراف پیوستار ترموالکتریک است𝑆𝑗  و𝑆𝑞  شار

یت شوند، مثبت اگر به سمت بیرونی پیوستار هدا هاجهت آن که معلوم استالکتریکی و گرمایی 

 شوند.می

 و گذرا خطی غیر کوپل، کامل طور ( به9-3و ) (8-3) ترموالکتریک مواد اساسی حاکم معادلات   

 تغییر یک تحت جسم که است شده فرض محدود، المان معادلات آوردن دستهب برای .هستند

معادله  در 𝛿𝑉 با ضرب. گیردمی قرار 𝛿𝑇 مجازی حرارت درجه تغییر و 𝛿𝑉 مجازی الکتریکی پتانسیل

 داریم: Ωدامنه  در ( وانتگرال گیری9-3در معادله ) 𝛿𝑇ضرب  ( و8-3)

(16-3) 
∫ [𝐷11∇

2𝑉 + 𝐷12∇
2𝑇 + 𝐽𝐸]

Ω

𝛿𝑉𝑑𝑉

+ ∫ [𝐷21∇
2𝑉 + 𝐷22∇

2𝑇 + 𝑄𝑞 − 𝜌𝑐
𝜕𝑇

𝜕𝑡
]

Ω

𝛿𝑇𝑑𝑉 = 0 

 نقاط در هاآن مقادیر به توجه با نقطه هر در دما و الکتریکی پتانسیل ، Ω فضای با المان هر برای

  :[26] دنشوتقریب زده می هاگرهی آن

(17-3) 𝑉(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑡) = [𝑁𝑉 ]{𝜓} 

(18-3) 𝑇(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑡) = [𝑁𝑇]{𝜓} 

 .هستند 1شکل تابع هایبردار [𝜑𝑇] و [𝜑𝑉] و

 که در آن،

                                                 
1 Shape function matrices 
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(19-3) {𝜓} = (𝑉1, 𝑇1, 𝑉2, 𝑇2, … , 𝑉𝑛, 𝑇𝑛)
𝑇 

(20-3) {𝑁𝑉} = (𝜑1, 0, 𝜑2, 0, … , 𝜑𝑛, 0)
𝑇 

(21-3) {𝑁𝑇} = (0, 𝜑1, 0, 𝜑2, … ,0, 𝜑𝑛)
𝑇 

{𝜳} است المان هایگره نقاط در دما و الکتریکی پتانسیل مقادیر حاوی بردار. 

   و

(22-3) 

𝑁𝑉 =

{
 
 

 
 𝑁𝑖 گرههای معمولی                                                                      

[𝑁𝑉    𝑁𝑖(𝐻 − 𝐻𝑖)] شوندمی گره المانهایی که توسط ترک بریده 

[𝑁𝑖    𝑁𝑖𝑠(𝐹𝐽
𝑈 − 𝐹𝑖𝑠 𝑗

𝑈 گره المان نوک ترک                             [(

 

(23-3) 

𝑁𝑇 =

{
 
 

 
 𝑁𝑖 گرههای معمولی                                                                      

[𝑁𝑖    𝑁𝑖(𝐻 − 𝐻𝑖)]   گره المانهایی که توسط ترک بریده میشوند

[𝑁𝑖    𝑁𝑖𝑠(𝐹
𝑇 − 𝐹𝑖

𝑇)]                                گره المان نوک ترک

 

𝐹𝐽 است. FEMشده در  یمعرف i گره تابع شکل 𝑁𝑖که 
𝑈  و𝐹𝑖𝑠 𝑗

𝑈  خهشاتوابع j هستند  ییجابجا یبرا

𝐹𝑖و  𝐹𝑇 .و توابع غنی سازی نوک ترک بر اثر جابجایی هستند شوند یمحاسبه م iدر گره که 
𝑇  توابع

 و به عنوان توابع غنی سازی نوک ترک بر اثر دما هستند. شاخه دما هستند

 :[26] نوشت زیر صورت به توانمی را Ω𝑒 المان از اینقطه هر در دما و الکتریکی پتانسیل گرادیان

(24-3) {𝜕𝑉} = {𝜕𝑉 𝜕𝑥1
⁄ , 𝜕𝑉 𝜕𝑥2

⁄ , 𝜕𝑉 𝜕𝑥3
⁄ }𝑇 = [𝐵𝑉]{𝜓} 

(25-3) {𝜕𝑇} = {𝜕𝑇 𝜕𝑥1
⁄ , 𝜕𝑇 𝜕𝑥2

⁄ , 𝜕𝑇 𝜕𝑥3
⁄ }𝑇 = [𝐵𝑇]{𝜓} 
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{𝐵𝑉} اگر = [𝐿][𝜑𝑉]و {𝐵𝑇} = [𝐿][𝜑𝑇] و [𝐿] با  ،دهدمی نشان را دیفرانسیل اپراتور ماتریس

 هایشار و 𝐽𝑖الکتریکی  هایجریان (7-3) و (6-3) معادله با (25-3)و  (24-3) معادله جایگزینی

 :[26] آیدمی دسته ب زیر صورت به المان در 𝑞𝑖حرارتی 

(26-3) {𝐽} = {𝐽1, 𝐽2, 𝐽3}
𝑇 = −𝐷11[𝐵𝑉]{𝜓} − 𝐷12[𝐵𝑇]{𝜓} 

(27-3) {𝑞} = {𝑞1, 𝑞2, 𝑞3}
𝑇 = −𝐷21[𝐵𝑉]{𝜓} − 𝐷22[𝐵𝑇]{𝜓} 

 معادلات از ودمحد المان تقریب( 16-3) معادله با (27-3)و ( 26-3) معادله جایگزینی با نهایت، در

 :[26]آیددست میبه  هدایت

(28-3)   [𝐶]{ψ̇} + [𝐾]{𝜓} = {𝑃} 

 :[26] شودبه صورت زیر بیان می نیروی عمومیبردار  و المان هایماتریس

(29-3) [𝐶] = ∫
Ω
 𝜌𝑐[𝜑𝑇]

𝑇[𝜑𝑇]𝑑Ω 

(30-3) [𝐾] = ∫
Ω
 [𝐵𝑉]

𝑇𝐷11[𝐵𝑉]𝑑Ω + 2∫Ω[𝐵𝑉]
𝑇𝐷12[𝐵𝑇]𝑑Ω + ∫Ω[𝐵𝑇]

𝑇𝐷22[𝐵𝑇]𝑑Ω 

(31-3) {𝑝} = −∫
𝑠𝑗
 [𝜑𝑉]

𝑇ℎ̅𝐽𝑑𝑠 − ∫𝑠𝑞
[𝜑𝑇]

𝑇ℎ̅𝑞𝑑𝑠 + ∫Ω𝐽𝐸[𝜑𝑉]
𝑇𝑑Ω + ∫

Ω
𝑄𝑞[𝜑𝑇]

𝑇𝑑Ω 

 رابطه)3-28( با روش کرنک نیکلسون1 و تکراری حل میشود.

أله را به صورت توان مسی که ترک اثری روی توزیع دما و جریان الکتریسیته ندارد؛ میدر حالت خاص

:[26] شودمیبه صورت زیر بیان ( 4-3) و( 3-3) تعادل معادلهیک بعدی بیان کرد.   

(32-3) 𝑉,𝑖𝑖 + 𝑠𝑇,𝑖𝑖 = 0  

                                                 
1 Crank-Nicolson Method 
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(33-3) 𝐾𝑇,𝑖𝑖  +  
1

𝜎
𝑗𝑖𝑗𝑖  =  𝜌𝑐

𝜕𝑇

𝜕𝑡
 

 :[7] داریم قضیه دیورژانس به کار گیری  با

(34-3) ∮ 𝑗. 𝑛 𝑑Γ

Γ

= ∫ ∇. 𝑗 𝑑Ω

Ω

 

 است: گذرا حالت در ترموالکتریک مواد بر حاکم معادله   

(35-3) 𝑘
𝜕2𝑇

𝜕𝑥2
+
𝑗2

𝜎
− 𝑇𝑗

𝑑𝑠

𝑑𝑇

𝑑𝑇

𝑑𝑥
= 𝐶𝑣

𝜕𝑇

𝜕𝑡
, 

 ترتیب به سوم و دوم عبارتهای است، فوریه حرارتی هدایت دهنده نشان چپ، سمت عبارت اولین

به صورت شار  اثر تامسون هستند. نشان 1تامسون اثر و ژول حرارت علت به داخلی گرمای منابع

ثر کند ، ا رییتغ گرینقطه به نقطه د کیاز  اثر سیبکاگر با اثر سیبک در ارتباط است یعنی  گرمایی

 و𝑉  الکتریکی پتانسیل بین رابطه) اهم قانون ترموالکتریک، مواد در. خواهد کرد رییتغ تامسون نیز

 جسم در 𝑇 که هنگامی. باشد توزیع دما یکنواخت که است معتبر زمانی تنها(   𝑗 الکتریکی جریان

 :[8و  7] گرددمیایجاد   𝜖 الکتریکی پتانسیلگرادیان  کند، تغییر

(36-3) 𝜖 = − 𝑠 ∇ 𝑇|
𝑗=0

 

 دهما سازگاری دلهمعا اولین( ثابت دمای در) اهم قانون در اثر این دادن قرار در یک پدیده همرفتی با

 :[7] آیددست میبه  ترموالکتریک

(37-3) 𝑗 = 𝜎 ( 𝜖 − ∇ 𝑉 ) = − 𝜎 ∇ 𝑉 − 𝑠 𝜎 ∇ 𝑇 

  𝜎دادن قرار بااست.  ماده ترموالکتریک الکتریکی هدایت 𝜎 فوریه قانون در (در  𝑗 ثابت)،  با جایگذاری

 هدایت 𝑘 که وقتیترموالکتریک  ( دومین معادله سازگاری ماده5-3( در معادله )37-3معادله )

 :[7] آیده دست میب، است ترموالکتریک هماد حرارتی

                                                 
1 Thomson 
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(38-3) 𝑞 = −𝑘 ∇ 𝑇 + 𝑠 𝑇 𝑗 = −𝑠 𝜎 𝑇 ∇ 𝑉 − ( 𝑘 + 𝑠2𝜎 𝑇 )∇ 𝑇 

 

 اثر نشود گرفته نظر در دما به وابسته صورت به ترموالکتریک هماد خواصاگر  ،(35-3)معادله  در 

𝑑𝑠 شود که نتیجه آن می گرفته نادیده تامسون
𝑑𝑡⁄ =  :[26] شود. بنابراینمی  0

(39-3) 𝑘
𝜕2𝑇(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
+
𝑗2

𝜎
= 𝐶𝑣

𝜕𝑇(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
 

 سیلپتان میدان رو، این از شود،می انجام الکتریکی پتانسیل طریق از هاهادی نیمه در هاالکترون انتقال

 :[2] شود حل زیر صورت به باید الکتریکی

(40-3) ∇. (𝜎(∇∅ − 𝑠∇𝑇)) = 0 

. است سیبک اثر از که است سیبک الکترومغناطیسی نیروی 𝑠∇𝑇 و است، الکتریکی پتانسیل ∅

 :کرد محاسبه زیر معادله با توان می را الکتریکی میدان ،است مشخص ∅ که هنگامی

(41-3) 𝐸⃗ = −∇∅ + 𝑠∇𝑇 

ها اعمال شرایط اولیه و مرزی، مش بندی، اعمال ترک، غنی سازی المانالگوریتم حل به ترتیب شامل 

تنش و ضریب شدت  مرحلههای مسیر و نوک ترک و سپس حل مسئله در حوزه زمان که در هر و گره

قابل استخراج است. Tتنش 



 

1 
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 نتایج و بحث : فصل چهارم
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 مقدمه -1-4

برای ترکی در توزیع دما و ولتاژ  همراهبه  Tتنش  ،Bو پارامتر  ت تنشرایب شدض، فصلدر این 

یک محیط ترموالکتریک تحت شوک گرمایی با در نظر گرفتن خصوصیات وابسته به دما و با استفاده 

 Tت تنش و تنش اثر ژول روی ضرایب شد بررسی شده است. روش المان محدود توسعه یافته دراز 

با در نظر گرفتن خصوصیات  ، توزیع دمای گذرامدر مثال دورسی شده است. نیز در این مثال بر

بررسی  𝐵𝑖2𝑇𝑒3وابسته به دما جهت صحت سنجی برای یک صفحه تحت شوک حرارتی از جنس 

برای یک صفحه با  Bپارامتر و  Tتنش  ت تنش مد یک و دو،م ضرایب شدسو. در مثال شده است

درجه با در نظر گرفتن خصوصیات وابسته به دما و با روش المان محدود توسعه یافته  30زاویه ترک 

 بررسی شده است.

 فرضیات حاکم بر مساله -2-4

 ا دمایبها بسیار کوچک، خصوصیات مستقل از دما و تغییر دما در مقایسه تغییرشکل -الف

 )ترموالاستیسیته خطی(.اولیه کوچک است 

 جامد همگن همسانگرد است. -ب

 منبع گرمایی و نیروهای کالبدی وجود ندارند. -ج

 سطح ترک عایق است. -د

 ای تحت شوک گرماییصفحه همگن با ترک لبهمثال اول:  -3-4

یک همکنش  با استفاده از انتگرال بر Bپارامتر و  Tتنش  ت تنش،منظور محاسبه ضرایب شد به    

Wصفحه همگن با عرض  = 0.001524 m   و طولH = 0.003048 m  ترک برای طول𝑎

𝑊
= 0.3   

𝑡0زمانی و گام  =
𝜌𝑐𝐿2

𝑘
و  91×181، 81×161سه شبکه مش بندی شامل ( با 1-4مطابق شکل ) 

تحت شوک حرارتی در نظر گرفته شده است. ضخامت صفحه  ایالمان مربعی چهار گره 101×201
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ای به اندازه کافی بزرگ است. صفحه در شرایط ( برای فرض کرنش صفحهصفحهعمود بر )در جهت 

𝑇0اولیه )بدون تنش( تحت دمای یکسان  = 293 𝐾  قرار دارد. در لحظه𝑡 = دمای لبه دارای   +0

𝑇1طور ناگهانی به ترک صفحه به = 323 𝐾 شود. سایر یابد و در این دما نگه داشته میمی افزایش

 .شوندجمله ترک عایق فرض میهای صفحه از لبه

 

 مشخصات و بارگذاری صفحه با ترک افقی 1-4شکل 

 .آورده شده است (1-4ین باریکه در جدول )خواص مکانیکی ا  

 [2]خواص مکانیکی صفحه  1-4جدول 

E (GPa) 𝜶  

(1/ Kͦ) 

𝑪𝑽  

(𝑱/𝒎𝟑  ͦ𝑲) 

𝒔  

(V/ Kͦ) 

𝝈  

(S/m) 

𝝀 

)K◦W/m( 

 

47.00 1.68× 10−5 1.28× 106 2.00× 10−4 6.70× 104 1.60 𝑩𝒊𝟐𝑻𝒆𝟑 

 

 آزمون ]26[با حل تحلیلی معادله توزیع دما  مد اول ضریب شدت تنشبرای  2-4مطابق شکل   

مستقل نتایج های مختلف، برای شبکه بندیهمگرایی انجام شده است. همانطور که مشاهده می گردد 
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دما از یابد و بعد از عبور فزایش میدما به نوک ترک ضریب شدت تنش ا از شبکه بوده و با رسیدن

 یابد.نوک ترک روند کاهشی می

 

 متفاوت هایاد المانبا تعد د اولمآزمون همگرایی ضریب شدت تنش   2-4شکل 

مطابق  𝑚 0.005و  𝑚 0.002 برای انتگرال بر همکنش با مقادیر 𝑟0 شعاع ناحیه انتگرال گیری   

 است.  مفروض 3-4شکل 

 

 ایبرای صفحه همگن با ترک لبه همکنشناحیه انتگرال گیری برای انتگرال بر  3-4شکل 
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بکه و  شها و نواحی انتگرال گیری مختلف مستقل از برای شبکه بندی Tتنش  4-4مطابق شکل    

نش دت تشوک ترک ضریب نواحی انتگرال گیری برای انتگرال بر همکنش بوده و با رسیدن دما به ن

 یابد.یابد و بعد از عبور دما از نوک ترک روند کاهشی میافزایش می

 

 نواحی انتگرال گیری متفاوتشعاع ها و با تعداد المان Tآزمون همگرایی تنش   4-4شکل 

دهد یمنسبت به ضریب شدت تنش مد اول را نشان  Tتنش  نرخ تغییر Bپارامتر  5-4مطابق شکل 

یدا می کند و پ  روند افزایشی t=0.01دما به نوک ترک تا زمان  به دلیل رسیدن Tکه با افزایش تنش 

 کند.می روند کاهشی پیدا ،Tبعد از این زمان با افزایش ضریب شدت تنش مد اول نسبت به تنش 
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 نواحی انتگرال گیری متفاوتشعاع ها و با تعداد المان Bهمگرایی پارامتر آزمون   5-4شکل 

در . ده استشهمگرایی انجام  آزمونمختلف های انتخاب زمان باتوزیع دما برای  6-4های مطابق شکل

ک یا نزدیلت پاهای مختلف، دما در طول صفحه روند افزایشی دارد و توزیع خطی دما به توزیع حازمان

 شود. می
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 های متفاوتزمانطول صفحه در توزیع دما در   6-4شکل 

ت. ام شده اسهمگرایی انج های متفاوت آزمونانتخاب زمانبرای توزیع ولتاژ با  7-4های مطابق شکل

مطلق  ر قدرهای صفحه اختلاف ولتاژ از نظهای مختلف با افزایش دما در نوک ترک و میانهدر زمان

 یابد.افزایش می

 

 های متفاوتزمانطول صفحه در توزیع ولتاژ در   7-4شکل 
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، ولاد م رسی اثر ژول برای ضریب شدت تنشبه منظور بر 10-4و  9-4، 8-4های مطابق شکل   

 .تآزمون همگرایی انجام شده اس ی متفاوتهابا انتخاب تعداد المان Bپارامتر و  Tتنش 

ریب شدت ه ضشود و در ادامداخلی ایجاد میوقتی که اثر ژول مقدار دارد گرمای  8-4در شکل    

یل منمودارها به سمت صفر  ،یخطگرادیان غیر و به دلیل وجود یابدافزایش می مد اول تنش

 کنند.نمی

 

 متفاوتی هابا تعداد المانرسی اثر ژول با بر د اولضریب شدت تنش مآزمون همگرایی   8-4شکل 

های متفاوت آزمون با انتخاب تعداد المان Tبه منظور بررسی اثر ژول برای تنش  9-4مطابق شکل 

مه تنش شود و در اداوقتی که اثر ژول مقدار دارد گرمای داخلی ایجاد میهمگرایی انجام شده است. 

T کنند.نمودارها به سمت صفر میل نمی ،یخطگرادیان غیر و به دلیل وجودیابد افزایش می 
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 های متفاوترسی اثر ژول با تعداد المانبا بر Tآزمون همگرایی تنش   9-4شکل 

های متفاوت آزمون با انتخاب تعداد المان Bپارامتر رسی اثر ژول برای به منظور بر 10-4 مطابق شکل

را نشان  نسبت به ضریب شدت تنش مد اول Tتنش  نرخ تغییر Bپارامتر . همگرایی انجام شده است

روند  t=0.01به دلیل اثر ژول و اختلاف پتانسیل ایجاد شده تا زمان  Tدهد که با افزایش تنش می

روند  ،Tتنش  پیدا می کند و بعد از این زمان با افزایش ضریب شدت تنش مد اول نسبت به  افزایشی

 کنند.نمودارها به سمت صفر میل نمی ،یخطغیرو به دلیل وجود گرادیان کند کاهشی پیدا می
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 های متفاوترسی اثر ژول با تعداد المانبا بر Bپارامتر آزمون همگرایی   10-4شکل 

ای تحت صفحه همگن با ترک لبهتوزیع دمای گذرا و پایا در: مدومثال  -4-4

 با در نظر گرفتن خصوصیات وابسته به دما شوک گرمایی

ر نظر ای تحت شوک گرمایی با دشرایط مثال قبل، صفحه همگن با ترک لبههندسه و مطابق    

ه بمثال  بسته به دما در اینخصوصیات واشود. گرفتن خصوصیات وابسته به دما در نظر گرفته می

 :]26[ استصورت زیر 

(4-1) 𝑗0 = 3.199 × 10
6  𝐴 𝑚2⁄  

(4-2) σ = 1.028 × 105 − 5.369 × 102 × (𝑇 − 273) + 1.824 × (𝑇 − 273)2[𝑉 𝐾⁄ ] 

(4-3) 𝑘 = 1.758 − 5.290 × 10−3 × (𝑇 − 273) + 4.134 × 10−5

× (𝑇 − 273)2 [𝑊 (𝐾𝑚)⁄ ] 
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(4-4) 𝑠 = 1.802 × 10−4 + 3.861 × 10−7 × (𝑇 − 273) − 9.582 × 10−10

× (𝑇 − 273)2[𝐴 (𝑉𝑚)⁄ ] 

ای تحت شوک گرمایی با در نظر گرفتن توزیع دمای نوک ترک در صفحه همگن با ترک لبه 

صفحه در شرایط آورده شده است.  11-4 شکلف در مختل هایخصوصیات وابسته به دما در زمان

𝑇0اولیه )بدون تنش( تحت دمای یکسان  = 293 𝐾 دمای لبه دارای مختلف  هایقرار دارد. در زمان

𝑇1طور ناگهانی به بهترک صفحه  = 323 𝐾 نچه از مطابق آدمای نوک ترک توزیع . یابدمی افزایش

های مختلف، دما در طول صفحه روند در زمان یابد.رود، به تدریج افزایش میانتظار می توزیع دما

 شود.افزایشی دارد و توزیع خطی دما به توزیع حالت پایا نزدیک می

 

 های مختلفزمانطول صفحه در  توزیع دما در  11-4شکل 



   

40 

 

 

 تحت شوک گرمایی مایل ایبا ترک لبه م: صفحه همگنوسمثال  -5-4

، در نظر گرفته شده خصوصیات مکانیکی و ابعاد مثال اولدر این مثال، یک صفحه مستطیلی با    

𝑇0است که در دمای اولیه  α=30صفحه دارای ترک مایل با زاویه  12-4است. مطابق شکل  =

273 𝐾  و𝑇1 = 293 𝐾 قرار دارد.  

 

 ای مایللبهخصات و بارگذاری صفحه با ترک مش 12-4شکل 

ای با گام زمانی لمان مربعی چهار گرها 101×201و  91×181، 81×161بنابراین سه شبکه شامل  

∆𝑡 = گیرد. در جهت حل عددی مساله مورد استفاده قرار میبا نواحی انتگرال گیری متفاوت   0.001

سازی نوک ترک، های اطراف المان نوک ترک توسط توابع غنیسازی ترک، اولین حلقه از المانمدل

 14-4و  13-4 هایدر شکلبه ترتیب اول و دوم بر حسب زمان  ضریب شدت تنش مد اند.غنی شده

رسد، ضرایب به نوک ترک می t=0پس از اینکه موج تنش برای اولین بار در زمان  .گزارش شده است

صورت انتشار باعث افزایش تغییر دما به کنند. از صفر شروع به تغییر میمد اول و دوم شدت تنش 
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یابد و برای فشاری روند افزایش، کاهش میرسیدن موج تنش شود که با ت تنش میضریب شد

 های مختلف، ضرایب شدت تنش مد اول و دوم مستقل از شبکه مش بندی است.شبکه

 

 متفاوت هایاد المانبا تعد ت تنش مد اولآزمون همگرایی ضریب شد  13-4شکل 

 

 متفاوتهای با تعداد المان مدو ت تنش مدآزمون همگرایی ضریب شد  14-4شکل 
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و  𝑚 0.002 با مقادیر در ترک مایل برای انتگرال بر همکنش انتگرال گیری 𝑟0 شعاع ناحیه      

0.005 𝑚  مفروض است.  15-4مطابق شکل 

 

 

 مایلای لبهترک با صفحه همگن در ل گیری برای انتگرال بر همکنش ناحیه انتگرا  15-4شکل 

گزارش  16-4های گیری متفاوت در شکلها و نواحی انتگرالبا تعداد المان Tآزمون همگرایی تنش    

گیری برای  های مختلف مستقل از شبکه و نواحی انتگرالبرای شبکه Tتنش نتایج نمودار  شده است.

 Tنش دار تنموو تغییر دما به صورت انتشار  دما به نوک ترک انگرال بر همکنش هستند. با رسیدن

 .یابدیابد که با رسیدن موج تنش فشاری روند افزایش، کاهش میروند افزایشی می

 

 گیری متفاوتلها و نواحی انتگرابا تعداد المان Tآزمون همگرایی تنش   16-4شکل 
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گزارش  17-4 گیری متفاوت در شکلها و نواحی انتگرالبا تعداد المان Bپارامتر آزمون همگرایی    

گرال گیری های مختلف مستقل از شبکه و نواحی انتبرای شبکه Bپارامتر نمودار  شده است. نتایج

با  Bرامتر پاشار و تغییر دما به صورت انت دما به نوک ترک با رسیدنگرال بر همکنش هستند. تبرای ان

ریب شدت تنش ضبعد از این زمان با افزایش یابد که روند افزایشی می t=0.02تا زمان  Tتنش افزایش 

 .یابدبا رسیدن موج تنش فشاری روند افزایش، کاهش می Tتنش مد اول نسبت به 

 

 گیری متفاوتها و نواحی انتگرالتعداد المان با Bپارامتر آزمون همگرایی   17-4شکل 

  °20−با اعمال شوک گرمایی  های متفاوتدر زمان 19-4و  18-4های دما مطابق شکل هایورکانت

 ت.گزارش شده اسبه لبه سمت چپ 
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 t=0.011837s زمان کانتور دما در 18-4شکل 

 

 

 t=0.067643s زمان کانتور دما در 19-4شکل 

با اعمال شوک گرمایی و  های متفاوتدر زمان 21-4 و 20-4های کانتورهای ولتاژ مطابق شکل

 ت.به لبه سمت چپ گزارش شده اس 0.06−اختلاف ولتاژ 
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 t=0.011837s زمان کانتور ولتاژ در 20-4شکل 

 

 

 t=0.067643s زمان کانتور ولتاژ در 21-4شکل 
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ه ل صفحتغییر شکشود. بر اثر اعمال شوک گرمایی، لبه سمت چپ منقبض شده و دهانه ترک باز می

 .شده است گزارش 23-4و  22-4در زمان های متفاوت مطابق شکل 

 

 t=0.011837s زمان شکل صفحه در تغییر 22-4شکل 

 

 t=0.067643s زمان شکل صفحه در تغییر 23-4شکل 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 گیری و پیشنهادهانتیجهفصل پنجم: 
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 گیرینتیجه -1-5

 تحت شوکدر یک محیط ترموالکتریک  عایق ت تنش برای ترکی، ضرایب شدنوشتاردر این    

 ست.ایافته مدل شده محاسبه شده است. ترک با استفاده از روش المان محدود توسعهگرمایی 

 خصوصیات ترموالکتریک صفحه وابسته به دما در نظر گرفته شده است. 

وک نور از دما به نوک ترک، ضریب شدت تنش مد اول افزایش پیدا کرده و پس از عب بارسیدن -الف

 .ترک کاهش می یابد

فظ حکمتری  افزایشی خود را با شیببا در نظر گرفتن اثر ژول در روابط، ضریب شدت تنش روند  -ب

 .کندمی

 گردد.جاد میهای زاویه دار بر اثر شوک گرمایی ضریب شدت تنش مد دوم هم ایبرای ترک -ج

 شود.تغییرات دما موجب ایجاد تغییر ولتاژ در ماده ترموالکتریک می -د

 آینده تحقیقاتیی برای شنهادهایپ -2-5

 :توان برای ادامه کار بیان نمودپیشنهادهای زیر را می

 در  ت تنش برای ترکی در یک محیط ترموالکتریک تحت شوک گرمایی باضرایب شد محاسبه

 یافتهتئوری کاتانو با استفاده از روش المان محدود توسعهنظر گرفتن 

 کیترموالکتر -ستوالا در یک محیط ،یسیالکترومغناط ت تنش برای ترکضرایب شد محاسبه 

 یافتهبا استفاده از روش المان محدود توسعه
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 پیوست الف
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 روش کرانک نیکلسون -1-6

 را روش نای که هنگامیروشی برای حل دستگاه معادلات دیفرانسیل مرتبه یک نسبت به زمان است. 

 آید:میدست هب زمانی سطح سه با ضمنی نیمه روش یک کنیم، اعمال اول مرتبه موج معادله بر

𝑢𝑖 (1-)الف
𝑗+1

− 𝑢𝑖
𝑗−1

2∆𝑡
+
1

2
𝑐 [
𝑢𝑖+1
𝑗+1

− 𝑢𝑖−1
𝑗+1

2∆𝑥
+
𝑢𝑖+1
𝑗−1

− 𝑢𝑖−1
𝑗−1

2∆𝑥
] = 0 

 است بهتر وعشر برایاست.  n-1و  nهای در زمان uنیاز به معلوم بودن  n+1در زمان  uبرای یافتن 

 . کرد هاستفاد روش این از بعدی مراحل برای و آورده دست به را زمانی سطح دو دیگری از روش

به  دیگر وشر با را بعدی زمانی سطح باید و است اولیه شرایط همان اول مرحله در زمانی صفر سطح

 روش برای ایداریپ معیار همان باید و کردیم استفاده پسرو روش از اول گام برای اینجا در .آورد دست

 که شویممی وروبر قطری سه ماتریس با روش این از استفاده حین در ضمن در .کار ببریم به را پسرو

 واقع در اصلی متغیرهای کامپیوتری برنامه این در .کنیممی استفاده توماس از الگوریتم آن حل برای

 اتمام برای مقایسه عامل واقع در متغیرها ایناست. ها  آن مقادیر و زمانی های استپ تعداد همان

 شماتیکی ه است.نیز یک آرایه دوبعدی است که جزو نتایج برنام uخود تابع  همچنیناست.  نیز برنامه

 :است شده آورده زیر در نیکلسون کرانک روش از

 

 نیکلسون کرانک روش شماتیک -1-الفشکل 
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 فلوچارت برنامه کامپیوتری استخراج ضرایب شدت تنش -2-6
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Abstract  

In this thesis, stress intensity factors and T stress for an insulating crack in a 

thermoelectric environment under thermal shock have been calculated using the 

eXtended Finite Element Method. Thermoelectric properties of the plate are 

temperature dependent. The nonlinear governing equations are firstly discreted in the 

domain of space by the eXtended Finite Element Method and then solved by Newmark's 

integration method in the realm of time. In some numerical examples, the effect of 

thermal shock on the stress intensity factor and T stress is investigated. The stress 

intensity factors in the thermal-electric loading are increased with the arrival of the 

stress wave to the thermal crack tip. According to the results of this research, T stress 

has a significant effect on the starting angle of the crack. T stress initially increased at 

constant zero in the time zero, and then, with the maximum value at constant time and 

proportional to the displacement, the trend was reduced, and then the T stress was 

stable. Parameter B initially increases at the time of zero to a maximum value, and then 

decreases, and then it becomes constant in proportion to the time and radius of the tip of 

the crack. 
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