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 تقدیر و تشکر:

همچنین ازراهنمایی
های آقایان دکتر امیر جلالی و دکتر حبیب احمدی، اساتید راهنمای اینجانب و 

حمیدرضا ایپک چی در به ثمر رسیدن این اثر کمال تشکر و قدردانی را دارم.های ارزنده آقای دکتر راهنمایی
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 تقدیم اثر:

باشد را به پدرم، مادرم، خواهرم وقفه اینجانب در طول دوره کارشناسی ارشد میاین اثر را که حاصل زحمات و تلاش بی

کنم.و برادرم تقدیم می
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ی مهندسی ی مهندسی مکانیک دانشکدهاکبر بیات دانشجوی دوره کارشناسی ارشد رشتهعلیینجانب ا

های تحلیل رزونانس اولیه پوستهی ی پایان نامهمکانیک و مکاترونیک دانشگاه صنعتی شاهرود نویسنده

تحت راهنمایی دکتر امیر جلالی و   تابعی تحت تحریک خارجیمدرج ای ساخته شده از مواد استوانه

 دکتر حبیب احمدی متعهد می شوم.

 . تحقیقات در این پایان نامه توسط اینجانب انجام شده است و از صحت و اصالت برخوردار است 

 . در استفاده از نتایج پژوهشهای محققان دیگر به مرجع مورد استفاده استناد شده است 

 نون توسط خود یا فرد دیگری برای دریافت هیچ نوع مدرک یا امتیازی در هیچ مطالب مندرج در پایان نامه تاک

 جا ارائه نشده است .

  دانشگاه » کلیه حقوق معنوی این اثر متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود می باشد و مقالات مستخرج با نام

 د رسید به چاپ خواه«  Shahrood  University  of  Technology» و یا « صنعتی شاهرود 

  گذار بوده اند در مقالات مستخرج از تأثیرحقوق معنوی تمام افرادی که در به دست آمدن نتایح اصلی پایان نامه

 رعایت می گردد. پایان نامه

  در کلیه مراحل انجام این پایان نامه ، در مواردی که از موجود زنده ) یا بافتهای آنها ( استفاده شده است ضوابط و

 رعایت شده است .اصول اخلاقی 

  در کلیه مراحل انجام این پایان نامه، در مواردی که به حوزه اطلاعات شخصی افراد دسترسی یافته یا استفاده شده

 است اصل رازداری ، ضوابط و اصول اخلاق انسانی رعایت شده است .

 تاریخ

 امضای دانشجو

     

  

  

 مالکیت نتایج و حق نشر

  محصولات آن )مقالات مستخرج ، کتاب ، برنامه های کلیه حقوق معنوی این اثر و

رایانه ای ، نرم افزار ها و تجهیزات ساخته شده است ( متعلق به دانشگاه صنعتی 

 شاهرود می باشد . این مطلب باید به نحو مقتضی در تولیدات علمی مربوطه ذکر شود .

 ع مجاز نمی باشداستفاده از اطلاعات و نتایج موجود در پایان نامه بدون ذکر مرج. 
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 چکیده:

گاه ساده از جنس ماده مدرج تابعی ای نازک با دو تکیهیک پوسته استوانهدر این پژوهش 

شامل فلز و سرامیک با دو لایه پیزوالکتریک شامل یک لایه حسگر در قسمت درونی لایه 

خارجی مدرج تابعی و یک لایه عملگر در قسمت بیرونی لایه مدرج تابعی تحت یک تحریک 

در نظر گرفته شده است. معادلات حرکت  ی محوریصورت نیروو یک تحریک پارامتریک به

غیرخطی فون کارمن و تئوری  جملاتاین مدل بر اساس اصل هامیلتون با در نظر گرفتن 

تغییر شکل برشی مرتبه اول و اختصاص قانون کنترل فیدبک سرعت منفی به دست آمده 

برای از گالرکین  ت در جهت عرضی استوانه از روشدست آوردن معادله حرکاست. برای به

ها در برای حذف مختصهچگالش استاتیک روش و ها بین بردن بخش مکانی مختصه

دست آید. برای هم در جهت عرضی بهبه ا دو معادله کوپلبهره برده شده تهای دیگر جهت

های چندگانه از تئوری تحلیل رفتار سیستم از روی معادلات حرکت، روش مقیاس

های رزونانسی مطرح شده و تأثیر پارامترهای مختلف بر تحلیل اغتشاشات استفاده شده

 بررسی شده است.

ای، ارتعاشات غیرخطی، روش وسته استوانه، پیزونانستحلیل رکلمات کلیدی: 

 های چندگانه، مدرج تابعی، پیزوالکتریکمقیاس
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 فصل اول: 

 مقدمه
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 1معرفی پوسته 1-1

نسبت به مکان هندسی نقاط بین دو سطح منحنی شکل است که شود که می می گفتهپوسته به جس

 تواند ثابت یاو می گویندی کم ضخامت میقرار دارند. به این فاصلهله کمی از یکدیگر به فاص ابعاد دیگر

طی که از دو سطح منحنی به داده شده است. مکان هندسی نقا ( نمایش1-1متغیر باشد که در شکل )

، ضخامت hی میانی و ، شعاع انحنای صفحهR. شودنامیده می 2ی میانییک فاصله هستند، صفحه

 .[1] باشدمی

 

 [1] ( نمایی کلّی از پوسته1-1شکل )

ها. از این سه مورد سطح باشد: سطح مرجع، ضخامت و شرایط لبهیک پوسته دارای سه پارامتر اصلی می

سطح کند. سطح مرجع را معمولاً ای برخوردار است، زیرا شکل پوسته را تعیین میمرجع از اهمیت ویژه

 4هاو ورق 3ها با رفتار تیرهاای، رفتار آنهای پوستهبه دلیل شکل سه بعدی سازه .گیرندمیانی در نظر می

شود، در نتیجه توصیف غشایی و خمشی تحمل می رد. بارهای خارجی توسط هر دو نیرویتفاوت دا

برای  های مختلفیرو تئوری باشد. از اینها میهای پوسته بسیار پرکارتر از تیرها و ورقریاضی ویژگی

 .[1]ها ارائه شده است توصیف آن

                                                           
1 Shell 
2 Middle Surface 
3 Beam 
4 Plate 



 

3 

 

 هاکاربرد پوسته 1-1-1

ندسی و صنعت دارند، که از های مختلف مهای کاربردهای فراوانی در زمینههای پوستهها و سازهپوسته

و صنایع دریایی مهندسی هوافضا، مکانیک، عمران، معماری  ای درهای عمدهتوان به حوزهآن جمله می

ها، ها، لولهها، زیردریاییکشتی مخازن سوخت هواپیما،فضاپیماها، اشاره نمود. دماغه و بدنه هواپیماها، 

های گاز، سازی مایعات، سیلندرمخازن ذخیرهتانکرها، های بخار، مخازن آب، مخازن تحت فشار، دیگ

های وگاهتجهیزات نیرای خودرو، لامپ، ههای دوار، لاستیککنخشکهای خنک کن، ها، برجتوربین

مسیر تخلیه سدهای بتنی، های وسیع، های عمرانی با دهانهته در سازههای به کار رفهسته ای، سقف

ها هایی از کاربرد پوستهدود در مسیرهای احتراقی، خطوط انتقال نفت، گاز و مواد پتروشیمی مصداق

 باشند.های مذکور میدر حوزه

 هابندی پوستهتقسیم 2-1-1

)دایروی و غیر دایروی(،  1ایشوند که استوانهپوسته ها بسته به انحنای صفحه تقسیم بندی می

در یک دسته بندی  .باشدانواع آن می 7گونو هذلولی 6، مارپیچی5، سهموی4، بیضوی3، کروی2مخروطی

های شوند. در پوستهدر نظر گرفته می 9و ضخیم 8های نازکها به دو صورت پوستهتر نیز پوستهکلی

h/)نازک عموماً حداکثر نسبت مقدار ضخامت به شعاع انحنا  R )هایدر در پوسته و 0.05از کمتر ها آن 

h/) ضخامت به شعاع انحنا ضخیم مقدار R )[2]شود در نظر گرفته می 0.05بیشتر از ها آن. 

                                                           
1 Cylindrical 
2 Conical 
3 Spherical 
4 Elliptically 
5 Parabolic 
6 Spiral 
7 Hyperbolic 
8 Thin 
9 Thick 
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ی نه چندان دور مورد توجه های مختلف از گذشتهو به کارگیری نظریهها پوستهی رفتار مطالعه

دهای گوناگونی و دستاور پژوهشگران قرار گرفته و به دلیل کاربرد فراوان، این توجه همچنان ادامه دارد

شمار همراه داشته است و یکی از موضوعات مورد استقبال پژوهشگران حوزه علوم مهندسی بهرا به

از اهمیت ها در صنایع مختلف دلیل کاربرد آنبهای های استوانهها، پوستهپوسته از میان انواع رود.می

 باشند.ای برخوردارند و بسیار پرکاربرد میویژه

 هاستهضرورت مطالعه پو 3-1-1

قرار دارند و ممکن است دچار  1ها تحت بارهای دینامیکیکاربردهای ذکر شده، پوسته بسیاری ازدر 

 ها از اهمیت ویژه برخوردار است.شوند. بنابراین تحلیل رفتار ارتعاشی آن 2ارتعاش

 های مختلف پوستهآشنایی با تئوری 4-1-1

 ه کلاسیکتئوری پوست 1-4-1-1

 [:3از ]استاست که عبارت 4کیرشهف-بر اساس فرضیات لاو 3کلاسیک پوسته تئوری

 . ضخامت پوسته در مقایسه با دیگر ابعاد آن کوچک است.1

 . تغییر شکل پوسته کوچک است.2

 نظر کردن است.قابل صرف 5عرضی . تنش نرمال3

 ماند.می صورت عمود باقیعمود بر سطح مرجع بعد از تغییر شکل بهصفحات . 4

                                                           
1 Dynamics Loads 
2 Vibration 
3 Classical Shell Theory (CST) 
4 Love-Kirchhoff 
5 Transverse Normal Stress 
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 1تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول 1-1-4-2

 فرضیات تئوری برشی مرتبه اول به شرح زیر است:

تواند در مقایسه با شرایط ذکر شده در تئوری کلاسیک از ضخامت بیشتری . پوسته می1

/برابر ضخامت آن ) 8 رخوردار باشد و شعاع پوسته حداقلب 1 / 8h R .باشد ) 

ییر از تغییر شکل بر لایه میانی پوسته عمود است، پس از تغ. هر خط مستقیمی که پیش 2

 .نخواهد ماندشکل لزوماً بر آن عمود باقی 

 شود(.. خطوط مذکور همچنان خط راست باقی خواهند ماند )خمیده نمی3

 ود.شنظر شده و این کرنش همیشه صفر فرض می. از کرنش در راستای ضخامت پوسته صرف4

ها در مقایسه توان از مراتب بالاتر آنشود به نحوی که میها کوچک فرض می. تمامی کرنش5

 نظر کرد.ها صرفبا مرتبه یک آن

ن تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول و تئوری کلاسیک در زاویه خط عمود بر ( مقایسه بی1-2شکل )

ل، خط عمود بر لایه میانی تغییر شکل مرتبه اودهد در تئوری سطح میانی انجام داده است که نشان می

 [.4بعد از تغییر شکل عمود باقی نخواهد ماند ]

 

 [4] ( تفاوت زاویه خط عمود بر سطح میانی در تئوری برشی مرتبه اول و تئوری کلاسیک1-2شکل )

                                                           
1 First-Order Shear Deformation Shell Theory (FSDT) 
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شرح رابطه به  یر شکل برشی مرتبه اولبر این اساس روابط میدان جابجایی برای پوسته در تئوری تغی

 است: (1-1)

(1-1) 
0

0

0

( , , , ) ( , , ) ( , , )

( , , , ) ( , , ) ( , , )

( , , , ) ( , , )

x
u x z t u x t z x t

v x z t v x t z x t

w x z t w x t



   

   

 

 

 



 

که در آن 
0

u ،
0

v  و
0

w های لایه میانی پوسته، تغییر مکانz  موقعیت نقطه مورد بررسی نسبت به لایه

میانی، 
x

  و


 ترتیب در های خطوطی که پیش از بارگذاری بر لایه میانی عمود بوده است، بهدوران

 [.5و4است ] و  x هایجهت

 1تئوری تغییر شکل برشی مرتبه سوم 1-1-4-3

ها است. میدان جابجایی ترین آنهای پوسته، دقیقتغییر شکل برشی مرتبه سوم در میان تئوریتئوری 

 [:6ست ]ا (1-2صورت رابطه )ی تئوری برشی مرتبه سوم بهبرا

3 0

0 2

3 0

0 2

0

4
( , , , ) ( , , ) ( , , ) ( )

3

4
( , , , ) ( , , ) ( , , ) ( )

3

( , , , ) ( , , )

x x

w
u x z t u x t z x t z

h x

w
v x z t v x t z x t z

h x

w x z t w x t

 

    

    

 


   




   





 
(2-1) 

در افزایش  دکبا توجه به افزایش حجم محاسبات تئوری مرتبه سوم نسبت به تئوری مرتبه اول و تأثیر ان

 ه اول نیز نتایج مطلوب را گرفت.توان از تئوری مرتبدقت نتایج، می

 2های تنشمنتجه 1-1-4-4

 شود(( در نظر گرفته می3-1برای تحلیل نیروهای داخلی، یک المان خیلی کوچک از پوسته )شکل)

عمود بر سطح میانی فرض  zو محور مماس بر خطوط انحنای پوسته  yو  x. محورهای مختصات [3]

                                                           
1 Third-Order Shear Deformation Shell Theory (TSDT) 
2 Stress-Resultants 
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گیرند، به ترتیب با قرار می yzو  xzهای شود. شعاع اصلی انحنا که در صفحهمی
x

r  و
y

r  مشخص

های تنش با گردند. مؤلفهمی
x

 ،
y

 ،
xy yx

   و
xz

 گردند. نیروهای منتجه بر واحد مشخص می

 :[3] طول عبارتند از

/ 2

/2

/2

/2

(1 )

(1 )

h

x x
h

y

h

y y
h

x

z
N dz

r

z
N dz

r













 

 





 

/ 2

/2

/2

/2

(1 )

(1 )

h

xy xy
h

y

h

yx yx
h

x

z
N dz

r

z
N dz

r













 

 





 

/ 2

/2

/2

/2

(1 )

(1 )

h

x xz
h

y

h

y zx
h

y

z
Q zdz

r

z
Q zdz

r













 

 





 (3-1) 

 :[3] شودوسیله روابط زیر ارائه میی بر واحد طول بههای خمشی و پیچشممان

/ 2

/2

/2

/2

(1 )

(1 )

h

x x
h

y

h

xy xy
h

y

z
M z dz

r

z
M z dz

r













 

 





 

/ 2

/2

/2

/2

(1 )

(1 )

h

y y
h

x

h

yx yx
h

x

z
M z dz

r

z
M z dz

r













 

 





 (4-1) 

 

 [3] آن بر های تنش واردپوسته و منتجهکوچک از ( شکل یک المان 1-3شکل )
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 1مدرج تابعیمعرفی مواد  1-2

های در صنایعی که سازه در مجاورت دماهای بسیار بالا قرار دارد، استفاده از مواد همگن که خواسته

و آلیاژهای فلزی به شدت در  2های زیاد، فلزاتطراح را برآورده کنند بسیار مشکل است. در حرارت

ست که استفاده تنها از مواد با ا گیرند و این در حالیمعرض اکسیداسیون، خوردگی، خزش و ... قرار می

ر در طراحی، مانند ظبسیاری از خواص مورد ن 3هاخواص ترمودینامیکی مطلوب همچون سرامیک

کنند. برای رفع این مشکل از فلزات یا مواد مرکب با پوشش چقرمگی و استحکام بالا را برآورده نمی

ای به لایه دیگر در مواد مرکب از لایه نیکیمکاشود ولی تغییر ناگهانی خواص عایق حرارتی استفاده می

و ایجاد ترک در سطوح مشترک و گسیختگی سازه در تغییرات دمایی  4های حرارتیموجب افزایش تنش

های اخیر دستیابی به موادی که دارای تغییرات یکنواخت خواص مکانیکی شود. از این رو در سالبالا می

رد توجه محققان قرار گرفته است. به این مواد در اصطلاح علمی و حرارتی در راستای ضخامت باشند، مو

مواد مدرج تابعی در زمره مواد همسانگرد و غیرهمگن قرار دارند که شود. مدرج تابعی گفته می

ها، ماده کند. در بیشتر آنها به طور پیوسته از یک نقطه به یک نقطه دیگر تغییر میخصوصیات آن

محافظ در برابر حرارت روی سازه فلزی که دارای چقرمگی و استحکام و سرامیکی به عنوان پوشش 

ها موجب گیرد. تغییرات تدریجی و پیوسته نسبت حجمی آندیگر خواص مطلوب طراحی است، قرار می

های بین پوشش سرامیکی و فلز شده و موجب کاهش تنش مکانیکیجلوگیری از تغییر ناگهانی خواص 

 [.8و7] شونددر سطح تماس پوشش و فلز می ندماهای پسحرارتی و تنش

با خواص ) ک فلزعموماً مواد مدرج تابعی از ترکیب یک سرامیک )با قابلیت خاص در دماهای بالا( و ی

 شوند.مکانیک مطلوب( و یا ترکیب دو فلز با خواص متفاوت ساخته می

                                                           
1 Functionally Graded Materials (FGM) 
2 Metals 
3 Ceramics 
4 Thermal Stress 
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 .[8] شوددیده می 1و کامپوزیتبین مواد مدرج تابعی  خواصتوزیع از مقایسه  شماتیکی( 4-1در شکل )

 

 [8] سمت چپ کامپوزیت و سمت راست ماده مدرج تابعی (1-4)شکل 

 پیشینه مواد مدرج تابعی 1-2-1

ا توسط بور و در آمریک 1972استفاده از تغییرات تدریجی و پیوسته در مواد به عنوان یک ایده در سال 

یجی برای اولین و بر پایه این تئوری، یک تحقیق ملی در زمینه مواد با تغییر عملکرد تدر یان شددیوز ب

اهی برای تولید به وسیله نینو و همکاران در آزمایشگاه ملی هوافضای ژاپن به دنبال ر 1984بار در سال 

-1987های در سال های آزمایش مواد مدرج تابعی. اولین نمونه[9] مواد مقاوم در برابر حرارت انجام شد

متر بود میلی 10تا  1متر و ضخامت میلی 30الیافی با قطر حدود  ،انجام شد که نمونه آزمایش 1989

کلوین را تحمل کند. سپس  1000کلوین و همچنین اختلاف دمای حدود  2000توانست دمای که می

مانند یک پوسته مربعی  زرگتری از مواد مدرج تابعی ساخته شدند،قطعات ب 1991-1990های در سال

زمایش آموفقیت مورد گیرند که با های فضایی مورد استفاده قرار میکه در سفینهای های نیمکرهو کاسه

ئیس، آمریکا، سوخارج از ژاپن در کشورهای آلمان،  1990و اوایل دهه  1980در اواخر دهه  قرار گرفتند.

د و از آن الب برای تحقیق تبدیل شبه یک موضوع جروسیه و چین نیز بررسی بر روی مواد مدرج تابعی 

 زمان تاکنون در سراسر دنیا مطالعات بسیاری برروی مواد مدرج تابعی صورت گرفته است.

 

                                                           
1 Composite 
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 کاربرد مواد مدرج تابعی 2-2-1

ای در مهندسی پزشکی، آکوستیک، مهندسی مکانیک، مهندسی برق، مواد مدرج تابعی کاربرد گسترده

ای دارند. های تبدیل انرژی، مهندسی شیمی، مغناطیس، اپتیک و مهندسی هستهترموشیمی، سیستم

ها، دنده، چرخهای گاز، پوشش مقاوم در برابر سایش و خوردگی در ابزار برشتوربینموتور فضاپیماها، 

 سازیای، مواد دندانراکتورهای هستههای ساطع حرارت، ورقها، مواد با روکش پلاسما، بلبرینگ

ح ژنراتورها، خطوط تخلیه موتور، سطترموهای الکتریکی، مقاومت، )اندام مصنوعی( ، اورتوپدی)پروتز(

استفاده از  .[11و10] بردهاستنوری و ... از جمله این کار ها، فیبرهایضایی، کورههای هوایی و فسازه

 [.21خورد ]نیز به چشم می 2هاکتریکو فروال 1هامواد با تغییرات تدریجی در پیزوالکتریک

 های ریاضی مواد مدرج تابعیمدل 3-2-1

شود، صورت پیوسته مدل میدر مواد مدرج تابعی، خواص مکانیکی با استفاده از پروفیل مشخصی به

رحسب بطوری که در ابتدا و انتهای تابع، فاز سرامیک و فلز خالص برقرار باشد. مواد مدرج تابعی را به

ص پروفیل توزیع خواها بر اساس شکل گذاری آنکه نامپروفیل توزیع فلز و سرامیک، اغلب به سه دسته 

 [:10] کنندتقسیم میباشد، ماده می

 .3. پروفیل با قانون توانی1

 .sigmoid 4 . پروفیل با قانون2

 .5. پروفیل با قانون نمایی3

                                                           
1 Piezoelectrics 
2 Ferroelectrics 
3 Exponent Law 
4 Sigmoid Law 
5 Exponential Law 
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( 1-5ه )در نظر گرفته شود، پروفیل با قانون توانی، طبق رابطگاه مختصات در سطح میانی اگر دست

 [:10] شودتعریف می

 
1 2

( ) ( ) 1 ( )F z g z F g z F    

(5-1) 

( )
1

2

p

g z
z

h

 

 
 

 ( 0)p  

( )F zباشد. می 3و چگالی 2، ضریب پوآسون1نشانگر خواصی از جمله مدول الاستیسیته
1

F و
2

F  به

)باشند. ترتیب خواص ذکر شده فلز و سرامیک می )g z و  4تابع کسر حجمیp .توان پروفیل است 

 ( خواهد بود.1-6اگر خاصیت ماده مدرج تابعی وابسته به دما باشد، پروفیل غیرخطی طبق رابطه )

1 1 2 3

1 1 2 3
( , ) ( )( 1 )F z T F z F T FT F T FT




     (6-1) 

که 
1

F


 ،
1

F ،
2

F  و
3

F .ضرایب حرارتی در دمای محیط برای خاصیت مورد نظر است 

 [:10شود ]( تعریف می1-7، طبق رابطه )sigmoidپروفیل با قانون 

1 1 1 2
( ) ( ) [1 ( )]F z g z F g z F   0

2

h
z  

(7-1) 

2 1 2 2
( ) ( ) [1 ( )]F z g z F g z F   0

2

h
z   

1
( )g z و

2
( )g z [:10شود ]تعریف می (8-1صورت رابطه )به 

1

1 2
( ) 1 (1 )

2

pz
g z

h
   0

2

h
z  

(8-1) 

2

1 2
( ) (1 )

2

pz
g z

h
  0

2

h
z   

                                                           
1 Elasticity Modoule 
2 Poisson’s Ratio 
3 Density 
4 Volume Fraction 
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 [:10شود ]( تعریف می1-9پروفیل با قانون نمایی، مطابق با رابطه )

( )
2( )

h
B z

F z Ae


  

(9-1) 

2
A F 

1

2

1
ln( )

F
B

h F
 

 مواد پیزوالکتریکمعرفی  3-1

های خارجی کمک محرک تواند بههایشان میبرخی از ویژگی موادی هستند که یک یا 1مواد هوشمند

های مانند فشار، حرارت، رطوبت، الکتریسیته و یا مغناطیس، تغییر کند. مواد هوشمند نسبت به محرک

دهند. بسته به بعضی از تغییرات شرایط محیطی در برخی موارد با تغییراتی خاص واکنش نشان می

کند. این تغییرات ممکن است در تغییر میمواد هوشمند های ، مواد هوشمند یکی از ویژگیخارجی

مواد پیزوالکتریک زمانی که در  ها و یا حتی در کارکردشان صورت بگیرد.ها و یا ترکیبات آنساختار آن

که این اثر در . از آنجایی[13] ((1-5)شکل مطابق کنند )ید میگیرند، ولتاژ تولشرایط تنش قرار می

 گردد، القای ولتاژ در این مواد، فشاری را در طول نمونه تولید خواهد کرد. حالت معکوس نیز ایجاد می

 

 [13] ( عملکرد پیزوالکتریک در سازه1-5شکل )

گیرد. های فراوانی را در برمیای است که تخصصموضوع ساختارهای هوشمند، مبحث بسیار گسترده

زمینه نیازمند داشتن آگاهی نسبتاً کامل از مفاهیم متنوعی دست آوردن دانش مناسب در این این بهبنابر

سازی )از مهندسی مکانیک(، های مدلجمله تئوری کنترل )از مهندسی برق(، روشاز علوم مختلف از

                                                           
1 Smart Materials 
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ست. با ا 2هاعملگرو  1هاحسگرشناخت خواص مواد مختلف )از مهندسی مواد( و همچنین شناخت انواع 

 [.14و13ای است ]ن رشتهتوان گفت که مبحث ساختارهای هوشمند، موضوعی بیتوجه به این مهم می

اند و استفاده بیت شده با کاربردهای فراوان شدههای الکترومکانیکی تبدیل به یک تکنولوژی تثسیستم

ارتعاشات و صوت یا کنترل  3هایی چون آکوستیکدر زمینهحسگر  یا عملگرعنوان اد پیزوالکتریک بهاز مو

های مکانیکی، که در سیستمکه زمانیطوریگیری داشته است بهگسترش چشمهای اخیر در سال

ها، نقص عملکرد وسایل ارتعاشات ناخواسته باعث ایجاد ترک در قطعات، لق شدن اتصالات، شکست سازه

مشخصات نوسانی سیستم همچون با اندازه گیری  شود،ی و بسیاری از موارد دیگر میالکترونیک

را انتخاب و از بسیاری از آثار نامطلوب  5های دور از حالت تشدیدتوان سرعتآن می 4های طبیعیفرکانس

 برای رفع این قبیل مشکلات، مواد پیزوالکتریک به دنیای صنعت معرفی شدند. ارتعاشات جلوگیری نمود.

 زیر اشاره کرد: به مواردتوان مینیز های مواد پیزوالکتریک از جمله ویژگی

 ها.در سازه عملگرو  حسگرکار رفتن همزمان به عنوان . توانایی به1

 های کنترلی.. حساسیت به الکتریسیته و امکان کوپل شدن مناسب با سیستم2

 ها.های پیوسته در سیستمکننده. فراهم ساختن سیستم ها و عمل3

 های پیزوالکتریک.معادلات حاکم بر سازهسازی و تحلیل . امکان مدل4

 . امکان تولید نیروهای نسبتاً بزرگ.5

 . وسعت سریع پاسخ.6

                                                           
1 Sensors 
2 Actuators 
3 Acoustics 
4 Natural Frequencies 
5 Resonance 
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 های پیزوالکتریککاربرد سازه 1-3-1

های موشک، های پیزوالکتریک در ساخت بالهاز جمله موارد استفاده مواد کامپوزیتی به همراه لایه

های نوری، درایوهای ((، موشک، زیردریایی، آینه1-6)شکل )های روتور هلیکوپتر، بال هواپیما پره

های پزشکی و های مچی، زنگ اخبار، اسکنر، پرینتر، صفحه کلید، میکرو گیرهگرداننده ساعت

 باشد.تصویربرداری فراصوت می

 

 [15] ( محل قرارگیری ماده پیزوالکتریک در سازه1-6شکل )

شود؛ مثلاً صنایع نفت، غذایی و آشامیدنی استفاده می حسگرها ی از اینطور وسیعدر صنایع پیشرفته به

ی جریان حسگرهاکنند. برای کنترل سطح جریان سیال استفاده می حسگرهاو دارویی همگی از این 

صنایعی  کنند.پلر، تخلیه اتوماتیک مخازن نفت و خطوط لوله را کنترل میاهای دسیال و سطح و مبدل

های غیرمخرب تیرهای کنند؛ مانند تستهای غیر مخرب استفاده میبرای تست حسگرهادیگر از 

ها در مبدل های پزشکی نیز از پیزوسرامیکآهن و بدنه هواپیما. در بخش مراقبتفولادی، خطوط راه

 شود که هزینه پایین و ایمنی بالا دلیل کارایی این فراورده است.تصویرگرهای تشخیصی استفاده می

مروارید چشم، های لیزری برای درمان آبتفنگای دیگر آن سمعک برای کمک به شنوایی، کاربرده

های قلب و دستگاه های دندانی، پمپکنندهها و پاکچاقوهای کوچک جراحی و کالبدشکافی، مته

های کوچک که در مجاری خون برای ثبت تغییرات متناوب دلبشود. مسنجش فشار خون را شامل می

یک استفاده مهم  شوند.ی پیزوالکتریک ساخته میحسگرهاشوند نیز از بیمار قرار داده می ضربان قلب
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سرامیک پیزوالکتریک در ایجاد و دریافت کردن امواج صوتی است. گستره کاربرد این مواد از ابزارها و 

ت ردیاب یزاها تا تجهیابی در دریا و پیدا کردن محل تجمع ماهیتجهیزات اولتراسونیکی برای عمق

 [.15باشد ]ها مییزیردریای

 هاانواع پیزوالکتریک 2-3-1

مورد دا صو عملگر برای کنترل ارتعاش و  حسگربه عنوان در صنعت  هاانواع مختلفی از پیزوالکتریک

های پیزوالکتریک و توان به سرامیکمیتعاش برای کنترل ارها گیرند. از مهمترین آناستفاده قرار می

ند از: زیرکنات تیتانات های پیزوالکتریک عبارتمهمترین سرامیک پیزوالکتریک اشاره کرد.پلیمرهای 

ای برای بازه وسیع فرکانسی مورد استفاده طور گستردهبه PZTکه  و استرانسیوم تیتانات باریم سرب

توان یک می. همچنین از بین پلیمرهای پیزوالکترشودز میگیرد و شامل کاربردهای فراصوتی نیقرار می

 [.15] شونداستفاده می حسگربه عنوان  که عموماً پیزوپلیمرها اشاره کرد فلورایدوینیلیدینبه پلی

 ارتعاشات غیرخطی 4-1

خطی هستند که های غیرشوند، در واقع سیستمهایی که با مدل ریاضی خطی تحلیل میاکثر سیستم

ها صرف نظر شده است. حذف این عوامل در مواقعی که دقت پاسخ مورد نظر از عوامل غیرخطی آن

 مانندیی هاشود. وقوع پدیدههای دور از واقعیت میوجود آمدن پاسخگیرد، باعث بهقرار می تأثیرتحت 

در رفتار  6و دوشاخگی 5، آشوب4، تشدید سوپرهارمونیک3زیرهارمونیک ، تشدید2داخلی ، تشدید1پرش

 [.16] شودها دیده میعاشی غیرخطی سازهارت

                                                           
1 Jump 
2 Internal Resonance 
3 Subharmonic Resonance 
4 Superharmonic Resonance 
5 Chaos 
6 Bifurcation 
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صورت خطی و با استفاده توان بهکرنش را نمی-ی تنشها رابطهاثرات غیرخطی مادی در موادی که در آن

سیستم ظاهر  3تابع انرژی جنبشیدر  2افتد. اثرات غیرخطی اینرسیق میمدل کرد اتفا 1از قانون هوک

های بزرگ و یا روابط هندسی غیرخطی بین اجزای علت تغییر شکلشود. اثرات غیرخطی هندسی بهمی

شوند. اثرات بیان می 4جابجایی-آیند و عموماً توسط رابطه غیرخطی بین کرنشوجود میسیستم به

ها، شوند. در صورت وجود عوامل غیرخطی در سازهسیستم ظاهر می 5غیرخطی هندسی در تابع پتانسیل

 بینی و توضیح نیست. ارتعاشاتهای خطی قابل پیشافتد که با نظریه سیستمرفتارهای فیزیکی اتفاق می

ارتعاشات با تغییر شکل بزرگ تقسیم  توان به دو دسته کلی ارتعاشات کرنش محدود وغیرخطی را می

 [.17شوند ]مدل می 6ضیات فون کارمنکرد، ارتعاشات با تغییر شکل بزرگ عموماً با استفاده از فر

 ایهای استوانهعاشی پوستهمفاهیم ارت 1-4-1

)ای با مشخصه ات استوانههمراه یک سیستم مختصای بهیک پوسته استوانه( 7-1در شکل ) ; , , )O x z 

Rرا با سطح    بر سطح میانی نشان داده شده است. متغیرهایu ،v  وw های نقاطی بر جابجایی

0zیت وقعی میانی در م)صفحه ی میانی پوسته هستندروی صفحه  )[.17] قرار دارد 

 

 [17] ای و دستگاه مختصات آن( پوسته استوانه1-7شکل )

                                                           
1 Hook’s Law 
2 Inertia 
3 Kinetic Energy 
4 Strain-Displacement 
5 Potential Function 
6 Von-Karman 
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 ایدر پوسته استوانه رتعاشیشکل مود ا 1-1-4-1

های صحیح آن تابعی است وابسته به زمان و پارامترهای هندسی یک سازه که تغییر شکل 1شکل مود

 گذارد.های مختلف اعمال شده به نمایش می، شرایط اولیه و بارگذاری2سازه را تحت شرایط مرزی

)جهت تعریف مناسب تغییر شکل شعاعی  , , )w x tدو پارامتر ای ، برای یک پوسته استوانهm  وn ،

نشان ( 8-1طور که در شکل ). همانندشوی تعریف میعنوان متغیرهای محوری و محیطترتیب بهبه

و  شودای تشکیل میی پوسته استوانهاست که در راستای طول 3هاییموجتعداد نیم m ،داده شده است

هایی است که در جهت محیطی ایجاد تعداد موج n( نشان داده شده است، 9-1طور که در شکل )همان

 [.17] شودمی

 

 اییجاد شده در طول پوسته استوانههای اموج( تعداد نیم1-8شکل )

 

 ایستوانههای ایجاد شده در عرض پوسته ا( تعداد موج1-9شکل )

                                                           
1 Mode Shape 
2 Boundary Conditions 
3 Half-Wave 
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 غیرخطی 2شوندگیو سخت 1شوندگینرم 1-4-2

نشان  xیک سیستم غیرخطی را با دامنه نوسانات  3فرکانسیهای ( پاسخ11-1( و )01-1های )شکل

گر فرکانس طبیعی مود تحریک شده، و محور عمودی ماکزیمم دامنه ارتعاشی دهند. محور افقی، بیانمی

بعد مود تحریک شده در وضعیتی است که سیستم، ارتعاش گذرای خود را پشت سر گذاشته است. حال 

غیرخطی  تر از یک رخ دهد، گویند سیستم دارای رفتارماکزیمم دامنه در نسبت فرکانسی کوچک اگر

تر از یک رخ دهد، گویند ((. اگر ماکزیمم دامنه در نسبت فرکانسی بزرگ1-10شونده است )شکل )نرم

شونده، تر، در رفتار غیرخطی نرمبه بیانی ساده ((.1-11شونده است )شکل )ی رفتار سختسیستم دارا

شونده، نسبت ماکزیمم دامنه به نسبت فرکانسی به سمت چپ انحنا دارد و در رفتار غیرخطی سخت

 [.16] نسبت ماکزیمم دامنه به نسبت فرکانسی به سمت راست انحنا دارد

 

 [16] شونده( رفتار غیرخطی نرم1-10شکل )

                                                           
1 Softening 
2 Hardening 
3 Frequency Response 
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 [16] شوندهغیرخطی سخت( رفتار 1-11شکل )

 های حفاظت در مقابل ارتعاشاتروش 3-4-1

ها در مقابل ارتعاشات وجود دارد به دو دسته ها و ماشینها، مکانیزمهایی که برای محافظت از سازهروش

شود. دسته اول عبارت از ملاحظات و قیدهایی است که هنگام ساختن سازه باید لحاظ کلی تقسیم می

هایی است که بعد ای که سیستم ارتعاشی یا محیط ارتعاشی سازگار باشد. دسته دوم روشهشود، به گون

رود که شامل کار میاز ساخت سازه، به منظور جلوگیری از ارتعاش و نوسان و یا کاهش دامنه نوسانات به

یابی به ملاحظات منظور دستدر دسته اول، به باشد.های جداسازی، جذب و کنترل ارتعاشات میروش

و قیدهایی که هنگام ساختن سازه یا دستگاه باید در نظر گرفته شود، نیاز به تحلیل ارتعاشی سازه یا 

باشد. به این منظور بعد از استخراج معادلات ریاضی حاکم بر رفتار سیستم مورد بررسی دستگاه می

ر یافتن پاسخ سیستم در شرایط مختلف شامل ارتعاشات آزاد و سازی ریاضی( معادلات به منظو)مدل

ی سازه یا شوند. تأثیر پارامترهای مختلف از قبیل خواص مکانیکی و هندسهارتعاشات اجباری حل می

هایی که باید در پاسخ سیستم اعمال هر یک از اجزا در پاسخ سیستم بررسی و با توجه به محدودیت

ی اجزا اشتن دامنه نوسان(، ملاحظات و قیدهایی روی جنس، جرم هندسهشوند )اکثرا محدود نگه د

گونه که ذکر شود. در دسته دوم، همانی دستگاه یا سازه مورد مطالعه، در نظر گرفته میتشکیل دهنده
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شد سه روش کلی وجود دارد. در روش جداسازی ارتعاشات، سیستم ارتعاشی به دو قسمت تقسیم 

شوند. کننده انرژی از هم جدا میکننده و مستهلکهای ذخیرها به کمک المانهشود و این قسمتمی

شوند که اندازه نیروی وارد از منبع ارتعاش به جسم ای انتخاب میهای مذکور به گونهپارامترهای المان

توان ارتعاشات ناخواسته حول فرکانسی خاص را با انتخاب مناسب سختی اصلی کاهش یابد. همچنین می

ای جداساز از بین برد. راه دیگر برای محافظت سیستم اصلی از ارتعاشات ناخواسته، متصل کردن وسیله

به سیستم اصلی برای جذب ارتعاش است. پارامترهای سیستم متصل شونده به سیستم اصلی به منظور 

ه را شوند. این سیستم متصل شوندکاهش و در صورت امکان حذف ارتعاشات در سیستم انتخاب می

ی انتقال انرژی به وسیلههای ارتعاشی، ارتعاشات را از سیستم اصلی بهگویند. جاذبمی 1جاذب ارتعاشی

صورت تغییر مکان های ارتعاشی کلاسیک، این انرژی منتقل شده بهدهند. در جاذبجاذب، کاهش می

رت امکان حذف شود. روش سوم یعنی کنترل ارتعاشات، برای کاهش و در صوجرم جاذب آشکار می

ناپذیری تواند باعث ایجاد صدمات و خسارات جبرانروند که ارتعاشات میکار میهایی بهارتعاش سیستم

هایی که یا دوران داشته و یا در ها و پوستهشوند. کنترل ارتعاشات محورهای دوار با سرعت بالا، دیسک

کمک ها وضعیت سیستم در هر ش بهمعرض نیروهای محرک شدید هستند از این نوع است. در این رو

ها و اتخاذ تصمیمات لازم، دستورات کنترلی لحظه زمانی مشخص و پس از پردازش توسط کنترل کننده

ط عملگرها، شود تا با نیروی اعمال شده به سیستم توسها و سپس به عملگرها ارسال میکنندهبه تقویت

 [.18شرایط مطلوب محقق شود ]

 بندیجمع 5-1

ای، مواد مدرج تابعی، مواد پیزوالکتریک و ارتعاشات غیرخطی های استوانهن فصل به معرفی پوستهدر ای

های های صورت گرفته در موضوع ارتعاشات پوستهپرداخته شد. در فصل بعد مطالعه برخی پژوهش

 ای مرور خواهد شد.استوانه

                                                           
1 Vibration Absorber 
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 فصل دوم:

  سابقه موضوع
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 مقدمه 1-2

های مهم انجام شده برروی رفتارهای ارتعاشی و دینامیکی بر برخی فعالیت مختصردر این فصل مروری 

 ای پرداخته خواهد شد.های استوانهپوسته

 سابقه موضوع 2-2

هایی که از های پرداخته خواهد شد. در بخش اول پژوهشدر این بخش در دو بخش مختلف به پژوهش

هایی که روش اند، و در بخش پژوهشدههای چندگانه استفاده کرجز روش مقیاسهایی بهروش

 اند بررسی خواهند شد.های چندگانه را مبنای کار خود قرار دادهمقیاس

 های چندگانهروش مقیاس استفاده ازها بدون پژوهش 1-2-2

فلز را با استفاده المان محدود ورق -های مدرج تابعی سرامیکپراوین و ردی پاسخ ورق 1998در سال 

دست شدند را بههای نسبتاً بزرگ میهای برشی عرضی، اینرسی چرخشی و چرخشکه شامل کرنش

های سرامیک و های مدرج تابعی با تغییر کسر حجمی قسمتآوردند و پاسخ استاتیکی و دینامیکی ورق

کاتلانی و همکاران رفتار  2004در سال  [.19بررسی کردند ]فلز با استفاده از یک قانون توانی ساده 

ای دارای نواقص هندسی را تحلیل کردند. تحلیل با استفاده از دینامیکی و استاتیکی یک پوسته استوانه

نظریه پوسته نازک غیرخطی دانل انجام شد. رفتار پوسته در معرض یک تحریک محوری سینوسی در 

شوندگی تار نرمدو انتهای آن به عنوان یک تحریک پارامتریک در نظر گرفته شد. رزونانس مستقیم با رف

وو یک  2006در سال  [.20] ناپایداری پارامتریک به عنوان پدیده دینامیکی غیرخطی در نظر گرفته شد

های ساخته شده از مواد مدرج تابعی ارائه نمود. راه حل تحلیلی برای رفتار ارتعاش آزاد غیرخطی ورق

ضخامت، مطابق قانون توانی متغیر  های مدرج تابعی به طور پیوسته در راستایهای مادی ورقویژگی

های مستطیلی نازک ساخته شده از مواد مدرج تابعی با استفاده فرض کرد. معادلات اساسی برای ورق

دست آورد. تأثیر خواص مواد، شرایط مرزی و بارهای از تئوری فون کارمن برای خیز عرضی بزرگ به
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ریبیرو ارتعاشات غیرخطی هندسی  2007در سال  [.21]دست آورد حرارتی بر رفتار دینامیکی ورق را به

های حرارتی و تحریکات مکانیک را های الاستیک خطی و ایزوتروپیک تحت اثرات ترکیبی میدانورق

تجزیه و تحلیل نمود. با این هدف، یک مدل مبتنی بر المان محدود تغییر شکل برشی مرتبه اول استفاده 

گیری زمانی در حوزه زمان حل کرد. همچنین دما و دامنه رالکرد. معادلات حرکت را به روش انتگ

ریبیرو ارتعاشات متناوب آزاد غیرخطی  2008در سال  [.22کانیکی را متغیر در نظر گرفت ]تحریک م

ای با غیرخطی هندسی را بررسی نمود. یک مدل چند درجه آزادی را در نظر گرفت. پوسته نازک استوانه

هایی با ضخامت تعریف معادلات حرکت در حوزه زمان استفاده نمود. پوستهاصل کار مجازی را برای 

های مورد های طبیعی غیرخطی پوستهمتفاوت و شعاع انحنای متفاوت را تحلیل کرد. تغییر فرکانس

مطالعه را با دامنه ارتعاش در برخی از جزئیات مورد بررسی قرار داد. تغییر شکل مودها با دامنه ارتعاشات 

در سال  [.23شونده رخ داده است ]تشونده و سخابت کرد. همچنین ثابت کرد که اثرات سفتی نرمرا ث

سازی پاندا و ری بر اساس تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول یک مدل المان محدود را برای مدل 2009

لایه پیزوالکتریک ای مدرج تابعی تقویت شده با های لایهبسته از ورقباز و حلقهدینامیک غیرخطی حلقه

های مدرج تابعی تحت بارهای مکانیکی ژائو و لیو پاسخ غیرخطی ورق 2009در سال  [.24ارائه نمودند ]

بندی غیرخطی را بر اساس تئوری ورق تغییر و حرارتی به روش ریتز کاهش یافته بررسی کردند. فرمول

های متوسط در نظر و چرخشهای کوچک های فون کارمن با کرنششکل برشی مرتبه اول و کرنش

گرفتند. خواص مواد مدرج تابعی در جهت ضخامت بر اساس توزیع قانون توانی فرض کردند. سفتی 

دست آوردند. رفتار غیرخطی خیز و گیری گرهی ثابت بهها را با استفاده از روش انتگرالخمش ورق

رد مطالعه قرار دادند و تأثیرات های مدرج تابعی تحت بارهای حرارتی و مکانیکی موتنش محوری ورق

های مدرج تابعی را مورد بررسی قانون کسر حجمی، شرایط مرزی و خواص ماده بر پاسخ غیرخطی ورق

ها آمابیلی و ردی یک تئوری تغییر شکل برشی مرتبه بالاتر برای پوسته 2010در سال  [.25] قرار دادند

جایی جابه-هندسی را توسعه دادند. روابط کرنشهای های عمومی را با در نظر گرفتن نقصبا شکل

 دست آوردند.ها در صفحه را بهجاییهای غیرخطی کامل در جابهغیرخطی هندسی به منظور حفظ جمله
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گاه ساده را با استفاده ای دایروی لایه لایه با دو تکیهارتعاشات اجباری با دامنه بزرگ یک پوسته استوانه

دست آوردند. نتایجی های غیرخطی فون کارمن بهو همچنین با وجود جمله از تئوری توسعه داده شده

های ارتعاش حدود های غیرخطی فون کارمن برای دامنهداشتن ترمداد نگهدست آوردند که نشان میبه

پلیکانو  2011در سال  [.26]داد دست میدو برابر ضخامت پوسته برای مورد مطالعه، نتایج نادرستی به

ای تحت تحریک های استوانهنظر گرفتن غیرخطی بودن هندسه، تحلیل تئوری و تجربی پوستهبا در 

پایه را در حالت عمودی با در نظر گرفتن شرایط مرزی به صورتی که در سمت پایه گیردار و در بالا 

آمابیلی ارتعاشات اجباری غیرخطی هندسی  2011در سال  [.27ارائه نمود ]متصل به جسم صلب باشد، 

-ای دایروی را با استفاده از تئوری تغییر شکل برشی مرتبه بالاتر آمابیلیورقهای ورقههای استوانهپوسته

دست ردی مورد مطالعه قرار داد. بر اساس معادلات لاگرانژ با درنظر گرفتن میرایی، معادلات حرکت را به

تفاده از آنالیز دوشاخگی، معادلات حرکت تحت یک تحریک نقطه ای متناوب در جهت شعاعی آورد. با اس

برای پوسته  1:1با در نظر گرفتن شرایط مرزی ساده را مورد مطالعه قرار داد. همیشه یک تشدید داخلی 

ایج شود. نتهای غیرخطی میای دایروی کامل وجود دارد که باعث ایجاد دوشاخگی در پاسخاستوانه

دست آمده با استفاده از یک ردی با نتایج به-دست آمده با استفاده از تئوری پوسته آمابیلیعددی به

در  [.28]کارمن مقایسه نمود. های فونتئوری تغییر شکل برشی مرتبه بالاتر با در نظر گرفتن غیرخطی

ای دایروی لایه استوانه آمابیلی تشدید داخلی در ارتعاشات اجباری غیرخطی هندسی پوسته 2012سال 

ردی بررسی نمود. یک نیروی تحریک -وسیله تئوری تغییر شکل برشی مرتبه بالاتر آمابیلیای را بهلایه

گاه دو سر ساده در نظر گرفت. معادلات هارمونیک در جهت شعاعی اعمل نمود و شرایط مرزی را تکیه

دست آورد. وسیله آنالیز دوشاخگی بهعددی را به دست آورد. نتایجحرکت را بر اساس معادلات لاگرانژ به

استوراتزی و  2013در سال  [.29]وسیله آنالیز دوشاخگی در نظر گرفت را به 1:1:2تشدید داخلی 

ای مدرج تابعی را تجزیه و تحلیل نمودند. های استوانههمکاران تأثیر هندسه بر ارتعاشات غیرخطی پوسته

زی دینامیکی غیرخطی سیستم استفاده نمودند. شرایط مرزی ساده را در سااز نظریه ساندرز برای مدل

نظر گرفتند. با استفاده از معادلات لاگرانژ معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی غیرخطی را به 
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دست آوردن پاسخ غیرخطی پوسته از ای از معادلات دیفرانسیل معمولی کاهش دادند. برای بهمجموعه

شنگ و وانگ یک روش تحلیلی برای یک مدل ساده  2013در سال  .[30]ستفاده های عددی اتحلیل

های نازک پیزوالکتریک بر اساس اصل هامیلتون، تئوری ای لایه لایه مدرج تابعی با لایهاز پوسته استوانه

های غیرخطی فون کارمن و قانون کنترلی فیدبک سرعت منفی با بهره کنترلی ثابت ارائه دادند. لایه

ای هوشمند تعبیه کردند، که به ازک پیزوالکتریک را بر روی سطوح داخلی و بیرونی پوسته استوانهن

ای شده عمل کردند که برای کنترل ارتعاش غیرخطی پوسته استوانهعنوان حسگر و عملگر توزیع

یک بسط هم را بر اساس کار برده شدند. معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی کوپل بهکامپوزیتی به

هم را با روش سری از مودهای خطی و روش گالرکین گسسته کردند. معادلات حرکت غیرخطی کوپل به

جعفری و همکاران ارتعاشات غیرخطی یک پوسته  2014در سال  [.31کوتا حل کردند ]-عددی رانگ

عادلات دیفرانسیل گاه ساده را بررسی کردند. مهای پیزوالکتریک با تکیهای مدرج تابعی با لایهاستوانه

ای با استفاده از معادلات لاگرانژ و با در نظر گرفتن تئوری پوسته نازک حاکم بر حرکت پوسته استوانه

جایی با استفاده از های جابهدست آوردند. یک رویکرد نیمه تحلیلی که در آن میدانغیرخطی دانل را به

ای متغیرهای طولی، محیطی و شعاعی بسط یک سری دوگانه مختلط مبتنی بر توابع شکل مود خطی بر

ای را مشخص کنند. پاسخ با دامنه اند، پیشنهاد شده است که پاسخ غیرخطی پوسته استوانهداده شده

دست آوردند. اثرات ای را با استفاده از روش رانگ کوتا بهفرکانس پوسته استوانه-بزرگ و منحنی دامنه

در  .[32] ای را مورد بررسی قرار دادندارتعاشی پوسته استوانه نیروی تحریک و ولتاژ اعمالی بر رفتار

گاه ساده را مورد ای دایروی کامپوزیتی با دو تکیهدی و راماچاندرا ارتعاشات پوسته استوانه 2015سال 

بحث قرار دادند. تئوری پوسته نازک غیرخطی دانل با درنظر گرفتن تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول 

سازی پوسته مورد استفاده قرار دادند. معادلات حاکم بر ناپایداری دینامیکی پوسته را با سه دلرا برای م

های گالرکین و بولوتین، مناطق دست آوردند. با استفاده از روشجایی و دو جمله چرخشی بهجمله جابه

با بارگذاری جزئی را  ایکمانش در پوسته استوانههای پیشناپایداری دینامیکی را محاسبه نمودند. تنش

محاسبه نمودند. نتایج عددی برای نشان دادن تأثیر نسبت شعاع به ضخامت، توزیع بارگذاری در لبه و 
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تغییر شکل برشی بر مناطق ناپایداری دینامیکی ارائه شده است. تأثیر دامنه بار دینامیکی بر پاسخ 

کمانش پوسته کمانش غیرخطی و پسدانگ و هوآ  2015در سال  [.33] غیرخطی را مطالعه نمودند

های حرارتی و تحت بار ای دایروی نازک تقویت شده مدرج تابعی بر بستر الاستیک در محیطاستوانه

وسیله حلقه و کابل تقویت شده در نظر گرفتند. بر ها بهدست آوردند. پوستهپیچشی با روش تحلیلی به

دست آوردند. با فون کارمن معادلات حاکم را بههای هندسی اساس تئوری پوسته کلاسیک با غیرخطی

خیز و بار -های بار پیچشی بحرانیای خیز شکل، منحنیاستفاده از روش گالرکین با پاسخ سه جمله

در  [.34]کننده، بستر و ماده را بررسی کردند دست آوردند. تأثیرات دما، تقویتخیز را به-کمانشپس

ای مدرج نمایی با بار استاتیک و بار اری دینامیکی پوسته استوانهسوفیه و کوروگلو ناپاید 2015سال 

متناوب وابسته به زمان و با استفاده از نظریه تغییر شکل برشی بررسی نمودند. معادلات ناپایداری 

ای ساندویچی مدرج نمایی بر پایه نظریه تغییر شکل برشی به های استوانهدینامیکی نوع دانل پوسته

های مشابهی برای پوسته است. عبارتهیل کاهش داده شده-اند. سپس به معادله متئوهدست آورده شد

ای ساندویچی سرامیک و فلز براساس تئوری تغییر شکل برشی و تک لایه مدرج نمایی و پوسته استوانه

سوفیه و کوروگلو نیز تئوری تغییر شکل  2016در سال  [.35]دست آوردند تئوری پوسته کلاسیک به

 [.36[ بود ]35شی مرتبه اول پوسته را جایگزین تئوری پوسته کلاسیک نمودند که تعمیمی از مرجع ]بر

های الاستیک تقویت شده مدرج تابعی کمانش پوستهنین و بیچ کمانش غیرخطی و پس 2016در سال 

درج های حرارتی و تحت بار پیچشی را بررسی کردند. پوسته الاستیک مبر بستر الاستیک در محیط

وسیله حلقه و کابل، تقویت شده در نظر گرفتند. فرمول بندی تئوری را بر اساس تئوری تابعی را به

ای خیز را دست آوردند. حل تقریبی سه جملههای هندسی فون کارمن بهپوسته کلاسیک با غیرخطی

وردند. اثرات دست آخیز را به-کمانشخیز و بار پیچشی پس-های بار بحرانیانتخاب کردند و منحنی

 2016در سال  [.37پارامترهای هندسی، دما، تقویت کننده و بستر الاستیک را مورد بررسی قرار دادند ]

کومار و همکاران ناپایداری دینامیکی خطی و غیرخطی ورق مدرج تابعی تحت بارگذاری غیریکنواخت 

کمانش را با استفاده لت پیشرا بررسی نمودند. توزیع تنش در صفحه در داخل ورق مدرج تابعی در حا
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از تحلیل غشایی ورق ارزیابی نمودند. ورق مدرج تابعی را با استفاده از تئوری تغییر شکل برشی مرتبه 

سازی نمودند. روش گالرکین را برای های هندسی فون کارمن مدلبالاتر با در نظر گرفتن غیرخطی

کار بردند که معادلات دیفرانسیل معمولی به کاهش معادلات دیفرانسیل جزئی حاکم بر یک مجموعه از

کرد. پاسخ خطی و غیرخطی در مناطق پایدار و ناپایدار ناپایداری دینامیکی غیرخطی ورق را توصیف می

به منظور شناسایی رفتار ناپایداری دینامیکی از جمله وابستگی به فرکانس نیرویی، وجود ضربان، اثر 

دارابی و  2016در سال  [.38ایط اولیه را مورد مطالعه قرار دادند ]غیرخطی بودن بر پاسخ و تأثیر شر

ای کامپوزیتی لایه لایه نازک را تحت بار محوری متناوب گانسان ناپایداری دینامیکی پوسته استوانه

های فون کارمن توسعه بررسی کردند. معادلات حرکت را بر اساس تئوری پوسته نازک دانل و با غیرخطی

دلات حرکت پوسته نازک با خیز بزرگ غیرخطی را با استفاده از تکنیک گالرکین حل کردند دادند. معا

هیل غیرخطی شد. هر دو دامنه پاسخ پایدار و ناپایدار -که تبدیل به یک سیستم از معادلات متئو

بررسی  دست آوردند. یک مطالعه پارامتری برایارتعاشات حالت ماندگار را با استفاده از روش بولوتین به

و مقایسه تأثیر بارهای محوری کششی و فشاری، نسبت ابعادی پوسته شامل نسبت طول به شعاع و 

شنگ و وانگ  2017در سال  [.39نسبت ضخامت به شعاع و همچنین تشدید پارامتریک انجام دادند ]

اساس اصل  های حرارتی را برای مدرج تابعی در محیطنتایج بررسی ارتعاشات غیرخطی پوسته استوانه

هامیلتون، تئوری غیرخطی فون کارمن و تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول گزارش دادند. فرمول بندی 

شامل نیروهای گریز از مرکز و کوریولیس بر اثر چرخش پوسته را ارائه دادند. اثرات اینرسی در صفحه 

برای تبدیل معادلات و اینرسی چرخشی را در معادلات حرکت در نظر گرفتند. از روش گالرکین 

دیفرانسیل با مشتقات جزئی حاکم به معادلات دیفرانسیل معمولی غیرخطی استفاده کردند. کاهش در 

های های شبه تناوبی و پاسخهای رزونانس اولیه، پاسخمدل برای بررسی دینامیک غیرخطی، شامل پاسخ

دال غیرخطی مرتبه دوم و غیرخطی آشوبناک به نیروهای خارجی هارمونیک را ارائه دادند. ضرایب مو

گیری گالرکین را محاسبه و بر بخش خطی معادله برای تعیین معادله مرتبه سوم با استفاده از انتگرال

 [.40] غیرخطی کاهش یافته قرار دادند
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 های چندگانهها با در نظر گرفتن روش مقیاسپژوهش 2-2-2

های پارامتریک و خارجی هگازی رفتار دینامیکی یک ورق نازک مستطیلی تحت تحریک 2010در سال 

هم مدل را بررسی نمود. حرکت ورق نازک با معادلات دیفرانسیل معمولی غیرخطی مرتبه دوم کوپل به

با چهار  های چندگانه ارائه نمود. یک سیستم کاهش یافتهنمود. راه حلی تقریبی بر اساس روش مقیاس

های افقی و عمودی معادله دیفرانسیل معمولی برای توصیف تغییرات زمانی دامنه و فاز ارتعاش در جهت

صورت عددی مطالعه نمود. حرکت ها را با استفاده از بهدست آورد. پاسخ حالت ماندگار و پایداری پاسخبه

محمودخانی و همکاران  2011سال  در [.41]دست آورد سازی عددی بهآشوبناک ورق نازک را با شبیه

گاه ساده را ای دایروی با دو تکیههای استوانهبا استفاده از روش اغتشاشات پاسخ تشدید اولیه پوسته

دست آوردن معادلات حرکت مورد بررسی قرار دادند. از تئوری پوسته نازک غیرخطی دانل برای به

وش گالرکین برای تبدیل معادلات حرکت به دیفرانسیلی با مشتقات جزئی استفاده کردند. از ر

ای از معادلات دیفرانسیل معمولی استفاده کردند. با درنظر گرفتن تشدید اولیه، از روش مجموعه

ها استفاده کردند. مطالعات پارامتریک های متناوب و پایداری آنهای چندگانه برای مطالعه پاسخمقیاس

شدید اولیه را خامت، طول و ترکیب مواد مختلف در پاسخ تبرای نشان دادن تأثیر مقادیر مختلف ض

ای دایروی نازک را مورد لیو و چو ارتعاشات غیرخطی پوسته استوانه 2011در سال  [.42انجام دادند ]

بررسی قرار دادند. بر اساس تئوری لاو، معادلات حرکت دیفرانسیلی با مشتقات جزئی حاکم را برای 

دست آوردند. اثرات دما، گردان با استفاده از اصل هامیلتون و روش گالرکین به ای دایرویپوسته استوانه

موج محوری و سرعت چرخش بر فرکانس طبیعی پارامترهای هندسی، عدد موج پیرامونی، شماره نیم

ای دایروی ای دایروی گردان را مورد مطالعه قرار دادند. پاسخ دینامیکی پوسته استوانهپوسته استوانه

ان را در حوزه زمان و حوزه فرکانس بررسی نمودند. اثرات غیرخطی، تحریک و میرایی بر پاسخ گرد

ارتعاشات  و همکاران علیجانی 2012در سال  [.43ار را تجزیه و تحلیل کردند ]فرکانسی پاسخ ماندگ

های غیرخطی و آزاد پوسته نازک ایزوتروپیک را با استفاده از گسسته سازی گالرکین و روش مقیاس



 

29 

 

های ساده با لبهرا شرایط مرزی استفاده کردند و غیرخطی نازک ئوری پوسته تاز چندگانه بررسی کردند. 

با با استخراج دو شکل مختلف از تابع تنش، معادلات حرکت به سیستمی  درنظر گرفتند. متحرک

فرکانس اساسی  اند. یک رابطه درجه دو بین تحریک وهای مرتبه دوم و سوم کاهش داده شدهغیرخطی

شونده نتایج مشابه آنچه در نظر گرفته شده است و نشان داده شده است که در مورد غیرخطی سخت

ناپایداری پارامتریک هان و چو  2013در سال  [.44] باشددست آمده، میگیری بهکه از طریق انتگرال

ناپایداری ین را بررسی کردند. ای چرخان تحت بارهای محوری متناوب بر اساس روش بولوتپوسته استوانه

های حالتچندگانه مورد مطالعه قرار دادند و  هایپارامتریک همان سیستم را با استفاده از روش مقیاس

تشدید لی و یائو  2013در سال  [.45] دست آوردندتحلیلی مرزهای ناپایداری برای مودهای مختلف را به

وی لایه لایه کامپوزیتی که در دو انتهای آن جریان هوای ای دایریک پوسته استوانه 1:3زیرهارمونیک 

آزاد تحت تحریک هارمونیک شعاعی قرار دارد را مورد بررسی قرار دادند. معادلات حرکت پوسته 

دست آوردند. از روش گالرکین برای ای کامپوزیتی را با استفاده از تئوری پوسته غیرخطی دانل بهاستوانه

سته به معادلات دیفرانسیل معمولی غیرخطی استفاده کردند. تشدید زیر تبدیل معادلات حرکت پو

های چندگانه تجزیه و تحلیل کردند. پایداری پوسته را با استفاده از روش مقیاس 1:3هارمونیک 

یژه معادلات خطی وسیله مسأله مقدار ودست آمده را بهبه 1:3های ماندگار تشدید زیرهارمونیک حالت

ای مدرج تابعی را در های استوانهپوستهدو و لی ارتعاشات غیرخطی  2013در سال  [.46حل نمودند ]

های حرارتی بررسی کردند. خواص مواد مدرج تابعی را با قانون توزیع توانی در جهت ضخامت و محیط

یل بین مود را تجزیه و تحل 1:2وابسته به دما در نظر گرفتند. یک تحریک تشدید اولیه و تشدید داخلی 

دست آوردن معادلات حرکت دیفرانسیلی معمولی غیرخطی بر اساس کردند. از روش لاگرانژ برای به

تئوری پوسته غیرخطی دانل استفاده کردند. رفتارهای دینامیکی سیستم را با استفاده از روش 

ستفاده فرکانس و رفتار دوشاخگی سیستم را با ا-های دامنههای چندگانه بررسی کردند. منحنیمقیاس

های عددی تجزیه و تحلیل نمودند. اثرات دما و کسر حجمی بین مواد تشکیل دهنده را بر پاسخ از روش

به بررسی ارتعاشات شنگ و وانگ  2014در سال  [.47کامل مورد بحث قرار دادند ] طوردامنه سیستم به
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غیرخطی فون کارمن و تئوری ای مدرج تابعی بر اساس اصل هامیلتون، تئوری غیرخطی پوسته استوانه

تغییر شکل برشی مرتبه اول پرداختند. خواص ماده را وابسته به دما فرض کردند. یک بستر الاستیک 

برای پوسته در نظر گرفتند. از روش گالرکین برای تبدیل معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی حاکم 

 وم و غیرخطی مرتبه سوم استفاده کردند.به معادلات دیفرانسیل معمولی غیرخطی با غیرخطی مرتبه د

های چندگانه را برای مطالعه پاسخ فرکانسی رفتار نرم تشدید اولیه، روش مقیاسگرفتن با در نظر 

 شوندگی و سخت شوندگی استفاده کردند. اثرات پارامتریک بر ارتعاشات غیرخطی را بررسی نمودند

ای مدرج تابعی با طول ری غیرخطی پوسته استوانهدو و همکاران ارتعاشات اجبا 2014در سال  .[48]

های چندگانه مورد بررسی قرار دادند. خواص معادل نهایت را با استفاده از تئوری لاگرانژ روش مقیاسبی

مواد مدرج تابعی با استفاده از قانون توزیع توانی در جهت ضخامت توصیف کردند. از روش انرژی برای 

کت دیفرانسیلی معمولی غیرخطی استفاده کردند. با استفاده از روش دست آوردن معادلات حربه

فرکانس و -های دامنهبین دو مود را بررسی کردند. منحنی 1:2تشدید داخلی های چندگانه مقیاس

های عددی تحلیل نمودند. تأثیر قانون توزیع توانی بر رفتارهای دوشاخگی سیستم را با استفاده از روش

رفتارهای دینامیکی شنگ و وانگ  2018در سال  [.49م را مورد بحث قرار دادند ]تپاسخ دامنه سیس

گاه ساده تحت تحریکات ترکیبی پارامتریک و ای مدرج تابعی با دو تکیههای استوانهپوستهغیرخطی 

های حرارتی مورد مطالعه قرار دادند. بر اساس تئوری غیرخطی فون خارجی با در نظر گرفتن تنش

هم با دو مود را وش گالرکین و روش چگالش استاتیک، معادلات دیفرانسیل غیرخطی کوپل بهکارمن، ر

های های چندگانه را برای حل معادلات دیفرانسیل غیرخطی با غیرخطیدست آوردند. روش مقیاسبه

خ های پاسوسیله منحنیمرتبه دوم و سوم استفاده کردند. تشدید اولیه و تشدید داخلی سیستم را به

های زمانی وسیله پاسخفرکانسی تجزیه و تحلیل کردند. پایداری دینامیکی تحریکات پارامتریک را به

سازی عددی مورد بحث دست آوردند. تأثیرات پارامترهای مختلف بر ارتعاشات غیرخطی را با شبیهبه

 [.50]قرار دادند. 
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 بندیجمع 3-2

از جمله تحلیل بررسی ارتعاشات غیرخطی مشخص شده است که  ،باتوجه تحقیقات صورت گرفته

گاه ساده ساخته شده از یک لایه مواد مدرج تابعی و ای با دو تکیهیک پوسته استوانهرزونانس اولیه 

هم تحت یک تحریک های حسگر و عملگر پیزوالکتریک با دو معادله دیفرانسیل معمولی کوپل بهلایه

تاکنون های چندگانه محوری با استفاده از روش مقیاسصورت بار خارجی و یک تحریک پارامتریک به

 انجام نشده است که در این پژوهش انجام خواهد شد.
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 فصل سوم:

 معادله حرکت
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 مقدمه 1-3

ای مدرج تابعی پوشانده شده با دو لایه بر پوسته استوانه 1در این فصل از این پژوهش، معادلات حاکم

تحت  2با ولتاژ اعمالی تحت قانون کنترلی فیدبک سرعت منفیپیزوالکتریک شامل حسگر و عملگر 

 شود.دست آورده میبه 3ترکیبی پارامتریک و خارجی هایتحریک

به منظور یافتن معادلات حاکم، از اصل هامیلتون و تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول با در نظر گرفتن 

برای از بین بردن بخش مکانی  4لرکینروش گااز سپس  گیریم.بهره مینظریه غیرخطی فون کارمن 

جایی های جابهبرای حذف مختصه 5روش چگالش استاتیک کنیم.استفاده میجایی های جابهمختصه

های مرتبه دوم هم که دارای غیرخطیدیفرانسیل غیرخطی کوپل به همعادلدو  شود. درنهایتاستفاده می

 دست خواهیم آورد.باشند را بهو سوم می

 سه و مختصاتهند 2-3

ای مدرج تابعی استوانه. یک پوسته شودمشاهده میمورد مطالعه  از هندسه مدل ( نمایی3-1در شکل )

موجود است. یک لایه حسگر با ضخامت  Rبا شعاع  hو ضخامت  Lبه طول 
s

h را آن 6سطح درونی

پوشانده است و یک لایه عملگر با ضخامت 
a

h پوسته  8سطح میانی را احاطه کرده است. 7سطح بیرونی

/از محور تقارن پوسته و به فاصله  Rدر شعاع  2h  .از سطح درونی و بیرونی لایه مدرج تابعی قرار دارد

)سیستم مختصات متعامد  , , )x z در سطح میانی پوسته قرار دارد. 

                                                           
1 Governing Equations 
2 Negative Velocity Feedback Control Law 
3 Parametric and External Excitations 
4 Galerkin Method 
5 Static Condensation Method 
6 Inner Surface 
7 Outer Surface 
8 Mid-Surface 
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 ای چند لایه( هندسه و سیستم مختصات پوسته استوانه3-1شکل )

 جاییجابه-روابط کرنش 3-3

ی دلخواه از پوسته جایی سه بعدی هر نقطههای جابهمؤلفه
1

u ،
1

v  و
1

w ترتیب در راستای بهx ،  و

z براساس تئوری 1جایی سطح میانی با استفاده از بسط تیلورهای مختصات و جابهبر حسب مؤلفه ،

 :[5] شوندبیان می (3-1رابطه )صورت تغییر شکل برشی مرتبه اول به

1

1

1

( , , , ) ( , , ) ( , , )

( , , , ) ( , , ) ( , , )

( , , , ) ( , , )

x
u x z t u x t z x t

v x z t v x t z x t

w x z t w x t



   

   

 

 

 



 (1-3) 

از سطح میانی ضخامت پوسته و  2ی شعاعیفاصله z ،(1-3)ی در رابطه
x

  و


 های ترتیب مؤلفهبه

 هستند. و  xی میانی حول محور چرخش بردار نرمال صفحه

های ، مؤلفهغیرخطی فون کارمن گرفتن جملات به اول و با در نظربر مبنای تئوری تغییر شکل برشی مرت

شود که فرضیات غیرخطی هندسی فون کارمن شامل موارد بیان می( 3-2)کرنش به صورت رابطه بردار 

 :[5] باشدزیر می

                                                           
1 Taylor Expansion 
2 Radial Displacement 
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جایی در جهت عرضی ی که به جابهجایی فقط آن دسته از جملاتجابه-. در روابط کرنش1

 شود.نظر میغیرخطی صرف جملات ماند و از دیگر، باقی میاندوابسته

ها حول ها نسبت به سطح مرجع پوسته تغییر شکل نیافته، ناچیز بوده و چرخش.چرخش2

 پوشی است.بردارهای عمود بر سطح مرجع قابل چشم

2
1

2
x

u w

x x


  
   
  

 
1

z

w

R
  




 


 

(2-3) 

2
1 1 1

2

v w
w

R R


 

    
     

    
 x

x
x








 

1 1
x

v u w w

x R R x


 

   
  
   

 
1

R













 

xz x

w

x
 


 


 

1 x
x

x R




 




 
 

 
 

 است. ، به صورت یک بردار غیرخطیغیرخطی فون کارمن کرنش با لحاظ کردن جملات بردارکه 

 روابط لایه مدرج تابعی 4-3

 [:5شود ]به شکل ماتریسی بیان می( 3-3)به صورت رابطه باتوجه به قانون هوک کرنش -رابطه تنش

 e eC z  (3-3) 

که در رابطه 
e ها، تنش بردار eC z ها و ماتریس سفتی ها هستندکرنش بردار. 

T
e e e e e

e x x z xz           (4-3) 

 
T

x x z xz        (5-3) 
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 

11 12

21 22

66

44

55

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

e

Q Q

Q Q

C z Q

Q

Q

 
 
 
 
 
 
  

 (6-3) 

 هستند:( 7-3)مؤثر برای لایه مدرج تابعی به صورت رابطه  1ضرایب الاستیسیته

11 11Q C  12 12 /Q C A  66 66 /Q C A  

44 44GQ C  (3-7)  

21 21Q C  22 22 /Q C A  55 55 /GQ C A  

1که  /A z R  5 2و فاکتور تصحیح برشی / 6G  ( 8-3). ضرایب سفتی از رابطه است

 آیند:دست میبه

11 21

e

e

E
C





 12 21

e e

e

E
C







 

44 55 66
2(1 )

e

e

E
C C C


  


 (8-3) 

21 21

e e

e

E
C







 22 21

e

e

E
C





 

ز قانون نمایی ادر لایه مدرج تابعی، مدول الاستیسیته )مدول یانگ(، ضریب پوآسون و چگالی با استفاده 

 [:51] دست آمده استبه( 3-9طبق روابط )

 

 

 

1
1 exp

2

1
1 exp

2

1
1 exp

2

e m c c

e m c c

e m c c

z
E E E E

h

z

h

z

h

   

   







   
             

   
             

   
             

 (9-3) 

                                                           
1 Elasticity Coefficient 
2 Shear Correction Factor 
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نسبت کسر  چگالی و  ضریب پوآسون،  مدول الاستیسیته )مدول یانگ(،  E، (9-3)در رابطه 

مربوط به خواص  cمربوط به خواص فلز، اندیس  mباشند. اندیس حجمی بین فلز و سرامیک می

 خواص مؤثر ماده مدرج تابعی هستند. eسرامیک و اندیس 

 شوند:عنوان می زیرتنش با نیروهای درون صفحه و گشتاورهای خارج صفحه طبق رابطه  برداربین  رابطه

   

   

/2

/2

/2

/2

h
T T

x x x x

h

h
T T

x x x x

h

N N N dz

M M M zdz

   

   

  

  













 (10-3) 

،  (10-3) که در رابطه
xN ،N  و

xN  های نیروی منتجه درون صفحه و مؤلفه
xM ،M  و

xM  توان ، می(10-3)در رابطه ( 3-3)با جایگذاری رابطه  های گشتاور خمشی و پیچشی هستند.مؤلفه

 دست آورد:ی بین نیرو و گشتاور را بهرابطه

11 12 11 12

21 22 21 22

66 66

11 12 11 12

21 22 21 22

66 66

0 0

0 0

0 0 0 0

0 0

0 0

0 0 0 0

x x

xx

xx

xx

N A A B B

N A A B B

A BN

B B D DM

B B D DM

B DM

 



















     
     
     
        

     
    
    
    
         

 
(11-3) 

44

55

0

0

x xz

z

Q E

Q E 





     
    

     
 

ijA ،
ijB ،

ijD  و
kkE  برای, 1, 2,6i j   4,5وk  های ماتریس سفتی بوده که مقادیری مؤلفه

 آیند:دست میبه( 3-12)از رابطه باشند که ثابت بر حسب خواص مکانیکی و هندسی می
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   22

2

, , 1, ,
h

hij ij ij ijA B D Q z z dz


  

(12-3) 

2
44 55

2

h

hE Q dz


  2
55 44

2

h

hE Q dz


  

 های پیزوالکتریکیهروابط لا 5-3

ی پیزوالکتریک بیان رختاو حسگر روابط بین متغیرهای میدانی توسط معادلات سا های عملگربرای لایه

 :[31] شودمی

i i i iC e E   (13-3) 

T

i i i iD e E   (14-3) 

i a عملگر و  برای لایهi s .برای لایه حسگر است 

 : اندمشخص شده( 16-3( و )15-3)ترتیب در روابط به 2های الکتریکیجاییو جابه1الکتریکیمیدان 

T
i i i

i x zE E E E
    (15-3) 

T
i i i

i x zD D D D
    (16-3) 

که 
iE  بردار میدان الکتریکی و

iD [31] جایی الکتریکی هستندبردار جابه. 

الکتریک مؤثر یافته، ثابت پیزوالکتریک مؤثر و ثابت دیهای کاهشسفتی-در صفحههای کرنش ماتریس

 :[31] اندشده تعریف( 3-19( و )3-18(، )3-17)به ترتیب در روابط 

                                                           
1 Electric Field 
2 Electric Displacement 
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11 12

12 22

66

44

55

0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

i i

e e

i i

e e

i
i e

i

e

i

e

Q Q

Q Q

C Q

Q

Q

 
 
 
 
 
 
 
 

 (17-3) 

31

32

24

15

0 0

0 0

0 0 0

0 0

0 0

i

e

i

e

i

i

e

i

e

e

e

e

e

e

 
 
 
 
 
 
 
 

 (18-3) 

11

22

33

0 0

0 0

0 0

i

e

i

i e

i

e



 



 
 

  
 
 

 (19-3) 

i که a عملگر و  برای لایهi s  اند.در ضمیمه بیان شدهبالا برای لایه حسگر است و مقادیر روابط 

ضخامت است. بردارهای میدان الکتریکی ریک منطبق با جهت تدار کردن لایه پیزوالکجهت قطب

 آیند:دست میبه 1های الکتریکیاز منفی گرادیان پتانسیل( 20-3)های عملگر و حسگر طبق رابطه لایه

a a

s s

E

E





   
    

   
 (20-3) 

ای یک توزیع مربعی لایهی عملگر با در نظر گرفتن هر دو اثر مستقیم و معکوس پیزوالکتریک برای لایه

از پتانسیل الکتریکی 
a [:52] استمشخص شده( 21-3)وسیله رابطه به 

   
2

22 , , , ,
2

a a
a a a

a

z h
U x t z x t

h
   

  
    

   

 (21-3) 

  / 2a az z h h   (22-3) 

                                                           
1 Electric Potentials 
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(،21-3)رابطه  که در , ,U x t  پتانسیل الکتریکی اعمالی و
a است  1ایمیدان الکتریکی صفحه

(، 22-3) شود و در رابطهکه با تغییر شکل لایه عملگر القا می
az صفحه  مختصات ضخامت نسبت به

( پتانسیل الکتریکی اعمالی تحت قانون 3-21همچنین در رابطه ) عملگر مشخص شده است. میانی لایه

 [:53شود ]تعریف می Gبا بهره کنترلی  (23-3صورت رابطه )بهترل فیدبک سرعت منفی کن

   , , , ,sU x t G x t     (3-23)  

رابطه  با توجه به .توان به عنوان حسگر در نظر گرفتصفر باشد، لایه پیزوالکتریک را می Uکه زمانی

، پتانسیل الکتریکی (3-12)
s  شود که توسط رابطه در لایه سنسور القا میبا تغییر شکل الاستیک

 آید:دست میبه( 24-3)

 
2

2 , ,
2

s
s s s

h
z x t  
  

   
   

 (24-3) 

  / 2s sz z h h   (25-3) 

 (42-3) در رابطه
s و در  شودای است که با تغییر شکل لایه حسگر القا میمیدان الکتریکی صفحه

 ،(52-3)رابطه 
sz است.مختصات ضخامت نسبت به صفحه میانی لایه حسگر بیان شده 

به بر اساس خواص ساختاری عملگر و حسگر های پیزوالکتریک های نیرویی و گشتاوری لایهمنتجه

 [:31] شوندحاصل می( 3-26)صورت رابطه 

                                                           
1 In-plane Electric Field 
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h
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h
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e z z dz e z z dz

e U
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h x x

 

 
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



 

 



   
   

   
   
   

   
   

    
   
   


 

 



 



 

2

2
15

2

2 2
24 24

2 2

2
24

2

( )

2 ( )

( )

a

s

a a

s

h
h

h

s s
he s

h

h h
h h

P a aa a a
h he e

a

h

s s s
he

h

e P z
x

z P zU
Q e dz e dz

R z h R z

P z
e dz

R z







 









 

 



 







 

   




 





 


 

(26-3) 

)، رابطه زیردر  و )aP z  و( )sP z ( برای لایه62-3موجود در رابطه ) اند:بیان شده حسگر و عملگر 

2

2

2

2

( )
2

( )
2

a
a a

s
s s

h
P z z

h
P z z

 
   

 

 
   

 

 (27-3) 

 معادله حرکت 6-3

 1های پیزوالکتریک شامل عملگر و حسگر تحت تحریک شعاعیای مدرج تابعی با لایهپوسته استوانه

متغیر با زمان و مکان  , ,q x t متغیر با زمان متناوب  2و بار محوری
aN  با ( 82-3)طبق رابطه

 باشد:علامت منفی در جهت فشاری می

                                                           
1 Radial Excitation 
2 Axial Load 
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0 cosa dN N N Pt  (28-3) 

در این رابطه 
0N و تحریک پارامتریک ثابت  مقدار

dN با فرکانس  ضریب ثابت برای قسمت متناوب

 باشد.می Pپارامتریک 

 آیند:دست میبه( 3-29)از رابطه  سیستماین بر اساس اصل هامیلتون، معادلات حرکت 

 
0

0
t

NK H V dt     (29-3) 

های مدرج تابعی، عملگر و حسگر هستند و انرژی پتانسیل لایه Hانرژی جنبشی و Kکه 
NV  انرژی

 [.54-57] پتانسیل بار محوری است

 آیند:دست میبهمعادلات تعادل شارژ  وحاکم بر سیستم  معادلات حرکتزیر  بق روابطط

   
 

 

0 0 0

1 1 1

1
:

P P

x x x x a s

a s

x

N N N N
u I I I u

x R

I I I

 






   
   

 

  

 (30-3) 

  

   
 

   
2

0 0 0 0 1 1 12

1 1
:

( cos )

P P

x x P

a s a s

d

N N N N
v Q Q

R x R

N N Pt I I I v I I I
x

   

 









   
  

 


       



 (31-3) 

  

   
 

 

2

0 2

0 0 0

1 1
:

( cos ) ( , , , , , , ) ( , , )

P P

x x P

d x a s

a s

Q Q Q Q
w N N

R x R

w
N N Pt u v w q x t

x

I I I w

 

 






     

   
  

 


   



  

 
(32-3) 
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   
 

   1 1 1 2 2 2

1
:

P P

x x x x P

x x x

a s a s

x

M M M M
Q Q

x R

I I I u I I I

 






   
  

 

     

 (33-3) 

  

   
 

   1 1 1 2 2 2

1
:

P P

x x P

a s a s

M M M M
Q Q

R x

I I I v I I I

   

  








   
  

 

     

 (34-3) 

  

 : 0a a a a a a

a x x z z
V

D E D E D E dV       (35-3) 

  

 : 0s s s s s s

s x x z z
V

D E D E D E dV       (36-3) 

)که در این روابط،  , , , , , , )x a su v w      های غیرخطی فون غیرخطی ناشی از کرنش جمله

گر روابط در این رابطه نشان Pکه بالانویس  است( به آن پرداخته شده73-3)کارمن است و در رابطه 

ترتیب در روابط مدرج تابعی، عملگر و حسگر به هایاینرسی مربوط به لایه جملات. پیزوالکتریک است

 تشریح گردیده است:( 3-40( و )39-3(، )38-3)

 

   

 

2

( , , , , , , )

1 1

1

P

x a s x x

P P

x x

P

x x

w
u v w N N

x x

w w
N N N N

R R x

w
N N

R x



   

 

    

  



  
    

      
            

  
    

 (37-3) 

  

   
/2

2

0 1 2
/2

, , ( ) 1, ,
h

e
h

I I I z z z dz


  (38-3) 
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   
/2

2

0 1 2
/2

, , 1, ,
ah h

a a a

a
h

I I I z z dz


  (39-3) 

   
/2

2

0 1 2
/2

, , 1, ,
s

h
s s s

s
h h

I I I z z dz


 
  (40-3) 

مرتبط  zو  x ،های های پوسته در جهتجاییطور کلی، کار انجام شده توسط بار محوری با جابهبه

و بار محوری در روابط  [59]شود جایی محوری نادیده گرفته میجابه اثر اینرسیدر اینجا  [.58]است 

فته شود، بار نادیده گر محیطیهای محوری و جاییشود. اگر نقش جابهظاهر می( 3-32( و )31-3)

 [.55شود ]( ظاهر می3-32ر رابطه )محوری فقط د

معادلات غیرخطی  ،ابط ساختاری پیزوالکتریکوها و رجایی، منتجهجابه-روابط کرنش با درنظر گرفتن

جایی جابه معادلات تعادل شارژ شامل جملات حرکت و , , , ,xu v w    و پتانسیل الکتریکی

 ,a s   ،شوند:مشخص می( 74-3( تا )14-3) هم و اپراتوریکوپل به به صورت روابطهستند 

   
11 12 13 14 15 16 17 1

18 19 0 0 0 1 1 1

x a s U

a s a s

x x

L u L v L w L L L L L U
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

   



      

        
 (41-3) 
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(42-3) 
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(43-3) 
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   
41 42 43 44 45 46 47 4

48 49 1 1 1 2 2 2

x a s U

a s a s

x x

L u L v L w L L L L L U

w L w w L w I I I u I I I





   



      

        
 (44-3) 

  

   
51 52 53 54 55 56 57 5

58 59 1 1 1 2 2 2

x a s U

a s a s

x

L u L v L w L L L L L U

w L w w L w I I I v I I I



 
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

      

        
 (45-3) 

  

61 62 63 64 65 66 6 0a

x a UL u L v L w L L L L U p          (46-3) 

  

71 72 73 74 75 77 7 0s

x s UL u L v L w L L L L U p          (47-3) 

همچنین  اند.در ضمیمه آورده شدهاند، که تعریف شده ijLاپراتورهای  تر شده ظاهر روابط،به منظور ساده

(، 54-3( تا )14-3در روابط )
x

w
w

x


 


و  

w
w




 


 باشند.می 

 روش گالرکین اعمال 7-3

0xدر  2گاه سادهتکیه 1شرایط مرزیبا در نظر گرفتن    وx L [4060و] روش برای سیستم ،

ای روش به گونهاین . شودجایی استفاده میهای جابهبرای از بین بردن بخش مکانی مختصهگالرکین 

جایی جابه جملاتها صدق کند. جاییجابه بسطباید مورد استفاده قرار بگیرد که شرایط مرزی در 

 , , , , ,x a su v     جایی جابه شکل خطی و جملهبه w شکل غیرخطی در نظر گرفته به

 :خواهد شداستفاده  روشاین اعمال برای ( 3-49و )( 3-48) ابطوراز بنابراین  [.55] خواهند شد

   
1 1

( , , ) ( )sin cos
M N

mn m

m n

q x t q t x n  
 

 (48-3)  

                                                           
1 Boundary Conditions 
2 Simpliy Supported 
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   

   
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     

   

1 1

1 1

1 1

1 1

2

1 1 1

1 1

( )cos cos

( )sin sin

( )cos cos

( )sin sin

( )
( )sin cos sin

2

( )sin cos

M N

mn m

m n

M N

mn m

m n

M N

x xmn m

m n

M N

mn m

m n

M N M
mn

mn m m

m n m

M N

a amn m

m n

u u t x n

v v t x n

t x n

t x n

w t
w w t x n x

R

t x n

 

 

 

   

   

  

   

 

 

 

 

  

 









 











 



   
1 1

( )sin cos
M N

s smn m

m n

t x n   
 





 

(49-3) 

اعمال نیز ( 3-23)و قانون کنترلی جایگذاری ( 3-47( تا )3-41)در روابط را  (3-49( و )3-48)روابط 

 دست آیند:گالرکین بها انجام روش ب( 3-56( تا )3-50تا روابط ) شودمی

   

11 12 13 14

15 16 17 18

0 0 0 1 1 1
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( ) ( ) ( ) ( )
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I I I u t I I I

 

  
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  

   

 
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 

( )t

 (50-3) 

  

 

21 221 0 222

23 24 25 26

27 28
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
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xmn mn mn amn

mn mn ijkl
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I I I
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  



   





 1 1 1( ) ( )a s

mn mnv t I I I t  

 
(51-3) 
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31 32

331 0 332 34

35 36 37 38

2

3

( ) ( )

( cos ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

mn mn

mn mn

mn mn mn

d mn xmn

mn mn mn mn

mn amn smn smn

ijkl ijkl

lmn ij kl mn ij kl

ijkl ijkl
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H u t H v t
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H w t u t H w t v t
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

   



     

   

 



 

 

4

5 6

7 8

9

0 0 0

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) (

ijkl

mn ij xkl

kl ijkl

ijkl ijkl

mn ij kl mn ij akl

ijkl ijkl

ijkl ijkl

mn ij skl mn ij skl

ijkl ijkl

ijklpq

mn ij kl pq
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H w t t

H w t t H w t t

H w t t H w t t

H w t w t w t

q t I I I w t





 

 



 

 



   

 

 

 


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(52-3) 

  

   

41 42 43 44

45 46 47 48

1 1 1 2 2 2
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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mn mn xmn mn
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I I I u t I I I



 
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  



  
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 
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 

( )mn t

 (53-3) 

  

   

51 52 53 54

55 56 57 58

1 1 1 2 2 2
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

 



 

  



  

   

 

      

 

( )mn t

 (54-3) 
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61 62 63 64

65 66 68

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 0

mn mn mn mn

mn mn xmn mn

mn mn mn

mn amn smn

H u t H v t H t H t

H w t H t H t

 

 

  

   
 (55-3) 

  

71 72 73 74

75 77

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) 0

mn mn mn mn

mn mn xmn mn

mn mn

mn smn

H u t H v t H t H t

H w t H t

 



  

  
 (56-3) 

)ضرایب  ،بالاکه در روابط  )mnu t ،( )mnv t ،( )mnw t ،( )xmn t ،( )mn t ،( )amn t  و

( )smn t توان باتوجه به اپراتورهای ها را میمتغیرهای وابسته به زمانی هستند که ضرایب آنijL  و

)غیرخطی  جمله , , , , , , )x a su v w      روابط زیر ، (65-3( و )55-3)از روابط  دست آورد.به

 آید:میدست به[ 31]ضرایب فوریه پتانسیل الکتریکی القایی موسوم به 

71 72 73

77

74 75

1
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

mn mn mn

smn mn mn xmnmn

mn mn

mn mn

t H u t H v t H t
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  

 (57-3) 

61 62 63

66

68
64 71 72

66 77

73 74 75

1
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

mn mn mn

amn mn mn xmnmn

mn
mn mn mn

mn mn mnmn mn

mn mn mn

xmn mn mn

t H u t H v t H t
H
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H t H u t H v t

H H

H t H t H w t





 



 

   

     

   

 
(58-3) 

دیفرانسیلی معمولی لات حاکم ، معاد(3-54( تا )3-50)در روابط ( 3-58( و )3-57)با جایگذاری روابط 

 د:آیندست میبههم زیر غیرخطی کوپل به
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11 12 13 14

15
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mn xmn d mn
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 (3-59)  
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 
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mn d mn xmn
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
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 (3-60)  
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(3-61)  
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 (3-62)  
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 (3-63)  

 معادله حرکت حاکم 8-3

)جایی های جابهبرای حذف مختصهبا توجه به روش چگالش استاتیک  )mnu t ،( )mnv t ،( )xmn t 

)و  )mn t را بدون در نظر گرفتن ( 36-3( و )26-3(، )60-3(، )95-3)، معادلات موجود در روابط

 :[5] های رابطه نوشتصورت ماتریستوان بهها میآن هایها و شتابسرعت

11 12 13 14 15

21 221 222 0 23 24 25
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 (64-3) 

)با توجه به متغیرهای وابسته به زمان  ،(46-3)با حل رابطه  )mnu t ،( )mnv t ،( )xmn t  و( )mn t 

)برحسب  )mnw t ها و جایگذاری به جای جملات سرعت و شتاب از آن گیری زمانیو سپس مشتق

 کرد: این معادلات را به شکل زیر توصیف توانمی ،(3-63( و )3-62(، )3-60(، )3-59)روابط  ها درآن
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 حذف با تکرار روش چگالش استاتیک برای
mnu ،

mnv ،
xmn  و

mn بطه را در را (3-65)، حل رابطه

کاهش یفرانسیل معمولی غیرخطی دبه معادله  (3-63( تا )3-59)جایگذاری نموده تا روابط ( 61-3)

)برحسب  (66-3)ای به صورت رابطه یافته )mnw t .درآیند 

 

   
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 


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(66-3) 

,1که برای  ,m M    1و, ,n N   ،
mnM 1یافتهجرم تعمیم  ،

mnD 2یافتهتعمیم میرایی ،

mnoK استاتیک بار محوری،  بخشمربوط به  3یافتهسفتی تعمیم
mndK یافته مربوط به سفتی تعمیم

2متناوب بار محوری،  بخش

ijkl

mnC 3و  4سفتی غیرخطی مرتبه دوم

ijklpq

mnC 5سفتی غیرخطی مرتبه سوم 

 باشد.می

)خارجی شعاعی تحریک  )mnq t  شودگرفته میدرنظر ( 76-3)تناوبی رابطه  شکلنیز به. 

( ) cosmn mnq t F t  (67-3) 

2 2
mn mn m mnF A h   (68-3) 

 [.50کار رفته است ]عاعی خارجی بهدست آوردن دامنه تحریک ش( برای به3-68رابطه )

)برای دو مود طبیعی ( 68-3) و( 3-67( با درنظر گرفتن رابطه )3-66رابطه ) , )m n  و( , )i j 

مود در هر دو معادله حرکت دیده  شود که وابستگی دوتعریف می (3-70( و )3-69صورت روابط )به

 شود.می

                                                           
1 Generalized Mass 
2 Generalized Damping 
3 Generilized Stiffness 
4 Quadratic Stiffness Nonlinearity 
5 Cubic Stiffness Nonlinearity 
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2 2
2 2 2

3 2
3 3

2 3
3 3

( ) ( ) cos ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) cos

mn mn mn mn mno mnmnd

mnij ijijmnmn
mn mn ij ijmn mn mn

mnmnijmnmnmn
mn mn ijmn mn

mnijmn ijijij
mn mnij ijmn mn

M w t D w t K Pt K w t

C w t C w t w t C w t

C w t C w t w t

C w t w t C w t F t

 
  

   

  

 

   

 (3-96)  

2 2
2 2 2

3 2
3 3

2 3
3 3

( ) ( ) cos ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) cos

ij ij ij ij ijo ijijd

mnij ijijmnmn
mn mn ij ijij ij ij

mnmnijmnmnmn
mn mn ijij ij

mnijmn ijijij
mnij ij ijij ij

M w t D w t K Pt K w t

C w t C w t w t C w t

C w t C w t w t

C w t w t C w t F t

 
  

   

  

 

   

 (3-70)  

 بندیجمع 9-3

یک سیستم دو درجه آزادی شامل صورت ای برای دو مود بهدر این فصل معادله حرکت پوسته استوانه

در  دست آورده شد.هم باتوجه به روابط مطرح شده، بهدو معادله دیفرانسیل معمولی غیرخطی کوپل به

های چندگانه از تئوری اغتشاشات به تحلیل رزونانسی این سیستم فصل بعدی با استفاده روش مقیاس

 پرداخته خواهد شد.

 است.انجام شده Mapleافزار محاسبات انجام شده در این فصل توسط نرم
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 فصل چهارم:

 ارتعاشات غیرخطی
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 مقدمه 1-4

( 3-69( و )3-68)ابط وچندگانه از تئوری اغشاشات به حل رهای در این فصل باتوجه به روش مقیاس

شامل دوم و سوم و همچنین  مرتبه های غیرخطیسفتیکه دو معادله دیفرانسیل کوپل به هم و شامل 

 [.16پردازیم ]باشند، میمی میرایی عبارت

 های چندگانهروش مقیاس 2-4

بیعی با مختصات تعمیم یافته دهد که دو مود طگونه رخ میدر این سیستم، ارتعاش به
1

X  و
2

X  که

 1 1 1
, ,mnX w m m n n    و 2 2 2

, ,mnX w m m n n   باشند، برانگیخته می

. مود [52] شوند و بر سایر مودهای طبیعی تسلط دارندمی 1 1
,m n  و با فرکانس اساسی

1
  و مود

 2 2
,m n  با فرکانس طبیعی

2
 طی دو درجه آزادی در معرض . حال سیستم غیرخهستند مرتبط

 دست آورد:به( 4-2( و )4-1)توان طبق روابط پارامتریک و خارجی را می هایتحریک

 

 
 

2 2
1 10 1 1 1 11 1

2 2
12 1 13 1 2 14 2

2 3 2 2 3 2
15 1 16 1 2 17 1 2 18 2 1

2 cos

cos

X c X X c Pt X

c X c X X c X

c X c X X c X X c X t

  



 

  

  

      

 (1-4) 

 

 
 

2 2
2 20 2 2 2 21 2

2 2
22 1 23 1 2 24 2

2 3 2 2 3 2
25 1 26 1 2 27 1 2 28 2 2

2 cos

cos

X c X X c Pt X

c X c X X c X

c X c X X c X X c X t

  



 

  

  

      

 (2-4) 

که مربوط به تحریک خارجی شعاعی است، ( 2-4( و )1-4)در سمت راست روابط 
2

mn
i

F


   برای

( 1,2)i   [50] استمنظور شده. P  و پارامتریک و  هایهای تحریکترتیب فرکانسهم به

)ها که ijc خارجی هستند. 1,2)i   و( 0,1,...,8)j  ،( به 70-3( و )69-3ضرایبی از روابط )
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2 صورت
10

/ 2mn mnD Mc ، 
11

/ mnmnd
K Mc ، 

12 2
/mnmn

mnmn
C Mc ، 

13 2
/mnij

mnmn
C Mc ، 

14 2
/ijij

mnmn
C Mc ، 2

15 3
/mnmnmn

mnmn
C Mc ، 

2
16 3

/mnmnij
mnmn

C Mc ، 2
17 3

/mnijij
mnmn

C Mc ، 2
18 3

/ijijij
mnmn

C Mc ، 

2
20

/ 2ij ijD Mc  ،
21

/ ijijd
K Mc  ،

22 2
/mnmn

ijij
C Mc  ،

23 2
/mnij

ijij
C Mc 

 ،
24 2

/ijij
ijij

C Mc  ،2
25 3

/mnmnmn
ijij

C Mc  2
26 3

/mnmnij
ijij

C Mc  ،

2
27 3

/mnijij
ijij

C Mc  ،2
28 3

/ijijij
ijij

C Mc  باشندمی .  کوچک است یپارامتر اغتشاشیک. 

)برای  iهای طبیعی فرکانس , , 1,2)i im m n n i   گردند:محاسبه می زیرصورت رابطه به 

 2
0 1 2

( ) / , ,mno o mni K N M I I I  (3-4) 

)های چندگانه ، باتوجه به روش مقیاس )iX t ( 1,2)i   با درنظر گرفتن سه جمله اول از بسط زیر

 آید:درمی( 4-4)به صورت رابطه  های صفر، یک و دو از شامل مرتبه

2 3
0 0 1 2 1 0 1 2 2 0 1 2

( ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( )i i i i
X t X T T T X T T T X T T T O      (4-4) 

که 
0

T t ،
1

T t  2و
2

T t باشند.می 

 ند:هستصورت زیر های سریع و آهسته بهصورت عبارتهای زمانی بهزمانی باتوجه به مقیاس هایمشتق

2
0 1 2

d
D D D

dt
    (5-4) 

 
2

2 2 2
0 0 1 1 0 22

2 2
d

D D D D D D
dt

     (6-4) 

که 
0 0

/D T  ،
1 1

/D T   و
2 2

/D T  .است 

برای ، ، و جداسازی هر مرتبه از (2-4( و )1-4)در روابط ( 6-4( و )5-4(، )4-4)با جایگذاری روابط 

روابطی در این روش حل از  آید.دست میبه( 4-12( تا )4-7)روابط و هر دو مود در نظر گرفته شده 

 .باشدها نمینیازی به حل معادلات مربوط به آن ونظر شده صرفاست،  بالاتر از دو  مرتبهکه شامل 
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 داریم: برای مرتبه صفر از 

 2 2
0 1 10

0D X  (7-4) 

 2 2
0 2 20

0D X  (8-4) 

 داریم: برای مرتبه یک از 

 
 0

2 2 2 2
0 1 11 0 1 10 12 10 13 10 20 14 20

11 10

2

cos

D X D D X c X c X X c X

c PT X

    


 (9-4) 

 
 0

2 2 2 2
0 2 21 0 1 20 22 10 23 10 20 24 20

21 20

2

cos

D X D D X c X c X X c X

c PT X

    


 (10-4) 

 داریم: و برای مرتبه دو از 

 

 0 0

2 2
0 1 12 10 0 10 0 1 11 0 2 10

2
1 10 12 10 11 13 10 21 13 11 20

3 2 2 3
14 20 21 15 10 16 10 20 17 10 20 18 20

11 11 1

2 2 2

2

2

cos cos

D X c D X D D X D D X

D X c X X c X X c X X

c X X c X c X X c X X c X

c PT X T

   

   

    

  

 (11-4) 

 

 0 0

2 2
0 2 22 20 0 20 0 1 21 0 2 20

2
1 20 22 10 11 23 10 21 23 11 20

3 2 2 3
24 20 21 25 10 26 10 20 27 10 20 28 20

21 21 2

2 2 2

2

2

cos cos

D X c D X D D X D D X

D X c X X c X X c X X

c X X c X c X X c X X c X

c PT X T

   

   

    

  

 (12-4) 

 

 باشد:می( 4-13)به شکل رابطه ( 4-8( و )4-7)حل عمومی روابط 

       1 2 0 1 2 00
, exp , expi ik k k

X A T T i T A T T i T    (13-4) 
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)برای  1,2)k   که
k

A  هستند و ها توابع مجهولی
k

A  مختلط مزدوج تابع
k

A .است 

 داریم: از مرتبه اول ( 10-4) و( 9-4)در روابط ( 13-4)با جایگذاری رابطه 

   

 

     

  

     

2 2
0 1 11 1 1 1 1 0

2
12 1 1 0 1 1

13 1 2 1 2 0 1 2 1 2 0

2
14 2 2 0 2 2

11 1 1 0 1 0

2 exp

exp 2

exp exp

exp 2

1
exp exp

2

D X i D A i T

c A i T A A

c A A i T A A i T

c A i T A A

c A i P T i P T cc

  



   



 

 
  

 
 
 

 
 
 

 

 

   

 

    

 (14-4) 

  

   

 

     

  

     

2 2
0 2 21 2 1 2 2 0

2
22 1 1 0 1 1

23 1 2 1 2 0 1 2 1 2 0

2
24 2 2 0 2 2

21 2 2 0 2 0

2 exp

exp 2

exp exp

exp 2

1
exp exp

2

D X i D A i T

c A i T A A

c A A i T A A i T

c A i T A A

c A i P T i P T cc

  



   



 

 
  

 
 
 

 
 
 

 

 

   

 

    

 (15-4) 

( 15-4( و )14-4)از روابط  1سکولار هایتبا حذف عبار بع مزدوج مختلط است.گر توانشان ccکه 

 آید:دست می، هر یک از روابط زیر به2های کرانداردست آوردن حلبرای به

1 1 2
( )A A T  1 1

0D A  
(16-4) 

2 2 2
( )A A T  1 2

0D A  

 دست آید:تواند به صورت زیر بهیم( 4-15( و )4-14)سپس حل روابط 

                                                           
1 Secular Terms 
2 Bounded Solutions 
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 

 
  

 
  

 

 
  

 
  

212
11 1 1 1 1 02

1

13 1 2
1 2 02

2
1 1 2

13 1 2
1 2 02

2
1 1 2

214
2 2 2 2 02

1

11 1
1 02

2
1 1

11 1
1 02

2
1 1

1
exp 2

3

exp

exp

1
exp 2

3

exp

2

exp

2

c
X A A A i T

c A A
i T

c A A
i T

c
A A A i T

c A
i P T

P

c A
i P T

P




 
  

 
  






 



 

 
 
  

 
 
  

 
 
  

 
 
  

  

 
 

 
 

  

 

 

  

 

cc
 

(17-4) 

 

 
  

 
  

 

 
  

 
  

222
21 1 1 1 1 02

2

23 1 2
1 2 02

2
2 1 2

23 1 2
1 2 02

2
2 1 2

224
2 2 2 2 02

2

21 2
2 02

2
2 2

21 2
2 02

2
2 2

1
exp 2

3

exp

exp

1
exp 2

3

exp

2

exp

2

c
X A A A i T

c A A
i T

c A A
i T

c
A A A i T

c A
i P T

P

c A
i P T

P




 
  

 
  






 



 

 
 
  

 
 
  

 
 
  

 
 
  

  

 
 

 
 

  

 

 

  

 

cc
 

(18-4) 
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روابط زیر ، (4-12( و )4-11)در روابط ( 4-18( و )4-17(، )4-13)به طور مشابه با جایگذاری روابط 

 آوریم:دست میبهرا 

     

   

   

   

    

    

    

2 2
0 1 12 11 1 1 2 2 1 0

12 1 1 2 2 2 0

13 1 1 2 2 1 0

14 1 1 2 2 2 0

15 1 1 2 2 2 1 0

16 1 1 2 2 1 2 0

17 1 1 2 2 1 2 0

18 1 1 2

, , , , exp

, , , exp

, , , exp 3

, , , exp 3

, , , exp 2

, , , exp 2

, , , exp 2

, , ,

D X G A A A A P i T

G A A A A i T

G A A A A i T

G A A A A i T

G A A A A i T

G A A A A i T

G A A A A i T

G A A A

 







 

 

 

 







 

 

 

     

   

 

2 2 1 0

19 1 1 2 2 0

110 1 1 2 2

exp 2

, , , exp

, , , ,

A i T

G A A A A i T

G A A A A P cc

 

 

  

(19-4) 

     

   

   

   

    
    
    

2 2
0 2 22 21 1 1 2 2 1 0

22 1 1 2 2 2 0

23 1 1 2 2 1 0

24 1 1 2 2 2 0

25 1 1 2 2 2 1 0

26 1 1 2 2 1 2 0

27 1 1 2 2 1 2 0

28 1 1

, , , , exp

, , , , exp

, , , exp 3

, , , exp 3

, , , exp 2

, , , exp 2

, , , exp 2

, ,

D X G A A A A P i T

G A A A A P i T

G A A A A i T

G A A A A i T

G A A A A i T

G A A A A i T

G A A A A i T

G A A A

 







 

 

 

 







 

 

 

     
   

 

2 2 2 1 0

29 1 1 2 2 0

210 1 1 2 2

, exp 2

, , , exp

, , , ,

A i T

G A A A A i T

G A A A A P cc

 

 

  

(20-4) 

)ها برای  ijGکه  1,2; 1,2,3, ,10)i j   اند.در ضمیمه آورده شده 
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تشدید همزمان  4-2-1
1

  و
2 1

3  

 1در این بخش تشدید اولیه
1

 2و تشدید داخلی 
2 1

3  باشد می 3که از نوع تشدید ثانویه

 4پارامترهای تنظیم با بدین منظور نزدیکی تشدیدهای مدنظر تجزیه و تحلیل خواهد شد.
1

  و
2

 

 شود:طبق روابط زیر تشریح می

(4-21)  2
1 1

     

(4-22)  2
2 1 2

3      

 ،هستند ( عبارات سکولار4-20( و )4-19در روابط ) ( جملاتی که4-22( و )4-21با استفاده از روابط )

 آیند.( در می4-24( و )4-23صورت روابط )شوند و بهتشخیص داده می

   

    
   

11 1 1 2 2 1 0

15 1 1 2 2 2 1 0

19 1 1 2 2 0

, , , , exp

, , , exp 2

, , , exp 0

G A A A A P i T

G A A A A i T

G A A A A i T



  

  

 (23-4) 

  

   

   

22 1 1 2 2 2 0

23 1 1 2 2 1 0

, , , , exp

, , , exp 3 0

G A A A A P i T

G A A A A i T



 
 (24-4) 

(، 24-4( و )23-4برای حل روابط )
k

A  و
k

A  برای( 1,2)k   شوند:زیر تعریف می 5قطبی شکلبه 

2 2

1
( )exp ( )

2k k k
A a T i T 

 
 (25-4) 

2 2

1
( )exp ( )

2k k k
A a T i T 

 
  (26-4) 

                                                           
1 Primary Resonance 
2 Internal Resonance 
3 Secondary Resonance 
4 Detuning Parameters 
5 Polar Form 
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که در این روابط 
k

a ها و
k

هستند که هر دو توابعی  2و فازها 1های حالت ماندگارها به ترتیب دامنه

بر حسب 
2

T ( 24-4( و )23-4( در روابط )26-4( و )25-4(، )22-4(، )21-4روابط ) باشند.می

 دست آیند:زیر بهشوند تا روابط جایگذاری می

3 2
1 1 1 1 1 10 1 1 11 1 12 1 2 13 1

2
14 1 2 2 15 1

exp exp 0

i a a ic a k a k a a k a

k a a i k i

   

 

      

  
 (27-4) 

3 2
2 2 2 2 2 20 2 2 21 2 22 1 2 23 2

3
24 1 2

exp( ) 0

i a a ic a k a k a a k a

k a i

   



      

  
 (28-4) 

)با  ijkکه در این روابط ضرایب  1,2; 1,2,3,4,5)i j  اند و تغییر در ضمیمه تشریح شده

متغیرهای اعمال شده 
1 1 1 2

T     و
2 2 2 2 1

3T       برای جداسازی جملات

( 4-30ه )( است. رابط4-27می رابطه )( قسمت موهو4-29رابطه ) .روندکار میحقیقی و موهومی به

( 4-31( است. رابطه )4-28می رابطه )( قسمت موهو4-31ه )( است. رابط4-27قسمت حقیقی رابطه )

 ( است.4-28قسمت حقیقی رابطه )

2 1514
1 10 1 1 2 2 1

1 1

sin sin
kk

a c a a a  
 

    (29-4) 

1 1

3 2 213 1511 12 14
1 1 1 1 2 1 1 2 2 1

1 1 1 1 1

cos cos

a

k kk k k
a a a a a a a



  
    

 

    
 (30-4) 

324
2 20 2 1 2

2

sin
k

a c a a 


   (31-4) 

2 1 2

3 2 32321 22 24
1 2 2 2 1 2 2 1 2

2 2 2 2

(3 )

(3 ) cos

a

kk k k
a a a a a a

 

  
   

  

    
 (32-4) 

                                                           
1 Stead-State Amplitudes 
2 Phases 
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0های حالت ماندگار دست آوردن پاسخبرای به
k k

a     1,2برایk  شود در نظر گرفته می

 ( ظاهر شوند.4-36( تا )4-33( به شکل روابط )4-32( تا )4-29های متناوب متناظر با روابط )تا پاسخ

2 1514
10 1 1 2 2 1

1 1

sin sin 0
kk

c a a a  
 

    (33-4) 

3 2 1311 12
1 1 1 1 2 1

1 1 1

2 1514
1 2 2 1

1 1

cos cos 0

kk k
a a a a a

kk
a a


  

 
 

  

  

 (34-4) 

324
20 2 1 2

2

sin 0
k

c a a 


   (35-4) 

3 2 2321 22
1 2 2 2 1 2 2

2 2 2

324
1 2

2

(3 )

cos 0

kk k
a a a a a

k
a

 
  




   

 

 (36-4) 

با حذف 
1

sin ،
1

cos ،
2

sin  و
2

cos ( 36-4( تا )33-4از روابط)  دو رابطه زیر حاصل

 شود:می

2 2 2
24 10 1 1 14 20 2 2

2 2 2
14 2 1 2 2 2 21 2 22 1 23

2 4 2 2 2 2 2 2 2
24 1 1 1 11 24 1 12 24 1 2 13 24 1 24 15 1

( )

[ (3 )

]

k c a k c a

k a k a k a k

k a k k a k k a a k k a k k a

 

   

 



    

    

 (37-4) 

  

2 2 2 2 2 2 2 6
20 2 2 2 1 2 21 2 22 1 23 2 24 1

( ) [( 3 ) ]c a k a k a k a k a         (38-4) 

های حالت ماندگار تشدیدهای همزمان پاسخاین دو رابطه جبری 
1

  و
2 1

3  .هستند 
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تشدید همزمان  4-2-2
2

  و
2 1

3  

در این بخش تشدید اولیه 
2

  و تشدید داخلی
2 1

3  باشد که از نوع تشدید ثانویه می

پارامترهای تنظیم  با بدین منظور نزدیکی تشدیدهای مدنظر تجزیه و تحلیل خواهد شد.
1

  و
2

 

 شود:طبق روابط زیر تشریح می

(39-4) 2
2 1 1

3     

(40-4) 2
2 2

    

عبارات سکولار هستند، ( 4-20( و )4-19( جملاتی که در روابط )4-40( و )4-39با استفاده از روابط )

 آیند.( در می4-42( و )4-41) صورت روابطشوند و بهتشخیص داده می

   

    
11 1 1 2 2 1 0

15 1 1 2 2 2 1 0

, , , , exp

, , , exp 2 0

G A A A A P i T

G A A A A i T



   
 (41-4) 

  

   

   

   

22 1 1 2 2 2 0

23 1 1 2 2 1 0

29 1 1 2 2 0

, , , , exp

, , , exp 3

, , , exp 0

G A A A A P i T

G A A A A i T

G A A A A i T





  

 (42-4) 

(، 42-4( و )41-4برای حل روابط )
k

A  و
k

A  ( تعریف 26-4( و )25-4روابط ) صورتبرای به

 شوند:( جایگذاری می4-42و ) (4-41( در روابط )4-26( و )4-25(، )4-40(، )4-39روابط ) شوند.می

3 2
1 1 1 1 1 10 1 1 11 1 12 1 2 13 1

2
14 1 2 2 15 1

exp exp 0

i a a ic a k a k a a k a

k a a i k i

   

 

      

  
 (43-4) 

3 2
2 2 2 2 2 20 2 2 21 2 22 1 2 23 2

3
24 1 2

exp( ) 0

i a a ic a k a k a a k a

k a i

   



      

  
 (44-4) 



 

66 

 

)با  ijkکه در این روابط ضرایب  1,2; 1,2,3,4,5)i j  اند و تغییر در ضمیمه تشریح شده

متغیرهای اعمال شده 
1 1 2 2 1

3T       و
2 2 2 2

T     برای جداسازی جملات

( 4-46( است. رابطه )4-43( قسمت موهومی رابطه )4-45رابطه ) روند.کار میموهومی بهحقیقی و 

( 4-48( است. رابطه )4-44( قسمت موهومی رابطه )4-47( است. رابطه )4-43قسمت حقیقی رابطه )

 ( است.4-44قسمت حقیقی رابطه )

214
1 10 1 1 2 1

1

sin
k

a c a a a 


   (45-4) 

1 1 2

3 2 21311 12 14
1 2 1 1 1 2 1 1 2 1

1 1 1 1

1 1
( )
3 3

1 1
)

3 3
( cos

a

kk k k
a a a a a a a

 

  
   





  

   
 (46-4) 

3 2524
2 20 2 1 1 2

2 2

sin sin
kk

a c a a  
 

    (47-4) 

2 2

3 2 323 2521 22 24
2 2 2 1 2 2 1 1 2

2 2 2 2 2

cos cos

a

k kk k k
a a a a a a



  
    

 

    
 (48-4) 

0های حالت ماندگار دست آوردن پاسخبرای به
k k

a     1,2برایk  شود در نظر گرفته می

 ( ظاهر شوند.4-52( تا )4-49( به شکل روابط )4-46( تا )4-45های متناوب متناظر با روابط )تا پاسخ

2 1514
1 1 1 2 2 1

1 1

sin sin 0
kk

a a a  
 

    (49-4) 

3 2 1311 12
1 2 1 1 1 2 1

1 1 1

214
1 2 1

1

1 1

3 3
( )

cos 0

kk k
a a a a a

k
a a

 
  




   

 

 (50-4) 
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3 2524
20 2 1 1 2

2 2

sin sin 0
kk

c a a  
 

    (51-4) 

3 2 2321 22
2 2 2 1 2 2

2 2 2

3 2524
1 1 2

2 2

cos cos 0

kk k
a a a a a

kk
a


  

 
 

  

  

 (52-4) 

با حذف 
1

sin ،
1

cos ،
2

sin  و
2

cos ( 52-4( تا )49-4از روابط)  دو رابطه زیر حاصل

 شود:می

2 2 2 2 2 2
10 1 1 1 2 1 11 1 12 1 13 1

2 4 2
14 1 2

1 1
( ) [ ( ) ]

3 3
c a k a k a k a

k a a

        


 (37-4) 

  

2 2 2
14 20 2 2 24 10 1 1

2 2
24 2 1 1 2 1 11 1 12 2 13

2 4 2 2 2 2 2 2 2
14 2 2 2 21 14 2 22 14 1 2 23 14 2 14 25 2

1 1

3 3

( )

[ (( ) )

]

k c a k c a

k a a k a k a k

k a k k a k k a a k k a k k a

 

  

 

   



 

    

 (38-4) 

تشدیدهای همزمان های حالت ماندگار این دو رابطه جبری پاسخ
2

  و
2 1

3  .هستند 

 بندیجمع 3-4

های چندگانه بر روی معادلات حرکت سیستم که دو درجه آزادی در این فصل با اعمال روش مقیاس

باشد، پرداخته شد و در انتها هم میغیرخطی کوپل بهبوده و شامل دو معادله دیفرانسیل معمولی 

دست آمد که در فصل پنجم به تأثیر پارامترهای مختلف سیستم بر ت جبری پاسخ فرکانسی بهمعادلا

 پرداخته خواهد شد.و تشخیص رفتار سیستم ها روی آن

 است.انجام شده Mapleافزار محاسبات انجام شده در این فصل توسط نرم
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 پنجم:فصل 

 نتایج
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 کار رفته در سیستممشخصات مواد و هندسه به 1-5

2.0Lای به طول در پژوهش حاضر استوانه m 0.8، شعاع تا صفحه میانیR m ضخامت لایه مدرج ،

0.02hتابعی  m 0.001 عملگر، ضخامت لایهah m  0.001و ضخامت لایه حسگرsh m  جهت

 بررسی این پژوهش در نظر گرفته شده است.

ای بر حسب خواص فلز مورد استفاده در لایه ( بر اساس رابطه3-27نیروی محوری متناوب در رابطه )

 [:5شود ]مدرج تابعی طبق روابط زیر تعیین می

0 0.2 crN N  (1-5) 

0.2d crN N (2-5) 

 

2

1

2 23 1

m
cr

m

E h
N

R 



 
 

 (3-5) 

 باشد.گر نیروی بحرانی کمانش مینشان crN(، 5-3که در رابطه )

0.01به منظور تحلیل ارتعاشات غیرخطی این سیستم از پارامتر کوچک اغتشاشی   و دامنه تحریک 

 ( استفاده شده است.5-4خارجی به صورت رابطه )

2 2

mn mn m mnF A h   (4-5) 

6و فلز آن  2ZrOسرامیک مورد استفاده در لایه مدرج تابعی  4Ti Al V   عملگرو برای هر دو لایه 

4PZTپیزوالکتریک  حسگرو   گرفته شده است. در نظر 

( مدول الاستیک )مدول یانگ( ، چگالی و ضریب پوآسون مواد تشکیل دهنده این پوسته 5-1در جدول )

نمایش داده های پیزوالکتریک ای شامل فلز و سرامیک تشکیل دهنده لایه مدرج تابعی و لایهاستوانه

-های کرنش در صفحهماتریس های( مشخصات لایه پیزوالکتریک شامل مؤلفه2-5در جدول ) شده است.

 [.62و61والکتریک آورده شده است  ]الکتریک مؤثر و ثابت پیرسفتی، ثابت پیزوالکتریک مؤثر، ثابت دی
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 ( خواص فلز و سرامیک ماده مدرج تابعی و پیزوالکتریک5-1جدول )

 مقدار خاصیت نوع ماده خاصیت

( )E GPa 

6 4Ti Al V  122.70 

2ZrO 132.20 

4PZT  81.30 

3( / )kg m 

6 4Ti Al V  4420 

2ZrO 3657 

4PZT  7600 

 

6 4Ti Al V  0.2888 

2ZrO 0.3330 

4PZT  0.3290 

 

 ( مشخصات پیزوالکتریک5-2جدول )

 مقدار پارامتر ماتریس مقدار پارامتر ماتریس

( )ijQ GPa 

11Q 138.499 

2( / )ije C m 

11e 5.20- 

12Q 77.371 
32e 5.20- 

22Q 138.499 
24e 12.72 

66Q 30.6 
15e 12.72 

44Q 25.6 

2 2( / ( ))ij C Nm 

11 9-10×1.306 

55Q 25.6 
22 9-10×1.306 

2( / )p C m C p 9-10×0.25 
33 9-10×1.115 
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 های رزونانسی همزماننمودارهای تحلیل 2-5

 است.به ازای پارامترهای مختلف بررسی شدههای حالت ماندگار حاصل از پاسخدر این بخش نمودارهای 

2به ازای نمودارهای پاسخ رزونانسی  0a  با تغییر ( 6-5( تا )1-5) هایشکلدر ( 37-4ه )ابطدر ر

 است.ها نشان داده شدهپارامترهای مختلف برای بررسی تأثیر آن

1به ازای نمودارهای پاسخ رزونانسی  0a  ( 54-4در رابطه ) با تغییر ( 12-5( تا )7-5) هایشکلدر

 ها نشان داده شده است.پارامترهای مختلف برای بررسی تأثیر آن

1مود اول به ازای  این پژوهش در 1( , ) (1,4)m n   2و مود دوم به ازای 2( , ) (1,6)m n   در نظر گرفته

 است.شده

 اند.ترسیم شده MATLABافزار های رزونانسی با استفاده از نرمدر این فصل نمودارهای حاصل از پاسخ
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 فرکانس تحریک پارامتریک ،(1-5در شکل )
10.5P  استاتیک نیروی است. بخش در نظر گرفته شده 

0 محوری برحسب نیروی بحرانی کمانش 0.2 crN N  .ضریب بخش متناوب  در نظر گرفته شده است

0.2dمحوری برحسب نیروی بحرانی کمانش  نیروی crN N ی بین است. کسر حجمدر نظر گرفته شده

0.4  فلز و سرامیک در لایه مدرج تابعی به ازای  400 باشد. بهره کنترلی در این سیستممیG  

0.002,0.004,0.006mnAدر نظر گرفته شده و برای مقادیر    امنه تحریک خارجی بر دافزایش اثر

باشد شونده سیستم میه رفتار سختاین نمودار نشان دهند .استرزونانسی نمایش داده شده روی پاسخ

های نمودار رفتار غیرخطی قلهپیک دهد افزایش دامنه تحریک خارجی باعث افزایش که نشان می

 شود.سیستم می

 

 یرزونانس پاسخ بر یخارج کیتحر دامنه اثر( 5-1) شکل
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0.004mnA دامنه تحریک شعاعی خارجی ،(2-5در شکل )  است. بخش استاتیک در نظر گرفته شده

0 نیروی محوری برحسب نیروی بحرانی کمانش 0.2 crN N  باشد. ضریب بخش متناوب نیروی می

0.2d محوری برحسب نیروی بحرانی کمانش crN N است. کسر حجمی بین فلز و در نظر گرفته شده

0.4 به ازای سرامیک در لایه مدرج تابعی  400 بهره کنترلی این سیستم وباشد میG   در نظر

1مقادیر  به ازای است.گرفته شده 1 10.5 ,0.6 ,0.7P     به ازای مقادیر اثر فرکانس تحریک پارامتریک

. این نمودار نشان استرزونانسی نمایش داده شده از فرکانس اساسی بر روی پاسخ ترکوچکمختلف 

باشد و تأثیر افزایش فرکانس پارامتریک که برحسب فرکانس شونده سیستم میه رفتار سختدهند

 مشخص شده است.بر پاسخ رزونانسی سیستم باشد اساسی سیستم می

 

 یرزونانس پاسخ بر کیپارامتر کیتحر فرکانس اثر( 5-2) شکل
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0.004mnA(، دامنه تحریک شعاعی خارجی 3-5در شکل )  است. بخش استاتیک در نظر گرفته شده

0نیروی محوری برحسب نیروی بحرانی کمانش  0.2 crN N  باشد. ضریب بخش متناوب نیروی می

0.2dمحوری برحسب نیروی بحرانی کمانش  crN N است. کسر حجمی بین فلز و در نظر گرفته شده

0.4 به ازای سرامیک در لایه مدرج تابعی  400باشد و بهره کنترلی این سیستم میG  ر در نظ

1است. به ازای مقادیر گرفته شده 1 11.6 ,1.7 ,1.8P     اثر فرکانس تحریک پارامتریک به ازای مقادیر

. این نمودار نشان استرزونانسی نمایش داده شده تر از فرکانس اساسی بر روی پاسخمختلف بزرگ

که برحسب فرکانس باشد و تأثیر افزایش فرکانس پارامتریک شونده سیستم میه رفتار سختدهند

 مشخص شده است.بر پاسخ رزونانسی سیستم باشد اساسی سیستم می

 

 یرزونانس پاسخ بر کیپارامتر کیتحر فرکانس اثر( 5-3) شکل
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0.001mnAدامنه تحریک شعاعی خارجی، (4-5در شکل )  باشد. فرکانس تحریک پارامتریکمی 

10.8P  است. بخش استاتیک نیروی محوری برحسب نیروی بحرانی کمانشدر نظر گرفته شده 

0 0.2 crN N  0.4 باشد. کسر حجمی بین فلز و سرامیک در لایه مدرج تابعی به ازایمی   در

400G است. مقدار بهره کنترلی برای این سیستمنظر گرفته شده  به ازایو  استدر نظر گرفته شده 

0.2مقادیر  ,0.3 ,0.4d cr cr crN N N N  عنوان دامنه تحریک بهتحریک پارامتریک  ضریب بخشاثر

شونده این نمودار نشان دهنده رفتار سخت .استرزونانسی نمایش داده شده بر روی پاسخپارامتریک 

بر  باشدباشد و تأثیر افزایش دامنه تحریک پارامتریک که برحسب نیروی بحرانی کمانش میسیستم می

 مشخص شده است. پاسخ رزونانسی سیستم

 

 یرزونانس پاسخ بر کیپارامتر کیتحر دامنه اثر( 5-4) شکل
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0.001mnAدامنه تحریک شعاعی خارجی ، (5-5در شکل )  است. فرکانس تحریک در نظر گرفته شده

10.8P پارامتریک  0.4 باشد. کسر حجمی بین فلز و سرامیک در لایه مدرج تابعیمی  باشد. می

0بخش استاتیک نیروی محوری برحسب نیروی بحرانی کمانش  0.2 crN N   است. دامنه بخش

0.2d متناوب نیروی محوری برحسب نیروی بحرانی کمانش crN N ازایاست. بهدر نظر گرفته شده 

200,600,1000Gمقادیر    این نمودار  .استرزونانسی نمایش داده شده روی پاسخاثر بهره کنترلی بر

باشد و تأثیر افزایش بهره کنترلی را بر پاسخ رزونانسی شونده سیستم مینشان دهنده رفتار سخت

های نمودار غیرخطی دهد افزایش بهره کنترلی باعث کاهش پیک قلهدهد که نشان مینشان میسیستم 

 شود.می

 

 کنترلی بر پاسخ رزونانسی( اثر بهره 5-5شکل )
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0.001mnAدامنه تحریک شعاعی خارجی (، 6-5در شکل )  باشد. فرکانس تحریک پارامتریک می

10.8P  برحسب نیروی بحرانی کمانشاست. بخش استاتیک نیروی محوری در نظر گرفته شده 

0 0.2 crN N   است. دامنه بخش متناوب نیروی محوری برحسب نیروی بحرانی گرفته شدهدر نظر

0.2d کمانش crN N 0.3,0.4,1مقادیر  ازایاست. بهدر نظر گرفته شده   اثر کسر حجمی بر روی

باشد و تأثیر م میشونده سیستاین نمودار نشان دهنده رفتار سخت اند.پاسخ رزونانسی نمایش داده شده

دهد افزایش کسر دهد که نشان میمقادیر مختلف کسر حجمی را بر پاسخ رزونانسی سیستم نشان می

 شود.های نمودار غیرخطی میحجمی باعث کاهش پیک قله

 

 ( اثر کسر حجمی بر پاسخ رزونانسی5-6شکل )
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(، فرکانس تحریک پارامتریک 7-5در شکل )
20.5P  است. بخش استاتیک نیروی  در نظر گرفته شده

0محوری برحسب نیروی بحرانی کمانش  0.2 crN N   در نظر گرفته شده است. ضریب بخش متناوب

0.2dنیروی محوری برحسب نیروی بحرانی کمانش  crN N است. کسر حجمی بین در نظر گرفته شده

0.4فلز و سرامیک در لایه مدرج تابعی به ازای    400باشد. بهره کنترلی در این سیستم میG  

0.002,0.004,0.006mnAدر نظر گرفته شده و برای مقادیر    اثر افزایش دامنه تحریک خارجی بر

باشد شونده سیستم میاست. این نمودار نشان دهنده رفتار سختوی پاسخ رزونانسی نمایش داده شدهر

های نمودار رفتار غیرخطی دهد افزایش دامنه تحریک خارجی باعث افزایش پیک قلهکه نشان می

 شود.سیستم می

 

 یرزونانس پاسخ بر یخارج کیتحر دامنه اثر( 5-7) شکل
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0.004mnA(، دامنه تحریک شعاعی خارجی 8-5در شکل )  است. بخش استاتیک در نظر گرفته شده

0نیروی محوری برحسب نیروی بحرانی کمانش  0.2 crN N  باشد. ضریب بخش متناوب نیروی می

0.2dمحوری برحسب نیروی بحرانی کمانش  crN N است. کسر حجمی بین فلز و در نظر گرفته شده

0.4سرامیک در لایه مدرج تابعی به ازای   400باشد و بهره کنترلی این سیستم میG   در نظر

2است. به ازای مقادیر گرفته شده 2 20.5 ,0.6 ,0.7P     ازای اثر فرکانس تحریک پارامتریک به

است. این نمودار تر از فرکانس اساسی بر روی پاسخ رزونانسی نمایش داده شدهمقادیر مختلف کوچک

باشد و تأثیر افزایش فرکانس پارامتریک که برحسب فرکانس شونده سیستم مینشان دهنده رفتار سخت

 باشد بر پاسخ رزونانسی سیستم مشخص شده است.اساسی سیستم می

 

 یرزونانس پاسخ بر کیپارامتر کیتحر فرکانس اثر( 5-8) شکل
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0.004mnA(، دامنه تحریک شعاعی خارجی 9-5در شکل )  است. بخش استاتیک در نظر گرفته شده

0نیروی محوری برحسب نیروی بحرانی کمانش  0.2 crN N  باشد. ضریب بخش متناوب نیروی می

0.2dمحوری برحسب نیروی بحرانی کمانش  crN N است. کسر حجمی بین فلز و در نظر گرفته شده

0.4سرامیک در لایه مدرج تابعی به ازای   400باشد و بهره کنترلی این سیستم میG  ر در نظ

2است. به ازای مقادیر گرفته شده 2 21.6 ,1.7 ,1.8P     اثر فرکانس تحریک پارامتریک به ازای مقادیر

است. این نمودار نشان تر از فرکانس اساسی بر روی پاسخ رزونانسی نمایش داده شدهمختلف بزرگ

که برحسب فرکانس باشد و تأثیر افزایش فرکانس پارامتریک شونده سیستم میدهنده رفتار سخت

 باشد بر پاسخ رزونانسی سیستم مشخص شده است.اساسی سیستم می

 

 یرزونانس پاسخ بر کیپارامتر کیتحر فرکانس اثر( 5-9) شکل
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0.001mnA(، دامنه تحریک شعاعی خارجی10-5در شکل )  باشد. فرکانس تحریک پارامتریک می

20.8P  است. بخش استاتیک نیروی محوری برحسب نیروی بحرانی کمانش در نظر گرفته شده

0 0.2 crN N  0.4باشد. کسر حجمی بین فلز و سرامیک در لایه مدرج تابعی به ازای می   در

400Gاست. مقدار بهره کنترلی برای این سیستم نظر گرفته شده  است و به ازای در نظر گرفته شده

0.2مقادیر  ,0.3 ,0.4d cr cr crN N N N عنوان دامنه تحریک اثر ضریب بخش تحریک پارامتریک به

شونده است. این نمودار نشان دهنده رفتار سختپارامتریک بر روی پاسخ رزونانسی نمایش داده شده

باشد بر یش دامنه تحریک پارامتریک که برحسب نیروی بحرانی کمانش میباشد و تأثیر افزاسیستم می

 پاسخ رزونانسی سیستم مشخص شده است.

 

 یرزونانس پاسخ بر کیپارامتر کیتحر دامنه اثر( 5-10) شکل
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0.001mnA(، دامنه تحریک شعاعی خارجی 11-5در شکل )  است. فرکانس تحریک در نظر گرفته شده

20.8Pپارامتریک   0.4باشد. کسر حجمی بین فلز و سرامیک در لایه مدرج تابعی می  باشد. می

0بخش استاتیک نیروی محوری برحسب نیروی بحرانی کمانش  0.2 crN N   است. دامنه بخش

0.2dمتناوب نیروی محوری برحسب نیروی بحرانی کمانش  crN N ازای است. بهدر نظر گرفته شده

200,600,1000Gمقادیر   است. این نمودار اثر بهره کنترلی بر روی پاسخ رزونانسی نمایش داده شده

اشد و تأثیر افزایش بهره کنترلی را بر پاسخ رزونانسی بشونده سیستم مینشان دهنده رفتار سخت

های نمودار غیرخطی دهد افزایش بهره کنترلی باعث کاهش پیک قلهدهد که نشان میسیستم نشان می

 شود.می

 

 ( اثر بهره کنترلی بر پاسخ رزونانسی5-11شکل )
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0.001mnA(، دامنه تحریک شعاعی خارجی 12-5در شکل )  باشد. فرکانس تحریک پارامتریک می

20.8P  است. بخش استاتیک نیروی محوری برحسب نیروی بحرانی کمانش در نظر گرفته شده

0 0.2 crN N  است. دامنه بخش متناوب نیروی محوری برحسب نیروی بحرانی در نظر گرفته شده

0.2dکمانش  crN N 0.3,0.4,1ازای مقادیر است. بهدر نظر گرفته شده   اثر کسر حجمی بر روی

باشد و تأثیر شونده سیستم میاند. این نمودار نشان دهنده رفتار سختپاسخ رزونانسی نمایش داده شده

دهد افزایش کسر دهد که نشان میمی مقادیر مختلف کسر حجمی را بر پاسخ رزونانسی سیستم نشان

 شود.های نمودار غیرخطی میحجمی باعث کاهش پیک قله

 

 ( اثر کسر حجمی بر پاسخ رزونانسی5-12شکل )
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 صحت سنجی 3-5

0.002h لایه مدرج تابعیضخامت  m 0.001، ضخامت لایه حسگرsh m ضخامت لایه عملگر ،

0.001ah m 1شعاع تا صفحه میانی  است.در نظر گرفته شدهR m  ایطول پوسته استوانهو 

20L m 1 بین فلز و سرامیک لایه مدرج تابعی کسر حجمی شود.در نظر گرفته می  باشد. می

4PZTالکتریک از جنس های پیزولایه  مدرج  لایهفلز  ماده ( و1-5جدول )در  با مشخصات ذکر شده

208mEتابعی از جنس فولاد ضد زنگ با مدول الاستیسیته  GPa 0.318، ضریب پوآسونm   و

38166چگالی  /m kg m   مدرج تابعی از جنس نیکل با مدول الاستیسیته  لایهسرامیک  مادهو

205cE GPa 0.310، ضریب پوآسونc   38900و چگالی /c kg m  است. در نظر گرفته شده 

 [50های طبیعی با مرجع ]سه فرکانسو مقای ( صحت سنجی5-3جدول )

ی 
یع

طب
س 

کان
فر

π
2/ i

ω
 

m n 

مرجع 

[50] 
 بدون پیزو

با تفاوت 

[50 ](٪) 
 با پیزو

با  تفاوت

[50] (٪) 

1 1 13.207 13.603 1.03 13.345 1.05 

1 2 4.485 4.530 1.01 4.529 0.98 

1 3 4.177 4.636 1.11 4.222 1.08 

1 4 7.047 6.906 0.98 7.118 1.02 

1 5 11.261 10.022 0.89 11.366 0.94 

1 6 16.478 17.466 1.06 16.647 1.03 

1 7 22.682 22.455 0.99 22.911 1.01 

1 8 29.794 28.900 0.97 30.100 1.03 

1 9 37.881 40.153 1.06 38.196 1.02 

1 10 46.937 47.406 1.01 47.387 0.96 
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است که مودهای مختلف در مقایسه شده ( با5-3در جدول ) [50]ایج این پژوهش با نتایج مرجع نت

 باشد.[ می50اختلافاتی در فرضیات سیستم با سیستم مرجع ]وجود نشان دهنده اختلاف بسیار کمی با 
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 فصل ششم:

 گیری و پیشنهاداتنتیجه
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 گیرینتیجه 1-6

های بررسی شده رفتاری حالتهای رزونانسی بررسی شده، رفتار سیستم در تمام در تحلیل

 باشد.سخت شونده می

به لایه مدرج تابعی با قانون کنترلی مطرح  های پیزوالکتریک در این سیستملایه اضافه نمودن

 است.شده باعث ایجاد میرایی در جهت دفع ارتعاشات مخرب سیستم شده 

باعث افزایش پیک  خارجی در هر دو حالت رزونانسی بررسی شدهشعاعی دامنه تحریک افزایش 

 رزونانسی شده است.

 گذارد.متناوب تحریک پارامتریک تأثیر کمی بر پیک رزونانسی سیستم می دامنه بخشافزایش 

در این سیستم بیشتر باشد باعث استفاده شده در قانون کنترلی مطرح شده هرچه بهره کنترلی 

 شود.میکاهش نوسانات و تسریع در رسیدن به حالت ماندگار سیستم 

های به رفتاری شبیه به رفتار سیستم تر شدن رفتار سیستمافزایش کسر حجمی باعث نزدیک

 شود.خطی می

های پیک قلهنزدیک شدن فرکانس تحریک پارامتریک به فرکانس طبیعی سیستم افزایش 

 را در بردارد. نمودارهای پاسخ رزونانسی

دهنده صحت [ نشان50ایج مرجع ]سنجی پژوهش حاضر، مقایسه نتایج با نتبرای صحت

 محاسبات این تحقیق است.

 هاپیشنهاد 2-6

تر تواند به بررسی دقیقها با یکدیگر میها و مقایسه آنهای مختلف پوستهدر نظر گرفتن تئوری

 رفتار سیستم کمک کند.

ه تواند به مشاهدهای حرارتی میباتوجه به خصوصیات لایه مدرج تابعی، در نظر گرفتن تنش

 تر رفتارهای سیستم منجر شود.دقیق
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استفاده از قوانین کنترلی مختلف برای کنترل ارتعاشات سیستم به بهتر شدن تقابل با اثرات 

 تواند اثرگذار باشد.مخرب می

 مختلف دیگری را نیز در نظر گرفت.رزونانسی های توان حالتدر تحلیل رزونانسی می
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 شوند:شکل زیر تعریف میبه 5-3بخش ضرایب معرفی شده در 
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Abstract 

The nonlinear vibration control of FG (functionally graded) 

laminated piezoelectric cylindrical shells under combined 

parametric and external excitations are presented based on 

Hamilton’s principle, FSTD (first-order shear deformation theory), 

Von Karman nonlinear theory. The coupled nonlinear differential 

equations with two modes are obtained using multiterm Galerkin 

method and static condensation method. The thin piezoelectric 

layers are embedded on inner and outer surface of FG laminated 

cylindrical shell as distributed sensor and actuator, which are used 

to control nonlinear vibration of the system. Constant-gain 

negative velocity feedback approach is used for active nonlinear 

vibration control. The method of multiple scale is applied to solve 

the coupled nonlinear differential equations having both quadratic 

and cubic nonlinearities. The effect of different parameters on the 

nonlinear vibrations are discussed. 

Keywords: Resonance Analysis, Cylindrical Shell, Nonlinear Vibrations, 

The Method of Multiple Scale (MMS), Functionally Graded (FG), 

Piezoelectric 
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