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 و مکاترونیک ی مهندسی مکانیکدانشکده

 طراحی کاربردی نامه کارشناسی ارشد مهندسیپایان


 جدار ضخیمهای کره حلّ تحلیلی و عددی

FGM تحت فشار و بار حرارتی گذرا 
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 تقدیم به

 

 خدایی که آفرید

 .عشق راو  نسان را، عقل را، علم را، معرفت رارا، اجهان 

 

 پدر و مادر عزیزم 

و پشتیبانی محکم  های زندگی همواره یاوری دلسوز و فداکاریها و دشوارکه در سختی

 .اندو مطمئن برایم بوده

 

 و همسر مهربان و پسر گلم

و آرامش و آسایش  محیطی سرشار از سلامت و امنیت ،قلبی آکنده از عشق و معرفت که با

 .ندام آوردهبرای من فراه

 

 و برادرهایم

 دوزیم.در کنار هم آموختیم و به امید هم به آینده چشم می؛ که با هم آغاز کردیم

 

 انجام گیرد.و تمام کسانی که در این امر مرا یاری نمودند تا آنچه بایسته بود؛ 
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 تشکر و قدردانی

روز روشن، تابان است  یکه آثار قدرت او بر چهرهسپاس و ستایش خدای را جل و جلاله 

و انوار حکمت او در دل شب تار، درفشان. آفریدگاری که خویشتن را به ما شناساند و درهای 

را در طریق علم  علم را بر ما گشود و عمری و فرصتی عطا فرمود تا بدان، بنده ضعیف خویش

 و معرفت بیازماید.

ی نقطه، از بهترین سرمایه برای رسیدن فرزندشان به این سپاس از پدر و مادر عزیزم که

ت من سفید شد، توانم موهایشان را که در راه عزّنه میخود یعنی عمرشان، گذشتند. خدایا 

تلاش برای افتخار من است، مرهمی  یشان که ثمرههای پینه بستهسیاه کنم و نه برای دست

دست  های عمرم را در عصاین باشم و ثانیهپس توفیقم ده که هر لحظه شکرگزارشا ؛دارم

 بودنشان بگذرانم.

-سپاس از همسرم و پسر گلم که در این مسیر همواره یار و یاور من بودند و تمامی کاستی

-ین مهم، یک قدم دیگر به هدفمان نزدیکخاطر هدفی بزرگ تحمل نمودند تا با انجام اها را به

 تر شویم.

با  و صدر یه در کمال سعهک ناب دکتر مهدی قناّد کهتوییو سپاس از استاد گرانقدرم ج

حسن خلق و فروتنی از هیچ کمکی در این عرصه بر من دریغ ننمودند و زحمت راهنمایی این 

 .رساله را بر عهده گرفتند
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•  یانهای، ا امههایر اثرومحصولاتآن)مقالاتمستخرج،کتاب،برن این کلیهحقوقمعنوی

اینمطلب بهدانشگاهشاهرودمیباشد. افزارهاوتجهیزاتساختهشدهاست(متعلق نرم
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 چکیده

وپژوهشگرانزیادیبهبررسیانمحققّهایمهندسیموجبگردیدهتادرسازههاپوستهکاربردفراوان

بهکمکدرتحقیقحاضر،نند.مختلفگرایشپیداکهایبارگذاریهاتحتوتحلیلرفتاراینسازه

عددی ،(PET)مستوییالاستیسیتهتئوری تحلیلیو ناهمگنجدارضخیمهایهکرحلّ همگنو

FGMداخلی،صورتفشاربهبارگذاری.گردیدهاستارائهوبارحرارتیگذراتحتبارگذاریفشاری

یکرهدرمادهّخواصبودهوگریکدیهابافشارخارجیوبارحرارتیگذراونیزترکیباینبارگذاری

کارگیریثابتفرضشدهاست.بابهپواسونونسبتمتغیرّکره،توانیبرحسبشعاعناهمگنباتابع

استفادهازبادستآمدهوبرمسألهبهحاکمدیفرانسیلیمعادلهقانونفوریهدرمسائلانتقالحرارت،

با،حاکمیمعادله،دیفرانسیلهایمعادلهحلّدروتغییرتابعمتغیرّ،تغییرهامتغیّرجداسازیروش

تابعپاسخبرحسبتوابعویژهیمقدارویژهتبدیلشدهودرنهایتیکمسألهتوجهّبهشرایطمرزی،به

شاملانتقالحرارتدرسطحداخلیوخارجیکره،شرایطمرزیدماییمسأله.بسطدادهشدهاست

بوده محیط دمای بار،ردو اعمال است.زمان بهثابتفرضشده معادلاتساختاری،با کارگیری

روشچنینهموجوابعمومییمحاسبهدراویلر-کوشیحلّروشازسینماتیکوتعادلواستفاده

یهاتنشوبهکمکروشحلّبستهشعاعیجاییجابهجوابخصوصی،یمحاسبهدرپارامترهاتغییر

راناهمگنیتأثیرتاشدهانتخابدلخواهتحقیقایندرمقادیر.گردیدهاستمحاسبهمحیطیوشعاعی

،Abaqusافزاردرنرمسازیمدلوازروشاجزایمحدود.دهندنشانهاتنشوجاییجابهتوزیعدر

ستفادهناهمگنایهمگنونتایجحلّتحلیلی،درتمامحالاتبارگذاریبرایپوستهآزماییبرایراستی

است.دستآمدهوتطابقخوبیبیننتایجحاصلازایندوروشبههشد

تئوریFGMیکرهیکروی،پوستهکلیدواژگان: تحلیلییالاستیسیته، حلّ عددیمستوی، ،و

 .،روشاجزایمحدودتوابعویژهتوابعبسل،،بارگذاریفشاریوحرارتیگذرا
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 هاولفهرست جد

MPa)یشعاعتنش2-1 جدول یبرایعددویلیتحلیهاروشباشدهمحاسبه(

tدرمختلفهایبارگذاری s= 561 

وFEیهاروشباشدهمحاسبهیطیمحتنشویشعاعتنشریمقادنهیشیب2-2 جدول

tدرهاآنمختصاتومختلفهایبارگذاریتحتیلیتحل s= 562 

یلیتحلوFEیهاروشباشدهمحاسبهیدماویشعاعییجاجابهریمقادنهیشیب2-3 جدول

tدرهاآنمختصاتومختلفهایبارگذاریتحت s= 563 

nیبرایعددویلیتحلیهاروشباشدهمحاسبه(MPa)یشعاعتنش1-3 جدول و1=

tدرمختلفهایبارگذاری s= 5116 

nیبرایعددویلیتحلیهاروشباشدهمحاسبه(MPa)یطیمحتنش2-3 جدول و1=

tدرمختلفهایبارگذاری s= 5117 

nیبرایعددویلیتحلیهاروشباشدهمحاسبه(mμ)یشعاعییجاجابه3-3 جدول =1

tدرمختلفهایبارگذاریو s= 5118 

Co)یدما4-3 جدول nیبرایعددویلیتحلیهاروشباشدهمحاسبه( و1=

tدرمختلفهایبارگذاری s= 5119 

یلیتحلوFEیهاروشباشدهمحاسبهیطیمحویشعاعتنشریمقادنهیشیب3-5 جدول

nیتوانشاخصیبراوهاآنمختصاتومختلفهایبارگذاریتحت tدر1= s= 5120 

یلیتحلوFEیهاروشباشدهمحاسبهیدماویشعاعییجاجابهریمقادنهیشیب3-6 جدول

nیتوانشاخصیبراوهاآنمختصاتومختلفهایبارگذاریتحت tدر1= s= 5121 
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 ها و نمودارهافهرست شکل

 11 مقطع استخوان ینما 1-1شکل 

 13 خواص در مواد مختلف راتییتغ 2-1شکل 

 یگذرا و فشار داخل ی، تحت بار حرارتb یو شعاع خارج a یبا شعاع داخل جدار ضخیم یکره 1-2شکل 

 27 کنواختی یو خارج

 43 افزار آباکوسشده در نرممدل جدار ضخیمهمگن  یکره یمقطع عرض یهندسه 2-2شکل 

 43 افزار آباکوسهمگن در نرم یکره یمقطع عرض یبنداز مش یینما 3-2شکل 

در  یداخلفشار  یتحت بارگذار جدار ضخیمهمگن  یکرهدر  یتنش شعاع بعدبی عیتوز 4-2شکل 

tدر یشعاع یراستا s= 5 45 

در  یفشار داخل یتحت بارگذار جدار ضخیمهمگن  یکرهدر  یطیتنش مح بعدبی عیتوز 5-2شکل 

tدر یشعاع یراستا s= 5 46 

 یفشار داخل یتحت بارگذار جدار ضخیمهمگن  یکرهدر  یشعاع جاییجابه بعدبی عیتوز 6-2شکل 

tدر یشعاع یدر راستا s= 5 46 

در  یفشار خارج یتحت بارگذار جدار ضخیمهمگن  یکرهدر  یتنش شعاع بعدبی عیتوز 7-2شکل 

tدر یشعاع یراستا s= 5 47 

در  یفشار خارج یتحت بارگذار جدار ضخیمهمگن  یکرهدر  یطیتنش مح بعدبی عیتوز 8-2شکل 

tدر یشعاع یراستا s= 5 47 
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 یفشار خارج یتحت بارگذار جدار ضخیمهمگن  یکرهدر  یشعاع جاییجابه بعدبی عیتوز 9-2شکل 

tدر یشعاع یدر راستا s= 5 48 

زمان فشار هم یتحت بارگذار جدار ضخیمهمگن  یکرهدر  یتنش شعاع بعدبی عیتوز 10-2شکل 

tدر یشعاع یدر راستا یو خارج یداخل s= 5 48 

زمان فشار هم یتحت بارگذار جدار ضخیمهمگن  یکرهدر  یطیتنش مح بعدبی عیتوز 11-2شکل 

tدر یشعاع یدر راستا یو خارج یداخل s= 5 49 

زمان هم یتحت بارگذار جدار ضخیمهمگن  یکرهدر  یشعاع اییجهجاب بعدبی عیتوز 12-2شکل 

tدر یشعاع یدر راستا یو خارج یفشار داخل s= 5 49 

گذرا در  یارتحر یتحت بارگذار جدار ضخیمهمگن  یکرهدما در  بعدبی عیتوز 13-2شکل 

r / m=0 045 50 

tگذرا در یحرارت یتحت بارگذار جدار ضخیمهمگن  یکرهدما در  بعدبی عیتوز 14-2شکل  s= 5 51 

گذرا در  یحرارت یتحت بارگذار جدار ضخیمهمگن  یکرهدر  یتنش شعاع بعدبی عیتوز 15-2شکل 

t s= 5 52 

گذرا در  یحرارت یتحت بارگذار یمجدار ضخهمگن  یکرهدر  یطیتنش مح بعدبی عیتوز 16-2شکل 

t s= 5 52 

گذرا  یحرارت یتحت بارگذار جدار ضخیمهمگن  یکرهدر  یشعاع جاییجابه بعدبی عیتوز 17-2شکل 

tدر  s= 5 53 

بار و  یزمان فشار داخلهم یتحت بارگذار جدار ضخیمهمگن  یکرهدما در  بعدبی عیتوز 18-2شکل 

rدر یشعاع یگذرا در راستا یحرارت / m=0 045 54 
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بار و  یزمان فشار داخلهم یتحت بارگذار جدار ضخیمهمگن  یکرهدما در  بعدبی عیتوز 19-2شکل 

tدر یشعاع یگذرا در راستا یحرارت s= 5 54 

زمان فشار هم یتحت بارگذار جدار ضخیمهمگن  یکرهدر  یتنش شعاع بعدبی عیتوز 20-2شکل 

tدر یشعاع یگذرا در راستا یحرارتبار و  یداخل s= 5 55 

زمان فشار هم یتحت بارگذار جدار ضخیمهمگن  یکرهدر  یطیتنش مح بعدبی عیتوز 21-2شکل 

tدر یشعاع یگذرا در راستا یحرارتبار و  یداخل s= 5 55 

زمان هم یتحت بارگذار جدار ضخیمهمگن  یکرهدر  یشعاع جاییجابه بعدبی عیتوز 22-2شکل 

tدر یشعاع یدر راستا گذرا یرتحرابار و  یفشار داخل s= 5 56 

زمان فشار هم یتحت بارگذار جدار ضخیمهمگن  یکرهدر  یتنش شعاع بعدبی عیتوز 23-2شکل 

rدر یشعاع یگذرا در راستا یو بار حرارت یداخل / m=0 045 57 

زمان فشار هم یتحت بارگذار جدار ضخیمهمگن  یکرهدر  یطیتنش مح بعدبی عیتوز 24-2شکل 

rدر یشعاع یگذرا در راستا یو بار حرارت یداخل / m=0 045 57 

زمان هم یتحت بارگذار جدار ضخیمهمگن  یکرهدر  یشعاع جاییجابه بعدبی عیتوز 25-2شکل 

rدر یشعاع یگذرا در راستا یو بار حرارت یفشار داخل / m=0 045 58 

و  یزمان فشار داخلهم یتحت بارگذار جدار ضخیمهمگن  یکرهدما در  بعدبی عیتوز 26-2شکل 

tدر یشعاع یگذرا در راستا یو بار حرارت یخارج s= 5 58 

زمان فشار هم یتحت بارگذار جدار ضخیمهمگن  یکرهدر  یتنش شعاع بعدبی عیتوز 27-2شکل 

tدر یشعاع یگذرا در راستا یو بار حرارت یو خارج یداخل s= 5 59 



 ن

زمان فشار هم یتحت بارگذار جدار ضخیمهمگن  یکرهدر  یطیتنش مح بعدبی عیتوز 28-2شکل 

tدر یشعاع یگذرا در راستا یو بار حرارت یو خارج یداخل s= 5 59 

زمان هم یتحت بارگذار جدار ضخیمهمگن  یکرهدر  یشعاع جاییجابه بعدبی عیتوز 29-2شکل 

tدر یشعاع یگذرا در راستا یو بار حرارت یو خارج یفشار داخل s= 5 60 

گذرا و  یتحت بار حرارت b یو شعاع خارج a یناهمگن با شعاع داخل جدار ضخیم یکره 1-3شکل 

 68 کنواختی یارجو خ یفشار داخل

 92 افزار آباکوسشده در نرممدل جدار ضخیمناهمگن  یکره یمقطع عرض یهندسه 2-3شکل 

 92 افزار آباکوسدر نرم جدار ضخیمناهمگن  یکره یمقطع عرض یبنداز مش یینما 3-3شکل 

در  یفشار داخل یتحت بارگذار جدار ضخیمناهمگن  یکرهدر  یتنش شعاع بعدبی عیتوز 4-3شکل 

t s= 5 96 

در  یفشار داخل یتحت بارگذار جدار ضخیمناهمگن  یکرهدر  یطیتنش مح بعدبی عیتوز 5-3شکل 

t s= 5 96 

 یفشار داخل یتحت بارگذار جدار ضخیمناهمگن  یکرهدر  یشعاع جاییجابه بعدبی عیتوز 6-3شکل 

tدر  s= 5 97 

در  یفشار خارج یتحت بارگذار جدار ضخیمناهمگن  یکرهدر  یتنش شعاع بعدبی عیتوز 7-3شکل 

t s= 5 97 

در  یفشار خارج یتحت بارگذار جدار ضخیمناهمگن  یکرهدر  یطیتنش مح بعدبی عیتوز 8-3شکل 

t s= 5 98 



 س

 

 یفشار خارج یتحت بارگذار جدار ضخیمناهمگن  یکرهدر  یشعاع جاییجابه بعدبی عیزتو 9-3شکل 

tدر  s= 5 98 

فشار زمان هم یتحت بارگذار جدار ضخیمناهمگن  یکرهدر  یتنش شعاع بعدبی عیتوز 10-3شکل 

tدر  یو خارج یداخل s= 5 99 

زمان فشار هم یتحت بارگذار جدار ضخیمناهمگن  یکرهدر  یطیتنش مح بعدبی عیتوز 11-3شکل 

tدر  یو خارج یداخل s= 5 100 

زمان هم یتحت بارگذار جدار ضخیمناهمگن  یکرهدر  یشعاع جاییجابه بعدبی عیتوز 12-3شکل 

tدر  یو خارج یفشار داخل s= 5 100 

گذرا  یحرارت یتحت بارگذار جدار ضخیمناهمگن  یکرهدر  یتنش شعاع بعدبی عیتوز 13-3شکل 

tدر  s= 5 101 

گذرا  یحرارت یرتحت بارگذا جدار ضخیمناهمگن  یکرهدر  یطیتنش مح بعدبی عیتوز 14-3شکل 

tدر  s= 5 102 

 یحرارت یتحت بارگذار جدار ضخیمناهمگن  یکرهدر  یشعاع جاییجابه بعدبی عیتوز 15-3شکل 

tگذرا در  s= 5 102 

زمان فشار هم یتحت بارگذار جدار ضخیمناهمگن  یکرهدر  یتنش شعاع بعدبی عیتوز 16-3شکل 

tگذرا در  یو بار حرارت یداخل s= 5 103 

زمان فشار هم یتحت بارگذار جدار ضخیمناهمگن  یکرهدر  یطیتنش مح بعدبی عیتوز 17-3 شکل

tگذرا در  یو بار حرارت یداخل s= 5 104 



 ع

زمان هم یتحت بارگذار جدار ضخیممگن اهن یکرهدر  یشعاع جاییجابه بعدبی عیتوز 18-3شکل 

tگذرا در  یو بار حرارت یفشار داخل s= 5 104 

و  یزمان فشار داخلهم یتحت بارگذار جدار ضخیمناهمگن  یکرهدما در  بعدبی عیتوز 19-3شکل 

rگذرا در  یحرارت بار / m=0 045 105 

و  یزمان فشار داخلهم یتحت بارگذار جدار ضخیمناهمگن  یکرهدما در  بعدبی عیتوز 20-3شکل 

tگذرا در  یبار حرارت s= 5 106 

زمان فشار هم یتحت بارگذار جدار ضخیمناهمگن  یکرهدر  یتنش شعاع بعدبی عیتوز 21-3شکل 

rگذرا در  یو بار حرارت یداخل / m=0 045 107 

زمان فشار هم یتحت بارگذار جدار ضخیمناهمگن  یکرهدر  یطیتنش مح بعدبی عیتوز 22-3شکل 

rگذرا در  یو بار حرارت یداخل / m=0 045 107 

زمان هم یتحت بارگذار جدار ضخیمناهمگن  یکرهدر  یشعاع جاییجابه بعدبی عیتوز 23-3شکل 

rگذرا در  یو بار حرارت یفشار داخل / m=0 045 108 

فشار زمان هم یتحت بارگذار جدار ضخیمناهمگن  یکرهدر  یتنش شعاع بعدبی عیتوز 24-3شکل 

tگذرا در  یو بار حرارت یخارج s= 5 109 

زمان فشار هم یتحت بارگذار جدار ضخیمناهمگن  یکرهدر  یطیتنش مح بعدبی عیتوز 25-3شکل 

tگذرا در  یو بار حرارت یخارج s= 5 109 

زمان هم یتحت بارگذار جدار ضخیمناهمگن  یکرهدر  یشعاع جاییجابه بعدبی عیتوز 26-3شکل 

tگذرا در  یو بار حرارت یفشار خارج s= 5 110 



 ف

 

و  یزمان فشار خارجهم یتحت بارگذار جدار ضخیمناهمگن  یکرهدما در  بعدبی عیتوز 27-3شکل 

rگذرا در  یبار حرارت / m=0 045 111 

و  یزمان فشار خارجهم یتحت بارگذار جدار ضخیمناهمگن  یکرهدما در  عدببی عیتوز 28-3شکل 

tگذرا در  یبار حرارت s= 5 111 

ان فشار زمهم یتحت بارگذار جدار ضخیمناهمگن  یکرهدر  یتنش شعاع بعدبی عیتوز 29-3شکل 

tگذرا در  یو بار حرارت یو خارج یداخل s= 5 112 

زمان فشار هم یتحت بارگذار جدار ضخیمناهمگن  یکرهدر  یطیتنش مح بعدبی عیتوز 30-3شکل 

t ا درگذر یو بار حرارت یو خارج یداخل s= 5 113 

زمان هم یتحت بارگذار جدار ضخیمناهمگن  یکرهدر  یشعاع جاییجابه بعدبی عیتوز 31-3شکل 

tگذرا در  یو بار حرارت یو خارج یفشار داخل s= 5 113 

و  یزمان فشار داخلهم یتحت بارگذار جدار ضخیمناهمگن  یکرهدما در  بعدبی عیتوز 32-3شکل 

rگذرا در  یو بار حرارت یخارج / m=0 045 114 

و  یزمان فشار داخلهم یتحت بارگذار جدار ضخیمناهمگن  یکرهدما در  بعدبی عیتوز 33-3شکل 

tگذرا در  یو بار حرارت یخارج s= 5 115 
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 گفتارپیش 1-1

هاهستندکهدردنیایفیزیکیواعسازهنانتریمتنوعّترینوای،ازفراوانهایپوستهیاسازه1هاپوسته

هاوحیواناتونیزاجزاییسرانساندراشکالطبیعیمانندجمجمههاپوستهشوند.اطرافماپیدامی

می محافظاندامجانوریمانندلاکوصدفمشاهده اشکالمصچنینهمشوند. نوعیدرصنایعدر

خودروهایها،بدنهها،لوله،نظامی،هواوفضاهمانند:سقفمختلف:ساختمانی،نیروگاهی،خودروسازی

 شوند.میاستفادههاهاوسفینهها،موشککنندههاوپرتابوهواپیماها،پرتابه

اومتدربرابرهایخمیدههستندکهازجهتکیفیترفتاریومقطورکلیّ،سازهبههاپوسته

بالاتری در لنگرهایواردشده، و قرارمییتکاملیسازهنمرتبهنیروها ها متناسببا مطلوبیتگیرند.

موجودبرایتحلیلهایتحلیلیتقریبیِباشد.روشهانیزحائزاهمیّتمیرفتاری،پیچیدگیتحلیلآن

اساسهاپوسته بر تئوری استکه تشکیهاپوستهفرضیاتی میرا ل انواع میان از ،هاپوستهدهند.

هاپوستهگونهیرفتاراینیبرخوردارند.مطالعهافراوانیکاربرد،ازاهمیّتویژهدلیلبهیکرویهاپوسته

پژوهانپیگیرانبودهوهمچنانادامهدارد.دانشمحقّقتوجهّچنداندورتابهامروزموردینهازگذشته

روی اعمالتغییراتبر و بتوانندمقاوبودههاپوستهیمادهّهندسه انوامتآناندکه برابر در را عها

هاراکاهشدهند.مکانیکیوحرارتیافزایشودرصورتامکان،وزنآن2یهاتنش

 هاپوسته بندیدسته 1-2

تواندکهمییبینایندوسطح،احاطهشدهوفاصله3دوسطحمنحنیایاستکهتوسطّسازهپوسته

یهندسیهادارایدومشخصهکوچکاست.پوستهدرمقایسهباسایرابعادآنثابتویامتغیرباشد؛

:[1]دشونهاشناختهمیباشندکهباآنمی

                                                 
1 Shells 

2 Stresses 

3 Curved surfaces 
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بهیکاندازههاازدوسطحمنحنییآن:مکانهندسینقاطیازپوستهکهفاصله1سطحمیانی (1

نمایشRنامندوبامی3،شعاعانحنا2یهرنقطهازاینسطحراتامرکزانحنافاصلهباشد.می

 دهند.می

وباباشدمییعمودیهرنقطهازسطحمیانیباهریکازدوسطحمنحنی:فاصله4ضخامت (2

hشود.مشخصمی

:[1]شوندبندیمییزیردستهشانبهدودستههابراساسضخامتطورکلیّپوستهبه

نازکپوسته (1 پوسته5یجدار h)آن6ایکهنسبتضخامتبهشعاعانحنایسطحمیانی:

R
)

1ترازکوچک
20
 باشد.

پوسته7جدارضخیمیپوسته (2 h)اعانحنایسطحمیانیآنایکهنسبتضخامتبهشع:

R
)

1ترازبزرگ
20
باشد.

شوند.میبندیدستهبهشکلزیرورفتاریمادّیازدیدگاههندسی،هاپوسته

 از دیدگاه هندسی 1-2-1

:[1]بندینمودصورتزیردستهبه8توانازنظرشکلهندسیهارامیپوسته

                                                 
1 Middle surface 

2 Center of curvature 

3 Radius of curvature 

4 Thickness 

5Thin shell 

6Midsurface 

7Thick shell 

8 Geometric form 

 



4 

درامتدادخطراستخارجازمادّیازانتقالیکمنحنییاسطح:1یحاصلازانتقالپوسته (1

 شود.یقوسحاصلمیصفحه

یحولمحورواقعدرصفحهمادّی:ازدورانیکمنحنییاسطح2یحاصلازدورانستهوپ (2

شود.قوس،حاصلمی

 تواندراینبخشنیزقرارداد.هایجدارضخیمونازکرامیالبتهپوسته

 مادّیاز دیدگاه  1-2-2

شوند:بندیمیصورتزیردستهجهتومکانبهتغییراتخواصدرهاازحیثپوسته

درنقاطمختلفجسمیکساناستوتابع،پوستهیمادهّ:خواصمکانیکی3یهمگنستهوپ (1

 باشد.موقعیتنقاطنمی

درنقاطمختلفجسمیکساننیستوتابع،پوستهیمادهّ:خواصمکانیکی4یناهمگنپوسته (2

 باشد.موقعیتنقاطمی

درجهاتمربوطبههرنقطه،یپوستهمادهّ(وE:خواصمکانیکی)5یهمسانگردپوسته (3

 یکساناست.

درجهاتمربوطبههرنقطه،یپوستهمادهّ(وE:خواصمکانیکی)6یناهمسانگردپوسته (4

یکساننیست.

 

                                                 
1Shell of translation 

2Shell of revolution 

3Homogeneous shell 

4Inhomogeneous (Heterogeneous) shell 

5Isotropic shell 

6Anisotropic shell 
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 از دیدگاه رفتاری 1-2-3

شود:بندیمیلزیردستههشکهابهادربارگذاریدچارتغییرشکلشدهورفتارآنپوسته

،کوچکاست)رفتارتحتبارهرنقطهازپوسته2جاییجابه:1هایکوچکپوستهباتغییرشکل (1

 ازنظرهندسی(.خطّی

،کوچکنیست)رفتارتحتبارهرنقطهازپوستهجاییجابه:3هایبزرگپوستهباتغییرشکل (2

 ازنظرهندسی(.غیرخطّی

ازقانونعمومی5کرنش-پذیرندوروابطتنشهابازگشت:تغییرشکل4کشسانپوستهبارفتار (3

 (.مادّیازنظرخطّیکنند)رفتارهوکپیرویمی

کرنشازقانونعمومی-ناپذیرندوروابطتنشهابازگشت:تغییرشکل6وستهبارفتارمومسانپ (4

(.مادّیازنظرخطیّکنند)رفتارغیرهوکپیروینمی

 ی نازکهاپوسته تئوری 1-3

دلیلطورکلیّبهبناشدهاست.بهخطیّیالاستیسیتهبرمبنایتئوریهاپوستهتئوریایندستهاز

تئوریکوچک ابعاددیگر، نمیبعدیسهیالاستیسیتهبودنیکبعدنسبتبه بااستفاده بلکه شود؛

یدآدستمیینازکبههاپوستهیلتقریبیبرایتحلهایتحلیلیوابطالاستیسیته،روشسازیرساده

[1] تئوریدقّت. ارائهنتایج درجههای به بستگی اوّلینیسادهشده دارد. روابطالاستیسیته سازی

                                                 
1Small deflection 

2 Displacement 

3Large deflection 

4Elastic behavior 

5 Strain 

6Plastic behavior 
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هاپوستههاارائهکردکهپسازآندربسطتئورییورقدرباره1850در[2]1فرضیاتراکیرشهف

عنوانهاکنونبهینازکراارائهکردکهاپوستهعمومیهایمعادله1888در[3]2وکارگرفتهشد.لابه

تئوریلووهاپوستهتئوریکلاسیک -ینازکیا است. [4]3ارونکیرشهفمشهور تئوری1874در

بااستفادهازفرضیاتلوو1912در[5]4رایسنر.ردکمعرفّیرامبتنیبرفرضیاتکیرشهفهاپوسته

هاپوستهتئوری1932در[6]6راارائهنمود.فلوگه5یحاصلازدورانمتقارنمحوریهاپوستهتحلیل

بالحاظباتقریبمرتبه هایمعادلهعنوانویبههایمعادلهکردنخیزهایکوچکارائهکرد.یدورا

سازیباشد.باسادههایخاصقابلحلمیشودوفقطدرحالتینازکشناختهمیهاپوستهاستاندارد

توسطّنظریاتفلوگه1944درآیند.دستمیوصفربهییکباتقریبمرتبههاپوستههاتئوریآن

که،بندیکردینازکرافرمولهاپوستهغیرخطّیتئوری1957در[8]تکمیلشد.نقدی[7]7بیرنه

رابااستفادهازاصلکارهاپوستهبندیفرمول1959در[9]8باشد.سندرزهامشکلمیکارگیریآنبه

مختلطنشاندادشکلبهراهاپوستهیینظریهامکانارائه1964در[10]9مجازیارائهکردونووژیلف

 ترینوشتهشدند.صورتفشردهبههامعادلهوبهاینترتیب

بندیکرد:گونهتقسیمتواناینینازکرامیهاپوستهتئوریعمومی

 (10یصفر)تئوریغشاییتئوریباتقریبمرتبه (1

                                                 
1Kirchhoff 

2Love 

3 Aron 

4 Reissner 

5Axisymmetric shell of revolution 

6Flugge 

7Byrne 

8 Sanders 

9 Novozhilov 

10Membrane theory 
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(1یخمشیییک)تئورتئوریباتقریبمرتبه (2

 [11]یدو)تئوریفلوگه(تئوریباتقریبمرتبه (3

 ییتئوری غشا 1-3-1

تواندنیروهایمحوری)نیروهایغشایی(رااستکهفقطمیبعدیدو2غشاازدیدگاهمکانیکی،یکتار

توانندلنگرهایهاخیلیکماستوازنظرفیزیکینمیآن3ییکهسختیخمشیهاپوستهکند.تحمّل

ینازک،هاپوستهغلبشوند.میداننیروهایداخلیدرابااینتئوریتحلیلمیند،کنتحملّخمشیرا

ازنیروهایغشاییتشکیلمی شودوازاینجهتنیروهایغشاییبرایتأمینتعادلایستاییعمدتاً

ییجاجابهاست.درتئوریغشایی،معیّنپوستهازنظرایستایی،پوستهکافیهستندوبهعبارتیدیگر

-باچشم5ایکرنشصفحهو4ایتنشصفحهدرحالتمسائلسطحمیانیتوصیفوجاییجابهپوستهبا

.[12]شوندتحلیلمیپوشیازتنشعمودیوکرنشعمودیدرراستایشعاعی،

 تئوری خمشی 1-3-2

برنیروهایمحوری،نیروهایبرشیولنگرهایاستکهعلاوهبعدیدو7ازدیدگاهمکانیکی،یکتیر6ورق

باشندوازنظرفیزیکیتوجّهقابلهاییکهسختیخمشیآنهاپوستهکند.لتحمّتواندخمشیرانیزمی

توسطّیمقدماتیتیرهاشوند.فرضیهکنند،بااینتئوریتحلیلمیتحمّلبتوانندلنگرهایخمشیرا

                                                 
1Bending theory 

2String 

3 Bending stiffness 

4Plane stress 

5Plane strain 

6 Plate 

7 Beam 
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تئوریکیرشهفدرموردورقتوسطّارائهوسپس1ناویر هاتعمیمدادهشدولووباهمینفرضیات،

بندینمود.راصورتخمشی

آوردننیروهایخمشیکافینیستندودستبرایبهتنهاییبهتعادلایهلهمعاددرحالتکلیّ،

جاییجابهپوستهباجاییجابهاست.درتئوریخمشینیز،معیّنبهعبارتیدیگر،پوستهازنظرایستایینا

فرضیاتتئوریغشاییوتئوریخمشی)تئوریکلاسیک(رافرضیاتسطحمیانیتوصیفمی شود.

:[12]عبارتندازنامندکهمیشهفکیر-لوو

ینسبتضخامتپوستهبهشعاعانحنایسطحمیانیدرمقایسهباواحد،کوچکاست)پوسته (1

 ؛نازک(

 ؛خیزهادرمقایسهباضخامتپوسته،کوچکهستند)خیزکوچک( (2

 ؛پوشیاستهایتنش،قابلچشممؤلفّهیتنشعمودبرسطحمیانی،نسبتبهسایرمؤلفّه (3

همچنانمستویسته،پسازبارگذاریوتغییرشکل،مقاطعمستویعمودبرسطحمیانیپو (4

یکرنشعمودبرسطحمیانی،مؤلفّههایبرشیومانند.بااینفرض،کرنشوعمودباقیمی

.ندشوصفردرنظرگرفتهمی

 ی ضخیمهاپوستهتئوری  1-4

لامهاوّل بار [13]2ین اس1852در تفادهبا تئوری دقیق(PET3)بعدیدویالاستیسیتهاز حلّ ،

تحتفشاریکنواختهمگنوهمسانگردرایمادهّهایضخیممتقارنمحوریباجدارثابتازاستوانه

4نمختلفمهندسیکاربردفراوانیداشتهاست.گالرکیمسائلارائهکرد،کهتاکنوننیزدرحلّداخلی

1949دردستآورد.بهالاستیسیتهاساسیهایمعادلهیضخیمرابااستفادهازاهپوستهروابط1930در

                                                 
1 Navier 

2 Lame 

3Plane Elasticity Theory 

4Galerkin 
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یضخیمارائههاپوستهقابلحلیّبرایهایمعادله،خطیّیالاستیسیتهبااستفادهازتئوری1ولاسف

گرینس باتئورییاستوانهمقادیرویژه1960در[14]2پنکرد. یهاپوستههایمختلفیضخیمرا

نازکوضخیممقایسهنمود.

 خطّی یالاستیسیتهتئوری  1-4-1

دستولرابهمجه15توانمعادلهوجودداردکهمی15،بعدیسهیالاستیسیتهطورکلیّدرتئوریبه

(جاییجابه-)کرنش4سینماتیکیمعادله)تنش(،شش3تعادلیمعادلهعبارتنداز:سههاهآورد؛معادل

6یتنش)تانسورمتقارنمؤلفّهعبارتنداز:ششهاکرنش(ومجهول-)تنش5رفتارییمعادلهوشش

(.تئوری7جاییجابه)بردارجاییجابهیمؤلفّهمتقارنکرنش(وسهیکرنش)تانسورمؤلفّهتنش(،شش

کندومنجربهطورکاملتوصیفمیرابههاپوستهمشخصاترفتاریچندهربعدیسهیالاستیسیته

می دقیق ؛شودحلّ حلّ میهایمعادلهولی پیچیده بسیار عملآن در و آنبه،باشد هاکارگیری

یالاستیسیتهراکاهشدادوتئوریهامعادلهاینتوانایمیشونده.بافرضیاتسادهناپذیراستامکان

مستوی،فرضیالاستیسیتهکاربرد.درتئوریبههاوکرهها)مستوی(رابرایتحلیلاستوانهبعدیدو

شودکهمقاطعمستویعمودبرمحورمرکزیاستوانه،پسازاعمالفشاروتغییرشکل،همچنانمی

ظرگرفتهمانند.درحقیقتکرنشبرشیوتنشبرشیصفردرنمستویوعمودبرمحوراستوانهباقیمی

برخلافتئوریکلاسیکمی هاپوستهشوداما جاییجابهزپوستهبرابرهرنقطهاجاییجابهینازک،

لامهبرایاستوانهسطحمیانیدرنظرگرفتهنمی اینتئوریرا یجدارثابتمتقارنمحوریازشود.

                                                 
1Vlassov 

2Greenspon 

3 Equilibrium equation 

4 Kinematic equation 

5 Constitutive equation 

6 Symmetric tensor 

7 Displacement vector 
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دستآورد.تئوریلامهبهتئوریههابکاربردوتوزیعتنشرادراستوانههمگنوهمسانگردبهیمادهّ

.[15]هوراستهایضخیممشکلاسیکاستوانه

 ای بر مواد ناهمگنمقدمه 1-5

.شودهابیانمیآنریاضیبندییفرمولایازپیدایشموادناهمگنونحوهدراینبخشتاریخچه

 مگنمواد ناه یتاریخچه 1-5-1

مقاومتمکانیکی،مقاومتحرارتی،مقاومتدلیلیکنواختیخواصازقبیل:موادهمگنوهمسانگردبه

هاییدرصنایعنظامی،دربرابرخوردگیوسایش،مقاومتدربرابرخزشوخستگیو...محدودیت

اندکهازموارهدرتلاشبودههانمحققّکنند.بنابراینهوافضا،نفتوگاز،خودروسازیو...ایجادمی

ایدهموادیجدیدباخواصبرتراستفادهکن یوآغازدهه1940یدرپایاندهه1مرکّبیموادند.

1950 مواد شد. عملی دریایی صنایع مرکّبدر چند یا ترکیبدو دیدگاهیمادهّاز در ناهمساز

سازگاریدرتوگاهیناسازگاردارند.اینعدمآیند،کهخواصفیزیکیمتفاووجودمیبه2ماکروسکوپی

ازموادمرکبّشود.میهادراثربارگذاریزتنشوایجادگسستگیدرمرزلایهرفتارمواد،باعثتمرک

 مکانیکی(4میکروسکوپی)3متالورژیدیدگاه دیدگاه از اما هستند، ناهمسانگرد و ناهمگن ،

شوند.بمی،همگنوناهمسانگردمحسو(ماکروسکوپی)

نتیجهموجبتغییرهاست،کهدرآن،تغییرناگهانیموادوخواصمرکّبیمواداشکالعمده

شنهادیتغییرتدریجیخواصموادپیایدهبنابراین؛شودهامیویژهدرمرزلایهناگهانیرفتارموادبه

وجود(1-1شکل)داستخوانزندهمانن5هایدرساختارارگانیسم،شد.موادباتغییراتتابعیخواص

                                                 
1 Composite materials 

2 Macroscopy 

3 Metallurgy 

4 Microscopy 

5 Organisms 
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یبیرونیکهنیازبهمقاومتمناسبیدربرابرعواملخارجیعنوانمثال،استخواندرلایهداشتهاست.به

یهشودتالایتدریجازسختیآنکممیازقبیلضربهدارد؛ازاستحکامبیشتریبرخورداراستوبه

روتغییراتباشد؛تاشرایطمناسببرایجذبموادغذاییراداشتهباشد.ازایننرممیکاملاًکهآندرونی

گونهموادکهخصوصیاتآنتحتیکتابعشود.اینصورتکاملاًپیوستهوتدریجیایجادمیخواصبه

شوند.یدهمییاموادناهمگن،نامFG1کند،موادصورتتدریجیتغییرمیریاضیبه

درسازمانهوافضایژاپن1984وهمکارانشدرسال2نونیتوسطّیموادناهمگنیهاولّوممفه

اولّیسنجیتولیدآن،دراینکشورشروعشد.مرحلهمطالعاتامکان1986مطرحگردیدوازسال

.[16]انجامشددرژاپن1989-1987هایسال(طی3تابعمتغیرّ)فناوریگسترشموادملیّیپروژه


مقطعاستخوانیدهندهتغییرموادتشکیلیازچگونگینمای 1-1 شکل

یپیشنهادی،دراینپروژه،سهگروه:ساخت،پردازشوارزیابیموادهمکاریداشتند.نظریه

گرادیانتحملّرارتیبالاوهابامقاومتحبااستفادهازسرامیکدرآنجدیدبودکهیمادهّتولیدیک

تغییراتتدریجیوباهدایتحرارتیمناسببامقاومتمکانیکیبالاوضریبحرارتیمناسبوفلزات

                                                 
1 Functionally Graded 

2Niino 

3 Functionally graded materials 
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یونیزشرایطمکانیکیوجوشکاریلایهیبیرونیدماغهشرایطدماییلایه،ازسرامیکبهفلزمادّه

سازیقطعاتیبهآمادهیابیبههدفپروژهکهساختوارضاشود.پسازدست1فضاییدرونیشاتل

واختلافK2000دماهاییدرحدودتحمّلکهقادربهmm 10تاmm 1وضخامتmm 30قطر

جهانی2مینسمپوزیواوّلهایخودرادرانژاپنی،نتایجپژوهشمحققّ؛بودندK1000دماییدرحدود

دراختیارهمگانقراردادند.1990درسال

شد،کهمنجربهساختورقمربعیانجام1991-1990سالژاپندرملیّیدومپروژهیمرحله

قسمتپایینیmm 300بهابعاد در بهقطرویکنیم3یفضایییسفینهدماغهبرایاستفاده کره

mm50تابعیمتغیّریسفینهشد.دومینسمپوزیومجهانیموادبرایاستفادهدرنوکمخروطیدماغه

هاییازاینجنس،ویژهتحلیلسازهوبهFGروپسازآن،مطالعاتبررویموادبرگزا1992لدرسا

فراگیرشد.

باشند:هاییبهشرحزیرمیباموادهمگندارایویژگیموادناهمگندرمقایسه

مقاومتزیاددربرابرگرادیاندماییبالا. (1

مقاومتزیاددربرابربارهایمکانیکیبالا. (2

مهمییک (3 درترینویژگیاز است. جامد اجسام تنشدر کاهشتمرکز ناهمگن، هایمواد

ی،تمرکزتنشدرنقاطیازجسمایجادهایخاصهندسدلیلوجودشکلبسیاریازاجسامبه

گیریصورتچشمتوانآثارنامطلوبتمرکزتنشرابهشود،کهبهکمکموادناهمگنمیمی

کاهشداد.

کهمانعایجادیارشدترکشود،موادناهمگناست.مادهّرخواصببرایتغییبهترینترکی (4

                                                 
1 Space shuttle 

2Symposium 

3 Spaceship 
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یاانجامشود،احتمالجداشدنلایههایجدصورتلایهاگرپوششتردبررویموادنرمبه (5

تدریجیانجام و تغییراتپیوسته با اینکار ناهمگن، بهکمکمواد است. زیاد بسیار ترد

پذیرد.می

هایمختلفآناختارموادناهمگن،موجباستحکامبینلایهجیخواصدرستغییراتتدری (6

مواددرصورتی؛شودمی در بینساخت1کامپوزیتیکه تداخل الیاف، و زمینه نوعی2ارهای ،

بهناهماهنگیدرخواصمکانیکیایجادمی کهموادکامپوزیتدرعنوانمثالهنگامیکند.

ترک،ابتدادرمرززمینهوالیافایجادوسپسدر؛گیرندمیمعرضبارهایحرارتیبالاقرار

دلیلپیوستگیناهمگن،بهشود.درموادهاومقاطعضعیفداخلزمینهوالیافمنتشرمیلایه

کردهایپیداهاحالتپیوستهوگرادیانآنهاتنشدرخواصمکانیکی،حرارتیومغناطیسی،

،3یبینتغییراتخواصدرموادایزوتروپمقایسه2-1شکلشوند.میمادّهباعثاستحکامو

 .[16]دهدوناهمگنرانشانمیتکامپوزی


ایزوتروپ،کامپوزیتوناهمگنخواصدرموادتغییراتچگونگی 2-1 شکل

                                                 
1 Composite 

2 Fibers 

3 Isotropic 
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 ریاضی مواد ناهمگن سازیمدل 1-5-2

کند.میصورتتدریجیوپیوستهتغییربهاصمکانیکیدرموادناهمگنشده،خومطابقتوضیحاتداده

:[16]صورتعمدهازاینقرارنداینتوابعبه

1توزیعتوانی (1

(1-1)
n
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i i

i

r
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r
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2توزیعنمایی (2
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3توزیعکسرحجمی (3
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1
1

مادهّخاصیتoXوiXاستوانهویاکره،ترتیبشعاعداخلیوخارجیبهorوirدرروابطفوق

الکتریکیوحرارتیتوانندخاصیتمکانیکی،باشد،کهمییداخلیوخارجیجسممیترتیبدرلایهبه

خطیّوضریبانبساط7،ضریبهدایتحرارتی6،چگالی5،مدولالاستیسیته4پواسونازقبیل:نسبت

                                                 
1 Power distribution 

2 Exponential distribution 

3 Volume fraction distribution 

4 Poisson’s ratio 

5 Elasticity modulus 

6 Density 

7 Heat conduction coefficient 
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(1-1)یجزرابطهخاصیتاست.3ویاشاخصتوانی2درروابطفوقثابتناهمگنیnباشند.1حرارتی

اختیارکندتواندمکهثابتناهمگنیفقطمی (3-1)و(2-1)؛درسایرروابطقادیرحقیقیمثبترا

n.توانداختیارکندرانیزمیمقادیرمنفیحقیقی یموادهمگناست.دهندهیتوابع،نشاندرکلیه0=

باشد.نسبتشعاعخارجیبهداخلیمیkنسبتشعاعبهشعاعداخلیوrچنینهم

 ی تحقیقپیشینه 1-6

هایهایهمگنودرادامهدرموردکرهموردکرهدرمحقّقانبرخیازمطالعاتیکهابتدادراینبخش

.آوردهشدهاستاند؛ناهمگنداشته

 همگن یکره 1-6-1

یوسیلهبه1951درسالنیمقرنپیشدربیشازیکرویهمگنهاپوستههاییکیازنخستینتحلیل

نامحدودالاستیکتحتاثردومهابافرضیکجسصورتگرفتهاست.آن[17]5وگودیر4تیموشنکو

یهاتنششوند؛اردمییمشخصازهمبهجسموالجهتکهبافاصلهراستاومختلفباریکسان،هم

یایبهفاصلههینرمالوبرشیدرنقطهاتنشیمحاسبهدستآوردند.سپسباحاصلازاینبارهارابه

بههاتنشد،ایندرنظرگرفتناثریکیازنیروهاکهآنرامرکزحلّمشخصازم عنوانفشارداخلیرا

موردنظررامحاسبهنمودند.یکرهیهاتنشتدرنهایتوخالیفرضکردندویکرهیکنواختبراییک

تحتکششیکنواختیرونیکمیلهیکرویدیایجادشدهدراطرافیکحفرههاتنشهادرادامهآن

یحرارتیهاتنشچنینهمهادستآوردند.آنیحاصلازتماسدوسطحکرویرابههاتنشچنینهمو

                                                 
1 Thermal linear expansion coefficient 

2 Inhomogeneity (Heterogeneity) coefficient 

3 Power law index 

4Timoshenko 

5Goodier 
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محاسبهیکره وخطیّیالاستیسیتهتئوری1963در[18]1وارننمودند.همگنتوپروتوخالیرا

متقارندرتوزیعدمایومتقارندرسطحبیرونیتحتبارحرارتیگذراوینیمهاستاتیکیرابرایکره

بهلایه تنشوبردوکاریدرونی، بهجاییجابهدما، دراینمطالعهدستآوردرا هایناشیازشنت.

کرهباشد،موردبررسیکرهویانیمشکلبههایآنکهدماغه2فراصوتیتجهیزاتیامیکگرمایشآیرودین

مختلفازنسبتشعاعداخلیمقادیرونازکباجدارضخیمهایبرایکرهچنینهمقرارگرفتهاست.

باتعمیم1968در[19]3اُلیتکو.اندشده،محاسبهشدهوبایکدیگرمقایسههایتنشبهخارجی،بیشینه

بهرهبعدیسهیالاستیسیته مسائلمتقارنمحوریو لژاندربه توابع 4گیریاز یشعاعیوهاتنش،

توخالیتحتنیروهاییکرهونیزشتوپرتحتبارمتمرکزدرراستایقطریکرهبرایرامحیطی

تحتبارسطحییکره1972در[20]6وتورتلتائوب5گررو.دستآوردبه،باریکنواختداخلیوشیبر

نوشتنروابطتعادلبرای با دراینهاتنشمتمرکزدریکراستایدلخواهرا یسطحیحلکردند.

چنینهاهمآنحلشدهاست.7یریآلمانسیگتفادهازروشانتگرالایطمرزینوعدومبااستحقیقشر

رااندیدلخواهازسطحکرهاعمالشدهجهتکهدردونقطهتحتاثردوبارمساویوغیرهمیکره

کتورهاآدررهاینگهدارندهبهاهمیّتاستفادهازیاتاقانهتوجّبا1973در[21]8پیتکوبررسینمودند.

ویبااستفادهازراتحلیلکرد.توخالیوتوپرکرویهایساچمهدارایهایهایگازی،یاتاقانوتوربین

نیرویمحوریهمگنتوپروتوخالیتحتبارگذارییکرههارابرایجاییجابهوهاتنشتوابعلژاندر،

                                                 
1Warren 

2Hypersonic 

3Ulitko 

4 Legendre functions 

5Guerrero 

6Turteltaub 

7 Almansi 

8Pit'ko 
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-یتنشبودنرابطهغیرخطیّبافرض1974در[22]2وچرنوپیسکی1نامشمحاسبهنمود.منفرد

حرارتیتوخالیتحتباریکرهیحرارتییکهاتنش3هایمتوالیکارگیریروشتقریبکرنشوبه

یحرارتیگذراوتوزیعهاتنش1982در[23]5وتاکیوتی4تانیگاوا.دستآوردندامیکیرابهآیرودین

همگنیکرهیکبرای1985در[24]7ونزو6جینگو.دستآوردندهمگنتوخالیبهیکرهدمارابرای

گیریبابهرهکره،درراستایقطروجهتراستاوغیرهمبازمان،هممتغیّر،الاستیکتحتدوبارمتمرکز

جهتتوابعلژاندرونیزبااستفادهازهامتغیّرجداسازیو9تبدیللاپلاس،8تابعتنشیمحاسبهازروش

شکلانتشارموجتنشرا،درراستایشعاعی11وتوابعبسل10اریالنهراستاینصفتغییراتدرتوضیح

ییهاولّبافرضوجودشرایطمرزی1989در[25]12مکلان.دستآوردندبهصورتتحلیلیوعددیبه

مطرحشده[26]14هیلتوسطّکه13کارگیریبردارهارمونیککروییدرونیوبابهدرلایهجاییجابه

همگنتحتاثرنیروهایحجمیرامحاسبهکرد.ویباقراردادنبردارهاییکرههایجاییجابهست،ا

هایمعادلههارابه،آن15ناویرهایمعادلهونیروهایحجمیدرجاییجابههارمونیکمربوطبهمیدان

                                                 
1Nemish 

2Chernopiskii 

3Successive approximations 

4Tanigawa 

5Takeuti 

6 Jingu 

7Nezu 

8 Stress function approach 

9 Laplace transform 

10Meridional 

11 Bessel functions 

12Mcclung 

13Vector spherical harmonic 

14Hill 

15 Navier ҆s equation 
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درکتابخودتوزیعتنش2000در[27]2بورسی.هاراحلنمودهاستتبدیلکردهوآن1اویلر-کوشی

دستآورد.ویبااعمالبارحرارتیکهفقطتابعیازشعاعکرهبودهوبافرضهمگنرابهیکرهبرای

راهاجاییجابهوهاتنششعاعیاست؛جاییجابهممکنبراینقاطمختلف،فقطجاییجابهاینکهتنها

بااستفادهازنتایجکار2005در[28]4وسوسا3ژیانگ.دبهکرمحاسرتوپوجدارضخیمهایبرایکره

ازیکعدمنکهبرایتوضیحاختلافزمانیپاسخ،بینشارگرماییوگرادیاندماکهنشا[29]5توو

کارگیریبسطسرییماکروسکوپیراارائهکردهبود؛وبابهباشد،یکرابطهتعادلترمودینامیکیمی

ایراانتقالحرارتغیرفوریهیمعادلهیدووبالاتر،یکهایمرتبهونیزصرفنظرازمشتق6تیلور

یآنثابتیهاوّلکهدمایجدارضخیمیکرهاینمعادلهبرایحلّدستآوردند.ایشانبااستفادهازبه

طورناگهانیتغییرباشدودمایسطحداخلیوخارجیآنبهمی7یدماییفرضشدهونیزفاقدچشمه

ارنمیداندماییمتقحتتکرهیک2009در[30]موسایی.دستآوردندکند،شکلتوزیعدمارابهمی

کارگیریموادهمگنوهمسانگردواعمالشرایطمرزیعمومیبابهیداخلیرادرلایهایوغیرفوریه

صورتتحلیلیهاواستفادهازتوابعلژاندربهمتغیرّکارگیریروشجداسازیومستقلاززمانونیزبابه

8درحالتپایامرزی،مسألهابتدافناهمگنیدرشرایطموردمطالعهقرارداد.دراینمطالعهجهتحذ

تحلیلیحلّ(2009)درکتابخود[31]10اسلامیوهتنارسکی.حلشدهاست9وسپسدرحالتگذرا

                                                 
1 Cauchy-Euler equations 

2Boresi 

3Jiang 

4Sousa 

5Tzou 

6 Taylor-series expansion 

7 Heat source 

8 Steady state 

9 Transient state 

10 Hetnarski 
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تعادلوحرکترادرمختصاتهایمعادلههااند.آنبیانکرده1کاملیرابرایمسائلترموالاستیسیته

هاعمومیرابرایآنحلّیکجاییجابه2ایوکرویبیاننمودهوبااستفادهازتابعپتانسیلاستوانه

کارگیریودرادامهبابهبعدییکانتقالحرارتپایارابرایمختصاتکروییاند.ایشانمسألهبیانکرده

تحلیلیحلّحلنمودند.بعدیسهصورتدوبعدیوهاواستفادهازتوابعلژاندر،بهمتغیرّروشجداسازی

بررسیوصفروتحتاثرشارگرماییدربخشیازسطحییهاولّدمایباتوپریکرهگذراییکو

،وخارجیحرارتیوفشارداخلیزمانبارگذاریهمتحتبارجدارضخیمیحرارتیمخزنکرویهاشنت

.باشدهامیازدیگرمطالعاتآن

 ناهمگن یکره 1-6-2

دستبهFGM5توخالییکرهیحرارتیپایداررادراستوانهوهاتنش1994در[32]4ونودا3اوباتا

هاتنشلامه،هایمعادلهایوبهکمکدرحالتکرنشصحفه9199در[33]7وچان6.هورگانآوردند

حل2000ّدر[34]10وآنودرا9.سوگانوبررسیکردندFGشدهازموادساخته8دوّاررادریکدیسک

یداخلیودرلایهتحتاثربارحرارتیمتقارنشدهازموادهدفمندتوخالیساختهیکرهنیمتحلیلی

،تابعپتانسیلوتوابعتنش11دتوابعویژههازتعامواستفادکرهنیمکردنایفرضخاجیراباچندلایه

                                                 
1 Thermo-elasticity problems 

2 Potential function 

3Obata 

4 Noda 

5 Functionally Graded Material 

6Horgan 

7Chan 

8 Rotating disk 

9Sugano 

10Onodera 

11 Eigen functions 
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3وازترک2.توتونچودستآوردندیحرارتیرابههاتنشارائهکردندوتوزیعدمایگذراو،1نیوبر-پاپکویچ

شدهازایوکرویساختهیمخازناستوانههاتنشوهاجاییجابه،4بستهحلّبهروش2001در[35]

هادستآوردند.آنموادهدفمندباتوزیعتوانیمدولالاستیسیتهوتحتفشاریکنواختداخلیرابه

یایشانایبینتوزیعتنشدرمخازنکرویهمگنوناهمگنانجامدادند.درمقالهمقایسهچنینهم

یهاتنش2003در[36]6ترااوب5وِل.نمودارتنششعاعیاشتباهاسترابطهونمودارتنشمحیطیو

درجهتضخامتباسریتیلورمادهّکهخصوصیاتFGرادرورقمستطیلیبعدیسهحرارتیگذرای

اکهجنسیکمخزنکرویتحتفشارر2005در[37]وهمکاران7یو.شود؛تحلیلکردندیانمیب

تأثیردودرنظرگرفتنجیهمگنودربینایندولایهناهمگناست؛یداخلیوخاریهآندرنزدیکیلا

یمیانیرابرتغییرشکلوتوزیعتنشمدولیانگوابعادلایهچنینهمیبیرونیولایه8مدولیانگ

یمکانیکیوحرارتیهاتنش2005در[38]اسلامیوهمکاران.موردبررسیقراردادند،درمخزن

در[39]9باباییوچندستآوردند.بهFGیکرهبهروشمستقیم،برایورادرحالتپایابعدییک

وباتغییربعدییکتاثربارحرارتیگنتحناهمیکرهایرادرانتقالحرارتهدایتیغیرفوریه2008

10چنولین.کارگیریتبدیللاپلاسومعکوسآنبررسینمودندصورتتوانیونیزبهخواصموادبه

الاستیکاستوانه2008در[40] موادهدفمندبایجدارضخیمومخزنکرویساختهحلّ از شده

                                                 
1Papkovich-Neuber 

2Tutuncu 

3Ozturk 

4 Closed form solution method 

5 Vel 

6 Batra 

7You 

8 Young s̓ modulus 

9Chen 

10 Lin 
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اصوتحتفشارداخلیوخارجیتغییراتنماییخو ارائهنمودند. در[31]اسلامیوهتنارسکیرا

یکرهیحرارتیهاتنشبادرنظرگرفتنتغییراتتوانیخواصدرراستایشعاعی،(2009)کتابخود

انتوزیعتحتفشارداخلیوخارجیوبارحرارتیرادرحالتپایاحلنمودند.ایشمناهمگنجدارضخی

یکرهشعاعیرابرایمقادیرمختلفازشاخصتوانیدرجاییجابهتنششعاعیومحیطی،توزیعدماو

FGMتوزیع2009در[41]1ملتوتونچووتِ.دستآوردندبه،سطحداخلیثابتدردمایوفشارتحت

باتغییراتنماییوتوانیخواصFGMتوخالییکرهومقادیرتنشرابرایدیسک،استوانهوجاییجابه

روشتابعو(PET)مستوییالاستیسیتهدرراستایشعاعیوتحتفشارداخلی،بهکمکتئوریمادّه

یهاتنشیمحاسبهرویکردتحلیلیجدیدیبرای2009در[42]وهمکاران3لی.کردندتعیین2متمّم

خواص اینرویکرد، در یکروییپوستهدهندهیتشکیلمادهّالاستیکمخازنکرویارائهنمودند.

یالاستیکمنجربهتشکیلمسألهحلّایتغییرکنندوطوردلخواهباتوابعپیوستهویاتکهتوانندبهمی

[43]نژادوزمانیقناّد.هایعددیحلنمودهاراباروشتوانآنکهمیگرددالیمیانتگریمعادلهیک

جدارضخیمیهاپوستهتحلیلتانسوری،رفتاربراساسبعدیسهیمعادلهیدستگاهباارائه2010در

FGMانحنایدلخواهوضخامت بررسیکردنددرراستاینصفمتغیرّحاصلازدورانبا .النهاریرا

یکرهبرایاستوانهوراهذلولویصورترارتیبهگذرایهدایتححل2011ّدر[44]5وکانکر4کلس

نژادوزمانیقناّد.باتغییراتنماییخواصارائهنمودند،شدهازموادهدفمندتوخالیناهمگنتشکیل

تحتFGشدهازموادساختهجدارضخیمیکرویهاپوستهتحلیلیکاملیبرایحل2012ّدر[45]

استفادهازهاآنارائهکردند.،فشارداخلیوخارجی ریشهحلّروشبا مزدوجوبسته، هایحقیقی،

                                                 
1Temel 

2 Complementary function method 

3 Li 

4Keles 

5Conker 
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تحلیلیحلّهایحاصلازدوروشجاییجابهتعیینوتوزیعتنشوراحاکمبرمسألهیمعادلهمختلط

،بستهحلّیریروشرگکابابه2012در[46]نژادوهمکارانزمانی.دندرکبایکدیگرمقایسهراوعددی

خواصباتغییراتنماییFGازموادشدهساختهجدارضخیمویکریهایپوستهجاییجابهوهاتنش

بیاتو.مقایسهکردندحاصلازحلّعددینتایجوبامحاسبهنمودندراتحتفشارداخلیوخارجیو

تغییرFGشدهازموادتوخالیساختهیکرهبرای1کانیکتحلیلیترموم2012در[47]همکاران با

انجامدادند.ایشانبافرضشرایطمرزیبعدییکتحتبارهایمکانیکیوحرارتیپایاوتوانیخواص

جنتایی،درراستایشعاعبعدییکوتوزیعدماییداخلیوخارجیعمومیمکانیکیوحرارتیدرلایه

[48]نژادوهمکارانزمانی.رابایکدیگرمقایسهکردندجاییجابهتحلیلیوعددیتوزیعتنشوحلّ

خواصنماییباتغییراتشدهازموادهدفمندتوپرساختهیکرهالاستیکوعددییکحل2014ّدر

واصبافرضتغییراتنماییخ2016در[49]نژادوهمکارانزمانی.ارائهنمودندخارجیراتحتفشارو

کارگیریتئوریالاستیسیتهودرحالتکرنشودقیقیرابابه2درراستایشعاعیحلّتحلیلی،بسته

استوانهایصحفه تنشبرایمخازنتحتفشار محیطیوجابهایارائهو جاییشعاعیهایشعاعیو

رامکانیکی-رفتارحرارتی2017در[50]وهمکارانمیتهاحاصلرابانتایجحلّعددیمقایسهکردند.

کرهسطحداخلیوخارجی-خواصباتغییراتنماییشدهازموادهدفمندمخزنکرویساختهبرای

درسطحداخلی،تحتبارحرارتیمتناوبوفشارثابت-شدباآلومیناوآلومینیوممیازجنسترتیببه

هاراوکرنشهاتنشیاثرتغییراتفرکانسدمایسیالمخزنبردامنهچنینهمایشانبررسیکردند.

.بررسیکردند





                                                 
1 Thermo-mechanical analysis 

2 Closed-form solution 
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 بندیجمع 1-7

یتهالاستیسیایکهمسألهازحالتگونهبههایضخیمهمگنوناهمگنباجدارثابت،برایتحلیلکره

میبعدییک تئخارجنشود، بهیالاستیسیتهوریتواناز کرد. دلیلاهمیّتتحلیلمستویاستفاده

جدارهایبهاینکهحلّتحلیلیبرایکرهتوجّهباوهایآندهندهتشکیلیمادهّچنینهموهاپوسته

یوهشباارائهست،دراینپژارائهنشدهازمانهمطوروتحتبارحرارتیگذرابهFGتحتفشارضخیم

تحلیلیبرای تحلیلیبانتایج،مقایسهجدارضخیمیکرویهاپوستهحلّ ایبیننتایجحاصلازحلّ

 نتایجصورتپذیرفتهاست.صحّتبررسیمنظوربهحلّعددی

شدهتانجام،مطالعاضخیمینازکوهاپوستهابتدادرفصلاوّلاینپژوهش،ضمنمرورتئوری

موادباتغییراتتابعییضمنتعریفتاریخچهچنینهمیکرویارائهشدهاست.هاپوستهرخصوصد

هایحاکمبرکرههایمعادله.فصلدومشاملاستخراجاندشدههابیانآنهایویژگی،(FGMخواص)

فشاریوهمگنتحتبارگذارییمادهّمستویبراییالاستیسیتهبااستفادهازتئوریجدارضخیم

میدماییگذر باشد.ا مطالعههایمعادلهسپسروشحلّ انجام با نتایجونهاییبیانو یموردی،

نتایجحاصلازصحتّبررسیمنظوربهآوردهشدهاست.جاییجابهنمودارهایمربوطبهتوزیعتنشو

وشحل،بایکدیگرمقایسهیزارائهشدهونتایجدورموردنظرنیکرهعددیسازیمدلحلّتحلیلی،

.انددش

 استخراج شامل سوّم کرههایمعادلهفصل بر حاکم ضخیمهای تئوریجدار از استفاده با

باتغییراتتوانیخواص،تحتبارگذاریفشاریودماییگذراFGMیمادهّمستویبراییالاستیسیته

ونمودارهایمربوطیموردی،نتایجمطالعهنهاییبیانوباانجامهایمعادلهباشد.سپسروشحلّمی

 تنشو توزیع جاییجابهبه است. شده تحلیلی،صحّتبررسیمنظوربهآورده حلّ نتایجحاصلاز

موردنظرنیزارائهشدهونتایجدوروشحل،بایکدیگرمقایسهشدهاست.یکرهعددیسازیمدل

ادهادرفصلچهارمانجامشدهاست.نهیپیشنهاییوارائهبندیجمعگیری،نتیجه
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ی کروی هاپوستهیل ترموالاستیک تحل :2 فصل

 همگنِ تحت فشار
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 گفتارپیش 2-1

نیازبشربراییافتنموادیکهدرحیندارابودنمقاومتگونههمان نیزبیانشد، کهدرفصلاولّ

دارایمق مکانیکیمناسب، ازمواددرجهمحققّاومتحرارتیبالاباشند؛ بهسویاستفاده بندیانرا

اندرسرتاسرمحققّهایعلمی(هدایتنمود.درنتیجهحجمعظیمیازپژوهشFGMیتابعی)شده

هاییکرهجهانبهبررسیاینموادازجهتمقاومتمکانیکیوحرارتی،اختصاصیافت.کاربردگسترده

ها،ای،توربینهایمهندسیهستهسازهمانند:درصنایعمختلفFGازموادشدهختهاسجدارضخیم

یهواپیماسببوبدنههایتولیدانرژی،بالهاصنعتی،سیستممخازنتحتفشار،صنایعهوافضا،ابزار

یقرارموردبررسزمانهمطورتحتفشار،حرارتوحتیدورانبههاپوستهشدهاستتاتحلیلاین

ازبگی عمومیرواینرد. حرارتیهایبارگذاریتحتهمگنجدار ضخیمهای کرهدراینفصلحلّ

یکرویهاپوستهوالاستیکتحلیلترم.گذراوفشاریکنواختداخلیوخارجیصورتپذیرفتهاست

موادهمگنشدهازتشکیلجدارضخیمهایدیفرانسیلحاکمبرکرههایمعادلهتحتفشار،بااستخراج

،نتایجAbaqusافزارالمانمحدودنرمتوسطّعددیحلّیباارائهدرنهایتگیرد.ردبررسیقرارمیمو

هاییکهبرایاستخراجابتدافرض.اندعددیمقایسهشدهحاصلازحلّتحلیلیبانتایجحاصلازحلّ

 :شونداند؛بیانمیدراینفصلاستفادهشدههامعادله

شدهاست.یالاستیکبررسیهاکوچکودرمحدودهیجایجابه (1

؛شودهاکوچکفرضمیتغییرشکل (2 تحلیلمکانیکیومنظوربهبنابراینازاصلجمعآثار،

 است.،استفادهشدهمجزّاصورتحرارتیبه

 شود.ودرجهتشعاعیدرنظرگرفتهمیبعدییکتوزیعدما (3

جدارضخیمهایمستوی،حلّتحلیلیکرهیالاستیسیتهیورتئاینفصل،بهکمکاوّلدربخش

صورتترکیبیازبارحرارتیومکانیکیاست.بارگذاریبهوشودتحتفشاروبارحرارتیگذراارائهمی

یافتهوبسطتابعویژهها،توابعبسلتعمیممتغیرّبااستفادهازروشجداسازیبعدییکتوزیعدمای

یمعادلهازترتیببهشعاعی،جاییجابهپاسخعمومیوخصوصیِتابعآوردندستبرایبهآید.دستمیبه
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استفادهشدهاست.اویلروروشتغییرپا-کوشی جایگزینیتابعرامترها معادلهجاییجابهبـا هایدر

دما،توزیعآینـد.دسـتمـیبـهشعاعیومحیطییهاتنشترتیببهساختاری،سینماتیکوسپس

زمانبرحسبشعاعیوراستایودرآمدهدستیحرارتیدرحالتگذرابههاتنششعاعیوجاییجابه

وجاییجابهزمانرادرتوزیعدما،تأثیرشوندتامقادیردراینتحقیقدلخواهانتخابمیشوند.رسممی

بیانAbaqusاجزایمحدودافزارتحلیلعددیباکمکنرمینحوهدربخشبعد،.نشاندهندهاتنش

.عددی،مقایسهوبررسیخواهندشدحلّوباتعریفیکمسأله،نتایجحاصلازحلّتحلیلیو

 حرارتی حاکم بر مسأله یمعادله 2-2

شکلشود)گرفتهمیدرنظرتحتبارمکانیکیوحرارتیگذراهمگنجدارضخیمیکروییکپوسته

,rدستگاهمختصاتکروی)که(2-1 , قرارداردآن(درمرکز.


فشارداخلیوخارجی،تحتبارحرارتیگذراوbوشعاعخارجیaباشعاعداخلیجدارضخیمیکره 1-2 شکل

یکنواخت

b 

a 

i, h i, T iP 

o, h o, T oP 
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درجسموجودنداردونیز(q)2منبعحرارتیوازآنجاکهدرانتقالحرارت1مطابققانونفوریه

راستایمختصاتیمتقارن دو در نیزهمگنو3بودنکره حرارتانتقالیمعادلهبودنماده،و

.[51]باشدمی(1-2)یصورترابطهبعدیوبهیک

( )c T q
t


 =   +



2

T T
q , ,0 0 0

 
= = =

 

(2-1)T c T
r

r r r t

    
= 

    

2
2

1


چگالیوظرفیتگرماییگرمایی،ترتیبضریبهدایتهبcو،هایثابت،(1-2)یدررابطه

د.نباشمییهمگندرکرهوزماندماابعتترتیببهtوTوویژه

.[47]شوندگرفتهمیدرنظر(3-2)و(2-2)روابطشکلبهیهاوّلشرایطمرزیو

(2-2)
( )

( )

i i

o o

T
h T T on r a

r

T
h T T on r b

r


 = − = 


− = − =

 

(2-3)T(r, ) f (r)0 = 

جاییجابهترتیبضریبانتقالگرمایبه f(r)وih،oh،iT،oTپارامترهای(3-2)و(2-2)درروابط

کرهرانشانوتوزیعدمادرزمانصفربرایخارجییطداخلیودمادرمح،درسطحداخلیوخارجی

شوند.دهند.دراینفصلتمامیاینپارامترهاثابتفرضمیمی

                                                 
1 Fourier s̓ law  

2 Heat source 

3Double axisymmetric 
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 انتقال حرارت یمعادله حلّ 2-3

 روشجداسازیمیخطیّیمعادلهکهیک(1-2)دیفرانسیلیمعادلهجهتحلّ از هامتغیّرباشد،

هایمجهول،1هانسبتبهتابعوزنیشود.باکمکبسطتوابعویژهواستفادهازشرطتعامدآناستفادهمی

 .[52]آینددستمیمسألهبه

.آیددستمیبه(4-2)یمعادله،(1-2)یمعادلهدادنبسطاز

(2-4)T T c T

r r r t

2

2

2   
+ =

   

ها،وجودشرایطمرزیهمگندریکراستایمتغیّریکیازشرایطاستفادهازروشجداسازی

زبهدونیاینبودهوبنابرا2ی،نسبتبهشعاعکرهازدرجه(4-2)دیفرانسیلیمعادلهمختصاتیاست.

همگن،r،درراستای(2-2)یشدهدررابطهباشد.شرایطمرزیبیانشرطمرزیهمگندراینراستامی

توانمسألهراابتدادرحالتاینمهممیباشد.جهتانجامسازیاینشرایطمینیستندونیازبههمگن

مطابقآورد.بنابرایندستسخنهاییراازمجموعحالتپایاوگذرابهاپوپایاوسپسگذراحلنمود

sT)،تابعدمابهدوبخش:حالتپایا(5-2)یرابطه (r))وحالتگذرا((r, t))[31]شودتقسیممی.

(2-5)sT(r, t) T (r) (r, t)= +

 توزیع دما در حالت پایا یمحاسبه 2-3-1

Tد،بنابرایندرحالتپایامسألهنسبتبهزمانتغییراتندار

t
0


=


:(4-2)یگذاریدررابطه.باجای

  s s
s

d T dT
T(r, t) T (r)

dr r dr
= → + =

2

2

2
0 :Steady state

                                                 
1 Weight function 
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(2-6)
s

C
T (r) C

r

1
2→ = +

 

برای شرایطمرزی(6-2)یرابطهمجهولهایثابتیمحاسبهشرایطمرزیلازم از ،(2-2)

آید.دستمیبه

(2-7)
( )

( )

s
i s i

s
o s o

dT
h T T on r a

dr

dT
h T T on r b

dr


 = − =


− = − =


:(7-2)شرایطمرزیدر(6-2)یگذاریرابطهباجای

(2-8)
i o

o i

T T
C

b h a h b a

1

2 2

1 1 1 1

−
=

   
 + − −   

  

(2-9)
i o

o i

o i

T T
b h b a h a

C

b h a h b a

    
− + +   

  =
   

 + − −   
  

2 2

2

2 2

1 1

1 1 1 1

 
 

 توزیع دما در حالت گذرا یمحاسبه 2-3-2

آید.دستمیتوزیعدمادرحالتگذرابه(4-2)یدررابطه(5-2)یگذاریرابطهباجای

(2-10)c

r r r t

    
+ =

   

2

2

2

(12-2)و(11-2)روابطمطابق(10-2)دیفرانسیلیلهادمعمربوطبهیواولیهشرایطمرزی

باشد.می

(2-11)
i

o

h on r a
r

h on r b
r


 =  = 


− =  =
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(2-12)s(r, ) f (r) T (r) = −0 

(10-2)دیفرانسیلیمعادله با جداسازیتوانبهروشمی(11-2)بهشرایطمرزیتوجّهرا

 هاحلنمود.بنابراین:متغیّر

(2-13)(r, t) F(r)G(t) =

:(10-2)در(13-2)یرابطهگذاریجای

c G
F F

F r G

21 2  
 + = = − 

 

(2-14)F F F
r

G G
c

 + +  =


+  =


2

2

2
0

0

 

(2-15)

 است.(16-2)یرابطهصورتبه(14-2)دیفرانسیلیمعادلهشرایطمرزیمربوطبه

(2-16)
i

o

dF
h F on r a

dr

dF
h F on r b

dr


 = =


− = =


بهکمکتوابع(14-2)دیفرانسیلیمعادلههایمناسب،متغیّریرتابعوتغیتغییراستفادهازبا

 بسلقابلحلخواهدبود.

F(r)تابعبااستفادهازتغییرابتدا r g(r)
1
-2)ی،رابطه(14-2)یمعادلهدرگذاریجایو=−2

آید.دستمیبه(17



32 

(2-17)r g rg r g2 2 2 1
0

4
 

 + +  − = 
 

zمتغیّردرادامهبااستفادهازتغییر r= (17-2)یگذاریدررابطهوجای: 

(2-18)d g dg
z z z g

dz dz

 
+ + − = 

 

2
2 2

2

1
0

4

معادلهازآنحلّیتعریفشدهوفقطبرایحلّصورتمبهzمتغیّر(18-2)ی:دررابطهتذکّر

د.نشوکارگرفتهمیبههامعادلهحلّهاوتوابعصرفاًجهتمتغیّرشودودرادامهنیزبرخیاستفادهمی

صورتزیرخواهدمعادلهبهنپاسخعمومیاینبسلاست؛بنابراییمعادلهیک،(18-2)یرابطه

بود.

(2-19)g(z) C J (z) C Y (z) = +1 1
2 2

3 4

باشد.قابلاثباتمی(21-2)و(20-2)روابطنوعاولّودوم،بسلهایهایتابعبهویژگیتوجهّبا

(2-20)sin z
J (z)

z
=


1
2

2



(2-21)cos z
Y (z) J (z)

z
−

= − = −


1 1
2 2

2

 

محاسبهF(r)درنتیجهوg(r)،تابع(19-2)یدررابطه(21-2)و(20-2)روابطگذاریجایبا

 دد.گرمی

(2-22)sin( r) cos( r)
F(r) C C

r r

 
= +3 4



.آیددستمیبه(16-2)ازشرایطمرزی(22-2)یابطهرمجهولهایثابت
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( ) ( ) ( ) ( )i icos a h sin a C sin a h cos a C
a a

3 4 0
        
  − +  −   + +  =      

      

( ) ( ) ( ) ( )o oh sin b cos b C h cos b sin b C
b b

3 4 0
        

−  −   + −  +   =      
       

فوقوجودداشتهباشد،بایددترمینانضرایبیمعادلهیدستگاهبرایاینکهجوابیغیرازصفربرا

توابعنهایتبرحسببی F(r)تابعشدهومحاسبهnییآنمقادیرویژهکهدرنتیجهبرابرصفرشود

.شودبسطدادهمیویژه

(2-23) n n n n

n

F(r) A sin( r) B cos( r)
r 1

1 

=

 =  + 


گردد.بخشزمانیپاسخمسألهمحاسبهمی(15-2)یبااستفادهازرابطه

(2-24)n t
c

n

n

G
G(t) e

G c

 − 


=


= −  → =




2

2

1



پاسخحا(13-2)یدررابطه(24-2)و(23-2)گذاریروابطاکنونباجای مشخصلتگذرا

شود.می

(2-25)( )  
n t

c

n n n n

n

r, t A sin( r) B cos( r) e
r

 − 


=

 =  + 
2

1

1


 تابع وزنی یمحاسبه 2-3-3

nBوnAهایمجهولیمحاسبهجهت نسبتبهتابعوزنیویژهازتعامدتوابع(25-2)یرابطهدر

توضیح1لیویل-اشتورمیمعادلهتابعوزنیبهکمکیمحاسبهشود.دراینبخشچگونگیاستفادهمی

شود.دادهمی

                                                 
1 Sturm–Liouville 
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 .[52]است(26-2)یرابطهمطابقلیویل-اشتورمیمعادلهشکلکلّی

(2-26) 
d dy

p(x) q(x) w(x) y
dx dx

0 
+ +  = 

 

گویند.بعوزنیاترا w(x)،(26-2)یرابطهدر

-2)تفادهازروابطبااس(27-2)یمانندرابطهوهمگن2یخطیّمرتبهدیفرانسیلیمعادلههر

.باشدلیویلمی-اشتورمیمعادله،قابلتبدیلبه(30-2)تا(28

(2-27) 
d y dy

a (x) a (x) a (x) a (x) y
dx dx

2

0 1 2 32 0+ + + =


(2-28)
a (x)

dx
a (x)

p(x) e

1

0


=

(2-29)
a (x)

q(x) p(x)
a (x)

2

0

=

 

(2-30)
a (x)

w(x) p(x)
a (x)

= 3

0 

لیویل-دیفرانسیلاشتورمیمعادلهحالتخاصیازکه(14-2)دیفرانسیلیمعادلهیبامقایسه

رابطه؛باشدمی (27-2)یو ازو (28-2)یهارابطهاستفاده به(30-2)تا دستتابعوزنیموردنظر

.آیدمی

(2-31)w(r) r2=

ی،بهیکمسألهلیویل-اشتورمیهمعادلهابرایپیداکردنپاسخمتغیّراستفادهازروشجداسازی

چنینهموشود،بسطدادهمیشدهمحاسبهیبرحسبتوابعویژه،شود.تابعپاسخمقدارویژهختممی

متعامدهستند.لیویل-اشتورمیمعادلهتوابعویژهنسبتبهتابعوزنی



35 

 

 انتقال حرارت گذرا یمعادله مجهول هایثابت یمحاسبه 2-3-4

:(25-2)یدررابطه(12-2)یبااعمالشرطمرز

(2-32)( )  s n n n n

n

f (r) T r A sin( r) B cos( r)
r 1

1 

=

− =  + 


)msinیدرتابعویژه(32-2)یباضربدوطرفرابطه r)

r

وتابعوزنیw(r) r2=ونیزانتگرال-

aیگیریدربازه r b تعامدتوابعویژهنسبتبهتابعوزنیبااستفادهازو،nAگردد.محاسبهمی

    
b b

s n n n
a a

n n

f (r) T (r) sin( r)rdr A sin ( r)dr
 

= =

−  =   
2

1 1


(2-33)
 

b

s

b

n
a

n

n
aA

)f (r) T (r) sin( r rdr

sin ( r)dr

− 


=



2



یمحاسبهبرای
nB(32-2)یینتفاوتکهدوطرفرابطهشود.باامشابهروندفوقعملمی

)mcosیدرتابعویژه r)

r

وتابعوزنیw(r) r2=شود.ضربمی

    
b b

s n n n
a a

n n

f (r) T (r) cos( r)rdr B cos ( r)dr
 

= =

−  =   
2

1 1


(2-34)
 

b

s

b

n
a

n

n
aB

)f (r) T (r) cos( r rdr

cos ( r)dr

− 


=



2



گردد.بیانمی(35-2)یبارابطهجدارضخیمهمگنیکرهدرتوزیعدما

(2-35) 
n t

c

n n n n

n

C
T(r, t) C A sin( r) B cos( r) e

r r

 − 


=

= + +  + 
2

1
2

1

1

 

 

 ترموالاستیکروابط  2-4
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،برابرصفرودردوراستایوتغییراتهاجاییجابهکره،دوراستایمختصاتیدرتقارندرعلّتبه

,:بهعبارتدیگر)شودرفتهمیدرنظرگ , u , u 

 
= = = =

 
0 0 0 شعاعیجاییجابهچنینهم(.0

)باتوجهّسینماتیکهایمعادلهکرنشدرعنصرتانسورششازباشد.فقطتابعیازشعاعکرهوزمانمی

هایآنرابطهباشندورویقطراصلیتانسورکرنشمخالفصفرمیعنصرِتنهاسهبودنکره(بهمتقارن

.[47]آیددستمیبه(36-2)روابطهامطابقجاییجابهبا

(2-36)r r
r

du u
,

dr r
 = = =  

نیزتنهاعناصررویقطراصلیتانسورتنشساختاریهایمعادلهازششعنصرتانسورتنشدر

راهایشعاعیومحیطیباکرنشمحیطیوشعاعییهاتنشیرابطهتوانباشندومیمخالفصفرمی

 .بیاننمود(37-2)یابطهمطابقر

(2-37)r rA B C
E E T

B A B C

2

 

      
= −       

+       

 

 =   = 


یمطابقرابطهCوA،Bهایثابتباشدوضریبانبساطحرارتیکرهمیαکهدراینرابطه

شوند.بیانمی(2-38)

(2-38)
( )( ) ( )( )

A , B , C
− 

= = =
+  −  + −  − 

1 1
1 1 2 1 1 2 1 2



شود.بیانمی(39-2)یبارابطهTپارامترچنینهم

(2-39)T T(r, t) T = −

.شودنامیدهمی1،دمایمرجعTآنکهدر

                                                 
1Reference temperature 
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:(37-2)یبهرابطهتوجهّبا

(2-40) r rE A B C T =  +  − 2

(2-41)( )rE B A B C T  =  + +  −    

یتعادلیمعادلهازسه تنها خودارضاخودبههامعادلهوسایربایدارضاشودآنیمعادلهک،

.آیددستمیبه(42-2)یواینمعادله،مطابقرابطهشوندمی

(2-42)( )r
r

d

dr r



+  − =
2

0

توانمجهولوجوددارد؛بنابراینمی7معادلهو7،(42-2)و(37-2)،(36-2)باتوجهّبهروابط

هایمسألهرامحاسبهنمود.مجهول

:(42-2)ییآندررابطهونتیجه(41-2)و(40-2)هایدررابطه(36-2)گذاریروابطباجای

r r r

C dT
u u u

r r A dr2

2 2 
 + − =



(2-43)( )r

d d C dT
r u

dr r dr A dr

2
2

1  
= 

 

(2-44)
( ) ( )

n t
cn n

n n n n

n n n n

C C
I r T(r, t)dr r r

A B
B r sin r A r cos r e

 − 


=

= = +

    
+ +  + −     

      




2

2 2 31 2

1

2 3

1
 

آید.دستمیشعاعیبهجاییجابه،(44-2)یوبادرنظرگرفتنرابطه(43-2)یرابطهحلّاز
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(2-45)
r

C C I
u (r, t) C r

r A r

6
5 2 2


= + +



بااستفادهازجاییجابهیمحاسبهبا هاوسپسباکرنش،سینماتیکهایمعادلهشعاعی،ابتدا

هایثابتدرنهایتند.یآدستمیبهوزمانبرحسبشعاعکرههاتنشساختاریهایمعادلهکارگیریبه

شوند.یداخلیوخارجیکرهمحاسبهمیطمرزیتنشیدرلایه،بااعمالشرایC6وC5مجهول

شود.صورتزیرتعریفمیبه*متراسازیدرروابطپاربرایساده

(2-46)B

A

 =

و(47-2)هایصورترابطهیشعاعیومحیطیبرحسبشعاعکرهوزمانبههاتنشبنابراین

گردند.محاسبهمی(2-48)

(2-47)( )
( )

( )r

A B I
(r, t) E A B C C C T

r r





−  
 = + − +  − −  

  
5 63 3

2
2 2 1

(2-48)( )
( )

( )
A B I

(r, t) E A B C C C T T
r r



 

−   
 = + + +  − − −   

   
5 63 32 1 

باشد.زیرمیشکلبهشیشرایطمرزیتنموردمطالعهیکرهدر

(2-49)r r a i

r r b o

| P

| P

=

=

 = −

 = −

یصورترابطهبهC6وC5مجهولهایثابت،(47-2)یبررابطهتنشیبااعمالشرایطمرزی

aکهدراینرابطه:آینددستمیبه(2-50) r aI I | و==
b r bI I | ==.
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(2-50)

( )( )

( )

( ) ( )( )

( )( )
( ) ( ) ( )

i o

b a

i o a b

a P b P
EC

A B b a
C b a T I I

a b
C P P C b I a I

EA B b a







  
−  

=  
+ −    −  − − − −

  



  = − − −   −  − −  



3 3

5 3 3
3 3

3 3
3 3

6 3 3

1
1

2 2 1

1
2 1

2



هاو،کرنشهاتنشهادرروابط،گذاریآنیفوقوجایمجهولدررابطههایثابتیمحاسبهبا

 آیند.دستمیهابهجاییجابه

 محدود تحلیل اجزای 2-5

عددیوتجربییروشعمدهشاملسهیمهندسیهاتحلیل روشمیتحلیلی، ،یتحلیلیهاباشند.

گردند.واقعیتمیحلیهپیوستهدردامنصورتبهریاضیحلّییهستندکهمنجربهیافتنهاروش

دقیقاین :مسألهازجملهبسیاروابستهبهشرایطمرزیاستکهرسیدنبهحلّ ،بارگذاریهندسه،

 و... بنابراینمیقیدها درطولپذیرنمیتماممسائلامکانهاییبرایروشیافتنچنینباشد؛ باشد.

بودهتابسیارسختومشکلمسألهآوردنیکجوابدقیقبرایدستتاریخمهندسی،گاهیاوقاتبه

هایتجربینیزبخش.روششدهاستفانجامتحقیقخاصیمییکهدربرخیمواردباعثتوقّحدّ

هایآزمایشگاهی،وسختیهایبالاهزینهعلّتبهاندامادادههایمهندسیراتشکیلمهمیازتحلیل

هایعددیبخشناگزیریازروشهاوجودنخواهدداشت.لذادراینمیان،هموارهامکاناستفادهازآن

اند.دادههایمهندسیراتشکیلتحلیل

باهامعادلهعددیتقریبیحلّوباشدمیهایعددیهتحلیلدودنیزازجملتحلیلالمانمح

هادرویژگیآننسبتبهدیگرروشست.علماانتگرالیموضوعاصلیاینهایمعادلهمشتقاتجزئیو

شوداست.اینعملباعثمیهای محدودالماننامترباهایسادهیجسمبهدامنهدامنهبندیدسته

باشد،تبدیلمیترکهحلّآنآسانهایسادههایسختوپیچیدهبهیکمجموعههندسهدسهکههن
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مشترکشودوهرنقطهبینچندالمانشود.هرالمانازنقاطیکهمتعلقبهکلّجسماست،تشکیلمی

پیوستگیکنند.اینامرباعثبرقراریشرطهاشرکتمیتعادلتمامآنالمانهایمعادله؛کهدراست

هنگامکلّهایالمانبین حلّجسمدر المانسفتیمیهایمعادلهدستگاه هایمختلفیبرایشود.

توانبهدودستهمیشوند،کهبرایمثالهااستفادهمیبارگذاریمتفاوتدرتحلیلشرایطهندسیو

:زیراشارهکرد

برایحالتیکهمسأصفحهایوکرنشصفحهالمانتنش (1 ییموردنظردارایهندسهلهای:

اینالمانصفحهبارگذاریدرونودوبعدیبوده ایصفحهدرونجاییجابهایداشتهباشد.

 کند.جسمرابررسیمی

اینالمانبرایحالتیکهورقتحتبارگذاریخارجصفحهاست،مورد:ایالمانخمشصفحه (2

اینالمانبرایمیاستفادهقرار کهعلاوهمناسباستهایفضاییرویهوهاپوستهگیرد. بر،

 کند.اصلیورقرامحاسبهمیخیز،شیبدردوجهتمحورهای

تحلیلیدرحلّدقیقیاحلّآوردندستمسائلپیچیده،کهامکانبهروشاجزایمحدودبرای

یمناسبیاست.پذیرنیست،گزینهآنامکان

حلّتحلیلیاستفادهشدهاست؛بررسیصحّتنتایجیمحدودبرادراینتحقیقازروشاجزای

وجوددارد؛مانندکششمسألهبرای،تحلیلیموردتأییددرمراجعحلّولیدرشرایطیکهحلّدقیقیا

تواندمعیاریمییحلّتحلیلیواجزایمحدودمقایسهرقبلندهمگنباگشودگیدایروی،یوساده

حلّروندقابلقبولیدقتّباوشدهانجامتحقیقاینمقایسه،دراینبرایدرستیتحلیلعددیباشد.

موردتأییدقرارگرفت.اجزایمحدود

 افزار آباکوسنرم معرّفی 2-5-1

دستیبسیارصورتبهپیچیدهوبزرگباشد،استفادهازروشاجزایمحدودمسألهیهنگامیکههندسه

هایاخیرباود.بههمیندلیلدرسالجادخطاخواهدبطورقطعمنشأایفرسابودهوبهطاقتسختو
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-مورداستقبالقرارگرفتونرمانجاممحاسبات،تکنولوژی،استفادهازرایانهبرایپیشرفتروزافزون

.نویسیواردبازارشدندرنامههایبیزبانمختلفیبرپایهرهایافزا

یانتقالها،تحلیلایسازهیهابرایتحلیلروشیضروریوحیاتیعنوانبهامروزهالمانمحدود

هایمحدودیاروشالمانروشاجزایشدهاست.یالکترومغناطیسوغیرهپذیرفتههاحرارت،تحلیل

روشیعددیبراینامیدهمیFEM1کهبهاختصارمحدود دیفرانسیلهایمعادلهتقریبیحلّشود،

استفادهازروشالمانمحدوددرتحلیلمسائلپیچیدهونی.درعصرکنهااستانتگرالحلّجزئیونیز

وریگسترشفراوانییافتهاستودرمیانبرایکاهشزمانوهزینهوافزایشبهرهگوناگونصنایعدر

افزارنرمایبرخورداراست.ازجایگاهویژهAbaqusافزارنرمکنندهاییکهازاینروشاستفادهمیافزارمنر

Abaqus تجاریبرایتحلیلالمانمحدودومهندسیبهکمککامپیوتراستکهدرابتداافزارنرمیک

خطنوشتهشد.15000در2بهزبانفورترنالمانمحدود،یمسألهیکحلّمنظوربه1978درسال

باSIMULIAخریداریگردیدونشانDassault Systemesشرکتتوسطّآباکوس2005درسال

)سازیشبیهومحصولاتهاافزارنرمبودنتمامفداراهد (CATIAاینشرکتمانندآباکوسوکتیا

(استکهدرگذشتهبرایمحاسبهabacusباکوسبراساسچرتکه)آافزارنرمسیسشد.اسمولگویأت

گرفتهاست.میمورداستفادهقرار

Simulia Abaqusروشیمهندسیبرپایهسازیبیهیشهاقدرتمندازبرنامهییکمجموعه

سختهایپیچیدهومسألهسادهتانسبتاًخطیّییازآنالیزهامسألهتواندالمانمحدوداستکهمی

شودکههاراشاملمیبزرگازالمانایافزارمجموعهنرمراحلکند.اینخطّییغیرهاسازیشبیه

هایموادراکاملازمدلیداراییکمجموعهآباکوسچنینمه.ایرامدلکندتواندهرهندسهمی

ها،لاستیک،پلیمرها،کامپوزیت:تواندرفتاربسیاریازموادرایجمهندسیازجملهباشدکهمیدارامی

                                                 
1Finite Element Method 

2Fortran 
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زمینمثلخاکوییپوستهدهندهپذیر،یاموادتشکیلپذیروتراکمهایانعطافشده،فومبتنتقویت

،مطرحشدهاست.طراّحییکارهسازیهمهابزارشبیهیکعنوانبهآباکوسزیکند.ساشبیهصخرهرا

انتقالحرارت،انتقال:ودرسطوحمختلفمانندکرنش(-تنشافزاردرتحلیلمسائلساختاری)یننرما

کارگرفتهنیکخاکوآنالیزپیزوالکتریکبهجرم،کنترلحرارتاجزایالکتریکی،تحلیلاصوات،مکا

کاربردمی دیگر از آباکوسهاشود. تحلیل:ی ترک، رشد مکانیزم بررسی و شکستقطعات تحلیل

راوانیناشیاززمینلرزهوکاربردهافتخریبیبینوتحلیلپیشهارویسازههیدینامیکیبهابارگذاری

باشد.دیگرمکانیکوهوافضامی

 جدار ضخیمهمگن  یکره سازیمدل 2-5-2

سازیافزارمدلیآندرنرمیموردنظرابتدابایدهندسهافزارآباکوسجهتتحلیلعددیسازهنرمرد

گونههمان.شود در بهمشخصاست2-2شکلکه تنهاعلتّ؛ کره، در مقطععرضیتقارنموجود

شدهاست.سازیمدلکره)ربع(چهارمیک

4ورؤوسگرهدر4)1گره8استانداردبامقطعچهارضلعیدارای،المانیکرهدبنالمانجهت

)یکیدرراستایشعاعیودیگری2هرگره2یآزادیگرهدروسطاضلاع(انتخابشدهاستکهدرجه

می محیطی( راستای در نوع از المان این Axisymmetricباشد. -Coupled Temperature و

DisplacementکهبهاختصاردباشمیCAX8RTشعاعییهرالماندرراستایاندازهشود.نامیدهمی

بندیرادرچگونگیالمان3-2شکلباشد.می6280هابرابروتعدادآنm0005/0ومحیطیبرابر

دهد.افزارآباکوسنمایشمینرم

                                                 
1 Node 

2 Degrees of freedom 
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آباکوسافزاردرنرمشدهمدلجدارضخیمهمگنیکرهمقطععرضییهندسه 2-2 شکل


افزارآباکوسدرنرمهمگنیکرهبندیمقطععرضینماییازمش 3-2 شکل

 ی موردیمطالعه 2-6

ضخیمیکرهتحلیلیوعددی،یکحلّآمدهازنتایجدستموردیوبررسینمودارهایبهیبرایمطالعه

بهشعاعداخلی1-2شکلیگذرامطابقارتحرفشاریورگذاریهمگنوهمسانگردباضخامتثابتوبا

a mm= bشعاعخارجیو40 mm= مدولالاستیسیته،چگالی،هدایتشود.درنظرگرفتهمی60

Eادیرترتیببرابرمقگرمایی،ظرفیتگرماییویژهوضریبانبساطحرارتیدرکرهبه GPa= 200،

kg

m
 = 37860 ،w

m K
/ = 260 5،J

c
kg C

= و434
C

/ = −
161 2 نسبت10 و هستند

=0/برابروثابتپواسون یکنواختداخلیمی 3 تحتفشار کره iPباشد. MPa= 80 خارجیو

oP MPa= 80 و دارد بهقرار ثابتو خارجیآن، ترتیببرابردمایمحیطاطرافسطحداخلیو
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iT C=125 oTو C= 25 دمایمرجعچنینهمو Tبرابر C = 25 گرمایو ضریبانتقال

iآنبسیاربزرگ)درسطحداخلیوخارجیییجاجابه oh ,h →ییهاوّلدمایچنینهم.باشد(می

f:؛بنابراینباشدمیC25ومقدارآنشودکرهثابتفرضمی (r) C=25.تحلیلیازطریق حلّ

صورتگرفتهاست.Maple 2018افزارنرمتوسطّنویسیبرنامه

توانبادرنظرگرفتناثرهرکدامازجملاتحاصلازتحتبارگذاریترکیبیمییکرهبرایحلّ

وتنشحاصلازهربارگذاری،جاییجابهمقادیریمحاسبهوتنهاییبهحرارتیوفشاریهایبارگذاری

یمحیطیاهتنشهایشعاعیونیزجاییجابهبااستفادهازاصلجمعآثارمقادیرمربوطبهدرنهایت

دستآورد.وشعاعیحاصلازبارگذاریترکیبیرابه

 بررسی نتایج 2-7

همگنیکرهدراینبخشنتایجمربوطبهحلّتحلیلیبانتایجعددیحاصلازروشاجزایمحدوددر

حرارتیوفشاریمقایسهشدهاست.هایبارگذاریتحت

 ی نتایجمقایسه 2-7-1

شدهمحاسبهبعدبیشعاعیجاییجابهوتنشمحیطی،تنششعاعیدما،توزیع29-2شکلتا4-2شکل

کرهضخامتدرراستایمکانیکی،حرارتیوترکیبیوهایبارگذاریبرایراوتحلیلیFE1هایروشبا

د.ندهمیماننشانبرحسبزچنینهمو

 6-2شکلتا4-2شکلدر است. گرفته داخلیقرار فقطتحتفشار کره بارگذاریایندر

بدیاسبتاًزیادکاهشمییخارجیباشیبنیداخلیبهسمتلایهقدرمطلقمقادیرتنششعاعیازلایه

یداخلیبهسمتشعاعیازلایهجاییجابهوهموارهمقادیرآن،منفیهستند.مقادیرتنشمحیطیو

.اندهموارهمثبتویابندیخارجیباشیبملایمکاهشمیلایه

                                                 
1 Finite Element 
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درستبارگذاریایندرکرهفقطتحتفشارخارجیقرارگرفتهاست.9-2شکلتا7-2شکلدر

یخارجییداخلیبهسمتلایهتنششعاعیازلایهقدرمطلقمقادیربرعکسبارگذاریفشارداخلی،

زیاد .تنشمنفیهستندمقادیرآن،اماهمانندبارگذاریفشارداخلی.یابدمیافزایشباشیبنسبتاً

ازهاقدرمطلقآناندومنفیهموارهنیزبرخلافبارگذاریفشارداخلیشعاعیجاییجابهمحیطیو

 یابند.یخارجیباشیبملایمکاهشمییداخلیبهسمتلایهلایه


دریفشارداخلیدرراستایشعاعتحتبارگذاریجدارضخیمهمگنیکرهبعدتنششعاعیدرتوزیعبی 4-2 شکل

t s= 5

-1/2

-0/8

-0/4

0

0/4

1 1/1 1/2 1/3 1/4 1/5

σ
r 
/ 

P
i

r/a

PET

FEM
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فشارداخلیدرراستایشعاعیتحتبارگذاریجدارضخیمهمگنیکرهبعدتنشمحیطیدرتوزیعبی 5-2 شکل

tدر s= 5


درراستایفشارداخلیتحتبارگذاریجدارضخیمهمگنیکرهشعاعیدرجاییجابهبعدتوزیعبی 6-2 شکل

tدرشعاعی s= 5

0/2

0/5

0/8

1/1

1/4

1 1/1 1/2 1/3 1/4 1/5

σ
θ

 / 
P

i

r/a

PET

FEM

0

0/2

0/4

0/6

0/8

1 1/1 1/2 1/3 1/4 1/5
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درراستایشعاعیخارجیتحتبارگذاریفشارجدارضخیمهمگنیکرهبعدتنششعاعیدرتوزیعبی 7-2 شکل

tدر s= 5


درراستایشعاعیخارجیتحتبارگذاریفشارجدارضخیمهمگنیکرهبعدتنشمحیطیدرتوزیعبی 8-2 شکل

tدر s= 5
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راستایدرخارجیتحتبارگذاریفشارجدارضخیمهمگنیکرهشعاعیدرجاییجابهبعدتوزیعبی 9-2 شکل

tشعاعیدر s= 5

یداخلیوخارجیقراریهتحتبارگذاریفشاریدرلازمانهمکره12-2شکلتا10-2شکل

شعاعیهموارهمنفیجاییجابهچنینهمیمقادیرتنششعاعیومحیطیودراینبارگذارگرفتهاست.

شعاعیجاییجابهمانندوتغییراتهستند.تنششعاعیومحیطیدرطولضخامتکرهثابتباقیمی

باشد.نیزناچیزمی


درداخلیوخارجیفشارزمانهمتحتبارگذاریجدارضخیمهمگنیکرهبعدتنششعاعیدرتوزیعبی 10-2 شکل

tراستایشعاعیدر s= 5
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داخلیوخارجیفشارزمانهمتحتبارگذاریجدارضخیمهمگنیکرهدرمحیطیبعدتنشتوزیعبی 11-2 شکل

tدرراستایشعاعیدر s= 5


داخلیوفشارزمانهمتحتبارگذاریجدارضخیمهمگنیکرهدرشعاعیجاییجابهبعدتوزیعبی 12-2 شکل

tدرراستایشعاعیدرخارجی s= 5
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یحرارتوتحلیلیرابرایبارگذاریFEهایباروششدهمحاسبهبعدتوزیعدمایبی13-2شکل

درشعاع rگذرا / m=0 دهد.برحسبزماننشانمیچنینهموجدارضخیمهمگنیکرهاز045

باشد،ثانیهکممی5هایبیشترازنشکلمشخصاستتغییراتدمابرایزمانایکهدرگونههمان

5لآوردهشدهاستتازمانیاثربارگذاریحرارتی،نمودارهاییکهدراینفصبنابراینبرایمشاهده

اند.ثانیهرسمشده

حرارتیوتحلیلیرابرایبارگذاریFEهایباروششدهمحاسبهبعدتوزیعدمایبی14-2شکل

یداخلییهدماازلادهد.نشانمیجدارضخیمهمگنیکرهدرطولضخامتثانیهو5زمانگذرادر

یابد.میخارجیکاهشیبهسمتلایه


rتحتبارگذاریحرارتیگذرادرجدارضخیمهمگنیکرهبعددمادرتوزیعبی 13-2 شکل / m=0 045
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tتحتبارگذاریحرارتیگذرادرجدارضخیمهمگنیکرهبعددمادرتوزیعبی 14-2 شکل s= 5

اینبارگذاریدرحرارتیگذراقراردارد.بارگذاریکرهتنهاتحت17-2شکلتا15-2شکلدر

یخارجیابتداافزایشوداخلیبهسمتلایهیهازلایباتغییراتاندکتنششعاعیقدرمطلقمقادیر

مقادیرپسکاهشمیس اما تنشمحیطیدرطولضخامتکرهتنشیابد، باهموارهمنفیهستند.

جاییجابهشود.منفیبودهوسپسمثبتمیاینمقادیرابتداایکهگونهیابدبهشیبملایمافزایشمی

ومقادیراماتغییراتآنبسیارکماستیابدمیوسپسکاهشافزایشابتداشعاعیدرطولضخامت

هستند.آنهموارهمثبت
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tتحتبارگذاریحرارتیگذرادرجدارضخیمهمگنیکرهبعدتنششعاعیدرتوزیعبی 15-2 شکل s= 5


tتحتبارگذاریحرارتیگذرادرجدارضخیمهمگنیکرهبعدتنشمحیطیدرتوزیعبی 16-2 شکل s= 5
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tتحتبارگذاریحرارتیگذرادرجدارضخیمهمگنیکرهشعاعیدرجاییجابهبعدتوزیعبی 17-2 شکل s= 5

تحتضخیمجدارهمگنیکرهدرددمابعیتوزیعبیدهندهاننش19-2شکلو18-2شکل

شکلیایننمودارهابانمودارهایباشد.بامقایسهگذرامیحرارتیباروداخلیفشارزمانهمبارگذاری

مشابهیکدیگرند.اینامرنشانمشاهدهمی14-2شکلو2-13 یآندهندهشودایننمودارهاکاملاً

استکه میتنها بارحرارتیگذرا برتغییراتدما، اینبدانمعناستکهعاملاثرگذار تأثیرباشدو

قابلیتاستفادهازمؤیدّامرکهاین؛هستندمجزاّهمگنازیکدیگریکرهبارگذاریفشاریوحرارتیبر

باشد.یموردبررسیمینهیدرمسألهاصلبرهم

جدارهمگنیکرهشعاعیدرجاییجابه،تنششعاعیومحیطیو22-2شکلتا20-2شکل

ایننمودارهابسیار.دهندرانمایشمیزمانفشارداخلیوبارحرارتیگذراتحتبارگذاریهمضخیم

(6-2شکلتا4-2لشکتحتبارگذاریفشارداخلی)یکرهآمدهازنتایجدستبهمشابهنمودارهای

یاثرگذاریاندکبارگذاریحرارتیدردماهایدهندهتوضیحاتمشابهیدارند.اینامرنشانباشدومی

تحتفشاربرایبررسییکرهازنتایجمربوطبهدردماهایپایینانتوبهعبارتیمیباشد.پایینمی

یکرهرفتار یهدرلایهشعاعیایجادشدجاییجابهمثالعنوانبهتحتفشاروحرارتاستفادهکرد.
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/میانیدربارگذاریحرارتیبرابر m2 /بارگذاریفشاریرد،44 m13 زمانهمودربارگذاری15

/حرارتیوفشاریبرابر m15 باشد.می58


درگذراحرارتیباروداخلیفشارزمانهمتحتبارگذاریجدارضخیمهمگنیکرهبعددمادرتوزیعبی 18-2 شکل

rراستایشعاعیدر / m=0 045


درگذراحرارتیباروداخلیفشارزمانهمتحتبارگذاریرضخیمجداهمگنیکرهبعددمادرتوزیعبی 19-2 شکل

tراستایشعاعیدر s= 5
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باروداخلیفشارزمانهمتحتبارگذاریجدارضخیمهمگنیکرهبعدتنششعاعیدرتوزیعبی 20-2 شکل

tدرراستایشعاعیدرگذراحرارتی s= 5


باروداخلیفشارزمانهمتحتبارگذاریجدارضخیمهمگنیکرهبعدتنشمحیطیدرتوزیعبی 21-2 شکل

tدرراستایشعاعیدرگذراحرارتی s= 5
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باروداخلیفشارزمانهمتحتبارگذاریجدارضخیمهمگنیکرهشعاعیدرجاییجابهبعدتوزیعبی 22-2 شکل

tدردرراستایشعاعیگذراحرارتی s= 5

23-2شکل حتتیکرهشعاعیجاییجابهتغییراتتنششعاعیومحیطیو25-2شکلتا

داخلیفشارزمانهمبارگذاری بو درشعاعگذراحرارتیار rرا / m=0 زماننشانوبرحسب045

کهتغییراتناچیزدمارادرشعاعیخاصازکرهو18-2شکلویا13-2شکلبهتوجهّدهند.بامی

جاییجابهیداخلیکره،مقادیرتنشوبودنفشاردرلایهتیکنواخچنینهمدهدوطولزماننشانمی

مانند.ثانیهتقریباًثابتباقیمی5هایبیشترازطولزمانتغییراتناچیزیدارندوبرایزماندر

شعاعیرادرجاییجابهبعددما،تنششعاعیومحیطیوتوزیعبی29-2شکلتا26-2شکل

یداخلیوخارجیونیزبارحرارتیفشاریدرلایهزمانهمبارگذاریحتتجدارضخیمهمگنیکره

نشانمی بارگذاریحرارتیمیگذرا مشابه توزیعدما دهد. هاتنشباشدو مشابهجاییجابهو نیز ها

گذاریبارحرارتی،کمیاختلافبینتأثیرعلّتبهفشارداخلیوخارجیهستندامازمانهمبارگذاری

ایندوبارگذاریوجوددارد.جنتای
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باروداخلیفشارزمانهمتحتبارگذاریجدارضخیمهمگنیکرهبعدتنششعاعیدرتوزیعبی 23-2 شکل

rدرراستایشعاعیدرگذراحرارتی / m=0 045


باروداخلیفشارزمانهمتحتبارگذاریجدارضخیمهمگنیکرهدرمحیطیبعدتنشتوزیعبی 24-2 شکل

rدرراستایشعاعیدرگذراحرارتی / m=0 045
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باروداخلیفشارزمانهمتحتبارگذاریجدارضخیمهمگنیکرهشعاعیدرجاییجابهبعدتوزیعبی 25-2 شکل

rدرراستایشعاعیدرگذراحرارتی / m=0 045


باروداخلیوخارجیفشارزمانهمتحتبارگذاریجدارضخیمهمگنیکرهدردمابعدتوزیعبی 26-2 شکل

tدرراستایشعاعیدرگذراحرارتی s= 5
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وداخلیوخارجیفشارزمانهمتحتبارگذاریجدارضخیمهمگنیکرهشعاعیدرتنشبعدتوزیعبی 27-2 شکل

tدرراستایشعاعیدرگذراحرارتیبار s= 5


داخلیوخارجیفشارزمانهمتحتبارگذاریجدارضخیمهمگنیکرهدرمحیطیتنشبعدتوزیعبی 28-2 شکل

tدرراستایشعاعیدرگذراحرارتیبارو s= 5
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داخلیوفشارزمانهمتحتبارگذاریضخیمجدارهمگنیکرهشعاعیدرجاییجابهبعدتوزیعبی 29-2 شکل

tدرراستایشعاعیدرگذراارتیحرباروخارجی s= 5

2-1جدول مقادیر تنشحاوی روششدهمحاسبهشعاعی با تحتFEهای تحلیلی و

باشد.همیکریداخلی،میانیوخارجیدرسهلایهحرارتی-ومکانیکیحرارتی،مکانیکیهایبارگذاری

بققابلقبولیبیننتایجحاصلازروشتحلیلیوعددیکهدراینجدولمشخصاستتطانهگوهمان

دریمیانیدرلایهشعاعیتنشمقادیرتواندریافتکهمیمقادیراینجدولدردقتّباوجوددارد.

تحتبارگذاریهمگنیکره داخلیتا 10فشار خارجیتا بارگذاریفشار در و25برابر، دربرابر

درآنمقداردوباشبیشترازبارگذاریحرارتیمیبرابر40فشارداخلیوخارجیتازمانهمبارگذاری

استفادهصحّتاینجدولچنینهم.داخلیاستبرابربارگذاریفشار2تقریباًبارگذاریفشارخارجی

بهنهیرادراینتحقیقنشانمیبرهمازاصل وفشارداخلیزمانهمگذاریعنواننمونهدرباردهد.

-MPa1022/83 برابرعددیحلّبهکمکویمیانیدرلایهتنششعاعیبارحرارتیگذرا،خارجیو

-MPa4902/55،(بارگذاریفشارداخلی)-MPa5221/24جبریتوانآنراازجمعباشدکهمیمی

دستآورد.ه(بگذراحرارتیبار)-MPa1021/3و(بارگذاریفشارخارجی)
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tمختلفدرهایبارگذاریهایتحلیلیوعددیبرایباروششدهمحاسبه(MPaتنششعاعی) 1-2 جدول s= 5

 بارگذاری
 شعاع داخلی

 

(r a=)

 شعاع میانی

(
a b

r
+

=
2

)

 شعاع خارجی
 

(r b=)

عددیتحلیلیعددیتحلیلیعددیتحلیلیمکانیکیرتیحرا

- 

00015/0-5304/24-5221/24-80-80فشارداخلی

-0016/80-80-4902/55-4779/55-00144/0فشارخارجی

فشارداخلیو

خارجی
80-80-80-80-80-80-

-00002/0-1021/3-8971/2-00051/0 -گذرا

گذرا

00013/0-6294/27-4193/27-9908/79 -80فشارداخلی

-0018/80-80-5973/58-375/58-00001/0فشارخارجی

فشارداخلیو

خارجی
80-0052/80-8971/82-1022/83-80-0002/80-



وFEهایروشباشدهمحاسبهتنشمحیطیومقادیرتنششعاعیشاملبیشینه2-2جدول

توجهّباباشد.میهاونیزمختصاتآنیحرارت-ومکانیکیحرارتی،مکانیکیهایبارگذاریتحلیلیتحت

عدمحضورفشارخارجیعلّتبهفشارداخلی)خارجی(دربارگذاری،شدهدراینجدولبهمقادیردرج

مقدارتنشبیشتریندهد.خمیریداخلی)خارجی(تنششعاعیدرلایهیمقادیربیشینه)داخلی(

درزمانفشارداخلیوخارجیوبارحرارتیگذراوبرایبارگذاریهم،مختلفهایبارگذاریدرشعاعی

rشعاع / m=0 بیشینهتنشمحیطیازنکاتجالبدراینجدولایناستکهدستآمدهاست.به047
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تنشمحیطیبیشترینچنینهمیداخلیاتفاقافتادهاست.لایههموارهدر،مختلفهایبارگذاریدر

 یخارجیحاصلشدهاست.درلایهوفشارخارجیوبارحرارتیگذرازمانبرایبارگذاریهم

هایبارگذاریوتحلیلیتحتFEهایباروششدهمحاسبهتنشمحیطیوبیشینهمقادیرتنششعاعی 2-2 جدول

tدرهامختلفومختصاتآن s= 5

 بارگذاری
 تنش شعاعی

(MPa)


 محیطیتنش 

(MPa)

مکانیکیحرارتی
مختصات

(m)
عددیتحلیلی

مختصات

(m)
عددیتحلیلی

- 

04/05263/905963/90-9857/79-04/080فشارداخلی

-443/170-04/05263/170-0016/80-06/080فشارخارجی

فشارداخلی

وخارجی

تمام

ضخامتکره
80-80-

تمام

ضخامت

کره

80-80-

-432/23-04/05115/21-3904/3-047/0135/3 -گذرا

گذرا

04/00148/69166/67-9908/79 -80 04/0فشارداخلی

-876/193-04/00378/192-0018/80-06/080فشارخارجی

فشارداخلی

وخارجی
047/0135/83-3904/83-04/05115/101-431/103-



شاملبیشینه2-3جدول دمایشعاعیجاییجابهمقادیر روششدهمحاسبهو وFEهایبا

 تحت ،مکانیکیهایبارگذاریتحلیلی مکانیکیحرارتی آنیحرارت-و مختصات نیز و باشد.میها

دریداخلیودرلایهشعاعیجاییجابهمقدارینبیشترکهدراینجدولمشخصاستگونههمان
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یداخلیوخارجیثابتلایهمحیطاطرافدرکهدماشدهاست.ازآنجابارگذاریفشارخارجیحاصل

دماهموارهدرییخارجیاست،بنابراینبیشینهلایهبیشترازداخلییفرضشدهومقدارآندرلایه

 .مختلفیکساناستهایبارگذاریقدارآندرومدهدیداخلیرخمیلایه

هایبارگذاریوتحلیلیتحتFEهایباروششدهمحاسبهودمایشعاعیجاییجابهبیشینهمقادیر 3-2 جدول

tدرهامختلفومختصاتآن s= 5

 بارگذاری
 شعاعی جاییجابه

(μm)

 دما

(Co)

مکانیکیحرارتی
مختصات

(m)
عددیتحلیلی

مختصات

(m)
عددیتحلیلی

- 

 - - -04/0474/17488/17فشارداخلی

 - - --856/23-04/0874/23فشارخارجی

فشارداخلی

وخارجی
06/06/9-599/9-- - - 

053/0525/2421/204/03648/121999/124 -گذرا

گذرا

008/1904/03648/121999/124 088/19 04/0داخلیفشار

04/03648/121999/124-338/22-04/026/22فشارخارجی

فشارداخلی

وخارجی
06/0179/7-321/7-04/03648/121999/124
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 بندیجمع 2-8

 داخلیوزمانهمتحتبارگذارییکرهدر یداخلیبهسمتلایهیازلایهحرارتیگذرا،بارفشار

کهبرسطحخارجیکرهنیرویخارجییابدوازآنجاشمیخارجیقدرمطلقمقادیرتنششعاعیکاه

تنشمحیطیهرچنددربارگذاریمکانیکیتغییرات.بزرگهستندشود،اینتغییراتنسبتاًواردنمی

تغییرات،حرارتی،دربارگذاریترکیبیمحیطیناشیازاعمالبارتنشاثرگذاریعلّتامابه؛استزیاد

یدرونی،دربارگذاریبارفشاریاعمالیدرلایهعلّتشعاعینیزبهجاییجابهبسیاراندکاست.آن

.یابدیبیرونیکاهشمییداخلیبهسمتلایهترکیبیازلایه

زمانفشارداخلیوبارگذاریهموحرارتیگذرابارخارجیوفشارزمانهمدربارگذارینتایج

یکدیگرند.باشد،درستبرعکسشعاعیکهتغییراتآنمشابهمییجایجابهغیرازبهبارحرارتیگذرا

اعمالفشاربرسطحداخلعلّت،بهحرارتیگذرابارخارجیووداخلیزمانفشاربارگذاریهمدر

درشعاعیدرطولضخامتکرهجاییجابهتغییراتومحیطیونیزوخارجکره،تغییراتتنششعاعی

.ستطولضخامتکرهاندکا

شدهدراینفصل،انجامهایبارگذارییخارجیبرایتمامیداخلیبهسمتلایهدماازلایه

یابد.کاهشمی

  















ی کروی هاپوستهتحلیل ترموالاستیک  :3 فصل

 همگنِ تحت فشارنا
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 گفتارپیش 3-1

شدهساختهرضخیمجدایهاپوستهنیزعنوانشد،مقاومتمنحصربهفرداوّلکهدرفصلگونههمان

برآنداشتتابهبررسیوتحلیلعملکردآنمحققّدربرابربارهایحرارتی،FGازمواد درهاانرا

هایاینمواددرسازهیمسائلیکهبهمقاومتمکانیکیوحرارتیبالانیازدارند،بپردازند.کاربردگسترده

یتولیدانرژی،هاسیستمنایعهوافضا،ابزارصنعتی،ها،مخازنتحتفشار،صای،توربینمهندسیهسته

موردزمانهمطورتحتفشاروحرارتبههاپوستهیهواپیماسببشدهاستتاتحلیلاینهاوبدنهبال

عمومیکره حرارتیهایبارگذاریتحت FGMجدارضخیمهایبررسیقرارگیرد.دراینفصلحلّ

یکروی،باهاپوستهلیلترموالاستیکخارجیصورتپذیرفتهاست.تحگذراوفشاریکنواختداخلیو

 کرههایمعادلهاستخراج بر حاکم دیفرانسیل ضخیمهای تشکیلمتقارنجدار موادشدهمحوریِ از

،نتایجAbaqusافزارالمانمحدودنرمتوسطّعددیحلّیباارائهدرنهایتناهمگنانجامگرفتهاست.

شدهدرهایاستفادهاند.درابتدافرضحلّعددیمقایسهشدهتحلیلیبانتایجحاصلازحاصلازحلّ

شوند:بیانمیهامعادلهاینفصلبرایاستخراج

 .کند)توانی(نسبتبهشعاعتغییرمیخطیّغیرصورتبهمادهّخواص (1

 یالاستیکبررسیشدهاست.هاکوچکودرمحدودهجاییجابه (2

،استفادهشدهاست.لازممجزّاصورتبهنیکیوحرارتیتحلیلمکامنظوربهآثار،ازاصلجمع (3

 باشد.یموردنظرصادقمیمسألهبهذکراستکهاصلمذکوردر

مقدارینزدیکبـههـمدارد،درپواسوننسبتازآنجاییکهتقریباًدربیشترموادّمهندسی (4

 درنظرگرفتهشدهاست.،ثابتمادهّصخوابرخلافباقیپواسوننسبتایـنجـانیـز

شود.گرفتهمیدرنظرودرجهتشعاعیبعدییکتوزیعدما (5

بخش بهکمکروشاولّدر تحلیلـیکرهیالاستیسیتهاینفصل، حلّ جدارهـایمستوی،

رارتیترکیبیازبارحصورتبهشـود؛بارگذاریمیناهمگنتحتفشاروبارحرارتیگذراارائـهضخیم

یافتهها،توابعبسلتعمیممتغیّرجداسازی بـااسـتفادهازروشبعدییکست.توزیعدمایومکانیکیا
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شعاعی،جاییجابهپاسخعمومیوخصوصیِتابعآوردندستبرایبهآیـد.دستمیوبسطتابعویژهبه

جاییجابهینیتابع.بـاجایگزدهاستاویلروروشتغییرپارامترهااستفادهش-کوشییمعادلهازترتیببه

سینماتیکوسپسهایدرمعادله دسـتبـهسپسشعاعیومحیطییهاتنشترتیببهساختاری،

ضـرایبناهمگنیمـی شاخصآینـد. ولیمادهّخواصهایتوانی()یا ایندرمتفاوتازهمهستند؛

همیموردیمطالعهبخشدروتحقیق ابرفرضمـیبرتمامضرایببا شوند. جاییجابهتوزیعدما،

شوند.هایشعاعیوزمانرسممیآیندودرجهتدستمییحرارتیدرحالتگذرابههاتنششعاعیو

وجاییجابهزمانونـاهمگنیرادرتوزیـعدمـا،تأثیرشوندتامقادیردراینتحقیقدلخواهانتخابمی

افزاراجزایمحدودآباکوسبیانوباد،روندتحلیلعددیباکمکنرمبعنشاندهند.دربخشهاتنش

تحلیلیانجاممسألهتعریفیک ،مقایسهومسألهشدهوتحلیلعددیمربوطبه،نتایجحاصلازحلّ

بررسیخواهندشد.

 توزیع ناهمگنی خواص مکانیکی و حرارتی 3-2

کره همسانگردهایتشکیلدر ناهمگنو مواد از FGM)شده مدولالاستیسیته ،)(E)چگالی ،(ρ،)

توابعیازمختصاتشعاعی(α)وضریبانبساطحرارتی(c)ظرفیتگرماییویژه(،γ)هدایتگرمایی

،تحقیقدرایننیزهاودراکثرتحلیل؛کهدرفرضیاتمسألهنیزبیانشدگونههمانباشند.(میrکره)

شود.گرفتهمیدرنظرثابت(υ)پواسونتغییراتجزئی،نسبتعلّتبه

هایروابطمربوطبهآنجهتشرحچگونگیتوزیعناهمگنیخواصمکانیکیوحرارتیوارائه

،تحتbوشعاعخارجیaبهشعاعداخلیFGازموادشدهساختهجدارضخیمیکروییکپوسته

,rدستگاهمختصاتکروی)(کهیک1-3شکلتیگذرا)بارگذاریمکانیکیوحرار , درمرکزآن)

شود.گرفتهمیدرنظرقراردارد،
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فشارداخلیوتحتبارحرارتیگذراوbیوشعاعخارجaباشعاعداخلیناهمگنجدارضخیمیکره 1-3 شکل

یکنواختخارجی

یته،چگالی،هدایتگرمایی،ظرفیتگرماییویژهبادرنظرگرفتنتوزیعتوانیبرایمدولالاستیس

روابطصورتصورتتابعیازمختصاتشعاعیآن،بهیکرهبهوضریبانبساطحرارتیدرطولجداره

.[45]شوندبیانمی(3-1)

(3-1)
m

m(r) r , =  4

4

m

m(r) r , =  3

3
m

m(r) r , =  2

2
m

mE(r) E r ,= 1

1


m

mc(r) c r= 5

5
موادنامیدهیاضرایبناهمگنیهایتوانیشاخصm5وm1،m2،m3،m4یفوقدررابطه

می mEچنینهمشوند.
1

،m 2
،m 3

،m 4
mcو

5
آمی(2-3)یمطابقرابطه مدولiEنباشندکهدر

ویژهیتگرماییظرفicچگالیوiضریبهدایتگرمایی،iضریبانبساطحرارتی،i،الاستیسیته

داخلیکرههستند.یلایهیموردنظر،درمادّه

(3-2)

i
m m

a


 =

4 4

i
m m

,
a


 =

3 3
i

m m
,

a


 =

2 2
i

m m

E
E ,

a
=

1 1


i
m m

c
c

a
=

5 5


b 
a 

i, h i, T iP 

o, h o, T oP 



69 

 

 حرارتی حاکم بر مسأله یمعادله 3-3

بودنکرهمتقارنوریهوازآنجاکهمنبعحرارتیدرجسموجودنداردونیزفانتقالحرارتمطابققانون

باشدمی(3-3)یصورترابطهبعدیوبهیکمسألهحرارتدراینیمعادله،دردوراستایمختصاتی

[51].

( )c T q
t


 =   +



2

T T
q , ,0 0 0

 
= = =

  

(3-3)T T
r (r) (r) c(r)

r r r t

   
 =  

   

2
2

1



(3-3)یدررابطه c(r)و)r)(،r)هایتابع، ترتیبضریبهدایتهبTو چگالیوگرمایی،

د.نباشمییناهمگندرکرهدماتابعوظرفیتگرماییویژه

.[47]شوندگرفتهمیدرنظرزیرشکلبهیهاوّلشرایطمرزیو

(3-4)
( )

( )

i i

o o

T
(r) h T T on r a

r

T
(r) h T T on r b

r


 = − = 


− = − =

 

(3-5)T(r, ) f (r)0 = 

درسطحداخلیوجاییجابهنتقالگرمایضریباترتیببهf(r)وih،oh،iT،oTپارامترهایکه

دهند.دراینکرهرانشانمیوتوزیعدمادرزمانصفربرایدمادرمحیطداخلیوخارجی،خارجی

شوند.فصلتمامیاینپارامترهاثابتفرضمی
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 انتقال حرارت یمعادله حلّ 3-4

شود.سپسباکمکبسط،ازروشجداسازیمتغیّرهااستفادهمی(3-3)یدیفرانسیلجهتحلّمعادله

.[52]آینددستمیهایمسألهبههانسبتبهتابعوزنی،مجهولتوابعویژهواستفادهازشرطتعامدآن

تابعبامشتقاتجزئیمربوطبهدیفرانسیلیمعادله(3-3)یرابطهدر(1-3)باقراردادنتوابع

آید.دستمیدمابه

(3-6)m m m

m m m

T T
r

r r r t
r r c r

   
 = 

 


 

3 4 5

3 4 5

2
2

1



(3-7)( )
m mm m m m m m

m

cT T T
r m r

r r t

− − − − −
  

→ + + =
   

4 53 4 5 3 4 5

3

2
1

32 2
 

(8-3)ییفومطابقرابطهتعر1شاخص توانی مؤثرّبانامپارامتر،شدنروابطبرایساده

بهچگونگیتغییراتناهمگنیضریبهدایتگرمایی،چگالیوظرفیتشود.شاخصتوانیمؤثرّبیانمی

یمادهّبستگیدارد.گرماییویژه

(3-8)m m m = − −3 4 5

دیفرانسیلتابعدماونتایجحاصلازروشیمعادلهپارامترسببتغییردرروندحلّتغییراین

مختلفازشاخصتوانیمرثرّبخشمجزّا،تابعدمابرایمقادیردوشودکهدرادامهودرحلّتحلیلیمی

آید.دستمیبه(9-3)ی،رابطه(7-3)یدررابطهβگذاریباجایمحاسبهگردیدهاست.

(3-9)( )
m m

m

cT T T
r m r

r r t

 −
  

+ + =
   

4 5

3

2
1

32 2 

                                                 
1 Effective power index 



71 

 

(9-3)دیفرانسیلیمعادله به، مانندفصلگرددحلمیهامتغیرّروشجداسازیکارگیریبا .

اصلجمعآثار،پاسخبهکمکابتدادرحالتپایاوسپسدرحالتگذراحلشدهومسأله،گذشته

،تابعدمابهدو(10-3)یمطابقرابطهبنابراینآید.دستمیازمجموعدوحالتپایاوگذرابههایین

sTبخش:حالتپایا) (r))(وحالتگذرا(r, t)شود.(تقسیممی

(3-10)sT(r, t) T (r) (r, t)= +

 توزیع دما در حالت پایا یمحاسبه 3-4-1

تابعپاسخبرایتوزیعدمادرحالتپایا،برایشاخصتوانیمربوطبهتابعتوزیعضریبهدایتگرمایی

sTیمحاسبهبرای،متفاوتاست؛بنابراین-1غیرازو-1(درمقدارm3درطولضخامتکره) (r)

شود.التمختلفدرنظرگرفتهمیدوح

=اگر  3-4-1-1 −m3  باشد 1

Tبنابراین؛نسبتبهزمانتغییراتنداردمسأله،درحالتپایا

t


=


-3)یدررابطهآنگذاریباجایو0

.آیددستمیتابعتوزیعدمادراینحالتبه(9

(3-11)s s
s

d

d dT dT C
r T (r) C ln r C

dr dr r r

 
= → = → = + 

 

1
1 20



و(13-3)شوند؛درروابطمحاسبهمی(12-3)ازشرایطمرزیکهC2وC1مجهولهایثابت

اند.آوردهشده(3-14)

(3-12)
( )

( )

s
i s i

s
o s o

dT
(r) h T T on r a

dr

dT
(r) h T T on r b

dr


 = − =


− = − =
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(3-13)
o i

m

o i

T T
C

b
ln

b h a h a

−
=

 
 + + 

 
3

1

2 2

1 1
 

(3-14)

m m

o i

i o

m

o i

ln a T ln b T
a h b h

C
b

ln
b h a h a

    
− + +   

   =
 

 + + 
 

3 3

3

2 2

2

2 2

1 1
 

mاگر  3-4-1-2  −3  باشد 1

Tگذاریباجایدراینبخشنیز

t


=


آید.دستمیدمابهتابعتوزیع(9-3)یدررابطه0

m s s

m

dT dT Cd
r

r dr dr dr r

+

+

 
= → = 

 

3

3

2 1
22

1
0



(3-15)(m )

sT (r) C r C
− +

= +3 1
1 2

استفاده(12-3)ازشرایطمرزیهاآنیمحاسبهکهجهت(15-3)یرابطهمجهولهایثابت

اند.آمده(17-3)و(16-3)شدهاست؛درروابط

(3-16)
( )

i o

m m m

o i

T T
C

m
b h a h b a

+ +

−
=

   
 + + − −   

  
3 3 3

1

3 1 12 2

1 1 1 1
1



(3-17)
( )

( )

o oi i
m m m

o i

m m m

o i

T TT T
m

b h a h b a
C

m
b h a h b a

+ +

+ +

   
 + + − −   

  =
   

 + + − −   
  

3 3 3

3 3 3

3 1 12 2

2

3 1 12 2

1

1 1 1 1
1

 

 توزیع دما در حالت گذرا یمحاسبه 3-4-2

توزیعدمادرحالتدیفرانسیلمربوطبهتابعیمعادله(9-3)یدررابطه(10-3)یگذاریرابطهباجای

آید.دستمیگذرابه
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(3-18)( )
m m

m

c
r m r

r r t

 −
   

+ + =
   

4 5

3

2
1

32 2

باشد.می(20-3)و(19-3)یرابطهمطابق،(18-3)دیفرانسیلیمعادلهشرایطمرزیمربوطبه

(3-19)
i

o

h on r a
r

h on r b
r

(r)

(r)


 =  = 


− =  =

 



(3-20)s(r, ) f (r) T (r) = −0 

شود.تعریفمی(21-3)یرابطهصورتبهسازیروابط،ثابتبرایساده

(3-21)m +
 = 3 1

2

راباتوجهّبهشرایط(18-3)دیفرانسیلیمعادلهفصلقبلتوضیحدادهشد؛گونهکهدرهمان

نتابعتوزیعدماحلنمود.بنابرایهامتغیرّکارگیریروشجداسازیبابهتوانمی(19-3)مرزیهمگن

(ودیگریبرحسبF(r)هاتغییراتدرراستایشعاعکره)کهیکیازآندرحالتگذرا،بهدوتابعمجزّا

شود.دهند؛تقسیممی(رانمایشمیG(t)زمان)

(3-22)(r, t) F(r)G(t) =

دیفرانسیلمربوطبههریکازهایمعادله(18-3)یدررابطه(22-3)یرابطهگذاریجایبا

آیند.دستمیبه،توابعجداساز

( )
m m

m

c G
r F r F

F G

 −


  +  + = = −  

4 5

3

1 21
2 1

(3-23)( )r F r F F − + + + =1 22 1 0
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(3-24)m

m m

G G
c


+  =


3

4 5

2 0 

 صورتزیراست.به(23-3)دیفرانسیلیمعادلهشرایطمرزیمربوطبه

(3-25)
i

o

dF
(r) h F on r a

dr

dF
(r) h F on r b

dr


 = =


− = =




-بااستفادهازروشکوشی(23-3)دیفرانسیلیمعادلههایمناسب،متغیّرکارگیریتغییربابه

 گونهکهدرهمانبهکمکتوابعبسلقابلحلخواهدبود.دیفرانسیلونیزهایمعادلهاویلردرحلّ

ذاردرتابعپاسخ،شاخصتوانیمؤثرّاست.درادامه،تابعپاسخگتأثیرگذشتهبیانشد،یکیازعوامل

برایمقادیرمختلفازشاخصتوانیمؤثرّ(23-3)دیفرانسیلیمعادلهبرای درسهحالتمجزّا، و

است.محاسبهشده

اگر  3-4-2-1 =  باشد 2

آید.دستمیبه(26-3)ی،رابطه(23-3)یدررابطهمؤثّردراینحالتشاخصتوانیگذاریباجای

(3-26)( )r F r F F2 22 1 0 + + + =

xمتغیّربااستفادهازتغییر ln r=:

d F dF
x ln r F

dx dx
= → +  + =

2
2

2 2 0
 

مشخصه:یمعادلهتشکیل

z z2 2 2 22 0 +  + = →  =  − 

.شوددرنظرگرفتهمیاکنونسهحالتمختلفبرای

1)   0 
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,

2 2

2 2
1 2

0

z

  →    →   

→ = −   −

,z1 مشخصههستند.یمعادلههایریشه2

(3-27)z z
F(r) C r C r= +1 2

3 4

آیند.دستمیبه(25-3)،ازشرایطمرزی(27-3)یهولرابطهضرایبمج

( ) ( )

( ) ( )

z z z z

m i m i

z z z z

m o m o

z a h a C z a h a C

z b h b C z b h b C

+ − + −

+ − + −

  − +  − =

 + +  + =

1 1 2 2

3 3

1 1 2 2

3 3

2 2 2 2
1 3 2 4

2 2 2 2
1 3 2 4

0

0


Cهایدستگاهفوقبدیهیاستیکیازجواب C3 4 0= باشد.بنابراینبرایآنکهدستگاهمی=

بایددترمینانضرایبآنبرابرصفرگردجوابیغیرا یآنمقادیردکهدرنتیجهزصفرداشتهباشد،

شدهمحاسبه،(G(t))پاسختابع،بخشزمانی(24-3)یبااستفادهازرابطهآیند.دستمیبهnیویژه

شود.بسطدادهمی(30-3)یومطابقرابطهعویژهوتابعپاسخگذرابرحسبتواب

(3-28)
m

n
m m

t
cm

n n

nm m

G
G(t) C e

G c


− 


=


= −  → =




23

3 4 5

4 5

2

1



(3-29)
n, n nz =   −2 2
1 2 

(3-30)( )
m

n
m mn n

t
cz z

n n

n

(r, t) Q r W r e






=

 = +
23

1 2 4 5

1

 

 تابعوزنیبرایتوجهّبا (26-3)یدیفرانسیلمعادلهبهآنچهدرفصلقبلتوضیحدادهشد،

باشد.می(31-3)یرابطهصورتبه

(3-31)w(r) r −= 2 1
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راnWوnQهایمجهولتوانثابتمی(30-3)یدررابطه(20-3)یاولیهگذاریشرطباجای

تابعوزنییکدیگرونسبتبه،ازویژگیتعامدتوابعویژههااینمجهولیمحاسبهبرایاسبهنمود.مح

mzیدرتابعویژهابتدا(32-3)یشود.باضربدوطرفرابطهاستفادهمی
r تابعوتابعوزنی،سپس1

nzیویژه
r aیگیریدربازهونیزانتگرالوتابعوزنی2 r b ترتیببهnQوnWشوند.محاسبهمی

(3-32)( ) n nz z

n n

n

sf rQ W(r) T r r


=

 +− = 1 2

1



    n n
b b

z z

s n
a a

n n

f (r) T (r) r dr Q r dr
 

+ − + −

= =

− =  1 12 1 2 2 1

1 1



(3-33)
  n

n

b
z

s
a

n b
z

a

f (r) T (r) r dr
Q

r dr

+ −

+ −

−
→ =





1

1

2 1

2 2 1


    n n
b b

z z

s n
a a

n n

f (r) T (r) r dr W r dr
 

+ − + −

= =

− =  2 22 1 2 2 1

1 1



(3-34)
  n

n

b
z

s
a

n b
z

a

f (r) T (r) r dr
W

r dr

+ −

+ −

−
→ =





2

2

2 1

2 2 1


.باشدمی(35-3)یرابطهمطابقانتقالحرارتکرهدراینحالتپاسختابعبراینبنا

(3-35)

m

n n

n
m mz z

n

t

s n

n

c
T eQ r r(r, t) T (r W)


− 




=

+= 
+ 


2

1 2

3

4 5

1


2)  = 0 

z

2 20 = →  =  →  = 

→ = −

zمشخصهاست.یمعادلهیمضاعفبرایریشه
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(3-36)( )F(r) r C C ln r−= +3 4

:(25-3)درشرایطمرزی(36-3)یرابطهگذاریباجای

( ) ( )

( ) ( )

m i m i

m o m o

a h C a ln a h ln a C

b h C b ln b h ln b C

− −

− −

    + +   − + = 


   − +   − − =  

3 3

3 3

2 2 2 2
3 4

2 2 2 2
3 4

1 0

1 0


د،بایددترمینانضرایبآنبرابرصفرگردد.برایآنکهدستگاهفوقجوابیغیرازصفرداشتهباش

مانندیموردیاینمعادلاتبرقرارباشند؛چنانچهدریکمطالعهباشدواینحالتبسیارخاصمی

شود.حالتقبلمحاسباتانجاممی

3)   0 

,z j , j

2 2

2 2
1 2

0

1

  →    →   

→ = −   − = −

,z1 باشند.مشخصهمییمعادلههایمختلطریشه2

(3-37)( ) ( )F(r) r C sin ln r C cos ln r2 2 2 2
3 4

−  =  − +  −
  

دترمینانقراردادنبرابرصفروسپس(25-3)درشرایطمرزی(37-3)یرابطهگذاریباجای

باشد.می0ینابراینتابعپاسخحالتگذرامطابقرابطهآیند.بدستمی،مقادیرویژهبهضرایبحاصل


n, n nz j  2 2
1 2 =  −

(3-38)( ) ( ) ( )
m

n
m m

t

n n n

c

n

n

r A sin ln er r B cot s ln, r


− 



−

=

 −  − +  


=
 


23

4 52 2 2 2

1



وبهکمکروش 2018Mapleافزارباکدنویسیدرنرمهایممکنبرایتمامیپاسختذکّر:

آیند.میدستترسیمیبه
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،(40-3)یرابطهطرفباضربدوو(38-3)یبطهدررا(20-3)یاولیهگذاریشرطباجای

)یدرتابعویژهابتدا )msin ln r −2 )یویژهتابعوتابعوزنی،سپس2 )mcos ln r −2 وتابع2

aیگیریدربازهونیزانتگرالوزنی r b یکدیگرونسبتبهازویژگیتعامدتوابعویژهوبااستفاده

شوند.محاسبهمیnBوnAترتیببه،تابعوزنی

(3-39)w(r) r −= 2 1



(3-40)( ) ( ) ( )n n n n

n

s r A sin ln r B cos lf (r) T r n r


−

=

  − +=  −


−


 2 2 2 2

1 

  ( )  ( ) 
n

n n

b b

s n
a a

n

f (r) T (r) r dsin ln r sin ln rr A r dr
 

− −

= =

 − −= −  
2 12 2 1

1

2

1

2 2



(3-41)
  ( )

( )
a

n

n

b

s

n b

a

f (r) T (r) r dr
A

r d

sin ln r

s n n r ri l

−

−

−
→


=

 −

−





2 1

1

2

2 2 2

2



  ( )  ( ) 
n

n n

b b

s n
a a

n

f (r) T (r) r dcos ln r cos ln rr B r dr
 

− −

= =

 − −= −  
2 12 2 1

1

2

1

2 2



(3-42)
  ( )

( )
a

n

n

b

s
a

n b

f (r) T (r) cos r dr
B

r dr

ln r

cos ln r

−

−

−
→


=

 −

−





2 1

1

2

2 2 2

2



.باشدمی(43-3)یرابطهمطابقانتقالحرارتکرهدراینحالتپاسختابعبنابراین

(3-43)
( ) ( )

m

n
m m

n n

s

t
c

n n

n

T

s n

(r, t) T

l

(r)

er A sin ln r B co r


−


− 

=

   − + 

=

  

+

 −
23

4 52 2 2 2

1
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اگر  3-4-2-2   باشد 2

یرابطهدیفرانسیلیمعادلههایمناسب،متغیّرتابعوگیریازتغییرشودبابهرهنحالتسعیمیدرای

بسلتبدیلشدهوباکمکتوابعبسلحلگردد.یمعادلهبه(3-23)

F(r)تابعبااستفادهازتغییر r g(r)−=(23-3)یمعادلهدرگذاریجایو:

(3-44)( )r g rg r g−+   + − + +  − + = 
2 2 2 22 2 1 2 0

)کارگیریتابعدرادامهبابه )
g(r) r v(r)

−
-تبدیلمی(45-3)یبهرابطه(44-3)ی،رابطه=

شود.

(3-45)r v rv r v−+ + +  − = 
2 2 2 2 0

yمتغیّردرپایاننیزتغییر r
−


=

−

2
22

2
گیرد.مورداستفادهقرارمی

(3-46)d v dv
y y y v

dy dy

  
+ + − =  

 −   

22
2 2

2

2
0



(3-47)s


=
−

2

 

(3-48)d v dv
y y y s v

dy dy
 → + + − = 

2
2 2 2

2 0
 

آنگویند.بنابراینپاسخsیسلازمرتبهدیفرانسیلبیمعادلهرا(48-3)دیفرانسیلیمعادله

باشد.صورتزیرمیبه

s sv(y) C J (y) C Y (y)= +3 4
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s sy r v(r) C J ( r ) C Y ( r )

− − −
  

= → = +
− − −

2 2 2
2 2 2

3 4

2 2 2
2 2 2

 

( ) ( )
s sg(r) r v(r) g(r) r C J ( r ) C Y ( r )

− −
− −   

= → = + 
− − 

2 2
2 2

3 4

2 2
2 2

 

F(r) r g(r)−= 

(3-49)s sF(r) r C J ( r ) C Y ( r )
− −

−
  

= + 
− − 

2 2
2 2

3 4

2 2
2 2

 

پسازتشکیلماتریسآید.دستمیبه(25-3)ازشرایطمرزی(49-3)یرابطهمجهولهایثابت

واستفادهازروشترسیمیMaple 2018افزارباکدنویسیدرنرمضرایبوبرابرصفرقرادادنآنو

.شودبیانمی(50-3)یرابطهباگذرابنابراینپاسخحالت.گرددمحاسبهمیnمقادیر

(3-50)( )
m

n
m mn n

n s n s

n

t
c

r D J ( r ) E Y ( r )r, t e
− 


−


−
−

=


  

+ 
− − 

=



23

4 5

2 2
2 2

1

2 2
2 2



یزیراست.دراینحالتمطابقرابطه(23-3)یمعادلهتابعوزنیمربوطبه

(3-51)w(r) r −+= 2 1



راnEوnDمجهولهایثابتتوانمی(20-3)یاولیهشرطدر(50-3)یرابطهگذاریباجای

تابعوزنییکدیگرونسبتبهازویژگیتعامدتوابعویژه،هااینمجهولیمحاسبهبرایمحاسبهنمود.

mیدرتابعویژهابتدا(52-3)یباضربدوطرفرابطهشود.استفادهمی
sJ ( r )

−


−

2
22

2
وتابعوزنی،

mیویژهتابعپسس
sY ( r )

−


−

2
22

2
aیگیریدربازهونیزانتگرالوتابعوزنی r b ترتیببهnDو

nEشوند.محاسبهمی
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(3-52)( ) n n
ns s n s

n

f (r )) T r D J ( r E Yr ( r )
− −

−

=

  
+ 

−
− =

 − 


2 2
2 2

1

2 2
2 2

  s

b b

s n

n n

n n
s

a a
f (r) T (r) r dr DJ ( r ) J ( r ) r dr

 
−

−

+ −+

 −

= =

     
− =    





    



− −
  

2 2 2

2 1 1

1

2 2

1

2 2
2 2



(3-53)
  n

b

s s

n

n
s

a

b

a

f (r) T (r) r d

r

rJ ( r )

D

( ) r drJ

−+

−+

−

−



−
→



=


−

−

 

 





2 1

2

2

2
2

1
2

2
2

2
2

 

  s

b b

s
n n

sn
a a

n n

f (r) T (r) Y r dr E( r ) Y ( r r) r d
− − 

−+ −+

=



=

     
− =   



 

− −


     
  

2

2
2 2
2 21 1

1 1

2 2
2 2

 

(3-54)
  n

b

s s
a

b

n

n
s

a

f (r) T (r) Y r d

r

r

d

( r )

E

Y ( ) r r

−

+

−

−+





−



−
→



=


−

−

 

 





2 1

2

2

2
2

1
2

2
2

2
2

 
انتقالحرارتکرهدراینحالت)پاسختابعبنابراین  -بیانمی(55-3)یرابطه(مطابق2

گردد.

(3-55)
m

n
m m

n

t
c

s
n n

s n s

n

T (r D J ( r )(r, t) T (r E) eY r )


−


− −
−

=


=

  
+ 

− 
+

− 


23

4 5

2 2
2 2

1

2 2
2 2



هاضرایبناهمگنیتمامخواصباهمبرابردرنظرگرفتهتوجّه:ازآنجاکهدربسیاریازپژوهش

برابرصفرهایکدیگربرابرباشندومقدارآنهایتوانیباشوند؛لازمبهذکراستاگرتمامشاخصمی

mباشد) m m m m= = = = =1 2 3 4 5 ،(8-3)ی(،دراینحالتازرابطه0 ،(21-3)یازرابطهو0=

 =
1
2

کهآیددستمیبه(56-3)ی،رابطه(23-3)یرابطهباقراردادناینمقادیردروآینددستمیبه

دقیقاًروندحل،یجدارضخیمهمگناست؛بنابرایندراینحالتدرحلّکره(14-2)یمشابهرابطه

باشد.می؛بیانشدهاست2درفصل(14-2)دیفرانسیلیمعادلهحلّمشابهروندیکهبرای
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(3-56)F F F
r

 + +  =22
0



 ترموالاستیکروابط  3-5

،برابرصفرودردوراستایوتغییراتهاجاییجابهکره،دوراستایمختصاتیدرتقارندرعلّتبه

,:بهعبارتدیگر)شوددرنظرگرفتهمی , u , u 

 
= = = =

 
0 0 0 شعاعیجاییجابهچنینهم(.0

)باتوجهّسینماتیکهایمعادلهکرنشدرششعنصرتانسورازباشد.فقطتابعیازشعاعکرهوزمانمی

هایآنباشندورابطهیتانسورکرنشمخالفصفرمیرویقطراصلتنهاسهعنصرِبودنکره(متقارنبه

.[47]آیددستمیبه(57-3)روابطهامطابقجاییجابهبا

(3-57)r r
r

du u
,

dr r
 = = =  

نیزتنهاعناصررویقطراصلیتانسورتنشساختاریهایمعادلهازششعنصرتانسورتنشدر

مطابقهایشعاعیومحیطیباکرنشمحیطیوشعاعییهاتنشیرابطهباشندومخالفصفرمی

.باشدمی(58-3)یابطهر

(3-58)r rA B C
E E T

B A B C 

      
= −       

+      

2

 

 

 =   = 


یمطابقرابطهCوA،Bهایثابتباشدوضریبانبساطحرارتیکرهمیαکهدراینرابطه

شوند.بیانمی(3-59)

(3-59)
( )( ) ( )( )

A , B , C
− 

= = =
+  −  + −  − 

1 1
1 1 2 1 1 2 1 2



شود.بیانمی(60-3)یبارابطهTپارامترچنینهم



83 

 

(3-60)T T(r, t) T = −

شود.،دمایمرجعنامیدهمیTکهدرآن

:(58-3)یبهرابطهتوجهّبا

(3-61) r rE(r) A B C (r) T =  +  −  2

(3-62)( )rE(r) B A B C (r) T  =  + +  −     

برابرصفرهستندهامعادلهآندارایجواباستوسایریمعادله،تنهایکتعادلیمعادلهازسه

.آیددستمیبه(63-3)یواینمعادله،مطابقرابطه

(3-63)( )r
r

d

dr r



+  − =
2

0

)سهعنصرتنش،سهعنصرمجهول7معادلهو7،(63-3)و(58-3)،(57-3)باتوجهّبهروابط

هایمسألهرامحاسبهنمود.توانمجهولوجوددارد؛بنابراینمی(جاییجابهکرنشویکعنصر

 شعاعی جاییجابه یمحاسبه 3-5-1

جای رابطه(57-3)گذاریروابطبا (61-3)هایدر نتیجه(62-3)و رابطهو ،(63-3)ییآندر

آید.دستمیشعاعیبهجاییجابهدیفرانسیلمربوطبهیمعادله

(3-64)( ) ( ) ( )
m mr r

r

Cu u T dT
u m m r m m

r r A r dr


  

 + + − − = + + 
 

2 2
1 1 1 222 2 1

*کهدراینرابطههمانندفصلقبل B

A
 شود.تعریفمی=
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اویلردر-کارگیریروشکوشیبودنآن،بابهابتدابافرضهمگن(64-3)دیفرانسیلیمعادله

عمومییدو)جوابدیفرانسیلهمگنمرتبههایمعادلهحلّ
r ,huوسپسبااستفادهازروشتغییر)

دیفرانسیلناهمگن)جوابخصوصیهایمعادلهحلّ(در1لاگرانژوشرارامتر)پ
r ,puدرگردد.(،حلمی

آید.دستمیشعاعیازمجموعپاسخعمومیوخصوصیبهجاییجابهیکلّپاسخنهایت

(3-65)r r,h r,pu (r, t) u (r) u (r, t)= +

xمتغیرّوبااستفادهازتغییر(64-3)دیفرانسیلیمعادلهبودنبافرضهمگن ln r=:

(3-66)( ) ( )r,h r,h

r,h

d u du
m m u (x)

dx dx

+ + − −  =

2

1 12 1 2 1 0

r,huتعیینعلامتضریبتابع (x)سببمی یمعادلهیمربوطبهمشخصهیمعادلهشودتا

سازی،روابطبرایسادهشوند.هایمتفاوتیداشتهباشدکهدرادامهبررسیمی،پاسخ(66-3)دیفرانسیل

.شوددرنظرگرفتهمی(68-3)و(3-67)

(3-67)( )m = − 2
12 1

(3-68)m +
 = 1 1

2 

ر اگ 3-5-1-1
*

m


1

 باشد  1

گذاریباجای
*

m 


1

آید.دستمیبه(69-3)یرابطه،(67-3)یدررابطه1

(3-69)( )m = −2
12 1

                                                 
1Lagrange method 
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تشکیل تعیینعلامتآن(66-3)یرابطهیمشخصهیمعادلهبا جاییجابهبرایپاسخعمومی،و

آید.دستمیبه(71-3)یمطابقرابطهشعاعی

( ) ( )z m z m+ + − = →  = + +  
22 2 2

1 11 0 1 4 0

(3-70)( ) ( )
,

m m
z

− +  + + 
→ = = −   +

2 2
1 1 2 2

3 4

1 1 4

2 

(3-71)z z

r,hu (r) C r C r= +3 4
5 6

-3)یرابطهصورتبه(64-3)دیفرانسیلیمعادلههایجواب،پایه(71-3)یباتوجهّبهرابطه

باشند.می(72

(3-72)z z
y (r) r , y (r) r= =3 4
1 2

است.(73-3)یرابطهمطابق،هایجوابکهرونسکینپایه

(3-73)
y (r) y (r)

W(r) r
y (r) y (r)

− −= =  +
 

1 2 2 2 2 1

1 2

2


 یمعادلهجوابخصوصی،2یهبدیفرانسیلمرتهایمعادلهبااستفادهازروشلاگرانژدرحلّ

شود.درنظرگرفتهمی(74-3)یرابطهصورتبه(3-64)

(3-74)r,pu (r, t) y (r) V(r, t) y (r) V (r, t)= +1 1 2 2

Vتوابعکهدرآن (r, t)1وV (r, t)2:برابراستبا
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(3-75)
( )

m z

m

m z

m m
r T(r, t) TC

m zV (r, t)
A

m z T(r, t)r dr

+ + +



+ +

  +
−   

 + + += −   
 +  

+ −  − −  

2 4

2

2 4

2 1 1 2

2 41 2 2
2

1 4

2 1
2

2 1


(3-76)
( )

m z

m

m z

m m
r T(r, t) TC

m zV (r, t)
A

m z T(r, t)r dr

+ + +



+ +

  +
−   

 + + +=   
 +  

+ −  − −  

2 3

2

2 3

2 1 1 2

2 32 2 2
2

1 3

2 1
2

2 1
 

شود.بیانمی(77-3)یابطهشعاعیبارجاییجابهدرنهایت

(3-77)z z

ru (r, t) C r C r y (r) V(r, t) y (r) V (r, t)= + + +3 4
5 6 1 1 2 2

اگر  3-5-1-2
*

m


1

 باشد 1

گذاریباجای
*

m 


1

آید.دستمیبه(78-3)یرابطه(67-3)یدررابطه1

(3-78)( )m = − −2
12 1

شکلزیراست.به(66-3)ییرابطهمشخصهیمعادله

( ) ( )z m z m+ + + = →  = + − 
22 2 2

1 11 0 1 4

وجوددارد:سهحالتمختلفبرای

1) 0  

شعاعیجاییجابهبنابراینپاسخعمومیادارد.یمجزّمشخصهدوریشهیهمعادلدراینحالت

شود.بیانمی(80-3)یبارابطه

(m )  → + −   →   2 2
10 1 4 0
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(3-79)( ) ( )
,

m m
z

− +  + − 
→ = = −   −

2 2
1 1 2 2

3 4

1 1 4

2


(3-80)z z

r,hu (r) C r C r= +3 4
5 6

شودکاملاًمشابهیکدیگرند؛بنابراینمشاهدهمی(71-3)یبارابطه(80-3)ییرابطهبامقایسه

یمعادلههایریشهباشد،بااینتفاوتکهمی(77-3)یرابطهشعاعیدراینحالتمشابهجاییجابه

 یگرمتفاوتاست.هابایکدمشخصهدرآن

2) 0 = 

ریشهیمعادله دارای حالت این در میمشخصه مضاعف عمومیباشد.ی پاسخ بنابراین

شود.بیانمی(82-3)یبارابطهشعاعیجاییجابه

(m ) = → + −  = → = 2 2
10 1 4 0 

(3-81)( )m
z z

− +
→ = = = −

1
3 4

1

2


(3-82)( )r,hu (r) r C C ln r−= +5 6

باشند.می(83-3)یرابطهصورتهایجواببهپایه

(3-83)y (r) r , y (r) r ln r− −= =1 2

است.(84-3)یرابطههایجوابمطابقکهرونسکینپایه

(3-84)
y (r) y (r)

W(r) r
y (r) y (r)

− −= =
 

1 2 2 1

1 2



شود.درنظرگرفتهمی(85-3)یرابطهصورتبه(64-3)یعادلهمجوابخصوصی
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(3-85)r,pu (r, t) y (r) V(r, t) y (r) V (r, t)= +1 1 2 2

Vتوابعکهدرآن (r, t)1وV (r, t)2:برابراستبا

(3-86)
( )

m m

m

m m

m m
r ln r T(r, t) r ln r TC

m mV (r, t)
A

m r ln r T(r, t)dr r T(r, t)dr

+ + + +



+ + +

  +
− −   
 + +  + += −   

 
+ −  − −   

2 2

2

2 2

1 11 2

2 21

1
1

1
1 1

1



(3-87)( )
m m m

C m m
V (r, t) r T(r, t) T m r T(r, t)dr

A m

+ + +



   +
= − + −−  

 + +  


2 2 21 1 2
2 1

2

1
1

 

شود.میمشخص(88-3)یرابطهصورتهشعاعیبجاییجابهدرنهایت

(3-88)ru (r, t) C r C r ln r y (r) V(r, t) y (r) V (r, t)− −= + + +5 6 1 1 2 2

3) 0  

اینحالتریشه جاییابهجبنابراینپاسخعمومیمشخصهمختلطهستند.یمعادلههایدر

شود.بیانمی(90-3)یبارابطهشعاعی

(m )  → + −   →   2 2
10 1 4 0

 

(3-89)( ) ( )
,

m j m
z j , j

− +   − +
→ = = −   − = −

22
1 1 2 2

3 4

1 4 1
1

2


(3-90)( ) ( )r,hu (r) r C sin ln r C cos ln r−  =  − +  −
  

2 2 2 2
5 6

آمدهاست.(92-3)و(91-3)هایترتیبدررابطههابهورونسکینآنهایجوابپایه
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(3-91)( ) ( )y (r) r sin ln r , y (r) r cos ln r− −=  − =  −2 2 2 2
1 2

(3-92)
 

y (r) y (r)
W(r) r

y (r) y (r)

− = =  −
 

1 2 2 2 2

1 2



شود.درنظرگرفتهمی(93-3)یرابطهصورتبه(64-3)دیفرانسیلیمعادلهجوابخصوصی

(3-93)r,pu (r, t) y (r) V(r, t) y (r) V (r, t)= +1 1 2 2

Vتوابعکهدرآن (r, t)1وV (r, t)2شوند.محاسبهمی(95-3)و(94-3)ترتیبازروابطبه

(3-94)( )
m m

C y (r) T dT
V (r, t) r m m dr

A W(r) r dr

  
= − + + 

 


2 22
1 1 2

(3-95)( )
m m

C y (r) T dT
V (r, t) r m m dr

A W(r) r dr

  
= + + 

 


2 21
2 1 2 

شود.بیانمی(96-3)یشعاعیبارابطهجاییجابهبنابراین

(3-96)( ) ( )ru (r, t) r C sin ln r C cos ln r

y (r) V (r, t) y (r) V (r, t)

−  =  − +  −
  

+ +

2 2 2 2
5 6

1 1 2 2



 ی شعاعی و محیطیهاتنش یمحاسبه 3-5-2

کارگیریهاوسپسبابهکرنش،سینماتیکهایمعادلهشعاعی،ابتدابااستفادهازجاییجابهیمحاسبهبا

وC5هایمجهولآیند.درنهایتدستمیبهوزمانبرحسبشعاعکرههاتنشساختاریهایلهمعاد

C6شوند.یداخلیوخارجیکرهمحاسبهمی،بااعمالشرایطمرزیتنشیدرلایه

هایهایمسأله،پاسخبهدادهباتوجهّشعاعیجاییجابهکهدربخشقبلیمشاهدهشد؛گونههمان

یشعاعیومحیطینیزمتفاوتخواهدهاتنشها،باشد.برایهریکازاینپاسخمتفاوتیرادارامی
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درادامهبه برایهاتنشعنواننمونهبود. یشعاعیومحیطیتنها
*

m 


1

برایمحاسبهشده1 اند.

روندمشابهیبایدپیمودهشود.هایدیگرنیزحالت

یهاتنش،(62-3)و(61-3)سپسدرروابطو(57-3)شعاعیدرروابطجاییجابهگذاریباجای

آیند.دستمیشعاعیومحیطیبه

(3-97)
( ) ( ) r,pz z

r

r,p

du
z r C z r C

dr
(r, t) AE(r)

C (r)
u T

r A

− − 



 
+  + +  + 

  =
  

+ −   

3 41 1
3 5 4 62 2

2


(3-98)
( ) ( )z z

r,p

r,p

z r C z r C

(r, t) AE(r) du C (r)
u T

dr r A

− − 




    + +  + + +     
 =  +  

+  + −  
 

3 41 1
3 5 4 61 1 1 1

1 

شوند.بیانمی(99-3)یبارابطهموردمطالعهشرایطمرزیتنشییکرهدر

(3-99)r r a i

r r b o

| P

| P

=

=

 = −

 = −

,S(rتابع،درروندحلسازیجهتساده t)شود.درنظرگرفتهمی(100-3)یمطابقرابطه

(3-100)r,p

r,p

du C (r)
S(r, t) u T

dr r A

 
= + − 

2

بنابراینتنششعاعیبرابراستبا:

(3-101)( ) ( )z z

r (r, t) AE(r) z r C z r C S(r, t)
− −   = +  + +  +

 
3 41 1

3 5 4 62 2

به مجهول(99-3)یکارگیریشرایطمرزیتنشیکهدررابطهبا C6وC5هایآمدهاست؛

گردد.محاسبهمی
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(3-102)
( )( )

z z
z z

i om m

m

z z z z

b a
P P b S(a, t) a S(b, t)

AE a b
C (t)

z b a b a

− −
− −

− − − −

 
− + − 

 
=

+  −

4 4

4 4

1 1

1

3 4 4 3

1 1
1 1

5 1 1 1 1
3

1

2


(3-103)
( )( )

z z
z z

i om m

m

z z z z

b a
P P b S(a, t) a S(b, t)

AE a b
C (t)

z b a b a

− −
− −

− − − −

 
− + − 

 
=

+  −

3 3

3 3

1 1

1

4 3 3 4

1 1
1 1

6 1 1 1 1
4

1

2
 

(98-3)و(97-3)،(77-3)هادرروابطوباقراردادنآنC6وC5هایمجهولیمحاسبهبا

 شوند.مشخصمییشعاعیومحیطیهاتنششعاعیوجاییجابهتربیتبه

 جدار ضخیمناهمگن  یکرهسازی مدل 3-6

ود.برایشافزارآباکوساستفادهمیازنرمجدارضخیمناهمگنیکره،جهتحلّعددی2همانندفصل

 بهشعاعداخلیانجامتحلیلموردنظر، mm60 وشعاعخارجیmm40 کره ضخامتثابت،و با

ویکریدرپوستهصورتشعاعیگنیکهبهبرایایجادخواصناهم،2-3شکلومطابقسازیشدهمدل

مکانیکیدادنخواصونسبتیمساویلایه40ادکرهبهتعدیباتقسیمجداره؛استگرفتهشدهدرنظر

موردکروییپوستهدرنهایتیداخلی،یمرکزهرلایهازلایهبهفاصلهباتوجهّوحرارتیدرهرلایه

اینلایهمیچسبیدهتشکیلهموهمسانگرد)ایزوتروپ(بههمگنیکره40نظراز حلّهادرمشود.

اتصاللایهاندهمپیوستهبهاتصال میانگینوخواصدرمحلّ دولایهدرنظرچپوراستمرزها،حدّ

.[53]شوندگرفتهمی
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آباکوسافزاردرنرمشدهمدلجدارضخیمناهمگنیکرهمقطععرضییهندسه 2-3 شکل

گرهدر4ورؤوسگرهدر4گره)8استانداردبامقطعچهارضلعیدارای،المانیکرهبندبرایالمان

انتخابشدهاستکهدرجه در)یکیدرراستایشعاعیودیگری2یآزادیهرگرهوسطاضلاع(

می محیطی( راستای نوع از المان این axisymmetricباشد. -Coupled Temperature و

DisplacementارکهبهاختصباشدمیCAX8RTیهرالماندرراستایشعاعیاندازهشود.نامیدهمی

افزاربندیرادرنرمچگونگیالمان3-3شکلباشد.می6280هابرابروتعدادآن0005/0ومحیطیبرابر

دهد.آباکوسنمایشمی




افزارآباکوسدرنرمجدارضخیمناهمگنیکرهبندیمقطععرضینماییازمش 3-3 شکل
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 ی موردیمطالعه 3-7

ضخیمیکرهتحلیلیوعددی،یکحلّآمدهازنتایجدستبرایمطالعهموردیوبررسینمودارهایبه

مطابقفشارخارجیوبارحرارتیگذرافشارداخلی،ردباضخامتثابتوبارگذاریناهمگنوهمسانگ

aبهشعاعداخلی1-3شکل mm= b،شعاعخارجی40 mm= وتوزیعتوانیخواصمکانیکیو60

بودههایتوانیخواصمکانیکیوحرارتیباهمبرابرشاخصنچنیهم.شدهاستحرارتیدرنظرگرفته

n(mودرنتایجباپارامتر m m m m n= = = = =1 2 3 4 ،-1نتایجبرایمقادیرند.اشده(نشانداده5

اند.بایکدیگرمقایسهشدهnاز1و0،5/0،-5/0

همواره،دراینپژوهشیادآوری:برایتماممقادیرشاخصتوانیذکرشده
*

m 


1

 برقراراست.1

 ظرفیتگرماییویژهو هدایتگرمایی، چگالی، ضریبانبساطحرارتیدرمدولالاستیسیته،

به کره داخلی سطح مقادیر برابر iEترتیب GPa= 200 ،i

kg

m
 = 37860 ،i

w

m K
/ = 260 5،

i

J
c

kg C
= 434،i

C
/ − =  6 11 2 =0/برابروثابتپواسونهستندونسبت10 باشد.کرهمی 3

iPتحتفشاریکنواختداخلی MPa= oPخارجیو80 MPa= دمایمحیطاطرافقرارداردو80

iTترتیببرابروبهسطحداخلیوخارجیآن،ثابت C=125وoT C= دمایمرجعچنینهمو25

 Tبرابر C = 25 خارجیجاییجابهضریبانتقالگرمایو سطحداخلیو بزرگ)در آنبسیار

i oh ,h →می) بنابراینباشدمیC25ومقدارآنشودضمییکرهثابتفردمایاوّلیهباشد. ؛

f (r) C=258201افزارنرمتوسطّنویسی.حلّتحلیلیازطریقبرنامهMaple .صورتگرفتهاست

توانبادرنظرگرفتناثرهرکدامازجملاتحاصلازتحتبارگذاریترکیبیمییکرهبرایحلّ

تنشحاصلازهربارگذاری،وجاییجابهمقادیریمحاسبهتنهاییوحرارتیوفشاریبههایرگذاریبا

یمحیطیهاتنشهایشعاعیونیزجاییجابهبااستفادهازاصلجمعآثارمقادیرمربوطبهدرنهایت

دستآورد.وشعاعیحاصلازبارگذاریترکیبیرابه
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 بررسی نتایج 3-8

همگننایکرهرنتایجمربوطبهحلّتحلیلیبانتایجعددیحاصلازروشاجزایمحدودددراینبخش

حرارتیوفشاریمقایسهشدهاست.هایبارگذاریتحت

 ی نتایجمقایسه 3-8-1

هایباشدکهدراینبخشوآنچهبهعنواننتایجبیانشدهمنظورازشاخصابتداایننکتهقابلذکرمی

nترتیببهومنفیتوانیمثبت =1،n /=0 nو5 /= −0 nو5 =  باشد.می 1−

شدهمحاسبهبعدشعاعیبیجاییجابهوتنشمحیطی،تنششعاعیدما،توزیع33-3شکلتا4-3شکل

یکرهطولضخامتدرمکانیکی،حرارتیوترکیبیوهایبارگذاریبرایراتحلیلیوFEهایروشبا

د.دهبرحسبزماننشانمیچنینهموناهمگن

مقادیردراینبارگذاریداخلیقرارگرفتهاست.کرهفقطتحتفشار6-3شکلتا4-3شکلدر

یخارجی،قدرمطلقنبودبارگذاریدرلایهعلتّرهمنفیهستندوبههموا(4-3شکل)تنششعاعی

اختلافمقادیرتنشچنینهمیابدویخارجیکاهشمییداخلیبهسمتلایهتنششعاعیازلایه

یمیانیبهیمیانیافزایشیافتهوازلایهیداخلیبهسمتلایههایمختلفازلایهnرایشعاعیب

هایداخلیوخارجیبرابرایاستکهایناختلافدرلایهگونهیابدوبهرجیکاهشمییخاسمتلایه

اندکمیnباشدونیزاختلافمقادیرتنششعاعیبرایصفرمی قدرمهایمختلف، طلقتنشباشد.

یهمگنمادهّهایمثبتبیشترازnیهمگنوبرعکسبرایمادهّهایمنفیکمترازnشعاعیبرای

برایدرطولضخامتکرهایاستکهمقادیرآنگونهتنشمحیطیبه،5-3شکلمطابقاشد.بمی

nشیب،باشندتربزرگهایتوانیمنفیهشاخصکندوهرچباروندنزولیتغییرمی1کمترازهای

nبرایشاخصتوانیوشودتغییراتنزولیبیشترمی یکره،تنشمحیطیدرطولجدارهتغییرات1=

است.اختلافمقادیرتنشمحیطیدرسطحداخلینسبتبهسطحخارجیبیشتراست.بسیاراندک

rطوریکهدرشعاعیابد،بهیکاهشمییمیاناخلیبهسمتلایهیدایناختلافازلایه / m=0 04925
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یخارجیدوبارهبهسمتلایهاینشعاعشوند،وازهایمختلفهمگرامیnمقادیرتنشمحیطیبرای

هایتوانیمنفیمقادیربیشترینسبتبهبرایشاخص(6-3شکل)شعاعیجاییجابهیابد.افزایشمی

هایمختلفدرطولضخامتnشعاعیبرایجاییجابههایتوانیمثبتدارد.اختلافمقادیرشاخص

ثابتاست. یداخلیشعاعیازلایهجاییجابههایتوانیبرایهریکازشاخصچنینهمکرهتقریباً

یابد.یخارجیباشیبملایمکاهشمیسمتلایهبه

آمدهدستمقادیربهقرارگرفتهاست.خارجیکرهفقطتحتفشار9-3شکلتا7-3شکلدر

توجهّشعاعیدراینبارگذاریهموارهمنفیهستند.باجاییجابهبرایتنششعاعی،تنشمحیطیو

برایویابدمیافزایشیخارجییداخلیبهسمتلایهقدرمطلقتنششعاعیازلایه،7-3شکلبه

n بیشترهایمنفی برعکسبرایمادهّاز کمترهایمثبتnیهمگنو باشد.یهمگنمیمادهّاز

هایnبرایدرطولضخامتکرههمقادیرآنایاستکگونهبه(8-3شکل)تنشمحیطیقدرمطلق

باشندشیبتغییراتتربزرگهایتوانیمنفیکندوهرچهشاخصتغییرمینزولیباروند5/0کمتراز

کندوبرایشاخصتوانیتغییرمیصعودیباروند5/0بیشترازهایnودوبرایشبیشترمینزولی

n /=0 یکره،ثابتباقیماندهاست.اختلافمقادیرتنشمحیطیتنشمحیطیدرطولجدارهتقریبا5ً

یمیانیسمتلایهیداخلیبهدرسطحداخلینسبتبهسطحخارجیبیشتراست.ایناختلافازلایه

rطوریکهدرشعاعیابد،بهکاهشمی / m=0 همگراهایمختلفnمقادیرتنشمحیطیبرای0495

قدرمطلق9-3شکلمطابقیابد.یخارجیدوبارهافزایشمییمیانیبهسمتلایهشوند،وازلایهمی

دهایتوانیمثبتدارنسبتبهشاخصبیشتریهایتوانیمنفیمقادیربرایشاخصشعاعیجاییجابه

شعاعیجاییجابهاختلافمقادیر.یابداشیبملایمکاهشمییخارجیبسمتلایهیداخلیبهازلایهو

تکرهتقریباًثابتاست.هایمختلفدرطولضخامnبرای



96 


tدرداخلیتحتبارگذاریفشارجدارضخیمناهمگنیکرهبعدتنششعاعیدرتوزیعبی 4-3 شکل s= 5


tدرداخلیتحتبارگذاریفشارارضخیمجدناهمگنیکرهدرمحیطیبعدتنشتوزیعبی 5-3 شکل s= 5
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tدرداخلیتحتبارگذاریفشارجدارضخیمناهمگنیکرهدرشعاعیجاییجابهبعدتوزیعبی 6-3 شکل s= 5


tدرخارجیتحتبارگذاریفشارجدارضخیمناهمگنیکرهدرتنششعاعیبعدتوزیعبی 7-3 شکل s= 5
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tدرخارجیتحتبارگذاریفشارجدارضخیمناهمگنیکرهدرتنشمحیطیبعدتوزیعبی 8-3 شکل s= 5


tدرخارجیتحتبارگذاریفشارجدارضخیمناهمگنیکرهدرشعاعیجاییجابهبعدتوزیعبی 9-3 شکل s= 5

یداخلیوخارجیقرارتحتبارگذاریفشاریدرلایهزمانهمکره،12-3شکلتا10-3شکل

شعاعیهموارهمنفیجاییجابهچنینهمگرفتهاست.دراینبارگذاریمقادیرتنششعاعیومحیطیو

اندهاستوقدرمطلقمقادیرآنباقیمدرطولضخامتکرهثابت(10-3شکل)هستند.تنششعاعی
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هایتوانیمختلفبسیارتلافمقادیرآنبرایشاخصخهایمثبتاستواnتربزرگهایمنفیnبرای

درطولضخامتکرهیرآنایاستکهمقادگونهبه(11-3شکل)تنشمحیطیقدرمطلق.اندکاست

باشندشیبتربزرگهایتوانیمنفیکندوهرچهشاخصتغییرمینزولیباروندمنفیهایnبرای

کندوبرایشاخصتوانیتغییرمیصعودیباروندمثبتهایnشودوبرایبیشترمینزولیتغییرات

n یثابتباقیماندهاست.اختلافمقادیرتنشمحیطیازلایهیکره،تنشمحیطیدرطولجداره0=

rطوریکهدرشعاعیابد،بهیمیانیکاهشمیداخلیبهسمتلایه / m=0 مقادیرتنشمحیطی05

یابد.یخارجیدوبارهافزایشمییمیانیبهسمتلایهشوندوازلایههایمختلفهمگرامیnبرای

نسبتبهبیشتریتوانیمنفیمقادیرهایبرایشاخصشعاعیجاییجابهقدرمطلق12-3شکلمطابق

.یابدمیافزایشیخارجیباشیبملایمسمتلایهیداخلیبهازلایهدوهایتوانیمثبتدارشاخص


فشارداخلیوخارجیزمانهمتبارگذاریتحجدارضخیمناهمگنیکرهدرتنششعاعیبعدتوزیعبی 10-3 شکل

tدر s= 5
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فشارداخلیوخارجیزمانهمتحتبارگذاریجدارضخیمناهمگنیکرهدرتنشمحیطیبعدتوزیعبی 11-3 شکل

tدر s= 5


فشارداخلیوزمانهماریتحتبارگذجدارضخیمناهمگنیکرهدرشعاعیجاییجابهبعدتوزیعبی 12-3 شکل

tدرخارجی s= 5

ذاریحرارتیگذراقراردارد.دراینبارگذاریگکرهتنهاتحتبار،15-3شکلتا13-3شکلدر

یخارجیابتدایداخلیبهسمتلایهباتغییراتاندکازلایه(13-3شکل)قدرمطلقتنششعاعی
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امامقادیرتنش؛باشدهایمنفیمیnازتربزرگ،هایمثبتnوبراییابدافزایشوسپسکاهشمی

یابدافزایشمیدرطولضخامتکرهباشیبملایم(14-3شکل)هموارهمنفیهستند.تنشمحیطی

اختلافمقادیرتنششود.کهابتدااینمقادیرمنفیبودهوسپسمثبتمیاستایگونهبهومقادیرآن

بهیمیانیکاهشمیسمتلایهیداخلیبهمحیطیازلایه rطوریکهدرشعاعیابد، / m=0 052

درطول(15-3شکل)شعاعیجاییجابه.دشونهایمختلفهمگرامیnمقادیرتنشمحیطیبرای

اماتغییراتآنبسیارکماستومقادیرآنهموارهمثبت؛یابدمتابتداافزایشوسپسکاهشمیضخا

تربزرگشودبرایمقادیرمثبتازشاخصتوانی،هرچهشاخصتوانیمشاهدهمیچنینهمهستند.

باشدترکوچکیابدودرمقابلبرایمقادیرمنفیازآن،هرچهشعاعیکاهشمیجاییجابهشودمقادیر

جاییجابههایمنفیnبرایدراینبارگذاری،یکلّطوربهیابد.شعاعیافزایشمیجاییجابهمقادیر

مثبتهایnهمگنمقادیربیشتریدارندوبرعکسبراییکرهناهمگننسبتبهیکرهشعاعیدر

یخارجییداخلینسبتبهلایهشعاعیدرلایهجاییجابهراهستندونیزمقادیرمقادیرکمتریرادا

یهمگندارند.مادهّاختلافبیشتریاز


tدرحرارتیگذراتحتبارگذاریجدارضخیمناهمگنیکرهدرتنششعاعیبعدتوزیعبی 13-3 شکل s= 5
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tدرحرارتیگذراتحتبارگذاریجدارضخیمناهمگنیکرهدرمحیطیتنشدبعتوزیعبی 14-3 شکل s= 5 


tدرحرارتیگذراتحتبارگذاریجدارضخیمناهمگنیکرهدرشعاعیجاییجابهبعدتوزیعبی 15-3 شکل s= 5

جدارهمگننایکرهشعاعیدرجاییجابهتنششعاعیومحیطیو،18-3شکلتا16-3شکل

دهند.ایننمودارهابسیاررانمایشمیفشارداخلیوبارحرارتیگذرازمانتحتبارگذاریهمضخیم

(6-3شکلتا4-3شکلتحتبارگذاریفشارداخلی)یکرهآمدهازنتایجدستمشابهنمودارهایبه
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امرمی این دارند. توضیحاتمشابهی و ،باشد اندکدهندهنشانهمگن،یکرههمانند اثرگذاری ی

بهعبارتیمیبارگذاریحرارتیدردماهایپایینمی تواندردماهایپایینازنتایجمربوطبهباشد.

مقادیر16-3شکلمطابقتحتفشاروحرارتاستفادهکرد.یکرهتحتفشاربرایبررسیرفتاریرهک

یخارجیکاهشیداخلیبهسمتلایهباشدوقدرمطلقآنازلایهتنششعاعیهموارهمنفیمی

(هموارهمثبتاست17-3شکلمحیطی)هایمنفیاست.تنشnهایمثبتبیشترازnیابدوبرایمی

هایتوانیمثبتهایتوانیمنفیکاهشوبرایشاخصومقادیرآندرطولضخامتبرایشاخص

rیمیانی)دقیقاًدرلایهمحیطیمقدارتنشیابد.افزایشمی / m=0 هابایکدیگرnامی(برایتم05

ب است. لایه18-3شکلشعاعی)جاییجابهرابر از مثبتاستو همواره ییداخلیبهسمتلایه(

یکرههایمنفیبیشترازnیابدومقادیرآنبرایهایتوانیکاهشمیخارجیبرایتمامیشاخص

است.آنهایمثبتکمترازnهمگنوبرای


زمانفشارداخلیوبارتحتبارگذاریهمجدارضخیمناهمگنیکرهدرتنششعاعیبعدتوزیعبی 16-3 شکل

tدرحرارتیگذرا s= 5
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زمانفشارداخلیوبارتحتبارگذاریهمجدارضخیمناهمگنیکرهدرتنشمحیطیبعدتوزیعبی 17-3 شکل

tدرحرارتیگذرا s= 5


زمانفشارداخلیوبارتحتبارگذاریهمجدارضخیمناهمگنیکرهدرشعاعیجاییجابهبعدبیتوزیع 18-3 شکل

tدرحرارتیگذرا s= 5 

زمانهمبارگذاریبرایراوتحلیلیFEهایروشباشدهمحاسبهبعدتوزیعدمایبی19-3شکل

دا خلیوفشار بار شعاع در rحرارتیگذرا / m=0 045 ضخیمناهمگنیکرهاز جدار چنینهمو

0/2

0/5

0/8

1/1

1/4

1 1/1 1/2 1/3 1/4 1/5

σ
θ

 / 
P

i

r/a

PET

FEM

n = 1- n = 0/5- n = 0

n = 0/5 n = 1

0/2

0/3

0/4

0/5

0/6

0/7

1 1/1 1/2 1/3 1/4 1/5

u
r 
/ 

a
 *

 1
0
0
0

r/a

PET

FEM

n = 1- n = 0/5- n = 0 n = 0/5 n = 1



105 

 

کهدراینشکلمشخصاستتغییراتگونههمانهمگنویکرههمانندد.دهانمیبرحسبزماننش

.مقادیردماباشدمیکمآنهایبیشترازبرایزمانباشدوثانیهبسیارسریعمی5تاقبلاززماندما

هایتوانیمثبتاست.هایتوانیمنفیبیشترازشاخصبرایشاخص

زمانهمبارگذاریبرایراوتحلیلیFEهایروشباشدهمحاسبهبعدتوزیعدمایبی20-3شکل

tدرزمانحرارتیگذرابارفشارداخلیو s= نشانجدارضخیمناهمگنیکرهودرطولضخامت5

یداخلیبهدرسطوحداخلیوخارجیکره،ازلایهیمحیطبودندماثابتعلتّد.مقادیردما،بهدهمی

هایتوانیمنفینسبتبهیابدونیزدرشاخصهایمختلفکاهشمیnیخارجیبرایسمتلایه

هایتوانیمثبتبیشتراست.شاخص


زمانفشارداخلیوبارحرارتیگذراتحتبارگذاریهمجدارضخیمناهمگنیکرهبعددمادرزیعبیتو 19-3 شکل

rدر / m=0 045
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زمانفشارداخلیوبارحرارتیگذراتحتبارگذاریهمجدارضخیمناهمگنیکرهبعددمادرتوزیعبی 20-3 شکل

tدر s= 5

ناهمگنیکرهشعاعیجاییجابهتغییراتتنششعاعیومحیطیو23-3شکلتا21-3شکل

rدرشعاعزمانفشارداخلیوبارحرارتیگذرابارگذاریهمتحتراجدارضخیم / m=0 وبرحسب045

دراینشدهزماننشانمی بعداززمانکلند. تغییراتنمودارها تنش5ها ثانیهخیلیناچیزاست.

برایآنقدرمطلقباشدوهموارهمنفیمیناهمگن،یکرهدریکشعاعخاصاز(21-3شکل)شعاعی

شکل)تنشمحیطی.رددابیشتریمقادیرمنفیهایتوانینسبتبهشاخصمثبتهایتوانیشاخص

مثبتاست(3-22 وهمواره برای آن nمقادیر از بیشتر منفی مطابقباشهایمثبتمیnهای د.

دیرهایمثبتمقاnهایمنفینسبتبهnبرایاندوهموارهمثبتشعاعیجاییجابهمقادیر23-3شکل

بیشتریراداراهستند.
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ارزمانفشارداخلیوبتحتبارگذاریهمجدارضخیمناهمگنیکرهبعدتنششعاعیدرتوزیعبی 21-3 شکل

rحرارتیگذرادر / m=0 045


زمانفشارداخلیوبارتحتبارگذاریهمجدارضخیمناهمگنیکرهدرمحیطیبعدتنشتوزیعبی 22-3 شکل

rدرذراحرارتیگ / m=0 045
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زمانفشارداخلیوبارهمتحتبارگذاریجدارضخیمناهمگنیکرهشعاعیدرجاییجابهبعدتوزیعبی 23-3 شکل

rدرحرارتیگذرا / m=0 045

جدارهمگننایکرهشعاعیدرجاییجابهنششعاعیومحیطیو،ت26-3شکلتا24-3شکل

دهند.ایننمودارهابسیاررانمایشمیزمانفشارخارجیوبارحرارتیگذرابارگذاریهمتحتضخیم

(9-3شکلات7-3شکلتحتبارگذاریفشارخارجی)یکرهآمدهازنتایجدستمشابهنمودارهایبه

باشدومقادیرتنششعاعیهموارهمنفیمی24-3شکلدارند.مطابقباشدوتوضیحاتمشابهیمی

هایnهایمثبتکمترازnیابدوبراییخارجیافزایشمییداخلیبهسمتلایهقدرمطلقآنازلایه

(هموارهمنفیاستوقدرمطلقمقادیرآندرطولضخامت25-3شکلت.تنشمحیطی)اسمنفی

هایمثبتاست.مقدارnهایمنفیبیشترازnیابدوبرایهایتوانیمختلفکاهشمیبرایشاخص

rشعاعدرمحیطینشت / m=0 شکل)شعاعیجاییجابهگربرابراست.هابایکدیnبرایتمامی049

-یخارجیبرایتمامیشاخصیداخلیبهسمتلایهازلایهقدرمطلقآناستومنفیهمواره(3-26

یکرههایمثبتکمترازnهمگنوبراییکرههایمنفیبیشترازnبرایویابدهایتوانیکاهشمی

همگناست.
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زمانفشارخارجیوبارتحتبارگذاریهمجدارضخیمناهمگنیکرهبعدتنششعاعیدربیتوزیع 24-3 شکل

tحرارتیگذرادر s= 5


زمانفشارخارجیوبارتحتبارگذاریهمجدارضخیمناهمگنیکرهبعدتنشمحیطیدرتوزیعبی 25-3 شکل

tحرارتیگذرادر s= 5
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زمانفشارخارجیوبارگذاریهمتحتجدارضخیمناهمگنیکرهشعاعیدرجاییجابهبعدتوزیعبی 26-3 شکل

tدربارحرارتیگذرا s= 5

نزمابارگذاریهمبرایراوتحلیلیFEهایروشباشدهمحاسبهبعدتوزیعدمایبی27-3شکل

بارحرارتیگذرا rدرشعاعفشارخارجیو / m=0 045 چنینهموجدارضخیمناهمگنیکرهاز

5تاقبلاززمانکهدراینشکلمشخصاستتغییراتدماگونههمان.ددهبرحسبزماننشانمی

هایقادیردمابرایشاخصموباشدکممیآنهایبیشترازبرایزمانباشدوثانیهبسیارسریعمی

باشد،می19-3شکلنموداراینشکلبسیارمشابههایتوانیمثبتاست.توانیمنفیبیشترازشاخص

زمانبارگذاریهمگذراوزمانفشارداخلیوبارحرارتیبارگذاریهمگفتبرایتوانطوریکهمیبه

خاصودرطولزمانیکساناست.،تغییراتدمادریکشعاعارتیگذرافشارخارجیوبارحر

زمانبارگذاریهمبرایراوتحلیلیFEهایروشباشدهمحاسبهبعدتوزیعدمایبی28-3شکل

tدرزمانفشارخارجیوبارحرارتیگذرا s= نشانجدارضخیمناهمگنیکرهمتودرطولضخا5

یابدونیزهایمختلفکاهشمیnیخارجیبراییداخلیبهسمتلایهد.مقادیردما،ازلایهدهمی

نموداراینشکلبسیارمشابههایتوانیمثبتبیشتراست.هایتوانیمنفینسبتبهشاخصدرشاخص
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گذرازمانفشارداخلیوبارحرارتیبارگذاریهمگفتبرایتوانطوریکهمید،بهباشمی20-3شکل

،تغییراتدمادرطولضخامتکره،یکساناست.ذرازمانفشارخارجیوبارحرارتیگبارگذاریهمو


یگذرازمانفشارخارجیوبارحرارتتحتبارگذاریهمجدارضخیمناهمگنیکرهبعددمادرتوزیعبی 27-3 شکل

rدر / m=0 045


زمانفشارخارجیوبارحرارتیگذراتحتبارگذاریهمجدارضخیمناهمگنیکرهبعددمادرتوزیعبی 28-3 شکل

tدر s= 5
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جدارهمگننایکرهشعاعیدرجاییجابهمحیطیوتنششعاعیو،31-3شکلتا29-3شکل

نمایشمیفشارداخلیوخارجیوبارحرارتیگذرازمانبارگذاریهمتحتضخیم درایندهند.را

یخارجییداخلیبهسمتلایهباتغییراتاندکازلایه(29-3شکل)بارگذاریقدرمطلقتنششعاعی

افزایشوسپسکاهشمیاب امامقادیر؛باشدمیمثبتهایnازتربزرگمنفیهایnوبراییابدتدا

درطولهموارهمنفیاستوقدرمطلقآن(30-3شکل)تنشهموارهمنفیهستند.تنشمحیطی

یازلایههایمختلفnبرایطیاختلافمقادیرتنشمحییابد.میکاهشضخامتکرهباشیبملایم

rطوریکهدرشعاعبه؛یابدیمیانیکاهشمیداخلیبهسمتلایه / m=0 یبرایهمهآنمقدار 0485

درهموارهمنفیاستوقدرمطلقآن(31-3شکل)شعاعیجاییجابهشود.هایتوانیبرابرمیشاخص

مقادیرمثبتازشاخصتوانی،هرچهشاخصتوانیبراییابدوباشیبکمافزایشمیضخامتطول

هرچهشاخصتوانییابدودرمقابلبرایمقادیرمنفیازکاهشمی،شودتربزرگ ،باشدترکوچک،

همگنیکرهناهمگننسبتبهیکرهعاعیدرشجاییجابهقدرمطلقهایمنفیnیابد.برایافزایشمی

 .هایمثبتمقادیرکمتریراداراهستندnمقادیربیشتریدارندوبرعکسبرای


زمانفشارداخلیوخارجیبارگذاریهمتحتجدارضخیمناهمگنیکرهبعدتنششعاعیدرتوزیعبی 29-3 شکل

tدروبارحرارتیگذرا s= 5
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زمانفشارداخلیوخارجیبارگذاریهمتحتجدارضخیمناهمگنیکرهبعدتنشمحیطیدرتوزیعبی 30-3 شکل

tدروبارحرارتیگذرا s= 5


زمانفشارداخلیوبارگذاریهمتحتجدارضخیمناهمگنیکرهشعاعیدرجاییجابهبعدتوزیعبی 31-3 شکل

tدرخارجیوبارحرارتیگذرا s= 5

زمانهمبارگذاریبرایراوتحلیلیFEهایروشباشدهمحاسبهبعدتوزیعدمایبی32-3شکل

فشار خارجیوداخلیو شعاعبار در rحرارتیگذرا / m=0 045 وجدارضخیمناهمگنیکرهاز

-1/6

-1/4

-1/2

-1

-0/8

-0/6

1 1/1 1/2 1/3 1/4 1/5

σ
θ

 / 
P

i

r/a

PET

FEM

n = 1-

n = 0/5-

n = 0

n = 0/5 n = 1

-0/3

-0/25

-0/2

-0/15

-0/1

-0/05

0

1 1/1 1/2 1/3 1/4 1/5

u
r 
/ 

a
 *

 1
0
0
0

r/a

PET

FEM

n = 1-n = 0/5-n = 0n = 0/5n = 1



114 

،نموداراینشکلبسیارنشکلمشخصاستکهدرایگونههمان.ددهبرحسبزماننشانمیچنینهم

 مشابه 19-3شکل و ؛باشدمی27-3شکل با برایتوجهّبنابراین دمایی مرزی شرایط اینکه به

ناهمگنیهکرمختلفدراینپژوهشیکساناست؛تغییراتدمادریکشعاعخاصازهایبارگذاری

دستآمدهاستشدهدراینمطالعهیکسانبهبررسیهایبارگذاریودرطولزمانبرایجدارضخیم

اند.اندکیبرتغییراتدماداشتهتأثیرمکانیکیهایبارگذاریو

زمانهمبارگذاریرایبراوتحلیلیFEهایروشباشدهمحاسبهبعدتوزیعدمایبی33-3شکل

tدرزمانحرارتیگذرافشارداخلیوخارجیوبار s= جدارناهمگنیکرهودرطولضخامت5

بنابراینبابمی28-3شکلو20-3شکلنموداراینشکلبسیارمشابهد.دهنمینشاضخیم اشد،

مختلفدراینپژوهش،تغییراتدمابرایهایبارگذاریبودنشرایطمرزیدماییبرایبهثابتتوجهّ

مکانیکیایهبارگذاریشدهدراینمطالعهودرطولضخامتکره،یکساناستوبررسیهایبارگذاری

اند.اندکیبرتغییراتدماداشتهتأثیر


زمانفشارداخلیوخارجیوبارهمتحتبارگذاریجدارضخیمناهمگنیکرهربعددمادتوزیعبی 32-3 شکل

rدرگذراحرارتی / m=0 045
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فشارداخلیوخارجیوبارزمانهمتحتبارگذاریجدارضخیمناهمگنیکرهبعددمادرتوزیعبی 33-3 شکل

tدرگذراحرارتی s= 5

شعاعیجاییجابه،تنشمحیطی،شعاعیتنشحاویمقادیرترتیببه3-4جدولتا3-1جدول

روششدهمحاسبهودمای تحلیلیتحتFEهایبا مکانیکیهایبارگذاریو -مکانیکیوحرارتیو

nوبرایشاخصتوانیناهمگنجدارضخیمیکرهییداخلی،میانیوخارجحرارتیدرسهلایه =1

تطابققابلقبولیبیننتایجحاصلازروشتحلیلیوعددیوجوددارد.ها،مطابقاینجدولباشد.می

زمانیوعددیدربارگذاریهم،بیشتریناختلافبیننتایجحلّتحلیل3-1جدولمقادیردردقّتبا

وبنابرایندرصدخطاMPa5148/0 شودکهاینمقداربرابرفشارداخلیوبارحرارتیگذرامشاهدهمی

باشدوبسیارنادرصدمی66/1برابر ،همگننایکرهیمیانیلایهدرشعاعیتنشمقادیرچیزاست.

زمانهمبرابرودربارگذاری13اریفشارخارجیتابرابر،دربارگذ7فشارداخلیتاتحتبارگذاری

دومقدارآندربارگذاریفشارباشبیشترازبارگذاریحرارتیمیبرابر20فشارداخلیوخارجیتا

ترکیبیودردماهایپایین،هایبارگذاری؛بنابرایندربرابربارگذاریفشارداخلیاست5/1خارجی

.بارحرارتیازاهمّیتبیشتریبرخورداراستبارگذاریفشارینسبتبه
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nهایتحلیلیوعددیبرایباروششدهمحاسبه(MPaتنششعاعی) 1-3 جدول مختلفدرهایبارگذاریو1=

t s= 5

 بارگذاری
 شعاع داخلی

 

 (r a=) 

 شعاع میانی

(
a b

r
+

=
2

) 

 شعاع خارجی
 

(r b=) 

عددیتحلیلیعددیتحلیلیعددیتحلیلیمکانیکیحرارتی

-

00018/0-4848/27-479/27-9873/79-80فشارداخلی

-0021/80-80-7583/50-748/50-0012/0فشارخارجی

فشارداخلیو

خارجی
80-9992/79-2238/78-2238/78-80-0002/80-

-00004/0-9676/3-4553/3-00058/0-گذرا

گذرا

00014/0-4491/31-9343/30-993/79 -80فشارداخلی

-0025/80-80-6755/54-2001/54-00179/0فشارخارجی

فشارداخلیو

خارجی
80-0052/80-6791/81-1377/82-80-0006/80-



ناهمگنِموردبررسیدریکرهحلّنهیرادرولصحّتاستفادهازاصلبرهماچنیناینجدهم

بهندهاینتحقیقنشانمی 3-2جدولمطابقعنواننمونهد. بارگذاری، داخلیوهمدر زمانفشار

-MPa3268/79 ابربرلیلیتحبهکمکحلّویمیانیدرلایهتنشمحیطیخارجیوبارحرارتیگذرا،

-MPa0923/143 ،(بارگذاریفشارداخلی)MPa4001/63 جبریتوانآنراازجمعباشدکهمیمی

محیطیدربارگذاریتنشدستآورد.(بهگذراحرارتیبار)MPa3655/0 و(بارگذاریفشارخارجی)

بیشترینباشد.ابربارگذاریحرارتیمیبر8اًبرابربارگذاریفشارداخلیوتقریب2فشارخارجیتقریباً
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تحلیلیوعددیدربارگذاریهمبیناختلاف ودرزمانفشارخارجیوبارحرارتیگذرامقادیرحلّ

باشدمی46/2بنابرایندرصدخطابرابر؛استMPa9555/3 شودکهبرابردهمیهمشایداخلیلایه

کهمقدارناچیزیاست.

nهایتحلیلیوعددیبرایباروششدهمحاسبه(MPa)تنشمحیطی 2-3 جدول مختلفدرهایبارگذاریو1=

t s= 5

 بارگذاری
 شعاع داخلی

 

 (r a=) 

 شعاع میانی

(
a b

r
+

=
2

) 

 شعاع خارجی
 

(r b=) 

عددیتحلیلیعددیتحلیلیعددیتحلیلیمکانیکیحرارتی

-

9736/696671/704001/63824/630595/628501/61فشارداخلی

-441/149-9736/149-433/142-0923/143-449/140-634/139فشارخارجی

فشارداخلیو

خارجی
6604/69-8825/69-6922/79-6928/79-9141/87-6912/87-

3655/01564/03103/140387/16-7631/24-1025/22-گذرا

گذرا

7655/639758/633699/76894/77-9076/45 8711/47فشارداخلی

-127/134-6633/135-447/142-7268/142-692/165-7365/161فشارخارجی

فشارداخلیو

خارجی
7629/91-1248/95-3268/79-1043/79-6037/73-3732/72-
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تحلیلیوعددیدربارگذاری3-3جدولمطابق بیشتریناختلافبینمقادیرحاصلازحلّ

μm151/0شودوبرابرمشاهدهمییخارجیودرلایهزمانفشارداخلیوخارجیوبارحرارتیگذراهم

باشدکهمقدارآنخیلیکماست.می9/2است؛بنابرایندرصدخطایآنبرابر

nهایتحلیلیوعددیبرایباروششدهمحاسبه(mμشعاعی)جاییجابه 3-3 جدول مختلفهایبارگذاریو1=

tدر s= 5

 بارگذاری
 شعاع داخلی

 

 (r a=) 

 شعاع میانی

(
a b

r
+

=
2

) 

 شعاع خارجی
 

(r b=) 

عددیتحلیلیعددیتحلیلیعددیتحلیلیمکانیکیحرارتی

-

596/14606/14525/10533/10688/8696/8فشارداخلی

-187/16-196/16-978/16-988/16-537/19-549/19فشارخارجی

فشارداخلیو

خارجی
953/4-952/4-464/6-463/6-508/7-508/7-

432/1384/1325/2345/2306/2255/2-گذرا

گذرا

991/1585/12877/12994/10952/10 029/16فشارداخلی

-035/14-891/13-726/14-663/14-22/18-116/18فشارخارجی

فشارداخلیو

خارجی
52/3-635/3-138/4-211/4-203/5-354/5-



درلایه،مختلفهایبارگذاریبرای3-4جدولمطابق میانیوخارجیمقادیردما یداخلی،

بودنشرایطمرزیعلّتثابتهابیانشد؛اینامربهگونهکهدرتوضیحشکلیکساناست.همانتقریباً
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هایبارگذارییرحلّتحلیلیوعددیدرمقادبینبیشتریناختلافباشد.هامیدماییدرتمامبارگذاری

گراداست؛بنابرایندرصدیسانتیدرجه6929/5شودکهبرابریداخلیمشاهدهمیمختلف،درلایه

باشدکهمقداراندکیاست.می77/4خطابرابر

nهایتحلیلیوعددیبرایباروششدهمحاسبه(Coدمای) 4-3 جدول tمختلفدرهایریبارگذاو1= s= 5

 بارگذاری
 شعاع داخلی

 

 (r a=) 

 شعاع میانی

(
a b

r
+

=
2

) 

 شعاع خارجی
 

(r b=) 

عددیتحلیلیعددیتحلیلیعددیتحلیلیمکانیکیحرارتی

3071/1191255558/528013/507969/2725-گذرا

گذرا

1255558/52666/527969/2725 3071/119فشارداخلی

3071/1191255558/527918/507969/2725فشارخارجی

فشارداخلیو

خارجی
3071/1191255558/52805/507969/2725



وتحلیلیFEهایباروششدهمحاسبهمحیطیوعیمقادیرتنششعاشاملبیشینه3-5جدول

وبرایشاخصتوانیهاونیزمختصاتآنیحرارت-ومکانیکیحرارتی،مکانیکیهایبارگذاریتحت

n علتّبهفشارداخلی)خارجی(دربارگذاریشدهدراینجدول،بهمقادیردرجتوجهّباباشد.می1=

دهند.رخمییداخلی)خارجی(تنششعاعیدرلایهیمقادیربیشینهفشارخارجی)داخلی(عدمحضور

تنششعاعیترینبیش ،مختلفهایبارگذاریبرایمقدار شعاع rدر / m=0 بارگذاری0475 در و

ییشتردرلایهتنشمحیطینیزبدستآمدهاست.خارجیوبارحرارتیگذرابهوفشارداخلیزمانهم
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دربارگذاری،مختلفهایبارگذاریبرایتنشمحیطیترینبیشچنینهمداخلیبیشینهشدهاست.

r)یداخلیدرلایهوفشارخارجیوبارحرارتیگذرازمانهم / m=0  حاصلشدهاست.(04

هایبارگذاریتحلیلیتحتوFEهایباروششدهمحاسبهمحیطیوبیشینهمقادیرتنششعاعی 5-3 جدول

nوبرایشاخصتوانیهامختلفومختصاتآن tدر1= s= 5

 بارگذاری
 شعاعیتنش 

(MPa) 
 

 تنش محیطی

(MPa) 

مکانیکیحرارتی
مختصات

(m)
عددیتحلیلی

مختصات

(m)
عددیتحلیلی

-

04/09736/696671/70-9873/79-04/080فشارداخلی

-441/149-06/09736/149-0021/80-06/080فشارخارجی

فشارداخلی

وخارجی

و04/0

06/0
80-80-06/09141/87-6912/87-

-7631/24-04/01025/22-14/63/4-048/06295/3-گذرا

گذرا

06/03699/76894/77-993/79 -80 04/0فشارداخلی

-692/165-04/07365/161-0025/80-06/080خارجیفشار

فشارداخلی

وخارجی
0475/0818/81-3061/82-04/07629/91-1248/95- 



شاملبیشینه3-6جدول دمایشعاعیجاییجابهمقادیر روششدهمحاسبهو وFEهایبا

وبرایشاخصهاونیزمختصاتآنیحرارت-ومکانیکیحرارتی،نیکیمکاهایبارگذاریتحلیلیتحت

nتوانی شعاعیدرجاییجابهمقدارشترینکهدراینجدولمشخصاستبیگونههمانباشد.می1=
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ازآنجایداخلیودربارگذاریفشارخارجیحاصلشدهاستلایه یهلایمحیطاطرافدمادرکه.

بنابراین؛یخارجیاستیداخلیبیشترازلایهشدهومقدارآندرلایهداخلیوخارجیثابتفرض

.مختلفیکساناستهایبارگذاریدهدومقدارآندریداخلیرخمیدماهموارهدرلایهیبیشینه

مختلفهایبارگذاریدمادرتغییراتبودنشرایطمرزیدمایی،ثابتعلّتکهقبلاًبیانشد،بهگونههمان

 یکساناست.

هایبارگذاریوتحلیلیتحتFEهایباروششدهمحاسبهودمایشعاعیجاییجابهبیشینهمقادیر 6-3 جدول

nوبرایشاخصتوانیهامختلفومختصاتآن tدر1= s= 5

 بارگذاری
 شعاعی جاییجابه

(μm) 

 ماد

(Co) 

مکانیکیحرارتی
مختصات

(m)
عددیتحلیلی

مختصات

(m)
عددیتحلیلی

-

-- -04/05963/146056/14فشارداخلی

----5366/19-04/05488/19فشارخارجی

فشارداخلی

وخارجی
06/0508/7-5076/7----

0535/03752/23785/204/03071/119125-گذرا

گذرا

9908/1504/03071/119125 0287/16 04/0رداخلیفشا

04/03071/119125-2199/18-04/01164/18فشارخارجی

فشارداخلی

وخارجی
06/02025/5-3544/5-04/03071/119125
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 بندیجمع 3-9

بهجّهتوناهمگن،بایکرهحرارتی،فشاریوترکیبیدرطولضخامتهایبارگذاریمقادیردما،برای

یداخلیوخارجیانتقالحرارتوجودداردودمایسطحداخلیبیشترازسطحخارجیلایهدراینکه

5اززمانها،nبرایتمامیچنینهمیابد.یخارجیکاهشمیسمتلایهیداخلیبهاست،ازلایه

رازحالتگذرابهحالتیعبوتواناینزمانرالحظهتغییراتدماخیلیکماستومیبهبعد،ثانیه

مختلفهایبارگذاریمرزیدمایی،تغییراتدمابرایطبودنشرایثابتعلتّبهچنینهمپایادانست.

یکساناست.

توزیعشدهدراینپژوهشهموارهمنفیاستوانجامهایبارگذاریمقادیرتنششعاعیدرتمام

رفتارمشابهیداشتهوگذراحرارتیبارداخلیوفشارزمانهمبارگذاریبارگذاریفشارداخلیودرآن

هایهایتوانیمثبتبیشترازشاخصدرطولضخامتکرهکاهشیافتهوبرایشاخصقدرمطلقآن

فشارخارجیوبارحرارتیگذرارفتارزمانهمارجیوبارگذاریتوانیمنفیاستودربارگذاریفشارخ

هایتوانیمنفیبیشتردرطولضخامتکرهافزایشیافتهوبرایشاخصمشابهیداشتهوقدرمطلقآن

فشارزمانهمفشارداخلیوخارجیوبارگذاریزمانهمهایتوانیمثبتاستودربارگذاریازشاخص

رفتارمشابهیداشتهوقدرمطلقآندرطولضخامتکرهابتدا داخلیوخارجیوبارحرارتیگذرا

هایتوانیمثبتاستوهایتوانیمنفیبیشترازشاخصکاهشیافتهوبرایشاخصافزایشوسپس

وابتداافزایشوسپسکاهشیافتهندرطولضخامتکرهقدرمطلقآ،دربارگذاریبارحرارتیگذرا

.هایتوانیمنفیاستهایتوانیمثبتبیشترازشاخصبرایشاخص

-یهمگراییبرایشاخصداراییکنقطهشدهانجامایهبارگذاریدرتمامطیمقادیرتنشمحی

هایتوانیمختلف،برایشاخصیهمگراییباشدورفتارآنقبلوبعدازنقطههایتوانیمتفاوتمی

غیرازبارگذاریبارحرارتیگذرا،قدرمطلقآنقبلازهاایکهدرتمامبارگذاریگونهمتفاوتاست؛به

هایتوانیمثبتبیشتراستوبعدازهایتوانیمنفینسبتبهشاخصاخصیهمگراییبرایشنقطه

یهمگراییمقادیررحرارتیگذراقبلوبعدازنقطهباشدودربارگذاریبایهمگراییبرعکسمینقطه
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بامقادیرمثبتدرطولتوزیعآندربارگذاریفشارداخلیهایتوانیمثبتبیشتراست.درشاخص

بامقادیرمثبتنیزفشارداخلیوبارحرارتیگذرازمانهمبارگذاریدرویابدهکاهشمیضخامتکر

کاهشهایتوانیمنفیهایتوانیمثبتافزایشوبرایشاخصبرایشاخصدرطولضخامتکره

بودهفشارداخلیوخارجیدارایمقادیرمنفیزمانهمدربارگذاریفشارخارجیوبارگذارییابدومی

نیهایتواهایتوانیمثبتافزایشوبرایشاخصوقدرمطلقآندرطولضخامتکرهبرایشاخص

فشارزمانهموبارگذاریفشارخارجیوبارحرارتیگذرازمانهمبارگذاریدرویابدمنفیکاهشمی

ولضخامتکرهکاهشدرطداخلیوخارجیوبارحرارتیگذرادارایمقادیرمنفیبودهوقدرمطلقآن

یابد.میاهشبارحرارتیگذراقدرمطلقآندرطولضخامتکرهکبارگذاریدرویابدمی

هایتوانیمنفیبیشترشده،برایشاخصانجامهایبارگذاریشعاعیدرتمامجاییجابهقدرمطلق

فشارداخلیوزمانهمتوزیعآندربارگذاریفشارداخلیوبارگذاریوباشدهایمثبتمیازشاخص

کاهش طولضخامتکره مثبتدر مقادیر با و مشابهیداشته رفتار حرارتیگذرا دریابدمیبار و

ومقادیرآنمنفیبوده،فشارخارجیوبارحرارتیگذرازمانهمبارگذاریفشارخارجیوبارگذاری

فشارداخلیوخارجیوزمانهمدربارگذاریویابدکاهشمیقدرمطلقآندرطولضخامتکره

قدرمطلقباشدونیزمقادیرآنمنفیمیفشارداخلیوخارجیوبارحرارتیگذرازمانهمبارگذاری

افزایش یابدمیآندرطولضخامتکره حرارتیگذرا، بارگذاریبار مقادیرمثبتودر درطولبا

.یابدمیابتداافزایشوسپسکاهشضخامتکره
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 گیریو نتیجه بندیجمع :4 فصل
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 گفتارپیش 4-1

جدارضخیمهایهکر هایداخلیوخارجی،مقاومتبالادربرابرانواعفشاردلیلبهمتقارنمحوری،

گرادیاندماییو ولنگرها، کردهمتنوعّهایبارگذارینیروها اند.دیگرکاربردفراوانیدرصنعتپیدا

یکرویهاپوستهتحلیلهایمختلفیابیبهروشدست تغییراتهندسه، بارگذاریموردمادّهبا و

سعیشدهاستتابانامهپایانباشد.درهمینراستادراینیپژوهشگرانونیازصنعتگرانمیعلاقه

تحلیلیبرایارائه تحتکهدرحالتتقارنمحوریوباضخامتثابتجدارضخیمهایهکریحلّ

درسطحداخلیوخارجی،ناشیازگرادیاندماشارحرارتیصورتبهگذراحرارتیفشاریوبارگذاری

جاییجابههاوشرایطمرزیمختلفبررویمقادیرتنشواثرهریکازاینبارگذاریخودقراردارد؛

اینفصلضمنکرویپوسته در اینهایصورتکاربندیجمعیبررسیشود. در ،نامهپایانگرفته

پیشنهادهاییبرایادامهوتکمیلکارنیزارائهدرنهایتگیریجامعیصورتپذیرفتهاستوجهنتی

شدهاست.

 گیریو نتیجه بندیجمع 4-2

تحتبارگذاریمختلفسببودرحالتمتقارنمحوری،باجدارثابتجدارضخیمیکرهتحلیلیحلّ

دیفرانسیلیمعادلهگردد.میشعاعیکرهجاییجابهیدومبرحسبدیفرانسیلمرتبهیمعادلهایجاد

نازآیمعموحلّکه؛شودآنبهدوبخشعمومیوخصوصیتقسیممیحلّحاصل،ناهمگنبودهو

انتقالیمعادلهحلّمحاسبهگردیدهاست.تغییرپارامترنازروشآخصوصیحلّاویلرو-روشکوشی

یکرهدرآنگذرایحلّپذیردکهمیانجاممجزاّطوربهگذرالهنیزدرحالتپایاوأحرارتحاکمبرمس

گذرا،پارامتریحلّ.دریرفتهاستذنجامپااویلر-وروشکوشیناهمگنبهکمکتوابعبسلهمگنو

وتنهابراییکشدهوبرایمقادیرمختلفازآنمسألهحلگردیدهمعرّفیمؤثرّشاخص توانی بهنام

درحالتگذرا،پاسخمنجرچنینهماویلراستفادهشدهاست.-خاصازروشیکوشیرمؤثّشاخصتوانی
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درادامهاست.شدهاستفادهویژهتوابعیازبسطفوریهبنابراینوشدهوتوابعویژههژبهایجادمقادیروی

بیانشدهاست.مجزّاطوربهنتایجمربوطبهانواعبارگذاری

هاآوردهشدهاست؛آنچهدرهایقبلیشرحکاملرفتارانواعبارگذاریصلفکهدرازآنجا:تذکّر

دارد.هابیانمیجاییجابهوهاتنشرابرایتغییراتقدرمطلق مقادیرتوضیحاتمربوطبهادامهآمده

 اری حرارتیذکروی همگن و ناهمگن تحت بارگ یهاپوستهتحلیل  4-2-1

همگنوناهمگنتحتجدارضخیمیکرهتغییراتدماییبرای؛مشاهدهشدهانچهدرشکلآبهتوجّهبا

ثابتاستکه5یلحظهدرطولزماناز،حرارتیبارگذاری تواناینزمانرامیثانیهبهبعدتقریباً

دانستگذراعبورازحالتیهظلح تغییراتدمابودنشرایطمرزیدماییثابتعلّتوبهبهپایا در،

داخلییلایهازوداخلیوخارجیصفربودهیلایهتنششعاعیدریکساناست.لفمختهایبارگذاری

جاییجابهیابد.تنشمحیطیومیخارجیکاهشیلایهمیانیافزایشوسپسبهسمتیلایهبهسمت

یابند.میخارجیافزایشیلایهداخلیبهسمتیلایهشعاعیاز

جاییجابهمقادیر-مقادیرمنفیبهسمتمقادیرمثبتاز-افزایشیابدکرههرچهناهمگنیدر

همگنکمترهستند.یمادهّنسبتبهآنیتوانیمثبتمقادیرهایابدوبرایشاخصمیشعاعیکاهش

یتوجهّقابلتأثیرگذاریهمگنوناهمگنیکرهبارگذاریحرارتیبررفتار،مدهآدستبهنتایجبهتوجّهبا

یحرارتینیزبررسیهاتنشبایددرصورتحضوربارحرارتیتحلیلتنشمسائلندرداردوبنابرای

شود.

 فشاری بارگذاریکروی همگن و ناهمگن تحت  یهاپوستهتحلیل  4-2-2

(فشارداخلی؛1قرارگرفتهاست:شده،کرهتحتبارگذاریفشاریدرسهحالتمختلفدرپژوهشانجام

داخلیوخارجی.فشارزمانهم(3(فشارخارجی؛2
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 فشارداخلیبارگذاری (1

کهبیشینهمقداررا-داخلییلایهباشدوازمیتنششعاعیهموارهمنفییهمگنمادهّدر

شود.تنشمحیطیومییابدودراینلایهصفرمیخارجیکاهشیلایهبهسمت-داراست

هایابندومقادیرآنمیکاهشخارجییلایهداخلیبهسمتیلایهشعاعینیزازجاییجابه

هموارهمثبتاست.

یابدوبرایمیخارجیکاهشیلایهداخلیبهسمتیلایهناهمگنتنششعاعیازیمادهّدر

،ضخامتکرهباشد.تنشمحیطیدرطولمیبیشتریرادارایتوانیمثبتمقادیرهاشاخص

داراییابدومییتوانیمنفیکاهشاهیتوانیمثبتافزایشوبرایشاخصهابرایشاخص

خارجییلایهداخلیباروندکاهشیبهیلایهشعاعیازجاییجابه.باشدمییهمگرایینقطه

دیرکمتریراداراست.یتوانیمثبتمقاهارسیدهوبرایشاخص

 فشارخارجیبارگذاری (2

کهمقدارآنصفر-داخلییلایهباشدوازمییهمگنتنششعاعیهموارهمنفیمادهّدر

یلایهشعاعینیزازجاییجابهیابد.تنشمحیطیوخارجیافزایشمییلایهبهسمت-است

هموارهمنفیاست.هامقادیرآنیابندومیخارجیکاهشیلایهداخلیبهسمت

دوبراییابمیافزایشخارجییلایهداخلیبهسمتیلایهناهمگنتنششعاعیازیمادهّدر

،باشد.تنشمحیطیدرطولضخامتکرهمیراداراکمترییتوانیمثبتمقادیرهاشاخص

یابدودارایمیاهشیتوانیمنفیکهایتوانیمثبتافزایشوبرایشاخصهابرایشاخص

خارجییلایهداخلیباروندکاهشیبهیلایهشعاعیازجاییجابهباشد.یهمگراییمینقطه

 راداراست.بیشتریمقادیرمنفییتوانیهایدهوبرایشاخصرس

 خارجیداخلیوفشارزمانهمبارگذاری (3

درطولدونباشمیهموارهمنفیشعاعیجاییجابه،محیطیویهمگنتنششعاعیمادهّدر

ضخامتکرهتقریباًثابتبودهوتغییراتبسیارناچیزیدارند.
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ازباشد.تنشمحیطیتقریباًدرطولضخامتکرهثابتمیاعیناهمگنتنششعیمادهّدر

یهایتوانیمثبتافزایشوبرایشاخصهاخارجیبرایشاخصیلایهداخلیبهسمتیلایه

داخلییلایهشعاعیازجاییجابهباشد.یهمگراییمییابدوداراینقطهمیتوانیمنفیکاهش

یتوانیمنفیمقادیربیشتریراداراهارسیدهوبرایشاخصخارجییلایهبهافزایشیباروند

.باشدمی

فشاری  زمانهم بارگذاریکروی همگن و ناهمگن تحت  یهاپوستهتحلیل  4-2-3

 و حرارتی

فشارداخلیوزمانهم(1بارگذاریشدهاست:دراینحالتازبارگذارینیز،کرهدرسهحالتمختلف

فشارداخلیوخارجیوبارزمانهم(3فشارخارجیوبارحرارتیگذرا؛زمانهم(2بارحرارتیگذرا؛

حرارتیگذرا.

10ناشیازبارگذاریفشاریحدودجاییجابهوهاتنشمشخصاستهاکهدرشکلگونههمان

یجوباشد.بنابراینمطابقانتظاردرتحلیلبارگذاریترکیبی،نتامیازبارگذاریحرارتیتربزرگبرابر

باشد.نمودارهامشابهبارگذاریفشاریمی

 وبارحرارتیگذرافشارداخلیزمانهمبارگذاری (1

یلایهداخلیقرارداردبهسمتیلایههمگنتوزیعدماازبیشینهمقدارخودکهدریمادهّرد

اخلیدیلایهباشدوازمیتنششعاعیهموارهمنفییابد.خارجیکهکمینهاست،کاهشمی

جاییجابهشود.تنشمحیطیومییابدودراینلایهصفرمیخارجیکاهشیلایهبهسمت

هموارههایابندومقادیرآنمیخارجیکاهشیلایهداخلیبهسمتیلایهشعاعینیزاز

مثبتاست.

وبراییابدمیخارجیکاهشیلایهداخلیبهسمتیلایهناهمگنتنششعاعیازیمادهّدر

،باشد.تنشمحیطیدرطولضخامتکرهمییتوانیمثبتمقادیربیشتریراداراهاشاخص
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یابدودارایمییتوانیمنفیکاهشهایتوانیمثبتافزایشوبرایشاخصهابرایشاخص

خارجییلایهداخلیباروندکاهشیبهیلایهشعاعیازجاییجابهباشد.یهمگراییمینقطه

یتوانیمثبتمقادیرکمتریراداراست.هادهوبرایشاخصرسی

 خارجیوبارحرارتیگذرافشارزمانهمبارگذاری (2

یابدوبرایمیافزایشخارجییلایهداخلیبهسمتیلایهناهمگنتنششعاعیازیمادهّدر

،امتکرهباشد.تنشمحیطیدرطولضخمیمقادیربیشتریرادارامنفییتوانیهاشاخص

داخلیباروندیلایهشعاعیازجاییجابهباشد.یهمگراییمییابدوداراینقطهمیکاهش

 .باشدمیرادارابیشتریمقادیرمنفییتوانیهاخارجیرسیدهوبرایشاخصیلایهکاهشیبه

 یوبارحرارتیگذراخارجداخلیوفشارزمانهمبارگذاری (3

یلایهداخلیقرارداردبهسمتیلایهدماازبیشینهمقدارخودکهدرهمگنتوزیعیمادهّدر

شعاعیهموارهجاییجابهتنششعاعی،محیطیوویابدنهاست،کاهشمیخارجیکهکمی

باشندودرطولضخامتکرهتقریباًثابتبودهوتغییراتناچیزیدارند.میمنفی

یهاناچیزیداردوتقریباًثابتاستوبرایشاخصتنششعاعیتغییراتناهمگنیمادهّدر

یابدمی،کاهشباشد.تنشمحیطیدرطولضخامتکرهمیتوانیمنفیمقادیربیشتریرادارا

یلایهداخلیباروندافزایشیبهیلایهشعاعیازجاییجابهباشد.یهمگراییمیوداراینقطه

باشد.منفیمقادیربیشتریرادارامییتوانیهاایشاخصخارجیرسیدهوبر

تحتفشارداخلییکرهتوانبرایمیشدهدرجداولمشخصاست،کهدرنتایجدرجگونههمان

بارگذاریحرارتی و درنظرگرفتنبا نتایجوفشاریبهحرارتیهایبارگذاریهریکاز طورجداگانه،

بااستفادهازاصل جمعنمود.درمجموعمطابقتقابلقبولیبینحلّنهیبایکدیگربرهمحاصلرا

وفشاریوجوددارد.حرارتیهایبارگذاریتحتیکرهدرتحلیلیوحلّعددی
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 پیشنهادها 4-3

چهدراینپژوهشانجامشدهوآننامهپایاندررابطهباموضوعاینبهکارهاییکهدرگذشتهتوجّهبا

پیشنهادهایکروییهاپوستهمتنوعّبهکاربردوسیعوتوجهّهاباجهتتکمیلاینبررسیارائهشد،

:گرددزیرارائهمی

باتغییراتتحتفشاروبارحرارتیگذراFGMجدارضخیمهاییکرهحلّتحلیلیوعددی (1

 مستوییالاستیسیتهنماییخواصوبااستفادهازتئوری

باتغییراتتحتفشاروبارحرارتیگذراFGMجدارضخیمهاییکرهحلّتحلیلیوعددی (2

مستوییالاستیسیتهوبااستفادهازتئوریصورتکسرحجمیبهخواص

3)  ترموالاستیک هاپوستهتحلیل فشار تحت ناهمگن کروی تئوریمتغیرّی از استفاده با

مستوییالاستیسیته
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Abstract 

The abundant use of shells in engineering structures has led researchers to focus on 

analyzing the behavior of these structures under various loading conditions. In this study, 

using the Plane Elasticity Theory (PET), analytical and numerical solutions of 

homogeneous and heterogeneous FGM thick wall spheres, are presented under 

compressive and transient thermal load. The loading involves: internal pressure, external 

pressure, transient thermal load and also the combination of these loads together. The 

properties in heterogeneous sphere varying with the power functions in terms of the radius 

of the sphere, but the Poisson ratio is constant. By applying Fourier's law ,in heat transfer 

problems, the governing equation (heat transfer equation) has been obtained and solved 

by using separation of variables and variable change method and respect to the boundary 

conditions, it becomes an eigen quantity problem and finally, the response functions 

expanded in terms of eigen functions. The temperature boundary conditions include heat 

transfer at the inner and outer surfaces of the sphere and the ambient temperature is 

assumed constant. By applying constitutive, kinematic and equilibrium equations and 

using Cauchy-Euler method and method of variation parameters, radial displacement is 

calculated and by using the closed-form solution, radial and circumferential stresses are 

achieved. The values used in this study are arbitrarily chosen to demonstrate the effect of 

time and inhomogeneity on the distribution of temperature, displacements and stresses. 

To check the results accuracy of analytical solution, a finite element solution by modeling 

in software Abaqus has been used in all cases of loadings for homogeneous and 

inhomogeneous shell and Good agreement is made between the results of these two 

methods. 

 

Keywords: Spherical shell, FGM sphere, Plane elasticity theory, Analytical and 

numerical solution, Compressive and thermal loading, Bessel functions, Eigen functions, 

Finite element method. 
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