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 تشکر و قدرداني

ی رحمتش توانستیم گامی به سوی تکامل برداشته و وجود خویش را به منت و سپاس، یزدان پاک را که در سایه

بیارایم. باشد که به خود آیم، شاکر باشم و طریقی برگزینم تا ستایش و بندگی او را در صراط مستقیم  زینت علم

 برآورم و در خدمت خلق او باشم.

دانم از تمامی کسانی که به نامه به اتمام رسیده است، بر خود لازم میاکنون که به یاری خداوند متعال این پایان

اند، کمال تشکر را داشته باشم و ضمن سپپاس رپراوان از پپدر و نامه یاری کردهپایاننوعی این جانب را در انجام 

مادر و همسر عزیزم، از استاد راضل و بزرگوارم جناب آقای دکتر شاطرزاده که رراتر از یک استاد در کنارم بودنپد 

 کمال تشکر و قدردانی را دارم.

 

 

 

 

 

 

 



 ث

 تقدیم اثر

کپه بپا صپور و حوصپله و پدر و ماار و همرار یزیاز  ی خود را در این تحقیق به تمامی تلاش چندین ماهه

-انپد، تقپدیم مپینامه یاری و مساعدت نمودههای بی دریغشان، اینجانب را در پیشررت هرچه بهتر پایانهمراهی

 نمایم.
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 تعهدنامه

دانشپگاه صپنعتی  مکانیاک دانشپکده ، ازمکانیک مهندسي دانشجوی دوره کارشناسی ارشد رشپته رامین جعفری اینجانب

 الماان روش باا متغیّار جادار تابعي مدرج ایاستوانه هایپوسته حرارتي کمانش تحلیلنامه شاهرود نویسنده پایان

 شوم:متعهد می تر یلیرضا شاطرزادهدک تحت راهنمایی تحلیلينیمه محدود

 اینجانب انجام شده است و از صحت و اصالت برخوردار است.نامه توسط تحقیقات در این پایان 

 های محقّقان دیگر به مرجع مورد استفاده، استناد شده است.در استفاده از نتایج پژوهش 

 جا ارائه در هیچ ی دریارت هیچ نوع مدرک یا امتیازینامه تاکنون توسط خود یا ررد دیگری برامطالب مندرج در پایان

 نشده است.

 دانشپگاه صپنعتی »باشد و مقالات مستخرج بپا نپام حقوق معنوی این اثر متعلّق به دانشگاه صنعتی شاهرود می کلیّه

 به چاپ خواهد رسید.« Shahrood University of Technology»و یا « شاهرود

 مستخرج از پایپان اند در مقالاتنامه تأثیرگذار بودهدست آمدن نتایج اصلی پایانحقوق معنوی تمام اررادی که در به-

 گردد.نامه رعایت می

 نامه، در مواردی که به حوزه اطلاعات شخصی ارراد دسترسی یارته یپا اسپتفاده شپده در کلیه مراحل انجام این پایان

 است اصل رازداری، ضوابط و اصول اخلاق انسانی رعایت شده است.

 رامین جعفریامضای دانشجو     تاریخ

 

 نشرمالکیّت نتایج و حقّ 

 افزارای، نر های رایانهکلیه حقوق معنوی این اثر و محصولات آن )مقالات مرتخرج، کتاب، برنامه-

باشد. این مطلب بایاد باه ها و تجهیزات ساخته شده است( متعلق به دانشگاه صنعتي شاهرود مي

 نحو مقتضي در تولیدات یلمي مربوطه ذکر شود.

 باشد.نامه بدون ذکر مرجع مجاز نميپایان استفاده از اطلایات و نتایج موجود در 
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 دهیچک

شپده اسپت. خپوا   متغیّر مطالعپه ای متغیّر تابعی با جداری استوانههانامه، کمانش حرارتی پوستهدر این پایان

-کنپد. روابپط کپرنشصورت پیوسته تغییر میدر راستای ضخامت و محور پوسته به هامکانیکی و حرارتی پوسته

صورت خطی و  ت آمد. توزیع دما به دودسبه مرتوه اول و مرتوه سوم کل برشیبر مونای تئوری تغییر شجابجایی 

شده است. دمای بحرانی کمانش با اصل کمینه انرژی پتانسیل و  درنظر گررتهصورت متقارن محوری بهیکنواخت 

باشپد. تپأثیر سپاده و گیپردار مپیشپده اسپت. شپرایط مپرزی از نپوع  تحلیلی محاسوهبا روش اجزا محدود نیمه

 ،شرایط مپرزی مختلپف یّر تابعی، تغییرات ضخامت جداره،نحوه توزیع خوا  مواد متغپارامترهای مختلف شامل 

ای ی اسپتوانههپابر کمپانش پوسپتهو تغییرات ضریب قانون نمایی  شعاع به ضخامتنسوت طول به شعاع،  نسوت

 است.مورد مطالعه قرار گررته  جدار متغیّر

 

 کلید واژگان:

روش اجپزا ، تئپوری تغییپر شپکل برشپی، کمانش حرارتپی، مواد متغیّر تابعی، متغیّر ای جداری استوانههاپوسته

 تحلیلیمحدود نیمه
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 فهرست یلائم

 یلائم لاتین

𝐴1 و 𝐴2 ضرایب لامه 

[𝐵𝐿] جابجایی خطی-ماتریس کرنش 

[𝐵𝑁𝐿] جابجایی غیرخطی-ماتریس کرنش 

cr حد بحرانی 

[𝐷] ماتریس الاستیسیته 

{𝑑} ایبردارهای تغییر مکان گره 

{𝑑𝑒} ای المانبردارهای تغییر مکان گره 

𝐸 مدول یانگ 

𝑒𝑖  مشتق اول توابع شکل نسوت به𝑥 

{𝐹} بردار نیرو کل 

{𝐹𝑒
𝑡ℎ} بردار بار حرارتی المان 

𝑔𝑖 ضرایب مقیاس هندسی 

ℎ ضخامت 

 

𝑁1 ،𝑁2  و𝑁3 توابع شکل 

𝑅 شعاع سطح میانی 

𝑅1  و𝑅2 شعاع انحنا 

𝑇 دما 

∆𝑇 مقدار ارزایش دما 

𝑢، 𝑣 و𝑤 های پوستهجابجایی 

𝑢0 ،𝑣0  و𝑤0 های سطح میانیجابجایی 

𝑈  کرنشی کلانرژی 

𝑈1 انرژی کرنشی خطی 

𝑈2 غیرخطی انرژی کرنشی 

𝑣𝑐 حجم سرامیک 

𝑉𝑐 کسر حجمی سرامیک 

𝑣𝑚 حجم رلز 



 ث

ℎ0 ضخامت اولیه 

[𝐾] ماتریس سفتی کل 

[𝐾𝑒] ماتریس سفتی المان 

[𝐾𝐺𝑒] ماتریس سفتی هندسی المان 

𝐿  پوستهطول 

𝑚 شماره مد محیطی 

𝑛 شاخص توانی 

 یلائم یوناني

𝛼 ضریب انوساط حرارتی 

{𝛼} بردار ضرایب انوساط حرارتی 

𝛽 پارامتر تغییر ضخامت 

𝛾𝑖𝑗 های کرنش برشیمؤلفه 

{𝜀} بردار کرنش کل 

𝜀𝑖 های کرنش عمودیمؤلفه 

{𝜀𝐿} های خطیبردار کرنش 

𝑉𝑚 کسر حجمی رلز 

𝑤𝑖 وزن نقاط گوسی 

𝑥 مختصات در جهت طولی 

𝑥𝑖 مختصات نقاط گوسی 

𝑦𝑖  مشتق دوم توابع شکل نسوت به𝑥 

𝑧 مختصات در جهت ضخامت 

 

 

𝜃 مختصات در جهت محیطی 

𝜗 ضریب پواسون 

Π انرژی پتانسیل 

{𝜎} بردار تنش کل 

{𝜎𝑒
 های اولیه المانبردار تنش {∗

𝜎𝑖 های تنش عمودیمؤلفه 

𝜏𝑖𝑗 های تنش برشیمؤلفه 



 س

{𝜀𝑁𝐿} های غیرخطیبردار کرنش 

{𝜀𝑇} های حرارتیبردار کرنش 

𝜇 ضریب قانون نمایی 

 

𝛹𝑥  دوران عمود بر سطح میپانی در صپفحه

𝑥 − 𝑧 

𝛹𝜃  دوران عمود بر سطح میانی در صپفحه

𝜃 − 𝑧 
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 مقدمه 1-1

هایی خمیده هستند که از جهت کیفیت ررتاری و مقاومپت در برابپر نیروهپا و طور کلّی، سازهبه 3هاپوسته

تناسپب مطلوبیپت ررتپاری، گیرنپد. بپههپا قپرار مپیی تکاملی سپازهشده، در بالاترین مرتوهلنگرهای وارد

هپا بپر های تحلیلی تقریوی موجپود بپرای تحلیپل پوسپتهها نیز با اهمیت است. روشپیچیدگی تحلیل آن

تپوان بپر اسپاس انحناهپای ها را میدهند. پوستهها را تشکیل میهایی است که تئوری پوستهاساس ررض

 بندی کرد.صورت زیر دستهمتفاوت به

 2ایهای استوانهپوسته 

 1های مخروطیپوسته 

 4های کرویپوسته 

 5های سهمویپوسته 

 6های بیضویپوسته 

 9های هذلولیپوسته 

 هابندی پوستهدسته 1-2

 شوند.بندی میها از دیدگاه هندسی، مادی و ررتاری دستهدر این بخش، پوسته

 

                                                           
1 Shells 
2 Cylindrical shells 
3 Conical shells 
4 Spherical shells 
5 Parabolic shells 
6 Ellipsoid shells 
7 Hyperbolic parabolic shells 
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 دیدگاه هندسي 1-2-1

ی خپارج از صپفحه: از انتقال یک منحنی یا سطح مادی در امتداد خپط راسپت 3ی حاصل از انتقالپوسته

 شود.قوس، حاصل می

حاصل  ی قوس،: از دوران یک منحنی یا سطح مادی حول محور واقع در صفحه2ی حاصل از دورانپوسته

 شود.می

 ای نازک است که دارای شرط زیر باشد.: پوسته1ی جدار نازکپوسته

(3-3) 𝑚𝑎𝑥 (
ℎ

𝑅
) ≤

1

20
 

 باشند.میانی میشعاع سطح  𝑅 ضخامت پوسته و ℎدر رابطه بالا 

 .]2-3[شعاع آن از رابطه زیر پیروی کند  ای که نسوت ضخامت به: پوسته4ی جدار ضخیمپوسته

(3-2) ℎ

𝑅
≥
1

20
 

 دیدگاه مادی 1-2-2

و تابع موقعیت نقپاط  استی پوسته در نقاط مختلف جسم یکسان : خوا  مکانیکی مادّه5ی همگنپوسته

 باشد. مین

ی پوسته در نقاط مختلف جسم یکسپان نیسپت و تپابع موقعیپت مکانیکی مادّه: خوا  6ی ناهمگنپوسته

                                                           
1 Shell of translation 
2 Shell of revolution 
3 Thin shell 
4 Thick shell 
5 Homogeneous shell 
6 Inhomogeneous shell 
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 باشد.نقاط می

 های مربوط به هر نقطه، یکسان است.ی پوسته در جهت: خوا  مکانیکی مادّه3ی همسانگردپوسته

 .]2[های مربوط به هر نقطه، یکسان نیست ی پوسته در جهت: خوا  مکانیکی مادّه2ی ناهمسانگردپوسته

 دیدگاه رفتاری 1-2-3

باری، کوچک است جابجایی هر نقطه از پوسته بین شرایط بارداری و بی: 1های کوچکپوسته با تغییر شکل

 )ررتار خطی از نظر هندسی(.

باری، کوچک نیست : جابجایی هر نقطه از پوسته بین شرایط بارداری و بی4های بزرگپوسته با تغییر شکل

 هندسی(.)ررتار غیرخطی از نظر 

کرنش از قانون عمپومی هپوک -پذیر هستند و روابط تنشها بازگشت: تغییر شکل5پوسته با ررتار کشسان

 کنند )ررتار خطی از نظر مادی(.پیروی می

کرنش از قانون عمپومی هپوک -پذیر نیستند و روابط تنشها بازگشت: تغییر شکل6پوسته با ررتار مومسان

 .]2[دی( غیرخطی از نظر ماکنند )ررتار پیروی نمی

ای برخوردارند. مطالعپه دلیل رراوانی کاربرد، از اهمیت ویژهای بههای استوانهها، پوستهاز میان انواع پوسته

ادامپه دارد.  چنپانن بوده و هپمتوجه دانشمندا دور تا به امروز موردچندانها از گذشته نهررتار این پوسته

ها را در اند که بتوانند مقاومت آنها بودهی پوستهپژوهشگران پیگیر اعمال تغییرات بر روی هندسه و مادّه

                                                           
1 Isotropic shell 
2 Anisotropic shell  
3 Small deflection 
4 Large deflection 
5 Elastic behavior  
6 Plastic behavior   
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-پوسته ها را کاهش دهند.های مکانیکی و حرارتی ارزایش داده و در صورت امکان، وزن آنبرابر انواع تنش

جهپت داشپتن ها بهه در صنایع مختلف هستند. این سازههای مورداستفادترین سازهای از مهمهای استوانه

بپرای  های مهندسی هستند وقوول میان میزان وزن و مقاومت مکانیکی، از پرکاربردترین سازهتناسب قابل

ای و غیره از این های مختلف مهندسی مانند مکانیک، هوارضا، الکترونیک، معدن، هستههمین دلیل شاخه

هپا، از سپاختارهای بپزرگ مکپانیکی و ی استفاده آننیازهای خود بهره بردند. محدودهها برای تأمین سازه

 شود.عمرانی تا تجهیزات کوچک الکترونیکی را شامل می

 شده است. ای در صنعت نشان دادههای استوانههایی از پوستهنمونه( 3-3در شکل )

 

 ]1[ت ای در صنعهای استوانه( پوسته3-3) شکل

 

 شود.ها مشاهده میهای دوار با کاربرد آنهایی از پوستهنمونه( 2-3شکل )
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 ی کروی مخازن تحت رشارپوسته -ب ها   ای در زیردریاییی استوانهپوسته -الف

 

 کنندهی هذلولی در برج خنکپوسته -ی مخروطی در رضاپیماها    دپوسته -ج

 هاکاربرد آنهای دوار با هایی از پوسته( نمونه2-3) شکل

 

 پدیده کمانش 1-3

( و یپا یپک 2)نقطه انشپعاب ، انتقال وضعیت سازه از یک حالت تعادل به حالت تعادل دیگر3پدیده کمانش

جابجپایی -( بر روی نمپودار بپار1)نقطه حدی مسیر تعادل ناپایداریر تعادل پایدار به یک جهش از یک مس

 دهد را بار کمانشرا از دست داده و پدیده کمانش رخ می است و مقدار باری که در آن سازه پایداری خود

ها، ممکن است در مرحله تعادل با اعمال بار، مقپدار جابجپایی و یپا قپوس در گویند. برای بسیاری از سازه

-عنوان کمانش تلقی کرد زیرا که این تغییرها بهایجاد شود که این تغییرها در شکل سازه را نواید بهسازه 

                                                           
1 Buckling 
2 Bifurcation point 
3 Limit point 
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ی تعادل هستند. در یپک سپطح خپا  از های معمولی در مرحلهناگهانی نووده و تنها تغییر شکل صورت

شود. در یپک صورت ناگهانی تغییر شکل داده که به این ررتار کمانش گفته میها بهبارگذاری، برخی سازه

یارته ازه کمانشس دهد و این امکان وجود دارد که یکبار پدیده کمانش رخ سازه ممکن است بیش از یک

هپا ممکپن اسپت کپه بارهپای در یک بار مشخص، به شکل مدی دیگر کمانش کند. بنابراین برخپی سپازه

-شپود. مپیها بار کمانش سازه درنظر گررته میترین مقدار در بین آنکمانش زیادی داشته باشند که کم

تپر شپود. اهمیت بررسی آن بیشارتد و همین باعث شده که صورت ناگهانی اتفاق میدانیم که کمانش به

 .]4[مکن است تحت اثر موارد زیر رخ دهد ای مهای استوانهکمانش پوسته

 رشار محوری 

 رشار خارجی 

 پیچش 

 دما 

 ترکیب موارد روق 

 هاهای مختلف حل مرأله کمانش پوستهروش 1-3-1

 دیرینپه و وسپیعی در مپورد ه تحقیقاتای باعث شده کهای سازهعنوان المانها بهوسیع از پوسته استفاده

 باشد.ها انجام شود. تحقیقات به یکی از سه روش زیر میآن

 هاروش تحلیلی سازه 

 هاروش عددی سازه 

 هاروش تجربی سازه 



8 

شپود. حپل تحقیپق اسپتفاده مپی گاهی از هر سه روش برای انجام یپکامروزه سه روش روق رایج بوده و 

هپای ریاضپی یا چند اصل ریزیکی اسپتوار اسپت کپه توسپط روشها، روشی است که بر یک تحلیلی سازه

هپا و ی سپاده و بارگپذاریهایی بپا هندسپهتر برای مسائل و سازهاند. این روش حل بیشتوسعه داده شده

دهند. در این روش اگر انپدکی مسپأله از لحپان هندسپه، های دقیقی ارائه میشرایط مرزی متقارن جواب

 گردد.یارتن به جواب دقیق بسیار دشوار و حتی غیرممکن میپیچیده شود دست بارگذاری یا شرایط مرزی

زار های قدرتمند المپان محپدود بپه بپاها نیز روش دیگری است که امروزه توسط برنامهروش عددی سازه

 این روش توان از آن بهره برد.صرره است و همواره میبهقیمت و مقرونارزان صنعت آمده است. این روش

ی آن یک وسیلهکه به کنندکه امروزه مهندسین و محققین از آن استفاده میاست ترین روش عددی ایجر

 شود.ای میی پیوسته تودیل به تعداد زیادی المان سازهسازه

باشد. این روش همپواره جپواب نهپایی ای روش آزمایشی یا تجربی میآخرین روش برای حل مسائل سازه

هپای تجربپی ترجیپع داد. در های تحلیلی یا عپددی را بپر جپوابتوان جوابگاه نمیباشد. هیچمسأله می

اند. بنابراین اولپین معیپار بسیاری از مسائل روابط تحلیلی وجود دارند که توسط نتایج آزمایش بهینه شده

 باشد.مقایسه برای صحت نتایج عددی یا تحلیلی، مقایسه با نتایج تجربی می

 بعيمواد متغیّر تا 1-4

 تاریخچه مواد متغیّر تابعي 1-4-1

های بهتری نسوت به مواد خالص و مرکب موجپود در صپنایع نیاز بشر برای یارتن موادی که دارای ویژگی

هدایت نمود. هرچنپد اولپین پیشپنهاد در ( FGM) 3بودند، دانشمندان را به سمت تولید مواد متغیّر تابعی

ارائه کردند و قوپل از آن  ]5[بور و دووز  3792ر خوا  را در سال و تولید مواد متغیّرتابعی د مورد ساخت

                                                           
1 Functionally graded materials 
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توسپط محققپان  FGMبود ولی اولین بپار نپام  صورت گسسته صورت گررتههم تحقیقاتی در مورد آن به

لمللپی سپاخته اتدریج این مپواد در سپطح بپینبه این مواد داده شده و پس از آن به 3780ژاپنی در دهه 

قیپق در مپورد مپواد از جمله اررادی بودند که در آن زمان در ژاپپن مپأمور تح ]6[زومی شدند. نینو و کوی

صپورت ی صنایع هپوایی، ایپن تحقیقپات بپهعلت نیاز این کشور به این مواد برای توسعهجدید شدند و به 

 جدی دنوال شد.

 معرفي مواد متغیرّ تابعي 1-4-2

طور ملایم و ها بهباشند که خوا  مکانیکی آنریزساختار ناهمگن میمواد متغیّر تابعی مواد کامپوزیتی با 

وسیله تغییپر یکنواخپت در نسپوت کند. این خاصیت ویژه بهپیوسته از یک سطح به سطح دیگر تغییر می

ی موتورهپای پرقپدرت هپای اخیپر بپا توسپعهآیپد. در سپالدست مپیها بهدهنده آنحجمی مواد تشکیل

آلات صنعتی، استفاده از موادی بپا ها، راکتورها و تجهیزات صنایع هوارضا و دیگر ماشینالکتریکی، توربین

در صنعت، جهت  FGمواد رود. شمار میمقاومت حرارتی بالا و مقاوم از لحان مکانیکی یک نیاز ضروری به

-بینپی مپیپپیش روند وشمار میای بهبالا مانند راکتورهای هسته هایی با درجه حرارتاستفاده در محیط

های آتی توسپعه ها در طی سالررد این مواد، کاربردهای صنعتی آنهای منحصربهبا توجه به ویژگی گردد

-دهی و روکش نمودن قطعههای قول در صنایع هوارضا از مواد سرامیکی خالص جهت پوششیابد. در سال

ولپی  قابل قوولی در برابر گرادیان دما دارندشد. این مواد استحکام ها تحت اثر دمای کاری بالا استفاده می

های رراوانی های پسماند در این مواد مشکلویژه تنشهای اعمالی نداشتند. بهمقاومت زیادی در برابر تنش

ای اسپتفاده نمودند که بعدها برای ررع این مشکل از مواد کامپوزیپت لایپهاز جمله حفره و ترک ایجاد می

ای مرکپب کپه هپم مپادّه ها، طپر توجه به این مشکل با گردید.می 3پدیده تورق شد. این مواد نیز موجب

را نداشته باشد، ضرورت پیدا کرد. به این ترتیپب  بالا داشته و هم مشکل تورقمقاومت حرارتی و مکانیکی 

                                                           
1 Scroll 



30 

ان های حرارتی بالا وجود داشت، دانشمندبا توجه به مشکلاتی که در صنایع مختلف برای مواد تحت تنش

ل حرارتی بالا پیشنهاد نمودند و نخستین نمونه ای با تحمعنوان مادّهرا به FGعلم مواد برای اولین بار مواد 

 .]5[ینو تولید کردند هوارضای ن ژاپن در آزمایش 3سندائی در منطقه 3784از این مواد را در سال 

-هپا بپهباشد که از مخلوط نمودن پودر آنها میاز رلزات و سرامیک هایینوع رایج این مواد ترکیب پوسته

باشپد. طور کامل پیوسته مپیکه تغییر رلز و سرامیک از یک سطح به سطح دیگر بهطوریآیند بهدست می

که برای مثال یک سطح از جنس سرامیک خالص و سطح دیگر از جنس رلز خالص است و بپین ایگونهبه

رو خوا  مکانیکی نیز با توجپه بپه نپوع ترکیپب، این باشد. ازای از هردو مادّه میدو سطح ترکیب پیوسته

شان دهندهای در جهت ضخامت دارد. این مواد با توجه به پیوستگی ترکیب اجزای تشکیلتغییرات پیوسته

باشند. نسوت این ترکیب در راسپتای ای میدارای خوا  مکانیکی مؤثرتری نسوت به مواد کامپوزیت لایه

بوده و چگالی ذرات رلز معلق در بستر سرامیک از سطح رلپزی تپا سپطح سپرامیکی  رضخامت جسم متغیّ

 یابد.تواند خطی، غیرخطی یا نمایی باشد، کاهش یا ارزایش میتوسط یک تابع معیّن که می

 دهد.ی یک مادّه متغیّر تابعی را نشان میدهنده( تغییرات کسر حجمی اجزای تشکیل1-3شکل )

 

 ]6[دهنده یک مادّه متغیّر تابعی در یک جهت مشخص کسر حجمی اجزای تشکیل ( تغییرات1-3) شکل
                                                           
1 Sendai 
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 FGموارد کاربرد مواد  1-4-3

دهنپده دیپوار )مپواد تشپکیل ایتوان استفاده در راکتورهای هسپتهاز جمله کاربردهای اصلی این مواد می

)کاشپت دنپدان  هندسی پزشپکیها(، استفاده در م)غشاها و کاتالیت داخلی(، استفاده در صنایع شیمیایی

چنین این مواد در ساخت نوین نام برد. هم یهاهای مصنوعی( و سایر رناوریها یا انداممصنوعی، استخوان

ها نیز کاربرد زیادی دارند. زیرا این ها و دیگر اجزای ماشینهای مخازن، راکتورها، توربینصفحات و پوسته

ناشی از کمانش حرارتی را دارند. از دیگر مزایای این مواد نسوت به ها آمادگی بالایی جهت واماندگی قطعه

در  ه استشد طورکه گفتهباشد. زیرا همانها میای عدم گسستگی در محل اتصال لایهمواد کامپوزیت لایه

شپده از مپواد ای سپاختههای استوانهاستفاده از پوسته باشد.این مواد ترکیب عناصر پیوسته و تدریجی می

چنین مقاومت در دمای حرارتی بالا، کاربردهپای رراوانپی دلیل تحمل بارهای رشاری و همتغیّر تابعی، بهم

ای دارنپد. در اکثپر ایپن کاربردهپا، پوسپته تحپت در صنایع هوارضا، صنایع شیمیایی و راکتورهای هسپته

کمپانش  3ن بپار بحرانپیعنوان مثال، یپارتبارگذاری رشاری قرار دارد و ممکن است دچار کمانش شود. به

 ای در طراحی برخوردار است. ای متغیّر تابعی از اهمیت ویژههای استوانهپوسته

 شدهمروری بر کارهای انجا  1-5

ای با استفاده از تئوری مرتوپه ی استوانههای ررتار کمانش حرارتی پوستهبه مطالعه ]9[ پاتل و همکارانش

 پرداختند و مشاهده کردند مقدار دمای کمانش بپه نسپوت 2تحلیلینیمه بالا به کمک روش اجزای محدود

ی هپاتحلیلپی پوسپتهی نیمهبه مطالعه ]8[ ضخامت به طول و مد کمانش بستگی دارد. درویزه و همکاران

 1ای ضخیم تحت بارگذاری حرارتپی بپا اسپتفاده از تئپوری تغییپر شپکل برشپی مرتوپه اولمرکب استوانه

                                                           
1 Critical load 
2 Semi-analytical finite element method 
3 First-order shear deformation theory 
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(FSDT) نشپده سپندرز شپده و سپادهاز تئوری ساده 3ی ماتریس سفتی هندسیپرداختند و برای محاسوه

تپر از کم 2ده سندرزشها به این نتیجه رسیدند که دمای کمانش بحرانی در تئوری سادهاستفاده کردند. آن

ای متغیّر استوانههای نیز به بررسی کمانش پوسته ]7[ محمدزاده و همکاران شده سندرز است.تئوری ساده

)تغییرات در دو جهت شعاعی و محوری( تحت بارهای ترکیوی محوری و رشار خپارجی بپر  بعدیتابعی دو

، بپار بحرانپی (GDQM) 4روش مربعپات دیفرانسپیلی ها باپرداختند. آن 1هااساس تئوری کلاسیک پوسته

آوردند و آن را با بپار بحرانپی کمپانش  دستای متغیّر تابعی دوبعدی را بهی استوانههاکمانش برای پوسته

بعدی مقایسه کردند و به این نتیجه رسیدند که بار بحرانی کمپانش ای متغیّر تابعی یکی استوانههاپوسته

 بعدی است.ای یکی استوانههاتر از بار بحرانی کمانش در پوستهای دوبعدی بیشی استوانههادر پوسته

ای و مخروطپی نپاقص هپای اسپتوانهتحلیلی کمانش پوستهبه کمک روش نیمه ]34-30[ پاتل و همکاران

های پیچشی، رشار جانوی و رشار محوری را مطالعه کردند و مشاهده کردند با ارزایش زاویه تحت بارگذاری

-کمانش در پوستهچنین مشاهده کردند که ررتار کیفی پسیابد. هممخروط بار بحرانی کمانش کاهش می

به بررسی و  ]35[ معرض بار پیچشی، رشار خارجی، رشار محوری و بار حرارتی مشابه است. گانسانها در 

 ای کامپوزیت چندلایه پیزوالکتریک بپا اسپتفاده از روش المپانهای استوانهتحلیل کمانش حرارتی پوسته

-ای سپاختهوانههای استکمانش غیرخطی پوسته ]36[ جانی و همکارانتحلیلی پرداخت. علیمحدود نیمه

ها آن تحلیلی بررسی کردند.محدود نیمه شده از مواد متغیّر تابعی و کامپوزیتی را با استفاده از روش المان

 ]39[ رراهپانی و همکپاران چنین تأثیر شرایط هندسی مختلف را بر پاسپخ مپورد مطالعپه قپرار دادنپد.هم

شده در جهت شعاعی و محپوری را بپا اسپتفاده از ای متغیّرتابعی تقویتی استوانهکمانش مکانیکی پوسته

                                                           
1 Geometric stiffness matrix 
2 Simplify sanders theory 
3 Classic shell theory 
4 Generalized differential quadrature method 
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 مطالعه کردند. (TSDT) 3سوم تئوری تغییر شکل برشی مرتوه

ی هپابا استفاده از تئوری برشی مرتوپه بپالا بپه تحلیپل کمپانش پوسپته ]38[ اسمیتس و آناستاسیادیس

پرداختند و بار بحرانی کمانش را های رشار محوری، رشار عرضی و رشار خارجی ای تحت بارگذاریاستوانه

های مختلف شعاع به ضخامت و شعاع به طول محاسوه کردند و نتایج حاصل های مختلف و نسوتدر طول

-کمپانش و پپس ]37[ تر مقایسه کردند. شرعیات و عسگریهای مرتوه پایینی خود را با تئوریاز مطالعه

یّر تابعی تحت بارگذاری حرارتی را بپا روش از مواد متغشده ای ساختههای استوانهکمانش غیرخطی پوسته

چنین اثپر متغیّپر بررسی کردند و از تئوری تغییر شکل برشی مرتوه سوم استفاده کردند. هم المان محدود

بپر روی پایپداری  ]20[ و همکاران پوررانی کمانش را بررسی کردند. قربانبودن ضخامت بر روی دمای بح

هپا بپا ی با هسته الاستیک تحت رشار محوری بپا شپرایط مپرزی سپاده پرداختنپد. آناهای استوانهپوسته

-و به روش انرژی، معادلات پایداری و سازگاری را بپه 2جابجایی سندرز-استفاده از روابط غیرخطی کرنش

 استفاده کردند. 1دست آوردند و برای تحلیل کمانش از روش گالرکین

ای و مخروطپی هپای اسپتوانهبه بررسی کمانش حرارتی و مکپانیکی پوسپته ]23[ تانگاراتنام و همکارانش 

محپدود مرکب با شرایط مرزی و زوایای الیاف مختلف و تحت بارگذاری حرارتی با استفاده از روش المپان 

هپای تحپت ها تحپت بارگپذاری حرارتپی از پوسپتهدهد که ررتار کمانش پوستهپرداختند. نتایج نشان می

ی بپه مطالعپه ]22[ سپیاه و همکپارانشپاه انیکی، با توجه به جهت زاویه الیاف متفاوت است.بارگذاری مک

ها ررض کردند که پرداختند. آن 4دانلی ای با استفاده از تئوری پوستههای استوانهکمانش حرارتی پوسته

سپاده درنظپر یابد و شرایط مپرزی را به شکل یکنواخت و خطی در جهت شعاعی و طولی ارزایش می دما

یانگ یابد. گررتند و به این نتیجه رسیدند که با ارزایش نسوت ضخامت به شعاع بار کمانش نیز ارزایش می
                                                           
1 Third-order shear deformation theory 
2 Sanders 
3 Galerkin method 
4 Donnell shell theory 
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نازک تحت  ای جداری استوانههابا درنظر گررتن تغییر ضخامت غیرمتقارن در یک پوسته ]21[ و همکاران

ارائه دادند و به این نتیجه رسیدند کپه رشار جانوی خارجی یکنواخت، یک روش تحلیلی برای کمانش آن 

نازک بپا ضپخامت متغیّپر کلپی نیپز  ای جدارهای استوانهتوان از این روش برای تحلیل کمانش پوستهمی

ای متغیّر تابعی در معرض های استوانهکمانش و ارتعاشات آزاد پوسته ]24[ کادولی و گانسان استفاده کرد.

تحلیلپی مطالعپه محدود نیمپهحرارت را با استفاده از تئوری تغییر شکل برشی مرتوه اول و به روش المان 

 ]25[ رونگ و بک ها چند مواد متغیّر تابعی مختلف را تحت شرایط مرزی گیردار بررسی کردند.کردند. آن

شده، تحت بار محوری رشاری، رشار خارجی و تابعی تقویتای متغیّر های استوانهبه بررسی کمانش پوسته

دسپت آوردنپد و بپا روش ها معادلات حاکم را با استفاده از تئپوری کلاسپیک بپهبار پیچشی پرداختند. آن

 گالرکین آن را حل کردند.

اصپل ای بر اساس معپادلات دانپل و های استوانهی کمانش حرارتی پوستهبه مطالعه ]26[ ژو و همکارانش

ی مقپدار ویپژه محاسپوه کردنپد و تپأثیر همیلتون پرداختند و بار کمانش را با استفاده از حل یک مسپأله

شرایط مرزی مختلف را مورد بحث قرار دادند و نتیجه گررتند که با ارزایش طول، دمای کمپانش بحرانپی 

 ]29[ انگپوین و همکپارانش یابد.یابد و با ارزایش ضخامت، دمای کمانش بحرانی نیز ارزایش میکاهش می

ای با ضخامت متغیّر تحت بارگذاری رشپار خپارجی بپا اسپتفاده از ی استوانههای کمانش پوستهبه مطالعه

ها مپؤثر اسپت. روش گالرکین پرداختند و نتیجه گررتند که تغییر ضخامت بر ظرریت تحمل بار در پوسته

ای مرکپب تحپت ی اسپتوانههپاو غیرخطپی پوسپتهی کمانش خطپی به مطالعه ]28[ نارایانا و همکارانش

بارگذاری مکانیکی با استفاده از روش اجزای محدود پرداختند و تأثیر ضخامت و شعاع بر ررتپار کمانشپی 

ای تحپت بارگپذاری هپای اسپتوانهکمپانش پوسپته ]13-27[ . ژائو و همکپارانشکردند بررسی را هاپوسته

بندی مسأله را با استفاده از نپوع ها ررمولمطالعه کردند. آن 3روش ریتزحرارتی و مکانیکی را با استفاده از 

                                                           
1 Ritz method 
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 ]12[ انی و همکارانشسپی دست آوردند.ها که توسط ساندرز ارائه شد بهیارته تئوری غیرخطی پوستهبهوود

تحپت بارگپذاری حرارتپی و دینپامیکی بپا  FGMای هپای اسپتوانهی ارتعاشات و کمانش پوستهبه مطالعه

مپواد، اثپر های هندسی و ترکیپب استفاده از تئوری کلاسیک و مرتوه اول پرداختند و دریارتند که کمیت

های رلزی کامل که حداقل بار بحرانی کمانش برای پوستهطوریقابل توجهی بر بار بحرانی کمانش دارد به

 دارد. هاوجهی بر ارتعاشات آزاد پوستهدهد و نیروی برشی اثر قابل ترخ می

های مختلپف بپر ای تحت بارگذاریهای مرکب استوانهی کمانش پوستهبه مطالعه ]11[ درویزه و همکاران

تحلیلی پرداختند و نتیجه گررتنپد کپه اساس تئوری تغییر شکل برشی مرتوه اول با استفاده از روش نیمه

به تحلیپل کمپانش  ]14[ مؤثرتری بر بار کمانش است. لی و باترادر بارگذاری محوری، مد محیطی کمیت 

های جدار نازک با لایه میانی از جنس مواد متغیّر تابعی، تحت بارگذاری رشاری محوری پرداختنپد. پوسته

ها درنظر گررته شده بود. دو لایه گاهی ساده در دو انتها برای آنپوسته دارای سه لایه بوده و شرایط تکیه

گپون تشپکیل نی پوسته از مواد همسانگرد همگن و لایه میانی از ماده متغیّر تابعی با تغییرات سپهمیبیرو

باشند و ارزایش نسوت طول به شده بود. نشان داده شد مدهای کمانشی در راستای محیطی هارمونیک می

 ]15[ انگپوی و همکپارگردنپد. هپایشعاع موجب ارزایش شکل مدهای کمانشی در راستای محوری مپی

ای نازک با ضخامت متغیّر متقارن دلخواه تحت رشار محوری وابسپته های استوانهکمانش دینامیکی پوسته

ای تحت بارگپذاری های استوانهبه تجزیه و تحلیل پوسته ]16[ به دما را بررسی کردند. جمال و همکارانش

هپای تحلیل کمانش حرارتپی پوسپته ]19[ زاده و همکارانشتحلیلی پرداختند. نجفیمحوری با روش نیمه

 صورت ساده و تئوری مپورد اسپتفاده تئپوریها بهگاهرا بررسی کردند. تکیه FGMای کوتاه و بلند استوانه

شده است. معادلات تعادل و پایداری با کاربرد انرژی پتانسپیل  تغییر شکل برشی مرتوه سوم درنظر گررته

ای ی اسپتوانههپادما و نیروی بحرانی کمانش برای هر دو نوع پوسپتهاند. کل و معادلات اولر استخراج شده

ای ضپخامت های اسپتوانهکمانش مکانیکی پوسته ]18[ دست آمده است. چن و همکارانشکوتاه و بلند به
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ارزار آباکوس برای متغیّر تحت رشار یکسان محوری را بررسی کردند. نتایج با استفاده از حل تحلیلی و نرم

صورت تابعی از ضخامت پوسپته و سپایر پارامترهپای شده است. نتایج حاصل به مرزی مختلف ارائهشرایط 

 هندسی نشان داده شده است.

ای متغیّر تابعی با خوا  ترموالاسپتیک وابسپته بپه دمپا را های استوانهکمانش پوستهررتار پس ]17[ شن

تحپت  شده از مپواد متغیّپر تپابعی،ای ساختههای استوانهکمانش پوسته ]40[ هونگ و هنمطالعه کردند. 

هپا جابجایی غیرخطی مربوط به تغییر شکل-رشار محوری با استفاده از تئوری پوسته دانل و روابط کرنش

هپای مایپل بپر کنندهای با تقویتهای استوانهکمانش پوستهپس ]43[ را تحلیل کردند. شاطرزاده و رروتن

شپکل هپای کپرویکمپانش حرارتپی پوسپته ]42[ درویپزه و همکپارانبستر الاستیک را بررسپی کردنپد. 

-دار را با استفاده از تئوری تغییر شکل برشی مرتوپه اول و بپا روش اجپزا محپدود نیمپهکامپوزیتی سوراخ

 ها اثر زاویه الیاف را بر ررتار کمانشی بررسی کردند. لپی و همکپارانشچنین آنتحلیلی بررسی کردند. هم

ای کامپوزیتی با تغییرات ضخامت پریودیک را بررسپی کردنپد. ایشپان در های استوانهستهکمانش پو ]41[

ای کپامپوزیتی تحپت بپار هپای اسپتوانهاین تحقیق به بررسی اثر تغییرات ضخامت روی استحکام پوسپته

اسپتفاده ها طی این تحقیقات نشان دادند که یک نوع تابع ضخامت وجود دارد که با محوری پرداختند. آن

ی هاکمانشی حرارتی پوستهررتار کمانشی و پس ]44[ شن توان بار بحرانی کمانش را کاهش داد.از آن می

شپده از مپادّه هپای سپاختهشده با نانو لولپهای تقویتی استوانههاچنین پوستهای کامپوزیتی و هماستوانه

ی ی کمپانش حرارتپی پوسپتهبپه مطالعپه ]45[ اسپلامیسیاه و شاه متغیّر تابعی را مورد مطالعه قرار داد.

تحت دو نوع بارگذاری حرارتی بر اساس تئوری تغییر شکل برشی مرتوه اول پرداختنپد.  FGMای استوانه

مطالعپه را بپر روی  ]46[ باشد. حدادپور و همکارانها خوا  مواد مستقل از دما میآن در تجزیه و تحلیل

ها گاه ساده، تحت اثر دما انجام دادند. آنای متغیّر تابعی با تکیهی استوانههاکمانش و ارتعاشات آزاد پوسته

خوا  مواد را وابسته به دما و در جهت ضخامت بر اساس رابطه توزیع توانی ررض کردند. معادلات حاکم 
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استخراج و برای حل معادلات حرکت از روش گالرکین  3رمنکا-بر اساس تئوری لوو و روابط غیرخطی دانل

تحلیلی و بر اساس تئوری تغییر شپکل با استفاده از روش نیمه ]49[ شادمهری و همکاران استفاده کردند.

ی مخروطی تحت رشار محوری پرداختند و مشاهده کردند های کمانش پوستهبرشی مرتوه اول به مطالعه

یابپد. نازک و کوتاه با ارزایش زاویه رأس مخروط بار بحرانی کمانش کاهش مپی های مخروطیبرای پوسته

با گشودگی دایروی و بر مونای تئوری مرتوپه  FGی کمانش ترمومکانیکی ورق به مطالعه ]48[ شاطرزاده

و تأثیر شپرایط مپرزی و شپعاع گشپودگی بپر ررتپار  فاده از روش اجزای محدود پرداختاول برشی با است

بپر روی تپأثیر ضپخامت و شپرایط مپرزی بپر کمپانش  ]47[ . جمیل و نصیفا بررسی کردورق ر کمانشی

ی کمانش ترمومکپانیکی ورق نپازک تحپت به مطالعه ]50[ میچالسکا و مانیا ترمومکانیکی ورق پرداختند.

 ارزایش دمای یکنواخت با شرایط مرزی ساده پرداختند.

 نوآوری 1-6

ر بپر مونپای متغیّر تابعی با جداره متغیّ ایی استوانههاکمانش حرارتی پوستهنامه تحلیل نوآوری این پایان

تحلیلپی تحپت دو نپوع های تغییر شکل برشی مرتوه اول و مرتوه سوم با روش المان محپدود نیمپهتئوری

 باشد.بارگذاری حرارتی خطی و یکنواخت می

 نامه حاضرمعرفي پایان 1-7

های تئوری مونایبر  ای متغیّر تابعی با ضخامت متغیّری استوانههاپوسته کمانش حرارتی ،نامهدر این پایان

تحلیلپی نتپایج با روش اجزای محدود نیمپه شده است. بررسی  سوماول و مرتوه تغییر شکل برشی مرتوه 

 زیر است.شده در کار حاضر شامل موارد های استفادهچنین ررضهم دست آمده است.به حاصل از آن

  متقپارن محپوریصپورت بپه کهری حرارتی خطی و یکنواخت استفاده شده است بارگذااز دو نوع 

                                                           
1 Donnell-Karman 
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 باشد.می

 .پوسته نازک درنظر گررته شده است 

 ر ررض شده است. صورت متغیّضخامت پوسته به 

  خوا  مکانیکی و حرارتی در جهت ضخامت با استفاده از مدل ردی و در جهت محور پوسپته بپه

 کند.صورت پیوسته تغییر میقانون نمایی بهکمک 

 دسپت سپوم بپهاول و مرتوپه جابجایی با استفاده از تئوری تغییر شکل برشی مرتوه -روابط کرنش

 آمده است.

 ای خطی مرتوه دو با پنج درجه آزادی در گرههای سهای از المانی استوانهبرای مدل کردن پوسته

 شده است. هر گره استفاده

 ای ررض شده است.صورت صفحهل مسأله تنش بهدر تحلی 

 .مسأله تابع زمان نیست 

ای متغیّر تابعی بپا ضپخامت متغیّپر ی استوانههاجابجایی پوسته-به استخراج معادلات کرنشدر رصل دوم 

ی هپاتحلیلی اقدام بپه مپدل کپردن پوسپتهدر رصل سوم با روش اجزای محدود نیمه شده است. پرداخته

رصپل چهپارم  دست آیپد.به تا معادله تعادل کمانش حرارتی متغیّر تابعی با ضخامت متغیّر شدهای استوانه

رصپل  باشد.شده می های انجامگیری از تحلیلو نتیجه نتایج کمانش حرارتی یگذاری و ارائهشامل صفحه

 باشد.نهادهایی برای ادامه کار میپنجم شامل خلاصه نتایج و پیش
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 ایی استوانههامعادلات پوسته
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 مقدمه 2-1

را بررسی کرده  ایی استوانههاجنس پوسته، روابط ریاضی حاکم بر آن و هندسه پوستهدر این رصل ابتدا 

دسپت جابجپایی بپه-سوم روابط کپرنش اول و مرتوه و سپس با استفاده از تئوری تغییر شکل برشی مرتوه

 آید.می

 مدل ریاضي مواد متغیّر تابعي 2-2

هپای کنپد. مپدلپیوسته تغییر مپی صورتبعی در یک، دو و یا سه جهت بهخوا  مکانیکی مواد متغیّر تا

ریاضپی پیشپنهاد  صورتبهبرای بیان خوا  این مواد 1و تانیگاوا  2، اردوگان3ردی ریاضی گوناگونی توسط

 برای اعمال تغییرات پیوسپته خپوا مدل ریاضی ردی یا همان مدل توانی شده است که در کار حاضر از 

 .شده استرای تغییرات در جهت محوری استفاده چنین قانون نمایی بدر جهت ضخامت، هم

به ترتیپب  𝑐و  𝑚شود. اگر زیرنویس می مواد متغیّر تابعی از دو راز سرامیک و رلز تشکیلدر اغلب موارد، 

نظر گررتپه امیک درعنوان حجم رلز و سربه ترتیب به 𝑣𝑐و  𝑣𝑚برای بیان راز رلز و سرامیک استفاده شود، 

 صورت زیر خواهد بود.شود و کسر حجمی هر یک از دو راز بهمی

(2-3) 𝑉𝑚 =
𝑣𝑚

𝑣𝑚 + 𝑣𝑐
                  ,               𝑉𝑐 =

𝑣𝑐
𝑣𝑚 + 𝑣𝑐

 

ی زیر باشند و همواره از رابطهف کسر حجمی راز رلزی و سرامیکی میبه ترتیب معر 𝑉𝑐و  𝑉𝑚در رابطه بالا 

 کند.پیروی می

(2-2) 𝑉𝑚 + 𝑉𝑐 = 1 

                                                           
1 Reddy 
2 Erdogan 
3 Tanigawa 



23 

 گردد.صورت زیر بیان میتابعی بهبا استفاده از توابع نسوت حجمی، خوا  مکانیکی مواد متغیّر 

(2-1) 𝑃 = 𝑃𝑚𝑉𝑚 + 𝑃𝑐𝑉𝑐 

گر خاصیت مادّه متغیّر تابعی، خاصیت رلزی و سرامیکی است. به ترتیب بیان 𝑃𝑐و  𝑃 ،𝑃𝑚 که در رابطه بالا

و ضپریب  2پواسپون ضپریب، 3تواند برای هر خاصیت مکانیکی و حرارتی مانند مپدول یانپگاین رابطه می

 باشد. 1انوساط حرارتی

 .]5[ صورت زیر مدل کردکارررته در رابطه بالا را با تابع توانی بهردی کسر حجمی به

(2-4) 𝑉𝑚(𝑧) = (0.5 +
𝑧

ℎ
)
𝑛

 

چپون  باشپند.مادّه متغیّر تپابعی مپی 4مختصات در جهت ضخامت و شاخص توانی 𝑛و  𝑧که در رابطه بالا 

 شود.برابر یک است، کسر حجمی سرامیک طوق رابطه زیر محاسوه میمجموع کسر حجمی مواد سازنده 

(2-5) 𝑉𝑐(𝑧) = 1 − (0.5 +
𝑧

ℎ
)
𝑛

 

چپون در  توان بر حسب خوا  اصلی بیان کرد.پوسته را می هر خاصیت مکانیکی ]37[ 5طوق قانون ویت

رابطه  نماییکند، با اعمال قانون ی متغیّر تابعی در جهت محوری پوسته نیز تغییر میخوا  مادّه این کار

 شود.صورت زیر بیان میای بهی استوانههاکلی تغییرات خوا  در جهت ضخامت و محور پوسته

(2-6) 𝑃𝑖(𝑜𝑟)𝑃𝑜 = {𝑃𝑜 + (𝑃𝑖 − 𝑃𝑜) (0.5 +
𝑧

ℎ
)
𝑛

} 𝑒
𝜇𝑥
𝐿  

گر خوا  سطح بیان 𝑃𝑜و  𝑃𝑖 ای است.ی استوانههاطول پوسته 𝐿و  ضریب قانون نمایی 𝜇 که در رابطه بالا

                                                           
1 Young’s modulus 
2 Poisson’s coefficient 
3 thermal expansion coefficient 
4 Power low index 
5 Voigt 
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ای بپا خپوا  داخلپی داخلی و خارجی هستند که در این پژوهش با توجه به انتخاب نوع مادّه، هپم مپادّه

ای با خوا  داخلی رلز و خارجی سپرامیک وجپود دارد کپه در قسپمت سرامیک و خارجی رلز و هم مادّه

 نتایج نشان داده شده است.

 هندسه مرأله 2-3

 𝑅و شپعاع متوسپط  ℎ، ضپخامت 𝐿به طول با ضخامت متغیّر ای ی استوانهپوسته( یک 3-2مطابق شکل )

,𝑥) مفروض است. برای تحلیل هندسه این پوسته از دستگاه مختصات 𝜃, 𝑧 استفاده شده است که )𝑥 ،𝜃  و

𝑧 گر مختصات در جهت طولی، محیطی و ضخامت هستند.به ترتیب بیان 

 

 با ضخامت متغیرای استوانهی ها( هندسه پوسته3-2) شکل

 

 . بپاشپده اسپت ای در راستای محور آن متغیّپر درنظپر گررتپهی استوانههادر کار حاضر جداره پوستهکه 

 زیر متغیّر بودن ضخامت بررسی شده است. ]37[ 3استفاده از تابع نمایی

(2-9) ℎ(𝑥) = ℎ0𝑒
𝛽𝑥
𝐿  

 باشد.می پارامتر تغییر ضخامت 𝛽 ضخامت اولیه و ℎ0در رابطه بالا 

                                                           
1 Exponent of the thickness variations 
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 ایهای استوانهمیدان جابجایي پوسته 2-4

برای هر نقطه دلخپواه مرتوه اول و مرتوه سوم  شکل برشیتغییر  هایتئوریهای جابجایی بر مونای مؤلفه

 .]52-53[ بیان استصورت زیر قابلبه 𝑧و  𝑥 ،𝜃از پوسته در جهت 

 

(2-8) 

𝑢(𝑥, 𝜃, 𝑧) = 𝑢0 + 𝑧𝛹𝑥 −
4𝑎𝑧3

3ℎ2(𝑥)
(𝛹𝑥 +

𝜕𝑤0
𝜕𝑥

) 

𝑣(𝑥, 𝜃, 𝑧) = 𝑣0 + 𝑧𝛹𝜃 −
4𝑎𝑧3

3ℎ2(𝑥)
(𝛹𝜃 +

1

𝑅

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

) 

𝑤(𝑥, 𝜃, 𝑧) = 𝑤0(𝑥, 𝜃)  

برابر  𝑎برابر صفر باشد تئوری موردنظر تئوری تغییر شکل برشی مرتوه اول است و اگر  𝑎اگر  ،در رابطه بالا

و  𝑢0 ،𝑣0در رابطه بپالا چنین هم باشد.یک باشد تئوری موردنظر تئوری تغییر شکل برشی مرتوه سوم می

𝑤0 های سطح میانی در جهت به ترتیب جابجایی𝑥 ،𝜃  و𝑧  بوده و𝛹𝑥  و𝛹𝜃 هپای عمپود بپر سپطح دوران

𝑥میانی در صفحات  − 𝑧  و𝜃 − 𝑧 باشند.می 

 جابجایي-روابط کرنش 2-5

های کرنش نرمال و برشپی متعامد مولفهالخط دانیم در یک سیستم منحنیمی ]48[ یسیتهتاز تئوری الاس

 زیر رابطه دارند. صورتبههای بردار جابجایی مؤلفه با

 

(2-7) 

𝜀𝑖 =
𝜕

𝜕𝛼𝑖
(
𝑢𝑖

√𝑔𝑖
) +

1

2𝑔𝑖
∑

𝜕𝑔𝑖
𝜕𝛼𝑘

𝑢𝑘

√𝑔𝑘

3

𝑘=1

                                        𝑖 = 1,2,3 

𝛾𝑖𝑗 =
1

√𝑔𝑖𝑔𝑗
[𝑔𝑖

𝜕

𝜕𝛼𝑗
(
𝑢𝑖

√𝑔𝑖
) + 𝑔𝑗

𝜕

𝜕𝛼𝑖
(
𝑢𝑗

√𝑔𝑗
)]                       𝑖, 𝑗 = 1,2,3    𝑖 ≠ 𝑗   
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 2یب مقیپاس هندسپیاهای بردار جابجایی و ضپر، مؤلفه3الخطبه ترتیب مختصات منحنی 𝑔𝑖و  𝛼𝑖 ،𝑢𝑖که 

 ای داریم:ی استوانههابرای پوستهباشند. می

 

(2-30) 

𝛼1 = 𝑥              ,            𝛼2 = 𝜃          ,            𝛼3 = 𝑧 

𝑢1 = 𝑢              ,            𝑢2 = 𝑣          ,            𝑢3 = 𝑤 

𝑔1 = 𝐴1
2 (1 +

𝑧

𝑅1
)
2

    ,    𝑔2 = 𝐴2
2 (1 +

𝑧

𝑅2
)
2

    ,    𝑔3 = 1 

و راصله سطح از محپور  4به ترتیب شعاع انحنا 𝑅2و  𝑅1هستند و  1ضرایب لامه 𝐴2و  𝐴1که در رابطه بالا، 

 .]51[ د بودنصورت زیر خواهای بهی استوانههادوران هستند که برای پوسته

(2-33) 𝐴1 = 1     ,     𝐴2 = 𝑅 

𝑅1 = ∞    ,     𝑅2 = 𝑅 

 توان روابط زیر را نوشت.می 5کودازی-سازی گوسبا توجه به روابط ساده

(2-32) 𝜕

𝜕𝜃
[𝐴1 (1 +

𝑧

𝑅1
)] = (1 +

𝑧

𝑅2
)
𝜕𝐴1
𝜕𝜃

 

𝜕

𝜕𝑥
[𝐴2 (1 +

𝑧

𝑅2
)] = (1 +

𝑧

𝑅1
)
𝜕𝐴2
𝜕𝑥

 

-( معپادلات کپرنش32-2( و بپا توجپه بپه معپادلات )7-2( در معپادلات )30-2) معادلاتگذاری با جای

 ای به شکل زیر خواهد بود.ی استوانههاجابجایی برای پوسته

                                                           
1 Curvilinear co-ordinates 
2 Geometrical scale factor quantities 
3 Lame,s parameters 
4 Curvature radius 
5 Gauss-codazzi condition 
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(2-31) 

𝜀𝑥 =
1

𝐴1 (1 +
𝑧
𝑅1
)
(
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝑣

𝐴2

𝜕𝐴1
𝜕𝜃

+
𝐴1𝑤

𝑅1
) 

𝜀𝜃 =
1

𝐴2 (1 +
𝑧
𝑅2
)
(
𝜕𝑣

𝜕𝜃
+
𝑢

𝐴1

𝜕𝐴2
𝜕𝑥

+
𝐴2𝑤

𝑅2
) 

𝛾𝑥𝑧 = 𝐴1 (1 +
𝑧

𝑅1
)
𝜕

𝜕𝑧
(

𝑢

𝐴1 (1 +
𝑧
𝑅1
)
) +

1

𝐴1 (1 +
𝑧
𝑅1
)
(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
) 

𝛾𝜃𝑧 = 𝐴2 (1 +
𝑧

𝑅2
)
𝜕

𝜕𝑧
(

𝑣

𝐴2 (1 +
𝑧
𝑅2
)
) +

1

𝐴2 (1 +
𝑧
𝑅2
)
(
𝜕𝑤

𝜕𝜃
) 

𝛾𝑥𝜃 =
𝐴1 (1 +

𝑧
𝑅1
)

𝐴2 (1 +
𝑧
𝑅2
)

𝜕

𝜕𝜃
(

𝑢

𝐴1 (1 +
𝑧
𝑅1
)
) +

𝐴2 (1 +
𝑧
𝑅2
)

𝐴1 (1 +
𝑧
𝑅1
)

𝜕

𝜕𝑥
(

𝑣

𝐴2 (1 +
𝑧
𝑅2
)
) 

1)( و با استفاده از تقریپب 31-2( در )8-2گذاری روابط )در ادامه با جای +
𝑧

𝑅
) ≅ ی هپابپرای پوسپته 1

 آید.دست مینازک روابط زیر به ای جداراستوانه

 

 

(2-34) 

𝜀𝑥 =
1

𝐴1

𝜕𝑢0
𝜕𝑥

+
𝑣0
𝐴1𝐴2

𝜕𝐴1
𝜕𝜃

+
𝑤0
𝑅1
+
𝑧

𝐴1

𝜕𝛹𝑥
𝜕𝑥

+
𝑧𝛹𝜃
𝐴1𝐴2

𝜕𝐴1
𝜕𝜃

−
4𝑎𝑧3

3ℎ2(𝑥)𝐴1
(
𝜕𝛹𝑥
𝜕𝑥

−
2𝛽

𝐿
𝛹𝑥) −

4𝑎𝑧3

3ℎ2(𝑥)𝐴1
(
𝜕2𝑤0
𝜕𝑥2

−
2𝛽

𝐿

𝜕𝑤0
𝜕𝑥

)

−
4𝑎𝑧3

3ℎ2(𝑥)𝐴1𝐴2

𝜕𝐴1
𝜕𝜃

(𝛹𝜃 +
1

𝑅

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

) 

𝜀𝜃 =
1

𝐴2

𝜕𝑣0
𝜕𝜃

+
𝑢0
𝐴1𝐴2

𝜕𝐴2
𝜕𝑥

+
𝑤0
𝑅2
+
𝑧

𝐴2

𝜕𝛹𝜃
𝜕𝜃

+
𝑧𝛹𝑥
𝐴1𝐴2

𝜕𝐴2
𝜕𝑥

−
4𝑎𝑧3

3ℎ2(𝑥)𝐴2
(
𝜕𝛹𝜃
𝜕𝜃

+
1

𝑅

𝜕2𝑤0
𝜕𝜃2

) −
4𝑎𝑧3

3ℎ2(𝑥)𝐴1𝐴2

𝜕𝐴2
𝜕𝑥

(𝛹𝑥 +
𝜕𝑤0
𝜕𝑥

) 
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𝛾𝑥𝑧 = −
𝑢0
𝑅1
+
1

𝐴1

𝜕𝑤0
𝜕𝑥

+
4𝑎𝑧3

3ℎ2(𝑥)𝑅1
(𝛹𝑥 +

𝜕𝑤0
𝜕𝑥

) −
𝑧

𝑅1
𝛹𝑥 +𝛹𝑥

−
4𝑎𝑧2

ℎ2(𝑥)
(𝛹𝑥 +

𝜕𝑤0
𝜕𝑥

) 

𝛾𝜃𝑧 = −
𝑣0
𝑅2
+
1

𝐴2

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

+
4𝑎𝑧3

3ℎ2(𝑥)𝑅2
(𝛹𝜃 +

1

𝑅

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

) −
𝑧

𝑅2
𝛹𝜃 +𝛹𝜃

−
4𝑎𝑧2

ℎ2(𝑥)
(𝛹𝜃 +

1

𝑅

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

) 

𝛾𝑥𝜃 =
1

𝐴2
(
𝜕𝑢0
𝜕𝜃

+ 𝑧
𝜕𝛹𝑥
𝜕𝜃

−
4𝑎𝑧3

3ℎ2(𝑥)
(
𝜕𝛹𝑥
𝜕𝜃

+
𝜕2𝑤0
𝜕𝑥𝜕𝜃

))

−
1

𝐴1𝐴2

𝜕𝐴1
𝜕𝜃

(𝑢0 + 𝑧𝛹𝑥 −
4𝑎𝑧3

3ℎ2(𝑥)
(𝛹𝑥 +

𝜕𝑤0
𝜕𝑥

))

+
1

𝐴1
(
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

+ 𝑧
𝜕𝛹𝜃
𝜕𝑥

−
4𝑎𝑧3

3ℎ2(𝑥)
(
𝜕𝛹𝜃
𝜕𝑥

+
1

𝑅

𝜕2𝑤0
𝜕𝑥𝜕𝜃

)

+
8𝑎𝛽𝑧3

3𝐿ℎ2(𝑥)
(𝛹𝜃 +

1

𝑅

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

))

−
1

𝐴1𝐴2

𝜕𝐴2
𝜕𝑥

(𝑣0 + 𝑧𝛹𝜃 −
4𝑎𝑧3

3ℎ2(𝑥)
(𝛹𝜃 +

1

𝑅

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

)) 

 صپورتبپهای ی اسپتوانههاجابجایی برای پوسته-( معادلات کرنش34-2( در )33-2گذاری روابط )با جای

 آید.دست میزیر به

 

 

(2-35) 

𝜀𝑥 =
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

+ 𝑧
𝜕𝛹𝑥
𝜕𝑥

−
4𝑎𝑧3

3ℎ2(𝑥)
(
𝜕𝛹𝑥
𝜕𝑥

−
2𝛽

𝐿
𝛹𝑥) −

4𝑎𝑧3

3ℎ2(𝑥)
(
𝜕2𝑤0
𝜕𝑥2

−
2𝛽

𝐿

𝜕𝑤0
𝜕𝑥

) 

𝜀𝜃 =
1

𝑅

𝜕𝑣0
𝜕𝜃

+
𝑤0
𝑅
+
𝑧

𝑅

𝜕𝛹𝜃
𝜕𝜃

−
4𝑎𝑧3

3𝑅ℎ2(𝑥)
(
𝜕𝛹𝜃
𝜕𝜃

+
1

𝑅

𝜕2𝑤0
𝜕𝜃2

) 

𝛾𝑥𝑧 =
𝜕𝑤0
𝜕𝑥

+ 𝛹𝑥 −
4𝑎𝑧2

ℎ2(𝑥)
(𝛹𝑥 +

𝜕𝑤0
𝜕𝑥

) 
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𝛾𝜃𝑧 = −
𝑣0
𝑅
+
1

𝑅

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

+
4𝑎𝑧3

3𝑅ℎ2(𝑥)
(𝛹𝜃 +

1

𝑅

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

) −
𝑧

𝑅
𝛹𝜃 +𝛹𝜃

−
4𝑎𝑧2

ℎ2(𝑥)
(𝛹𝜃 +

1

𝑅

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

) 

𝛾𝑥𝜃 =
1

𝑅

𝜕𝑢0
𝜕𝜃

+
𝑧

𝑅

𝜕𝛹𝑥
𝜕𝜃

−
4𝑎𝑧3

3𝑅ℎ2(𝑥)
(
𝜕𝛹𝑥
𝜕𝜃

+
𝜕2𝑤0
𝜕𝑥𝜕𝜃

) +
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

+ 𝑧
𝜕𝛹𝜃
𝜕𝑥

−
4𝑎𝑧3

3ℎ2(𝑥)
(
𝜕𝛹𝜃
𝜕𝑥

+
1

𝑅

𝜕2𝑤0
𝜕𝑥𝜕𝜃

) +
8𝑎𝛽𝑧3

3𝐿ℎ2(𝑥)
(𝛹𝜃 +

1

𝑅

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

) 

 

تغییر شکل برشی مرتوه سوم است که معادلات برابر یک باشد، تئوری  𝑎شده است اگر بیان  طور کههمان

 صورت زیر خواهد بود.جابجایی آن به-کرنش

 

 

(2-36) 

𝜀𝑥 =
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

+ 𝑧
𝜕𝛹𝑥
𝜕𝑥

−
4𝑧3

3ℎ2(𝑥)
(
𝜕𝛹𝑥
𝜕𝑥

−
2𝛽

𝐿
𝛹𝑥) −

4𝑧3

3ℎ2(𝑥)
(
𝜕2𝑤0
𝜕𝑥2

−
2𝛽

𝐿

𝜕𝑤0
𝜕𝑥

) 

𝜀𝜃 =
1

𝑅

𝜕𝑣0
𝜕𝜃

+
𝑤0
𝑅
+
𝑧

𝑅

𝜕𝛹𝜃
𝜕𝜃

−
4𝑧3

3𝑅ℎ2(𝑥)
(
𝜕𝛹𝜃
𝜕𝜃

+
1

𝑅

𝜕2𝑤0
𝜕𝜃2

) 

𝛾𝑥𝑧 =
𝜕𝑤0
𝜕𝑥

+ 𝛹𝑥 −
4𝑧2

ℎ2(𝑥)
(𝛹𝑥 +

𝜕𝑤0
𝜕𝑥

) 

𝛾𝜃𝑧 = −
𝑣0
𝑅
+
1

𝑅

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

+
4𝑧3

3𝑅ℎ2(𝑥)
(𝛹𝜃 +

1

𝑅

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

) −
𝑧

𝑅
𝛹𝜃 +𝛹𝜃

−
4𝑧2

ℎ2(𝑥)
(𝛹𝜃 +

1

𝑅

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

) 

𝛾𝑥𝜃 =
1

𝑅

𝜕𝑢0
𝜕𝜃

+
𝑧

𝑅

𝜕𝛹𝑥
𝜕𝜃

−
4𝑧3

3𝑅ℎ2(𝑥)
(
𝜕𝛹𝑥
𝜕𝜃

+
𝜕2𝑤0
𝜕𝑥𝜕𝜃

) +
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

+ 𝑧
𝜕𝛹𝜃
𝜕𝑥

−
4𝑧3

3ℎ2(𝑥)
(
𝜕𝛹𝜃
𝜕𝑥

+
1

𝑅

𝜕2𝑤0
𝜕𝑥𝜕𝜃

) +
8𝛽𝑧3

3𝐿ℎ2(𝑥)
(𝛹𝜃 +

1

𝑅

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

) 
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-جابجپایی آن بپه-است که معادلات کپرنشاول باشد، تئوری تغییر شکل برشی مرتوه  صفربرابر  𝑎 و اگر

 صورت زیر خواهد بود.

 

 

(2-39) 

𝜀𝑥 =
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

+ 𝑧
𝜕𝛹𝑥
𝜕𝑥

 

𝜀𝜃 =
1

𝑅

𝜕𝑣0
𝜕𝜃

+
𝑤0
𝑅
+
𝑧

𝑅

𝜕𝛹𝜃
𝜕𝜃

 

𝛾𝑥𝑧 =
𝜕𝑤0
𝜕𝑥

+ 𝛹𝑥 

𝛾𝜃𝑧 = −
𝑣0
𝑅
+
1

𝑅

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

−
𝑧

𝑅
𝛹𝜃 +𝛹𝜃  

𝛾𝑥𝜃 =
1

𝑅

𝜕𝑢0
𝜕𝜃

+
𝑧

𝑅

𝜕𝛹𝑥
𝜕𝜃

+
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

+ 𝑧
𝜕𝛹𝜃
𝜕𝑥

 

 کرنش-ی تنشرابطه 2-6

ی تحت بارگذاری حرارتی، رابطپهای و ی استوانههابا توجه به قانون هوک و با ررض ررتار الاستیک پوسته

 زیر است. صورتبهای ی استوانههاکرنش پوسته-تنش

(2-38) {𝜎} = [𝐷]({𝜀} − {𝜀𝑇}) 

 صپورتبپهت در جهت پوسته وابسته است و یسیته است که به موقعیتاتریس الاسم [𝐷]که در رابطه بالا، 

 شود.زیر بیان می

 

(2-37) 
𝐷(𝑥, 𝑧) =

𝐸(𝑥, 𝑧)

1 − 𝜗2(𝑧)

[
 
 
 
 
1

𝜗(𝑧)
0
0
0

𝜗(𝑧)
1
0
0
0

0
0

0.5(1 − 𝜗(𝑧))
0
0

0
0
0

0.5(1 − 𝜗(𝑧))
0

0
0
0
0

0.5(1 − 𝜗(𝑧))]
 
 
 
 

 

به ترتیب بردار تپنش و کپرنش  {𝜀}و  {𝜎}باشد و ضریب پواسون می 𝜗مدول یانگ و  𝐸که در رابطه بالا، 
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 باشد.می زیر صورتبهها های آنمؤلفهای هستند که ی استوانههاکل پوسته

(2-20) {𝜎}𝑇 = {𝜎𝑥   𝜎𝜃   𝜏𝑥𝑧   𝜏𝜃𝑧   𝜏𝑥𝜃} 

{𝜀}𝑇 = {𝜀𝑥   𝜀𝜃   𝛾𝑥𝑧   𝛾𝜃𝑧    𝛾𝑥𝜃} 

 شود.زیر بیان می صورتبهاست که  ایهای استوانهبردار کرنش حرارتی پوسته {𝜀𝑇}و 

(2-23) 

{𝜀𝑇} = 𝛼∆𝑇

{
 
 

 
 
1
1
0
0
0}
 
 

 
 

= {𝛼}∆𝑇 

د نباشپبردار ضرایب انوساط حرارتی می {𝛼}و  ی متغیّر تابعیضریب انوساط حرارتی مادّه 𝛼جا، که در این

 شود.زیر تعریف می صورتبهای است که ی استوانههامقدار ارزایش دما در جهت ضخامت پوسته 𝑇∆و 

(2-22) 
∆𝑇 = ∑ ∆𝑇(𝑧)𝑐𝑜𝑠 (𝑚𝜃)

∞

𝑚=0

 

شپده  یکنواخت و خطی درنظپر گررتپه صورتبه باشد که در کار حاضرتوزیع دما می 𝑇(𝑧)∆در رابطه بالا 

 شود.صورت زیر بیان میاست و به

(2-21) ∆𝑇(𝑧) = ∆𝑇𝑚(𝑎1 + 𝑏1𝑧) 

𝑎1که اگر  = 𝑏1و  1 = 𝑎1است و اگر  (UTD) 3باشد، توزیع دما یکنواخت 0 =
1

2
𝑏1و   =

1

ℎ
باشد، توزیپع  

 .]42[ باشدمی (LTD) 2دما خطی

 

                                                           
1 Uniform temperature distribution 
2 Linear temperature distribution 
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 فصل سوم

 تحلیلیروش اجزای محدود نیمه

 ایی استوانههابرای پوسته
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 مقدمه 3-1

ی اخیر همراه با پیشررت علپوم های مهندسی در سه دهههای عددی مختلف در تحلیلتوسعه سریع روش

 توانندمراه داشته است. با ظهور سوپر کامپیوترها مهندسان و محققان میههای زیادی بهکامپیوتر مورقیت

هپای اجپزای لاینحل ماندند را بپا اسپتفاده از روش صورتبهدلیل طویعت پیچیده ها مسائلی که بهمیلیون

تحلیلی برتری نسوت بپه روش اجپزای محدود با مورقیت حل کنند. در این بین روش اجزای محدود نیمه

 کنیم.محدود کامل دارد که به چند مورد آن اشاره می

 گاه ساده، در نتیجه خصو  برای مسائلی با تکیهتر بهای ماتریس کوچکتر و پهنتعداد معادله کم

 تر خواهد شد.زمان محاسوات بسیار کوتاه

 باشند.تر میدلیل کاهش در ابعاد مسأله، مقادیر ورودی کوتاهبه 

 هپا مپورد نیپاز هسپتند را ها و جابجپاییهایی که تنشتر هستند زیرا تنها مکانها کوچکخروجی

 دهد.ها را میهای مطابق با آنکند و در نتیجه رقط خروجیمشخص می

 تحلیليروش اجزای محدود نیمه 3-2

ترین قسمت کار است. پپس در ایپن مرحلپه از تحقیپق مناسب مهم 3یابدر این روش، انتخاب توابع درون

هپایی دور از واضح پاسخطور تنها ممکن است بهیاب نهای داشت. انتخاب اشتواه توابع درونباید دقت ویژه

اولپین  گررته به پاسخی اشتواه همگپرا شپود.صورت 2بندیانتظار بدهد بلکه ممکن است نتایج برای شوکه

 توان ناحیهسیله تعداد المان مناسب است. میوسازی جسم بهگام در حل اجزا محدود یک مسأله، گسسته

 بندی کرد.بعدی شوکهو سه بعدی، دوبعدیهای یکموردنظر را با استفاده از المان

                                                           
1 Interpolation functions 
2 Mesh generation 
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خطپی مرتوپه  3پارامتریپک ای ایزوای شکل توسط یک المان سه گرهی استوانههاپوسته ،نامهدر این پایان

 2( و سپری مثلثپاتی𝑥تابع شکل در جهت محور پوسته )مختصه  شده است. ( مدل3-1دوم مطابق شکل )

شود. یعنی ررض بر این است که میدان جابجایی بپه ( درنظر گررته می𝜃در جهت دورانی پوسته )مختصه 

 جهت دوران وابسته است.

 

 پارامتریک ایزو ایگره سه المان وسیلهای بهی استوانههاپوسته ندیبنالما( 3-1) شکل

 

 .]42[ شودزیر بیان می صورتبهبا سری روریه  𝜃بنابراین میدان جابجایی در جهت 

(1-3) 

{
 
 

 
 
𝑢0
𝑣0
𝑤0
𝛹𝑥
𝛹𝜃}
 
 

 
 

= ∑

[
 
 
 
 
𝑐𝑜𝑠 (𝑚𝜃)

0
0
0
0

0
𝑠𝑖𝑛(𝑚𝜃)

0
0
0

0
0

𝑐𝑜𝑠 (𝑚𝜃)
0
0

0
0
0

𝑐𝑜𝑠 (𝑚𝜃)
0

0
0
0
0

𝑠𝑖𝑛 (𝑚𝜃)]
 
 
 
 ∞

𝑚=0

{
 
 

 
 
𝑢0𝑚
𝑣0𝑚
𝑤0𝑚
𝛹𝑥𝑚
𝛹𝜃𝑚}

 
 

 
 

 

 .باشدمی 1اُمین مد محیطی𝑚 شماره  𝑚که 

                                                           
1 Isoparametric element 
2 Trigonometric series 
3 Circumferential mode 
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باشپد. هپر گپره از ایپن ای درجه دوم میگره ای، یک المان سهی استوانههاده برای پوستهشالمان انتخاب

باشد. در نتیجپه هپر المپان پوسپته دارای می 𝛹𝜃و  𝑢0 ،𝑣0 ،𝑤0 ،𝛹𝑥المان دارای پنج درجه آزادی شامل 

 باشد.زیر می صورتبهپانزده درجه آزادی خواهد بود. بنابراین بردار جابجایی برای هر المان 

(1-2) {𝑑𝑒}
𝑇 = {𝑢0𝑖   𝑣0𝑖   𝑤0𝑖  𝛹𝑥𝑖  𝛹𝜃𝑖}                                  𝑖 = 1,2,3 

 آوریم.ست میدمناسب را به 3ده، تابع شکلششماره گره المان است. با توجه به المان انتخاب 𝑖که 

 تابع شکل المان 3-3

ای یابی هستند که مقدار متغیّر میدان را در هر نقطه از المان برحسب مقادیر گپرهتوابع شکل، توابع درون

های مناسب حل ای انتخاب شود که با استفاده از تعداد المانگونهکنند. تابع شکل باید بهیابی میمیانآن 

 اجزای محدود مسأله به حل تحلیلی آن نزدیک شود.

-صورت زیر درنظپر مپیبه بر حسب مختصات محلی با توجه به انتخاب المان مرتوه دوم، تابع جابجایی را

 گیریم.

(1-1) 𝑥 = 𝑎1 + 𝑎2𝑠 + 𝑎3𝑠
2                      

𝑠که  =
𝑥

𝑙
 باشد.طول المان می 𝑙و  

 ررم زیر نوشت.توان بهی بالا را میچنین رابطههم

(1-4) 𝑥 = [1 𝑠 𝑠2]{𝑎1 𝑎2 𝑎3}𝑇                         

هپای دیگپر صپفر و در تمام گپره تابع شکل مربوط به هر گره برابر یک در همان گره (،2-1مطابق شکل )

                                                           
1 Shape function 
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 زیر بیان کرد. صورتبه( را برای مختصات سه گره 4-1و )( 1-1توان روابط )با توجه به این نکته می .است

 

(1-5) 

𝑥(−1) = 𝑥1 = 𝑎1 − 𝑎2 + 𝑎3        

𝑥(0) = 𝑥2 = 𝑎1         

𝑥(+1) = 𝑥3 = 𝑎1 + 𝑎2 + 𝑎3      

 نویسیم.را به ررم زیر می رابطه بالا اکنون

 

(1-6) 

−𝑎2 + 𝑎3 = 𝑥1 − 𝑥2 

𝑥2 = 𝑎1 

+𝑎2 + 𝑎3 = 𝑥3 − 𝑥2 

 

 

 ]54[ ای درجه دوگرههای سه( نمایش جابجایی2-1) شکل
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 صورت زیر محاسوه کرد.را به 𝑎3و  𝑎1 ،𝑎2توان مقادیر ( می6-1) حل معادلاتبا 

(1-9) 𝑎1 = 𝑥2     ,     𝑎2 =
𝑥3
2
−
𝑥1
2
     ,     𝑎3 =

𝑥3
2
+
𝑥1
2
− 𝑥2 

 آید.دست میصورت زیر بهبه 𝑥(، 1-1)( در 9-1گذاری رابطه )با جای

(1-8) 𝑥 = 𝑥2  + (
𝑥3
2
−
𝑥1
2
) 𝑠 + (

𝑥3
2
+
𝑥1
2
− 𝑥2) 𝑠

2 

 ررم زیر بازنویسی کرد.توان بهدر نهایت رابطه بالا را می

(1-7) 
𝑥 = [𝑁] {

𝑥1
𝑥2
𝑥3
} = [𝑁1     𝑁2     𝑁3] {

𝑥1
𝑥2
𝑥3
}               

و  𝑁1 ،𝑁2باشد. مقادیر ای خطی مرتوه دوم میگرهابع شکل برای المان سهماتریس ت [𝑁]که در رابطه بالا 

𝑁3 باشد.صورت زیر میبرای هر گره به 

(1-30) 
[𝑁1     𝑁2     𝑁3] = [

𝑠2 − 𝑠

2
     1 − 𝑠2      

𝑠2 − 𝑠

2
]        

 انرژی پتانریل 3-4

 شود.صورت زیر تعریف میانرژی پتانسیل یک جسم الاستیک به

(1-33) Π = 𝑈 −𝑊 

 باشد.کل پوسته است و شامل انرژی کرنشی خطی و غیرخطی می کرنشی انرژی 𝑈که در رابطه بالا، 

(1-32) 𝑈 = 𝑈1 + 𝑈2 

 باشد.انرژی کرنشی غیرخطی می 𝑈2انرژی کرنشی خطی و  𝑈1که 
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 صورت زیپرباشد که شامل کار نیروهای خارجی است و بهکار پتانسیل می 𝑊(، 33-1چنین در رابطه )هم

 شود.تعریف می

(1-31) W = 𝑊𝑏 +𝑊𝑠 +𝑊𝑝 

شپده بپر به ترتیب کار نیروهای خارجی حجمپی، سپطحی و متمرکپز اعمپال 𝑊𝑝و  𝑊𝑏 ،𝑊𝑠در رابطه بالا 

حجمپی، سپطحی و متمرکپز  گونپه کپار خپارجیباشد و چون در کار حاضر هیچای میاستوانه هایپوسته

𝑊) وجود ندارد کار پتانسیل برابر صفر است شدهاعمال = 0.) 

 المان 2و بردار بار حرارتي 1يمحاسبه ماتریس سفت 3-4-1

صورت زیر خطی است. در نتیجه انرژی کرنشی خطی به صورتکرنش به-ز پدیده کمانش رابطه تنشقول ا

 شود.نوشته می

(1-34) 
𝑈1 =

1

2
∫({𝜀𝑚}

𝑇{𝜎}) 𝑑𝑉

 

𝑉

 

صپورت زیپر تعریپف بردار کرنش است که برای یک جسم که در معرض بار حرارتی قرار دارد به {𝜀𝑚}که 

 شود.می

(1-35) {𝜀𝑚} = {𝜀𝐿} − {𝜀𝑇} 

 شود.صورت زیر بیان میباشد و بههای خطی میبردار کرنش {𝜀𝐿}که 

(1-36) {𝜀𝐿} = [𝐵𝐿]{𝑑𝑒} 

باشد که از توابع شپکل و مشپتقات آن تشپکیل می خطی جابجایی-ماتریس کرنش [𝐵𝐿]که در رابطه بالا 
                                                           
1 Stiffness matrix 
2 Thermal load vector 
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ای بپرای شده بردار تغییرمکان گرهطور که گفتههم همان {𝑑𝑒}نامه آمده است. و در پیوست پایان شودمی

 باشد.هر المان می

ی هپاتوان انپرژی کرنشپی خطپی پوسپته( می34-1( در )36-1( و )35-1(، )23-2گذاری روابط )با جای

 دست آورد.ای را بهاستوانه

 

(1-39) 

𝑈1 =
1

2
∫({𝑑𝑒}

𝑇[𝐵𝐿]
𝑇 − {𝛼}𝑇Δ𝑇)

 

𝑉

[𝐷]([𝐵𝐿]{𝑑𝑒} − {𝛼}Δ𝑇)𝑑𝑉

=
1

2
∫({𝑑𝑒}

𝑇[𝐵𝐿]
𝑇[𝐷][𝐵𝐿]{𝑑𝑒})𝑑𝑉

 

𝑉

−∫({𝑑𝑒}
𝑇[𝐵𝐿]

𝑇[𝐷]{𝛼}Δ𝑇)𝑑𝑉 +
1

2
∫({𝛼}𝑇[𝐷]{𝛼}(Δ𝑇)2)𝑑𝑉

 

𝑉

 

𝑉

 

 که روابط زیر را خواهیم داشت.

 

(1-38) 

[𝐾𝑒] = ∫([𝐵𝐿]
𝑇[𝐷][𝐵𝐿])𝑑𝑉

 

𝑉

 

 

{𝐹𝑒
𝑡ℎ} = ∫([𝐵𝐿]

𝑇[𝐷]{𝑎}Δ𝑇)𝑑𝑉

 

𝑉

 

𝐹𝑒}اُمین مد محیطی و  𝑚ماتریس سفتی هر المان برای  [𝐾𝑒]که 
𝑡ℎ} باشد.بردار بار حرارتی المان می 

 نویسیم.صورت زیر می( را به39-1بنابراین رابطه )

(1-37) 
𝑈1 =

1

2
{𝑑𝑒}

𝑇[𝐾𝑒]{𝑑𝑒} − {𝑑𝑒}
𝑇{𝐹𝑒

𝑡ℎ} +
1

2
∫({𝛼}𝑇[𝐷]{𝛼}(Δ𝑇)2)𝑑𝑉

 

𝑉
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صورت مجزا خواهد شد یعنی برای هپر به 𝑚با توجه به خوا  تعامد، ماتریس سفتی برای هر مد محیطی 

 شپود.تنها یک جمله از سری روریه باقی خواهد ماند و سایر جملات سپری صپفر مپیشماره مد محیطی، 

با اعمپال شپرایط مپرزی  3توان ماتریس سفتی یک المان را محاسوه کرد و بعد از مونتاژ کردنبنابراین می

 .دست آوردماتریس سفتی برای کل پوسته را به

 محاسبه ماتریس سفتي هندسي 3-4-2

 آوریم.دست میزیر به صورتبهگویند را کمانش میهای پیشکه به آن تنش اولیه هر المانهای بردار تنش

(1-20) {𝜎𝑒
∗} = [𝐷]([𝐵𝐿]{𝑑𝑒} − {𝛼}∆𝑇) 

-دهپد، رابطپه کپرنشی عمومی کمانش چون پدیده کمپانش رخ مپیآوردن معادلهدستدر ادامه برای به

 گردد.زیر محاسوه می صورتبههای غیرخطی جابجایی غیرخطی است و انرژی کرنش

(1-23) 
𝑈2 =

1

2
∫({𝜀𝑁𝐿}𝑇{𝜎∗}) 𝑑𝑉

 

𝑉

=
1

2
∫{(𝜀𝑥

𝑁𝐿)𝜎𝑥
0 + (𝜀𝜃

𝑁𝐿)𝜎𝜃
0 + (𝛾𝑥𝜃

𝑁𝐿)𝜏𝑥𝜃
0 } 𝑑𝑉

 

𝑉

 

𝜎𝑥که 
0 ،𝜎𝜃

𝜏𝑥𝜃و  0
هپای غیرخطپی های کرنشها عوارتهای اولیه ناشی از اعمال بار است. مطابق آنتنش 0

-صورت زیر بیان مپیمونای تئوری غیرخطی الاسیسیته بهصورت کامل و بر ای بهی استوانههابرای پوسته

 گردد.

(1-22) 
𝜀𝑥
𝑁𝐿 =

1

2
((
𝜕𝑢

𝜕𝑥
)
2

+ (
𝜕𝑣

𝜕𝑥
)
2

+ (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

) =
1

2
(𝑒11+
2 𝑒21+

2 𝑒31
2 ) 

                                                           
1 Assemble 
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𝜀𝜃
𝑁𝐿 =

1

2
(

1

𝑅 (1 +
𝑧
𝑅)
)

2

((
𝜕𝑣

𝜕𝜃
+ 𝑤)

2

+ (
𝜕𝑢

𝜕𝜃
)
2

+ (
𝜕𝑤

𝜕𝜃
− 𝑣)

2

)

=
1

2
(𝑒22+
2 𝑒12+

2 𝑒32
2 ) 

𝛾𝑥𝜃
𝑁𝐿 = (

1

𝑅 (1 +
𝑧
𝑅)
)((

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝜃
) + (

𝜕𝑣

𝜕𝑥
) (
𝜕𝑣

𝜕𝜃
+ 𝑤) + (

𝜕𝑤

𝜕𝑥
) (
𝜕𝑤

𝜕𝜃
− 𝑣))

= (𝑒11𝑒12 + 𝑒22𝑒21 + 𝑒31𝑒32) 

 

 آید.دست می( روابط زیر به22-1( در )8-2گذاری روابط )با جای

 

 

 

(1-21) 

𝑒11 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
=
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

+ 𝑧
𝜕𝛹𝑥
𝜕𝑥

−
4𝑎𝑧3

3ℎ2(𝑥)
(
𝜕𝛹𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕2𝑤0
𝜕𝑥2

) +
8𝑎𝛽𝑧3

3𝐿ℎ2(𝑥)
(𝛹𝑥 +

𝜕𝑤0
𝜕𝑥

) 

𝑒21 =
𝜕𝑣

𝜕𝑥
=
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

+ 𝑧
𝜕𝛹𝜃
𝜕𝑥

−
4𝑎𝑧3

3ℎ2(𝑥)
(
𝜕𝛹𝜃
𝜕𝑥

+
1

𝑅

𝜕2𝑤0
𝜕𝑥𝜕𝜃

)

+
8𝑎𝛽𝑧3

3𝐿ℎ2(𝑥)
(𝛹𝜃 +

1

𝑅

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

) 

𝑒31 =
𝜕𝑤

𝜕𝑥
=
𝜕𝑤0
𝜕𝑥

 

𝑒22 =
1

𝑅
(
𝜕𝑣

𝜕𝜃
+ 𝑤) =

1

𝑅
(
𝜕𝑣0
𝜕𝜃

+ 𝑧
𝜕𝛹𝜃
𝜕𝜃

−
4𝑎𝑧3

3ℎ2(𝑥)
(
𝜕𝛹𝜃
𝜕𝜃

+
1

𝑅

𝜕2𝑤0
𝜕𝜃2

) + 𝑤0) 

𝑒12 =
1

𝑅
(
𝜕𝑢

𝜕𝜃
) =

1

𝑅
(
𝜕𝑢0
𝜕𝜃

+ 𝑧
𝜕𝛹𝑥
𝜕𝜃

−
4𝑎𝑧3

3ℎ2(𝑥)
(
𝜕𝛹𝑥
𝜕𝜃

+
𝜕2𝑤0
𝜕𝑥𝜕𝜃

)) 

𝑒32 =
1

𝑅
(
𝜕𝑤

𝜕𝜃
− 𝑣) =

1

𝑅
(
𝜕𝑤0
𝜕𝜃

− 𝑣0 − 𝑧𝛹𝜃 +
4𝑎𝑧3

3ℎ2(𝑥)
(𝛹𝜃 +

1

𝑅

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

)) 

کپرنش تپوان هپای برشپی عرضپی، مپینظر کپردن از کپرنشده سندرز با ررض صرفشطوق تئوری ساده
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 .]55[ دست آوردصورت زیر بهغیرخطی را به

 

(1-24) 

𝜀𝑥
𝑁𝐿 =

1

2
𝑒31
2  

𝜀𝜃
𝑁𝐿 =

1

2
𝑒32
2  

𝛾𝑥𝜃
𝑁𝐿 = 𝑒31𝑒32 

 صورت زیر نوشت.به 𝑧های را بر حسب توان 𝑒32و  𝑒31می توانیم 

(1-25) 𝑒31 = 𝛽1𝑧
0 + 𝛾1𝑧

1 + 𝛼1𝑧
3 

𝑒32 = 𝛽2𝑧
0 + 𝛾2𝑧

1 + 𝛼2𝑧
3 

صپورت زیپر بپه 𝑧3و  𝑧0 ،𝑧1( ضپرایب 21-1( و مقایسه با روابط )24-1( در )25-1گذاری رابطه )با جای

 باشد.می

 

 

 

(1-26) 

𝛽1 =
𝜕𝑤0
𝜕𝑥

 

𝛽2 =
1

𝑅

𝜕𝑤0
𝜕𝑥

−
𝑣0
𝑅

 

𝛾1 = 0 

𝛾1 = −
Ψ𝜃
𝑅

 

𝛼1 = 0 

𝛼2 =
4𝑎

3𝑅ℎ2(𝑥)
(𝛹𝜃 +

1

𝑅

𝜕𝑤0
𝜕𝜃

) 
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های غیرخطی و رابطپه آن بپا جابجپایی توان بردار کرنش( می26-1( و )24-1اکنون با استفاده از رابطه )

 صورت زیر نوشت.ای را بهگره

(1-29) {𝜀𝑁𝐿}𝑇 = {𝛽1   𝛽2   𝛾1   𝛾2   𝛼1   𝛼2} 

(1-28) {𝜀𝑁𝐿} = [𝐵𝑁𝐿]{𝑑𝑒} 

باشپد کپه از توابپع شپکل و مشپتقات آن جابجایی غیرخطی مپی-ماتریس کرنش [𝐵𝑁𝐿]که در رابطه بالا 

ای هپر شده بپردار تغییرمکپان گپرهچه در قول گفتهمانند آن {𝑑𝑒}تشکیل شده و در پیوست آمده است.  

 باشد.المان می

 آید.دست میصورت زیر به( به23-1رابطه ) های اولیه دردر ادامه ماتریس تنش

(1-27) [𝜎∗] = [𝑧]𝑇[𝜎][𝑧] 

 نامه آمده است.در پیوست پایان [𝜎]و  [𝑧]های که ماتریس

-صورت زیپر بپه( به23-1( انرژی کرنشی غیرخطی در رابطه )28-1( و )27-1اکنون با استفاده از رابطه )

 آید.دست می

(1-10) 
𝑈2 =

1

2
∫({𝑑𝑒}

𝑇[𝐵𝑁𝐿]
𝑇[𝑍]𝑇[𝜎][𝑍][𝐵𝑁𝐿]{𝑑𝑒}) 𝑑𝑉

 

𝑉

 

 نویسیم.صورت زیر میرابطه بالا را به



41 

(1-13) 𝑈2 =
1

2
{𝑑𝑒}

𝑇[𝐾𝐺𝑒]{𝑑𝑒} 

 شود.صورت زیر بیان میباشد و بهماتریس سفتی هندسی المان می [𝐾𝐺𝑒] که

(1-12) 
[𝐾𝐺𝑒] = ∫([𝐵𝑁𝐿]

𝑇[𝑍]𝑇[𝜎][𝑍][𝐵𝑁𝐿]) 𝑑𝑉

 

𝑉

 

 ایمال اصل حداقل انرژی پتانریل 3-4-3

 .شودصورت زیر بیان میپتانسیل که تحت بارگذاری حرارتی است بهی انرژی اکنون رابطه

(1-11) 
Π = 𝑈1 + 𝑈2 =

1

2
{𝑑𝑒}

𝑇[𝐾𝑒]{𝑑𝑒} − {𝑑𝑒}
𝑇{𝐹𝑒

𝑡ℎ} +
1

2
∫({𝛼}𝑇[𝐷]{𝛼}(𝛥𝑇)2)𝑑𝑉

 

𝑉

+
1

2
{𝑑𝑒}

𝑇[𝐾𝐺𝑒]{𝑑𝑒} 

ییرمکپانی از نقطپه نظپر هپای تغطوق قضیه انرژی پتانسیل حداقل، برای یک سیستم از میان تمام میدان

کند که انرژی پتانسپیل کپل را هستند، آن میدان تغییرمکانی شرایط تعادل را ارضا می قوولهندسی قابل

 Πسپازی این اساس با مینپیممتعادل پایدار خواهد بود. بر  اکسترمم کند و اگر شرایط حداقل برقرار باشد،

 باشد.صورت زیر مینسوت به بردار جابجایی، معادله استاندارد مربوط به اجزای محدود به

(1-14) [𝐾𝑒]{𝑑𝑒} + [𝐾𝐺𝑒]{𝑑𝑒} = {𝐹𝑒} 

در تحلیپل خطپی بعد از مونتاژ ماتریس سفتی، ماتریس سفتی هندسی و بپردار نیپرو بپرای کپل پوسپته 



44 

 ررم زیر خواهد شد.استاتیکی معادله به

(1-15) [𝐾]{𝑑} = {𝐹} 

-زیپر بپهصپورت انش حرارتی را بهکممعادله تعادل  توانمی، {𝑑}دست آوردن بردار تغییر مکان پس از به

 دست آورد.

(1-16) |[𝐾] + ΔT𝑐𝑟[𝐾𝐺
∗]𝑇|{𝑑} = 0 

𝐾𝐺]که 
∗]𝑇 باشد.می ماتریس سفتی هندسی کل بر اثر ارزایش دمای واحد 

 گیری یددی به روش گوسانتگرال 3-5

های موجود روی حجم شده است. انتگرال ارزارهای میپل و متلب استفادهنامه برای حل از نرمدر این پایان

ارزار میپل گررته و بپرای را با نرم 𝜃بوده که انتگرال در راستای  𝑧و  𝑥 ،𝜃های گانه در جهتصورت سهو به

 شده است. ارزار متلب و روش عددی گوس استفادهاز نرم 𝑧و  𝑥انتگرال در راستای 

( مختصپات 3-1) شپده اسپت. در جپدول گیری گوس، در هر جهت چهار نقطه درنظر گررتهبرای انتگرال

 صورت زیر آمده است.( به𝑤𝑖) ( و وزن نقاط گوسی𝑥𝑖) نقاط گوسی

 ( مختصات و وزن نقاط گوسی3-1) جدول

 (𝑤𝑖)وزن نقاط گوسی                            (𝑥𝑖مختصات نقاط گوسی)                           تعداد نقاط گوسی         

4                                                    𝑥1, 𝑥4 = ±0.8611363116                         0.3478548451 

                                                       𝑥2, 𝑥3 = ±0.3399810436                          0.6521451549                     
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 هپایتپوان رابطپهگیری عددی گوس میبا میپل و با توجه به انتگرال 𝜃گیری جهت انتگرال اکنون پس از

 صورت زیر بازنویسی کرد.( را به12-1( و )1-38)

(1-19) 
[𝐾𝑒] ≅ ∑∑𝑤𝑖𝑤𝑗[𝐵𝐿(𝑠𝑖, 𝑧𝑗)]

𝑇
4

𝑗=1

4

𝑖=1

[𝐷][𝐵𝐿(𝑠𝑖, 𝑧𝑗)]|𝐽| 

(1-18) 
{𝐹𝑒

𝑡ℎ} ≅∑∑𝑤𝑖𝑤𝑗[𝐵𝐿(𝑠𝑖, 𝑧𝑗)]
𝑇

4

𝑗=1

4

𝑖=1

[𝐷]{𝑎(𝑠𝑖, 𝑧𝑗)}∆𝑇|𝐽| 

(1-17) 
[𝐾𝐺𝑒] ≅∑∑𝑤𝑖𝑤𝑗[𝐵𝑁𝐿(𝑠𝑖, 𝑧𝑗)]

𝑇
[𝑍𝑗]

𝑇
[𝜎][𝑍𝑗][𝐵𝑁𝐿(𝑠𝑖, 𝑧𝑗)]|𝐽|

4

𝑗=1

4

𝑖=1

 

 که داریم:

(1-40) |𝐽| =
𝑑𝑥

𝑑𝑠
= 𝑙 
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 فصل چهارم

 نتایج
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 مقدمه 4-1

مسأله، معادله کمانش و کدهای مربپوط، نتپایج کمپانش حرارتپی  بندیاین رصل پس از نوشتن ررمولدر 

 شده است. ای متغیّر تابعی جدار متغیّر ارائهی استوانههاپوسته

 های مکانیکي و حرارتي مواد متغیّر تابعيمشخصه 4-2

که راز رلزی آن از شده است  سرامیکی ساختهراز رلزی و متغیّر تابعی مورد نظر از دو  همادّ در کار حاضر،

شپده تشپکیل  5و سیلیکون نیترید 4، زیرکونیا1و راز سرامیکی آن از آلومینا 2و آلیاژتیتانیوم 3رولاد ضدزنگ

 .شده استها بیان و نحوه چینش لایه رلزی و سرامیکی آن سه نوع مادّه معرری (3-4در جدول ) است.

 متغیّر تابعی در کار حاضر ( نحوه چینش مواد3-4) جدول

 راز رلزی               راز سرامیکی               لایه درونی               لایه بیرونی       ای متغیّر تابعی استوانههایپوسته

 رلزی                 سرامیکی        ماده الف                       رولاد ضدزنگ              آلومینا                        

 رلزی     زیرکونیا                     سرامیکی                   ماده ب                        آلیاژ تیتانیوم                    

 سرامیکی                      رلزی                           رولاد ضدزنگ           سیلیکون نیتریدماده پ                                  

 

مقادیر مدول یانگ، ضریب انوساط حرارتی و ضریب پواسون برای مواد رلپزی و  (2-4) چنین در جدولهم

 .]56[ صورت زیر آمده استسرامیکی به

 

 

                                                           
1 SUS304 
2 Ti-6Al-4V 
3 Al2O3 
4 ZrO2 
5 Si3N4 
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 ]56[ ( مدول یانگ، ضریب انوساط حرارتی و ضریب پواسون برای مواد رلزی و سرامیکی2-4) جدول

)𝐸 جنس
𝑁

𝑚2
) 𝛼(

1

℃
) 𝜗 

201.04 رولاد ضدزنگ × 109 12.330 × 10−6 0.3262 

122.56 آلیاژ تیتانیوم × 109 7.5788 × 10−6 0.2884 

348.43 سیلیکون نیترید × 109 5.8723 × 10−6 0.24 

349.55 آلومینا × 109 6.8269 × 10−6 0.26 

244.27 زیرکونیا × 109 12.766 × 10−6 0.2882 

 

 شرایط مرزی 4-3

شپده اسپت. در شپرایط مپرزی دوسپر  دو شرط مرزی دوسر ساده و دوسر گیردار استفادهدر کار حاضر از 

 𝛹𝜃و  𝛹𝑥های آزادی باشد و در شرایط مرزی دوسر ساده رقط درجههای آزادی صفر میگیردار تمام درجه

 های آزادی صفر هستند.باز بوده و بقیه درجه

  شرایط مرزی دوسر گیردار 

(4-3) 𝑢0 = 𝑣0 = 𝑤0 = 𝛹𝑥 = 𝛹𝜃 = 0 

 شرایط مرزی دوسر ساده  

(4-2) 𝑢0 = 𝑣0 = 𝑤0 = 0 

 شده است. استفاده S-Sو  C-Cهای ساده به ترتیب از عوارت مرزی دوسر گیردار ودر ادامه برای شرایط 
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 ای متغیّر تابعي جدار متغیّری استوانههاتحلیل کمانش حرارتي پوسته 4-4

( 16-1)ای و با رابطپه ی استوانههاهندسی کل برای پوستهبا داشتن ماتریس سفتی کل و ماتریس سفتی 

آمده از کدنویسی نرم ارزار متلب، دستتوان دمای بحرانی کمانش را محاسوه کرد. برای درستی نتایج بهمی

 شده است. ای بررسیی استوانههاابتدا همگرایی نتایج کمانش حرارتی  پوسته

و همگرایی بر مونای تئوری تغییر شکل برشی مرتوه سوم و  باشدف میشده از مادّه الجنس پوسته انتخاب

صپورت بپه( 1-4در جدول ) چنین سایر پارامترهای ورودیهم( بررسی شده است. LTD) توزیع دما خطی

 شده است. زیر آورده

 شده برای بررسی همگرایی( پارامترهای ورودی استفاده1-4) جدول

Boundary condition            𝜇              𝛽               𝑛              ℎ0(𝑚)             
𝐿

𝑅
                   

𝑅

ℎ0
     

                 C-C                                       0.5            0.2            0.5               0.005           0.5              400 

 

ای متغیّر تابعی جدار متغیّر را نشان استوانه یها( نمودار همگرایی دمای بحرانی کمانش پوسته3-4)شکل 

رایپی خپوبی ارپزار متلپب از همگشده در نپرمشود که کد نوشتهدهد. با توجه به این شکل مشاهده میمی

ای های گپرهکردن جابجاییشده برای مدل یاب انتخابتوان نتیجه گررت که تابع درونمی برخوردار است.

شپده  المپان اسپتفاده 50مناسب است. در ادامه برای بالا بردن دقت در تحلیل کمانش حرارتی از تعپداد 

 .است
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 ای متغیّر تابعی جدار متغیّری استوانهها( همگرایی دمای بحرانی کمانش پوسته3-4شکل )

 

هپای ای متغیّر تابعی جدار ثابت با مرجعی استوانههاپس از بررسی همگرایی، نتایج کمانش حرارتی پوسته

پ انجام شده اسپت. دمپای محپیط مادّه این مقایسه، برای دو مادّه ب و  شده است. مقایسه ]17[و  ]37[

چنین این مقایسه بر مونای تئوری تغییر شکل برشی مرتوه سوم و توزیع دمپا هم درجه کلوین است. 100

 باشند.صورت زیر می( به4-4و سایر پارامترهای ورودی در جدول )باشد ( میUTD) یکنواخت

 جدار ثابت یتابع ریّمتغ ایاستوانه هایپوسته یکمانش حرارت جینتای برا( پارامترهای ورودی 4-4) جدول

Boundary condition            𝜇              𝛽                        ℎ0(𝑚)             
𝐿2

𝑅ℎ0
                   

𝑅

ℎ0
     

                 C-C                                       0              0                            0.005             300                400 

 

جدار ثابت بپرای ای متغیّر تابعی ی استوانهها( مقادیر دمای بحرانی کمانش حرارتی پوسته5-4در جدول )

باشپد. آمده بر حسپب درجپه کلپوین مپیدستآمده است. دماهای به ]17[و  ]37[های مرجع کار حاضر و
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-هپا مپیشده در حل تحلیلی آنهای عددی استفادهها و روشدلیل تفاوت در تئوریآمده بهاختلاف پیش

  . باشد

شکل برشی مرتوه سوم استفاده نمود و  شرعیات از روش اجزای محدود طوق تئوری تغییر ]37[در مرجع 

 .نمود ها استخراجنتایج را به کمک روش تحلیلی و طوق تئوری کلاسیک پوستهشن  ]17[ در مرجع

 ای متغیّر تابعی جدار ثابتاستوانه های( برای پوسته𝐾( مقایسه دمای بحرانی کمانش حرارتی)5-4) جدول

 ]17 [مرجع                             ]37 [مرجع    کار حاضر                                       𝑛جنس پوسته           

                                 0                       395                                       336                                              386        

                              0.5                            416                                       381                                              406        

                        418                                              388                                       429                            1      ماده پ        

                                 2                            444                                     417                                                432                

                                  3                            453                                       433                                              440      

                                  5                            464                                       443                                              450       

                                 0                      378                                       336                                              371       

                              0.5                            395                                       351                                              388        

                         399                                              358                                       408                           1        ماده ب       

                                 2                            429                                      385                                               417               

                                  3                            443                                       392                                              430       

                                  5                            461                                       415                                              447        

 

 ]37[ بپا مرجپع ای متغیّر تابعی جدار متغیّری استوانههانتایج کمانش حرارتی پوستهمقایسه ( 2-4شکل )

𝛽 باشد.می = 𝜇و  0.2− =  این مقایسه بر مونپای تئپوری تغییپربوده و  شرایط مرزی گیردار باشد.می 0

دلیپل تفپاوت در آمپده بپهپپیش فاخپتلا .باشد( میUTD) شکل برشی مرتوه سوم و توزیع دما یکنواخت

 باشد.های عددی میروش
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 ای متغیّر تابعی جدار متغیّر  استوانه های( نتایج کمانش حرارتی پوسته2-4شکل )

 

جپنس مپادّه در هپر توزیع دما و شود. اکنون تأثیر پارامترهای مختلف بر دمای بحرانی کمانش بررسی می

( آمده است و اگر پارامتری تغییر کپرده 6-4و سایر پارامترهای ورودی در جدول ) است قسمت بیان شده

 شده است. باشد در بخش موردنظر ذکر

 ای متغیّر تابعی جدار متغیّراستوانه هایبرای تحلیل کمانش حرارتی پوسته پارامترهای ورودی( 6-4) جدول

Boundary condition            𝜇              𝛽               𝑛              ℎ0(𝑚)             
𝐿

𝑅
                   

𝑅

ℎ0
     

                 C-C                                         -0.5          -0.2            1                0.005           0.5              400 

 

مرتوپه تئوری تغییر شپکل برشپی ( و FSDT) های تغییر شکل برشی مرتوه اول( تأثیر تئوری1-4شکل )

𝛽های در حالت( TSDT)سوم  = 𝛽و  0.2+ = ای ای اسپتوانههپپوسته بر دمای بحرانی کمانش را 0.2−
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ع مپادّه الپف ای از نپوی استوانهدهد. جنس پوستهبر حسب مد محیطی نشان می متغیّر تابعی جدار متغیّر

های مرتوپه اول و مرتوپه اختلاف بین تئوری 30شود تا مد محیطی با توجه به شکل مشاهده می باشد.می

دهد در تئوری شود که نشان میبه بعد اختلاری مشاهده می 30ولی از مد محیطی  استسوم بسیار ناچیز 

𝛽چنین در حالت همتر است. مرتوه سوم دمای بحرانی کمانش بیش = در  دلیل ارپزایش ضپخامتبه 0.2

𝛽دمای بحرانی در حال ارزایش و در حالت  راستای محوری پوسته = در  دلیل کپاهش ضپخامتبه 0.2−

 باشد.دمای بحرانی کمانش در حال کاهش می راستای محوری پوسته

 

تابعی جدار متغیّر بر مونای تئوری تغییر شکل برشی ای متغیّر استوانه هایبر کمانش حرارتی پوسته β( تأثیر 1-4شکل )

 مرتوه اول و مرتوه سوم

 

های تغییر شپکل برشپی ای متغیّر تابعی جدار متغیّر با تئوریی استوانهها( تأثیر جنس پوسته4-4شکل )

مشپاهده دهد. با توجه بپه شپکل را بر دمای بحرانی کمانش نشان می 𝛽اول و مرتوه سوم بر حسب مرتوه 

تر از شود که درتئوری تغییر شکل برشی مرتوه سوم دمای بحرانی کمانش در هر دو مادّه الف و ب بیشمی
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تپوان ضپریب ( مپی7-2ی )( و رابطپه2-4با توجه بپه جپدول )تئوری تغییر شکل برشی مرتوه اول است. 

تر از مادّه الف است شضریب انوساط حرارتی مادّه ب بی انوساط حرارتی مادّه الف و ب را محاسوه کرد که

و بپا  تپر از مپادّه الپف اسپتمقاومت آن در برابر دمای کمانش کم شود که مشاهده می و با توجه به شکل

شود که برای هر دو مشاهده می چنینهم .مثوت می توان تا حدی این کاهش دما را جوران کرد 𝛽انتخاب 

 ضپخامت ارپزایش) 𝛽تئوری تغییر شکل برشی مرتوه اول و مرتوه سوم  ارزایش  ر دو مادّه الف و ب در ه

 شده است. در ادامه کار از مادّه الف استفاده شود.باعث بهوود دمای کمانش می (محوری راستای در پوسته

 

متغیّر بر مونای تئوری تغییر ای متغیّر تابعی جدار استوانه های( تأثیر جنس مادّه بر کمانش حرارتی پوسته4-4شکل )

 شکل برشی مرتوه اول و مرتوه سوم

 

را بر دمای بحرانی کمانش  (LTD) و توزیع دما خطی (UTD) توزیع دما یکنواخت در 𝜇 ( تأثیر5-4شکل )

بر مونپای تئپوری تغییپر ای ی استوانهدهد. پوستهای متغیّر تابعی جدار متغیّر نشان میاستوانه هایپوسته

𝛽باشد و برشی مرتوه اول می شکل = شود که در حالت توزیپع با توجه به شکل مشاهده میاست.  0.2+
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شپود کپه بپا چنپین مشپاهده مپیتر است. هپمدما خطی دمای کمانش از حالت توزیع دما یکنواخت بیش

یابپد. پپس بهتپر کاهش مپی کمانش بحرانی دمای دلیل ارزایش ضریب انوساط حرارتیبه 𝜇ارزایش مقدار 

 کاهش دمای کمانش را جوران کرد.تا حدی  𝜇است با انتخاب یک مقدار منفی برای 

 

 ای متغیّر تابعی جدار متغیّراستوانه هایو توزیع دماهای خطی و یکنواخت بر کمانش حرارتی پوسته μ( تأثیر 5-4شکل )

 

های تغییر شکل برشپی مرتوپه اول و با تئوری تأثیر شرایط مرزی دوسر ساده و دوسر گیردار( 6-4) شکل

 دهد.نشان می 𝛽 بر حسبجدار متغیّر ای متغیّر تابعی ی استوانههاکمانش حرارتی پوستهبر را  مرتوه سوم

 دوسر مرزی شرایط اعمال که گررت نتیجه توانمی شکل به توجه با باشد.صورت خطی میتوزیع دما به

 دهپد،مپی کپاهش را سازه پایداری و دارد تریبیش پذیریانعطاف گاهتکیه نوع این کهایندلیل به ساده

 .شد خواهد کمانش بحرانی دمای کاهش باعث
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 راسپتای در ضپخامت ارپزایش بپا سادهمرزی دوسر  شرایط حالت در است مشخص شکل در که طورهمان

 صپادق قضپیه ایپن نیپز دوسرگیردار حالتد داد. در بهوو را کمانش دمای حدی تا توانمی پوسته محوری

ی منفپ مقادیرشود. انتخاب می ترکم کمانش دمای بر مرزی شرایط تأثیر ضخامت ارزایش با همچنین است،

𝛽 چنپین هپم .شپد خواهپد شرایط مرزی دوسر گیردار و ساده باعث کاهش دمای کمانش حالت دو هر در

 دوسر گیردار و سپاده مرزیی مرتوه سوم در هر دو حالت شرایط دمای کمانش در تئوری تغییر شکل برش

 تر است.از تئوری تغییر شکل برشی مرتوه اول بیش

 

 

ای متغیّر تابعی جدار متغیّر بر مونای تئوری تغییر استوانه های( تأثیر شرط مرزی بر کمانش حرارتی پوسته6-4شکل )

 شکل برشی مرتوه اول و مرتوه سوم

 

کمپانش بر را در تئوری تغییر شکل برشی مرتوه اول و مرتوه سوم  به شعاع طول تأثیر نسوت (9-4)شکل 

صورت یکنواخت اسپت. دهد. توزیع دما بهجدار متغیّر نشان میای متغیّر تابعی ی استوانههاحرارتی پوسته
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دو تئوری تغییر شکل برشی مرتوپه  در هربا ارزایش طول دمای کمانش شود با توجه به شکل مشاهده می

 کند.کاهش پیدا میاول و مرتوه سوم 

 

 ای متغیّر تابعی جدار متغیرّاستوانه های( تأثیر نسوت طول به شعاع بر کمانش حرارتی پوسته9-4شکل )

 

انون ( و ضپریب قپ𝛽) (، پارامتر تغییپر ضپخامت𝑛) زمان تأثیر توان نسوت حجمیدر ادامه برای تحلیل هم

 زیر صورتبه ]37[ حرارتی کمانش بار ضریب عنوانبه پارامتری توانمیکمانش ( بر دمای بحرانی 𝜇) نمایی

 .کرد تعریف

(4-1) ℷ𝑐𝑟 =
∆𝑇𝑐𝑟

∆𝑇𝐵𝑎𝑠𝑒𝑙𝑖𝑛𝑒
 

 صفر است. 𝜇و یا  𝛽 ،𝑛ازای  به بحرانی دمای ارزایش مقدار   𝑇𝐵𝑎𝑠𝑒𝑙𝑖𝑛𝑒∆بالا رابطه در که

تئوری  دهد.نشان می را بر ضریب بار حرارتی کمانش 𝜇و  𝛽را به ازای مقادیر مختلف  𝑛تاثیر ( 8-4شکل )

کپاهش ضپخامت پوسپته در  در حالپت صورت یکنواخت است.تغییر شکل برشی مرتوه اول و توزیع دما به



57 

𝛽) جهت محوری <  دایپکمپانش کپاهش پی دما ای،استوانه هایپوسته یریپذانعطاف شیارزا لیدلبه( 0

𝜇چنین در حالپت )شود. هماین کاهش جوران می 𝑛که با ارزایش مقدار  کندیم >  شیارپزا لیپدلبپه( 0

منفی با کاهش ضریب انوسپاط حرارتپی  𝜇است و در حالت  حرارتی دمای کمانش کم شده انوساط بیضر

 دمای کمانش ارزایش یارته است.

 

 ای متغیّر تابعی جدار متغیّراستوانه هایبر کمانش حرارتی پوسته βو  μ( تأثیر پارامترهای 8-4شکل )

 

های مختلف را در تئوری تغییر شکل برشی مرتوه اول تأثیر پارامتر تغییر ضخامت برای طول( 7-4شکل )

قول مشپخص در نتایج  شده است. صورت یکنواخت درنظر گررتهدهد. توزیع دما بهو مرتوه سوم نشان می

-ای دمای کمانش کاهش پیدا میی استوانههاتر پوستهپذیری بیشدلیل انعطافبا ارزایش طول بهشد که 

توان با ارزایش ضخامت های بالا میای با طولاستوانه هایکند. با توجه به شکل مشخص است برای پوسته

β) پوسته در جهت محوری > شود مشاهده میچنین ( از میزان کاهش دمای کمانش جلوگیری کرد. هم0

 دهد. های کم استفاده از مقادیر منفی دمای بحرانی کمانش را کاهش میدر طول
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ای متغیّر تابعی جدار متغیّر بر مونای استوانه هایو نسوت طول به شعاع بر کمانش حرارتی پوسته β( تأثیر 7-4شکل )

 تئوری تغییر شکل برشی مرتوه اول و مرتوه سوم

 

شپکل الپف از  در. دهپدهای مختلف نشان میشعاعر حسب را بتغییر ضخامت پارامتر تأثیر ( 30-4شکل )

در هپر دو  شده است. تئوری تغییر شکل برشی مرتوه اول و در شکل ب از توزیع دمای یکنواخت استفاده

کمانش دمای ای ی استوانههادلیل ارزایش سفتی پوستهبهشود با کاهش شعاع شکل الف و ب مشاهده می

𝑅 یابد و با ارزایش نسوتارزایش می
ℎ0
 ضپخامت با ارپزایش مقپدارکه  یابدکمانش کاهش میبحرانی دمای  

(𝛽 > در هپر دو مقپدار نسپوت  شکل الفچنین در هم جلوگیری کرد. ی کمانشتوان از کاهش دمامی( 0

در تر از توزیع دما یکنواخت است و در توزیع دما خطی بیش کمانش بحرانی دمایشعاع به ضخامت اولیه، 

در تئوری تغییر شکل برشی  شعاع به ضخامت اولیه،های در تمام نسوت دمای بحرانی کمانشب هم  شکل

 تر از مرتوه اول است.مرتوه سوم بیش
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 بر مونای توزیع دمای خطی و یکنواختدمای کمانش  -الف

 

 
 مرتوه اول و مرتوه سوم تغییر شکل برشی هایبر مونای تئوریدمای کمانش  -ب

 

ای متغیّر استوانه هایسوت شعاع به ضخامت بر کمانش حرارتی پوستهتأثیر پارامتر تغییر ضخامت و ن( 30-4شکل )

 تابعی جدار متغیّر
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 فصل پنجم

 هاها و پیشنهادگیرینتیجه
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 مقدمه 5-1

تپأثیر  نتپایج خلاصپه بررسی به اول قسمت دراست.  نهادهاییپیش ارائه و نتایج بخش دو شامل رصل این

 دره اسپت و شد پرداخته پوسته جنس و هندسی و مرزی شرایط ر،متغیّ جداره مانند گوناگون پارامترهای

 .است شده ارائه حاضر کار راستای در نتایج تربیش گستردگی برای پیشنهادهایی دوم قسمت

 خلاصه نتایج 5-2

 صورت زیر گردآوری شده است.خلاصه نتایج به

 هاپاسخ همگرایی در موردنیاز المان تعداد کاهش باعث تحلیلینیمه محدود المان روش از استفاده 

 است. شده

 وری تغییپر شپکل تر از تئتئوری تغییر شکل برشی مرتوه سوم بیشطور کلی دمای کمانش در به

 برشی مرتوه اول است.

 تر از توزیع دمای یکنواخت و تقریوا در تمام نتایج دمای کمانش در حالت توزیع دمای خطی بیش

 دو برابر آن است.

 انتخاب طور کلی بهβ دمپای  ارپزایشباعپث  )ارزایش ضخامت پوسپته در جهپت محپوری( مثوت

 دمای کمپانش کاهشضخامت پوسته در جهت محوری( باعث  کاهش) منفی βانتخاب  وکمانش 

 شود.می

  که انتخاب طوریای دارد بهی استوانههاتأثیر زیادی بر ررتار کمانش حرارتی پوسته شرایط مرزی

 شود.میپذیرتر پایداری سازه را کاهش داده و باعث کاهش دمای کمانش های انعطافگاهتکیه

  ّتر استکم یدارد مقاومتش در برابر کمانش حرارت یرتشیب یانوساط حرارت بیکه ضر یاهماد. 
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  استفاده از𝜇 دلیل ارزایش ضریب انوساط حرارتی باعث کاهش دمای کمانش و مثوت به𝜇  منفپی

 شود.دلیل کاهش ضریب انوساط حرارتی باعث ارزایش دمای کمانش میبه

 شودیکمانش م یدما شیباعث ارزا ینسوت توان حجم شیارزا. 

 کند که بپا ارپزایش ضپخامت در طور کلی با ارزایش طول پوسته دمای کمانش کاهش پیدا میبه

 شود.جهت محوری پوسته از این کاهش دما جلوگیری می

 جهت توان با ارزایش ضخامت در کند که میبا ارزایش شعاع پوسته دمای کمانش کاهش پیدا می

 محوری پوسته این کاهش دما را بهوود بخشید.

 هاپیشنهاد 5-3

-احسپاس مپی یترهای بیشبا توجه به کابرد گسترده پوسته در صنایع مختلف انجام مطالعات و پژوهش

 ن پیشنهاد کرد.تواشود. موارد زیر را برای ادامه کار می

 جپداره کپرویای، مخروطپی و اسپتوانه هپایپوسپته ترمومکپانیکی و مکپانیکی کمپانش تحلیپل 

 رمتغیّ

 ای متغیّر تابعی جدار متغیّرهای استوانهتحلیل غیر خطی کمانش ترمومکانیکی پوسته 

 ها یبا انواع گشودگ ریّجداره متغ یپوسته مخروط یکیکمانش ترمومکان لیتحل  

 کننده تیتقو یدارا ریّجداره متغ یپوسته مخروط یکیپس کمانش ترمومکان لیتحل 

 یحل عدد هایاستفاده از روش یجاب یلیحل تحل یهااستفاده از روش 
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 ها:پیوست

 پیوست الف:

 ر:متغیّ ای جداری استوانههای پوستهجایی خطجابه-ماتریس کرنش

 

𝐵𝐿
𝑖 =

[
 
 
 
 
 
 𝐵11

(𝑖)

𝐵21
(𝑖)

𝐵31
(𝑖)

𝐵41
(𝑖)

𝐵51
(𝑖)

   

𝐵12
(𝑖)

𝐵22
(𝑖)

𝐵32
(𝑖)

𝐵42
(𝑖)

𝐵52
(𝑖)

   

𝐵13
(𝑖)

𝐵23
(𝑖)

𝐵33
(𝑖)

𝐵43
(𝑖)

𝐵53
(𝑖)

   

𝐵14
(𝑖)

𝐵24
(𝑖)

𝐵34
(𝑖)

𝐵44
(𝑖)

𝐵54
(𝑖)

   

𝐵15
(𝑖)

𝐵25
(𝑖)

𝐵35
(𝑖)

𝐵45
(𝑖)

𝐵55
(𝑖)
]
 
 
 
 
 
 

 

 

𝐵11
(𝑖)
= 𝑒𝑖𝑐 

𝐵12
(𝑖) = 0 

𝐵13
(𝑖) =

4𝑎𝑧3

3𝐿ℎ2(𝑥)
(2𝛽𝑒𝑖 − 𝑦𝑖𝐿)𝑐 

𝐵14
(𝑖) = (𝑧𝑒𝑖 +

4𝑎𝑧3

3𝐿ℎ2(𝑥)
(2𝛽𝑁𝑖 − 𝑒𝑖𝐿)) 𝑐 

𝐵15
(𝑖)
= 0 

𝐵21
(𝑖) = 0 

𝐵22
(𝑖) =

𝑚𝑁𝑖
𝑅

𝑐 
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𝐵23
(𝑖) = (

𝑁𝑖
𝑅
+
4𝑎𝑚2𝑧3𝑁𝑖
3𝑅2ℎ2(𝑥)

) 𝑐 

𝐵24
(𝑖) = 0 

𝐵25
(𝑖) = (

𝑚𝑧𝑁𝑖
𝑅

−
4𝑎𝑚𝑧3𝑁𝑖
3𝑅ℎ2(𝑥)

) 𝑐 

𝐵31
(𝑖) = 0 

𝐵32
(𝑖) = 0 

𝐵33
(𝑖) = (𝑒𝑖 −

4𝑎𝑧2𝑒𝑖
ℎ2(𝑥)

) 𝑐 

𝐵34
(𝑖) = (𝑁𝑖 −

4𝑎𝑧2𝑁𝑖
ℎ2(𝑥)

) 𝑐 

𝐵35
(𝑖) = 0 

𝐵41
(𝑖) = 0 

𝐵42
(𝑖) = −

𝑁𝑖
𝑅
𝑠 

𝐵43
(𝑖) = (

4𝑎𝑚𝑧2𝑁𝑖
𝑅ℎ2(𝑥)

−
𝑚𝑁𝑖
𝑅

−
4𝑎𝑚𝑧3𝑁𝑖
3𝑅2ℎ2(𝑥)

) 𝑠 

𝐵44
(𝑖) = 0 

𝐵45
(𝑖) = (𝑁𝑖 −

𝑁𝑖𝑧

𝑅
−
4𝑎𝑧2𝑁𝑖
ℎ2(𝑥)

+
4𝑎𝑧3𝑁𝑖
3𝑅ℎ2(𝑥)

) 𝑠 

𝐵51
(𝑖) = −

𝑚𝑁𝑖
𝑅

𝑠 

𝐵52
(𝑖) = 𝑒𝑖𝑠 
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𝐵53
(𝑖) = (

8𝑎𝑚𝑧3𝑒𝑖
3𝑅ℎ2(𝑥)

−
8𝑎𝑚𝛽𝑧3𝑁𝑖
3𝑅𝐿ℎ2(𝑥)

) 𝑠 

𝐵54
(𝑖) = (

4𝑎𝑚𝑧3𝑁𝑖
3𝑅ℎ2(𝑥)

−
𝑚𝑧𝑁𝑖
𝑅

) 𝑠 

𝐵55
(𝑖) = (𝑧𝑒𝑖 +

4𝑎𝑧3

3𝐿ℎ2(𝑥)
(2𝛽𝑁𝑖 − 𝑒𝑖𝐿)) 𝑠 

 

𝐵𝐿 = [𝐵𝐿
1     𝐵𝐿

2     𝐵𝐿
3] 

 پیوست ب: 

 ای جدار متغیّر:ی استوانههاپوستهجابجایی غیرخطی برای -ماتریس کرنش

𝐵𝑁𝐿
𝑖 =

[
 
 
 
 
 
0
0
0
0
0
0

                

0
−𝑁𝑖/𝑅
0
0
0
0

   

𝑒𝑖𝑐
−𝑚𝑁𝑖/𝑅

0
0
0

−4𝑚𝑁𝑖𝑠/3𝑅
2ℎ2(𝑥)

     

0
0
0
0
0
0

            

0
0
0

−𝑁𝑖𝑠/𝑅
0

4𝑁𝑖𝑠/3𝑅ℎ
2(𝑥)]

 
 
 
 
 

 

 

𝐵𝑁𝐿 = [𝐵𝑁𝐿
1      𝐵𝑁𝐿

2      𝐵𝑁𝐿
3 ] 

𝑖در روابط بالا  = 𝑐شماره گره المان،  1,2,3 = cos (𝑚𝜃) ،𝑠 = sin (𝑚𝜃) و 𝑚 شماره مد محیطی مپی-

 آیند.دست میصورت زیر بهباشند که بهمی 𝑥مشتق اول و دوم توابع شکل نسوت به  𝑦𝑖و  𝑒𝑖 باشند.

𝑒𝑖 =
𝜕𝑁𝑖
𝜕𝑥

=
𝜕𝑁𝑖
𝜕𝑠

1

|𝐽|
=
𝜕𝑁𝑖
𝑙𝜕𝑠

 

𝑦𝑖 =
𝜕2𝑁𝑖
𝜕𝑥2

1

|𝐽|2
=
𝜕2𝑁𝑖
𝑙2𝜕𝑥2
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 پیوست ج:

 ای جدار متغیّر:ی استوانههابرای پوسته [𝜎]ماتریس 

 

[𝜎] = [
𝜎𝑥
𝜏𝑥𝜃

       
𝜏𝑥𝜃
𝜎𝜃
] 

 ای جدار متغیّر:ی استوانههابرای پوسته [𝑍]ماتریس 

 

[𝑍] = [
1
0
   
0
1
   
𝑧
0
   
0
𝑧
   𝑧

3

0
   
0
𝑧3
] 
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Abstract 

In this thesis, the thermal buckling of the functional variable cylindrical shell with a variable wall 

is studied. The mechanical and thermal properties of the shell in the direction of the thickness and 

axis of the shell are continuously changed. Strain-displacement equations are based on the shear 

deformation theory. Two kinds of temperature distribution consist of uniform and linear 

distribution is considered. The critical temperature of the buckling is calculated with the semi-

analytical finite element method using the minimum potential energy principle. The boundary 

conditions are simply supported and fully clamped. The effect of different parameters including 

the distribution of properties of functional variable materials, changes in the thickness of the wall, 

different boundary conditions, length ratio to radius, radius ratio to thickness and changes in the 

exponential-law coefficient on the buckling of the variable cylindrical shell has been studied. 
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