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 تشکر و قدردانی

های ارزشممند به پاس راهنمایی عليرضا شاطرزاده دکترنامه حاضر از جناب آقای در انجام پایان

 و زحمات ایشان صمیمانه سپاسگزارم.

همای کنم، تممام دانتمتنیصمیمانه تشکر می دکتر سيدعلی سينااز استاد بزرگوارم جناب آقای 

علم ایشان است که در کمال سعه صدر، با حتن خلق و فروتنی از همی  ای از بنده در این زمینه قطره

های خویش را مرهمون ایشمان هتمتم و از خداونمد کمکی در این عرصه بر من دریغ ننمودند. آموخته

 متعال برای ایشان سلامتی و توفیق خواستارم.
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 های هوايیسازه-اهوافضدانشجوی دوره کارشناسی ارشد رشته  صابر شيخ خوشکار اینجانب

بررسی ارتعاشات آزاد  دانشگاه صنعتی شاهرود نویتنده پایان نامه با موضوعمکانيک دانشکده 

های الکتريکی جريان متناوب با در نظر گرفتن اثر تقارن داخل صفحه هسته استاتور ماشين

 شوم:متعهد می دکتر سيدعلی سيناو  دکتر عليرضا شاطرزادهتحت راهنمایی  ایدوره

  تحقیقات در این پایان نامه توسط اینجانب انجام شده است و از صحت و اصالت برخوردار

 است.

 های محققان دیگر به مرجع مورد استفاده استناد شده است.در استفاده از نتایج پژوهش 

  مطالب مندرج در پایان نامه تاکنون توسط خود یا فرد دیگری برای دریافت هی  نوع مدرک

 ر هی  جا ارائه نشده است.یا امتیازی د

 باشد و مقالات متتخرج با کلیه حقوق معنوی این اثر متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود می

به چاپ  Shahrood University of Technologyنام دانشگاه صنعتی شاهرود و یا 

 خواهد رسید.

 رگذار بوده اند در حقوق معنوی تمام افرادی که در به دست آمدن نتایج اصلی پایان نامه تأثی

 گردد.مقالات متتخرج از پایان نامه رعایت می

 ها( های آندر کلیه مراحل انجام این پایان نامه، در مواردی که از موجود زنده) یا بافت

 استفاده شده است ضوابط و اصول اخلاقی رعایت شده است.

 عات شخصی افراد دسترسی در کلیه مراحل انجام این پایان نامه، در مواردی که به حوزه اطلا

 یافته یا استفاده شده است اصل رازداری، ضوابط و اصول اخلاق انتانی رعایت شده است.

 تاریخ : 

امضاء دانشجو

 

 تعهدنامه

 مالکيت نتايج و حق نشر

 افزارها و های رایانه ای، نرمکلیه حقوق معنوی این اثر و محصولات آن)مقالات، متتخرج، کتاب، برنامه

باشد. این مطلب باید یه نحو مقتضی در تجهیزات ساخته شده( متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود می

 تولیدات علمی مربوطه ذکر شود.

   باشد.نتایج موجود در پایان نامه بدون ذکر مرجع مجاز نمیاستفاده از اطلاعات 
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 چکيده

با اسمتفاده الکتریکی جریان متناوب های استاتور در ماشین پژوهش حاضر، به بررسی ارتعاشاتدر 

 بمه صمورتسازه اسمتاتور  ای پرداخته شده است.ن دورهرقااز مدل رینگ و فنر با در نظر گرفتن اثر ت

اندرکنش سازه و نیمروی الکترومننماطیب بما  شده است. سازیمدلرینگ با فرضیات تیر اویلر برنولی 

اند. معادلات حاکم بر حرکت رینگ دوار با استفاده از اصمل سازی شدهاستفاده از فنرهای گتتته مدل

ر اساس حضور و یا عدم حضمور ضمرایب متنیمر بما زممان در معادلمات همیلتون استخراج شده است. ب

اند. برای بدست آوردن معادلمات در های پایا و یا ناپایای مربوطه تحلیل فرکانتی شدهحرکت، سیتتم

های زمانی و مکانی در معادلات حرکت و استفاده از فرضیات حرکت تک مودی در زمان، جداسازی ترم

. مقادیر ویژه سیتتم با استفاده از حل اغتشاشی به صمورت نیممه تحلیلمی بمه مکان به کار رفته است

های مشخصی از سرعت دورانی رینگ نگر ظهور ناپایداری به ازای نتبتدست آمده است. نتایج حل بیا

مودهای مختلف سیتتم است. مطالعه در خصمو  اثمرات متنیمر  ای درگاه و مرتبه تقارن دورهو تکیه

های گتتته با زمان و زاویه اتصال این فنرها به رینگ در خوا  فرکانتی ارتعاشمات بودن سختی فنر

 داخل صفحه رینگ به تفصیل انجام شده است. 

 

ای، رینگ دوار با تقمارن های الکتریکی، ارتعاشات آزاد داخل صفحهاستاتور ماشینکلمات کليدی: 

 ای، افتراق مودها، نظریه اغتشاشدوره
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 های الکتريکیماشين 

د انرژی مکانیکی را به انرژی الکتریکی یا انرژی الکتریکمی ای است که می توانماشین الکتریکی وسیله

تواند توان را در هر دو سو تبدیل کند. وقتمی را به انرژی مکانیکی تبدیل کند. هر ماشین الکتریکی می

انمرژی  و هنگمامی کمه بمرای تولیمد ژنراتوررود، انرژی مکانیکی به کار می ی تولیدچنین وسیله ای برا

شود. بنابراین هر ماشین الکتریکی را هم به صمورت موتمور و رود، موتور نامیده میمیالکتریکی به کار 

کار برد. تقریباً همه موتورها و ژنراتورها عمل تبمدیل انمرژی را از یمک بهتوان هم به صورت ژنراتور می

ریکمی های الکتدهند. ماشینشکل به شکل دیگر را از طریق اندرکنش یک میدان منناطیتی انجام می

یخچال فریزر، جارو برقی، هم زن و : موتورهای الکتریکی در زندگی روزمره امروزی حضور فراوانی دارند

های نیروی محرکه در بیشمتر اندازند. در کارگاههای مشابه بتیاری را به کار میتهویه مطبوع و اسباب

 ابزارها موتور الکتریکی به کار رفته است.

رفی این موتورها به ژنراتور نیاز است. انرژی الکتریکی یمک منبمع انمرژی البته برای تامین توان مص

تمیز و کارآمد است. موتورهای الکتریکی بر خلاف موتورهای احتراق داخلی به تهویمه دائمم و سموخت 

هایی که آلودگی ناشی از احتراق مطلوب نیتت، بتیار مناسب هتتند. نیاز ندارند. بنابراین برای محیط

رارت و انرژی مکانیکی را در مکان دور به شکل الکتریکی در آورد و آن را توسمط سمیم بمه می توان ح

 ها مصرف شود. محلی که لازم است منتقل کرد تا به دور از آلودگی در منازل ادارات و کارخانه

 7222 سمال درهای الکتریکی جریان متناوب با نام نیکولا تتلا گره خورده اسمت. تحقیقات در ماشین

گذاری کمرد و راه را بمرای اسمتفاده از میمدان دوار بمه اصول میدان منناطیتی دوار را پایه نیکولا تتلا

او از این اصول برای طراحی یک موتمور القمایی دو  7229ل عنوان یک نیروی مکانیکی باز کرد. در سا

 سمال متتقلاً تحقیقاتی را در این باره آغاز کمرد و در گالیلئو فراریب، 7225 سال فاز استفاده کرد. در

. ارائمه داد ایتالیما ای به آکادمی سلطنتی علموم در تموریننتایج تحقیقات خود را در قالب مقاله 7222

انقلماب  چیزی بود که امروزه برخمی از آن بمه عنموان ،آغاز کرد 7222 سال حرکتی که نیکولا تتلا در

انتقال  که این حرکت به تولید آسانتر انرژی الکتریکی و همچنین امکان چرا .کننددوم یاد می صنعتی

https://fa.wikipedia.org/wiki/%D9%86%DB%8C%DA%A9%D9%88%D9%84%D8%A7_%D8%AA%D8%B3%D9%84%D8%A7
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%DB%8C%D8%AA%D8%A7%D9%84%DB%8C%D8%A7
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%DB%8C%D8%AA%D8%A7%D9%84%DB%8C%D8%A7
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D9%86%D9%82%D9%84%D8%A7%D8%A8_%D8%B5%D9%86%D8%B9%D8%AA%DB%8C
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D9%86%D9%82%D9%84%D8%A7%D8%A8_%D8%B5%D9%86%D8%B9%D8%AA%DB%8C
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D9%86%D9%82%D9%84%D8%A7%D8%A8_%D8%B5%D9%86%D8%B9%D8%AA%DB%8C
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D9%86%D8%AA%D9%82%D8%A7%D9%84_%D8%A7%D9%86%D8%B1%DA%98%DB%8C_%D8%A7%D9%84%DA%A9%D8%AA%D8%B1%DB%8C%DA%A9%DB%8C
https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D9%86%D8%AA%D9%82%D8%A7%D9%84_%D8%A7%D9%86%D8%B1%DA%98%DB%8C_%D8%A7%D9%84%DA%A9%D8%AA%D8%B1%DB%8C%DA%A9%DB%8C
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های طولانی انجامید. قبمل از اختمراع موتورهمای جریمان متنماوب بمه در طول متافت انرژی الکتریکی

موتورها به وسیله حرکت دائمم یمک همادی در میمدان منناطیتمی ثابمت بمه حرکمت در  ،وسیله تتلا

که موتور به طوریتوان کلکتورهای موتور را حذف کرد بهتلا به این نکته اشاره کرد که میآمدند. تمی

در وسیله میدانی دوار به حرکت درآید. تتلا بعدها موفق به کتب حق امتیاز برای اختراع موتور خمود 

ی از های تتلا نیز هتمت نموع خاصم. این موتور که در بتیاری از عکب(7-7)شکل  ایالات متحده شد

میخایل اسیبووی  یک موتور سه فاز روتور قفتی اختراع کرد. این نوع  7231در سال . موتور القایی بود

 .شودطور وسیعی برای کاربردهای گوناگون استفاده میموتور امروزه به

 

ایالات  931127کتریکی جریان متناوب در ثبت اختراع شماره ال ماشین ( رسم توضیحی نیکولا تتلا از7-7)شکل 

 ]7 [متحده

 

 ارتعاشات و انواع آن 

ای و در نهایمت شکتمت ارتعاشات در قطعات منجر به ایجاد تنش در قطعه، بروز پدیده ختتگی سمازه

متمائل . قطعه است. از طرف دیگر، ارتعاشات قطعات با ایجاد صدا و نویز بر محیط اطراف اثرگذار است

https://fa.wikipedia.org/wiki/%D8%A7%D9%86%D8%AA%D9%82%D8%A7%D9%84_%D8%A7%D9%86%D8%B1%DA%98%DB%8C_%D8%A7%D9%84%DA%A9%D8%AA%D8%B1%DB%8C%DA%A9%DB%8C
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 7مرتبط با ارتعاشات عموما به دو دسته کلی ارتعاشات ناشی از تحریک خارجی و ارتعاشات خودتحریک

کند و حرکمت شوند. در ارتعاشات ناشی از تحریک خارجی، سازه در اثر تحریک ارتعاش میتقتیم می

ائل ارتعاشمی در نهائی به توزیع مکانی و فرکانتی نیروی ورودی وابتمته اسمت. در ایمن دسمته از متم

صورتی که فرکانب تحریک با فرکانب طبیعی سیتتم یکتان نباشد، متئله شمامل پدیمده رزونمانب 

که فرکانب تحریک با فرکانب طبیعی سیتتم یکتان باشد و توزیع مکمانی نیمروی  نیتت. در صورتی

تمتم مشماهده تحریک عمود بر توزیع مکانی مود مورد نظر در سیتتم باشد، ارتعاش رزونانتی در سی

شود. در حالتی که مودی از سیتتم با فرکانب خود تحریک شود و توزیع مکمانی تحریمک و ممود نمی

افتد. بنابراین برای تحریمک ممود یمک سیتمتم مورد نظر بر هم عمود نباشند، آنگاه رزونانب اتفاق می

توزیع مکانی نیرو و پیوسته هر دو شرط یکتان بودن فرکانب تحریک و فرکانب مود و عدم تعامد بین 

 شکل مود مورد نظر باید همزمان ارضا شوند.

آیمد. ایمن نموع از در ارتعاشات خودتحریک سازه بدون حضور تحریک خارجی به ارتعماش درممی

ارتعاشات به علت وجود مکانیتم ذخیره انرژی در سیتتم که قابلیت تنذیه ارتعاشات را دارد، به وجود 

شموند. پمب و یا واماندگی سمازه خمتم ممی 2ات به ارتعاشات سیکل محدودآید. این دسته از ارتعاشمی

ناپایداری دینامیکی ارتعاش خود تحریکی است که دامنه حرکت با گذر زمان بیشتر شمود و در سمطح 

برسمد. در  9شود )ارتعاشات سیکل محدود( و یما سمازه بمه نقطمه خرابمیبالاتری از ارتعاشات پایدار می

شموند و های دینامیکی، یک یا چند بار که در اثر حرکت سیتتم ایجاد ممیایداریمکانیتم متداول ناپ

کننمد. در ناپایمداری فاز با سرعت سیتتم هتتند، انرژی را به مودهای ناپایمدار سیتمتم پممي ممیهم

تواند در اثر منبع انرژی درونی آن به لرزه درآید ولو اینکه نیروی خارجی به سمازه دینامیکی، سازه می

هایی که های با تحریک پارامتری )سیتتمارد نشود. رزونانب پارامتری و ناپایداری مربوطه در سیتتمو

 دهند.ها وابتته به درجات آزادی سیتتم است( رخ میتحریک در آن
                                                                                                 
7 Self Excited Vibrations 
2 Limit Cycle Oscillations 

9 Failure 
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 های الکتريکیارتعاشات استاتور ماشين 

هما، اتصمالات مکمانیکی در ها، دیتک های چرخ دندهتوان به دندانهاز جمله قطعات تحت ارتعاشات می

های متقارنی هتتند که در معرض بارهای چرخان قرار دارند. از ها اشاره کرد که در واقع رینگیاتاقان

های الکتریکی اشاره کرد که تحمت توان به استاتور ماشینها در صنعت میمهم ترین کاربردهای رینگ

همای الکتریکمی، اسمتاتور اسمت. جزای ماشینیکی از مهمترین انیروهای الکترومنناطیتی دوار است. 

( 2-7گیرد. در شمکل)ها قرار میپی  مابین دندانهاست که سیم 2و دندانه 7استاتور شامل دو بخش یوغ

همای های الکتریکی نشان داده شده اسمت باتوجمه بمه کماربرد فمراوان ماشمیننمایی از استاتور ماشین

ها در جهت بهبود کارایی آنها، بتیار حائز اهمیمت اسمت. در این ماشینالکتریکی بررسی ارتعاشات در 

 شود.های الکتریکی ارائه میادامه توضیحاتی در مورد ارتعاشات استاتور ماشین

 

 استاتور ماشین الکتریکی (2-7)شکل 

هائی با ضخامت بتیار کم ستاتور به صورت لایهمعمولا ا 9برای کاهش افت توان ناشی از جریان ادی

-شود. استاتورها معمولا شامل یوغ و دندانه است که استاتور ماشیناز جنب فولاد مخصو  ساخته می

های اجمزای های الکتریکی در معرض بارگذاری الکترومنناطیتی متحرک داخل صفحه است. فرکانب

                                                                                                 
7 Yoke 
2 Tooth 

9 Eddy-Current loss 
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یک دور باشمند. ایمن موضموع دارای اهمیمت فراوانمی در های تحراستاتور باید تا حد ممکن از فرکانب

ای، افزایش عمر ماشین و کاهش نویز حین عملکرد ماشین حفظ سلامت ماشین، کاهش ختتگی سازه

 است.

های الکتریکی رینگ متقارنی است که در معرض بارهای الکترومنناطیب چرخان استاتور در ماشین

بررسی ارتعاشات این سیتتم، تحلیل متئله رینگ در معرض بار داخل صفحه قرار دارد. بنابراین لازمه 

سازی این بمار در سازی بار الکترومنناطیب نیز وجه دیگر متئله است. برای مدلاست. مدل 7متحرک

شود. طبیعتا، مدلتازی نیروی الکترومنناطیتی بما معادلات حرکت سیتتم از فنر متمرکز استفاده می

ای در شمود. ولمیکن تقمارن دورهر به از دست رفتن تقارن در متمئله ممیاستفاده ار فنر متحرک منج

های های محققین در هر یک از زمینههای آتی مروری بر فعالیتمتئله همچنان برقرار است. در بخش

 گردد.ذکر شده ارائه می

 

 مسئله رينگ متقارن 

کمردن از انمدرکنش میمدان بخشی از تحقیقات انجام شده در بررسی ارتعاشمات اسمتاتور بما صمرفنظر 

اند. بمدیهی اسمت الکترومنناطیتی و رینگ، متئله را به بررسی ارتعاشاتی رینگ متقارن محدود کرده

 بتته به نوع ماشین الکتریکی، رینگ ثابت یا دوار فرض شده است. 

 بررسی ارتعاشات آزاد و اجباری رینگ ثابت یا دوار موضوع فعایت بتیاری از محققین بموده اسمت.

[ ارتعاشات داخل صفحه رینگ ثابت را با استفاده از مدلی خطی 9و کرخوپ ] ]2[رائو و ساندارا راژان 

[. ارتعاشمات خطمی 4اونتن متاله مشابه را در حالت غیرخطی مورد بررسی قمرار داد ] .بررسی کردند

و  [1] یاواس[ ناتت3] [ و ارتعاشات غیرخطی آن نیز توسط هوانگ و سئودل5رینگ دوار توسط کریر ]

[ به بررسی ارتعاشمات غیرخطمی رینمگ 3مورد بررسی قرار گرفت. کیم و چانگ ] [2بیکفورد و ردی ]
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های زیادی نیز به بررسی ارتعاشات خارج از صفحه و ارتعاشات ترکیبی داخل و فعالیت .دوار پرداختند

گمردد. در متمئله داری میها خوداند که برای رعایت اختصار از ذکر آنخارج از صفحه رینگ پرداخته

های ممرتبط بما سمرعت دورانمی در معادلمه حرکمت، شمکل مودهمای رینگ دوار به واسطه حضور ترم

همای ذکمر گردند. این موضوع در پمژوهشمربوطه ظاهر می 9و پیشرو 2های پتروو فرکانب 7ویرلینگ

 شده به تفصیل مورد بررسی قرار گرفته است.

تاله ارتعاشات اسمتاتور در ایمن مقدرت با -ی محققین گرایش برقشایان ذکر است که برخورد اصل

همای ور ماشمینت[ به بررسمی ارتعاشمات آزاد اسمتا71انگ ]یچارچوب است. به عنوان نمونه، الیتون و 

همای [ بما اسمتفاده از روش72] لیمامی[، ونمگ و و77اند. جرجیب و ورمما ]الکتریکی کوچک پرداخته

انمد. اخیمرا، متئله رینگ متقارن به بررسی ارتعاشات اسمتاتور پرداختمهتحلیلی و تجربی در چارچوب 

[ ارتعاشات استاتور موتورهای سنکرون منناطیب دائم را که در موتورهای هیبریمد 79خاولی و شرام ]

کاربرد دارند، بر مبنای مدلتازی استاتور بمه صمورت رینمگ متقمارن و بمدون در نظمر گمرفتن اثمرات 

[ 74] اند. در پژوهشمی دیگمر، ویتمزاکوی الکترومنناطیب مورد بررسی قرار دادهاندرکنش سازه و نیر

های تیمر اویلمر های جریان متناوب را با استفاده از مدل رینگ و تئوریارتعاشات خطی استاتور ماشین

اتی بمر حها نیز بمه صمورت تصمحیها و سیم پی برنولی و تیر تیموشینکو بررسی کرده است. اثر دندانه

انمد کمه ای انتخماب شمدهاند البته این تصحیحات به گونهیب جرم و سختی معادله اصلی وارد شدهضرا

 تقارن در رینگ حفظ شود.

 ایمسئله رينگ با تقارن دوره -1-4-1

هما، ای دارای کاربرد زیادی در مهندسی هتتند. روتمور و اسمتاتور توربمو ماشمینها با تقارن دورهسازه

-همای الکتریکمی نمونمهها و استاتور و روتور ماشینمرتعش در ژیرسکوپ هایهای ماهواره، رینگآنتن
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شمود کمه جفمت ها هتتند. تقارن و تناوب موجود در رینگ متقارن منجر به آن ممیهایی از این سازه

شکل مودهای هارمونیک در فرکانب یکتان ایجاد شود. این متاله هنگامی که تقارن در سازه به همم 

گردد، که به یک جفت فرکانب جدید به ازای جفت شکل مودهای فوق الذکر می بخورد منجر به ظهور

گویند. در بتیاری از کاربردها، افتراق مودها پدیده نامطلوبی اسمت کمه بایمد بما می 7این پدیده افتراق

[ ایمن 17-75ازبین برود. بمه عنموان ملمال در مراجمع ] 2استفاده از فرایندی بنام تریم کردن فرکانب

های رینگ مرتعش مورد بررسی قرار گرفته است. این پدیده از طرف دیگر منجر به در ژیرسکوپ پدیده

شود که در نقاط مشخصی از سازه دامنه ارتعاشات بیشتر از بقیه نقاط شود که از آن به عنموان آن می

ها اسمت ترین دلایل ختتگی در سازهشود. محلی شدن ارتعاشات از مهمیاد می 9محلی شدن ارتعاشات

 ها شود. تواند باعث ناپایداری در سیتتم[. افتراق می73و72]

همای تجربمی و تحلیلمی ممورد بررسمی قمرار گرفتمه در گذشته افتراق مودهما بما اسمتفاده از روش

-به از بین بردن اثر افتراق مودها با تعریف ذرات جرم در مکان [29[. رورک و همکاران ]22-21است]

های دار با شکافهای دندانه[ به افتراق مودها در ورق24داختند. یو و موت ]های مشخصی از رینگ پر

[ بمه افتمراق 21و23یکمرت ]و[، همچنمین چانمگ و 25شعاعی هم فاصله پرداختند. کیم و همکاران ]

[ به بررسی 22] رای دیتک شکل با استفاده از روش حل اغتشاشی پرداختند. وو و پارکمودها در سازه

های اغتشاشات و روش گلرکین پرداختند. بایتنا و فنداسیون الاستیک با استفاده از روشیک رینگ با 

ها را با روش اغتشاشی مورد مطالعه قرار دادند. نویتندگان ایمن های افتراقی در سازه[ رفتار23کرسو ]

مل چنمدین های شمامقاله به بررسی افتراق مودها و اختلاط مودها در استاتورهای اولتراسونیک، رینگ

 ای پرداختند. ای و با تقارن دورهجرم نقطه

بررسممی دقیممق ارتعاشممات اسممتاتور نیازمنممد در نظممر گممرفتن اثممرات انممدرکنش سممازه بمما نیممروی 

همای الکترومنناطیب است. بدیهی است که نیروی الکترومنناطیب وارد به استاتور متمأثر از جابجمایی
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-ومنناطیب به صورت بار در حال حرکت به استاتور وارد میاستاتور است. اضافه بر آن که نیروی الکتر

 شود.

ای هارمونیمک [ حل دقیق ارتعاشات اجباری رینگ دوار تحت بارگذاری نقطه91هوانگ و سئودل ]

[ در بررسمی ارتعاشمات چمرخ قطمار، 97با توزیع مکانی مشخص بدست آوردند. متریکین و توچولین ]

ای متنیمر بما زممان در حمال حرکمت را بررسمی کردنمد. جی نقطهمتاله رینگ الاستیک با نیروی خار

[. در 91-92] همای متعمددی بموده اسمتارتعاشات تیر و دیتک با فنر متحرک نیز موضموع پمژوهش

مقایته با حجم تحقیقات انجام گرفته بر دیتک و تیر، تحقیقات زیادی بر متاله ارتعاشمات رینمگ بما 

 فنر در حال حرکت صورت نگرفته است. 

خورشیدی رینگ ثابمت در معمرض -ایهای سیاره[ برای بررسی ارتعاشات دنده92] پارکر و کانچی

[، ارتعاشات رینگ 93ای متحرک با سختی ثابت بررسی کردند. ایشان در پژوهشی دیگر ]فنرهای نقطه

یمداری ای و با سختی متنیر با زمان را مورد بررسمی قمرار دادنمد. ناپادر معرض فنرهای متحرک نقطه

[ 41ها مورد بررسی قرار گرفته است. همچنین ژائو و همکماران ]ارتعاشی پارامتری نیز در این پژوهش

ناپایداری پارامتری ناشی از بار منناطیتی دوار در استاتور موتورهای منناطیب دائمم را ممورد بررسمی 

 [47]سان و همکاران ت. قرار دادند. بار منناطیتی در این پژوهش به صورت بار گتترده مدل شده اس

[ 42چیا و همکماران ]به بررسی پدیده افتراق در شکل مودهای ارتعاشی رینگ متقارن دوار پرداختند. 

همای الکتریکمی القمائی سمه فماز به بررسی ناپایداری فلاتر و دایورجنب در ارتعاشات اسمتاتور ماشمین

 پرداختند. 
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 حاضر نامهپاياندر چارچوب بررسی مسئله  

الکتریکمی جریمان متنماوب از ممدل همای استاتور در ماشین ر پژوهش حاضر، برای بررسی ارتعاشاتد

حاضر، ارتعاشمات داخمل  های مختلف پایان نامهارتعاشات در بخش رینگ استفاده شده است. منظور از

نمولی بما فرضمیات تیمر اویلمر بر دوار سازی سازه استاتور از مدل رینگصفحه استاتور است. برای مدل

استفاده شده است. اندرکنش نیروهای الکترومنناطیتی و سازه با استفاده از فنرهای متصمل بمه وجمه 

انمد. زاویمه داخلی رینگ مدل شده است. این فنرها به صورت متمرکز و با فاصله یکتمان توزیمع شمده

ای ات به گونمهاعمال نیروی این فنرها به رینگ نیز جداگانه مدل شده است. بدیهی است که این فرضی

ای قرار گیرد. البته اثرات اند که مدلتازی استاتور در چارچوب متئله رینگ با تقارن دورهانتخاب شده

  متنیر بودن سختی فنرها با زمان نیز مورد بررسی قرار گرفته است.

 در معادلات حاکم بر حرکت، دوران رینگ و دوران نیروی الکترومنناطیب به صورت همزممان در نظمر

های الکتریکی استاتور به عنوان بخش غیر متحرک ماشین در گرفته شده است.اگرچه در غالب ماشین

ای از های الکتریکی صادق نیتت. به عنوان ملال پارهشود، اما این تعریف در همه ماشیننظر گرفته می

ین متحمرک ها همر دو بخمش اصملی ماشمشوند که در آنای طراحی میهای الکتریکی به گونهماشین

در ملمال  اشاره کمرد. 7روتیتینگ های الکتریکی کانترتوان به ماشینها میهتتند. از جمله این ماشین

ها نیز بخش توان به موتورهای روتور بیرون )نظیر موتور پنکه سقفی( اشاره کرد در این موتوردیگر می

 ( دارد.2-7ای کاملا استاتور گونه )شکلدوار هندسه

 نامه حاضرتار پايانو ساخ نوآوری 

از دیدگاه نوآوری و آنچه در این پایان نامه برای نختتین بار انجام گرفته است، می توان بمه مموارد 

 زیر اشاره نمود:

 هما و یموغ در ارتعاشمات مدل جرم و فنر گتتته از استاتور برای بررسی اندرکنش دندانمه
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دهمد کمه تنییمر نظمام دل نشان میاستاتور ارائه گردیده است. نتایج بدست آمده از این م

های طبیعی متفماوتی شمود تواند منجر به ظهور فرکانبها و یوغ میحرکت جمعی دندانه

 که از حیث ارتعاشی دارای اهمیت فراوان است.

 های مدور با بار متحرک دارای سابقه اسمت. در استفاده از مدل جرم و فنر در تحلیل سازه

همای نتایج مربوط به آن در تحلیمل ارتعاشمی اسمتاتور ماشمین نامه از این مدل واین پایان

 الکتریکی استفاده شد.

  تحلیل متئله ارتعاشات استاتور در چارچوب مدل رینگ و فنر با در نظر گمرفتن تنییمرات

ناممه انجمام گرفتمه سختی الکترومنناطیب بر حتب زمان برای نختتین بار در این پایمان

ناطیب با زمان علاوه بر اثرات مربوط به بار متحرک در نظر است. تنییرات سختی الکترومن

-ای و عدم وجود تقارن دورهگرفته شده است و این تنییرات در دو حالت حفظ تقارن دوره

ای مورد بررسی قرار گرفته است. از حیث کاربرد این پدیده در موارد وجود خطا در ماشین 

در کمارکرد ادوات ماشمین و...( دارای اهمیمت الکتریکی )ناهمراستایی اجزا ماشین، اختلال 

 است.

  تحلیل متئله ارتعاشات استاتور در چارچوب مدل رینگ و فنر با در نظر گمرفتن تنییمرات

زاویه اعمال نیروی الکترومنناطیب به رینگ بر حتب زممان بمرای نختمتین بمار در ایمن 

 نامه انجام گرفته است.پایان

 

همای ممرتبط بما موضموع تلاش شده است تا کلیاتی از مفماهیم و پدیمده ،نامهپایاندر فصل اول از این 

همای الکتریکمی ذکمر ارائه گردد. بر این مبنا، ابتدا اهمیت بررسی ارتعاشات اسمتاتور ماشمیننامه پایان

سازی متئله ارتعاشات استاتور توضیح داده شمده اسمت. های مختلف مدلگردیده است. در ادامه روش

انمد. در فصمل دوم، معادلمات های گزارش شده ذکر گردیمدههای محققین و پدیدهیتدر هر بخش فعال

ای استخراج شده است. برای این منظور از حرکت برای رینگ الاستیک با در نظر گرفتن اثر تقارن دوره
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برنولی در میدان جابجایی استفاده شده اسمت. در فصمل سموم، -روش همیلتون و از فرضیات تیر اویلر

ای با استفاده از روش تحلیلی صورت گرفته است. در این بررسی، فرکانتی رینگ با تقارن دوره تحلیل

هر دو حالت سیتتم در حالت پایا )عدم وجود ضرایب متنیر با زمان در معادله حرکمت( و سیتمتم در 

نحمراف از حالت ناپایا )وجود ضرایب متنیر با زمان در معادله حرکت( در نظر گرفته شده است. اثرات ا

در نظممر گرفتممه شممده اسممت. نیممروی  7تقممارن کامممل در رینممگ بمما اسممتفاده از روش حممل اغتشاشممی

الکترومنناطیتی وارده به استاتور با استفاده از فنرهای متصل به رینگ ممدل شمده اسمت کمه اثمرات 

بما  متنیر بودن سختی این فنرها در زمان نیز بررسی شمده اسمت. پدیمده افتمراق مودهما و ارتبماط آن

الذکر بررسی شمده اسمت. در فصمل چهمارم نتمایج عمددی ناپایداری به تفصیل در هریک از موارد فوق

علاوه بر این در این فصل مدل گتتمته  های تحلیلی ذکر شده در فصل سوم آمده است.مربوط به حل

ده شده است جرم و فنر از استاتور بدون در نظر گرفتن اثرات دوران و نیروی الکترومنناطیب توسعه دا

در فصمل  ای اسمت.هدف از این مدل بررسی اثر متقابل یوغ و دندانه در استاتور از دیدگاه تقمارن دوره

 پنجم نتایج حاصل از کار حاضر و پیشنهادهایی برای ادامه کار ارائه شده است.

 

 

 

 

  

                                                                                                 
7 Perturbation Methods 
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 : فصل دوم -2
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 مقدمه 

استفاده میدان جابجائی و کرنش و اصل همیلتمون معادلات حاکم بر حرکت رینگ دوار در این فصل با 

استخراج خواهند شد. با دانتتن میدان کرنش در رینگ دوار، انرژی پتانتیل رینمگ مشمخص شمده و 

سپب با دانتتن انرژی پتانتیل و انرژی جنبشی و استفاده از اصل همیلتون معادلات حاکم بر حرکت 

 آیند. رینگ به دست می

 

 تشريح مدل رينگ  

-و تکیه rای ثابت شامل رینگ با سرعت زاویهکه شود می مدلتازی (7-2)شکل مطابق نگ دوار ری

( مشخص شده است، تعدادی فنر بما 7-2)شکل است. همانگونه که در  sای ثابت گاه با سرعت زاویه

امتداد فنرهما  یهزاواند که در فواصل یکتان به وجه داخلی رینگ متصل شده گاهاز تکیهسختی مشابه 

 یانگمدول ، جرم ی،چگال ،عمق ینگ،ضخامت رنشان داده شده است. و همچنین  βا ب یبا جهت شعاع

  .داده شده استشان ن Rو  h، b ،0ρ ،m ،E اب ینگو شعاع ر

v
u 

 [47]هندسه رینگ مدل استاتور (7-2)شکل 

oبدیهی است که سازه در مختصات چتبیده به رینگ ) r zن اسمت. ( دارای سختی متنیر با زما

v  وu  هتمتند کمه  ینمگنقطمه از ر یکر مماسی دو  یشعاع یدر جهت ها ییجابجابه ترتیب بیانگر
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نشمان  Kباشند. سختی فنرهای متصل شده به رینگ بما می وابتته به زمان و زاویه موقعیت مکانی 

 .[74] شودمیعریف به صورت زیر ت 1jداده شده است. 

(2-7)  1
1 1

2 (j 1)
, 1,2,...,j j N

N





  

 تعداد فنرها است. Nکه در آن 

 ميدان کرنش و انرژی پتانسيل 

 [.49] شودمیبه صورت زیر بیان (r,θ)کرنش مماسی در مختصات 

(2-2)  
0 ,zr R

R
 


 




 


 

 که

(2-9)    2

0 .
2

L

zL 

 

 
 

 
   

Lتوجه شود که 

θε  وz و زاویه چرخش حول محور  7به ترتیب کرنش غشائی-z هتتند که به صورت 

 .[47] شوندزیر تعریف می

 

(2-4)  

 

 

,

.

L

z

v u

R

u v

R









  


  


 

 ).[49]و [3](شود انرژی پتانتیل ناشی از خمش درون صفحه به صورت زیر بیان می

 

(2-5)  
 

2
2

0
0

2

2
2 2

0
0

2

1
,

2

h
R

h
R

θ θ1

b
U rd dr

ER A I d



 



  

  






 

 



 

)3در رابطه فوق  12)I I bh ممان اینرسی سطح مقطع و ، 1θ z R      .است 

 .[47] شودمیصورت زیر تعریف ناشی از فنرهای متصل شده به رینگ به انرژی پتانتیل
                                                                                                 
7 Membrane Strain 
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(2-3)  2
2

1
0

1
( , )( sin cos ) ,

2
U k t u v d



     

 که

 
1( , ) ( ) .s r jk t k t          

شود کمه بمه جز دیگر انرژی پتانتیل به واسطه نیروی گریز از مرکز ناشی از دوران رینگ ایجاد می    

 .[3] شودصورت زیر در نظر گرفته می

(2-1)  2
3 2

2 0
0

.r θU AR d


    

 .انرژی پتانتیل رینگ به صورت زیر است تیجهدر ن

(2-2)  
0 1 2.U U U U   

 

 انرژی جنبشی 

oدر مختصات چرخان  r zهای مماسی و شعاعی ، مختصات هر نقطه با در نظر گرفتن جابجائیu 

 .شودبیان میبه صورت زیر  vو 

(2-3)  ( ) ,rr r v e ue   

 (3-2)به ترتیب بردارهای یکه مماسی و شعاعی هتتند. بردار سرعت با استفاده از رابطه  eو  reکه 

 .شودبه صورت زیر تعریف می

(2-71)  
  .r r r

dr v u
r u e r v e

dt t t


    
              

 

 .[3] شودمی یانب صورت زیربه 7چرخشی اینرسی اثر چشم پوشی از با (0Tی )جنبش یانرژ

 

                                                                                                 
7 Rotary Inertia 
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(2-77)  

 

2 2
2

0 0
0

2

2 2
2

0
0

1

2

1
,

2

h
R

h
R

r r

T r rd dr

v u
A u r v Rd

t t





 

 






      
                

 



 

)که در آن  )A A bhاست.  ، سطح مقطع رینگ 

 

 معادلات حاکم بر حرکت 

 :[44]شود. بر اساس اصل همیلتون برای استخراج معادلات حاکم از اصل همیلتون استفاده می

(2-72)  1

1
0( ) 0,

t

t
T U dt   

به ترتیب انرژی جنبشی و پتانتیل سیتمتم هتمتند. در اسمتخراج معادلمات حرکمت از  Uو  0Tکه 

توان اساس می شود. بر اینرینگ استفاده می 7فرضیات مربوط به صفر بودن کرنش محوری در خمش

 .[93]و  [92]های مماسی و شعاعی را به صورت زیر به هم مرتبط کرد جاییجابه

(2-79)  
0.

u
v




 


 

 .[47] شوندمیبعد به صورت زیر تعریف بعد سازی معادلات، زمان و مکان بیبرای بی

 

(2-74)  
t= ,

u= ,

t

T

u

R

 

 که

(2-75)  4

0ρ AR
T= .

EI
 

 روند. بعد به کار میزمان و مکان بیبه عنوان  uو  tبرای رعایت اختصار، در ادامه 

 [.47آیند]میبا استفاده از اصل همیلتون و فرضیات ذکر شده، معادلات حرکت به صورت زیر به دست 

                                                                                                 
7 Inextensible Bending 
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(2-73)  2
(0) (1)

2
0,

u u
M G D K K u

t t


 
       

 

 .[47] هتتند یرصورت زی جرم و سختی به که عملگرها

 

(2-71)  

2

2

2 4 6
(0)

2 4 6

1 ,

( 2 ).

M

K



  


 



  
   

  

 

 .[74] شوندمیتعریف  یرز صورتبه  شوند،یم یجادا دوران رینگکه براثر  Gو  D یعملگرها

 

(2-72)  2 4
2

2 4

,4

3 .p

pG

D



 





  
   

 





 

 

 .[74] است یربه صورت زشود، فنرهای متصل به رینگ ایجاد میکه توسط  K(1) عملگر ینهمچن

(2-73)  *
(1) * *K (k sin k cos cos ) (sin cos ),

k
    

  

  
    

  
 

 که

(2-21)  

1

*

1

1

( ),

.

N

j rel

j

rel v p

k t  


  

   


 

 رابطه فوق،در 
rel اسمت. ینمگو ر گماهیمهتکسرعت دورانی  یناختلاف ب ( )v v sT     بیمانگر

)و گاهکیهبعد شده ت یسرعت ب )p p rT    است. ینگه ربعد شد یسرعت ب معرف 

به عنوان یک پارامتر کوچک بیانی از ضریب سختی فنرهمای متصمل بمه رینمگ  (، 73-2)در رابطه 

 [.47] شودمیاست که به صورت زیر تعریف 

(2-27)  3

.
EI

kR
  
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 : فصل سوم -3
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 مقدمه 

های شبه در این فصل حل معادلات حاکم بر حرکت که در بخش قبل استخراج شد، با استفاده از روش

ای و بمدون گیرد. سیتتم رینگ و فنر در دو حالمت کلمی بما تقمارن دورهتحلیلی مورد بررسی قرار می

ای شامل متئله رینگ و فنر بما سمختی یتتم در حالت تقارن دورهای بررسی شده است. ستقارن دوره

باشد. سیتتم در حالت فقدان تقمارن ثابت و متئله رینگ و فنر با سختی هارمونیک متنیر با زمان می

ای در زمان، متئله ای شامل متئله رینگ و فنر با سختی هارمونیک در زمان و سختی دندانه ارهدوره

 باشد.ه اتصال فنر به رینگ متنیر با زمان میرینگ و فنر با زاوی
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 1اغتشاش هينظر 

کمه پاسمخ  یامتمئله یبمرا یبیپاسخ تقر افتنی یاست که برا یاضیر یهااغتشاش شامل روش هینظر

 کیمدر  قیمپاسمخ دق کیمبما  یبیجواب تقر نیا افتنی. رودیکار مبه تت،ین یآن قابل دسترس قیدق

افمزودن  بماکار برد که بتوان متمئله را به توانیم یاغتشاش را زمان هی. نظرشودمی آغاز مرتبطمتئله 

 نمود. یبنداست، فرمول قیکه قابل حل دق یامتئله یاضیر فیعبارت کوچک به توص کی

 یپارامتر کوچک که با نام سمر کیاز  یصور یتوان یسر کیبه صورت  یاغتشاش به عبارت هینظر     

 را کامل حل قابلکه انحرافات از متئله  شودینظر منجر م پاسخ مورد یبرا ،دشویاغتشاش شناخته م

و  اسمت قیمپاسمخ متمئله قابمل حمل دق یتوان یسر نیجمله از ا نی. اولکندیم انیب کمی صورت به

 بیمتقر ی. بمراکننمدیمم فیرا توص اصلیانحراف از متئله  لیپاسخ به دل نیانحراف از ا یجملات بعد

 داشت: میخواه ریبه صورت ز از پارامتر کوچک  یسر کی Aمل پاسخ کا کیزدن 

(9-7)  1 2

0 1 2 ....A A A A      

مرتبمه  هایجمله 2Aو  1Aاست و  هیاول قدقی حل قابلمتئله  یپاسخ معلوم برا 0Aملال،  نیدر ا

 نیمکوچمک، ا  ی. بمراآوردتدسمها را بهآن توانیم کیتتماتیروش س کی توسط که هتتند بالاتر

قطع  قیاز طر توانیرا م یبیتقر یپاسخ اغتشاش کی. شوندیکوچکتر م جتدریبه بالاترمرتبه  یهاجمله

پاسمخ  یعنمی شوند،ینگه داشته م سری اولتنها دو جمله  در این رسالهآورد. دستبه یسر نیکردن ا

 :اولمرتبه  یِتشاشو اصلاح اغ هیاول

(9-2)  1

0 1.A A A  

 

 

 

                                                                                                 
7 Perturbation Theory 
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 حل اغتشاشی سيستم در حالت پايا 

از این حالت، وقتی است که سختی فنرها وابتته به زمان نیتت به عبارت دیگر تمرم  منظور
relt  در

 ( حذف گردد. 21-2)رابطه 

 رينگ متقارن -3-3-1

ت بما صمرفنظر شود. در ایمن قتمموجود فنرها در سیتتم منجر به از دست رفتن تقارن در رینگ می

( معادله حاکم بر 73-2)آوریم. رابطه کردن از فنرها، حل سیتتم را در حالت کاملا متقارن به دست می

 داریممدر معادلات حاکم  K(1)و بالطبع  صرفنظر کردن از مقادیر با  [.74است]حرکت رینگ دوار 

[47]: 

(9-9)  2
(0)

2
0.

u u
M G D K u

t t

 
      

 

)، 7با استفاده از روش جداسازی متنیرها , )u t  [74] شودمیبه صورت زیر فرض. 

(9-4)  0

0( , ) ( ) ,nr t

nu t u e  

 که

 
0 ( ) .in in

n n nu A e A e    

در معادله بالا 
nA ،nینو همچن 2مزدوج مختلط ی( به معنا~و ) یکهارمون یبضر ینام

0rn
 یرمقاد 

) iو است یژهو 1)i   [:74] یمدار (9-9)در  (4-9)ه رابطاست. با قرار دادن  یموهوم یکه 

(9-5)  
0r ,n nif 

 که

 2 2 2 2 2 2 2
(1,2)

2 2 2 2

2 ( 1) ( 1)
.

1 (1 ) 1

p p

n

n n n n n
f i

n n n

   
  

  
 

                                                                                                 
7 Separation of Variables 

2 Complex Conjugate 
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بعد شده یکه با صفر بودن سرعت ب
p ،شمودیممحاصمل  یمرثابت به صورت ز ینگدر ر یژهو یرمقاد 

[47]. 

(9-3) 2 2

0
2

( 1)
,

1
n

n n
r i

n


  


 

 که

 2 2

0
2

( 1)
.

1
n

n n
f

n





 

 .[47] بودیر خواهد به صورت ز ینوسیو کت نوسییس یعیفرکانب طب

(9-1)  (0) (0)

0Im(r ) .cn sn n nf    

(1)

nf و
(2)

nf یقبلم یجبما نتما یمن موضموعکه ا هتتند 2و پب رونده 7رونده یشپ هایفرکانب همان 

 [.3]است  گارساز

 9ایرينگ با تقارن دوره -3-3-2

شود و سمازه در ایمن حالمت اصمطلاحا در نظر گرفتن فنرها در رینگ منجر به از دست رفتن تقارن می

شود که جمواب در ایمن ای فرض میای است. برای حل سیتتم در حالت تقارن دورهدارای تقارن دوره

ن است. تئوری اغتشاشات به ایمن منظمور ممورد ای از جواب در حالت رینگ متقاریافتهحالت گتترش

های ا استفاده از تکنیک حل اغتشاشی به بررسی پدیده افتراق مودها و فرکانببگیرد. استفاده قرار می

 شود.طبیعی در سیتتم پرداخته می

 .[47] شوندرض می( در این حالت به صورت زیر ف4-9)پارامترهای رابطه 

(9-2)  
0 0 1( ) ( ), r r .n n n n nu u r       

بدون حرکت فمرض شمده  گاهیهتکیرا متتقل از زمان است ز در این حالت (1nrمقدار ویژه اغتشاشی )

                                                                                                 
7 Foreward 
2 Backward 

9 Cyclic Symmetry 
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 .[47] است یرپاسخ به صورت ز ینبنابرا است.

(9-3)  (r r ) t
0 1

.0( , ) n n
nu t u e




 
 

  .[74]دآیبه صورت زیر بدست می 1nrیژه و یرمقاد
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
  




 

 [،47دیگر ]از طرف 

(9-77)  2 ( 1) /

1

0, /
.

, /

N
i p q N

p

q N Integer
e

N q N Integer

 



 
 

 
 

ای در سیتتم در حالمت مشخص است، تقارن دوره (77-9)( و 71-9است. همانگونه که از روابط )

1rnپایا منجر به تنییر فرکانب طبیعی به اندازه   شود. این تنییر اندازه فرکمانب بمه ازای مقمادیر می

کند. امما ، مقدار کوچکی است که تنییری در طبیعت اصلی ارتعاشی سیتتم ایجاد نمیqغیرصحیح 

مقمدار عمددی تمرم  (77-9)ه عددی صحیح باشد، در این حالت با توجمه بمه رابطم qدر مواقعی که 

nغیر صفر خواهد بود. مقدار  7مشخص شده با زیرخط

n

A

A
و بمرای  7بمرای مودهمای کتینوسمی برابمر  

q ،1nrاست. در نتیجه به ازای مقادیر صحیح  -7مودهای سینوسی برابر    متتعد آن است کمه مقمدار

آن برای مودهای سینوسی و کتینوسی متفاوت شود. آنچه در این بین اثرگمذار اسمت مقمدار عبمارت 

2 2 2sin cosn   1است. اگر مقدارnr  ازای مودهای سینوسی و کتینوسی متفماوت شمود آنگماه به

  [.74] استمودها  9است و در غیر این صورت سیتتم شاهد تکرار مودها روی داده 2ده افتراقپدی

 یریجلموگ مودها رخداد افتراق یجاداز ا توانیم یحصح یرغ Nبه  n 2نتبت مناسب یکبا استفاده از 

افتمراق را  ه پدیمد فنرهما زاویمه یمبا تنظتنییر این دو پارامتر ممکن نیتت بنابراین کرد. اما در عمل، 
                                                                                                 
7 Under Line 
2 Splitting 

9 Repeating 
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)arctanنمایند. اگر کنترل می )n   یا نهایتاarctan( )n  مودها از بمین  افتراقباشد، پدیده

 [.47] تخواهد رف

 

 ایحل اغتشاشی سيستم رينگ و فنر گسسته با تقارن دوره 

-ایجاد میمعادله حاکم بر حرکت ر امکان ظهور ضرایب متنیر با زمان را د گاهیهتک یا ینگردوران در 

( است. برای حل معادله حرکت در 7-2کند. شماتیک سیتتم رینگ وفنر در این حالت مطابق شکل )

 .[47] شودمیبه صورت تابعی از زمان فرض  (2-9)این حالت، ترم اغتشاشی در رابطه 

(9-72)  
0 1(t) r r (t).n n nr   

 .[47] بودحل کلی به صورت حاصل ضرب توابع مکانی و زمانی به صورت زیر خواهد  بدیهی است که

(9-79)   0 1r r (t) t

0( , ) .n n

nu t u e





 

2متنیر با تنییر  1( ) ( )n nr t tr t  2مقادیر ویژهrn [74]آید بدست می. 

(9-74)  2

1 2

2 2

1 3

, /
r ,

, /rel

i t

rel

n in t

rel

H t H te n

H t H e n

 

 

    
 

   

 

 که

 

1

1

1

1

2 2 2

1

22 2 2

2

1

22 2 2

3

1

2

2

(sin cos ),

(sin cos sin 2 ) ,

(sin cos sin 2 ) ,
2 (1 / )

1
,

4 (1 )

- 2 (1 ).

j

j

N
inn

jn

N
inn

jrel rel n

n p

H iVN n

A
H iV n in e

A

AV
H n in e

n n A

V
n

f n n





 

  

  











 

    


    

   


 

   



 
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-اغتشاشی سيستم رينگ و فنر با سختی متغير با زمان با تقارن دوره حل 

 ای

دارای ضرایب متنیر با معادله حاکم بر حرکت  ،هتتنددوران هر دو در حال  گاهیهو تک ینگکه ر یوقت

بمه صمورت تمابعی از  (2-9)رابطه  برای حل معادله حرکت در این حالت، ترم اغتشاشی در زمان است.

شود که سختی فنر به صورت تابعی سینوسی بما فرکمانب می شود. در این بخش فرضزمان فرض می

2 relN  ای در کمل رینمگ برقمرار اسمت. کند. دقت شود کمه در ایمن حالمت تقمارن دورهتنییر می

 آمده است. (7-9شکل ) سیتتم در این حالت در شماتیک

 

v

u

 

 ایسیتتم رینگ و فنر متنیر با زمان با تقارن دوره (7-9)شکل 

 

گمردد. بمر مبنمای ایمن روش استفاده می 7برای حل سیتتم در این حالت از تکنیک انتگرال کانولوشن

)که سختی فنرها به صورت تابع  در حالتیپاسخ سیتتم  )f t  ،به صورت زیر است. در زمان باشد 

(9-75)  
0

( ) ( ) ( )
t

x t f h t d    

                                                                                                 
7 Convolution Integral 
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)که  )h t ( است. همانگونه که گفته شد، 4-9پاسخ سیتتم به ازای وجود فنر گتتته )موضوع بخش

این حالت به آید. در بدست می (75-9)تا  (72-9)پاسخ سیتتم در این حالت با استفاده از روابط 

 :صورت زیر است

(9-73)  2

1 2

2 2

1 3

, /
r ,

, /rel

i t

rel

n in t

rel

H t H te n

H t H e n

 

 

    
 

   

 

 آید.اسخ زمانی فوق به صورت زیر بدست میبا استفاده از انتگرال کانولوشن، پ

(9-71)  1 1 2 2

2

1 1 3

, /
r ,

, /

rel

n

rel

H I H I n

H I H I n

   
 

   
 

 که

 

 

(9-72)  

1

2 2

2

2 22 2

2 2

2 2 2 2

3

sin(2 t)1
,

2 2

4( ) 4( )

,
8 ( ) 8 ( )

4( )

rel rel

rel rel rel

rel

rel rel

i t i t

rel rel

i N t i N ti t i t

rel rel

i N t in t i N t

rel rel

N
I t

N N

te te
I

N N

e e e e

i N i N

e e e e
I

N n

 

 



 

 

 



  

     

     

 
  

  

 
   

 
 

   

   
 

  
.

4( )

relin t

rel relN n



  

 

تنییمر متنیمر  طبمق یتو در نها( 72-9ساده سازی رابطه )حال با 
1 2( ) ( )n nr t r t t تموانیمم 

ی موهموم بخش و یقی که بیانگر پایداری نحوه پایداری سیتتمحق بخش از مجموعی جواب که یرمقاد

 بدست آورد. که به دلیل رعایت اختصار بیان نشده است. های طبیعی سیتتم است،که بیانگر فرکانب

 

ی متغير با زمان بددون تقدارن اغتشاشی سيستم رينگ و فنر با سخت حل 

 ایدوره

شود که فنرهای گتتته دارای مقادیر سختی متنیر با زمان باشند به نحوی در این حالت فرض می

ای در رینگ به واسطه متنیر بودن سختی فنرها از بین بمرود. از دیمدگاه نماظر نشتمته که تقارن دوره
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شود اما دامنه این نیرو خود تمابعی از زممان یروی رینگ با توالی زمان مشخصی نیروی فنر احتاس م

 است.

 سيستم رينگ و فنر با سختی هارمونيک در زمان -3-6-1

 .به صورت زیر تنییر خواهد کرد معادله حاکم

(9-73)  2
(0) (1)

2
( ) 0.

u u
M G D K f t K u

t t


 
         

 

)که  )f t شود.مونیک فرض میبه صورت هار 

(9-21)  2
(0) (1)

2
cos( ) 0.

u u
M G D K t K u

t t


 
          

 

 رابطمهبا حل  1nrه سازی، و ساد (73-9)و جایگذاری در رابطه  (79-9)زمان -با استفاده از تابع مکان

 آید.یبدست م (9-27)

(9-27)   

 

1 1 0 1 0 1 0

(1)

1 1 0 0

2r (t) r (t) 2 r (t) t 2 r (t)

r (t) r (t) t cos( ).

n n n n n n n

n n n n

t r r Mu

Gu K u t

  

     
 

2تنییر متنیر با  1( ) ( )n nr t tr t  در  (27-9)و ضرب داخلی رابطهinθe ، 

(9-22)  

1

1

2 2 2

2 ( )2 2 2 2 2 2

1

N(sin cos sin 2 )
cos( )

r 2 r .
2 (1 ) (sin cos ) j rel

N
in tn n n

jn

n in
t

i A
n n e

A



  

  
 



  
   

      
 
 


 

 به صورت زیر است. (22-9)حل معادله  که

(9-29)  2

1 2

2 2

1 3

, /
r ,

, /rel

i t

rel

n in t

rel

H H e n

H H e n

 

 

    
 

   

 

 که در آن
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1

1

1

1

2 2 2

1

2 2 2

2

2

1

2 2 2

3

2 2 2
2

1

2
(sin cos ) cos( ) sin( ) ,

(sin cos sin 2 )

2
cos( ) sin( ) ,

(sin cos sin 2 )

(4 4 ) cos( )

(

j

j

n

n

N
in

j

n

n

N
in rel rel

j

i
H VN n t t

A
H V n in

A

i
e t t

A
H P n in

A

n n t
e





 

  

  









 
       

  

 
     

    

     








   

2 2 2

222 2 2 2

,
2 4 ) sin( )

1
,

2 (1 ) (4 )

1
.

2 (1 ) 4 2 4 4

rel

rel rel rel

i in t

V
n

P
n n n n





 
 

      




   


           
   

 

 بررسی مقادير ويژه -3-6-1-1

 .[47] است یربه صورت زسیتتم  یعیفرکانب طببخش اغتشاشی  (29-9)ه رابطبراساس 

(9-24)  2
1 , ,Im(r ) Im( ) .n

n c s c s

r

t
 

هما های زیر برای آنبه معنای مودهای سینوسی و کتینوسی هتتند که نتبت "s"و " c"های اندیب

 در حالت رینگ متقارن برقرار است.

(9-25)  
( ) 1 , ( ) 1.n n

c s

n n

A A

A A
   

 .[47] نوشت یربه شکل ز توانیرا م ی سیتتمیعطب هایفرکانب نابراینب

(9-23)  , 0 1 ( , )
Im(r ) Im(r ) .

n
s c n n A s c

   

همای های طبیعی بمرای سمرعتمقادیر فرکانب (23-9)و جایگذاری در  (5-9)و  (29-9)با حل رابطه 

همای آید که حل دارای دو دسته جواب است مقادیر موهمومی کمه میمزان فرکمانبمختلف بدست می

 شود.طبیعی و مقادیر حقیقی در تحلیل پایداری سازه استفاده می
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/ در حالتيکه
rel

n   

rel/متناظر با براساس جواب  n    (29-9)ه رابطدر، 

 

 

(9-21)  

1

1

2 2 2 2

2 1 2

2 2 2

2 2

1

2
r (sin cos ) cos( ) sin( )

(sin cos sin 2 )

2
cos( ) sin( ) .j

i t

n

n

n

N
in i t

j

i
H H e VN n t t

A
V n in

A

i
e t t e



 

  

 

  



 
         

  

 
      


 

 و از آنجا که 

(9-22)  2 cos(2 ) sin(2 ).i te t i t      

 ،و ساده سازی( 21-9)با جایگذاری در قتمت دوم معادله  

 

 

(9-23)   

 

1

1

22 2 2 2

2

1

2 2 2

(sin cos ) cos(2 )

(sin cos ) sin(2 )

sin 2 cos(2 )

2
sin 2 sin(2 ) cos( ) sin( ) .

j

N
ini t

j

H e V e n t

i n t

in t

i
n t t t


 

 





 



    

   

  

 
          



 

مقادیر موهومی 
2nr  برای سرعت دورانی

rel n   .به صورت زیر است 

(9-91)  2

2 1 2Im(r ) Im( ) Im( ),i t

n H H e   

 که

 2 2 2

1

2
Im( ) (sin cos ) sin( ) ,H VN n t 

 
      

 

 و همچنین
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 

 

1

1

22

2

1

2 2 2

2 2 2

Im( )

2
(sin cos ) cos(2 ) sin 2 sin(2 ) sin( )

(sin cos ) sin(2 ) sin 2 cos(2 ) cos( ) .

j

N
ini t

j

H e V e

n t n t t

n t n t t



  

  

 



 


          

            



 

2

2Im( )i tH e  شود.به صورت زیر بازنویتی می 

 

 

 

(9-97)  

1

1

22 2 2 2

2

1

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

Im( ) (sin cos )

2 (sin cos )
sin( ) cos(2 )

sin cos

sin 2
sin(2 )

sin cos

(sin cos )
cos( ) sin(2 )

sin cos

sin 2

sin cos

j

N
ini t

j

H e V e n

n
t t

n

n
t

n

n
t t

n

n

n


 

 

 



 

 

 





 



 

  
     

 


   

 

 
    








cos(2 ) .t



  



 

در نهایت با توجه به تنییر متنیر 
2 1( ) ( )n nr t tr t  زیر:و با استفاده از رابطه ملللاتی 

(9-92)  sin( ) sin cos cos sin .a b a b a b   

rel/ی برا 1nrهای طبیعی مقدار فرکانب n   شود..به صورت زیر ساده می 

 

 

(9-99)  

 
 

1

1

2 2 2

1 ,

2 2 2 2

1

1

2

(sin cos ) 2
Im(r ) sin( )

(sin cos )
2

sin(2 ) sin( )

sin(2 ) cos( ) .

j

n c s

N
in

j

VN n
t

t

V e n

t t
t

t t



 

 









  
      


  

         

     


 

 که در آن
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 2 2 2

1

2 2 2 2

sin cos
arctan( ),

sin 2

sin 2
arctan( ).

sin cos

n

n

n

n

 







 







 

/ در حالتيکه
rel

n   

rel/متناظر بابراساس جواب  n    (29-9) هرابطدر، 

 

 

(9-94)  



1

1

2 2 2 2

2 1 3

2 2 2

2 ( ) 2 2 2

1

2
r (sin cos ) cos( ) sin( )

(sin cos sin 2 )

(4 4 ) cos( )

(2 4 ) sin( ) .

rel

j rel

in t

n

n

n

N
in t

rel rel

j

rel

i
H H e VN n t t

A
P n in

A

e n n t

i in t



 

  

 

 



 
         

    

      

      



 

 کهاز آنجایی

(9-95)  2
cos(2 ) sin(2 ),relin t

rel rele n t i n t
 

    

 ،( و ساده سازی94-9جایگذاری در قتمت دوم معادله )با 

 

 

 

(9-93) 



1

1

1

1

1

1

1

1

22 2 2 2

3

1

22 2 2

1

22 2 2

1

2

1

cos( ) (4 4 )

(2 4 ) sin( )

(sin cos ) cos(2 )

(sin cos ) sin(2 )

( sin 2 )

jrel

j

j

j

N
inin t

rel rel

j

rel

N
in

rel

j

N
in

rel

j

N
in

j

H e P e t n n

i in t

n e n t

i n e n t

in e









 

 



 















        

      


   


   

 







1

1

2

1

cos(2 )

sin 2 sin(2 ) .j

rel

N
in

rel

j

n t

n e n t










   







 

بخش موهومی
2nr  برای سرعت دورانی

rel n   .به صورت زیر است 

(9-91)  2

2 1 3Im(r ) Im( ) Im( ),relin t

n H H e
 

  
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 که

  

 

 

1

1

1

1

22

3

1

2 2 2

2 2 2 2

1

2 2 2

Im( ) (2 4 ) sin( )

(sin cos ) cos(2 )

sin 2 sin(2 )

cos( ) (4 4 )

(sin cos ) sin(2 )

sin 2

jrel

j

N
inin t

rel

j

rel

rel

N
in

rel rel

j

rel

H e P e n t

n n t

n n t

P e t n n

n n t

n





 



 



 







        

   

   

         

    

 





cos(2 ) .reln t 

 

 که رابطه فوق به صورت زیر بازنویتی می شود.

 

 

 

 

(9-92)  

1

1

1

1

22 2 2 2

3

1

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2

1

Im( ) cos( ) (4 4 )

(sin cos )

(sin cos )
sin(2 )

sin cos

sin 2
cos(2 )

sin cos

(2 4 ) sin( )

jrel

j

N
inin t

rel rel

j

rel

rel

N
in

rel

j

H e P e t n n

n

n
n t

n

n
n t

n

P e n t





 

 

 



 

 







       

 

 
  




   

 

       





2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 2

(sin cos )

(sin cos )
cos(2 )

sin cos

sin 2
sin(2 ) .

sin cos

rel

rel

n

n
n t

n

n
n t

n

 

 

 



 

 

 
  




   

  

در نهایت با توجه به تنییر متنیر 
2 1( ) ( )n nr t tr t  و ساده  (92-9)و با استفاده از رابطه ملللاتی

1سازی،  ,Im(r )n c s آیدبه صورت زیر بدست می. 
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(9-93)  



1

1

2 2 2

1 ,

2 2 2 2

1

2 2 2

2

1

(sin cos ) 2
Im(r ) sin( )

(sin cos )

cos( ) (4 4 ) sin(2 )

(2 4 ) sin( ) sin(2 ) .

j

n c s

N
in

j

rel rel rel

rel rel

VN n
t

t

P e n

t

t n n n t

n t n t



 

 









  
     

 



         

         


 

دهد که مقدار ترم عاممل افتمراق مودهما در گمذر زممان ( نشان می93-9) و (99-9روابط )بررسی 

 شود. ( دقت93-9( و )99-9گردد. به عبارات نشان داده شده با زیر خط در روابط )متتهلک می

 

رونده در حالت سیتتم ده و پبرونهای طبیعی پیشطبیعت فرکانب (7-9)جدول 

ای به ازای مقادیر رینگ و فنر گتتته با سختی متنیر کتینوسی بدون تقارن دوره

nهای مختلف مختلف سرعت دورانی و نتبت N  

2 intn N  2 intn N  
 

 ر مودهاتکرا از افتراق مودها به تکرار مودها
rel n   

 تکرار مودها تکرار مودهاق مودها به افترااز 
rel n   

 

 بررسی پايداری -3-6-1-2

ترم اغتشاشیتنها توسط  ی سیتتماصل یداریناپا در اینجا نیز
1nr ،شودایجاد می . 

 

/در حالتيکه 
rel

n   

rel/متناظر با  بر اساس پاسخ n   شود.به تحلیل این قتمت پرداخته می (94-9) هرابط در 

 بخش حقیقی، (23-9)ه رابط طبق
1H است یرز صورت به. 

(9-41)  2 2 2

1Re( ) (sin cos ) cos( ).H VN n t     

2-(، بخش حقیقی 91-9همچنین براساس رابطه )

2

i tH e  .به صورت زیر است 
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(9-47)  
 

 

1

1

1

1

22 2 2 2

2

1

2 2 2 2

1

Re( ) cos( ) (sin cos ) cos(2 )

sin 2 sin(2 )

2
sin( ) (sin cos ) sin(2 )

sin 2 cos(2 ) .

j

j

N
ini t

j

N
in

j

H e V e t n t

n t

V e t n t

n t





 



 



 







       

   


    

   




 

2با ضرب معادله فوق در  2 2(sin cos )n   و با توجه بمه  (92-9)و با استفاده از رابطه ملللاتی

تنییر متنیر 
2 1( ) ( )n nr t tr t بخش حقیقی مقادیر ویژه در سرعت ،/rel n    بمه صمورت زیمر

 شود.بیان می

 

(9-42)  1

1

2 2 2

1 ,

2 2 2 2

2

1

1

Re(r ) (sin cos ) cos( )

(sin cos ) sin(2 ) cos( )

2
sin(2 ) sin( ) .

j

n c s

N
in

j

VN n t

V e n t t

t t



 

  







   

     

 
       

 

 

/ در حالتيکه
rel

n   

rel/متناظر با  بر اساس پاسخ n   شود.به تحلیل این قتمت پرداخته می (94-9) هرابط در 

2- حقیقی بخش (93-9طبق رابطه )

3
reli t

H e
  است یرز صورتبه. 

 

 

 

(9-49)  


1

1

1

1

22 2 2 2

3

1

2 2 2

2

1

2 2 2

Re( ) cos( ) (4 4 )

(sin cos ) cos(2 )

sin 2 sin(2 )

(2 4 ) sin( )

(sin cos ) sin(2 )

sin 2 cos(2

jrel

j

N
inin t

rel rel

j

rel

rel

N
in

rel

j

rel

H e P e t n n

n n t

n n t

P e n t

n n t

n n





 



 



 







        

   

  

       

   

  





) .relt

 

2با ضرب معادله فوق در  2 2(sin cos )n   و با توجه به  (92-9)و با استفاده از رابطه ملللاتی

تنییر متنیر 
2 1( ) ( )n nr t tr tت ، بخش حقیق مقادیر ویژه در سرع/rel n    به صورت زیر بیان
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 شود.می

 

 

(9-44)  



1

1

2 2 2

1 ,

2

1 2 2 2

2

1

Re(r ) (sin cos ) cos( )

(4 4 )

cos( ) sin(2 )

(2 4 )

sin( ) sin(2 ) .

j

n c s

N
in

j

rel rel

rel

rel

rel

VN
n t

t

P e

n n
t

t n t

n

t n t



 









   



      

    

    

    



 

 

 ای از زمانفنر با سختی به صورت تابع دندانه اره -3-6-2

 

 ]45[اینه ارهتابع دندا (2-9)شکل 

 

)ای تابع دندانه اره )f t  ( با استفاده از رابطه زیر برحتب توابمع هارمونیمک بتمط (2-9)شکل )مطابق

 .]44[ شودداده می

(9-45)  
1

( ) sin( )m

m

f t b m t




  

 ایبضر
mb آیند.بدست می یربه شکل ز 

(9-43)  2
( )sin( )m

T
b f t m t dt

T
  
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,گیری از معادله فوق در بازه انتگرال گیریبا انتگرال
2 2

T T 
 
 
 .داشت یمخواه 

(9-41)  2
( )

At
f t

T
 

2tو دانتتن آن که (43-9)در  (41-9)با جایگزینی   ، mb آید.به صورت زیر بدست می 

(9-42)   
2 2

sin( ) cos( )2
m

AT m m m
b

T m

  



 
 

)cosاز آنجا که  ) ( 1)mm   و sin( ) 0m  است یانقابل ب یرمعادله بالا به صورت ز. 

(9-43)  2
( 1)m

m

A
b

m


   

) یتدر نها )f t .برحتب توابع هارمونیک به صورت بتط زیر قابل بیان است 

(9-51)  
1

2
( ) ( 1) sin( )m

m

A
f t m t

m






    

)با جایگذاری  )f t  آید و در ادامه معادله حاکم بدست می (73-9)از رابطه فوق در رابطه
2nr  مربوطه

 آید.از رابطه زیر به دست می

 

(9-57)  

1

1

2 2 21
2 2 2

2 ( )2 2 2

1

2
( 1) sin( )

r 2 r N(sin cos sin 2 )
2 (1 )

(sin cos ) j rel

m

m
n n

N
in tn

jn

A
m t

m
i n in

n

A
n e

A




  



 





 




   

    


  







 

به معادله همگن متناظر  یهپا هایجوابشود. برای حل این معادله از روش تنییر پارامترها استفاده می

 صورت زیر هتتند.

(9-52)      2

2 21 2
1 , i t

n nr r e   

 .است یربه شکل ز ( با روش تنییر پارامتر57-9رابطه ) یحل خصوص

(9-59)  2
2

2
( ) ( )

i t
i t

n

e f f
r dt e dt

w t w t

 
 

    

 بمه کمه اسمت هماجمواب ینرونتک w(t)و  (57-9) رابطههمان عبارت سمت راست  fرابطه  یندر ا
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 شود.یم یفتعر زیر صورت

(9-54)  2

2

2

1
( ) 2

0 2

i t

i t

i t

e
w t i e

i e

 

 

 
   

 
 

تنییر متنیر طبق  یتو در نها (59-9)رابطه حال با حل 
1 2( ) ( )n nr t r t t جواب  یرمقاد توانیم

 بدست آورد.  ی است،و موهوم یقیحق هایبخش از مجموعی که

 

 متغير با زمان بدون تقدارن βو فنر با زاويه  اغتشاشی سيستم رينگ حل 

 ایدوره

 (73-2)در این حالت رابطه  هارمونیک از زمان فرض شده است. یبه صورت تابع βدر این حالت زاویه 

 شود.به صورت زیر بازنویتی می

 

(9-55)  

(1) * *

*

K (k sin(cos( )) k cos(cos( ))

cos(cos( ))) (sin(cos( )) cos(cos( )) )

t t

k
t t t



 


   



 
     
 

 

 آید.معادله حاکم در زمان به صورت زیر بدست می یرمتن βاز  یناش یبا اعمال سخت

 

 

(9-53)  

1

1

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 ( )

1

1
r 2 r N sin (cos( )) cos (cos( ))

2 (1 )

sin (cos( )) cos (cos( )) sin 2(cos( ))

j rel

n n

n

n

N
in t

j

i t n t
n

A
t n t in t

A

e




 




         

       


 




 

این معادله در نرم افزار با  .باشدینم معادله فوق موجود یبرا یلیحل تحل شودیچه مشاهده مچنان

  شود.های عددی حل میاستفاده از روش
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 فصل چهارم:  -4
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بددون حضدور نيدروی  -بررسی اثدر دندانده در ارتعاشدات ريندگ ثابدت 

 الکترومغناطيس

اسمتفاده از امما  ،وجود داردبه عنوان یک محیط پیوسته  رینگ یلتحل یبرا یمتعدد هایاگرچه روش

راه حلی سمریع و مطممئن در تعیمین خموا  ارتعاشمی  تواندیجرم و فنر مگتتته همانند  هایمدل

از محققان  یاریتوسط بت یکردرو ینا ی،کاهش حجم محاسبات و سادگ یل. به دلرینگ محتوب شود

-یمم یزممان هایپاسخ و مودها شکل یعی،طب یهافرکانب یافتن یبرا یو روش خوب شودیاستفاده م

شود و سمپب اثمر استخراج مدل مناسب گتتته، ابتدا مدل جرم و فنر رینگ استخراج میبرای . باشد

 شود.ها به صورت جرم و فنر به مدل گتتته رینگ اضافه میدندانه

 ينگر گسستهمدل  -4-1-1

های برای تحلیل ارتعاشات دیتک ]41[. در مرجع است یربه صورت زساده  ینگر یمدل ارائه شده برا

کار رفته در مطالعه حاضر از مدل مذکور اقتبماس و فنر استفاده شده است. مدل به دار از مدل جرمپره

 آمده است. (7-4)شده است. که در شکل 

Mr

 

 برای رینگ ساده مدل جرم و فنر (7-4)شکل 

 .نشان داده شده است( 2-4) شکل ه درجه آزادی از رینگ درگتتته خطی سمدل به عنوان ملال، 
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krkr

yj yj+1yj-1

Mr MrMr

 

 ارتباط بین هر جرم با اجرام کناری در مدل گتتته رینگ ساده (2-4)شکل 

 

 است. یربه شکل زجرم و فنر فوق مدل  یمعادله حرکت برا

(4-7)  1 1(2 ) 0.r j r j j jM x k x x x     

 به صورت زیر است.سه جرم و فنر  یبرا رابطه فوق یتیفرم ماتر

(4-2)  
1 1

2 2

3 3

0 0 2 0

0 0 2 0 .

0 0 2 0

r r r r

r r r r

r r r r

M x k k k x

M x k k k x

M x k k k x

          
         

   
         
                   

 

 :شتخواهیم دا x=Acos(ωt)با فرض

(4-9)  
2

1

2

2

2

3

2 0

2 0 .

2 0

r r r r

r r r r

r r r r

k M k k A

k k M k A

k k k M A







       
     

        
            

 

 شود.یحاصل م معادله مشخصه سیتتم یب،ضرا یبماتر دترمینان صفر قرار دادن یمتاو از

(4-4)  3 6 2 4 2 26 9 0.r r r r rM k M k M      

همای معادلمه مشخصمه ریشمهبا ( 5-9های طبیعی رینگ )رابطه از متاوی قراردادن فرکانب در نهایت

 آید.فوق، نتبت بین جرم و سختی گتتته به دست می

 دارگسسته استاتور دندانهمدل  -4-1-2

 ینجمادر اشمود. استفاده ممی (7-4)برای اضافه کردن اثر دندانه در مدل گتتته رینگ، از مدل شکل 

نشمان دهنمده  b یبجرم و فنمر بما انمد ینو همچن ینگنشان دهنده قتمت ر r یبدجرم و فنر با ان
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 .است هاقتمت دندانه

Mr

kb mb

 

 دندانه رینگ دارایمدل جرم فنر  (9-4)شکل 

 

 ان داده شده است.نش یراز مدل به شکل ز یمعادله حرکت، بخش یینتع یبرا

krkr

kb

yj yj+1yj-1

xj

Mr MrMr

mb

 

 دندانه یدارا ینگرگتتته مدل ارتباط بین هر جرم با اجرام کناری در  (4-4)شکل 

 

 شود.بیان می یرز شکلبه  سیتتم یلو پتانت یجنبش یانرژ

(4-5)  
2 2

2 2 2

1 1

1 1
,

2 2

1 1 1
( ) ( ) ( ) .

2 2 2

r j r j

r j j r j j b j j

KE M y M x

PE k y y k y y k y x 

 

     
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 شود.یحاصل م یربا استفاده از معادله لاگرانژ، معادله حرکت به صورت ز

(4-3)  

1 1

( ) 0,

(y x ) (2 y y y ) 0.

b j b j j

r j b j j r j j j

m x k x y

M y k k  

  

     
 

 

 تتته معادل به صورت زیر است.معادلات حرکت سیتتم گسه دندانه  با ینگر یبرابه عنوان ملال، 

(4-1)  

1 1 1

1 1 1 1 3 2

2 2 2

2 2 2 2 1 3

3 3 3

3 3 3 3 2 1

( ) 0

(y x ) (2 y y y ) 0

( ) 0

(y x ) (2 y y y ) 0

( ) 0

(y x ) (2 y y y ) 0.

b b

r b r

b b

r b r

b b

r b r

m x k x y

M y k k

m x k x y

M y k k

m x k x y

M y k k

  

     

  

     

  

     

 

 .به صورت زیر است فوقمعادله  یتیفرم ماتر

(4-2)  

1

2

3

1

2

3

0 0 0 00 0 0 0 0

0 0 0 00 0 0 0 0

0 0 0 00 0 0 0 0

0 0 20 0 0 0 0

0 0 20 0 0 0 0

0 0 20 0 0 0 0

b bb

b bb

b bb

b b r r rr

b r b r rr

b r r b rr

x k km

x k km

x k km

y k k k k kM

y k k k k kM

y k k k k kM

    
    

    
     

   
      

       
   

           

1

2

3

1

2

3

0

0

0
.

0

0

0

x

x

x

y

y

y

   
   
   
   

    
    
    
    
      

 

 

 خواهیم داشت: x=Acos(ωt)با فرض

(4-3) 

2

1
2

2
2

3

2 4

2 5

62

0 0 0 0
0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0
.

00 0 2

0
0 0 2

0
0 0 2

b b b

b b b

b b b

b b r r r r

b r b r r r

b r r b r r

k m k
A

k m k A

k m k A

Ak k k M k k

A
k k k k M k

A
k k k k k M













  
     
      
     
      
     
         
     
         
       
      

 

 :ساده ینگر یجبا استفاده از نتا
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(4-71)  

2

2

1

2 2

3

2 4

5

2 6

2

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

2
0 0

2
0 0

2
0 0

b b

b b

b b

b b

b b

b b

b b r r r

r r r r r

b b drr r

r r r r r

b br r r

r r r r r

k k

m m

k k

m m A

Ak k

m m A

Ak k k k k

M M M M M A

Ak k kk k

M M M M M

k kk k k

M M M M M













 
 

 
 

 
  
   
 
 

       
 

     
 
 

   
  

 

0

0

0
.

0

0

0

 
  
  
  
  

  
  
  
   

 

-یساده م زیر صورت به ایزنجیره ضرب روش از استفاده با رینگ جرم بر هادندانه یاثر کوپل در سخت

 شود.

(4-77)  
.b b b

r b r

k k m

M m M
  

 

 .خواهد بود برابر و دندانه ینگر یچگال یجهکه جنب استاتور همگن است در نت ییاز آنجا

(4-72)  .br
r b

r b

mM

V V
    

 

 

 ]74 [های الکتریکی جریان متناوباستاتور ماشین نمای (5-4)شکل  

 

 .است زیر صورت به (5-4) شکل رینگ و دندانه با توجه بهحجم 
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(4-79)  2 2( ) ( ) .
2 2

.

r

b z z

h h
V g R g R

V b h g

    



 

 شود.در نتیجه نتبت جرم دندانه به رینگ به صورت زیر بیان می

(4-74)  .
2

b z z

r

m b h

M Rh
 

( 71-4) یبماتر جایگزینی در ای ویرهروش ضرب زنج ینگ،با استفاده از نتبت جرم دندانه به جرم ر

 های طبیعی سیتتم بدست خواهد آمد.فرکانب

 استاتور یو هندس یمس با استفاده از خواص جرم يچیپ يماضافه کردن اثر س -4-1-3

قمرار دارد کمه  یمت یچیپ یماستاتور س هایمتناوب در اطراف دندانه یانجر یکیالکتر یهااشیندر م

ها در خور توجمه آن یدارند که بررس سزایی به اثر استاتور و هاانهدند ینها در ارتعاشات ای پ یمس ینا

 است.

 شود.یحاصل م یربه صورت ز ی پ یمحجم قتمت س

(4-75)  

2 2( (h/ 2)) ( (( / 2) ))

.

z

all z z

all all

all

ve g R g R h h

vb nb h g

vc ve vb

vc
vc

n

     



 



 

مربموط  هایحجم دندانه vb، اطراف آنها یمت یچیپ سیم حجم همراه به هاحجم دندانه veکه در آن 

هما توسمط اطراف دندانمه یباشد )بافرض کامل بودن فضا یاطراف هر دندانه م یچیپ یمحجم س vcو 

 .مب(

 یم:دار یر( به صورت ز71-4) یببا اضافه کردن جرم مب به ماتر



 

 

43 

 

(4-73)  

2

2

1

2

2

2

2

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

2
0 0

2
0 0 0.001284

2
0 0

b b

b c b c

b b

b c b c

b b

b c b c

b b d d d

d d d d d

b b d d

d d d d

b d d b d

d d d d d

k k

m m m m

k k

m m m m A

k k

m m m m

k k k k k

M M M M M

k k k k

M M M M

k k k k k

M M M M M













 
 

  
 

 
  

 
 

  
 

    
 
 

    
 
 

   
  

 

2

3

4

5

6

0

0

0
.

0

0

0

A

A

A

A

A

   
   
   
   

   
   
   
   
     

 

ابتدا نتبت سختی به جرم و در نهایت فرکانب طبیعی  یبضرا یبماتر ینانصفر قرار دادن دترم که با

 بدست خواهد آمد.

بدون حضور نيروی  -نتايج عددی برای بررسی اثر دندانه در ارتعاشات رينگ ثابت -4-1-4

 الکترومغناطيس

اسمتفاده از نتمایج حمل و همچنین فرکانب طبیعی بدست آمده بما  هاابعاد هندسی رینگ و دندانه

 به صورت زیر است.[ 74]تحلیلی در مرجع 

 

 

 دار بدون سيم پيچسيستم رينگ ثابت دندانه -4-1-4-1

پرداختمه شمده  2و  3ها بر یوغ بمه ازای تعمداد دندانمه در این بخش به بررسی اثر اندرکنش دندانه

 ( دارای دو لوب داخلی و دو لوب خارجی است.1-4)، رینگ مطابق شکل 2است. در مود شماره 

 دندانه و فرکانب رینگ مشخصات هندسی رینگ، (7-4)جدول 

 رینگ
 112/1(m) (R)شعاع 

 17/1(m) (h)ضخامت

 دندانه
 z(b (m)114/1(عرض دندانه

 z(h (m)172/1(طول دندانه 

فرکانب طبیعی به 

 2ازای شماره مود 

5212/41 سیتتم بدون دندانه  

 4222/41 دندانه 9سیتتم با 
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 [49] 2تنییرات شکل مود رینگ به ازای شماره مود  (3-4)شکل 

 6با تعداد دندانه و دندانه در ارتعاشات استاتور بررسی اثر اندرکنش رينگ 

گیرند. بررسی ارقام ممرتبط بما همر جمرم در د بررسی قرار میدر این حالت بردارهای ویژه سیتتم مور

تواند نحوه حرکت کلی سیتتم را در آن مود مشخص نشان دهمد. از آنجما کمه سیتمتم بردار ویژه می

-های سیتتم نیمز مشمخص ممیای است، با بررسی بردارهای ویژه حرکت زیر بخشدارای تقارن دوره

ها و بخشمی مربموط بمه ای هر بردار ویژه مربوط به جرم دندانههشوند. بدیهی است که بخشی از درایه

جرم یوغ است. برهم خوردن نظام تنییرات حرکت رینگ و دندانه باعمث ظهمور فرکمانب متفماوتی در 

 کند.شود که بررسی آن را بتیار حائز اهمیت میسیتتم می

  
 دندانه مرتبط با مود دوم 3ویژه و فرکانتهای طبیعی سیتتم گتتته رینگ با  ارهایبرد (2-4)جدول 

  رینگ

7533/91 1 فرکانب طبیعی   222/41  714/41  4222/41  7533/91  

 
 
های مربوط درایه

به اثر متقابل 

گرها بر یکدیدندانه  

 
 

295175/1  121111/1  - 3723/1  - 41229/1  154424/1  - 14277/1  

295175/1  - 75153/1  72252/1  - 41229/1  - 2425/1  - 9192/1  

295175/1  - 75153/1  72252/1  - 41229/1  - 72341/1  937939/1  

295175/1  - 75153/1  72252/1  - 41229/1  221433/1  531973/1  

295175/1  - 75153/1  72252/1  - 41229/1  - 2425/1  - 9192/1  

295175/1  - 75153/1  72252/1  - 41229/1  - 2425/1  - 9192/1  

های مربوط درایه

به اثر متقابل 

دندانهرینگ و   

 
 

 

999272/1  437292/1  122923/1  114771/1  - 11799/1  - 12435/1  

999272/1  - 13225/1  - 11441/1  114771/1  11312/1  - 71152/1  

999272/1  - 13225/1  - 11441/1  114771/1  114395/1  223752/1  

999272/1  - 13225/1  - 11441/1  114771/1  - 54127/1  922139/1  

999272/1  - 13225/1  - 11441/1  114771/1  11312/1  - 71152/1  

999272/1  - 13225/1  - 11441/1  114771/1  11312/1  - 71152/1  
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دندانه بمه ازای  3شود تنییرات شکل مودهای استاتور دارای مشاهده می (2-4)همانطور که در جدول 

خلماف جهمت تاد به نحوی که تنییر شکل دندانمه در اتفاق خواهد اف (3-4) مطابق شکل 2شماره مود 

اتفاق می افتمد کمه هممان  4222/41شود که این نکته فقط در فرکانب میحرکت بخش بیرونی یوغ 

 نشان داده شده است.  (1-4)فرکانب موجود در حل تحلیلی است. شماتیک این تنییرات در شکل 

 
 4222/41دندانه به ازای فرکانب طبیعی  3تنییرات شکل مود دوم رینگ دارای  (1-4)شکل 

انواع حرکتهای ممکن مربوط به یوغ و دندانه در حضور  (2-4)در جدول  شودهمانگونه که ملاحظه می

هما دارای رکتمی بمین یموغ و دندانمهاند. نکته اصلی آن است که همر نظمام حای ظاهر شدهتقارن دوره

 فرکانب طبیعی متفاوتی است. 
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 8رينگ و دندانه در ارتعاشات استاتور  با تعداد دندانه بررسی اثر اندرکنش 

 رینگ مرتبط با مود دومدندانه  2های طبیعی سیتتم گتتته رینگ با ویژه و فرکانب بردارهای (9-4)جدول 

عیفرکانب طبی  1 753/91  195/41  422/41  422/41  753/91  753/91  422/41  

  
  
  

های مربوط درایه

 به اثر متقابل

ها بر دندانه

 یکدیگر

  
  

 

7137/1  2112/1  - 9595/1  3379/1  3379/1  1231/1  1235/1  - 2433/1  

7137/1  - 7759/1  - 9595/1  1532/1  - 2457/1  - 1479/1  7512/1  1192/1  

7137/1  - 7759/1  - 9595/1  - 7332/1  1713/1  2119/1  - 1372/1  7219/1  

7137/1  - 7759/1  - 9595/1  - 1795/1  5245/1  5121/1  - 1932/1  - 1425/1  

7137/1  - 7759/1  - 9595/1  1532/1  - 2457/1  - 1479/1  9919/1  - 3552/1  

7137/1  - 7759/1  - 9595/1  1532/1  - 2457/1  - 1479/1  2913/1  - 1333/1  

7137/1  - 7759/1  - 9595/1  1574/1  - 2419/1  - 7517/1  - 1232/1  3293/1  

7137/1  - 7759/1  - 9595/1  1927/1  - 2271/1  - 5251/1  - 1733/1  9191/1  

 

 

 

های مربوط درایه

 به اثر متقابل

دندانهرینگ و   

 
  

  

9142/1  4123/1  1191/1  - 1732/1  - 1732/1  1511/1  1524/1  1137/1  

9142/1  - 3151/1  1191/1  - 1174/1  1131/1  - 1242/1  7239/1  - 1117/1  

9142/1  - 1315/1  1191/1  1143/1  - 1119/1  7719/1  - 1594/1  - 1123/1  

9142/1  - 1315/1  1191/1  1715/1  - 1722/1  9943/1  - 1291/1  1172/1  

9142/1  - 1315/1  1191/1  - 1174/1  1131/1  - 1242/1  7394/1  1731/1  

9142/1  - 1315/1  1191/1  - 1174/1  1131/1  - 1242/1  7939/1  1124/1  

9142/1  - 1315/1  1191/1  - 1179/1  1153/1  - 1213/1  - 1759/1  - 1759/1  

9142/1  - 1315/1  1191/1  - 1112/1  1154/1  - 9425/1  - 4731/1  - 1114/1  

 

 دندانه به ازای 2شود تنییرات شکل مودهای استاتور دارای مشاهده می (9-4)همانطور که در جدول 

خلاف جهت به نحوی که تنییر شکل دندانه در اتفاق خواهد افتاد  (3-4)مطابق شکل  2شماره مود 

اتفاق می افتد که همان  422/41 فرکانباین نکته فقط در  شود کهمیحرکت بخش بیرونی یوغ 

 نشان داده شده است.  (2-4)فرکانب موجود در حل تحلیلی است. شماتیک این تنییرات در شکل 
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÷

 

 422/41دندانه به ازای فرکانب طبیعی  2تنییرات شکل مود دوم رینگ دارای  (2-4)شکل 

 دار با در نظر گرفتن اثر سيم پيچیسيستم رينگ ثابت دندانه -4-1-4-2

 دندانه و سيم پيچ 6با تعداد ور و دندانه در ارتعاشات استاترينگ بررسی اثر اندرکنش 

دندانه و سیم پی  مرتبط با  3های طبیعی سیتتم گتتته رینگ با ویژه و فرکانب بردارهای (4-4)جدول 

 رینگ مود دوم

4112/23 1 فرکانب طبیعی   422/41  4442/43  4112/23  422/41  

 
 
 های مربوطدرایه

به اثر متقابل 

گرها بر یکدیدندانه  

 
 

- 29917/1  - 12112/1  371947/1  - 4127/1  - 1513/1  - 1213/1  

- 29917/1  751555/1  - 72211/1  - 4127/1  - 7571/1  14399/1  

- 29917/1  751555/1  - 72211/1  - 4127/1  115/1  11722/1  

- 29917/1  751555/1  - 72211/1  - 4127/1  - 2332/1  - 7193/1  

- 29917/1  751555/1  - 72211/1  - 4127/1  - 7571/1  - 3223/1  

- 29917/1  751555/1  - 72211/1  - 4127/1  - 7571/1  72419/1  

های مربوط درایه

به اثر متقابل 

دندانهرینگ و   

 
 

 

- 99419/1  - 43724/1  - 13137/1  17244/1  - 1233/1  11353/1  

- 99419/1  132242/1  179529/1  17244/1  - 1222/1  - 1191/1  

- 99419/1  132242/1  179529/1  17244/1  45915/1  - 1529/1  

- 99419/1  132242/1  179529/1  17244/1  - 7513/1  11115/1  

- 99419/1  132242/1  179529/1  17244/1  - 1222/1  15135/1  

- 99419/1  132242/1  179529/1  17244/1  - 1222/1  - 1139/1  

 

دندانه و سیم  3ودهای استاتور دارای شود تنییرات شکل ممشاهده می (3-4)که در جدول همانطور
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به نحوی که تنییر شکل دندانه در اتفاق خواهد افتاد  (3-4)مطابق شکل  2پی  به ازای شماره مود 

 اتفاق می افتد. 422/41این نکته فقط در فرکانب  که شودمیخلاف جهت حرکت بخش بیرونی یوغ 

 

 دندانه و سيم پيچ 8اتور با تعداد ينگ و دندانه در ارتعاشات استر بررسی اثر اندرکنش

 دندانه و سیم پی  مرتبط با مود دوم 2های طبیعی سیتتم گتتته رینگ با ویژه و فرکانب بردارهای (5-4)جدول 

 رینگ

عیفرکانب طبی  1 411/23  422/41  943/43  422/41  422/41  411/23  411/23  

های مربوط درایه

 به اثر متقابل

بر  هادندانه

 یکدیگر

 

- 7114/1  - 2112/1  3922/1  - 9594/1  7993/1  - 2314/1  2312/1  1147/1  

- 7114/1  7759/1  - 7999/1  - 9594/1  1237/1  1233/1  - 4115/1  - 7523/1  

- 7114/1  7759/1  - 7999/1  - 9594/1  7129/1  3354/1  - 1377/1  - 2513/1  

- 7114/1  7759/1  - 7999/1  - 9594/1  1911/1  - 1241/1  - 4345/1  4537/1  

- 7114/1  7759/1  - 7999/1  - 9594/1  - 3712/1  - 3215/1  1537/1  - 9992/1  

- 7114/1  7759/1  - 7999/1  - 9594/1  - 7712/1  1419/1  1537/1  - 9149/1  

- 7114/1  7759/1  - 7999/1  - 9594/1  - 1313/1  7151/1  1537/1  1393/1  

- 7114/1  7759/1  - 7999/1  - 9495/1  - 2192/1  1345/1  5251/1  4243/1  

های مربوط درایه

 به اثر متقابل

دندانهرینگ و   

 
  

- 9152/1  - 4123/1  - 1333/1  1131/1  - 1711/1  1271/1  7524/1  1124/1  

- 9152/1  1315/1  1133/1  1131/1  - 1173/1  - 1131/1  - 2923/1  - 1234/1  

- 9152/1  1315/1  1133/1  1131/1  - 1113/1  - 1573/1  - 4159/1  - 7433/1  

- 9152/1  1315/1  1133/1  1131/1  - 1545/1  1139/1  - 2121/1  2322/1  

- 9152/1  1315/1  1133/1  1131/1  1453/1  1432/1  1943/1  - 7354/1  

- 9152/1  1315/1  1133/1  1131/1  1129/1  - 1195/1  1943/1  - 7122/1  

- 9152/1  1315/1  1133/1  1131/1  1151/1  - 1113/1  1943/1  1551/1  

- 9152/1  1315/1  1133/1  1131/1  1752/1  - 1142/1  9112/1  2291/1  

 

دندانه و سیم  2شود تنییرات شکل مودهای استاتور دارای مشاهده می (1-4)همانطور که در جدول 

به نحوی که تنییر شکل دندانه در اتفاق خواهد افتاد  (3-4)مطابق شکل  2پی  به ازای شماره مود 

 اتفاق می افتد.  422/41که این نکته فقط در فرکانب شود میرونی یوغ خلاف جهت حرکت بخش بی
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 ایسيستم رينگ و فنر با سختی ثابت و با تقارن دوره 

در این بخش سیتتم رینگ و فنر با سختی ثابت مورد بررسی قرار گرفته است. نتایج این بخش دارای 

اسمت کمه بیمانگر صمحت نتمایج و رونمد  ]47[همخوانی و انطباق کامل با نتایج ارائه شمده در مرجمع 

 نامه است.محاسبات در پایان

همای موهمومی و حقیقمی مقمادیر ویمژه به ترتیب تنییرات بخمش (71-4)و  (3-4)های شکل     

متنمماظر بمما شممکل مودهممای سینوسممی و کتینوسممی سیتممتم را بممه ترتیممب بممه ازای مقممادیر 

   n, N,ε , , . 2 4 0 و  1   n, N, ε , , . 3 6 0 دهمد. نشمان ممی (74-9) هابطمو براساس ر 1

شود به علت آنکمه همچنان که ملاحظه می
relΩ =Γ/n 2وn N یمودهما باشمد،عمدد صمحیح ممی 

متفاوت هتتند و در واقع افتراق مودها صورت گرفته اسمت.  یهافرکانب یدارا ینوسیو س ینوسیکت

همچنمین  .کندینوسان م کیبه صورت هارمون یحالت فرکانب مودها در اطراف مقدار مشخص نیدر ا

 شماهدهاست. همانگونه کمه م تتمیدر س یداریوجود ناپا انگریویژه ب ریمقاد یقیمقدار ملبت بخش حق

  .است تتمیدر س یداریافتراق همراه با ناپا دهیپد شود،یم
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2, 4, 0.1, 2, 3.8,
6

p vn N


         

دهای سینوسی و کتینوسی یژه متناظر با شکل موای موهومی و حقیقی مقادیر وهبخش راتییتن (3-4)شکل 

 سیتتم رینگ و فنر، بر حتب زمان

Time t

R
e(
r n
)

0 0.5 1 1.5 2
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Sine Mode

(a)
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3, 6, 0.1, 2, 4.99,
6

p vn N


         

های موهومی و حقیقی مقادیر ویژه متناظر با شکل مودهای سینوسی و کتینوسی بخش راتییتن (71-4)شکل 

 سیتتم رینگ و فنر، بر حتب زمان

 

تنییرات مقادیر موهومی و حقیقی مقادیر ویمژه شمکل مودهمای سینوسمی و کتینوسمی سیتمتم در 

حالتیکه 
relΩ Γ/n  آمده است همانگونمه کمه ملاحظمه  (72-4)و  (77-4)ای هشکلبه ترتیب در

 یفرکمانب مودهما در زممان دگرگمون شمده و فرکمانب مودهما راتییمنحوه تن شود در این حالت،می
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دهد شوند. بررسی بخش حقیقی مقادیر ویژه نشان مییهمگرا م یثابت ریبه مقاد ینوسیو کت ینوسیس

 ریمقماد ینوسیو کت ینوسیس یشدن مودها یو با تکرارد روکه در این حالت پدیده افتراق از بین می

 .شوندیم کیبه مقدار صفر نزد یقیحق

 

 

2, 4, 0.1, 2, 4,
6

p vn N


         

های موهومی و حقیقی مقادیر ویژه متناظر با شکل مودهای سینوسی و کتینوسی بخش راتییتن (77-4)شکل 

 یتتم رینگ و فنر، بر حتب زمانس
 

 

Time t

Im
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n)
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3, 6, 0.1, 2, 5.1,

6
p vn N


         

های موهومی و حقیقی مقادیر ویژه متناظر با شکل مودهای سینوسی و کتینوسی بخش راتییتن (72-4)شکل 

 سیتتم رینگ و فنر، بر حتب زمان

 ایدر سيستم رينگ و فنر گسسته با تقارن دورهبررسی اثر ضريب سختی  

هممای سینوسممی و در فرکممانب ممود εتنییممرات مقممادیر کوچمک اثمر  (74-4)و  (79-4)هممای شمکل

کتینوسی را به ازای مقادیر    n, N = ,2 و  4   n, N = ,3 برای سیتتم در حالت پایا نشان  6

در حالمت باعمث افمزایش فرکمانب طبیعمی  شود، افزایش مقمدار دهد. همانطور که مشاهده میمی
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 شود. سیتتم می

 
2, 4, 0, 0,

6
p vn N


       

 تنییر ضریب سختی فنر تنییرات فرکانب مودهای سینوسی و کتینوسی به ازای (79-4)شکل 

 

3, 6, 0, 0,
6

p vn N


       

 تنییرات فرکانب مودهای سینوسی و کتینوسی به ازای تنییر ضریب سختی فنر (74-4)شکل 

 

 ایهدر سيستم رينگ و فنر گسسته با تقارن دور βمطالعه اثر  
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های طبیعی مودهای سینوسی و کتینوسمی را بمه فرکانب راتییتن، (73-4)و  (75-4)های شکل

برای مقادیر مختلف به ترتیب  βهیزوا ریمقادازای    n, N = ,2 و  4   n, N = ,3 -نشان ممی6

 نیو کمتر ینوسیس یدر شکل مودها یعیفرکانب طب شیاافز نیشتریب شود،ی. چناچه مشاهده مدهد

0به ازای زاویه  ینوسیکت یمقدار در شکل مودها  9)که این پدیده با استفاده از رابطمه  است-

 پذیر است.توجیه (71

 

2, 4, 0, 0p vn N      
در فرکانب طبیعی متناظر با شکل مودهای سینوسی و کتینوسی در سیتتم رینگ و فنر  βاثر  (75-4)شکل 

 ایگتتته با تقارن دوره
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3, 6, 0, 0p vn N      
در فرکانب طبیعی متناظر با شکل مودهای سینوسی و کتینوسی در سیتتم رینگ و فنر  βاثر  (73-4)شکل 

 ایگتتته با تقارن دوره

 

-اغتشاشی سيستم رينگ و فنر با سختی متغير با زمان با تقارن دوره حل 

 ای

های حقیقی و موهومی مقادیر ویژه مودهای سینوسمی و کتینوسمی تنییرات بخش (71-4)شکل 

 ریمقمادای را بمه ازای و فنر متنیر با زمان با تقمارن دورهسیتتم رینگ    n, N,ε , , . 2 4 0 بمر  1

دهد. از آنجما کمه نشان می (71-9) رابطهاساس 
relΩ =Γ/n ،یدارا ینوسمیو س ینوسمیکت یمودهما 

حالت فرکانب مودهما  نیدر ا واقع افتراق مودها صورت گرفته است. متفاوت هتتند و در یهافرکانب

کند. نوسانات فرکانب در این حالمت نتمبت ینوسان م کیبه صورت هارمون یدر اطراف مقدار مشخص

به حل سیتتم با فنر گتتته دارای دامنه کموچکتری اسمت کمه در واقمع بیمانگر طبیعمت پایدارسماز 

شمود، نوسمانات فرکمانب در لحظمات اولیمه شمامل مشماهده ممی فرضیات در این بخش است. چنانچه

همچنمین رود. های مرتبه بالاتری است که با گذشت زمان تاثیر آن در سیتمتم از بمین ممیهارمونیک

است. همانگونه کمه ملاحظمه  تتمیدر س یداریوجود ناپا انگریویژه ب ریمقاد یقیمقدار ملبت بخش حق
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شمدن  یرفتن افتراق و بما تکمرار نیاست و با از ب تتمیدر س یداریناپاافتراق همراه با  دهیپد شود،یم

-4)شکل ، به طور مشابه .شوندیم کیبه مقدار صفر نزد یقیحق ریمقاد ینوسیو کت ینوسیس یمودها

های حقیقی و موهومی مقادیر ویژه مودهای سینوسی و کتینوسی سیتتم رینمگ تنییرات بخش (72

 ریمقمادای را بمه ازای ارن دورهو فنر متنیر با زمان با تق   n, N,ε , , . 3 6 0  رابطمهبمر اسماس  1

 دهد.نشان می (9-71)

 

 

2, 4, 0.1, 2, 3.8,
6

p vn N
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سیتتم ی در نوسیکت و ینوسیس یمودها شکلمقادیر ویژه های حقیقی و موهومی تنییرات بخش (71-4)شکل 

  ایرینگ و فنر متنیر با زمان با تقارن دوره
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3, 6, 0.1, 2, 4.99,
6

p vn N


         

سیتتم ر ی دنوسیکت و ینوسیس یمودها شکلهای حقیقی و موهومی مقادیر ویژه تنییرات بخش (72-4)شکل 

 ایرینگ و فنر متنیر با زمان با تقارن دوره

های حقیقی و موهومی مقادیر ویژه مودهای سینوسمی و کتینوسمی تنییرات بخش( 73-4)شکل 

 ریمقمادای را بمه ازای سیتتم رینگ و فنر متنیر با زمان با تقمارن دوره   n, N,ε , , . 2 4 0 بمر  1

 دهد. از آنجا کمه در ایمن حالمتنشان می (71-9) رابطهاساس 
relΩ Γ/n  اسمت، نحموه تنییمرات

و  ینوسیس یحالت فرکانب مودها نیدگرگون شده و در ا (71-4)شکل فرکانب مودها در مقایته با 
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طبیعمت  یدمؤ (77-4)شکل با  شوند. همچنین مقایته این شکلیهمگرا م یثابت ریبه مقاد ینوسیکت

 پایدارساز فرضیات سختی متنیر با زمان در این بخش است.

 

 

2, 4, 0.1, 2, 4,
6

p vn N


         

سیتتم ی در نوسیکت و ینوسیس یمودها شکلهای حقیقی و موهومی مقادیر ویژه تنییرات بخش (73-4)شکل 

 ایفنر متنیر با زمان با تقارن دورهرینگ و 

های حقیقی و موهومی مقادیر ویژه مودهمای سینوسمی و تنییرات بخش (21-4)شکل به طور مشابه، 

 ریمقمممادای را بمممه ازای کتینوسمممی سیتمممتم رینمممگ و فنمممر متنیمممر بممما زممممان بممما تقمممارن دوره
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   n, N,ε , , . 3 6 0  دهد.نشان می (71-9) رابطهبر اساس  1

 

 

3, 6, 0.1, 2, 5.1,
6

p vn N


         

سیتتم ی در نوسیکت و ینوسیس یمودها شکلهای حقیقی و موهومی مقادیر ویژه تنییرات بخش (21-4)شکل 

 ایرینگ و فنر متنیر با زمان با تقارن دوره

 ایسيستم رينگ و فنر با سختی متغير در زمان بدون تقارن دوره 

 سيستم رينگ و فنر با سختی هارمونيک در زمان -4-6-1

سختی فنر گتتته در این حالت به صورت تمابعی کتینوسمی از زممان فمرض شمده اسمت کمه بما 
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فرکانب 
rel واسطه متنیر بودن سختی گتتته کند. در این حالت، سیتتم رینگ و فنر به تنییر می

های موهومی و حقیقی به ترتیب تنییرات بخش (22-4)و  (27-4)های شکلای است. فاقد تقارن دوره

مقادیر ویژه متناظر با شکل مودهای سینوسمی و کتینوسمی سیتمتم را بمه ترتیمب بمه ازای مقمادیر 

   n, N,ε , , . 2 4 0 و  1   n, N,ε , , . 3 6 0 نشممان  (42-9( و )99-9)براسمماس روابممط  و 1

 دهد. می
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
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های موهومی و حقیقی مقادیر ویژه متناظر با شکل مودهای سینوسی و کتینوسی بخش راتییتن (27-4)شکل 

 ایینگ و فنر با سختی هارمونیک و بدون تقارن دورهسیتتم رینگ و فنر، بر حتب زمان در سیتتم ر
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شود در این حالت به ازای همانطور که ملاحظه می
relΩ =Γ/n  2و مقادیر صمحیحn N  پدیمده

را افتراق مودها از بین رفته و درگذر زمان فرکانب مودهای سینوسی و کتینوسی به مقادیر ثابتی همگ

مقادیر  یقیحق بخش ی،نوسیو کت ینوسیس یشدن مودها یرفتن افتراق و با تکرار نیبا از بشوند. می

 سازگار است.( 7-9)شوند که این نتایج با جدول یم کیبه مقدار صفر نزدها ویژه نیز در همه سرعت

 

 
3, 6, 0.1, 2, 4.99,

6
p vn N


         

های موهومی و حقیقی مقادیر ویژه متناظر با شکل مودهای سینوسی و کتینوسی بخش راتییتن (22-4)شکل 

 ایسیتتم رینگ و فنر، بر حتب زمان در سیتتم رینگ و فنر با سختی هارمونیک و بدون تقارن دوره

ر ویژه متناظر با های موهومی و حقیقی مقادیبه ترتیب تنییرات بخش (24-4)و  (29-4)های شکل
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شکل مودهای سینوسی و کتینوسی سیتتم را به ترتیب به ازای مقادیر    n, N,ε , , . 2 4 0 و  1

   n, N,ε , , . 3 6 0 دهد. به ازای نشان می (44-9( و )93-9)و براساس روابط  1
relΩ Γ/n  و

2nمقدار صحیح  N دهد.ناپایداری افتراق رخ نمی نیز 
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های موهومی و حقیقی مقادیر ویژه متناظر با شکل مودهای سینوسی و کتینوسی بخش راتییتن (29-4)شکل 

 ایختی هارمونیک بدون تقارن دورهسیتتم رینگ و فنر، بر حتب زمان در سیتتم رینگ و فنر با س

Time t

Im
(r
n)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

5.16

5.18

5.2

5.22

5.24

Cosine Mode
Sine Mode

(c)

Time t

R
e(
r n
)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-0.04

-0.03

-0.02

-0.01

0

0.01

0.02

0.03

0.04

Cosine mode
Sine Mode

(c)



 

 

31 

 

 

 

3, 6, 0.1, 2, 5.1,
6

p vn N


         

های موهومی و حقیقی مقادیر ویژه متناظر با شکل مودهای سینوسی و کتینوسی بخش راتییتن (24-4)شکل 

 ایا سختی هارمونیک بدون تقارن دورهسیتتم رینگ و فنر، بر حتب زمان در سیتتم رینگ و فنر ب

 

 ای از زمانفنر با سختی به صورت تابع دندانه اره -4-6-2

های موهومی و حقیقی مقادیر ویمژه متنماظر بما به ترتیب تنییرات بخش( 23-4)و  (25-4)های شکل

شکل مودهای سینوسی و کتینوسی سیتتم را به ترتیب به ازای مقادیر    n, N,ε , , . 2 4 0 و  1
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   n, N,ε , , . 3 6 0  دهد. نشان می (59-9)رابطه بر اساس و  1

 

 

2, 4, 0.1, 2, 3.8,
6

p vn N


         

کل مودهای سینوسی و کتینوسی های موهومی و حقیقی مقادیر ویژه متناظر با شبخش راتییتن (25-4)شکل 

ای بدون تقارن سیتتم رینگ و فنر، بر حتب زمان در سیتتم رینگ و فنر با سختی متنیر به صورت تابع دندانه اره

 ایدوره

به ازای 
relΩ =Γ/n  2و مقدار صحیحn N، ای شمود فقمدان تقمارن دورههمانطور که ملاحظمه ممی

باعث از بین رفتن پدیده افتراق مودها شده و درگذر زمان فرکانب مودهای سینوسی و کتینوسی بمه 

 ینوسمیو کت ینوسیس یشدن مودها یرفتن افتراق و با تکرار نیبا از بشوند. مقادیر ثابتی همگرا می
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 .شوندیم کیبه مقدار صفر نزدها مقادیر ویژه نیز در همه سرعت یقیحق بخش

 

 

3, 6, 0.1, 2, 4.99,
6

p vn N


         

های موهومی و حقیقی مقادیر ویژه متناظر با شکل مودهای سینوسی و کتینوسی بخش راتییتن (23-4)شکل 

بدون تقارن ای سیتتم رینگ و فنر، بر حتب زمان در سیتتم رینگ و فنر با سختی متنیر به صورت تابع دندانه اره

 ایدوره

های موهومی و حقیقی مقادیر ویمژه متنماظر بما به ترتیب تنییرات بخش( 22-4)و  (21-4)های شکل

شکل مودهای سینوسی و کتینوسی سیتتم را به ترتیب به ازای مقادیر    n, N,ε , , . 2 4 0 و  1

   n,N,ε , , . 3 6 0 دهمد. بمه ازای نشمان ممی (59-9)و براساس رابطه  1
relΩ Γ/n  و مقمدار
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2nصحیح  N دهد.نیز ناپایداری افتراق رخ نمی 

 

 

2, 4, 0.1, 2, 4,
6
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

         

های موهومی و حقیقی مقادیر ویژه متناظر با شکل مودهای سینوسی و کتینوسی بخش راتییتن (21-4)شکل 

ای بدون تقارن سیتتم رینگ و فنر، بر حتب زمان در سیتتم رینگ و فنر با سختی متنیر به صورت تابع دندانه اره

 ایدوره
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3, 6, 0.1, 2, 5.1,
6

p vn N


         

های موهومی و حقیقی مقادیر ویژه متناظر با شکل مودهای سینوسی و کتینوسی بخش راتییتن (22-4)شکل 

ای بدون تقارن سیتتم رینگ و فنر، بر حتب زمان در سیتتم رینگ و فنر با سختی متنیر به صورت تابع دندانه اره

 ایدوره

 

 ایتقارن دورهمتغير با زمان بدون  βسيستم رينگ و فنر با زاويه  

فنر گتتته در این حالت به صورت تابعی کتینوسمی از زممان فمرض شمده اسمت کمه بما  βزاویه 

فرکانب 
rel همای موهمومی و به ترتیب تنییرات بخمش( 91-4)و  (32-4)های شکلکند. تنییر می
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تتم را به ترتیب به ازای مقادیر حقیقی مقادیر ویژه متناظر با شکل مودهای سینوسی و کتینوسی سی

   n, N,ε , , . 2 4 0 و  1   n, N,ε , , . 3 6 0  دهد.نشان می (53-9)و براساس حل رابطه  1

 

 

2, 4, 0.1, 2, 4p vn N        
ژه متناظر با شکل مودهای سینوسی و کتینوسی های موهومی و حقیقی مقادیر ویبخش راتییتن (23-4)شکل 

 ایمتنیر با زمان بدون تقارن دوره βسیتتم رینگ و فنر با زاویه سیتتم رینگ و فنر، بر حتب زمان در 

به ازای 
relΩ Γ/n  2و مقدار صحیحn N، بمین ای در این حالت نیز باعمث از فقدان تقارن دوره

رفتن پدیده افتراق مودها شده و درگذر زمان فرکانب مودهای سینوسی و کتینوسی به مقادیر ثمابتی 

 یقیحق بخش ینوسیو کت ینوسیس یشدن مودها یرفتن افتراق و با تکرار نیبا از بشوند. همگرا می
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 .شوندیم کیبه مقدار صفر نزدها مقادیر ویژه نیز در همه سرعت

 

 

3, 6, 0.1, 2, 4.99p vn N        
های موهومی و حقیقی مقادیر ویژه متناظر با شکل مودهای سینوسی و کتینوسی بخش راتییتن (91-4)شکل 

 ایمتنیر با زمان بدون تقارن دوره βسیتتم رینگ و فنر با زاویه سیتتم رینگ و فنر، بر حتب زمان در 

های موهومی و حقیقی مقادیر ویژه متناظر با به ترتیب تنییرات بخش( 92-4)و  (97-4) هایشکل

شکل مودهای سینوسی و کتینوسی سیتتم را به ترتیب به ازای مقادیر    n, N,ε , , . 2 4 0 و  1

   n, N,ε , , . 3 6 0 دهد. به ازای نشان می (53-9)و براساس حل رابطه  1
relΩ Γ/n  و مقدار

2nصحیح N، شود.پدیده تکرار مودها مشاهده می 
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2, 4, 0.1, 2, 4p vn N        
ی های موهومی و حقیقی مقادیر ویژه متناظر با شکل مودهای سینوسی و کتینوسبخش راتییتن (97-4)شکل 

 ایمتنیر با زمان بدون تقارن دوره βسیتتم رینگ و فنر با زاویه سیتتم رینگ و فنر، بر حتب زمان در 
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3, 6, 0.1, 2, 5.1p vn N        
وسی و کتینوسی های موهومی و حقیقی مقادیر ویژه متناظر با شکل مودهای سینبخش راتییتن (92-4)شکل 

 ایمتنیر با زمان بدون تقارن دوره βسیتتم رینگ و فنر با زاویه سیتتم رینگ و فنر، بر حتب زمان در 

 

متغير بدا زمدان بددون  βزاويه سيستم رينگ و فنر با سختی هارمونيک و  

 ایتقارن دوره

ک ملمال عمددی نشمان در یم βزمانی متنیر بودن سختی فنر و متنیر بودن زاویه در این بخش اثر هم
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های موهومی و حقیقی مقمادیر به ترتیب تنییرات بخش (94-4)و  (99-4)های شکلداده شده است. 

ویممژه متنمماظر بمما شممکل مودهممای سینوسممی و کتینوسممی سیتممتم را بممه ترتیممب بممه ازای مقممادیر 

   n, N,ε , , . 2 4 0 و  1   n, N,ε , , . 3 6 0 و بممه ازای  1
relΩ Γ/n و مقممدار صممحیح

2n N دهد.نشان می  

 

 

2, 4, 0.1, 2, 4p vn N        
های موهومی و حقیقی مقادیر ویژه متناظر با شکل مودهای سینوسی و کتینوسی بخش راتییتن (99-4)شکل 

سختی متنیر هارمونیک با زمان بدون  و β، بر حتب زمان در سیتتم رینگ و فنر با زاویه سیتتم رینگ و فنر

 ایتقارن دوره
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ای در این حالت نیز باعث از بین رفتن پدیمده افتمراق شود، فقدان تقارن دورههمانطور که ملاحظه می

شموند. از همگرا می مودها شده و درگذر زمان فرکانب مودهای سینوسی و کتینوسی به مقادیر ثابتی

مقایته نتایج این بخش بما  .شوندیم کیبه مقدار صفر نزدها نیز در همه سرعت یقیحق ریمقاد رو،این

دهد که پایداری طبیعت متمئله در ایمن حالمت بیشمتر اسمت و نشان می 1-4و  3-4های خشنتایج ب

 کنند.ک میفرضیات ذکر شده در این بخش فرضیاتی هتتند که به پایداری سیتتم کم

 

 

3, 6, 0.1, 2, 4.99p vn N        
های موهومی و حقیقی مقادیر ویژه متناظر با شکل مودهای سینوسی و کتینوسی بخش راتییتن (94-4)شکل 

هارمونیک با زمان بدون  و سختی متنیر βسیتتم رینگ و فنر، بر حتب زمان در سیتتم رینگ و فنر با زاویه 

 ایتقارن دوره
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های موهومی و حقیقی مقادیر ویمژه متنماظر بما به ترتیب تنییرات بخش( 93-4)و  (95-4)های شکل

شکل مودهای سینوسی و کتینوسی سیتتم را به ترتیب به ازای مقادیر    n, N,ε , , . 2 4 0 و  1

   n,N,ε , , . 3 6 0 به ازای  1
relΩ Γ/n  2و مقدار صحیحn Nدهد. پدیده تکمرار نشان می

 شود.مودها مشاهده می

 

 

2, 4, 0.1, 2, 4p vn N        
های سینوسی و کتینوسی های موهومی و حقیقی مقادیر ویژه متناظر با شکل مودبخش راتییتن (95-4)شکل 

سختی متنیر هارمونیک با زمان بدون  و βسیتتم رینگ و فنر، بر حتب زمان در سیتتم رینگ و فنر با زاویه 

 ایتقارن دوره
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3, 6, 0.1, 2, 5.1p vn N        
قادیر ویژه متناظر با شکل مودهای سینوسی و کتینوسی های موهومی و حقیقی مبخش راتییتن (93-4)شکل 

سختی متنیر هارمونیک با زمان بدون  و βسیتتم رینگ و فنر، بر حتب زمان در سیتتم رینگ و فنر با زاویه 

 ایتقارن دوره
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 : فصل پنجم -5
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 گيرینتيجه 

بما ن متنماوب الکتریکمی جریماهمای استاتور در ماشین در پژوهش حاضر، به بررسی ارتعاشات

ای پرداخته شده اسمت. انمدرکنش استفاده از مدل رینگ و فنر با در نظر گرفتن اثر تقان دوره

انمد. بمر اسماس سمازی شمدهسازه و نیروی الکترومنناطیب با استفاده از فنرهای گتتته مدل

ا های پایا و یحضور و یا عدم حضور ضرایب متنیر با زمان در معادلات حرکت سیتتم، سیتتم

-اند. برای بدست آوردن معادلات در زمان، جداسازی ترمناپایای مربوطه تحلیل فرکانتی شده

های زمانی و مکانی در معادلات حرکت و استفاده از فرضیات حرکت تک مودی در مکمان بمه 

کار رفته است. مقادیر ویژه سیتتم با استفاده از حل اغتشاشی بمه صمورت نیممه تحلیلمی بمه 

همای مشخصمی از سمرعت نتایج حل بیانگر ظهور ناپایداری به ازای نتمبت  دست آمده است.

ای در سیتتم در مودهای مختلف سیتتم اسمت. گاه و مرتبه تقارن دورهدورانی رینگ و تکیه

مطالعه در خصو  اثرات متنیر بودن سختی فنرهای گتتته با زمان و زاویه اتصال این فنرها 

 شات داخل صفحه رینگ به تفصیل انجام شده است. به رینگ در خوا  فرکانتی ارتعا

نشان داده شد که اثر دوران در رینگ منجر به ظهور مودهای پترو و پیشمرو در سیتمتم      

شود. وجود تقارن در رینگ منجر به ظهور شکل مودهای سینوسی و کتینوسی به ازای هر می

ی رینگ امکان بمروز نموعی از شود. فنرهای گتتته متصل به وجه داخلفرکانب در رینگ می

است که فرکمانب یکتمان  کند. مکانیزم ایجاد این ناپایداری بر این مبناناپایداری را ایجاد می

کنمد و فرکمانب ممود شکل مودهای سینوسی و کتینوسی به واسطه وجود فنرها تنییمر ممی

این پدیده به  شود. در این رساله ازسینوسی با فرکانب مود کتینوسی متناظر آن یکتان نمی

 ای رینگ بر این ناپایداری ارائه شده است.شود. بررسی اثر تقارن دورهعنوان افتراق یاد می

 ترین نکاتی که از بررسی متئله بدست آمده است در موارد زیر اشاره شده است.مهم

 .پدیده افتراق مودها همراه با ناپایداری در سیتتم است 

  اری سیتتم است. بیانگر پاید تکرار مودهاپدیده 
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  2وجود یا عدم وجود پدیده افتراق مودها وابتته به صحیح بودن نتبتn N  اسمت

 های الکتریکی همواره این نتبت صحیح است.که در ماشین

 2شرط لازم دیگر برای پدیده افتراق مودهما در حالمت پایما 2sin cos 0n   

 است.

 شود.باعث افزایش فرکانب طبیعی سیتتم می افزایش سختی فنر 

 .ظهور پدیده افتراق مودها در حالت ناپایا وابتته به سرعت دورانی نتبی است 

  مدلتازی اندرکنش نیروی الکترومنناطیتی و رینگ با استفاده از فرضیات فنر متنیر

ق مودهما با زمان در مقایته با فرضیات فنر با سختی ثابت، منجر به ظهور پدیده افترا

 شود.با قدرت کمتر می

 تواند موجب از بین ای میتنییرات سختی فنر به صورت هارمونیک و بدون تقارن دوره

 شود.ه افتراق مودها و پایداری سازه رفتن پدید

 ای ممیتنییرات زاویه فنر با جهت شعاعی به صورت هارمونیک و بدون تقمارن دوره-

 شود.ق مودها فتراتواند موجب از بین رفتن پدیده ا

  با استفاده از مدل جرم وفنر اثرات متقابل یوغ و دندانه بر یکدیگر مورد بررسمی قمرار

گرفت. نتایج نشان دهنمده اهمیمت نحموه حرکمت یموغ و دندانمه نتمبت بمه همم در 

های حرکتمی مختلمف های طبیعی استاتور است. توضیح آن که به ازای نظامفرکانب

همای طبیعمی ای فرکمانبعین حفظ شدن تقارن دوره یوغ و دندانه نتبت به هم در

 شوند. این پدیده از نقطه نظر عملی دارای اهمیت است.مختلف ظاهر می

 

 پيشنهادات 

 شود:برای گتترش پژوهش حاضر موارد زیر پیشنهاد می
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 ای سازی اثر سیم رسانا در استاتور با استفاده از مدل جرم نقطهمدل 

 د مودیدر نظر گرفتن اثر حرکت چن 

 مطالعه اندرکنش بین مودها در ارتعاشات آزاد و بررسی پایداری مربوطه 
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 پيوست 
 ای:تشریح روند حل رینگ با تقارن دوره

در  (3-9)ه رابطم یگزینیو بما جما فنرهاو اضافه کردن ( 73-2)از معادله گاه دوران تکیهبا حذف اثر به 

 یو اغتشاشم 0nr یمژهو یراز مقماد یبیترک آید.یبه دست م ایدورهمتقارن  ینگمعادله حاکم در رآن، 

1nr  [74] شودمیدر معادله ملاحظه. 

2 (7-)الف (0) (1) 2

0 0 0 0 1 0 0 1 0r 2 r r ( r ) 0.n n n n n n n n nM u K u M u K u M u          

 [41] بنابراینشود. فنظر میصر های شامل معادله فوق، ابتدا از ترم برای حل

2 (2-)الف (0)

n0 n0 n0Mr u +K u =0. 

 .[41] استبه صورت زیر  که حل این رابطه قبلاً ارائه شده است. معادله مربوط به مرتبه اول 

(1) (9-)الف

0 1 0 02 r r .n n n nMu K u     

ineدر (9-)الفبا ضرب داخلی معادله    خواهیم داشت: )تعریف ضرب داخلی
2

1 2 1 2

0

,y y y y d



  ( 

 شود.به صورت زیر ساده می( 9-)الف سازی و انجام ضرب داخلی عبارت سمت چي معادلهبا ساده

2  (4-)الف 2

0 1 0 12 r (1 )( ), 4 r (1 ) ,in in in

n n n n n n nif n A e A e e if n A        

 قتمت راست معادله،

* (5-)الف
* *(k sin k cos cos ) (sin cos )( ) ,in in

n n

k
A e A e     

  

   
      

   

 

 صورت زیر ( به5-سازی معادله )الفبا ساده

*  (3-)الف 2 * *

2 * *
* 2 2

2

(k sin k sin cos k sin cos

,

k cos sin cos cos )( )in in

n n

k k
A e A e 

    
 

   
  



  
   

  
   

   
    
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  (1-)الف

1

1

2
* 2 * 2

2

22 2 2 2 2 2

1

(k sin k cos )( ),

N(sin cos ) (sin cos ) .j

in in in

n n

N
in

n n

j

A e A e e

n A A n e

  



 


   








   



 
    
 



 

n1rدر نتیجه مقادیر ویژه   شودصورت زیر حاصل میبه. 
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 




  


  




 

 

 

  



 

 

21 

 

 مراجع

 

[1] https://teslauniverse.com/nikola-tesla/patents/us-patent-390721-dynamo-electric-

machine. 

[2] Rao S. S., Sundararajan V.; "In-plane flexural vibrations of circular rings", Journal 

of Applied Mechanics, Vol. 36, No. 3, pp. 620-625, 1969. 

[3] Kirkhope J.; "Simple frequency expression for the in‐plane vibration of thick 

circular rings", The Journal of the Acoustical Society of America, Vol. 59, No. 1, pp. 

86-89,1976. 

[4] Evensen D. A.; "Nonlinear flexural vibrations of thin circular rings", Journal of 

Applied Mechanics, Vol. 33, No. 3, pp. 553-560, 1966. 

[5] Carrier G. F.; "On the vibrations of the rotating ring", Quarterly of Applied 

Mathematics, Vol. 3, No. 3, pp. 235-245, 1945. 

[6] Huang S. C., Soedel W.; "Effects of coriolis acceleration on the free and forced in-

plane vibrations of rotating rings on elastic foundation", Journal of Sound and 

Vibration, Vol. 115, No. 2, pp. 253-274, 1987 . 

[7] Natsiavas S.; "Dynamics and stability of non-linear free vibration of thin rotating 

rings", International Journal of Non-linear Mechanics, Vol. 29, No. 1, pp. 31-48,1994. 

[8] Bickford W. B., Reddy E. S.; "On the in-plane vibrations of rotating rings", Journal 

of Sound and Vibration, Vol. 101, No. 1, pp. 13-22,1985. 

[9] Kim W., J Chung.; "Free non-linear vibration of a rotating thin ring with the in-plane 

and out-of-plane motions", Journal of Sound and Vibration, Vol. 258, No. 1, pp. 167-

178, 2002. 

[10] Ellison A. J., Yang S. J.; "Natural frequencies of stators of small electric 

machines", In Proceedings of the Institution of Electrical Engineers, Vol. 118, No. 1, pp. 

185-190, 1971. 

[11] Girgis R. S., Vermas S. P.; "Method for accurate determination of resonant 

frequencies and vibration behaviour of stators of electrical machines", In IEEE 



 

 

22 

 

Proceedings B-Electric Power Applications, Vol. 128, No. 1, 1981. 

[12] Wang H., Williams K.; "The vibrational analysis and experimental verification of a 

plane electrical machine stator model", Mechanical Systems and Signal Processing, Vol. 

9, No. 4, pp. 429-438 , 1995. 

[13] Khawly Z. E., Schramm D.; "Analytical modal analysis for the stator system of a 

permanent magnet synchronous motor for hybrid vehicles and calculation of its natural 

frequencies", in Proceedings of International Conference on Noise and Vibration 

Engineering ISMA2010, pp. 4535-4548. 

[14] Witczak P.; "Analytical approach calculating eigenfrequencies and modes of stator 

cores in AC machines", Archives of Electrical Engineering, Vol. 61, No. 1, pp. 47-56, 

2012. 

[15] Rourke A. K., McWilliam S., Fox C. H. J.; "Frequency trimming of a vibrating 

ring-based multi-axis rate sensor", Journal of Sound and Vibration, Vol. 280, No. 3, pp. 

495-530, 2005. 

[16] Gallacher B. J., Hedley J., Burdess J. S., Harris A. J., Rickard A., King, D. O.; 

"Electrostatic correction of structural imperfections present in a microring gyroscope", 

Journal of Microelectromechanical Systems, Vol. 14, No. 2, pp. 221-234, 2005. 

[17] Esmaeili M., Durali M., Jalili N.; "Ring microgyroscope modeling and performance 

evaluation", Journal of Vibration and Control, Vol. 12, No. 5, pp. 537-553, 2006. 

[18] Tang J., Wang K. W.; "Vibration delocalization of nearly periodic structures using 

coupled piezoelectric networks", Journal of Vibration and Acoustics, Vol. 125, No. 1, 

pp. 95-108, 2003. 

[19] Fang X., Tang J., Jordan E., Murphy K. D.; "Crack induced vibration localization 

in simplified bladed-disk structures", Journal of Sound and Vibration, Vol. 291, No. 1, 

pp. 395-418, 2006. 

[20] Li Z., Xue S.,Ding Q.; "Preparation and Performance test of soldered stators of 

ultrasonic motor", Journal of Testing and Evaluation. Vol. 45, No. 3, pp. 980-986, 2016. 

[21] Yu  R. C., Mote Jr C. D.; "Vibration and parametric excitation in asymmetric 

https://www.isma-isaac.be/
https://www.isma-isaac.be/


 

 

23 

 

circular plates under moving loads", Journal of Sound and Vibration, Vol. 119, No. 3, 

pp. 409-427, 1987. 

[22] Wang S., Xiu J., Cao S., Liu J.; "Analytical treatment with rigid-elastic vibration of 

permanent magnet motors with expanding application to cyclically symmetric power-

transmission systems", Journal of Vibration and Acoustics, Vol. 136, No. 2, 2014. 

[23] Rourke A. K., McWilliam S., Fox C. H. J.; "Multi-mode trimming of imperfect thin 

rings using masses at pre-selected locations", Journal of Sound and Vibration, Vol. 256, 

No. 2, pp. 319-345, 2002. 

[24] Yu R. C., Mote C. D.; "Vibration of circular saws containing slots", Holz als Roh-

und Werkstoff, Vol. 45, No. 4, pp. 155-160, 1987. 

[25] Kim M., Moon, J., Wickert J. A.;"Spatial modulation of repeated vibration modes 

in rotationally periodic structures", Journal of Vibration and Acoustics, Vol. 122, No. 1, 

pp. 62-6 , 2000. 

[26]Chang J. Y., Wickert J. A.;"Response of modulated doublet modes to travelling 

wave excitation", Journal of Sound and Vibration, Vol. 242, No. 1, pp. 69-83, 2001. 

[27] Chang J. Y., Wickert J. A.; "Measurement and analysis of modulated doublet mode 

response in mock bladed disks", Journal of Sound and Vibration, Vol. 250, No. 3, pp. 

379-400, 2002. 

[28] Wu X., Parker R. G.; "Vibration of rings on a general elastic foundation", Journal 

of Sound and Vibration, Vol. 295, No. 1, pp. 194-213, 2006. 

[29] Bisegna P., Caruso G.; "Frequency split and vibration localization in imperfect 

rings", Journal of Sound and Vibration, Vol. 306, No. 3, pp. 691-711, 2007. 

[30] Huang S. C., Soedel W.; "Response of rotating rings to harmonic and periodic 

loading and comparison with the inverted problem", Journal of Sound and Vibration, 

Vol. 118, No. 2, pp. 253-270, 1987. 

[31] Metrikine A. V., Tochilin M. V.; "Steady-state vibrations of an elastic ring under a 

moving load", Journal of Sound and Vibration, Vol. 232, No. 3, pp. 511-524, 2000. 



 

 

31 

 

[32] Mote Jr C. D.; "Stability of circular plates subjected to moving loads", Journal of 

the Franklin Institute, Vol. 290, No. 4, pp. 329-344, 1970. 

[33] Iwan W. D., Stahl K. J.; "The response of an elastic disk with a moving mass 

system", Journal of Applied Mechanics, Vol. 40, No. 2, pp. 445-451, 1973. 

[34] Iwan W. D., Moeller T. L.; "The stability of a spinning elastic disk with a 

transverse load system", Journal of Applied Mechanics, Vol. 43, No. 3, pp. 485-490, 

1976. 

[35] Shen I. Y., Mote Jr C. D.; "On the mechanisms of instability of a circular plate 

under a rotating spring-mass-dashpot system"; Journal of Sound and Vibration, Vol. 

148, No. 2, pp. 307-318, 1991. 

[36] Shen I. Y., Mote C. D.; "Parametric resonances of a circular plate with inclusions 

subjected to a rotating spring", Journal of Sound and Vibration, Vol. 149, No. 1, pp. 

164-169, 1991. 

[37] Shen I. Y., Mote Jr C. D.; "Parametric excitation under multiple excitation 

parameters: Asymmetric plates under a rotating spring", International Journal of Solids 

and Structures, Vol.29, No. 8, pp. 1019-1032, 1992. 

[38] Canchi S. V., Parker R. G; "Parametric instability of a circular ring subjected to 

moving springs", Journal of Sound and Vibration, Vol. 293, No. 1, pp. 360-379 , 2006. 

[39] Canchi S. V., Parker R. G; "Parametric instability of a rotating circular ring with 

moving, time-varying springs", Journal of Vibration and Acoustics, Vol. 128, No. 2, pp. 

231-243, 2006. 

[40] Zhao Z., Wang S., Yang J., Chen W.; "Parametric instability induced by traveling 

magnetic load within permanent magnet motors", Nonlinear Dynamics,Vol. 80, No. 1, 

pp. 827-843, 2015. 

[41] Sun W., Wang S., Xia Y., Zhang P.; "Natural frequency splitting and principal 

instability of rotating cyclic ring structures", Proceedings of the Institution of 

Mechanical Engineers, Part C: Journal of Mechanical Engineering Science, Vol. 232, 

No. 1, pp. 66-78, 2018. 

[42] Xia Y., Wang S., Sun W., Xiu J.; "Analytical estimation on divergence and flutter 



 

 

37 

 

vibrations of symmetrical three-phase induction stator via field-synchronous 

coordinates", Journal of Sound and Vibration, Vol. 386, pp. 407-420, 2017. 

[43] Zhang D., Wang S., Liu, J.; "Analytical prediction for free response of rotationally 

ring-shaped periodic structures", Journal of Vibration and Acoustics, Vol. 136, No. 4, 

2014. 

[44] Meirovitch, L.; Elements of vibration analysis, McGraw-Hill Companies, 1975. 

[45] http://lpsa.swarthmore.edu/Fourier/Series/ExFS.html. 

[46] Mubarak, Rana Noman.; "Dynamic response of rotationally periodic structures: 

thesis submitted in fulfillment of the degree of Doctor of Philosophy in Engineering", 

Massey University, School of Engineering and Technology, Diss. Massey University, 

2014. 

 

http://lpsa.swarthmore.edu/Fourier/Series/ExFS.html
http://lpsa.swarthmore.edu/Fourier/Series/ExFS.html




 

 

 

 

Abstract 

Free in-plane vibrations of AC electric machine’s stator have been studied. 

A coupled elastic-electromagnetic model has been utilized, while stator 

structure modeled as a rotating ring and electromagnetic force modeled 

with equally spaced rotating springs attached to the interior wall of the ring. 

Governing equations of motion have been extracted using Hamilton’s 

principle in conjunction with the classical curved beam theories. The 

problem cast to the rotating cyclic symmetric ring with moving load. 

According to the perturbation theory, the general solution assumed to 

consist of the solution of the corresponding rotating ring problem with a 

perturbed term arosed from the cyclic symmetry. Vibration problem has 

been solved analytically and the corresponding natural frequencies and 

dampings expressed via closed-form expressions. Interestingly, cyclic 

symmetry effect leads to mode splitting phenomenon. The phenomena have 

been investigated in detail using different spring’s stiffness models, 

including constant, harmonic time variable and saw tooth models. The 

results are expected to offer better predictions of the vibrational behavior of 

the cyclic symmetric ring-shaped structures in general, and in the design of 

stator of AC electric machines, in particular. 

 

Key Words: AC electric machine’s stator, in-plane vibration, rotating 

cyclic symmetric ring, mode splitting, perturbation theory 
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