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  تقدیر و تشکر 
خداي یکتا را سپاسگزارم که در دو سال اخیر، فرصت شاگردي در کلاس علم و ادب استادان فرهیخته اي را  

علم بلکه  نه تنها در جوار ایشان به ویژه از استاد بزرگوارم جناب آقاي دکتر مغربی تشکر می کنم که .داشته ام

که در تمامی  ،د بزرگوارم جناب آقاي دکتر مغربیاستا  شک بدون وجود کمک و راهنمایی بی .اخلاق نیز آموختم

در این قسمت لازم همچنین . الات بوداز محپروژه  اتماممن بودند، صبور  حامی و راهنماي حل پایان نامهمرا

به ویژه از هم فکري دوست  و ،یاحد ضرغام هاي مهندس حمید رضا سنندجی، مهندس از راهنمایی دانم می

آید که توسط  پروژه مشکلاتی بوجود می طول انجامدر  .قدردانی نمایمعزیزم مهندس امیر محمدي ویسرودي 

ژه یاري ا از خداوند متعال براي کلیۀ کسانی که مرا در انجام این پروشود، لذ اي از انسانها برطرف می مجموعه

  .خواستارم در تمام مراحل زندگی همراه با آرامش نمودند ، موفقیت و سربلندي

  
  
  

  بابک حقیقی
  

b.haghighi@mech.tus.ac.ir 
  1389ماه  اردیبهشت

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

mailto:b.haghighi@mech.tus.ac.ir


   

 ز 
 

  
  
  
  
  

 3 پیوست شماره

 
  
  

نتیجه تحقیقات خودش می باشد و در صورت )  رساله (  ب مندرج دراین پـایان نامهدانشجو تأیید می نماید که مطال
  .استفاده از نتایج دیگران مرجع آن را ذکر نموده است
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  .شاهرود می باشد متعلق به دانشگاه صنعتی 
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  چکیده

با پیشرفت علم کامپیوتر و بوجود آمدن کامپیوترهایی با سرعت بالا استفاده از حلهاي عددي در مسائل مختلف 

حلهاي عددي نه تنها هزینه روشهاي آزمایشگاهی و تجربی را ندارند، . سی فراگیر شده استعلوم از جمله مهند

مزیت شبیه سازي عددي . یادي را بدست آورندبلکه در مدت زمان کمتري نیز می توانند نتایج مفید با جزئیات ز

بولانس ندارد ولی نسبت به سایر روشهاي عددي این است که نیاز به مدل خاصی براي مدلسازي تور مستقیم

بر خواهد  یکی از معایب آن این است که حجم محاسبات بالا بوده و در نتیجه حل با استفاده از  این روش زمان

جریانهاي برشی حالتهایی از جریان هستند که استفاده صنعتی زیادي دارند و همچنین در مدلسازي مسائل  .بود

در این تحقیق  .تواند در موارد فوق مشکل گشا باشد ین جریانها میروند؛ لیکن حل دقیق ا پیچیده نیز به کار می

استوکس براي جریانهاي برشی با استفاده از روشهاي عددي و تفاضلات محدود  -فرم چرخشی معادلات ناویر

دامنۀ . اند حل شده y و تفاضلات فشردة تطبیقی در جهت عمود بر جریان) x(در جهت اصلی جریان  1فشرده

از  .میل می نماید در جهت جریان داراي طول محدود و در جهت عمود بر جریان به سمت حل مسئله 

یک به یک کتانژانت  2نگاشت coty     براي مرتبط نمودن شبکۀ فیزیکی)y ( با شبکۀ محاسباتی

) (مرز ورودي شرط مرزي دیریشله براي سرعت و در مرز خروجی این  در. به طول واحد استفاده شده است

در این مرزها علاوه بر شرط فوق ، شرط نیومن که از . شرط با استفاده از مدل انتقالی تولید و اعمال شده است

معادلۀ پیوستگی بوجود می آید بر روي 
x
u

 استفاده از روش  مان بامحاسبات در دامنۀ ز. اعمال شده است

ضمناً تحلیل جوابها در دستگاه مختصات خودمشابه، خود  .کوتاي مرتبۀ سوم انجام شده است فشردة رانجه

  .تشابهی ترمهاي سرعت و گردابه را بخوبی نمایان می نماید

اضلات محـدود فشـردة   روش مستقیم عددي، جریان برشی، روش تفاضلات محدود فشرده، تف: کلمات کلیدي

  ، خود تشابهیتطبیقی

                                                
1 Compact finite difference  
2 Mapping 
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  :فهرست اشکال
  

 صفحه موضوع

  3  نمایی ازجریان جت، لایۀ اختلاطی و گردابه و نوع پروفیل سرعت در آنها:  1-1شکل 
  5  جریان دنباله پشت صفحۀ تخت:  2-1شکل 
  16   نماي شماتیک پروفیل سرعت اولیه جریان گردابه اي:  1-2شکل 

مقایسه مشتق مرتبه اول تحلیلی و عددي تابع :  1-3شکل    3 cos 2 sin 4xf x x x x        25  

مقایسه مشتق مرتبه دوم تحلیلی و عددي تابع :  2-3شکل    3 cos 2 sin 4xf x x x x   25  

ق اول همراه با نگاشت کتانژانتی اعمال شده بر تابع مقایسه مشت : 3-3شکل    2exp yf y    28  

مقایسه مشتق دوم همراه با نگاشت کتانژانتی اعمال شده بر تابع :  4-3شکل    2exp yf y   29  

  32   )21-3(مرتبه خطاي رانج کوتاي مرتبه سوم فشرده براي معادله  : 5-3شکل 
  40  ترماکزیمم خطا بر حسب زمان براي گردابه استوا : 1-4شکل 
  41  نتیجه حاصل از شبیه سازي عددي مستقیم توارت و مقایسه باجواب دقیق گردابه اس : 2-4شکل 
  42  براي حل دو بعدي معادله نفوذ به صورت تابعی از زمان  uماکزیمم خطا در :  3-4شکل 
براي حل دو بعدي معادله نفـوذ بـه صـورت تـابعی از تعـداد گـره در         uم خطا در ماکزیم:  4-4شکل 
  xجهت 

42  

براي حل دو بعدي معادله نفوذ به صورت تابعی از تعداد گره در جهت  uماکزیمم خطا در :  5-4شکل 
y  

43  

دوبعدي  براي شبیه سازي جریان گردابه اي xLي در طول فاصله مساو 5در  uگذر زمانی :  1-5شکل 
  بدون اغتشاش ورودي

47  

براي شبیه سازي جریان گردابه اي دوبعدي  xLفاصله مساوي در طول  5در  vگذر زمانی :  2-5شکل 
  بدون اغتشاش ورودي

48  

  49  فتن پروفیل سرعت جریان گردابه ايچگونگی توسعه یا:  3-5شکل 
در مختصات خود تشابه براي شـبیه سـازي جریـان گردابـه اي دو      uپروفیل سرعت نقصان :  4-5شکل 

   بعدي بدون اغتشاش ورودي
51  

در مختصات خود تشابه براي شـبیه سـازي جریـان گردابـه اي دوبعـدي       ωپروفیل گردابه :  5-5شکل 
   بدون اغتشاش ورودي

51  

در مختصات خود تشابه براي شبیه سازي جریان گردابه اي دوبعـدي بـر    ωپروفیل گردابه :  6-5شکل  
  اساس تمام نقاط دامنه

52  
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centerخط مرکزي  نمودار نقصان سرعت:  7-5شکل  deficitU  در جهتx  53  

  x  53در جهت  nbنمودار ضخامت نیم عرض دنباله :  8-5شکل 
براي نگاشت uپروفیل سرعت : 9-5شکل  coty    54  در شبیه سازي عددي مستقیم  
  57  بر حسب زمان 0yروي محور   x=50در نقطه U گذر زمانی نمودار:  10-5شکل 
Uگذر زمانی نمودار:  11-5شکل    57  بر حسب زمان 0yروي محور  x=100در نقطه   

v گذر زمانی نمودار:  12-5شکلU   58  بر حسب زمان 0yروي محور x=150در نقطه   
  58  بر حسب زمان 0yروي محور   x=200 در نقطه  Uگذر زمانی نمودار:  13-5شکل 
  59  بر حسب زمان 0yروي محور   x=50در نقطه V  گذر زمانی نمودار: 14-5شکل 
Vگذر زمانی نمودار:  15-5شکل    59  بر حسب زمان 0yمحور روي  x=100در نقطه   
Vگذر زمانی نمودار:  16-5شکل    60  بر حسب زمان 0yروي محور x=150در نقطه   
  60  بر حسب زمان 0yروي محور   x=200 در نقطه  Vگذر زمانی نمودار:  17-5شکل 
سـازي جریـان گردابـه اي    در مختصـات خـود تشـابه بـراي شـبیه      متوسط پروفیل سرعت:  18-5شکل 

50,100,150,200x دوبعدي همراه با اغتشاش ورودي در نقاط   
61  

سـازي جریـان گردابـه اي دوبعـدي     در مختصات خود تشابه براي شبیه ω گردابهپروفیل :  19-5شکل 
50,100,150,200x اه با اغتشاش ورودي در نقاطهمر   

62  

ــکل  ــدزي  :  20-5شــ ــنش رینولــ ــودار تــ )2نمــ ) averageu U  ــب ــر حســ ــاط  بــ در نقــ
50,100,150,200x  

63  

ــکل  ــدزي  :  21-5شـ ــنش رینولـ ــودار تـ )2نمـ ) averageu U   ــب ــر حسـ 1بـ 2y b  ــاط در نقـ

50,100,150,200x   

64  

ــکل  ــدزي  :  22-5شـ ــنش رینولـ ــودار تـ 'نمـ 'rms averageu v U   ــب ــر حسـ 1بـ 2y b  ــاط در نقـ

50,100,150,200x     

64  

ــکل  ــدزي   :  23-5شـ ــنش رینولـ ــودار تـ )2نمـ ) averagev U   ــب ــر حسـ 1بـ 2y b  ــاط در نقـ
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  فصل اول
جریانهاي برشی آزاد و مروري بر تحقیقات 

  انجام شده
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  مقدمه) 1-1

برشی آزاد معرفی می گردند و اهمیت و نیزکاربردهاي آنها در حوزه هاي گونـاگون   در این فصل ابتدا انواع جریانهاي

در ادامه جریان گردابه اي و پارامترهاي موثر بر آن و نیز چگونگی پروفیـل سـرعت آن   . شود علوم مهندسی بیان می

  . هاي گردابه اي ارائه می گرددحقیقات انجام شده در زمینه جریاندر پایان نیز برخی از ت .مورد بررسی قرار می گیرد

  جریانهاي برشی آزاد) 1-2

به همین علت به آن جریانهاي برش . ی مرزي با محیط خود نداردهاي برشی آزاد سیال هیچ تماس فیزیکدر جریان

 1- 1و را نام برد درشکل  3، لایه هاي اختلاطی2، جت1از انواع جریانهاي برشی آزاد می توان دنباله. آزاد می گویند

نین در جریانهاي برشی حالتهایی از جریان هستند که استفاده صنعتی زیادي دارند و همچ .را دیدآنها  می توان

  .تواند در موارد فوق مشکل گشا باشد روند؛ لیکن حل دقیق این جریانها می مدلسازي مسائل پیچیده نیز به کار می

ها با پیشروي برش آزاد در محیط، سیال محیط را با خود حمل می کند و محیط گردابه اي تولید  در اینگونه جریان

خاص و سرعت با مشخصۀ سرعت، پروفیل هاي سرعت و توزیع  با بی بعد کردن ابعاد با یک طول مشخصه. می کند

به این پدیده . تنش هاي رینولدز در ایستگاههاي مختلف در دامنۀ وسیعی به خوبی به روي هم منطبق می شوند

  ].5[خودتشابهی می گویند

وم مختلف دارند در زمینه هاي مهندسی و به طور کلی عل کاربردهاي متفاوت و گسترده اي هر یک از این جریانها

برشی آزاد داراي پارامترهاي مختلفی می باشند که براي  جریانهاي. آنها را ضروري می سازد که بررسی و تحلیل

. تحلیل هر یک از آنها توجه به این متغیرها و نحوه تاثیرات هر یک بر جریانات باید مورد توجه قرار گیرد بررسی و

رشد ضخامت ورتیسیته و اختلاف سرعت دو جریان و در جریان گردابه اي  به عنوان مثال در جریان لایه اختلاطی

نصف عرض پروفیل نقصان دنباله در بی بعد سازي و ارزیابی و تحلیل نقش دارند و در نتیجه در تحلیل هر کدام از 

                                                
1Wake  
2 Jet 
3 Mixing Layer 
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 یر زیادي بر نتایجند تاثتوجه به رفتار پارامترهاي حاکم و ارزیابی درست اهمیت هر یک از آنها می توا ،این جریانها

  . داشته باشد

  

  

  
  ]18[نمایی ازجریان جت، لایۀ اختلاطی و گردابه و نوع پروفیل سرعت در آنها : 1-1شکل
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به عنوان مثال جریان جت درمحفظـۀ پاشـش سـوخت،    . جریانهاي برشی داراي کاربردهاي عملی بسیاري می باشند

هاي انجام شده بـراي جریـان جـت فرآینـد      یکی از مهمترین بررسی. شود به کاربرده می... جلوبندي در موتور جت و 

به عنـوان مثـال پاشـش سـوخت باعـث      . ]5[ اختلاط و حمل سیال محیط یک جت با توجه به محیط خودش است

 از کاربردهاي جریان گردابـه  .شود یابد و کارکرد موتور بهتر می تر شده و در نتیجه بازده افزایش می اختلاط یکنواخت

هاي گازي و  لایه هاي اختلاطی در طراحی توربین. ها اشاره کرد توان در طراحی زیردریایی و کشتیها و ایرفویل می

  .اي دارد گستردههاي شیمیایی استفاده   و یا واکنش محاسبات لبۀ فرار پره توربین ها

  

   تحقیقات انجام شده در زمینه جریانهاي گردابه اي )1-3

به جریانهاي داراي مرز مشخص جامد اختصاص یافته است ولی همان گونه کـه قـبلا    بخش عمده اي از مطالعات

شیلیختینگ . ذکر شد جریانهاي برشی آزاد نیز داراي اهمیت زیادي در بررسی و تحلیل جریانهاي مختلف می باشند

مهـم شـامل جریـان     جریانی را که به دیواره جامدي محدود نباشد را جریان آزاد نامید و سه نوع جریـان برشـی  ] 8[

جریان جت آزاد و جریان گردابه اي و شرایط مرزي هر یک را مورد بررسی قرار داده است که ما در اینجـا   ،اختلاطی

   . توجه خود را به جریان گردابه اي معطوف می سازیم

در پشـت  جریان گردابه اي پشت یک جسم جامد که تحت درگ ناشی از سیال قرار گرفته است یا به عبـارت دیگـر   

سرعت در جریان گردابـه اي از سـرعت جریـان    . جسمی جامد که در مسیر جریان سیال قرار دارد تشکیل می گردد

آن کاسته می شـود   1اصلی آزاد کمتر است و با پیشروي هرچه بیشتر پروفیل سرعت کامل تر شده و از مقدار نقصان

از جسم افزایش می یابد و تفاوت سـرعت گردابـه بـا     گسترش پروفیل سرعت گردابه با افزایش فاصله به عبارت دیگر

  .جریان آزاد نیزکاهش می یابد

شیلیختینگ بیان می کند که جریانهاي برشی آزاد نیز داراي طبیعت لایه مرزي هستند بنابراین مجاز هستیم کـه از  

  .  معادلات لایه مرزي براي بررسی چنین جریاناتی استفاده نماییم

                                                
1 Wake deficit 
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جریان ) 2-1( شکل. نشده است راي جریان روي دیوارة ثابت محدودمعادلات لایۀ مرزي الزاماً ب استفاده از در نتیجه

کامل تر شده و مقدار نقصان آن  xپروفیل سرعت دنباله با افزایش . دنباله پشت یک صفحۀ تخت را نشان می دهد

  :شود که اندازة نقصان سرعت یعنی کمتر می شود در این قسمت فرض می

)1-1(     yxuUyxu ,,1    

  

  
 ]5[ جریان دنباله پشت صفحۀ تخت:  2-1شکل

  

و  1uبنابراین می توان از عبارتهاي مرتبۀ دوم . مقدار ناچیزي دارد Uدر مقایسه با  1uمیل می کند xوقتی 

1v با توجه به اینکه در پائین دست جریان فشار کم است، می توان معادلات لایۀ مرزي را با صرف . صرف نظر کرد

  :نظر از عبارتهاي مرتبۀ دوم به صورت زیر نوشت

)1-2(  2
1

2
1

y
uv

x
uU








  

  :که شرایط مرزي آن به صورت زیر است

)1-3(  0      ,       0)0( 1
1 


 uyy

y
u  

یعنی اغتشاشات  1uاین خطی سازي بوسیلۀ فرضیاتی در ترم . ک معادلۀ خطی با مشتقات جزئی استاین معادله ی

  :را به صورت زیر تعریف کنیم حال اگر متغیر تشابهی . انجام شده است
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)1-4(   
vx

UyF
l
xCUu

m




 







2
,1   

  :رانسیل زیر خواهیم رسیدآنگاه به معادلۀ دیف

)1-5(  042  mFFF   

  :که شرایط مرزي به صورت زیر است

)1-6(  0:;0:0  FF   

  :نشان داده شده است) 1-1( براي سطح کنترل در جدول xبالانس نرخ حجم و مومنتوم در جهت 

 

 2-1رل شکلبراي سطح کنت xبالانس نرخ حجم و مومنتوم در جهت : 1- 1جدول 
 

tioncross sec Volume flux x momentum 
AB 0 0 

1AA 

0

h

b U dy 2

0

h

b U dy  

1BB 

0

h

b udy  2

0

h

b u dy  

11BA 
 

0

h

b U u dy   
0

h

b U U u dy    

 
∑= control surface 

 

 
∑= volume flux=0 

 
∑Momentum flux= Drag 

  

سطح کنترل . بدست آورد) 2-1( را می توان از بالانس مومنتوم حول جسم در شکل mمقدار پارامتر مجهول 

به اندازة کافی دور از جسم در نظر گرفته شده است به طوریکه اغتشاشات فشار نداشته باشیم،  11BBAAمستطیلی 

به . در نتیجه فشار در کل سطح کنترل ثابت بوده و در نتیجه نیروي حاصل از فشار در بالانس مومنتوم اثري ندارد

مقدار . د از بالا و پائین سطح کنترل خارج شوداین دلیل که باید معادلات پیوستگی ارضا شوند در نتیجه سیال بای

همانطور . برابر باشد 1BBو سیال خارج شده از  1AAباید با اختلاف سیال ورودي از 11BAکمیت سیال خارج شده از
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بت و نرخ حجم خروجی منفی در نظر گرفته شده نشان داده شده است، نرخ حجم ورودي مث) 1-1(که در جدول 

  :توانیم نیروي دراگ را بوسیلۀ نرخ کل مومنتوم حساب کنیم حال می. است

)1-7(   dyuUubD 



    

hyکه حدود انتگرال بجاي    باید باy را به ) 7-1( توان معادلۀ جاگذاري شود با فرضیات قبلی می

  صورت زیر نوشت

)1-8(     dF
U
vx

l
xCUbdyuUbeD

m













 






 2

1 2  

در نتیجه . است m=0.5را بدست آورد که برابر  mتوان مقدار پارامتر  است می xبا توجه به اینکه بالانس مستقل از 

  :شود به صورت زیر تبدیل می) 4- 1(رابطۀ 

)1-9(  022  FFF   

  :ه رابطۀ زیر می رسیمبا یک بار انتگرال گیري ب

)1-10(  02  FF   

  :حل نهایی به صورت زیر است

)1-11(    2  eF  

  با توجه به رابطۀ انتگرالی زیر 

)1-12(    








    dedF
2

  
  :می توان ضریب دراگ را به صورت زیر استخراج کرد

)1-13(  
v

lU
C

blU

DcD








4

2
2

  

  .ضریب دراگ است DCشود که  براي جریان دنباله از رابطۀ زیر استخراج می 1u در نتیجه حل نهایی براي ترم
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)1-14(   




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









 




 xv
Uy

l
x
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U
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4
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4
, 22

1

1


  

  

  :می توان نیم ضخامت دنباله را به صورت زیر استخراج کرد) 15-1(از رابطۀ  

)1-15(  



U
vxy 7.15.0 

امروزه الگوریتم هاي عددي متنوع و گسـترده اي بـراي حـل هـاي انـواع      .هاي تشابهی می باشداز نوع حل حل بالا 

جریانهاي برشی با کارایی بالا موجود می باشد که استفاده از هر کدام بستگی به نوع مسئله و پارامترهاي موثر بر آن 

  .از قبیل دقت و سرعت مورد نیاز بستگی دارد

گردابه اي از دو الگوریتم استفاده شده است که انتخاب هر یک از آنها به نـوع هندسـه مسـئله و    براي بررسی جریان 

  . پارامترهاي معلوم بکار گرفته شده بستگی دارد

 بکار گرفتن معادلات ناویر استوکس بدست آمده ناشی از حذف ترم فشار 

 حل معادلات ناویراستوکس با تعریف معادله براي میدان فشار  

جریان گردابه اي را توسط روش طیفی و بـا اسـتفاده از معـادلات نـاویر اسـتوکس       1992در سال  1میاکاوا منصور و

 2بدست آمده با حذف ترم فشار و با استفاده از شبیه سازي مستقیم عددي تحلیل کردند و تـاثیرات ناپایـداري فـازي   

سـه بعـدي را بـا تلفیقـی از روش طیفـی و      دکتر مغربی جریان گردابه اي  1999همچنین در سال .را بررسی نمودند

تفاضلات محدود فشرده و همچنین حل کننده اورسامرفیلد با استفاده تفاضل محدود را براي جریان گردابه اي مورد 

  .بررسی قرار دادند

در جریان گردابه اي و جت چرخشی را بـا اسـتفاده از    4شکست گردابه هاي سه بعدي 3رویث و چن  2003در سال 

  .سازي عددي مستقیم مورد بررسی و تحلیل قرار دادندشبیه 

                                                
1 Mansour and Maekawa  
2 Phase jittering   
3 Ruith and Chen  
4 Three-dimensional vortex breakdown  



  جریانهاي برشی آزاد و مروري بر تحقیقات انجام شده: ولفصل ا                                                                                

٩ 
 

  .در جریان تحریک شده گردابه اي را بررسی کردند 2و همکاران تولید گردابه 1نامورا 2005در سال 

بررسـی و بـا    4جریان گردابه اي را با استفاده از شبیه سازي گردابه هـاي بـزرگ   3وینکلمنس و کاکل 2006در سال 

  .کردندنتایج تجربی مقایسه 

و همکاران برهمکنش جریانهاي گردابه اي ناشی از قرار گرفتن دو کـره در کنـار یکـدیگر را     5شوویلر 2004در سال 

 .بررسی کردند

تکامل سه بعدي ساختار و تولید گردابه در جریان گردابه اي دوبعدي تراکم پـذیر را   6واتانابه و میاکاوا 2004در سال 

  .را مورد تحلیل قرار دادند

بـا اسـتفاده از    10000را در رینولـدز   8جریان گردابه اي در پشت یک استوانه ثابت و  نوسانی 7دانگ 2005ال در س

  .شبیه سازي عددي مستقیم بررسی کرد

ناشی از نیروي محلی اعمال شده را بررسی و تحلیـل   10دنباله و خیابان گردابه اي 9آفانسیف و کورابل 2008در سال 

  .تحلیل کردند

اي  در جریـان گردابـه   12مشخصـات سـاختارهاي بـزرگ بـه هـم پیوسـته       11تـرزي و همکـاران   فون 2009در سال 

  .سوپرسونیک نامتقارن را بررسی کردند

همان طور که مشخص است بررسی جریان گردابه اي در زمینه هاي گوناگون به خصـوص در سـالهاي اخیـر بسـیار     

در سالهاي . و کاربردهاي مختلف این جریان می باشد مورد توجه قرار گرفته است که این امر به خوبی بیانگر اهمیت

اخیر تحقیقات در این زمینه به سمت روش شبیه سازي گردابه اي بزرگ و نیز جریانهاي واکنش دهنده سـوق پیـدا   

  .کرده است
                                                
1 Nonomura  
2 Vortex Generation    
3 Winckelmans and Cocle  
4 Large Eddy Simulation 
5 Schouveiler 
6 Watanabe and Maekawa 
7 Dong 
8 Oscillating cylinder 
9 Afanasyev and Korabel 
10 Vortex Street 
11 Von Terzi 
12 Large coherent structures 
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  دومفصل 
بررسی معادلات حاکم بر جریان و فرمول بندي 

  ریاضی مسئله 
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  مقدمه) 2-1

ادلات حاکم بر جریان بیان می گردند سپس شرط مرزي و شرط اولیه براي شبیه سازي عددي در این فصل ابتدا مع

اسـتوکس غیـر قابـل     -معادلات حاکم از معـادلات نـاویر    .مستقیم جریان گردابه اي دوبعدي توضیح داده می شوند

 باشد،نامحدود می yمحدود و در جهتxکه در جهت  1این معادلات در یک دامنه محاسباتی. آیندتراکم بدست می

براي اینکه تاثیرات مرزها به حداقل برسد از نگاشت اسـتفاده مـی    .در نظر گرفته شده و سپس حل می گردند باشد،

 2از روش تفاضل محـدود فشـرده تطبیقـی    yاز روش تفاضل محدود فشرده مرتبه بالا و در جهتxدر جهت  .کنیم

از پروفیـل نقصـان دنبالـه و     .اندشده بی بعدعت مناسب تمام پارامترها بوسیلۀ مقیاس طولی و سر. استاستفاده شده

سازي پارامترهاي جریان مانند سرعت و ورتیسـیته اسـتفاده مـی     بی بعدپروفیل نقصان دنباله براي  نیز نصف عرض

 .کنیم

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

                                                
1 Computational Domain 
2 High Order Compact Finite Difference 
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  معادلات حاکم بر جریان) 2-2

ابتدا به ساده سازي معادلات ناویر استوکس می پردازیم زیرا معادلات ناویر اسـتوکس داراي پیچیـدگی و متغیـر        

در روش شـبیه سـازي عـددي    . هاي زیادي می باشد که حل هم زمان آنها بسیار مشکل و گاهی غیـر ممکـن اسـت   

به صورت مستقیم و بدون هیچ گونه مدل سازي مورد بررسی قرار مـی گیرنـد بـه    معادلات ناویر استوکس  1مستقیم

در . جریان در نظر گرفته می شود و از هیچ مقیاسی صرفنظر نمـی گـردد   2عبارتی تمام ساختارهاي بزرگ و کوچک

اي حـل معـادلات بـر    در واقع هدف اصلی شبیه سازي عددي مسـتقیم . نتیجه این روش داراي دقت زیادي می باشد

بایسـتی معـادلات نـاویر     باشد و براي این منظور می جریان توربولانس بدون استفاده از هیچگونه مدل توربولانسی می

تـوان   در حـال حاضـر بـا ظهـور ابرکامپیوترهـا مـی      .مورد استفاده قرار گیرند استوکس بدون هیچگونه مدل سازي –

بطور دقیق تحلیـل کنـیم و    شبیه سازي عددي مستقیم ايجریانهاي توربولانس کاملاً توسعه یافته را به کمک روشه

بنابراین، اجـراي هـر   . بندي دقیق و کامل مورد احتیاج است سازي یک شبکه جهت گسسته. خواص آنرا بدست آوریم

تـا رینولـدزهاي   مربـوط بـه ایـن روش     تا امروز محاسبات  . تیاج به مدت زمان طولانی دارداح عددي مستقیم برنامه

به دلیل محدودیتهاي موجود در توان محاسباتی کامپیوترهاي امروزي، محاسبات بـه   و پذیر بوده است انمتوسط امک

روش مستقیم عددي تنها منحصر به بعضی جریانهاي با هندسه ساده و اعداد رینولدز پایین است و اسـتفاده از روش  

در واقع بـراي اسـتفاده از    .باشد دلسازي میمستقیم عددي در جریان آشفته منحصر به مطالعه بنیادي و کاربرد در م

  .این روش باید بین دقت مورد نیاز و سرعت و هزینه اقتصادي محاسبات تعادل ایجاد نمود

مشکلات موجود در انجـام ایـن   . باشد سازي مستقیم عددي در حال حاضر یکی از کاربردهاي ابرکامپیوترها می شبیه 

یع مقیاسهاي طولی و زمانی در جریان آشفته است که بایـد در محاسـبات   محاسبه به دلیل وجود محدوده بسیار وس

  .در نظرگرفته شوند

نامحدود می باشد که همان گونه که ذکر  yمحدود و در راستاي عمود بر جریان  xدامنه مسئله در راستاي جریان 

ت به یک دامنه محاسباتی را توسط نگاش yدر راستاي دن تاثیرات مرزها دامنه فیزیکی شد براي به حداقل رسان

                                                
1 Direct Numerical Simulation 
2 Large scale and Small scale 
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0)(پروفیل سرعت اولیه . تبدیل می کنیم yU گردابه جریان . به صورت یک پروفیل گوسی در نظر گرفته می شود

محدود ها مجموعه از هر دو طرف نا yدر جهت . در دامنه محاسباتی توسعه یابد xاجازه می یابد تا در جهت اي 

  .است

  . معادله ناویر استوکس به صورت زیر استفرم کلی بی بعد 

)2-1(           )(
Re
1).( 2UpUU

t
U 



  

بررسی ترم فشار در معادلات ناویر استوکس داراي مشکلات خاص خود می باشد چون براي حل معادلات ناویر 

ر مرزها موجود نباشد و در صورتیکه هیچ گونه اطلاعاتی از فشار د ،استوکس نیاز به دانستن شرایط در مرز ها داریم

یا باید ترم فشار را به گونه اي از معادلات حذف کنیم و یا از شبکه بندي بسیار ریز و فشرده براي گسسته سازي 

معادلات ناویر استوکس  مان گونه که قبلا ذکر شد یا ازدر نتیجه ه. استفاده کنیم که هزینه محاسبات را بالا می برد

ده می کنیم و یا معادلات ناویر استوکس را با در نظر گرفتن معادله اي براي میدان ناشی از حذف ترم فشار استفا

  .    در اینجا راهبرد اول را مورد بررسی قرار می دهیم می کنیم که مافشار حل 

  :با توجه به رابطه زیر 

)2-2(  )()().().().( BAABBAABBA   

),,(براي حالتی که  WVUUBA 


  .ه صورت زیر در می آیدمعادله فوق ب  

)2-3(   UUUUU


.
2
1)..(   

که  321 ,,  
 جایگزین کنیم معادله زیر بدست می آید) 1- 2(را در ) 3-2(اگر معادله . است.  
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که در آن 


 UHHHH ),,(   :داریم صورتدر این  ،کرل بگیریم )4-2(معادله  اگر از.  321

)2-5(    )(
Re
1)

2
.( 2 UUUpH

t
U 



  

)(0با توجه به اینکه عبارت   Scaler داریم برابر با صفر می باشد:  
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  :داریم) 6- 2(با گرفتن کرل از معادله 

)2-7(        UH
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  :ن رابطه زیربا به کار برد توجه به رابطه پیوستگی و با

)2-8(      UUU


2.   

  .دتبدیل می گرد) 9-2(به معادله ) 7-2(معادله 
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  :همچنین از پیوستگی داریم

)2-10(  0. U
  

ناویر استوکس حذف شده و در نتیجه مشکلات همان گونه که از محاسبات فوق پیدا است ترم فشار از معادلات 

که  همچنین با استفاده از محاسبات فوق از تعداد متغیر هاي مستقل کاسته می شود .ناشی از آن مرتفع می گردد

افزایش درجه  مقابل اما این محاسبات موجبدر . سرعت محاسبات می گردد به نوبه خودباعث افزایش این امر

ابها پایین می آید همچنین در این حالت اعمال شرایط مرزي بر جریان شده و دقت جومعادله دیفرانسیل حاکم 

  .دشوارتر می گردد

  .معادله حاکم بر جریان به صورت زیر است.براي حالت دو بعدي که در این تحقیق به آن پرداخته شده است
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  .مقادیر سرعت به صورت زیر است )11 - 2( که در معادله لازم به ذکر است

)2-12(  )(),,(),,( 0 yUtyxutyxU   
)2-13(  ),,(),,( tyxvtyxV   
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 1سرعت محاسباتی نیز نشان دهنده  uسرعت در جریان است و  بیانگر Uر صفحه قبل که در معادله آورده شده د

دي به صورت ترکیبی از سرعت جریان اصلی و سرعت حالت دو بعدر واقع سرعت لحظه اي در یعنی  .است

  .محاسباتی در نظر گرفته می شود که باعث سهولت در انجام محاسبات مربوط به سرعت می گردد

  شرایط مرزي جریان) 2-3 

از قسمت قبل به یاد داریم که سرعت را به دو قسمت سرعت جریان اصلی و سرعت محاسباتی تقسیم کردیم که  

معادلات ناویر استوکس و پیوستگی براي متغیر هاي محاسباتی حل می  .در محاسبات می گرددموجب سهولت 

 حاکم بر دامنه محاسباتی معادله .ر هاي محاسباتی اعمال می شوندبر روي متغی نیز شرایط مرزي و در نتیجه شوند

بالا و پایین دامنه محاسباتی در  در جهت عمود بر جریان از درجه دوم می باشد بنابر این نیاز به دو شرط مرزي در

با توجه به اینکه سرعت در بالا و پایین دامنه محاسباتی در راستاي عمود بر جریان مشخص است . داریم yراستاي 

یک معادله دیفرانسیل در راستاي جریان ) 11- 2( معادله. نیز مشخص می باشد yبنابر این شرایط مرزي در راستاي 

و یک  ، در نتیجه نیاز به اعمال چهار شرط مرزين و درجه یک نسبت به زمان می باشدنسبت به مکا درجه چهار

  .داریم  شرط اولیه

ما نیاز به چهار مقدار  ،شرط اولیه در قسمت هاي بعدي مورد بحث قرار خواهد گرفت اما در مورد شرط مرزي 

 عه محاسباتی مشخص می باشد و نیزدر مرز ورودي و مرز خروجی مجمو uمقادیر . مشخص مکانی در مرزها داریم

 ،با توجه به معادله پیوستگی
x
u

 این شرایط . مجموعه محاسباتی معلوم می باشند هم در مرزهاي ورودي و خروجی

  . معروف می باشند 3و نیومن 2دریچلت مرزي شرایط بهمرزي 

خطی و یا غیر خطی استفاده کنیم که استفاده از  ،لزجی ،زي انتقالیدر مرز خروجی می توانیم از انواع شرایط مر

این تحلیل در  مرز خروجی از یک شرط مرزي انتقالی . هریک به نوع و چگونگی تحلیل ما از مسئله بستگی دارد

شیم به عبارت دیگر اغتشاشات اداشته ب در مرز خروجی نباید هیچگونه برگشت جریان. استفاده شده است خطی

                                                
1 Computational velocity 
2 Dirichlet boundary condition  
3 Neumann boundary condition 
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یجاد شده در دامنه محاسباتی پس از برخورد با مرز خروجی باید به صورت طبیعی از آن عبور کنند و دوباره به ا

بر می  1داخل دامنه محاسباتی منعکس نشوند که در غیر این صورت به اصطلاح جریان به داخل دامنه محاسباتی

به جایی براي تولید شرط مرزي دریچلت براي در این مرز از معادله جا. گردد و موجب خطا در محاسبات می گردد

  :هر دو مولفه سرعت استفاده می کنیم که معادله آن به صورت زیر می باشد 

)2-14(  c
t x
  
 

 
  

و یا برابر با سرعت کلی انتقال موج  cضریب . می گردند جایگزین   vو  uدر این معادله ، مولفه هاي سرعت 

سرعت جابجایی ساختار است که   c  به عبارت دیگر. ت اصلی در مرز خروجی است سرعت متوسط جریان در جه

  .باید با سرعت حرکت امواج در دامنه محاسباتی یکسان گردد cتوسط سعی و خطا بدست می آید و در عمل 

استفاده از سرعت انتقال . ن را حل کردالبته مقدار دقیق این پارامتر مشخص نیست و باید با تخمین مناسبی جریا

  .]6[مناسب می باشد cموج که از تحلیلی پایداري خطی بدست می آید نیز جهت تعیین 

  شرایط اولیه) 2-4 

نشان داده شده ) 1-2(پروفیل سرعت در نظر گرفته شده براي شرط اولیه جریان گردابه اي دو بعدي در شکل 

  .است

  
  ]14[نماي شماتیک پروفیل سرعت اولیه جریان گردابه اي:  1-2لشک

  

                                                
1 Computational Domain 
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پروفیل سرعت گوسی  بطور یکنواخت در در واقع  .پروفیل گوسی براي شرط جریان ورودي در نظر گرفته می شود

فیل به صورت زیر می معادله این پرو .باشدمی یه براي جریان گردابه اي دو بعدي، شرط اولxتمام ایستگاههاي 

  :باشد

)2-15(    2
0 1 0.692(1 0.69315 )U y y    

به این دلیل استفاده شده است که سرعت خط مرکزي پروفیـل نقصـان دنبالـه    ) 15-2(در معادله  0.692ضریب  

و همچنین پروفیل در نظر گرفته شده به صورت توسعه یافته در  ]10[ منطبق بر این خط در آزمایشات تجربی باشد

سازي جریـان اجبـاري و غیراجبـاري    بر مبناي مطالعات آماري، این شرط اولیه براي شبیه .]12[ر گرفته می شودنظ

به بیان دیگر، هـر ذره در ورودي  . ]16[باشدجریان گردابه اي مناسب می 0x      بایـد مجـاز بـه خـروج از مرزهـا ،

 xLx هاي سـرعت متوسـط،   اي همچنین بایستی به حالت ایستاي آماري هنگامیکه مولفه جریان گردابه. ، باشد

  .مستقل از زمان می باشند، برسد
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  فصل سوم
روش تفاضلات محدود فشرده و نحوه بدست 

  آوردن مشتقات
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  مقدمه) 3-1

وکس رسیدیم که در ادامه است به فرم چرخشی معادلات ناویری که در قسمتهاي پیشین بیان شد با انجام محاسبات

وکس با استفاده از روش شبیه سازي بدون هیچ گونه مدل سازي خاصی به حل این فرم از معادله ناویر استباید 

 معادلهع و مشتقات بکار گرفته شده در واضح است که ابتدا باید به گسسته سازي تواب. عددي مستقیم بپردازیم

گسسته سازي مشتقات بکار رفته در هر معادله دیفرانسیل روشهاي  براي تقریب زدن و. بپردازیم دیفرانسیل

حجم محدود و یا تفاضل محدود وجود دارد که بکارگیري هر یک از این روشها  ،گوناگونی مانند اجزاي محدود

ه استفاد 1ما در این تحلیل از روش تفاضل محدود فشرده. بستگی به نوع معادله و نیز هندسه مسئله مورد نظر دارد

براي به  2در جهت عمود بر جریان از نگاشت. می کنیم که داراي دقت بسیار خوبی در تقریب مشتقات می باشد

حداقل رساندن تاثیرات مرزها استفاده می کنیم که در نتیجه به درستی می توان روش مذکور را تفاضلات محدود 

سپس چند تابع ریاضی به روش . می گیرددر این فصل ابتدا این روش مورد بحث قرار . فشرده تطبیقی نامید

در ادامه بررسی نگاشت و . تفاضلات محدود فشرده محاسبه شده و نتایج آن با روش تحلیلی مقایسه می گردند

چگونگی تاثیر آن بر روابط مشتقات در راستاي عمود بر جریان می پردازیم و در پایان نیز به چگونگی توسعه زمانی 

   .کوتا فشرده درجه سوم می پردازیم - جته شده یعنی روش رانروش بکارگرفمعادلات و 
  

  

  

  

  

  

  

  

 

  

  
                                                
1 Compact Finite Difference Method  
2 Mapping 
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  محاسبه مشتقات  به روش تفاضلات محدود فشرده) 3-2-1

زدن جواب معادلات دیفرانسیل جزئـی مـورد اسـتفاده      هاي زیادي است که براي تقریب روش تفاضلات محدود مدت

باشـد کـه مشـتقات از طریـق      اي از نقاط می موردنظر به شبکه سازي دامنه این روش شامل گسسته. قرار گرفته است

در هر نقطه شبکه موردنظر، مقدار تـابع یـا توابـع مـوردنظر بـه صـورت       . شود مقادیر تابع در این نقاط تقریب زده می

شود و معادلات دیفرانسیل حاکم به صورت سیستمی از معـادلات جبـري تقریـب زده مـی      مجهول در نظر گرفته می

زدن و مشخصـات   ایـن فرآینـد تقریـب   . شـوند  که این معادلات توسط الگوریتم حل ماتریسی مناسب حـل مـی   شوند

بـه طـور کـل    . کنـد  سیستمهاي ماتریسی حاصل است که انواع روشهاي تفاضلات محدود از یکدیگر را مشخص مـی 

ولی استفاده از آن بایـد  . دباش براي توسعه تقریبات عددي مسائل مقدار مرزي می 1تفاضلات محدود یک روش پیشرو

کـه ایـن امـر در تضـاد بـا روش      . تواند یکی از معایب این روش باشد اي ساختاریافته از نقاط ایجاد کرد که می شبکه

. هاي غیرمنظم مسئله طراحی شده اسـت  هاي غیرساختار یافته و داده باشد که براي تطبیق با شبکه اجزاء محدود می

توان به راحتی از تحلیل سري تیلور براي بررسی خطاي مسئله مـوردنظر   محدود می ولی در عوض در روش تفاضلات

ارائه شـده اسـت     2هاي ساختار یافته ندارد توسط تورزیدلو همچنین تفاضلات محدود که نیاز به شبکه. استفاده نمود

تـرین و البتـه    سـاده  .برد می اي است و هزینه حمل مسئله را بالا بندي پیچیده ولی به هر حال این امر مستلزم فرمول

آشناترین روش تفاضل محدود فشرده براي معادلات مشتقات جزئی بیضوي روش تفاضل محدود مرکـزي بـا شـبکه    

  . باشد ساختار یافته می
در این روش مشتقات اول و دوم در هر نقطه توسط ترکیبات خطی از سه مقدار تابع در آن نقطه و نقـاط مجـاور آن   

نقطـه   P+1تواند توسط  می Pبه طور کلی مشتقات از درجه . شتقات بالاتر نیاز به نقاط بیشتري داردم. شود بیان می

ضـرایب  . باید زوج باشد Pالبته . اند، در روش تفاضل محدود مرکزي تقریب زده شوند که به صورت متقارن واقع شده

باشند کـه   همچنین ضرایب نیز نامتقارن میگره نیاز است و  P+2فرد باشد در این صورت  Pاگر . نیز متقارن هستند

                                                
1 Straight forward 
2 Tworzydlo 
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خطاي ایـن روش از درجـه   . باشد باشد که ضریب مرکزي براي مشتقات فرد همیشه صفر می در عمل بدین معنی می

   .]14[باشد دوم می

هـاي   بـه دلیـل دقـت   . هاي مراتب بالاتر از درجه دو، روشهاي با دقت مراتب بالاتر نامیده می شـدند  روشهاي با دقت

بـراي  . یابنـد  هـاي محاسـباتی کـاهش مـی     تري استفاده کنیم و در نتیجه هزینـه  هاي درشت توانیم از شبکه تر میبالا

بـه طـور   . کنند اضافه کنیم هایی که مشتقات را بیان می توانیم نقاط اضافی به تقریب هاي بالاتر می آوردن دقت بدست

نقطـه تقریـب    P+m-1تواند با  می mبا خطاي از درجه  Pتوانیم مشتق از درجه  هاي ساختار یافته می کلی در شبکه

ومی روش تئـوري عم ـ . نقطـه موردنیـاز اسـت    P+mفرد باشد در این صـورت   Pاگر . زوج است Pده شودکه البته ز

  . ]15[گره ارائه شده است Nبراي  o(hN-1)زدن مشتقات اول و دوم تا  براي تقریب تفاضل محدود توسط پترسون

شـود   شرده هستند که باعث مـی گردند، عمدتاً داراي ساختارهاي غیرف که با این روش محاسبه میروشهاي دقت بالا 

هایی که به طور مستقیم مجاور گره موردنظر نیز نیستند براي تقریب مشتق در آن گره استفاده کنند که ایـن   هاز گر

ر نتیجه افزایش زمان محاسباتی براي حل ها و د امر باعث پیچیدگی فرمولها در نزدیکی مرزها و افزایش باند ماتریس

  . شوند مسئله می

. اشاره کرد 1توان به عنوان مثال به لئونارد و بردلی هنوز روشهاي با دقت بالاتر غیرفشرده مورد استفاده است و می

ده بنـابراین بـه دلایـل ذکـر ش ـ     .ارائه شده است 2و جین توسط هارتن براي مشتقات مراتب بالاتر روشهاییهمچنین 

هاي فشرده باشد و نیز در عمل داراي دقت بـالایی   هاي روش مطلوب است که از روشی استفاده شود که داراي مزیت

دهد کـه   ر هر گره را بدست مییکی از روشهایی است که با دقت بالایی مشتقات د روش تفاضل محدود فشرده. شدبا

  .شده است ارائه ]12[ 3توسط لیله

محاسبه شده است  ریان و هم عمود بر جهت جریان از روش تفاضلات محدود فشردهمشتقات جزئی هم در جهت ج

به صورت زیر محاسبه  f(x)در این روش مشتق اول تابعی دلخواه مانند . ارائه شده است این روش توسط لیله

  :شود می

                                                
1 Leonard and Bradley 
2 Harten and Jain 
3 Lele 
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باشد  دهندة شمارة شبکۀ مورد نظر می نشان jباشد و  می که در رابطۀ بالا علامت پریم نمایانگر مشتق مرتبۀ اول

)Jj 1 ( و)1/(  JLx x  . 3/1با جاگذاري 4/1و ترتیب دقت مرتبۀ شش و چهاربه دست  به

باشد قطر اصلی در طرف راست معادلۀ بالا چهار یا سه برابر  3/1یا  و 4/1هنگامی که . ]16[ آید می

یک .  ]13[ کوچکتر از دو قسمت دیگر هستند، که این موضوع بیانگر این است که معادلۀ بالا شرایط ناهنجاري دارد

شود  این کار باعث می. ضرب کنیم /1را در ) 1-3(حل براي رفع این مشکل این است که دو طرف رابطۀ  راه

  :تغییر یابد) 2-3(به صورت رابطۀ ) 1- 3( رابطۀ
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باشد،روش ضمنی یک طرفۀ درجۀ سه براي تقریب مشتق اول به ) j=Jو  j=1یعنی در جائیکه ( در مرزهاي جریان

  :شود که به صورت زیر است کار برده می
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 لیله . 4/1شود با این تفاوت که  شکل کلی معادله به کار برده می) j=J-1و  j=2یعنی (در نزدیکی مرزها 

جاگذاري  'را با  تغییراتی را انجام دهیم به طوریکه  j=J-3و  j=3کند مبنی بر اینکه در  پیشنهادي مطرح می

  .شود به صورت زیر تعریف می 'کنیم که 

)3-5(  )140( / )32  16('    

جاگذاري پایداري حل عددي را در مواردي که معادله به این عمل به این دلیل است که این 

صورت    )(// ufxut  است ، بیشتر می کند.  
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تفاضلات است که در آن از مرتبۀ چهارم شکل  f(x)معادلۀ زیر نمایانگر مشتق مرتبۀ دوم تابعی دلخواه مانند 

  :استفاده شده است محدود فشرده
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که در آن 
4
1

 . را در ) 6-3(دو طرف رابطۀ در اینجا نیز براي غلبه بر شرایط ناهنجار هر/1 کنیم  ضرب می

  .حاصل خواهد شد) 7-3(که در نتیجه رابطۀ 
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  :شود که به صورت زیر است در مرزهاي جریان، حالت مرتبۀ سوم یک طرفه به کار برده می
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  :داریم) 3-3(با مشتق گیري از طرفین رابطۀ 
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  :توان نشان داد معادل رابطۀ زیر است  که به راحتی می
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به رابطۀ زیر ) 11- 3(انتز در رابطۀ    ربراي ترمهاي داخل پ) 4/1با فرض ) (3-3(با جاگذاري طرف چپ رابطۀ 

  :رسیم  می
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مشابه این .شود که مقادیر تابع و مشتق آنها موجود باشند زمانی در داخل مرزها به کار برده می) 12-3( معادلۀ

  :است به کار برد یعنیتوان براي جریان خروجی ازمرز، هنگامی که تابع و مشتق آن در دسترس  روابط را می
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مرتبۀ دوم از معادلات تفاضلات محدود فشرده  )  j=J-1و  j=2در   () در جهت جریان(در نزدیکی مرزهاي جریان 

 فوق روابط زبراي ارزیابی مشتق مرتبۀ چهار، با استفاده ا.  10/1با ) 7-3( شود یعنی رابطۀ استفاده می

  .مشتقات مرتبه دوم را دوبار بر روي معادلات اعمال کنیم

  
  ارزیابی مشتقات در جهت جریان) 3-2-2

براي ارزیابی و بررسی صحت کدهاي نوشته شده باید مشتقات عددي حاصل از روش تفاضلات محدود فشرده 

براي این منظور تابعی دلخواه را در . باشد یکسان با دقت قابل قبولی تطبیقی با مشتقات تحلیلی براي تابعی دلخواه

نظر می گیریم و اپراتور مشتق اول و دوم بر روي آن اعمال می گیرد و سپس نتایج حاصله را با مشتقات تحلیلی آن 

بدیهی است که براي بدست آوردن مشتقات از درجه . مقایسه می کنیم و نتایج را به صورت نمودار رسم می کنیم

 .یم اپراتورهاي مشتق اول و یا دوم را چندین بار بر روي تابع مذکور اعمال نماییمبالاتر می توان

  :تابع بکار گرفته شده براي بررسی مشتق اول و دوم به صورت زیر می باشد

                                                                                                3 cos 2 sin 4xf x x x x                               

  :ادله فوق به معادلات زیر می رسیماز مشتق گیري به روش تحلیلی از مع

 

     2 33 cos sin 2sin 4 8 cos 4xf x x x x x x x      

     2 36 cos 6 sin cos 16cos 4 32 sin 4xf x x x x x x x x x       

 150محاسبات در . نشان داده شده است 2-3و  1- 3نتایج مشتق گیري به روش عددي و تحلیلی هر دو در شکل 

 .گره انجام شده است
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مقایسه مشتق مرتبه اول تحلیلی و عددي تابع : 1- 3شکل  xf     

 
مقایسه مشتق مرتبه دوم تحلیلی و عددي تابع : 2- 3شکل  xf  
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  جریان تحلیل نگاشت اعمال شده براي محدود کردن دامنه در راستاي عمود بر ) 3-3-1

  .هستند 1همان گونه که در معرفی جریان هاي برشی آزاد بیان شد این گونه جریانها، جریانهایی آزاد و بدون مرز

yدر جریان گردابه اي در جهت عمود بر جریان هیچ گونه مرزي وجود ندارد یعنی،      واضح . می باشد

یم که دامنه فیزیکی در راستاي عمود بر جریان را به دامنه محاسباتی تبدیل است که براي تحلیل جریان نیاز دار

در روش عددي براي به عبارت دیگر . نماییم به دلیل اینکه تمام دامنه محاسباتی را نمی توانیم شبکه بندي نماییم

ساختار در جریان به  باید این توانایی را داشته باشیم که یک، جریانهاي برشی آزاد و نیز لایه مرزي حل مسائل

در واقع با  .داشته باشیم و یا محور سازي کنیم که یک مقیاس فاصله بندي شدة خاصی نزدیک دیواره اي شبیه گونه

 از مزایاي دیگر این روش این است که .این عمل تاثیرات مرز در بی نهایت در شبیه سازي جریان به حداقل میرسد

موضوع مهم دیگر آن است که تمرکز و یا به عبارت . ه محاسبات خواهد شددر هزین قابل توجهی باعث صرفه جویی

گرادیان . دیگر گرادیان پارامترهاي موثر در شبیه سازي جریان در تمام نقاط دامنه به صورت یکسان توزیع نشده اند

در نیازي  داراي شدت و تمرکز بیشتري هستند و y=0پارامترهاي موثر در نزدیکی محور مختصاتی جریان یعنی 

نیست که تمام گره هاي محاسباتی به صورت یکنواخت در دامنه توزیع شوند بلکه به دلیل اهمیت بیشتر گرادیان 

پارامترها در نزدیکی محور مختصات می توانیم گره هاي محاسباتی را با نسبت خاصی در نزدیکی محور متمرکز 

خیلی نزدیکتر از فاصله گره ها در نقاط دیگر دامنه محاسباتی در واقع فاصله گره ها را در نزدیکی محور را . نماییم

  . این امر علاوه بر صرفه جویی در هزینه و وقت محاسبات باعث دقت بیشتر نیز می گردد. در نظر می گیریم

لازم به ذکر است که نگاشت بکار گرفته شده باید یک به یک باشد و نیز نوع نگاشتی که در حل مسئله بکار می رود 

  . تابع نوع مسئله و یا چگونگی اهمیت گرادیان پارامترهاي موثر بر جریان در ناحیه مورد نظر می باشد

 با اعمال این نگاشت .از یک تابع کوتانژانتی جهت نگاشت یک به یک استفاده شدبراي تحلیل جریان گردابه اي  

دامنه فیزیکی   ,y  را به دامنه محاسباتی 0,1   فرم کلی نگاشت کتانژانتی  .دهیم می انتقال

  :  اعمال شده به صورت زیر می باشد

                                                
1 Unbounded 



  روش تفاضلات محدود فشرده و بدست آوردن مشتقات :فصل سوم                                                                

  

٢٧ 
 

)3-14(  )cot(y  

 به عبارت دیگر با پارامتر . انقباظ ساختار جریان است و یا 1پارامتر مربوط به کشیدگی  می توانیم مشخص

در واقع می توانیم از طریق این . سازیم کدام ناحیه از دامنه و به چه میزانی داراي تراکم گره هاي محاسباتی باشد

مناسب براي هر جریان از طریق آزمایشات تجربی   . پارامتر توزیع گره ها را در دامنه محاسباتی مشخص سازیم

  .  حدس و خطا بدست می آید و یا از روش

  .به صورت زیر عمل می کنیم yنسبت به  fبراي مشتق گیري تابع 

)3-15(    f
d
d

dy
df

d
df

dy
d








 2sin1  

 با در نظر گرفتن 


 2
1 sin1
  داریم:  

)3-16(  f
d
df

d
d




 1  

fید در تک تک درایه هاي ماتریس با 1 فرم فوق به شکل برداري می باشد و در
d
d


  . ضرب شود 

) 17-3(که نتیجه به صورت معادله .مشتق می گیریم) 15-3( همچنین براي محاسبه مشتق دوم یک بار از معادله

  :است

)3-17(  f
d
df

d
df

dy
d





 32

2

22

2

  

  .به صورت معادلات آورده شده در زیر است 3و  2که در آن مقادیر 

  

)3-18(  2
12    

)3-19(   


 cos).(sin2 3
3   

  .با اعمال این تغییرات می توانیم تابع نگاشت فوق را مورد هر تابع و یا به عبارتی دامنه محاسباتی بکار ببریم
                                                
1 Stretching Factor 
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  ارزیابی مشتقات در جهت عمود بر جریان) 3-3-2

همان طور که در بخشهاي قبل بیان شد باید دامنه فیزیکی در راستاي عمود بر جریان را به دامنه محاسباتی تبدیل 

ها یک تابع  yبراي بررسی فرمولهاي مشتق ارائه شده در جهت  ،همانند ارزیابی مشتقات در جهت جریان  .کنیم

نتایج حاصل با  وول و دوم بر روي آن اعمال گردیده ااوپراتور مشتق . دلخواه به صورت زیر در نظر گرفته شده است

ها از نگاشت کتانژانت  yلازم به یاد آوري است که در جهت . نتایج حل دقیق در یک نمودار ترسیم شده است

  .استفاده شده است

   2expyf y  

   22 .expyf y y    

     2 2 24. .exp 2.expyf y y y     

 .coty     
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تابع  اعمال شده بر مقایسه مشتق اول همراه با نگاشت کتانژانتی :3- 3 شکل   2exp yf y   
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تابع  اعمال شده بر مقایسه مشتق دوم همراه با نگاشت کتانژانتی :4- 3 شکل   2exp yf y   

  

در نتیجـه تـاثیر    ،نظر به دامنه خاصی نگاشـته شـده اسـت   همان طور که از شکل ها مشخص می باشد تابع مورد 

از انواع متفاوتی از نگاشت ها می توان استفاده نمود که بستگی بـه نـوع هندسـه    . مرزها را می توان به حداقل رساند

  . مسئله و یا نوع تابعی که نگاشت بر روي آن اعمال می شود بستگی خواهد داشت
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  لاتالگوي پیشرفت زمانی معاد) 3-4

.    الگوهاي زیادي براي پیشرفت زمانی معادلات می توان در نظر گرفت و معادله را از نظر زمانی پیش برد

معادله هر گام . عادله اعمال می کنیم رعایت شوددر مورد روشی که براي پیشرفت زمانی م لازم است ملاحظاتی ولی

فظه رایانه ذخیره می گردد و اگر حجم حافظه زمانی که پیش می رود، مقدار قبلی براي به روز شدن در حا

بنابر این در انتخاب روش براي پیشروي زمانی باید به . اختصاص یافته زیاد باشد باعث کندي اجراي کد می گردد

  .   این نکته توجه لازم را داشت

پیشرفت زمانی به بیان شده است که براي  ]9[1طرح اختلاف زمانی رانج کوتاي مرتبه سوم فشرده به وسیله راي 

توان فرآیند را  می 1-3، مطابق با جدول )20-3( صورت معادلهاي به براي پیشروي زمانی معادله. شود کار برده می

  .انجام داد

  

  .طرح پیشروي زمانی رانج کوتاي مرتبه سوم: 1-3جدول

  زمان  اولین موقعیت  دومین موقعیت

)( nuR  nu  nt  

)(uRR   tRcuu n  1  tctt n  1  

)(uRR   tRdRcuu  )( 22  tdctt  )( 22  

  tRdRcuu n  )( 33
1  ttt nn 1  

  

)3-20(  )(uR
t
u



  

، طرف راست معادله باید در سه مرحله زمانی محاسبه tبراي پیشروي زمانی معادله مدل فوق به اندازه 

tdcدر هر یک از این مراحل زمانی، زمان به اندازه. گردد ii  به وسیله یک ترکیب خطی از  uجلو می رود و  )(
                                                
1 A. Wray 
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R در مرحله زمانی حال وR بعد از گذشت مرحله سوم، زمان به اندازه . گردد در مرحله زمانی گذشته محاسبه می

t  و مقدارu محاسبه شده برابر مقدارu  بعد از گذر از یکt همان طور که مشاهده می شود در  .زمانی است

  . هر گام زمانی نیاز به ذخیره سازي سه مقدار است که باعث سرعت اجراي بهتر برنامه می گردد

. ضرایب بکار رفته در این روش را می توان با بسط سري تیلور و معادل قرار دادن ضرایب حاصل از آنها بدست آورد

  :داریمین صورت در ا

  1321321  dddccc  

  3/1))1(( 3
2
1

2

2

2
2132

2
1  dc

c
dccccc  

  2/1))1()1((
2

2
2

3

3

2

2
321 

c
dc

c
d

c
dccc  

  6/1321 ccc  

01 واضح است که باید حل در شروع. در روابط بالا مقدار دو پارامتر باید پیش بینی شود تا حل کامل شود d  قرار

  .پارامترها به صورت تابعی از یک پارامتر بدست می آیند سپس بقیه .دهیم 

  :نتیجه به صورت زیر است 

01 d  15/81 c  

60/172 d  12/52 c  

12/53 d  4/33 c  

tetuتابع .استانجام شده رتست زی براي تعیین دقت طرح مذکور  )(  1همراه با شرط اولیه)0( u  یک حل

  .است) 21-3( تحلیلی براي معادله

)3-21(  )(tu
dt
du

  

رسم شده است که به روشنی نشان دهنده صحیح  )8-3(ماکزیمم خطا بین نتایج عددي و حل واقعی در شکل 

  .]16[باشد مرتبه سوم این طرح می بودن دقت
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   )21-3(مرتبه خطاي رانج کوتاي مرتبه سوم فشرده براي معادله : 5-3شکل شماره
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 مقدمه) 4-1

معادلـه حـاکم بـر     اشاره شـد  قبلا همانطور که. در این فصل ابتدا چگونگی روش حل مسئله توضیح داده می شود

ادلـه  به عبارت دیگر ابتدا چگونگی کاربرد ایـن فـرم از مع   .دامنه محاسباتی فرم چرخشی معادله ناویر استوکس است

سپس الگوریتم بکـار رفتـه بـراي کـد     . بیان می شود عددي پیشرفتنحوه  نیز ناویر استوکس در جریان گردابه اي و

د توضیح داده می شود و در انتهـا بـه منظـور اطمینـان از     ناجرا می گردمرحله نیز محاسباتی که در  نویسی مسئله و

اص بدسـت  نتایج بدست آمده را با بعضی از نتایج دقیق معادله ناویر استوکس که در حالت خ ،صحت کد نوشته شده

 .آمده است مقایسه می کنیم
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 چگونگی روش حل) 4-2

آن را به فرم چرخشی تبدیل می کنیم تا  ،ال تغییراتی بر معادله ناویر استوکسدوم بیان شد که بعد از اعمدر فصل 

  :نه محاسباتی به صورت زیر می باشدمعادله حاکم بر دام در حالت دو بعدي. محاسبات راحت تر انجام گیرد

)4-1(  U
yx

H
y
Hu

t
42

2
1

2
2

Re
1











  

  :ولفه تفکیک می کنیم که این دو مولفه به صورت زیر می باشنددو م سرعت را به ،براي حل معادله فوق

)4-2(       0, , , ,U x y t u x y t U y   
)4-3(     , , , ,V x y t v x y t  

در رابطه بالا  0U y فقط تابعی از  این سرعت. سرعت مبنا استy است .v  وu  که باید  سرعت محاسباتی است

 مزیت تفکیک. تی سرعت کلی جریان استسرعت لحظه اي و یا به عبار Vو  U وبه روش عددي محاسبه شود 

جریان  مقدار سرعت در مرزهاي از این طریق در این است که) 3-4(و ) 2-4(در معادله کردن سرعت به دو مولفه 

بررسی سرعت در در نتیجه . آزاد برابر صفر خواهد بود زیرا مقدار سرعت در مرزهاي آزاد برابر سرعت مبنا می باشد

روش حل بدین صورت است که ابتدا طرف . مرزها و یا به عبارتی ارزیابی شرایط مرزي سرعت آسان تر خواهد شد

راست معادله را که شامل مشتقات جزئی می باشد را گسسته سازي می نماییم و سپس مشتقات موجود در آن را 

 ،و نوشتن معادلات به فرم ماتریسی محاسبات فوق جهدر نتی. توسط روش تفاضلات محدود فشرده تقریب می زنیم

11 از مرتبه یک ماتریس سمت راست معادله چرخشی ناویر استوکس ,  xY NN که این ماتریس را با . خواهد بود

RHS1 به معادله زیر می ) 1-4(گسسته سازي طرف چپ معادله  در نتیجه محاسبات فوق و نیز. نمایش می دهیم

  .رسیم 

)4-4(  n
nn

RHS
t

uu



  212

  
  .بدست آوریم  n+1در لحظه  را سرعت از معادله زیر می توانیم ،با ساده سازي معادله بالا

)4-5(   nnn uRHStu 212    

                                                
1 Right Hand Side 



  الگوریتم حل و بررسی صحت جوابها :فصل چهارم                                                                                                
  

٣٦ 
 

 وش رانج کوتاياز ر همان گونه که در قبل بیان شد براي پیشرفت زمانی و یا به عبارت دیگر گام زمانی معادله

 در نتیجه در . مشخص می گردد) 5-4(طرف راست معادله  ،پس از توسعه زمانی معادله .فشرده مرتبه سه می شود

  را داریم  u2میزان  n+1لحظه 

)4-6(  constu 2  

روشهاي گوناگونی . رم دو بعدي آن می باشدف) 6-4(فرم کلی معادله بالا به معادله پواسون مشهور است که معادله 

  .براي حل آن موجود می باشد که ما از روش زیر براي حل آن استفاده می کنیم

  :اگر معادله بالا را بسط دهیم داریم

)4-7(  const
y
u

x
uu 








 2

2

2

2
2  

ه فوق جایگذاري کنیم در معادل  yدر جهت عمود بر جریان و  xجریان اگر اوپراتور مشتق اول و دوم را در جهتو 

  :به معادله زیر می رسیم

)4-8(  constuYDuXD tt  2)2(  

11به ترتیب ماتریسهایی  D2Yو   D2Xدر عبارات فوق    xx NN  11و   yy NN ان طور که قبلا مهستند که ه

با . ارائه گردیدند وش تفاضلات محدود فشردهبا استفاده از ر yو  xبراي محاسبه مشتقات مکانی در جهت  بیان شد

  :]2[ توجه به قوانین حاکم بر ماتریس ترانسپوز داریم

)4-9(    ttt STTS   

   .تبدیل می شودبه صورت زیر ) 8-4(معادله  با استفاده از معادله بالا

)4-10(  constuYDXDu tt  22  

2با در نظر گرفتن  , 2 ,tA D Y B D X X u   به معادله زیر تبدیل می گردد) 10-4( معادله.     

)4-11(  constXBAX   
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براي  Lyapنیز دستور  MATLABهمچنین در نرم افزار . چگونگی حل معادله بالا را بیان کرده است] ٧[ 1بارتلز

  .]٢٠[ حل این گونه از معادلات اختصاص یافته است

لازم براي کدهاي نوشته شده براي محاسبه متغیرها در دامنه محاسباتی را نشان می  مراحل زیر چگونگی الگوریتم

  .  دهد

  با توجه به شرط اولیه برايu  مقدارv محاسبه شده است.  

  با توجه به اینکهU  01و براي حالت دو بعدي  02و مقدار . است
y
U

x
V








3 

 .حساب می شود

   مقدارUH 03که براي حالت دو بعدي . می باشد H  است مقادیر.1 VH   و.2 UH  

 . محاسبه می شود

  محاسبه ترمهاي غیر خطی در معادله که به صورت
yx

H
y
H






 2

2

2
1

2

 .است 

  بدست آوردن ترمهاي لزج در معادله که به فرمU4

Re
1
 است. 

   پس از به دست آوردن طرف راست معادله دیفرانسیل مقدار u2   با استفاده از روش رانج کوتاي

 .محاسبه می شود

  شرط مرزي برايV  وu  .حله زمانی جدید محاسبه می شودبراي مر  

  با مشخص شدن u2  مقدارu  و پس از آنu در مرحله جدید استخراج می شود . 

 .مراحل بالا را براي گامهاي زمانی دیگر مجددا تکرار می شود

 

  :اسبات زیر را انجام دهیمباید بتوانیم مح) 1-4(براي محاسبه معادله طبق الگوریتم بالا 

  محاسبه مشتقات مادي.1

  . vانتگرال گیري از معادله پیوستگی به منظور محاسبه . 2
                                                
1 Burtlez 
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  محاسبه ترمهاي غیر خطی.3

  براي حالت دو بعدي حل معادله پواسون. 4

مورد ي شرط اولیه براي زمان بعد یک به دست آوردن داده هاي جدید که در اصل آنها به صورت(پیشرفت زمانی .5

 ).استفاده قرار خواهد گرفت

 

 ارزیابی صحت کد و شبیه سازي عددي                    ) 1- 3- 4

نحـوه بررسـی   . بدیهی است که هر کد نوشته شده براي بررسی مسئله نیاز بـه ارزیـابی صـحت و درسـتی آن دارد    

قسـمتهاي کـوچکتر تقسـیم مـی      کد را به ،درستی کدهاي نوشته شده بدین صورت است که ابتدا از طریق الگوریتم

مانند همان کاري که ما در قسمتهاي قبلی . کنیم و سپس به تست هر کدام از این قسمتها به طور مجزا می پردازیم

بعد از اینکه از درستی هـر قسـمت اطمینـان پیـدا کـردیم بـا بـه هـم         . براي ارزیابی مشتقات بکار رفته انجام دادیم

حال باید به بررسی و ارزیابی درستی کل برنامـه نوشـته   . امه اصلی شکل می گیردبرن ،پیوستن قسمتهاي مختلف کد

بدین معنی که باید کد را براي برخی از مسائل مرتبط که جواب تحلیلی آن موجود است اجرا کـرده و  . شده بپردازیم

 ـ    در ایـن صـورت مـی     ،ودنتایج عددي و نتایج تحلیلی را با هم مقایسه می کنیم و اگر نتایج با دقـت خـوبی همـراه ب

این همان کاري است که در این قسمت قصـد بیـان و   . توانیم کد را با اطمینان در مورد مسئله مورد نظر بکار گیریم

به عبارت دیگر در این قسمت کد نوشته شده را بعضی از حالات خـاص معادلـه نـاویر اسـتوکس     . توضیح آن را داریم

نیم و نتایج عددي حاصله را با نتایج تحلیلی مقایسـه کـرده تـا از صـحت     که حل تحلیلی آن موجود است اجرا می ک

  . کد مطمئن شویم
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 گردابه هاي استوارت ) 4-3-2

. را براي گروه لایه هاي اختلاطی معرفی کرد 2تابع جریان وابسته به زمان معادله ناویر استوکس غیر لزج 1استوارت

  .این تابع جریان به صورت زیر است

)4-12 (                                                   tcxbyyayctyx .cos.cosh.ln. 0,,   

12که در معادله فوق   ab است.  

  :به صورت زیر بدست می آیند vو  u مولفه هاي ،تعریف تابع جریان با استفاده از و) 12-4(با توجه به رابطه 

         

)4-13(   
   

0

0

sinh
cosh cos

a y y
u c

y a y y b x ct
 

  
   

   

                                                             

)4-14(   
   0

.sin .
.cosh cos .

b x c t
v

x a y y b x c t
 

  
   

 

  .براي بدست آوردن ثابت انتقال در شرط مرزي خروجی به صورت زیر عمل می کنیمهمچنین 

  :از شرط مرزي خروجی انتقالی خطی داریم

)4-15(  
x

C
t 





   

  :اري تابع جریان استوارت در معادله فوق داریمبا جاي گذ

)4-16(  
 

   
 

   

c

tcxbyya
tcxb

tcxbyya
ctxcb

x

tC 
















.cos.cosh.
.sin.

.cos.cosh.
sin..

0

0





  

بنابر این از حل استوارت . در شرط مرزي خروجی خطی است Cبرابر مقدار ) 12-4(  در معادله   cبنا بر این مقدار 

با استفاده از حل گردابه هاي  .قالی خطی استفاده کردبه خوبی می توان براي بررسی صحت شرط مرزي خروجی انت

                                                
1 Stewart 
2 In viscid 
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به غیر از ترمهاي لزج که به خاطر بالا بودن  ،داستوارت می توان صحت تمامی بخشهاي کد نوشته شده را بررسی کر

ید توجه کرد که مولفه سرعت در جهت جریان به این نکته با. صفر میل می کنندعدد رینولدز این ترمها به سمت 

براي رفع این مشکل . واند حل پایداري داشته باشدنمی ت 0tanh yy  را به آن اضافه و از آن کسر می کنیم .

قسمت پایدار آن  یعنی         000 tanhcos.cosh.sinh. yyctxbyyayya   را به عنوان شرط

و باقی مانده را یعنی . اولیه و مرزي ورودي در نظر می گیریم 0tanh yyC  وان جریان اولیه که فقط را به عن

  .]18و17[ است محسوب می شود yتابعی از 

910Reو3و 2xLپارامترهاي به صورت   تا جریان به صورت مـوثر ایـده آل   . در نظر گرفته شده است

 .باقی بماند

. ان سـپري شـده بـراي گردابـه هـاي اسـتوارت رسـم شـده اسـت         بیشترین مقدار خطا بر حسب زم) 1-4(در شکل 

حل دقیق گردابه هاي استوارت با حل عددي حاصل از شـبیه سـازي عـددي مسـتقیم بـا      ) 2-4(همچنین در شکل 

  .استفاده از روش تفاضلات محدود فشرده مقایسه شده است

  

 
  ترماکزیمم خطا بر حسب زمان براي گردابه استوا :1- 4 شکل
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DNS solution 

0 1 2 3 4 5 6
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Real solution 

0 1 2 3 4 5 6
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

  توارت و شکل پایین نتیجه حاصل از شبیه سازي عددي مستقیمدقیق گردابه اس شکل اول از بالا جواب  :2- 4شکل 

 

 معادله نفوذ وابسته به زمان) 4-3-3

  :شکل کلی معادله ناویر استوکس به صورت زیر می باشد

)4-17(  21 1.
2 Re

p
t

         
H U U UU  

زمانی در برنامه  تهاي قبل توضیح داده شد با توجه به پیشرفتدر این قسمت معادله ناویر استوکس که در قسم

است که  در معادله ناویر استوکس معادله نفوذ مربوط به حالتی. عددي با حل واقعی معادله نفوذ تست شده است

0H ۴[ یک حل خاص براي معادله نفوذ به صورت زیر است. باشد[.  

)4-18(  2

1.5

1 ( 1)( , , ) cos( ) exp( 2 / Re) exp( )4 4(1 ) (1 )
Re Re

y yu x y t x tt t
 

     
 

  

در نتیجه شرط . براي تولید شرط مرزي و شرط اولیه استفاده نمود بالا معادله از بایستی ن ارزیابیبراي انجام ای

حل معادله  ولی. توانند ارزیابی شوند هاي غیر خطی در این تست نمی مرزي خروجی جابجایی و تشکیل جمله

کند و حل  شرط پایداري را ارضاء می uتوجه کنید که. شوند یارزیابی م پواسون و چگونگی توسعه زمانی معادله

ها در این تست به صورت  پارامتر. کاملأ لزج مورد استفاده قرار گیرد گردابه ايتواند براي شبیه سازي جریان  می
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3/2xL  6و   10وRe   20وt   50وNx   45وNy  دقت حل وابسته  )3-4(شکل . باشند می

ها  هم مقدار ماکزیمم خطا به صورت تابعی از تعداد گره )5-4(و ) 4-4(هاي  شکل. دهد را نشان می uبه زمان براي 

 .]4[را ترسیم کرده است yو xدر جهات
 

 

 
  ادله نفوذ به صورت تابعی از زمانبراي حل دو بعدي مع  uماکزیمم خطا در  :3- 4 شکل

 
 

 
  xبعی از تعداد گره در جهت براي حل دو بعدي معادله نفوذ به صورت تا  uماکزیمم خطا در : 4- 4 شکل
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  yبراي حل دو بعدي معادله نفوذ به صورت تابعی از تعداد گره در جهت  uماکزیمم خطا در : 5- 4 شکل
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  مپنجفصل 
بررسی نتایج بدست آمده از تحلیل جریان 

  گردابه اي دو بعدي
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  مقدمه) 5-1

پروفیل هاي سرعت در جهت . ن گردابه اي آرام دو بعدي مورد بررسی قرار می گیرددر این فصل ابتدا جریا

ر می جریان و نیز عمود بر جهت جریان رسم می شوند و چگونگی توسعه آنها در دامنه محاسباتی مورد تحلیل قرا

تغییر . می گردد جریان در ناحیه آرام  بررسی 1رسم شده و نیز خود تشابهی ω همچنین پروفیل ورتیسیته. گیرند

در قسمت بعد عدد رینولدز جریان را بالا می بریم . رژیم جریان از آرام به درهم به عدد رینولدز جریان بستگی دارد

تا جریان مغشوش شود و سپس در این حالت نیز به بررسی و تحلیل چگونگی پارامترهاي موثر بر جریان و نیز تنش 

در پایان این فصل نیز به نتیجه گیري کلی از این پروژه و اهداف . می پردازیمهاي رینولدز به وجود آمده در جریان 

  .آن و نیز پیشنهادات براي تحقیقات آینده خواهیم پرداخت

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

                                                
1 Self similarity 
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  جریان گردابه اي دو بعدي آرام) 5-2

اش ورودي در این حالت هیچ گونه اغتش. در این قسمت به بررسی و تحلیل جریان گردابه اي آرام می پردازیم

شرایط اولیه جریان به صورت پروفیل گوسی در نظر گرفته می شود که شرایط جریان گردابه اي را ارضا می . نداریم

  : که در قسمتهاي قبل بیان شد فرم این پروفیل به صورت زیر می باشد رهمان طو. کند

)5-1(    2
0 1 0.692(1 0.69315 )U y y    

0,ون اغتشاش ورودي دامنه محاسباتی به صورت براي شبیه سازي جریان گردابه اي بد 200y x      
  .در نظر گرفته شده است

1C ،سرعت جریان آزاد  پارامترهاي دیگرمورد استفاده در این شبیه سازي عبارتند از .در نظر گرفته شده است :     

Re 100, 4, 240, 100, 0.25x yN N dt dx     . اسبات در این محdt   نسـبت  مـی باشـد کـه     گـام زمـانی

حاکم بر جریان مـی باشـد بـه     CFL پارامتر این نسبت در واقع به نوعی تعیین کننده. دارد dxخاصی با گام مکانی 

بنابراین تعیین مقدار این پـارامتر  . ]19[طوري که ممکن است با کاهش و یا افزایش این نسبت محاسبات واگرا شوند

مقدار تقریبی این پارامتر را می تـوان از طریـق حـدس و خطـا بدسـت      . داراي اهمیت زیادي در محاسبات می باشد

نحوه مشخص کردن این پارامتر نیز بدین گونه است که با توجه بـه محاسـبات قبلـی و یـا آزمایشـات تجربـی       . آورد

واگـرا شـد   محاسبات انجام می گیرد اگر نتایج س زده می شود و سپس بر اساس آن پیشین تقریبی بالا براي آن حد

بر اساس تقریب پایین حدس زده می گردد و نیز اگر باز نیز نتایج واگرا شد مـی تـوانیم از میـانگین ایـن دو حـدس      

ج همگرا شـوند کـه در ایـن    استفاده کرده و مقدار بعدي را امتحان می کنیم و این روند را ادامه داده تا جایی که نتای

      .صورت مقدار مناسب این پارامتر مشخص می گردد

  فاکتور انبساطی و یا انقباظی می باشد که مقدار تراکم گـره هـاي محاسـباتی را در ناحیـه خاصـی از دامنـه       نیز

از تـراکم بـالاتري از گـره هـاي     بیشـتر  مختصات باید بـراي دقـت   مشخص می سازد به طوري که در نزدیکی محور 

محاسباتی استفاده نمود زیرا همان طور که در قسمتهاي پیشین بیان گردید در ناحیه نزدیـک بـه محـور مختصـات     

  . گرادیان پارامترهاي موثر بر جریان داراي شدت بیشتري هستند
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همـانطور  . دو بعدي آرام می پـردازیم اکنون به بررسی نتایج حاصل از شبیه سازي عددي مستقیم جریان گردابه اي 

ت آرام و یکنواخت در مکان در آیـد و در نتیجـه آن پروفیـل    که انتظار داریم باید جریان بعد از گذشت زمانی به حال

ایـن امـر در    .]17[نیز بعد از مدتی به حالت پایدار می رسند yو در جهت عمود بر جریان  xسرعت در جهت جریان 

 yدر فواصل مساوي بر روي محـور   در این نمودارها نقاط. اده شده اندنشان دبه خوبی ) 2-5(و ) 1-5(نمودار شماره 

پس از گذشت زمانی مشـخص   ،مشخص شده است) 2-5(و ) 1-5(همان گونه که در نمودارهاي . ها تعریف شده اند

  .ماند ن ثابت باقی میهاي مورد نظر به مقدار خاصی میل کرده و در آ سرعت در گره

  

  
  دوبعدي بدون اغتشاش ورودي براي شبیه سازي جریان گردابه اي xL فاصله مساوي در طولپنج در  uگذر زمانی : 1- 5شکل 
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  تشاش وروديدوبعدي بدون اغ براي شبیه سازي جریان گردابه اي xL فاصله مساوي در طول چهاردر  vگذر زمانی : 2- 5شکل 

  

لازم اسـت   تشابهی در جریان گردابـه اي آرام،  پارامترهاي موثر بر شبیه سازي و همچنین پدیده خود قبل از بررسی

زیرا بـراي  . د بپردازیمنبه معرفی بیشتر برخی از پارامترهاي جریان که براي بی بعد سازي مورد استفاده قرار می گیر

. حلیل چگونگی توسعه پارامترهاي لازم براي بی بعد سـازي ضـروري اسـت   بررسی و ت ،درك بهتر پدیده خودتشابهی

لازم به ذکر است که در جریانهاي مختلف برشی آزاد از پارامترهاي مختلفی براي بی بعد سازي مسئله و متغیرهـاي  

فیـل نقصـان   مثلا در جریان اختلاطی از ضخامت ورتیسیته و یا در جریـان گردابـه اي از پرو  . موثر استفاده می کنیم

  . استفاده می نماییم 2ضخامت نیم عرض دنباله و 1دنباله

شکل زیر چگونگی توسعه پروفیل سرعت جریان گردابه اي دو بعـدي را   ،همان گونه که در فصل اول نیز بیان گردید

بـه   ،همان طور که مشخص است پروفیل سرعت با جلوتر رفتن و یا هرچه بیشتر توسعه یافتن جریان. نشان می دهد

  .  اصطلاح بازتر شده و به سرعت جریان آزاد بیشتر میل می کند

                                                
1 Wake deficit 
2 Wake half width 
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  ]18[ چگونگی توسعه یافتن پروفیل سرعت جریان گردابه اي: 3- 5شکل 

  

در شکل بالا  1 2 x یا نیم عرض دنباله نامیده می شود و بیانگر فاصله اي از محور مختصـات   نصف عرض ضخامت

. ]8[ دنباله در آن مقطع می گـردد  1می باشد که در آن فاصله سرعت جریان برابر با نصف سرعت مرکز) همرکز دنبال(

نیم عرض دنباله تابعی از مختصـات در راسـتاي جریـان     ،همانطور که انتظار می رود و از شکل بالا نیز مشخص است

        .نیز افزایش می یابد می باشد و یا به عبارت دیگر با پیشرفت جریان نیم عرض دنباله xیعنی 

 ،پارامتر دیگري که داراي اهمیت زیادي هم در تحلیل جریان گردابه اي و نیز در بی بعـد سـازي ایـن جریـان اسـت     

این متغیر از اختلاف بین پروفیل سرعت جریان در هر مقطـع و سـرعت جریـان آزاد بدسـت     . نقصان دنباله می باشد

وفیـل  رکز آن به ویژه از اهمیت زیادي برخوردار می باشد و در بـی بعـد سـازي پر   پروفیل نقصان دنباله در م. می آید

   . بکار می رود ω هاي سرعت جریان و نیز ورتیسیته

معتبـر خواهـد    عادله لایه مرزي بدون مولفه فشار براي جریان گردابه ايم ،همان گونه که در فصول پیشین بیان شد

در ادامه به بررسـی پدیـده خـود    . وجود دارد ، یک حل تشابهی براي این جریانرهابنابراین با بی بعد سازي متغی. بود

  .تشابهی در این جریان می پردازیم

  

  

                                                
1 Center line velocity 
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  :پارامترهاي بی بعد شده زیر براي رسم نمودارهاي خود تشابهی مورد استفاده قرار می گیرند

)5-2(  
 1 2

norm
yy

b x
  

  

)5-3(  1, 1
1norm norm deficit norm

C c

U UU U U
U U


   


 

  

)5-4(   1 2.
1norm

c

wb
w

U



  

1در معادلات بالا  2b  همان ضخامت نیم عرض دنباله می باشد که تابعی ازx است .cU     سـرعت در مرکـز دنبالـه در

1هر مقطع می باشد و  cU مرکزي دنباله و یا به عبارت دیگر سرعت در جریـان در   نیز پروفیل نقصان سرعت خط

norm. نقاط روي محور مختصات و در راستاي جریان می باشد deficitU      بدین معنی است که پروفیـل نقصـان سـرعت

سـرعت  البتـه مـی تـوانیم بـی بعـد سـازي       . دنباله با استفاده از پروفیل نقصان سرعت مرکز دنباله بی بعد شده است

.  جریان را بر حسب سرعت مرکزي گردابه نیز انجام دهیم و هیچ گونه تفاوتی در اصل نتیجه گیري ایجاد نمـی کنـد  

فرم استاندارد استفاده شده در تحقیقات و نیز آزمایشات تجربی پیشین براساس بی بعد سازي سرعت بـا اسـتفاده از   

    . پروفیل نقصان دنباله استوار است

همچنین . ن می دهد که نقصان دنباله در ناحیه مرکزي نزدیک دنباله داراي خود تشابهی می باشدنتایج زیر نشا

  .خود تشابهی تنها محدود به ناحیه مرکزي پایین دست جریان محدود نمی شود

  

  
  
  
  
  
  



  ایج بدست آمده از تحلیل جریان گردابه اي دو بعدينتبررسی  :صل پنجمف                                                                  

٥١ 
 

  
   اغتشاش وروديشبیه سازي جریان گردابه اي دو بعدي بدون  در مختصات خود تشابه براي u نقصان پروفیل سرعت: 4- 5شکل 

  
  

  
  در مختصات خود تشابه براي شبیه سازي جریان گردابه اي دوبعدي بدون اغتشاش ورودي ωپروفیل گردابه : 5- 5شکل 
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چندین نقطه از دامنه محاسباتی به طور تصادفی انتخـاب شـده انـد تـا پدیـده خـود تشـابهی در        ) 5-5(در شکل 

نشـان  ) 6-5(نمـودار  . را براي تمام دامنه محاسباتی نیز رسـم نمـاییم   می توانیم این نمودار . جریان نشان داده شود

  .دهنده پدیده خود تشابهی جریان در تمام نقاط دامنه است

  

  
  دابه اي دوبعدي بر اساس تمام نقاط دامنهدر مختصات خود تشابه براي شبیه سازي جریان گر ωپروفیل گردابه : 6- 5شکل 

  

نقصان سرعت خـط مرکـزي در   طبق نتایج تئوري . عت مرکز دنباله می باشدنشان دهنده نقصان سر) 7-5(شکل 

1جریان گردابه اي آرام دو بعدي متناسب با 
2x منحنی بر نتـایج بدسـت آمـده از شـبیه سـازي       که با برازش است

   :عددي مستقیم تابع زیر بدست می آید

  
)5-5(    1 24.01 53.645center deficitU x    
  

طبق نتایج تئوري این نمودار باید متناسب . نشان دهنده ضخامت نیم عرض دنباله می باشد) 8-5( همچنین شکل

1با 
2x منحنی بر نتایج عددي تابع زیر بدست می آید باشد که با برازش:  
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)5-6(   1 20.128 53.645nb x   

  

  
centerرکزي خط م نقصان سرعت نمودار: 7- 5شکل  deficitU  جهتدر x  

  

  
   xدر جهت  nbنمودار ضخامت نیم عرض دنباله : 8- 5شکل 
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براي نگاشت uپروفیل سرعت: 9- 5 شکل coty    در شبیه سازي عددي مستقیم  
  

  
ت در جهت جریان با استفاده از نگاشت کتانژانتی با استفاده از شبیه سازي عددي پروفیل سرع) 9-5(در شکل 

  .مستقیم نشان داده شده است
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  جریان گردابه اي دو بعدي مغشوش) 5-3

 ،جریان آرامهمان طور که می دانیم . در این قسمت به تحلیل جریان گردابه اي دو بعدي مغشوش می پردازیم

شدیدا به  این رژیم از جریان. حرکت می کنند ،منظم و هموار لایه هاي سیال به صورت در آن جریانی است که

. ]1[محدود است ریچاردسونعدد  و عدد تیلور ،عدد گراشف ،زز یک پارامتر بحرانی مانند عدد رینولدمقادیر معینی ا

وثر بر انتقال از حالت آرام به مغشوش به اشد و در حالتی که پارامتر مناپایدار می ب ،جریان لایه اي ،علاوه بر آن

ساختار این رژیم جدید توسط تئوري . به رژیم جدیدي از جریان تبدیل می شود در این صورت ،مقدار بحرانی برسد

اما با این حال بدون شک یک حرکت نوسانی و بدون نظم است که اغتشاش نامیده  ،پایداري پیش بینی نمی شود

تحلیل و شناسایی دقیق آن هیچگاه امکان پذیر نخواهد  ،تشاش پدیده بسیار پیچیده اي استاز آنجا که اغ. می شود

جریان لایه اي منظم را به  ،رینولدز و قرار دادن یک اغتشاش در وروديدد در این قسمت با افزایش ع. ]3[ شد

از مولفه سرعت  انیمسازیهاي مستقیم عددي جریان گردابه اي می تو در شبیه .جریان مغشوش تبدیل می کنیم

متقاطع جریان  v  زیرا . کنیمبه عنوان نیرو استفادهv  در شرط مرزي ورودي درحالت متقارن، نامتقارن و یا

  .]4[ کندترکیبی از این دو، شرایط حل پذیري را ارضاء می

  .به صورت زیر است و می گردد اعمال vبر روي سرعت  این اغتشاش که 

)5-7(     
2

sin .y
xf A y e t


     

به دلیل اینکه  .در نظر گرفته شده است 410نه نوسانات است و برابر دام Aفرکانس نوسانات و  ωدر فرمول فوق 

  . دنبه مقدار ثابتی می رس vو uبا گذشت زمان  ،فرکانس اغتشاشات قرار داده شده در ورودي جریان ثابت است

می توان نتیجه گرفت که سرعت لحظه اي در شبیه سازي همراه با اغتشاشات به صورت آماري ساکن بنابر این 

  . است

Reبا  شبیه سازياین   300  650را تا زمانt  همان طور که می دانیم براي بدست آوردن . انجام شده است

ن را با براي بررسی این موضوع سرعت متوسط جریا. متغیرهاي اغتشاشی باید سرعت متوسط جریان را بدست آوریم

510t لحظهزمان از  انتگرال گیري از سرعت نسبت به  650 تا لحظهt   بدست آورده )8-5( رمولمطابق ف 
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510tبه عبارت دیگر متوسط گیري زمانی را از زمان . سپس سرعت در هر لحظه را  از آن کم می کنیم   تا زمان

650t  انجام می دهیم .    

قرار  0y رکزي مختصات یعنیم بر روي محور کهنتایج براي چهار ایستگاه مختلف بر روي دامنه محاسباتی 

، )10-5( ر که در شکل هايهمانطو. گردیدرسم  vو نیز عمود بر جریان  uبراي سرعت در جهت جریان  ،داشتند

به حالت  0y حول محور مولفه هاي سرعت در جهت جریان ،نشان داده شده است )13-5(و ) 5-12(، )5-11(

 مولفه هاي سرعت در جهت )17- 5(و ) 16-5(، )15-5(، )14-5( همچنین نمودارهاي .سانی و پایدار رسیده اندنو

می توان نتیجه گرفت که مولفه از نمودارهاي فوق . را نشان می دهند 0yحول محور   جریان د بر جریانوعم

  . به یک حالت پایدار ایستایی رسیده اند v یاندر جهت عمود بر جر و  u در جهت جریان هاي سرعت

متوسط گیري زمانی را از ابتداي شبیه سازي انجام . چگونگی متوسط گیري زمانی را نشان می دهد) 8-5(معادله 

این نکته را . نمی شود بلکه از زمانی شروع به متوسط گیري می نماییم که سرعت به حالت پایدار خود رسیده باشد

طر نشان نمود که شرط اولیه اي را که براي شبیه سازي جریان گردابه اي دو بعدي مغشوش در نظر می نیز باید خا

در واقع تابع اغتشاش را . ه استبرابر با حالت نهایی است که از شبیه سازي جریان گردابه اي آرام بدست آمد ،گیریم

می کنیم و شبیه سازي جریان اغتشاشی را از  حالت نهایی جریان آرام که به حالت پایدار در آمده است اعمال بر

    .این حالت شروع می نماییم

  

)5-8(  dtU
T

U
t

t
average .1 2

1
  
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  بر حسب زمان 0yروي محور   x=50در نقطه U  گذر زمانی نمودار:  10- 5شکل 

  

  
Uگذر زمانی نمودار: 11- 5شکل    بر حسب زمان 0yروي محور  x=100در نقطه   
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Uگذر زمانی نمودار:  12- 5شکل    بر حسب زمان 0yروي محور x=150در نقطه   

  

  
  بر حسب زمان 0yي محور رو  x=200  در نقطه Uگذر زمانی نمودار:  13- 5شکل 
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  بر حسب زمان 0yروي محور   x=50در نقطه V  گذر زمانی نمودار:  14- 5شکل 

  

  
Vگذر زمانی نمودار: 15- 5شکل    بر حسب زمان 0yروي محور  x=100در نقطه   
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Vگذر زمانی نمودار:  16- 5شکل    بر حسب زمان 0yروي محور x=150در نقطه   

  

  
  بر حسب زمان 0yروي محور   x=200  در نقطه Vگذر زمانی نمودار:  17- 5شکل 
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در این منحنـی هـا بیـانگر     1اوج تا اوجفاصله زمانی . نگی جابجایی ساختارهاي لایه را نیز بررسی نمودمی توان چگو

با این فاصله زمانی و سـرعت جابجـایی فرضـی سـاختارها     . چگونگی حرکت ساختارهاي لایه می باشند

Uc   مـی

تـوان ملاحظـه   با توجه این شکل ها می ،ان گونه که ذکر شدهم. ]4[ توانیم اندازه و ساختار مقیاس را تخمین بزنیم

اند و مقـادیر متوسـط آنهـا بـه لحـاظ آمـاري       به یک حالت پایدار ایستایی رسیده vو  uکرد که مولفه هاي سرعت 

باشـد کـه ایـن بخـاطر     یه کـاملأ پریودیـک مـی   توان مشاهده نمود که لاهمچنین می. نسبت به زمان تغییراتی ندارد

  .باشدنیروي خارجی اعمالی در ابتداي لایه می

در جهت  ω و ورتیسیته xنتایج شبیه سازي را به ترتیب براي سرعت متوسط در جهت  )19-5( و )18-5(شکل 

در این شکل به خوبی می توان . دهدیایستگاههاي مختلف نشان م یان اصلی در مختصات خود تشابهی برايجر

 بطور کامل شود، جریان گردابه ايهمانطور که مشاهده می. رفتار خود تشابهی را براي سرعت متوسط مشاهده کرد

  .باشدباشد، که این بدلیل نیروي خارجی اعمالی در ورودي جریان مینمی خود تشابهی داراي رفتار

  
در  بعدي همراه با اغتشاش ورودي دو جریان گردابه ايسازي ختصات خود تشابه براي شبیهدر م متوسط پروفیل سرعت: 18-5شکل

50,100,150,200x نقاط    

  
                                                
1 Peak-to- Peak 
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مشابه متغیرهاي بکار رفته براي جریان  ،لازم به ذکر است که پارامترهایی که براي بی بعد سازي بکار رفته است

به طور کامل مانند جریان حالت   بیان شد جریان گردابه اي مغشوشهمان طور که قبلا .گردابه اي آرام می باشد

    .می باشد ورودي جریان داراي اغتشاش ود تشابهی نمی باشد بدین دلیل کهداراي خاصیت خ آرام آن

  
  

  
 در نقاط وديبعدي همراه با اغتشاش ور دو جریان گردابه ايسازي در مختصات خود تشابه براي شبیه ω گردابهپروفیل : 19-5شکل

50,100,150,200x   

  
) 20-5( همان گونه که از شکل. ده شده استنمایش دا y در دامنه نگاشت rmsuتنش رینولدز ) 20-5(در شکل  

  .این تنشها بیشتر می شوند شدن از ورودي بازه محاسباتی رشد مشخص است با دور

بر خلاف . مختصات خود تشابه نشان داده شده است تنشهاي رینولدز در) 23-5(و ) 22-5( ،)21-5( در شکل

رینولدز این در تنشهاي  ،خاصیت خود تشابهی دیده می شود تا حدي و نه به طور کامل سرعت متوسط که در آن

البته شایان ذکر است که با افزایش طول بازه محاسباتی خطوط تنشهاي رینولدز در . خاصیت دیده نمی شود

ه این امر احتمالا بیانگر این نکته است در یستگاهاي مختلف نزدیک انتهاي دامنه محاسباتی  به هم نزدیکتر شده کا
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خاصیت خود تشابهی   و روي یکدیگر قرار می گیرند این تنشها بر x دامنه محاسباتی در راستاي جریان زیاد فواصل

  .در آنها دیده می شود

  

  
  

)2لدزي نمودار تنش رینو: 20- 5 شکل ) averageu U  بر حسب  50,100,150,200در نقاطx   
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)2 تنش رینولدزي نمودار :21-5شکل ) averageu U  1بر حسب 2y b  50,100,150,200در نقاطx   

  
  

  
'نمودار تنش رینولدزي : 22-5شکل 'rms averageu v U  1بر حسب 2y b  50,100,150,200در نقاطx     
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)2نمودار تنش رینولدزي  :23- 5شکل  ) averagev U  1بر حسب 2y b 50,100,150,200 در نقاطx    

  
  

ه اي مغشوش همانند جریان آرام می باشد ولی باید توجه نمود که در این متغیرهاي بی بعد سازي در جریان گرداب 

  .به عنوان پارامتر موثر در بی بعد سازي بکار می رود uحالت سرعت متوسط 
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   نتیجه گیري) 5-4

. انجام شد ه یافته مکانی جریان گردابه ايو توسعسازي مستقیم عددي، دوبعدي، تراکم ناپذیر در این تحقیق شبیه

راي شبیه سازي ب .سازي استفاده شده استبراي بدست آوردن نتایج شبیه تفاضلات محدود فشرده از روش عددي

یافته مکانی، از روش تفاضل محدود فشرده در جهت اصلی جریان و از روش تفاضل محدود توسعهجریان گردابه اي 

 شرط مرزي ورودي، ت مغشوش جریان ازلدر بررسی حا .رضی جریان استفاده شده استفشرده تطبیقی در جهت ع

شرط اولیه جریان به صورت پروفیل گوسی که شرایط  .به عنوان تولیدکننده جریان گردابه اي اجباري استفاده شد

، ملاحظه vو  u با توجه به گذر زمانی مولفه هاي سرعت .در نظر گرفته شد ،جریان گردابه اي را ارضا می کند

اند و مقادیر متوسط آنها به لحاظ آماري نسبت به زمان شود که این مولفه ها به یک حالت پایدار ایستایی رسیدهمی

خارجی  باشد که این بخاطر نیرويتوان مشاهده نمود که لایه کاملأ پریودیک میهمچنین می. تغییراتی ندارد

  .باشداعمالی در ابتداي لایه می

- با توجه به این نتایج می. بدست آمدند  هاي سرعت وگردابه و همچنین تنشهاي رینولدزنتایج خودتشابهی مولفه

بطور کامل خود مشابه نمی باشند، که در جریان گردابه اي  ω توان فهمید که رفتارهاي مولفه هاي سرعت و گردابه

  .باشدخارجی اعمالی در ورودي جریان میاین بدلیل نیروي 
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  پیشنهادات براي تحقیقات آینده) 5-5

  می توان شبیه سازي عددي جریان گردابه اي را از روشهاي که نیاز به مدل سازي توربولانس دارند مانند

  .شبیه سازي گردابه هاي بزرگ انجام داد

  می توان از شرایط . تفاده شدالی خطی براي شبیه سازي اسجی انتقدر این تحقیق از شرط مرزي خرو

مرزي دیگر خروجی مانند انتقالی خطی، انتقالی غیر خطی، انتقالی لزجی خطی و انتقالی لزجی غیر 

 .استفاده نمود و مزیت و معایب هرکدام نسبت به دیگري در شبیه سازي بررسی گردد خطی

 ه شد که دامنه فیزیکی در راستاي عمود بر جهت جریان را به در این تحقیق از نگاشت کتانژانتی استفاد

می توانیم از نگاشت هاي دیگر که دامنه فیزیکی را به بازه هاي متفاوت . محدود می کند] 0و1[دامنه 

 .تطبیق می دهند استفاده نمود

 را نیز در این  هرچند تاثیر افزایش هزینه. می توان از روش تفاضلات محدود با دقت بالاتر استفاده نمود

 .کار باید مورد بررسی قرار داد

  می توان روش عددي فوق را گسترش داد و از آن براي تحلیل مسائل پیچیده تر مانند جریانهاي واکنش

    .دهنده و یا جریان همراه با ذرات استفاده نمود
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  ضمیمه
  کد پایان نامه

  :گردابه اي  آورده شده است در این قسمت کد نوشته شده براي جریان   
 

:1شماره  کد  
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%% DNS of 2D Plane Wake Flow%%%%%%%%%%%%%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 clc; 
clear all; 
%%%%%%%%%%%%%%% 
digits(128); 
LX=200; 
LY=1; 
eps=1e-50; 
GAMA=1; 
GAMA2=1; 
%%%%%%%%%%%%%%% 
NX=240;  %Number of nodes in x  direction. 
NY=100;  %Number of nodes in y  direction.  
%%%%%   
BETA=4;   %Streching factor. 
RE=100;   %Reynolds number. 
%%%%%%%%%%%%%%% 
DX=LX/NX; 
DY=LY/NY; 
I=NY+1; 
J=NX+1; 
speed=1;  %Freestream velocity (velocity of large scale structures in flow). 
DT=0.25*DX; 
%%%%%%%%%%%%%%% 
t0=0;     % Start time of simulation. 
time=600; % Final time of simulation.  
%%%%%%%%%%%%%%% 
DIRECTX=0:DX:LX; 
DIRECTY=0:DY:LY; 
%%%%%%%%% Rung-Kutta coefficients. 
c=[8/15,5/12,3/4]; 
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d=[0,-17/60,-5/12]; 
%%%%%%%%% Weight value. 
W1=5/12; 
W2=43/54; 
W3=28/27; 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%% Pade finite difference scheme 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%%%%%%%A1X=matrix A for 1st derivative in X direction 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% A*F=B*F' 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
A1X=zeros(J); 
A1X(1,1)=-W1*5/2;A1X(1,2)=W1*2;A1X(1,3)=W1*.5;A1X(1,4)=0; 
A1X(J,J)=W1*5/2;A1X(J,J-1)=W1*-2;A1X(J,J-2)=-W1*.5;A1X(J,J-3)=0; 
A1X(2,1)=-W2*3/4;A1X(2,2)=0;A1X(2,3)=W2*3/4; 
A1X(J-1,J)=W2*3/4;A1X(J-1,J-1)=0;A1X(J-1,J-2)=-W2*3/4; 
A1X(3,1)=-W3*3/112;A1X(3,2)=-
W3*87/112;A1X(3,3)=0;A1X(3,4)=W3*87/112;A1X(3,5)=W3*3/112; 
A1X(J-2,J)=W3*3/112;A1X(J-2,J-1)=W3*87/112;A1X(J-2,J-2)=0;A1X(J-2,J-3)=-
W3*87/112;A1X(J-2,J-4)=-W3*3/112; 
for j=4:J-3 
   A1X(j,j)=0;A1X(j,j-1)=-7/9;A1X(j,j+1)=7/9;A1X(j,j-2)=-1/36;A1X(j,j+2)=1/36; 
end; 
A1X=(1/(DX)).*A1X; 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%%%%%%%%%%%%B1X=matrix B for 1st derivative in X 
direction%%%%%%%%%%%%%%%% 
B1X=zeros(J); 
B1X(1,1)=W1*1;B1X(1,2)=W1*2; 
B1X(J,J)=W1*1;B1X(J,J-1)=W1*2; 
B1X(2,1)=W2*1/4;B1X(2,2)=W2*1;B1X(2,3)=W2*1/4; 
B1X(J-1,J)=W2*1/4;B1X(J-1,J-1)=W2*1;B1X(J-1,J-2)=W2*1/4; 
B1X(3,2)=W3*37/112;B1X(3,3)=W3*1;B1X(3,4)=W3*37/112; 
B1X(J-2,J-1)=W3*37/112;B1X(J-2,J-2)=W3*1;B1X(J-2,J-3)=W3*37/112; 
for j=4:J-3 
   B1X(j,j)=1;B1X(j,j-1)=1/3;B1X(j,j+1)=1/3; 
end; 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
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%%%%%%%%%%%%%%A1Y=matrix A for 1st derivative in Y 
direction%%%%%%%%%%%%%% 
A1Y=zeros(I); 
A1Y(1,1)=-W1*5/2;A1Y(1,2)=W1*2;A1Y(1,3)=W1*.5;A1Y(1,4)=0; 
A1Y(I,I)=W1*5/2;A1Y(I,I-1)=W1*-2;A1Y(I,I-2)=-W1*.5;A1Y(I,I-3)=0; 
A1Y(2,1)=-W2*3/4;A1Y(2,2)=0;A1Y(2,3)=W2*3/4; 
A1Y(I-1,I)=W2*3/4;A1Y(I-1,I-1)=0;A1Y(I-1,I-2)=-W2*3/4; 
A1Y(3,1)=-W3*3/112;A1Y(3,2)=-
W3*87/112;A1Y(3,3)=0;A1Y(3,4)=W3*87/112;A1Y(3,5)=W3*3/112; 
A1Y(I-2,I)=W3*3/112;A1Y(I-2,I-1)=W3*87/112;A1Y(I-2,I-2)=0;A1Y(I-2,I-3)=-
W3*87/112;A1Y(I-2,I-4)=-W3*3/112; 
for i=4:I-3 
   A1Y(i,i)=0;A1Y(i,i-1)=-7/9;A1Y(i,i+1)=7/9;A1Y(i,i-2)=-1/36;A1Y(i,i+2)=1/36; 
end; 
A1Y=(1/(DY)).*A1Y; 
%%%%%%%%%%%%%B1Y=matrix B for 1st derivative in Y 
direction%%%%%%%%%%%%%%%% 
B1Y=zeros(I); 
B1Y(1,1)=W1*1;B1Y(1,2)=W1*2; 
B1Y(I,I)=W1*1;B1Y(I,I-1)=W1*2; 
B1Y(2,1)=W2*1/4;B1Y(2,2)=W2*1;B1Y(2,3)=W2*1/4; 
B1Y(I-1,I)=W2*1/4;B1Y(I-1,I-1)=W2*1;B1Y(I-1,I-2)=W2*1/4; 
B1Y(3,2)=W3*37/112;B1Y(3,3)=W3*1;B1Y(3,4)=W3*37/112; 
B1Y(I-2,I-1)=W3*37/112;B1Y(I-2,I-2)=W3*1;B1Y(I-2,I-3)=W3*37/112; 
for i=4:I-3 
   B1Y(i,i)=1;B1Y(i,i-1)=1/3;B1Y(i,i+1)=1/3; 
end; 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%%%%%%%A2X=matrix A for 2nd derivative in X direction 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% A*F=B*F" 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
A2X=zeros(J); 
A2X(1,1)=13;A2X(1,2)=-27;A2X(1,3)=15;A2X(1,4)=-1;A2X(J,J)=13;A2X(J,J-1)=-27;A2X(J,J-
2)=15;A2X(J,J-3)=-1; 
A2X(2,1)=12;A2X(2,2)=-24;A2X(2,3)=12;A2X(J-1,J)=12;A2X(J-1,J-1)=-24;A2X(J-1,J-2)=12; 
for j=3:J-2 
   A2X(j,j)=-9;A2X(j,j-1)=4;A2X(j,j+1)=4;A2X(j,j-2)=1/2;A2X(j,j+2)=1/2; 
end; 
A2Xu=A2X; 
A2Xu(1,1)=-3/2; 
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A2Xu(1,2)=0; 
A2Xu(1,3)=3/2; 
A2Xu(1,4)=0; 
% 
A2Xu(J,J)=-3/2; 
A2Xu(J,J-1)=0; 
A2Xu(J,J-2)=3/2; 
A2Xu(J,J-3)=0; 
% 
A2Xu=((1/DX)^2).*A2Xu; 
% 
A2X=((1/DX)^2).*A2X; 
%%%%%%%%%%%B2X=matrix B for 2nd derivative in X direction 
%%%%%%%%%%%%%%%%% 
B2X=zeros(J); 
B2X(1,1)=1;B2X(1,2)=11;B2X(J,J)=1;B2X(J,J-1)=11; 
B2X(2,1)=1;B2X(2,2)=10;B2X(2,3)=1;B2X(J-1,J)=1;B2X(J-1,J-1)=10;B2X(J-1,J-2)=1; 
for j=3:J-2 
   B2X(j,j)=4;B2X(j,j-1)=1;B2X(j,j+1)=1; 
end; 
%  
B2Xu=B2X; 
B2Xu(1,2)=2; 
B2Xu(J,J-1)=2; 
%%%%%%%%%%%A2Y=matrix A for 2nd derivative in Y direction 
%%%%%%%%%%%%%%%%% 
A2Y=zeros(I); 
A2Y(1,1)=13;A2Y(1,2)=-27;A2Y(1,3)=15;A2Y(1,4)=-1;A2Y(I,I)=13;A2Y(I,I-1)=-27;A2Y(I,I-
2)=15;A2Y(I,I-3)=-1; 
A2Y(2,1)=12;A2Y(2,2)=-24;A2Y(2,3)=12;o=.65;A2Y(I-1,I)=12;A2Y(I-1,I-1)=-24;A2Y(I-1,I-
2)=12; 
for i=3:I-2 
   A2Y(i,i)=-9;A2Y(i,i-1)=4;A2Y(i,i+1)=4;A2Y(i,i-2)=1/2;A2Y(i,i+2)=1/2; 
end; 
A2Y=((1/DY)^2).*A2Y; 
%%%%%%%%%%%B2Y=matrix B for 2nd derivative in Y direction 
%%%%%%%%%%%%%%%%% 
B2Y=zeros(I); 
B2Y(1,1)=1;B2Y(1,2)=11;B2Y(I,I)=1;B2Y(I,I-1)=11; 
B2Y(2,1)=1;B2Y(2,2)=10;B2Y(2,3)=1;B2Y(I-1,I)=1;B2Y(I-1,I-1)=10;B2Y(I-1,I-2)=1; 
for i=3:I-2 
   B2Y(i,i)=4;B2Y(i,i-1)=1;B2Y(i,i+1)=1; 
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end; 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%%%%%%%% LAN=Diagonal matrices for the 1st and 2nd derivatives %%%%%%%%%%% 
%%%%%%%%%% aproximations in the cross stream direction 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%%%%%%%%%%%%%  LAN1 
LAN1=zeros(I); 
for i=1:I 
     
    %for mapping y=-BETA.Cot(pi.kisi): 
    LAN1(i,i)=(1/(pi*BETA))*((sin(pi*(i-1)*DY))^2); 
     
    %for mapping y=BETA.Tan(pi.kisi/2): 
    %LAN1(i,i)=(2/(pi*BETA))*((cos(pi*(i-1)*DY/2))^2); 
end; 
%%%%%%%%%%%%%  LAN2 
LAN2=LAN1.^2; 
%%%%%%%%%%%%%  LAN3 
LAN3=zeros(I); 
for i=1:I 
     
    %for mapping y=-BETA.Cot(pi.kisi): 
    LAN3(i,i)=(2/(pi*(BETA^2)))*((sin(pi*(i-1)*DY))^3)*cos(pi*(i-1)*DY); 
     
    %for mapping y=BETA.Tan(pi.kisi/2): 
    %LAN3(i,i)=(-4/(pi*BETA))*(sin(pi*(i-1)*DY/2))*(cos(pi*(i-1)*DY/2)^3); 
end;LAN3; 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%%%%%%%%%%%%D1Y=1st derivative operator in the cross-stream (y)direction%% 
D1Y=LAN1*(B1Y^-1)*A1Y; 
%%%%%%%%%%%%%D2Y=2nd derivative operator in the cross-stream (y)direction%% 
D2Y=(LAN2*(B2Y^-1)*A2Y)+(LAN3*(B1Y^-1)*A1Y); 
%%%%%%%%%%%%%D1X=1st derivative operator in the cross-stream (x)direction%% 
D1X=(B1X^-1)*A1X; 
%%%%%%%%%%%%%D2X=2nd derivative operator in the cross-stream (x)direction%% 
D2X=(B2X^-1)*A2X; 
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%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%%%%%%%%%%%%introduce mean velocity profile in the streamwise direction%%% 
%%%%%%%%%%%%%NOTE: U=U0+u where U0=base flow, U=instantaneous 
velocity,%%%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% u=computational velocity 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
U0=zeros(I,J); 
for i=1:I 
    for j=1:J 
%for mixing layer: 
%           U0=1/2{(1/landa)+tanh(2z)}=(Reynolds profile); 
%           landa=[(U1-U2)/(U1+U2)]=3-->U1=2,U2=1. 
%    U0(i,j)=0.5*(3+tanh(2.*(-BETA.*cot(pi.*(i-1).*DY+eps))));        
%   U0(i,j)=0.5*(1+tanh(-BETA.*cot(pi.*(i-1).*DY+eps)));(Michalke profile); 
  
%for jet flow: 
%   U0(i,j)=GAMA*(1-(tanh(GAMA2*(-BETA.*cot(pi.*(i-1).*DY+eps))))^2); 
  
%for wake flow: 
%   U0(i,j)=1-(0.692*exp(-ln2*((-BETA.*cot(pi.*(i-1).*DY+eps)^2)))); 
    U0(i,j)=1-0.692*(exp(-log(2)*((-BETA.*cot(pi.*(i-1).*DY+eps))^2))); 
    end; 
end; 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%%%%%%%%%%% mean velocity (base flow) derivatives 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
U01Y=D1Y*U0; 
%%%%%%%% 
U01X=zeros(I,J); 
%%%%% 
U02X=zeros(I,J); 
%%%% 
U04X=zeros(I,J); 
%%%%% 
U02Y=D2Y*U0; 
%%%%% 
U04Y=D2Y*U02Y; 
%%%%% 
U042X2Y=zeros(I,J); 
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%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%%%%%%%%%%introduce instantaneous velocity in the streamwise direction%%%% 
for i=1:I 
   for j=1:J 
%      U(i,j)=0.5*(1+tanh(-BETA.*cot(pi.*(i-1).*DY+eps))); 
       U(i,j)=1-0.692*(exp(-log(2)*((-BETA.*cot(pi.*(i-1).*DY+eps))^2))); 
   end; 
end; 
%%%%%%%%%%%computational velocity 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
u=U-U0; 
%%%%%%%%%%%initial boundary values of u 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
inflowu(:,1,1)=u(:,1); 
outflowu(:,1,1)=u(:,J); 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%%%%%%%%%%%%NOTE: V=v where V=V_bc=instantaneous 
velocity,%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%v=v_bc=computational velocity 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%%%%%%%%introduce instantaneous velocity  in the cross-stram direction%%%% 
for i=1:I 
  for j=1:J 
     V_bc(i,j)=0; 
  end; 
end; 
v_bc=V_bc; 
%%%%%%%%%%%initial boundary values of v 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
inflowv(:,1,1)=v_bc(:,1); 
outflowv(:,1,1)=v_bc(:,J); 
  
%%%%%%%%%%%initial boundary values of 
du/dx%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
inflowv1Y=D1Y*inflowv(:,1,1); 
inflowdu(:,1,1)=-inflowv1Y; 
% 
outflowv1Y=D1Y*outflowv(:,1,1); 
outflowdu(:,1,1)=-outflowv1Y; 
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%%%%%%%%%%%% grad2U=Laplace equation 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
u2X=(D2X*u')'; 
u2Y=D2Y*u; 
gradu(:,:,1)=u2X+u2Y; 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% Time Advancement 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% using 3rd order Runge-Kutta method 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
t(1)=t0; 
NT=0; 
while t(1)<time 
% 
for sub=1:3 
% 
t(sub+1)=t(sub)+(c(sub)+d(sub)).*DT;     
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% du/dx: 
u1X=(D1X*u')'; 
u1X(:,1)=inflowdu(:,1,sub); 
u1X(:,J)=outflowdu(:,1,sub); 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% v: 
Q2=-D1Y*(u1X); 
Q2(1,:)=[]; 
Q2(I-1,:)=[]; 
%%%%%%%%%%%%%%% 
DD2Y=D2Y; 
DD2Y(:,1)=[]; 
DD2Y(:,I-1)=[]; 
DD2Y(1,:)=[]; 
DD2Y(I-1,:)=[]; 
v_int=DD2Y^-1*Q2; 
v=[zeros(J,1),v_int',zeros(J,1)]'; 
v(:,1)=inflowv(:,1,sub); 
v(:,J)=outflowv(:,1,sub); 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%U & V 
U=u+U0; 
V=v; 
% U=u+U0+xUE; 
% V=v+VE; 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% w 
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V1X=(D1X*V')'; 
U1Y=D1Y*U; 
% U1Y=u1Y+U01Y; 
% 
w=(V1X-U1Y); 
% 
H1=V.*w; 
H2=(-U).*w; 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
H11Y=D1Y*H1; 
H12Y=D2Y*H1;H12Y=o*H12Y; 
H21X=(D1X*H2')'; 
H22XY=D1Y*((D1X*H2')'); 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%viscous term 
u2X=zeros(I,J);u2X=u2X'; 
% 
AA2Xu=zeros(I,J); 
ZER=zeros(I,J-2); 
AA2Xu=[(-3/DX).*inflowdu(:,1,sub),ZER,(3/DX).*outflowdu(:,1,sub)]'; 
u2X=(B2Xu^-1)*(AA2Xu+(A2Xu*u')); 
u2X=u2X'; 
%  
D2Xu=(B2Xu^-1)*A2Xu; 
% 
U2X=U02X+u2X; 
% U2X=U02X+u2X+xUE2X; 
% 
U2Y=D2Y*U; 
% 
U4X=(D2X*U2X')'; 
% 
U4Y=D2Y*U2Y; 
% 
U4X2Y2=(D2X*U2Y')'; 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% RHS 
RHS=H12Y-H22XY+(1/RE).*(U4Y+U4X+(2.*U4X2Y2)); 
% 
RHSu(:,:,sub)=RHS; 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%set bc,s 
%%%  boundary condition u 
for i=1:I 
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   for j=1:J 
%     U_bc(i,j)=0.5*(1+tanh(-BETA.*cot(pi.*(i-1).*DY+eps))); 
      U_bc(i,j)=1-0.692*(exp(-log(2)*((-BETA.*cot(pi.*(i-1).*DY+eps))^2))); 
   end; 
end; 
u_bc=U_bc-U0; 
% u_bc=U_bc-U0-xUE; 
% 
inflowu(:,1,sub+1)=u_bc(:,1); 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%  boundary condition v 
for i=1:I 
  for j=1:J 
     V_bc(i,j)=0; 
  end; 
end; 
v_bc=V_bc; 
% v_bc=V_bc-VE; 
inflowv(:,1,sub+1)=v_bc(:,1); 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%%%%%%%%Boundary condition in outflow (convection 
equation)%%%%%%%%%%%%%%% 
tt(1)=t(sub); 
dtt=t(sub+1)-t(sub); 
u_1=u; 
% 
u_11X=zeros(I,J);u_11X=u_11X'; 
u_11X=D1X*u_1'; 
u_11X=u_11X'; 
% 
RR1=-speed*u_11X; 
tt(2)=tt(1)+dtt*(c(1)+d(1)); 
u_2=u_1+c(1)*dtt*RR1; 
% 
u_21X=zeros(I,J);u_21X=u_21X'; 
u_21X=D1X*u_2'; 
u_21X=u_21X'; 
% 
RR2=-speed*u_21X; 
tt(3)=tt(2)+dtt*(c(2)+d(2)); 
u_3=u_2+(c(2)*RR2+d(2)*RR1).*dtt; 
% 
u_31X=zeros(I,J);u_31X=u_31X'; 
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u_31X=D1X*u_3'; 
u_31X=u_31X'; 
% 
RR3=-speed*u_31X; 
tt(4)=tt(3)+dtt.*(c(3)+d(3)); 
u_4=u_3+(c(3)*RR3+d(3)*RR2).*dtt; 
% 
outflowu(:,1,sub+1)=u_4(:,J); 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%%%%%%%%Boundary condition of v in outflow (convection equation)%%%%%%%%%% 
ttt(1)=t(sub); 
dttt=t(sub+1)-t(sub); 
v_1=v; 
% 
v_11X=zeros(I,J);v_11X=v_11X'; 
v_11X=D1X*v_1'; 
v_11X=v_11X'; 
% 
RRR1=-speed*v_11X; 
ttt(2)=ttt(1)+dttt*(c(1)+d(1)); 
v_2=v_1+c(1)*dttt*RRR1; 
% 
v_21X=zeros(I,J);v_21X=v_21X'; 
v_21X=D1X*v_2'; 
v_21X=v_21X'; 
% 
RRR2=-speed*v_21X; 
ttt(3)=ttt(2)+dttt*(c(2)+d(2)); 
v_3=v_2+(c(2)*RRR2+d(2)*RRR1)*dttt; 
% 
v_31X=zeros(I,J);v_31X=v_31X'; 
v_31X=D1X*v_3'; 
v_31X=v_31X'; 
% 
RRR3=-speed*v_31X; 
ttt(4)=ttt(3)+dttt*(c(3)+d(3)); 
v_4=v_3+(c(3)*RRR3+d(3)*RRR2)*dttt; 
% 
outflowv(:,1,sub+1)=v_4(:,J); 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%  boundary condition du/dx 
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inflowv1Y=zeros(I,J); 
inflowv1Y=D1Y*inflowv(:,1,sub+1); 
inflowdu(:,1,sub+1)=-inflowv1Y; 
% 
outflowv1Y=zeros(I,J); 
outflowv1Y=D1Y*outflowv(:,1,sub+1); 
outflowdu(:,1,sub+1)=-outflowv1Y; 
% 
% u1X_SBC(:,:,sub+1)=outflowdu(:,1,sub+1); 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%gradU (new) 
if sub==1 
    gradu(:,:,sub+1)=gradu(:,:,sub)+(c(1)*RHSu(:,:,sub)).*DT; 
else 
    gradu(:,:,sub+1)=gradu(:,:,sub)+(c(sub)*RHSu(:,:,sub)+d(sub)*RHSu(:,:,sub-1)).*DT; 
end; 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%AA2Xu 
AA2Xu=[(-3/DX).*inflowdu(:,1,sub+1),ZER,(3/DX).*outflowdu(:,1,sub+1)]'; 
  
C=gradu(:,:,sub+1)-(B2Xu^-1*AA2Xu)'; 
%END(7)        BEGIN(8): solution of poissin equation(sylvester): 
A=D2Y; 
B=D2Xu'; 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
for i=1:I 
    for j=2:J-1 
        s1=inflowu(i,1,sub+1)*B(1,j)+outflowu(i,1,sub+1)*B(J,j); 
        C(i,j)=C(i,j)-s1; 
    end; 
end; 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
B(:,1)=[]; 
B(:,J-1)=[]; 
B(1,:)=[]; 
B(J-1,:)=[]; 
C(:,1)=[]; 
C(:,J-1)=[]; 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
u_int=lyap(A,B,-C); 
% 
u=[inflowu(:,1,sub+1),u_int,outflowu(:,1,sub+1)]; 
% 
u(1,:)=0; 
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u(I,:)=0; 
end;%(end of for continue while) 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
TIME=t(sub+1)%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% updating 
t(1)=t(sub+1); 
gradu(:,:,1)=gradu(:,:,sub+1); 
inflowu(:,1,1)=inflowu(:,1,sub+1); 
inflowv(:,1,1)=inflowv(:,1,sub+1); 
outflowu(:,1,1)=outflowu(:,1,sub+1); 
outflowv(:,1,1)=outflowv(:,1,sub+1); 
inflowdu(:,1,1)=inflowdu(:,1,sub+1); 
outflowdu(:,1,1)=outflowdu(:,1,sub+1); 
% 
NT=NT+1; 
T(NT,1)=t(1); 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
UX0(NT,1)=U((I-1)/2+1,1); 
UX60(NT,1)=U((I-1)/2+1,60); 
UX120(NT,1)=U((I-1)/2+1,120); 
UX180(NT,1)=U((I-1)/2+1,180); 
UX241(NT,1)=U((I-1)/2+1,241); 
% UX151(NT,1)=U((I-1)/2+1,151); 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
VX0(NT,1)=V((I-1)/2,1); 
VX60(NT,1)=V((I-1)/2,60); 
VX120(NT,1)=V((I-1)/2,120); 
VX180(NT,1)=V((I-1)/2,180); 
VX241(NT,1)=V((I-1)/2,241); 
% VX151(NT,1)=V((I-1)/2,151); 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
uX0(NT,1)=u((I-1)/2+1,1); 
uX60(NT,1)=u((I-1)/2+1,60); 
uX120(NT,1)=u((I-1)/2+1,120); 
uX180(NT,1)=u((I-1)/2+1,180); 
uX241(NT,1)=u((I-1)/2+1,241); 
%****************************** 
subplot(2,3,1),plot(DIRECTX,U((I-1)/2+1,:)) 
% subplot(2,3,6),plot(DIRECTX,V((I-1)/2+1,:)) 
subplot(2,3,2),plot(T,UX0,'*b',T,UX60,'.R',T,UX120,'.G',T,UX180,'.K',T,UX241,'.B')%,T,UX151,'.
K');%,T,UX600,'.R',T,UX700,'.b'),T,VX301,'.B',T,UX301,'.B' 
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subplot(2,3,3),plot(T,VX0,'*b',T,VX60,'.R',T,VX120,'.G',T,VX180,'.K',T,VX241,'.B')%,T,VX151,'.
K');%,T,UX600,'.R',T,UX700,'.b') 
pause(.0001) 
subplot(2,3,4),imagesc(DIRECTX,DIRECTY,U) 
  
subplot(2,3,5),plot(T,uX60,'.R',T,uX120,'.G',T,uX180,'.K',T,uX241,'.B') 
%subplot(2,3,4),mesh(DIRECTX,DIRECTY,V) 
subplot(2,3,6),mesh(DIRECTX,DIRECTY,U) 
  
% subplot(2,3,6),quiver(DIRECTX,DIRECTY,U,V) 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%################################## 
end;%(end of while) 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%################################## 
figure 
plot(T,UX0,'.b',T,UX60,'.R',T,UX120,'.G',T,UX180,'.K',T,UX241,'.b'); 
figure 
plot(T,VX60,'.R',T,VX120,'.G',T,VX180,'.K',T,VX241,'.b'); 
% 
% for j=1:J 
%     Um=U(((I-1)/2)+1,j); 
%     Um2=Um*.5; 
%     for i=1:(I-1)/2 
%         if U(i,j)>=Um2 
%             SATR=i; 
%             break; 
%         end; 
%     end; 
%     if U(i,j)==Um2 
%        b12(j)=-BETA.*cot(pi.*(SATR-1).*DY); 
%     else 
%     b2=-BETA.*cot(pi.*(SATR-1).*DY); 
%     b1=-BETA.*cot(pi.*(SATR-2).*DY); 
%     U2=U(SATR,j); 
%     U1=U(SATR-1,j); 
%     b=(((b2-b1)/(U2-U1))*(Um2-U1))+b1; 
%     b12(j)=-b; 
%     end; 
% end; 
% figure 
% plot(DIRECTX,b12,'.r'); 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
for j=1:J 
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    Um(j)=U(((I-1)/2)+1,j); 
    m=15; 
    %reynolds(delta_w0)=rdw0=100;vis=0.01;(U2-U1)=2-1=1; 
    %(delta_w0)=del12=vis*reynolds(delta_w0)/(U2-U1); 
    vis=0.01;%viscosity 
    rdw0=100; 
    delu=1; 
    del12=vis*rdw0/delu; 
    for i=m:I-(m-1) 
        y_norm(i-(m-1),j)=(-BETA.*cot(pi.*(i-1).*DY))/(del12); 
        U_norm(i-(m-1),j)=U(i,j)/Um(j); 
        w_norm(i-(m-1),j)=w(i,j)*del12/Um(j); 
    end; 
end; 
% % 
figure 
plot(DIRECTX,Um,'.r'); 
figure 
for j=1:1:J 
    plot(y_norm(:,j),U_norm(:,j),'.b'); 
    hold on 
end; 
hold off 
figure 
for j=1:1:J 
    plot(y_norm(:,j),w_norm(:,j),'.b'); 
    hold on 
end; 
 

:2شماره  کد  
  . خود تشابهی مورد استفاده قرار می گیرداین کد براي رسم نمودارهاي جریان آرام و بررسی 

  
clc 
clear all; 
load laminarworkspace 
  
for j=1 
    Um(j)=U(((I-1)/2)+1,j); 
    Ucdeficit(j)=1-Um(j); 
    for i=1:I 
        Udeficit(i)=1-U(i,j); 
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    %if Ucdeficit(j)-(2*Udeficit(i,j))<=0.0000000; 
   %k(i)=i 
    %end; 
    end 
end; 
for j=1:60:J 
     
     for i=1:I 
        Udeficit(i,j)=1-U(i,j); 
     
    end; 
  plot(Udeficit(:,j),DIRECTY) 
  hold on; 
end; 
 

:3شماره  کد  
  .این کد براي رسم نمودارهاي جریان آشفته مورد استفاده قرار می گیرد

  
clc 
load a 
bn=0.129*(DIRECTX+53.738).^(0.5); 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%    
    for j=1:10:J 
     bn(j)=bn(1,j);    
     Um(j)=U(((I-1)/2)+1,j); 
     Vm(j)=V(((I-1)/2)+1,j); 
     Uavrm(j)=Uavr(((I-1)/2)+1,j); 
     Uvibm(j)=Uvib(((I-1)/2)+1,j); 
     Vvibm(j)=Vvib(((I-1)/2)+1,j); 
     UVvibm(j)=UVvib(((I-1)/2)+1,j); 
     m=15; 
     for i=m:I-(m-1) 
         Uavr_norm(i-(m-1),j)=Uavr(i,j)/(1-Um(j)); 
         y_norm(i-(m-1),j)=(-BETA.*cot(pi.*(i-1).*DY))/(bn(j)); 
         U_norm(i-(m-1),j)=(U(i,j))/(1-Um(j)); 
         V_norm(i-(m-1),j)=V(i,j)/(1-Um(j)); 
         w_norm(i-(m-1),j)=w(i,j)/(1-Um(j)); 
         Uvib_norm(i-(m-1),j)=Uvib(i,j)/(1-Um(j)); 
         Vvib_norm(i-(m-1),j)=Vvib(i,j)/(1-Um(j)); 
         UVvib_norm(i-(m-1),j)=UVvib(i,j)/(1-Um(j)); 
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     end; 
 end; 
 figure 
 plot(DIRECTX,Um,'*b'); 
 title('(2) U in y=LY/2 and time= end ');  
 figure 
 for j=1:20:J 
     plot(y_norm(:,j),U_norm(:,j),'.b'); 
     title('(3) U_norm versus y_norm') 
     hold on 
 end; 
 hold off 
 figure 
 for j=1:20:J 
     plot(y_norm(:,j),w_norm(:,j),'.b'); 
     title('(4) w_norm versus y_norm') 
     hold on 
 end; 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%U-
Uavr%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
figure; 
plot(timeUvibNX,UvibNX4); 
title('(7)U-Uaverage in x=LX/4 '); 
figure; 
plot(timeUvibNX,Uvib3NX4); 
title('(8)U-Uaverage in x=3LX/4 '); 
figure; 
plot(timeUvibNX,UvibNX2); 
title('(9)U-Uaverage in x=LX/2 '); 
figure; 
plot(timeUvibNX,UvibNX); 
title('(10)U-Uaverage in x=LX '); 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%Reyno
lds 
stresses%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%% 
figure 
plot(DIRECTY,Uvib(:,round(NX/4+1)),'g',DIRECTY,Uvib(:,round(NX/2+1)),'--
k',DIRECTY,Uvib(:,round(3*NX/4+1)),'ro',DIRECTY,Uvib(:,round(NX+1)),'bs'); 
title('(11)Uvib in X=LX/4,LX/2,3LX/4,LX') 
figure 
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plot(DIRECTY,Vvib(:,round(NX/4+1)),'g',DIRECTY,Vvib(:,round(NX/2+1)),'--
k',DIRECTY,Vvib(:,round(3*NX/4+1)),'ro',DIRECTY,Vvib(:,round(NX+1)),'bs'); 
title('(12)Vvib in X=LX/4,LX/2,3LX/4,LX') 
figure 
plot(DIRECTY,UVvib(:,round(NX/4+1)),'g',DIRECTY,UVvib(:,round(NX/2+1)),'--
k',DIRECTY,UVvib(:,round(3*NX/4+1)),'ro',DIRECTY,UVvib(:,round(NX+1)),'bs'); 
title('(13)UVvib in X=LX/4,LX/2,3LX/4,LX') 
figure 
plot(DIRECTY,Uvib(:,round(NX/4+1)),'bs',DIRECTY,Vvib(:,round(NX/4+1)),'ro',DIRECTY,1000
0*UVvib(:,round(NX/4+1)),'*g') 
title('(14)Uvib, Vvib and 10000*UVvib in X=LX/4') 
figure 
plot(DIRECTY,Uvib(:,round(3*NX/4+1)),'bs',DIRECTY,Vvib(:,round(3*NX/4+1)),'ro',DIRECTY,
500*UVvib(:,round(3*NX/4+1)),'*g') 
title('(15)Uvib, Vvib and 500*UVvib in X=3LX/4'); 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%normalized 
Reynolds 
stresses%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%% 
figure 
plot(y_norm,Uvib_norm(:,round(NX/4+1)),'.g',y_norm,Uvib_norm(:,round(NX/2+1)),'--
k',y_norm,Uvib_norm(:,round(3*NX/4+1)),'ro',y_norm,Uvib_norm(:,round(NX+1)),'bs'); 
title('(16)Uvibnorm versus ynorm in X=LX/4,LX/2,3LX/4,LX') 
figure 
plot(y_norm,Vvib_norm(:,round(NX/4+1)),'.g',y_norm,Vvib_norm(:,round(NX/2+1)),'--
k',y_norm,Vvib_norm(:,round(3*NX/4+1)),'ro',y_norm,Vvib_norm(:,round(NX+1)),'bs'); 
title('(17)Vvibnorm versus ynorm in X=LX/4,LX/2,3LX/4,LX') 
figure 
plot(y_norm,UVvib_norm(:,round(NX/4+1)),'.g',y_norm,UVvib_norm(:,round(NX/2+1)),'--
k',y_norm,UVvib_norm(:,round(3*NX/4+1)),'ro',y_norm,UVvib_norm(:,round(NX+1)),'bs'); 
title('(18)UVvibnorm versus ynorm in X=LX/4,LX/2,3LX/4,LX') 
figure 
plot(y_norm,Uvib_norm(:,round(NX/4+1)),'bs',y_norm,Vvib_norm(:,round(NX/4+1)),'ro',y_norm,1
0000*UVvib_norm(:,round(NX/4+1)),'*g'); 
title('(19)Uvibnorm, Vvibnorm and 10000*UVvibnorm in X=LX/4'); 
figure 
plot(y_norm,Uvib_norm(:,round(3*NX/4+1)),'bs',y_norm,Vvib_norm(:,round(3*NX/4+1)),'ro',y_n
orm,500*UVvib_norm(:,round(3*NX/4+1)),'*g'); 
title('(20)Uvibnorm, Vvibnorm and 500*UVvibnorm in X=3LX/4'); 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%self-
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similarity%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
figure 
plot(y_norm,U_norm(:,round(NX/4+1)),'.g',y_norm,U_norm(:,round(NX/2+1)),'--
k',y_norm,U_norm(:,round(3*NX/4+1)),'ro',y_norm,U_norm(:,round(NX+1)),'bs'); 
title('(21)Unorm versus ynorm in X=LX/4,LX/2,3LX/4,LX') 
figure 
plot(y_norm,V_norm(:,round(NX/4+1)),'.g',y_norm,V_norm(:,round(NX/2+1)),'--
k',y_norm,V_norm(:,round(3*NX/4+1)),'ro',y_norm,V_norm(:,round(NX+1)),'bs'); 
title('(22)Vnorm versus ynorm in X=LX/4,LX/2,3LX/4,LX') 
figure 
plot(y_norm,w_norm(:,round(NX/4+1)),'.g',y_norm,w_norm(:,round(NX/2+1)),'--
k',y_norm,w_norm(:,round(3*NX/4+1)),'ro',y_norm,w_norm(:,round(NX+1)),'bs'); 
title('(23)wnorm versus ynorm in X=LX/4,LX/2,3LX/4,LX') 
figure 
plot(y_norm,Uavr_norm(:,round(NX/4+1)),'.g',y_norm,Uavr_norm(:,round(NX/2+1)),'--
k',y_norm,Uavr_norm(:,round(3*NX/4+1)),'ro',y_norm,Uavr_norm(:,round(NX+1)),'bs'); 
title('(24)Uavrnorm at X=LX/4,LX/2,3LX/4,LX') 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%U 
versus 
time%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%% 
figure 
plot(timeUvibNX,U_X50) 
title('(25)U versus time in X=LX/4') 
figure 
plot(timeUvibNX,U_X100)  
title('(26)U versus time in X=LX/2') 
figure 
plot(timeUvibNX,U_X150) 
title('(27)U versus time in X=3LX/4') 
figure 
plot(timeUvibNX,U_X200) 
title('(28)U versus time in X=LX') 
figure; 
plot(timeUvibNX,Uoutlayer1,'b',timeUvibNX,Uoutlayer2,'r--') 
title('(29)U in 4LY/5 and X=LX/4,LX') 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%V  versus 
time%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
figure 
plot(timeUvibNX,V_X50) 
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title('(30)V versus time in X=LX/4') 
figure 
plot(timeUvibNX,V_X100)  
title('(31)V versus time in X=LX/2') 
figure 
plot(timeUvibNX,V_X150) 
title('(32)V versus time in X=3LX/4') 
figure 
plot(timeUvibNX,V_X200) 
title('(34)V versus time in X=LX') 
figure; 
plot(timeUvibNX,Voutlayer1,'b',timeUvibNX,Voutlayer2,'r--') 
title('(35)V in 4LY/5 and X=LX/4,LX') 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
figure 
Uavr0=Uavr((I-1)/2+1,:); 
plot(DIRECTX,Uavr0,'*b') 
title('(36)Uavr in y=LY/2 ') 
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Abstract 
 

     Direct numerical simulation method to simulate spatially developing plane wake flow is 

described and the numerical results are presented. The incompressible time-dependent Navier-

stockes equations were solved using compact finite difference approximations in the streamwise 

direction, a mapped compact finite difference scheme in the cross-stream direction, and a third-

order compact runge-kutta scheme for time advancement. The length scale and the velocity scale 

are used as two characteristics to normalize the results of simulation. These two characteristics are 

the wake half width and wake deficit. A cotangent mapped of cot( )y     is used to relate the 

physical domain in the double infinity of − ∞ < y < ∞ to the computational domain of   

(0 1)  . The compact third order of runge-kutta method is used for the time-advancement 

purpose. The convective outflow boundary condition is employed to create a non-reflective type 

boundary condition at the outlet. An inviscid (Stuart flow) and a completely viscous solution of the 

Navier-Stokes equations are used for verification of the numerical simulation. The vorticity and 

velocity profile and self similarity in flow are investigated. The numerical results show a very good 

accuracy and agreement with exact solution of the Navier-Stokes equation. 
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Direct numerical simulation, Wake flow, Compact finite difference, Mapped compact finite 
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