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  : مقدمه

که از جمله   آید میحرکت نیروها در طول یک عضو یا سازه یکی از مسائل معمول در مهندسی به شمار      
 داخل لوله وانتقال سیال ، حرکت ماشین برروي یک پل، قیل سقفی بر روي ریلثبه حرکت جر توان میآنها 

یکی از موارد مهم در تحلیل این گونه مسائل جنس عضو یا سازه . حرکت هوا بر روي بال هواپیما اشاره نمود
بیشترین توجه به ، حوزهدر تحلیل هاي صورت گرفته در این . باشد میمورد نظر در پاسخ به این نوع تحریک 

ویسکوالاستیک  حوزهمواد الاستیک بوده است در حالی که طیف بسیار گسترده اي از مواد پیرامون ما در 
از اهمیت بالایی ، قرار دارند و شناخت رفتار مکانیکی این مواد به دلیل رفتار متفاوت نسبت به مواد الاستیک

مدلی واقعی تر ، ویسکو الاستیک مسئله نسبت به تحلیل الاستیک مدلاز جمله  مسائلی که . برخوردار  است
  . باشد می ییک باله کامپوزیت پلیمري یا حرکت جریان هوا بر رويانتقال سیال درون لوله هاي است 

تحت بار متحرك پیوسته وحل آنها  ویسکوالاستیک ي پوستههدف از انجام پروژه استخراج معادلات تیر و      
  . باشد میو عددي و مقایسه ي دوحل  بصورت تحلیل

مدلهاي رایج در  وبراي تنش چند بعدي   بنیادینسیل ندر فصل اول این پروژه به بیان معادلات دیفرا    
مقالات مختلف در حوزه الاستیک و  دومدر  فصل . شده است پرداخته، شبیه سازي مواد ویسکو الاستیک

  . و پاسخ دینامیکی مرور شده اند ویسکوالاستیک متناسب با موضع بار متحرك

د شروع مناسبی براي ورود به توان میویسکوالاستیک دوسر گیر دار تحت بار متحرك ساده مدل یک تیر      
 ویسکوالاستیکپاسخ تیر ساده از این رو در فصل سوم  باشد ستیکدر ناحیه ویسکو الا مسئله ي بار متحرك

چهارم و پنجم از نظر موضوعی مشابه فصل سوم بوده با این تفاوت فصل . به بار متحرك استخراج شده است
ویسکوالاستیک جدار نازك مورد بررسی قرار  ي پوستهتیر تیموشنکو و در فصل پنجم رم  اکه در فصل چه

  . گرفته است

در این فصل حل . ارائه شده استتوسط نرم افزار انَسیس مسئله محدود  ءفصل ششم مدل سازي اجزا در     
  . عددي مسئله با حل دقیق بدست آمده در فصل هاي قبل مورد مقایسه قرار گرفته است

  

   



2 

 

  

   



3 

 

  فصل اول 

  

  

  

  براي تنش چند بعدي اي دیفرانسیلی پایه معادلات تشکیل
 : مقدمه – 1-1

نیازمند تحلیل توزیع تنش و کرنش در این  دهند میطراحی اعضایی که یک عضو یا سازه را تشکیل 
و  بنیادینتغییر شکلها در هر نقطه از نمونه باید معادلات ، بدون در نظر گرفتن تاثیرات دمایی. عضوهاست

و با  گرالی و دیفرانسیلی بیان شده استتنش در فرم انت بنیادیندر این فصل معادلات . حرکت را ارضا کند
ضرایب مشخصی که تابعِ  خواص مکانیکی بصورت تقسیم، تگرالیننسیلی و اااستفاده از روابط بین فرم دیفر

  . خراج شده استتاس، مدل استفاده شده در توصیف ماده است

  تنش در فرم انتگرالی بنیادینمعادلات  – 1-2

 : ایزوتروپیک عبارت است از کرنش در یک ماده ویسکوالاستیک -تنش بنیادینرابطه     

(1-1)    ∫ ∫∞− ∞−
∆−−−+−=

t t

ijijij dtGtKdtG )()(
3
2)(()()( θθθδθεθσ 

−=λو ijγ ١به معناي تریس ∆ در معادله بالا GK
3
لازم به توضیح است که . باشد میاولین ضریب لامه 2

ijij γε jiهنگامیکه =2 ijijو ≠ γε تبدیل لاپلاس معادله  i=jبراي . [1] باشد میتانسور کرنش  ijγو نیز  =
  : فوق عبارت است از

)())(
3
2)(()()(2)( ssGsKssssGs ijijij ∆−+= δγσ                               (1-2)  

                                                
1 -Trace 
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و  ١تفکیک قسمت برش، ش چند محوريشت کرفتار ویسکوالاستیک یک سیستم تح به منظور توصیف
این قاعده به سبب پاسخ متفاوت مواد ویسکوالاستیک به برش و . باشد میتنش مرسوم  ٢قسمت اتساعی

از این رو . کنند میپاسخهاي متفاوتی را تولید ، انواع مختلف تنش، به عبارت دیگر. باشد می )بالک(اتساع 
  . گردد میبه فرم زیر باز نویسی  (2-1)معادله 

(1-3)   ))(
3
1)(()(2)()()( sssGsssKss ijijijij ∆−⋅+∆= δγδσ 

 : به عنوان یک نتیجه

(1-4)     )()(2)( θγθσ d
ij

t
ji

d dtGt −= ∫ ∞−
 

∫ ∞−
−=

t

kkkk dtk )()(3 θγθσ                                             (1-5) 

    : بطوریکه

0=d
iiσ kkijijو     (1-6)                                         

d
ij σδσσ

3
1

−=        

(1-7)                                            0=d
iiγ kkijij   و      

d
ij γδγγ

3
1

−=  

لاس و انتگرال کانولوشن نتیجه پبا استفاده از خواص تبدیل لا. باشد میبرشی  معرف بخش  d با لانویس
 : که شود می

 ij
dd

ij

d
ij sGsssGss εσ γ )()()(2)( ==                                           (1-8) 

               )()(3)( sssKs kkkk γσ =                                                               (1-9) 

  . باشند میلاپلاس  فضايتنش در ) بالک(به ترتیب بخش برشی و اتساع  (9-1)و  (8-1)معادلات 

  
                                                
1- deviatoric 

2 - dilatational 
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   [1] تنش در فرم دیفرانسیلی بنیادینمعادلات  – 1-3

که پاسخش به مشتقات تنش و کرنش وابسته  ویسکوالاستیک براي یک ماده ایزوتروپیک بنیادینمعادله 
  : دیفرانسیلی زیر نوشته شود شکلد به توان می .است

0.....)..........,,.........,,.........,,( =γγγσσσ &&&&&&F                               (1-10) 

 : تاسن معادله به شکل زیر نیز قابل بیا، این. باشند میبه طوریکه تنش و کرنش وابسته به زمان  

 )()()()( tDQtDP ijij γσ =                                                     (1-11) 

  . شوند میبصورت زیر تعریف  Q(D)و  P(D)عملگرهاي 

 r

rN

or
r t

QDQ
∂
∂

= ∑
=

)(
 
                                                           (1-12a)  

r

rN

or
r t

PDP
∂
∂

=∑
=

)(                                                               (1-12b)  

 Qr  و Prولی در حالت کلی  :مستقل از زمان باشند Qr و Prکه  دارد میشرایط خطی بودن معادلات لازم 
د رفتار یک ماده ویسکوالاستیک توان می  (11-1) ترکیب مناسب ضرایب معادله. ند تابعی از زمان باشندتوان می

نتایجی  .شونداز هم جدا  (11-1)اگر عضوهاي برش و اتساع در معادله . را تا حد امکان شبیه سازي کند
  . شود میحاصل  (10-1)و  (8-1)مشابه با معادله 

)()( 11 tQtP d
ij

d
ij γσ =                                                   (1-13)  

 )()( 22 tQtP dil
kk

dil
kk γσ =                                                   (1-14) 

 P1 ، P2، Q1 همچنین. گرفته شده استدر نظر ) بالک(اتساع  براي dilو بالا نویس  براي اعوجاج dبالا نویس 

 . باشند میعملگرهایی بصورت زیر Q2 و 

..........2

2

210 t
p

t
pp

∂
∂

+
∂
∂

+
                                           (1-15)

 

 : نتیجه گرفت که توان می (8-1)با   (14-1)و  (9-1)با  (13-1)با مقایسه معادلات . باشند می
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)(
3
1

2

2

P
QK =

                                                          
(1-16)  

)(
2
1

1

1

P
QG =

                                                          
(1-17) 

وضریب پواسون داراي روابط زیر با مدول برشی و مدول بالک  الاستیسیتهمدول ، مطابق با تئوري الاستیسیته
  .[1] هستند

(1-18)                                                    
GK

KGE
+

=
3

9  

GK
GKv

26
23

+
−

=                                                       (1-19)   

روابط زیر براي مدول الاسیتیسته و ضریب ، (19-1)و  (18-1)در معادله  (17-1)و  (16-1)با جایگذاري معادله 
  . شود میویسکوالاستیک حاصل  حوزهپواسون در 

(1-20)    E

E

P
Q

QPQP
QQDE =

+
=

2112

21

2
3)( 

(1-21)    ν

ν

ν
P
Q

QPQP
QPQPD =

+
−

=
2112

1221

2
)(  

در نتیجه  ؛باشند میمختلط خود یکسان شکل با  (19-1)و  (18-1)ت لازم به ذکر است که چون معادلا    
پاسخ برخی از  [1] باشند میبرابر  ssυ)(و  sE(s)یعنی  ،مختلط خود نیز با شکل (21-1)و  (20-1)معادلات 

در برش  بنابراین پاسخ. باشد می) بالک(مواد ویسکوالاستیک در برش متفاوت از پاسخ آنها در زمان اتساع
در بررسی مدل هاي زیر فرض شده است که . الاستیک باشد، پاسخ اتساع بوده وویسکوالاستیک د توان می

  . و ماده جامد تراکم ناپذیر باشد است ویسکوالاستیک تنها در حالت برشیرفتار 

 مروري بر مدل هاي ویسکو الاستیک – 1-4

 [1] ماکسولمدل  – 1-1-4
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فنر و (توسط عضو هاي الاستیک و ویسکوز ، به تحریک مکانیکی بصورت سنتی ویسکو الاستیکپاسخ مواد 
تئوري مدارهاي الکتریکی تشابه داشته که به صورت گسترده در تئوري مورد نظر با . شود میمدل ) دمپر

  . کتاب هاي مهندسی آورده شده است

صحتی بر اینکه این المانها ، فنر و دمپر قالبدر  ویسکو الاستیکتأکید شود که ارائه رفتار  لازم است     
ستیک مختلفی موجود بوده که بهر حال مدل هاي ویسکو الا. باشد میبازتاب رفتار مولکولی این مواد است ن

 . باشند میاز این رو ارائه کننده ي یک رفتار ویسکوالاستیک مشابه  باشد میرفتار آنها خیلی به هم نزدیک 

دهنده پاسخ الاستیک و ویسکوزِ ایده آل به تحریک  معرفبه ترتیب  ١بصورت نقل مشهور، فنرها و دمپرها     
د براي توصیف رفتار ویسکوالاستیک مواد به توان میترکیب این دو ، بصورت مشابه. باشند می ٢تنش پله اي

. باشد می، یک مدل ایده آل از این رفتار است کهیک فنر سري با یک دشپات  شاملمدل ماکسول . کار رود
  )1.1شکل(

 

  طرح شماتیک مدل ماکسول: 1.1شکل 

  

0)(در ابتدا پاسخ مدل ماکسول به تنش پله اي       tHσσ  بررسی، باشد می ٣تابع پله واحد H(t)که =
  : عبارت است از εکرنش 1.1 با توجه به شکل . شود می

(1-22)      21 εεε +=  

 ایجاد شده در فنر و دشپات یکسان چون تنش. باشند میبه ترتیب کرنشهاي فنر و دشپات 2ε و  1εکه 
 : در نتیجه باشد می

                                                
1 -Dashpot 

2 - Step stress perturbation 

3  - Heaviside step function 
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(1-23)      
G
σ

ε =1 

(1-24)      
η
σ

ε =2& 

   : که شود مینتیجه   (24-1)، (23-1)، (22-1)   تاز معادلا. استمیرایی  ηو مدول برشی   Gکه در آن 

η
σσ

ε +=
G
&

&                                                           (1-25) 

با لاپلاس گرفتن از دو . شود میاز این عبارت محاسبه پاسخ به تنش پله اي یا کرنش پله اي امکان پذیر 
  (25-1)طرف معادله 

 )(1)0()(1)0()( sss
G

ss σ
η

σσεε +



 −=− ++                             (1-26)  

0)(پاسخ مدل به یک ورودي پله اي تنش  (26-1)طبق معادله  tHσσ   : عبارت است از =

(1-27)     2
00)(

ss
s

η
σε

ε +=  

)0(0که شرایط اولیه بصورت  εε =+ )0(0و   σσ معکوس تبدیل لاپلاس . در نظر گرفته شده است +=
  : عبارت است از (27-1)معادله 

(1-28)     







+=

η
σε

t
G

t 1)( 0 

00 بطوریکه  /εσ=G)شود میبصورت عبارت زیر بیان  ١خزش کامپلینستابع . )[1] 1.2شکل :  

(1-29)     
ησ

ε t
G

ttJ +==
1)()(

0

  

                                                
1 - Creep compliance function 
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 [1] پاسخ مایع ایده ال به تنش برشی پله اي: 1.2شکل 

 . شود می ١خزش کامپلینسمنجر به تابع مختلط 1.29 تبدیل لاپلاس معادله 

(1-30)    )11(1)()(
0

)(
sG

sJssJss
τσ

ε
+=== ∗   

که در آن 
G
η

τ تابع مختلط  در این معادله و معادلات دیگر با جایگزینی عبارت . باشد می2 زمان رهایش =

ωis  شکلد به توان می (30-1)معادله ، از این رو. شود میتبدیل در حوزه ي فرکانس مرسوم  شکلبه یک  =
 . زیر نوشته شود

(1-31)          )11(1)(
ωτ

ω
iG

iJ +=∗ 

)()(پاسخ به کرنش ورودي ، ٣براي یک آزمایش رهایش تنش 0 tHt εε = بصورت زیر  1.1با توجه به شکل   
 . باشد می خراجقابل است

 (1-32)            210 εεε += 

  :از این رو

(1-33)            021 =+ εε &&  

  .شود میعبارت زیر حاصل  (23-1)و  22.1 و   (33-1)،  (32-1)با ترکیب معادلات 

(1-34)            0=+
η
σσ

G
&  

                                                
1  - complex compliance function 

2  - Relaxtion time 

3  - Stress relaxation test 
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 : که تبدیل لاپلاس آن عبارت است از

(1-35)          0)())0()((1
=+− +

η
σ

σσ
sss

G
   

  : شود مینتیجه  sσ)(، (35-1)  از معادله

(1-36)      )0()( +

+
= σ

η
η

σ
sG

s  

  : که معکوس لاپلاس آن عبارت است از

(1-37)      )/(
0)( τσσ tet −= 

بطوریکه برابر 
G
η

τ   . ارائه شده است 1.3 [1]سیستم بصورت شماتیک در شکل  یورودي و خروج. باشد می =

  
  پاسخ یک مایع ماکسول به کرنش برشی پله واحد: 1.3 شکل

  : مدول رهایش عبارت است از (37-1)از معادله 

τ

ε
σ

ε
σ /

0

0

0

)()( tettG −==                                                   (1-38)   

  : عبارت است ازنیز  شود میکه بر اساس تبدیل لاپلاس رابطه ي فوق تعریف  مدول مختلط رهایش

10
0

)()()(
−

∗

+
===

τε
σ

s
sGsGsGsss                                            (1-39) 

که 
0

0
0 ε

σ
=G .  
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  [1] ١ویت -مدل کلوین  – 1-4-2

مجموع تنش در فنر و دشپات ، تنش کلی در مدل. این مدل متشکل از فنري موازي با دشپات است     
   : از این رو باشد می

               21 σσσ +=           →       εηεσ &+= G                          (1-40)   

 

  ویت - طرح شماتیک مدل کلوین : 1.4 شکل

  : عبارت است از، براي تنش با ورودي پله (40-1)تبدیل لاپلاس معادله 





 −+= + )0()()(0 εεηε

σ sssG
s

                                               (1-41)  

)0(0با فرض اینکه  =+ε ، شود میزیر نوشته  شکلبه  (41-1)معادله.  

( )sGs
s o

η
σ

ε
+

=)(                                                          (1-42) 

)در نتیجه معکوس  )sε شود می:  

(1-43)     )1()(
)(

0 τσ
ε

t

e
G

t
−

−=        

همچنین . آورده شده است 1.5 به ورودي تنش پله اي به صورت شماتیک در شکل  ویت -پاسخ المان کلوین
  . باشد میخزش به سادگی قابل استخراج  کامپلینستابع  (43-1)از معادله 

                                                
1 -Kelvin - Voigt 
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 [1] به یک تنش پله اي برشی ویت –پاسخ یک جامد کلوین : 1.5شکل 

 






 −=

− )(1)( τ
t

etJ                                                    (1-44)  

که در آن 
G

J 1
خزش مربوطه عبارت  مختلط کامپلینسهمچنین تابع  باشد مییک فنرالاستیک براي ، =

 : است  از

(1-45)    ( ) ( )
( ) ττσ

ε
s

J
sG

sssJ
+

=
+

==∗

11
1

0

  

قادر به ارائه پاسخ ویسکو الاستیک مواد به درستی نمی باشند از این رو  ویت -مدل هاي ماکسول و کلوین
  . رسد میلزوم استفاده از مدل هاي پیچیده تر بدیهی به نظر 

  [1] ١مدل جامد استاندارد سه عضوي – 1-4-3

نامیده ) ٢یا جامد زنر(آنچه به صورت مرسوم جامد استاندارد سه عضوي یا بصورت ساده جامد استاندارد     
با فنر یا ترکیب موازي یک عضو ماکسول با یک  ویت –عبارت است از ترکیب سري یک عضو کلوین  شود می
  . )1.6 شکل (فنر 

                                                
1-Three – Element standard solid 

2 - Zener's solid 
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  طرح هاي شماتیک مدل زنر:  1.6شکل 

)پاسخ کرنش مدل اول به ورودي تنش پله  اي   )tHoσσ   .شود میبصورت زیر نوشته  =

21 εεε +=                                                          (1-46) 

 :  احتساب معادلات زیربا  واز این معادله 

(1-47)                              221 εηεσ &+= G               ،           10εσ G=  

  : که شود مینتیجه 

(1-48)     
00

11 11
GG

GG σ
σ

η
εε

η
&

& +







+=+ 

)براي یک تنش پله اي  )tHoσσ   : عبارت است از (48-1)تبدیل لاپلاس معادله ، =

(1-49)    ( ) ( )








+








++

+
= −− )(

110
1

0

10
1 τη

σ
τ

ε
ε

ssG
G

s
s  

بطوریکه 
1G

η
τ )معکوس لاپلاس . = )sε  عبارت است از (49-1)در معادله :  

(1-50)     ( ) 



 −+=

− τσσ
ε

t
e

GG
t 1

1

0

0

0 

 .شود میزیر نوشته  شکلخزش به  کامپلینستابع ، از این رو

(1-51)    ( ) 



 −+=



 −+=

−− )(
1

)(

10

1111 ττ
t

g

t
eJJe

GG
tJ    
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1بطوریکه 
11
−= GJ 1و

0
−= GJ g .  زیر حاصل  شکلمختلط خزش به  کامپلینستابع  (51-1)از معادله

  .شود می

(1-52)     ( ) ( )
τs

JJsJssJ g +
+== ∗

1
1 

) براي ورودي پله اي کرنش  )tHoεε   .شود می (48-1)تبدیل لاپلاس معادله =

( ) ( ) ( ) ( )[ ]+−+







+= 0111

00

11 σσσ
τ

ε
τ

ss
G

s
G
GsG                            (1-53)  

  .باشد میپاسخ مدل به ورودي کرنش پله اي  (53-1)معکوس لاپلاس معادله 

( )












+
+








+

= 


















+

− t
G
GG

e
GGGG

Gt 0

10 1

0101

00
10 1

1
1

ησε
σσ                                 (1-54)  

]بطوریکه  ] 000 0 Gεσσ ==   : از این رو مدول رهایش عبارت است از . +

                       (1-55)  















+

−

+
+

+
== t

G
GGe

G
G

G

G
G

GttG
0

10

0

1

0

0

1

1

0

1
11

)()(
ηε

σ    

  ؛شود میحاصل  (55-1)ط از تبدیل لاپلاس معادله در حالی که مدول رهایش مختل

[ ] 0
10

1**

1
1)()( G

GGs
ssJsG 








++
+

==
−

τ
τ                                              (1-56)  

 

 [1] پاسخ مدل زنر به یک تنش پله اي: 1.7 شکل
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معادلات زیر قابل . در مدل دوم که از ترکیب موازي یک عضو ماکسول با یک فنر حاصل شده است    
  . باشد میاستخراج 

(1-57)     21 σσσ +=  

εσبطوریکه  01 G′= . و  

(1-58)                                                             
η
σσ

ε
′

+
′

= 2

1

2

G
&

&   

 . شود میزیر حاصل  شکلمعادله دیفرانسیل حاکم بر سیستم به  (58-1)و  (57-1)با استفاده از معادلات 

( ) εετσστ 010 GGG ′+′+′′=+′ &&                                              (1-59)  

بطوریکه 
1G′
′

=′ η
τ پاسخ مدل به ورودي کرنشی . باشد می( ) )(0 tHt εε قابل  (59-1)بسادگی از معادله  =

  : که عبارت است از. باشد میاستخراج 

       )()( )/(
100

τεσ ′−′+′= teGGt                                             (1-60)  

 : مدول رهایش در حوزه زمان و فرکانس عبارت است

(1-61)     )/(
10)( τteGGtG −′+′= 

(1-62)    
τ
τ

′+
′′

+′==
s
sGGsGssG

1
)()( 1

0
*  

  .آورده شده است [1] 8-1طرح شماتیک پاسخ به کرنش ورودي پله اي براي این مدل در شکل 

 

 پله اي کرنشپاسخ مدل زنر به یک : 1.8 شکل
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)پاسخ مدل به ورودي تنش برشی ، در روشی مشابه )tH0σσ  . شود مینتیجه  (59-1)از معادله =

(1-63)   ( ) 







−

′+′′
′

+
′+′

= ′′− )1(
)(

1 )(

100

1

10
0

τσε te
GGG

G
GG

t  

)(که  10
0

GG
G

+
′

=′′ τ
τ  از  (60-1)و  (54-1)از یک طرف و معادلات  (63-1)و  (50-1)با مقایسه معادلات

 . روابطی براي معادل کردن دو معادله بدست آورد توان میطرف دیگر، به سادگی 

100 GGG ′+′=                                                   (1-64a) 

      )( 01
1

0
1 GG

G
GG ′+′

′
′

=                                           (1-64b) 

   
0

01 )(
G

GG
′

′+′
′= ττ                                               (1-64c)  

 : و بصورت عکس

10

10
0 GG

GGG
+

=′                                                 (1-64d) 

10

2
0

1 GG
G

G
+

=′                                                 (1-64e)  

10

1

GG
G
+

=′ ττ                                                  (1-64f)  

  [1] ١مدل برگر – 1-4-4

یک ترکیب از مدل ماکسول و کلوین ، شود مینیز نامیده  ٢که مدل مایع خطی چهار عضوي، مدل برگر
  ) 1.9 شکل(. باشد می

                                                
1 -BURGERS Model 

2 -A linear liquid of four elements 
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  طرح شماتیک مدل برگر: 1.9 شکل

  : کلی عبارت است ازکرنش ، σبراي یک تنش ورودي

321 εεεε ++=                                                               (1-65)  

2
3

2

2
3

1
2

1
1 η

σ
ε

η
ε

η
σ

ε
σ

ε =+==
G

G
&&                  (1-66)  

  : که شود مینتیجه ، بین این معادلات 3εو  1ε ،2εبعد از حذف 

ε
ηη

εησ
ηη

ση
η

σ &&&&&&
2

21
1

21

21

21
1

2

2 11
GGGGGG

+=+















+++                          (1-67)  

  : پاسخ معادله فوق به ورودي کرنش پله اي عبارت است از

[ ]







−++= − )(

211
0

2111)( τ

η
σε te

G
t

G
t                             (1-68)  

بطوریکه 
2

2
2 G

η
τ   .شود میحاصل  (68-1)مختلط خزش از تبدیل لاپلاس معادله  کامپلینستابع . =

)1(
111)(

221 +
++=∗

ττ sGsG
sJ                                                  (1-69) 

  .شود می (67-1)براي ورودي کرنش پله اي معادله  

)()( 020121 t
dt
dqtqrr δεδεσσσ +=++ &&&                                  (1-70)  

1221تابع دیراك بوده و پارامترهاي  tδ)(بطوریکه ,,, rrqqعبارتند از :  
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2

21
211

21

21
2

2

2

21
11

,

,11

G
qq

GG
r

GGG
r

ηη
η

ηηη
η

==

=+







+=

                               (1-71) 

  : عبارت است از (70-1)پاسخ معادله 

( ) ( )[ ]tptp erqqerqq
A

t 21
121121

0)( −− −−−=
ε

σ                                       (1-72)  

  : عبارتند از Aو  1r ،2rکه 

[ ] 21
2

2
1

2

1
2

2

1
1 4,

2
,

2
rrA

r
Arp

r
Arp −=

+
=

−
=                               (1-73)  

مناسب و ، پاسخ سیستم مایع تحت یک تست خزش همدل استاندارد خطی مایع چهار عنصري براي مطالع
  . باشد میکافی 

  ماکسولو  ویت -مدل تعمیم یافته کلوین – 1-4-5

دراین . کند میمدل هاي ابتدایی مطالعه شده در بالا تنها رفتار رئولوژیکی سیستم هاي ساده را توصیف      
شواهد تجربی ، در حالیکه. باشد میتشاش وارد شده حاکم غمدلها تنها یک زمان رهایش براي پاسخ ماده به ا

این توزیع ممکن است  پیوسته یا گسسته . دهد میرا نشان  retardationیک توزیع از زمان هاي رهایش یا 
  . باشد

امکان گسترش مدلها بطوریکه رفتار واقعی مواد را به خوبی نشان دهند وجود ، بر اساس این اصول تجربی     
بصورت سري  ویت-ماکسول بصورت موازي یا مدل کلوین مدل ترکیب چندد با توان میاین تعمیم مدل . دارد

  .1.10 شکل . انجام شود

در شکل . یک المان الاستیک به منظور احتساب پاسخ لحظه اي به مدل اضافه شده است 1.10aدر شکل      
 1.10b  قرار گرفته استبا چند عضو کلوین یک عنصر ماکسول براي بازتاب رفتار مایع بصورت سري . 



19 

 

 

  طرح شماتیک مدل تعمیم یافته ماکسول بصورت موازي: 1.10 شکل

 

  بصورت سري ویت –طرح شماتیک مدل تعمیم یافته کلوین : 1.10b شکل

 

  : براي این مدلهاي عبارتند از retardationتوابع رهایش و 

∑

∑

=

−

=

−

+−+=

+=

n

i

t
ig

A

ii

t
ie

teJJtJ

eGGtG

i

i

1 0

)1()(

)(

η
τ

τ

                               (1-74)  

=−1بطوریکه  gg GJ  1و−= ii GJ  توابع ، توزیع پیوسته شکلدر)(tG ،)(tJعبارتند از : 

∫
∞ −+=

0
)()( dteTGGtG t

e
τ                                                 (1-75a)  

( )∫
∞

− +−+=
0 0

1)()(
η

ττ τ tdeJJtJ t
g                                               (1-75b)  
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  :[1] بطوریکه

(1-76)    ∫
∞

=
0

1)( dTTJ   ∫
∞

=
0

1)( dTTG  

حذف 0Gند رفتار ویسکوالاستیک مایع در صورتی که عنصر توان میالمان هاي ماکسول بصورت موازي      
اگر عنصر ماکسول  داردهمچنین المان هاي کلوین قابلیت توصیف رفتار مواد جامد را . شود را توصیف کنند

  .آن حذف شود

  جمع بندي – 1-5

ویسکوالاستیک به همراه رایج ترین مدل هاي موجود ارائه در این فصل مقدمه اي بر معادلات حاکم بر مواد 
از معادلات و  مدل . شود میخلاصه ن ي عملکرد این مواد این فصلبدیهی است که تمام خواص و نحو. شد
سوم کمک دوم و ندارد خطی  ارائه شده دراین فصل در تشریح و استخراج معادلات حرکت در فصل ااست

 . شود میگرفته 
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   دومفصل 

  

 

  

  ستیکي الاستیک و ویسکوالا حوزهبار متحرك در  ه يمروري بر مسئل
جنس سازه مورد نظر در پاسخ  تاثیر، در طول یک عضو یا سازه بارمتحركمهم در تحلیل  مسائلیکی از      

بیشترین توجه به مواد الاستیک بوده ، حوزهدر تحلیل هاي صورت گرفته در این . باشد میبه این نوع تحریک 
این  پاسخ ویسکوالاستیک قرار دارند و شناخت  حوزهدر ، است در حالی که طیف بسیار گسترده اي از مواد

از جمله  مسائلی که . از اهمیت بالایی برخوردار  است، به دلیل رفتار متفاوت نسبت به مواد الاستیک ازه هاس
انتقال سیال درون لوله هاي  ،دهد میالاستیک مسئله جواب بهتري نسبت به تحلیل الاستیک تحلیل ویسکو

ادامه به بررسی موردي برخی از فعالیت در . باشد می یپلیمري یا حرکت جریان هوا بر رویه یک باله کامپوزیت
 . هاي صورت گرفته در مورد بار متحرك در حوزه ي الاستیک و ویسکوالاستیک پرداخته شده است

[2] Fyba      ورقها و پوسته ، در کتاب خود به طور مفصل به بررسی بار متحرك برروي انواع مختلف تیر ها
از این رو یکی از مراجع مهم و پایه در بررسی بار متحرك  .شامل هندسه هاي متفاوت پرداخته است، ها

بصورت موردي به مسئله عمده مسائل بررسی شده در این کتاب در حوزه الاستیک بوده و . شود میحساب 
  . ي یک تیر ساده ویسکو الاستیک تحت بار متحرك اشاره شده است

Bhuta     [4] به بار متحرك پرداخته الاستیک  استوانه اي جدار نازك به بررسی پاسخ ارتعاشی یک پوسته
محدود اویلر  حل وي بر مبناي سري فوریه بوده و نتایج بدست آمده در این تحقیق قابل تعمیم به تیر. است

هر دو  معادلات حاکم برايشکل زیرا  ؛یز می باشدتحت بار متحرك نالاستیک  فونداسیونبر روي  ١برنولی -
بیشترین  نسبتامیکی سیستم که بصورت دینبیشتر بر روي ضریب وي در تحقیق خود . ستا مشابه، سیستم

ارائه بیشینه ، کی از نتایج مهم این تحقیقکی است بحث کرده است و یتیخیز دینامیکی به بیشترین خیزاستا

                                                
1 -Euler Bernoli 



22 

 

ر سرعت تغییرات این ضریب بر حسب ضریب تاثی
V
Vcr=α  پارامتر پوسته و

rh
L2

=β که می باشد Vcr 

  . استضخامت پوسته  hشعاع و  r، ول پوستهط L, سرعت عبور بار  V، سرعت بحرانی

که در زمینه جرم متحرك و تاثیرات اینرسی که باعث غیر خطـی شـدن    انجام شده يهاتحقیق  از نمونه      
 اویلـر  تیـر مطالعه پاسخ یـک  وي به . اشاره کرد Viswewara Rao [5] به مقاله ي توان می .شود میمسئله 

از پارامترهاي مهمی که وي در تحقیق خود قائل شده تأثیر جـرم و  . پرداخته است جرم متحركبرنولی تحت 
ایـن پـارامتر مهـم را بررسـی     ، وي با در نظر گرفتن نسبت جرم بار به جـرم تیـر  . باشد اینرسی بار متحرك می

بیشینه  ي نقطهش این نسبت باعث افزایش مقدار خیز تیر و نیز جلو افتادن زمان و نشان داده است افزایکرده 
از جملـه   .نشان داده است که تأثیرات اینرسی جرم بار می تواند بر ناحیه تشـدید تأثیرگـذار باشـد    او. شود می

  . است ئل شده تأثیرات شتاب کوریولیسمسائلی که وي در استخراج معادله تیر تحت جرم متحرك قا

این . بررسی شده است Michaltsos [6]در مطالعه اي توسط  رفتار یک تیر تحت بارهایی با سرعت متغیر     
. اما سرعت متغیر می باشد ،مقدار ثابتبا تحت یک بار ، یک تیر ساده یبا پاسخ خطی دینامیک رابطهمقاله در

به یک بار تک محوري یا یک بار دو روي تأثیر شتاب مثبت یا منفی در پاسخ تیر وي در مقاله خود بر 
ی نیز لحاظ رایمیوجود در مورد اخیر تأثیرات . تمرکز کرده است ،خودرو می باشدسازي از محوري که مشابه 

، mبا جرم ثابت در واحد طول  Lن مقاله شامل یک تیر با طول دهنه مدل مطرح شده در ای. شده است
 بار. همگن و ایزو تروپیک ساخته است، مسئله را خطیکه است  Jbو اینرسی پیچشی  EIی شصلبیت خم

درنتیجه و بوده  F(t) رانشی  این بار خود تحت تأثیر نیروي. است P=mgبر روي این تیر بصورت  متحرك
  . می باشد متغیرعبور بار  سرعت 

ژه اي شده از مسائلی است که در این مقاله به آن توجه وی یمدل سازي ورود خودرو بر روي یک پل یک     
زمان و سرعت لحظه اي ورود چرخهاي جلو و  محاسبهنکته مهم در مدل سازي این مسئله دقت و . است

  . باشد میحل مسئله مانند نیروي تک محوره  داما رون ؛که با هم تفاوت دارند باشد میعقب 

عبور بار متحرك  تحتنداسیون الاستیک قرار گرفته و وبر روي فکه  نهایت بیپاسخ پایدار یک تیر      
و همکارانش این  Mallik  [7]. باشد میاز دیگر مسائلی است که در مدل سازي ریل قطار مورد توجه  باشد می

الاستیک قرار دارد مدل  فونداسیونبر روي تیري که روي با سرعت ثابت  متمرکز مسئله را تحت عبور بار 
الاستیک قرار گرفته مورد  فونداسیوننولی که بر روي یک بر -یراویلر یک ت، انجام شدهدر تحلیل . کرده اند

از ثابت فنریت  که عبارتند  الاستیک بوسیله دو پارامتر مجزا تعریف شده است فونداسیون. باشد میتوجه 
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مسئله در دو حالت . بصورت همگن و ایزوتروپیک فرض شده اند فونداسیونتیر و . ثابت برشی خاكخاك و 
  . بررسی شده استیی میرایی و بدون میرا

VtXیردر حل این مسئله با تغییر متغ     −=ζ ، متحرك بر  يهمگن تبدیل کرده و نیرو شکلبه معادله را
حل وي مهم از فرضیات . ندنموده ا وارد مسئله مرزي روي تیر را بصورت یک نیروي برشی در شرایط 

همچنین در ضمیمه . نام برد نهایت بی و مشتقاتش در) جابجایی تیر( نوساناتاز نظر کردن به صرف توان می
 شود میبعنوان یکی از نتایج این تحقیق مشاهده . این مقاله روشی دیگر به کمک تبدیل فوریه ارائه شده است

ک پاسخ به ی شود مینیز در نظر گرفته نمیرایی و اثر کند میزمانی که بار با سرعت بحرانی بر روي تیر حرکت 
 رپارامتر برشی لحاظ شده د ثیرکه در این تحقیق حاصل شده تا دیگري از نتایج. حالت پایدار نمی رسد

  . شود میدینامیکی به استاتیکی نسبت خیز که باعث افزایش است  فونداسیون

Hilal    [8] را بررسی نموده  ثابت با مقدار متحرك بار پاسخ دینامیکی یک تیراویلر برنولی دوتایی تحت یک
قرار  بار ثابتکه تحت حرکت یک )   3.1شکل(در این مقاله رفتار دینامیکی یک سیستم تیر دوتایی . است

الاستیک  و همگن، متشکل از دو تیر اویلر برنولی ایزوتروپیک، سیستم. دارد مورد مطالعه قرار گرفته است
کوالاستیک قرار بوسیله یک لایه ممتد ویس يیگرروي د تیرها نسبت به هم موازي بوده و یکی بر. باشد می

  . گرفته است

 

 [8] مدل تیر دو تایی : 2.1 شکل

ثابت قرار دارد و با شدت تیر بالایی تحت حرکت بار . دمپر مدل شده است –این لایه به کمک توزیع فنر      
خیز دینامیکی . شود میشناخته  v2(x,t)با خیز  ثانویهتیر نی بعنوان ییو تیر پا v1(x,t)  با خیز بعنوان تیر اولیه

لایه  ي الاستیسیتهو تاثیرات سرعت بار، میرایی و  شده است استخراج معادلات حاکم حل دقیق اهر دو تیر ب
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، تقله بین دو تیرنبعلاوه نیروي م. ویسکوالاستیک بین دو تیر در پاسخ تیر مورد ارزیابی قرار گرفته است
  . ترهاي مختلف در مقدار این نیرو مورد مطالعه وي قرار گرفته استتعیین و تاثیر پارام

که از مهمترین آنها اند بعدي تعریف شده هاي بی ت اعبار، در این تحقیق براي بررسی پارامترهاي مختلف 

نسبت میرایی  بعد بیبه پارامتر  توان می
n

n
r
Ω

=
µ

ζ  که در آنr تیکمقدار میرایی لایه ویسکوالاس ،µ جرم

یه ویسکوالاستیک بوسیله پارامتر لا ١سفتی هم چنین و باشد میام تیر دوم  nد فرکانس م nΩواحد طول و 

 بعد بی
EI
kl 4

=β  که اشاره کردL طول تیر ،EI  سفتی خمشی وk باشد مییه ویسکوالاستیک سفتی لا .  

  . افزایش یا کاهش یابد دتوان میخیز ، با افزایش مقدار نسبت میرایی گفت توان میاز جمله نتایج این مقاله 

بیشتر از  104یا  0.1کمتر از βتیر اول شده و اگر  زمنجر به افزایش خیβهمچنین افزایش پارامتر سفتی 
  . ندارد زش خیبر افزای يباشد تاثیر

و افزایش آن باعث کوپل شدن  بوده دو تیر ٢شدن مستقلبه معناي βمقدار کم ، در غیاب میرایی بعلاوه     
خیز  شده و در نتیجهکوپل صلب بین دو تیر ایجاد  د باشد یکبسیار زیا βدر مواردي که . شود میتیر  دو

  . شود میافزایش پارامتر سفتی باعث کاهش اثر میرایی نیز . شود میتیر ثانویه نیز بیشتر 

باعث  ζافزایش مقدار  شود مینگ ضعیف بین دو تیر یلپکه باعث یک کو βبراي مقادیر بسیار کم     
انتقال انرژي مکانیکی  ناشی ازافزایش کوپلینگ بین دو تیر  علتاین به . شود میمقدار خیز تیر دوم  افزیش

  . باشد میبیشتر از تیر اول به تیر دوم 

βافزایش و کاهش ه ، بیشینβاست بطوریکه براي مقادیر کم  وثربر روي زمان حصول بیشینه تیرها م ζو  
  . شود میتیر دوم کمی زودتر حادث 

به  به نمودار بیشینه نسبت خیز دینامیکی توان میاز جمله نمودارهاي مفیدي که محقق درمقاله خود آورده 
اشاره نمود که نتایج زیر از آن  حاصل  سفتیبراي مقادیر مختلف میرایی و  بعد بیدرمقابل سرعت  استاتیکی
  . )2.2شکل ( شده است

                                                
1 -Stiffness. 

2 -decoupled 
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براي مقادیر مختلف پارامتر  بعد بیسرعت  بر حسبنه نسبت خیز دینا میکی به استاتیکی ینمودار بیش: 2.2شکل 
  [8]سفتی و میرایی 

برخوردار است نحوه ي مدل ترك  یکی از مسائلی که در مهندسی و طراحی سازه ها از اهمیت ویژه اي      
د در پاسخ تیر به بار متحرك نیز تاثیر توان میاین مسئله . باشد میدر سازه وتاثیر وجود آن در پاسخ سازه 

  . شود میطه پرداخته بگذار باشد از این رو به بررسی دو مقاله در این را

     Lin  [9]  متمرکز با سرعت  تیر یک سر گیردارِ داراي ترك بازدر مقاله اي به بررسی پاسخ به بار متحرك
یکنواختی اویلري هر دهنه تیر  که، با دو دهنهبصورت تیري ، ترك داراي سیستم تیر. ثابت پرداخته است

رابطه بین دو دهنه قابل استخراج ، با توجه به شرایط سازگاري در دو طرف ترك. است مدل شده است
و شیب تیر در دو طرف  یر خمشی و نیروي برشواگشت، این شرایط عبارتند از یکنواختی جابجایی. باشد می

و سپس به کمک  له ابتدا توابع مشخصه براي مسئله بدون تحریک استخراج شده استدر این مسئ. ترك
تطابق فرکانس هاي طبیعی حاصل ، از جمله نتایج این تحقیق. مسئله اصلی حل شده است، بسط توابع ویژه

 دان به عمق و موقعیت تركپاسخ تیر چناست بعلاوه وي نشان داد . استتجربی  روشلیلی با حشده از حل ت
  )2.3 شکل (. باشد میساس نح
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  [9] حساسیت یک تیر یکسر گیردار به موقعیت ترك بر روي تیر :2.3 شکل

در مورد وجود  [10]  آرایاییاز دیگر کارهاي صورت گرفته در بحث ترك و بار متحرك مقاله ي آقاي      
در این مقاله یک روش . باشد میترك باز و ترك باز و بسته شونده در پاسخ تیر دو سر گیردار به بار متحرك 

باز و تعیین پاسخ دینامیکی تیر نامیراي اویلر برنولی با ترك  يبه همراه یک روش محاسباتی برا، تحلیلی
روش محاسباتی بر پایه تکنیک المان هاي . استشده  ارائه اي تحت حرکت جرم متحرك نقطه ١بسته شونده

به منظور توجه به تأثیرات  گسستهابتدا روش استاندارد المان هاي . باشد میو روش اجزاي محدود  ٢گسسته
ترك باز و و  سپس این تصحیح براي محاسبه ترك هاي باز. نیروهاي مرکز گرا و کریولیس تصحیح شده است

نتایج دیگر ، گسستهالمان هاي درستی روش   معیار. است گسترش یافتهتحت جرم متحرك  بسته شونده
  . باشد میبا نتایج روش اجزاء محدود  مقایسه در این حوزه و نیز مقالات ارائه شده

انحناي لحظه اي به  که متناسب است بادر این مقاله بصورت تابعی از انحناي تیر  ترك باز و بسته شونده
موقعیت و ، تأثیرات سرعت جرم متحركوي همچنین . بیان شده است، در المان داراي ترك ءبیشترین انحنا

فرکانس هاي طبیعی تیر تحت تأثیر ترك مورد . است دادهمورد بررسی قرار  روي خیز تیررا بر رك اندازه ت
از جمله نتایج این مقاله عبارت . یر معمولی مقایسه شده استتمطالعه قرار گرفته و با فرکانس هاي طبیعی 

                                                
1- Breathing crack 

2 -Discrete Element Technique (DET) 
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گره در آن نقطه دارند اینکه اگر ترك در محل گره واقع شود تاثیري بر فرکانس مد هایی که یک است از 
  ).  2.4شکل ( . ندارد

 

=   . اختلاف بین فرکانس هاي طبیعی تیري با ترك باز و  تیري بدون ترك: 2.4شکل   .  •.    =  .   ∘ 
[10] 

بخصوص در مورد ترك باز میشود ولی ، وي نشان داده است که افزایش اندازه ترك باعث افزایش خیز     
همچنین هر چه ترك به مرکز تیر نزدیکتر باشد تاثیرات . چندانی در مود ترك باز و بسته شونده نداردتاثیر 

  . شود میآن بر پاسخ تیر بیشتر 

 ع بار ورودي متفاوت است  پروفسورپاسخ آنها نسبت به شکل و طول و انحنا و نو، در بحث طراحی پل ها     

Chen [11]  رافنر و دمپر ، از جرم متشکلامیکی یک کمان تحت بار متحرك رفتار دین یکی از شاگردانشو 
فنر بر پاسخ تیر  - نیروهاي اینرسی سیستم جرمتأکید این مقاله بر تاثیر . )  2.5شکل( ستبررسی کرده ا
 تیرِ ه مدل نیروي متمرکز یک تقریب خوب براي زمانی کهوي نشان داده است ک. باشد میکمانی شکل 

  . باشد می است عبور بار ناچیز ك و سرعتزنا، کمان
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  [11] تیر کمانی شکل تحت عبور سیستم تعلیق: 2.5 شکل

از سرعت بحرانی را نسبت به بار متمرکز  متفاوتوي نشان داده است که سیستم تعلیق یک ناحیه      
که سرعت عبور بار کم باشد کل انرژي جذب شده توسط کمان همزمان با  بعلاوه زمانی. کند میبینی   پیش

ي انرژ ي جذب شده در عبور لاو نیز این انرژي داراي حد با فنر سیستم تعلیق افزایش یافته تیِفافزایش س
  . باشد میبار متمرکز و حد پایینی عبور جرم متمرکز 

ك قرار دارند تنها شناخت جابجایی سازه براي طراحی در طراحی سازه هایی که در معرض عبور بار متحر     
شتاب ایجاد شده در  کند میآنها کافی نیست ویکی از اثرات مهم که در ایمن بودن سازه نقش مهمی ایفا 

تغییر ناگهانی خیز و جدا شدن بار از ، از اثرات مهم این شتاب ایجاد ضربه. باشد میسازه به علت عبور بار 
مقالات پیش رو از جمله کارهایی است که به بررسی شتاب ایجاد شده در اثر عبور . باشد میروي سطح سازه 

  . بار متحرك می پردازد

Yaua      [12]  و همکارش در تحقیقی پاسخ شتاب یک تیر ساده تحت عبور یک سري بار با فاصله برابر و
هاي کلیدي حاکم بر پاسخ تشدید تیر  پارامتر، به کمک حل دقیق. سرعت ثابت را مورد بررسی قرار داده اند

، براي تیرهایی با میرایی کم. مشخص شده و در این راستا تاثیر مدهاي بالا در پاسخ تیر بررسی شده است
همچنین . از آن ها صرفنظر کرد توان میمدهاي بالا تأثیرات مهمی برروي دامنه شتاب تیر گذاشته بطوریکه ن

وي با توجه . ) 2.6شکل ( شود مییک تیر الزاماً در وسط دهانه آن حادث ن شتاب بیشینه اندنشان داده  آنها
ارائه  شود میبه مودهاي اول و دوم فرمولی براي اینکه آیا شتاب بیشینه در این نقطه یا جاي دیگر حاصل 

پاسخ از شرکت مودهاي با لا در  قابل توجه استبراي نمونه هایی که اثرات میرایی سازه اي . کرده است
که براي تیرهایی با میرایی زیاد پاسخ شتاب بیشینه از  ندا هنتیجه گرفت آنها. نظر کردصرف توان میشتاب 

  . کند میمدهاي اصلی پیروي 
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 [12] شتاب بیشینه یک تیر میرا تحت عبور بار با سرعت تشدید: 2.6شکل 

متحرك فرض شده است که بار در هیچ لحظه اي از تیر جدا  رمقالات ارائه شده در بحث بااز در بسیاري      
به بررسی جداشدن یک سیستم تعلیق هنگام حرکت برروي تیر و دوباره   Dan Stăncioiu [13] اما . نشود

تیر را بعد از جدا بر روي بار قرار گرفتن در این مقاله وي شرایط دوباره . ستقرار گرفتن بر روي آن پرداخته ا
اساس مقادیر مشخصی از پارامترهاي وي نشان داده است که این جداشدگی بر . کرده است شدن بررسی

در  ١در طول مسیر حادث شود و بصورت معمول یک پرش چندین بارممکن است ، و سرعت بار  سیستم
  . شود میحاصل  ٢در لحظه یکی شدن، سرعت تیر

در در افزایش ناحیه ي سرعتی که جدایش  mumsبه تأثیر افزایش  توان میاز جمله نتایج این تحقیق      
بعلاوه او نتیجه گرفته است زمانی که جدایش در فاصله . ) 2.8و شکل  2.7شکل (اشاره کرد دهد میرخ آن 

                                                
1 - Jump 

2 - Reattachment 
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تغییر خیز در اثر ضربه ناچیز بوده اما نیروي ضربه  اتفاق می افتداي نزدیک به انتهاي تیري که ثابت است 
  . باشد میزیاد 

 

  

 

  [13]مدل سیستم تعلیق بررسی شده : 2.7شکل 

 

 [13] در افزایش ناحیه سرعت جدایش ⁄    تا ثیر افزایش نسبت : 2.8شکل 

نحوه کنترل پاسخ بویژه کاهش ومیرا نمودن شتاب از اهمیت ویژه ، بعداز بررسی پاسخ پل به بار متحرك     
تیر ساده تحت  ات تشدیدهمکارانش روشی براي کاهش ارتعاش و P.Museros [14]. اي برخوردار است
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و بر روي یک تیر کمکی رهاي ویسکوز زیر تیر اصلی پدر این روش یک سري دم. بارمتحرك را ارائه کرده اند
. یابد میچشمگیري این روش کاهش  باتحقیقات آنها نشان داده است که پاسخ تشدید . است شدهقرار داده 

ر تجهیز شده و توسط یک بار گذاري سینوسی براي تشخیص پلی توسط یک سیستم دمدر ابتدا تیر اص
  . ) 2.9شکل ( شود میتحریک ، حالت بهینه میرایی

 

  [14] ارائه اولین مد تحریک در مختصات مدال به منظور کشف حالت بهینه دمپر: 2.9شکل 

کاهش مقدار بیشینه ، از شکست تیر کمکی وي در این مقاله مقدار بهینه  میرایی را به منظور جلوگیري     
  . شتاب در تیر اصلی و تجاوز نکردن نیروي انتقال یافته بین دو تیر از حد توانایی دمپر تعیین کرده است

. در حوزه ویسکو الاستیک کار هاي متفاوتی در زمینه پایداري تیر ویسکو الاستیک صورت گرفته است     
Fung [14]  ت تحریک هارمونیک و تحپایداري دینامیکی یک تیر ویسکو الاستیک در مورد و همکارانش

  ).2.10شکل( مطالعه کرده است پارامتري بصورت همزمان

  

  [14] تیري تحت تحریک هارمونیک و پارامتري: 2.10شکل 
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، )اصل تناظرروش مستقیم بدون استفاده از (١دیفرانسیلی ویسکوالاستیک نبنیادیبا توجه به قانون  او    
حاکم بر معادله دیفرانسیلی تعمیم یافته ، سفتی و میرایی، و تأثیرات غیر خطی اینرسی ٢بزرگ خیز انحناي

بوسیله انتخاب یک مدل استاندارد خطی سه او . را استخراج کرده استیک تیرویسکوالاستیک سیستم 
به یک معادله دیفرانسیل غیر خطی از  رامعادله حاکم ، ریب گالرکینقو استفاده از ت1.6 عضوي بصورت شکل 

  . نموده استدرجه سه تبدیل 

یک تیرویسکوالاستیک بصورت مستقیم و بدون استفاده از حاکم بر  ي معادله در این مقاله نحوه استخراج     
باید اشاره نمود که دراین تیر ساده نیروي  2.10یح شکل ضدر تو. شده استاصل تناظر بخوبی توضیح داده 

ttFFtبصورت  F(t)تحریک  2cos)( θ=  وtPPtP t 10 cos)( θ+=سیستم جرم فنر داراي جرم. باشد می ،
ML  و ضریت سفتیKs  و ضریب اصطکاكCL ي استخراج شده است دمتعد بعد بیدر این مقاله ضرایب . است

 هايبه پارامتر توان میاز آن جمله . سازي معادلات تأثیر بسزایی داشته استکه در بررسی نتایج و ساده 
  . زیر اشاره نمود بعد بی

(2-1)      
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به ترتیب ضریب بار دینامیکی و استاتیکی نیروي  Psو  Pd، اولین فرکانس طبیعی تیر Ωدر معادلات بالا 
ي مادي در مدل اثابت ه 2ηو  E1 ،E2و  فرکانس تحریک نیروي هارمونیک    و ) بار محوري(پارامتریک 

  . باشد می 1.6تعریف شده مشابه شکل 

                                                
1 - Viscoelastic differential constitutive law 

2 - Large deflection curvature. 
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اشاره میکند که نتایج حاصل از  خطی و غیر خطی را مورد توجه قرار دادهوي در مقاله خود هر دو حالت      
او با  بردن معادله خطی در فضاي حالت و استفاده از . باشد میکافی  معادله خطی براي بررسی پایداري تیر

ک بعنوان ی را Kاو ثابت . به بررسی پایداري و شرایط آن در معادله خود پرداخته است Stevens [16]روش 

P∗متناسب  با اندازه ) (4-2)معادله ( را Eاندازه از درجه رفتار ویسکوالاستیک سیستم و ثابت 
P  کهP*  بار

  . کمانش اویلري تیر  است در نظر گرفته است

 Kسیستم یعنی ثابت  ي الاستیسیتهاز جمله نتایج تحقیق وي عبارت است از اینکه افزایش رفتار ویسکو     
اما اگر این پارامتر از یک مقدار بحرانی عبور کند ماده بصورت . استبا افزایش پایداري سیستم  متناظر

  . کند میتدریجی بسمت مایع میل پیدا کرده و تأثیرات  ناپایداري در سیستم ایجاد 

ک اثر تحری پارامتریک و هارمونیک قرار دارد هنگامی که سیستم به طور همزمان تحت تحریک     
بنابراین بررسی تأثیر تحریک پارامتریکی در . باشد میپارامتریک به مراتب بیشتر از تحریک هارمونیک 

فنر به تیر متصل شده افزایش سفتی ، در سیستمی که بصورت جرم. باشد میکافی ، پایداري سیستم خطی
  . سازد میسیستم را پایدارتر ، ضریب اصطکاك و کاهش جرم، فنر

او در این . اشاره کرد Kocatürk [17]بار متحرك در تیر ویسکو الاستیک میتوان به مقالات در حوزه ي      
ز مرکز اتحت بار خروج به بررسی پاسخ تیر  در نظر گرفته و ویت  –بصورت مدل کلوین را حوزه سیستم 
بصورت  در مدل مسئله نیروي فشاري. ) 2.11شکل (پرداخته است  و نیروي متحرك متمرکز محوري فشاري

 یک نیرو در مرکز سطح مقطع و به همراه یک گشتاور اعمال شده است و نیروي هارمونیک متمرکز با سرعت
وي معادلات حاکم بر سیستم را به کمک معادلات لاگرانژ استخراج نموده . کند میثابت بر روي تیر حرکت 

 . بهره برده است تابع چند جمله اي براي مشخص کردن پاسخ تیر یک است و براي حل آن از

 

  [17] مدل مسئله براي اعمال نیروي خروج از مرکز: 2.11شکل 
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شرایط مرزي در دوانتهاي تیر به کمک ضریب  لاگرانژ به یک سیستم معادلات جبري تبدیل شده و به      
  . معادلات حاکم حل شده است  ١کمک روش انتگرال مستقیم نیومارك

در نهایت . تعریف  تابع انرژي اتلافی وارد معادلات لاگرانژ کرده است وي خاصیت ویسکوالاستیک را بصورت
 با ارائه رابطه اي به شکل 

(2-5)      
k

k

ω
ωγγ

ζ
2

2
21 +

=  

 اي دایرهفرکانس طبیعی  kωمتناسب با میرایی داخلی و  2γمتناسب با میرایی خارجی،  1γکه در آن      
نظر  ζ=05.0را در کل مقاله عبارتی برابر  ζ ،کردن از میرایی خارجی و با صرفنظر باشد میام تیر  kمد 

  . را استخراج نموده است 2γگرفته و به کمک آن مقدار 

بیشتر تمرکز خود را در این مقاله بر روي بحث درمورد روش عددي انتخابی و همگرایی آن گذاشته  او     
او در مقاله خود نشان . است بعلاوه در مورد تأثیر نیروي فشاري بر روي فرکانس طبیعی تیر بحث کرده است

حادث شود و این  کل نوسان تیر در قسمت منفی نمودار شود میداده است افزایش نیروي فشاري باعث 
در این مقاله نشان داده . )2.12شکل (حالت را براي طراحی تیرهاي سیمانی و پل ها مناسب دانسته است 

زمانی که از فرکانس طبیعی اول تیر بیشتر باشد باعث کاهش ، شده است که افزایش فرکانس بار هارمونیک
وي مقاله ي دیگري با همین خصوصیات و روش حل در مورد تیر ویسکو الاستیک . شود میخیز تیر 

  .[18] تیموشنکو ارائه کرده است 

                                                
1- New mark 
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کز رخیز تیر ویسکوالاستیک تحت نیروي هارمونیک و نیروي فشاري با مقادیر مختلف با خروج از م: 2.12شکل 
[17]  

 [19]به مقاله آقاي محمودي و خادم  توان میاده اند از محققین ایرانی که در این زمینه تحقیقاتی انجام د     
  . باشد میویت  –اشاره کرد که در زمینه ارتعاشات آزاد غیر خطی  تیر ویسکو الاستیک کلوین 

در این مقاله یک تیر غیرخطی ویسکوالاستیک با درجه ي غیرخطی سه مورد توجه قرار گرفته است و      
بوسیله روش چند . می با دامنه ي ارتعاشاتی بزرگ استخراج شده استمعادلات حاکم بر حرکت براي سیست

هاي غیرخطی و فرکانس هاي طبیعی به صورت تحلیلی فرمول بندي شکل مد ١در تئوري اغتشاشات مقایسه
سپس به کمک . باشد مینتایج استخراج شده براي انواع مختلفی از شرایط مرزي قابل استفاده و   شده است

ی غیرخطی بعلاوه یمعادلات حرکت یک میرا. متغیرهاي فضا و زمان از هم جدا شده اندروش گالرکین 
  . دهند میهندسه و اینرسی غیرخطی را نشان 

 از یثابت ي فرکانس هاي طبیعی غیرخطی را وابسته به دامنه، وجود اینرسی و هندسه غیرخطی     
با دامنه نوسانات بصورت نمایی ، ه شده استلکن زمانی که میرایی غیرخطی وارد مسئل سازد میتعاشات ار

با زمان تغییر و فرکانس هاي طبیعی غیر خطی بصورت لگاریتمی )  2.13شکل ( کنند میزمان تغییر 
بصورتی که از یک مقدار دور از فرکانس خطی شروع شده و با گذشت زمان بصورت مجانبی به  کنند می

  . )2.14 شکل  ( رسند میمقدار فرکانس خطی 

                                                
1 -Multiple Scale 
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ویت با در نظر گرفتن  –تغییر نمایی دامنه نوسانات نسبت به زمان براي تیر ویسکو الاستیک کلوین : 2.13شکل 

  [19] خیز بزرگ
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 [19]تغییر لگاریتمی اولین فرکانس یک تیر ویسکوالاستیک دو سر پین نسبت به زمان : 2.14شکل 

روش  ازبررسی پاسخ زمانی سازه هاي میرا شده با مواد ویسکوالاستیک در  [24]آقاي بشارتی  همچنین     
معادلات  در این تحقیق. استفاده کرده استتبدیل فوریه سریع براي یافتن پاسخ زمانی سازه هاي مختلف 

فرکانس بدست آمده و با کاربرد این  حوزهحاکم بر ورق ساندویچی سه لایه با لایه میانی ویسکوالاستیک در 
همچنین پاسخ زمانی سازه با تغییر در . شده استزمان منتقل  حوزهمعادلات بدست آمده به  روش

 .پارامترهایی نظیر مدول برشی و ضخامت لایه ها مورد بررسی قرار گرفته است

  :جمع بندي – 2-1

دسته اي از مقالات نوشته شده در مورد بار متحرك و مواد ویسکوالاستیک تحت  در این فصل به بررسی
در مورد مواد ویسکوالاستیک بررسی عمدتاً در شاخه ي پولیمر وشیمی بوده . رداخته شدپتحریک دینامیکی 

د و بررسی هاي حوزه ي دینامیک و ارتعاشات عمدتاً مربوط به پایداري و تعیین فرکانس غیر خطی این موا
  . مورد مطالعه قرار گرفتی از آنها یاهکه نمونه  باشد می
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 فصل سوم 

  

 

  

 ویسکوالاستیک بررسی پاسخ تیر نازك 

  :مقدمه – 3-1

الاستیک صورت گرفته است که  حوزهوي تیر در رحرك برتتا کنون حل هاي متعددي در مورد بار م   
و کمتر  باشد می.. .و ،شکل تیر فونداسیوننوع ، مرزيشرایط ، بار چگونگی موقعیتتفاوت آنها در ، عموماً

تحت از این رو در این فصل معادله حاکم بر پاسخ تیر ویسکو الاستیک . جنس خود تیر مورد توجه بوده است
  . گردد میبار متحرك استخراج شده وحل 

  استخراج معادله تیر در فرم ویسکوالاستیک  – 3-2

  روش مستقیم – 3-2-1

 : [15] عبارت است ازسطح مقطع ، با فرض ثابت بودن چگالی برنولیمعادله تیر 

(3-1)    ),(),(
2

2

2

2

txf
x

txM
t
wA =

∂
∂

−
∂
∂

ρ 

 w، گشتاور خمشی M، نیرو بر واحد طول f(x,t)، سطح مقطع A، مدول الاستیسیته E، چگالی  که در آن 
صفر  (20-1)در معادله  P2براي یک ماده ي تراکم نا پذیر . باشد می طولی مختصه xو  جابجایی عرضی تیر

در نتیجه براي یک ماده که در برش رفتار ویسکوالاستیک داشته و در اتساع جامد تراکم ناپذیر  شود می
 : شود میبه شکل زیر تبدیل  (20-1)معادله  باشد می

(3-2)     E

E

P
Q

P
QDE ==

1

1

2
3)(
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و با استفاده  کند میپیروي  الاستیکویسکوزمان مدل  -کرنش -لایه از تیر از رابطه ي تنشفرض اینکه هر با 
  . [15] شود میکرنش براي انحناي کم به شکل زیر استخراج  -انحناء  -رابطه ي زمان ، نازكاز تئوري تیر 

(3-3)   y
x

txwytxtyx 2

2

00
),(),(),,(

∂
∂

−≈+= γκγγ
  

),(، تار خنثیکرنش در    بطوریکه  txκ  انحناي تیر وy  فاصله از مرکز سطح براي یک لایه مشخص در
  : گشتاور خمشی براي یک تیر عبارت است از. باشد میصفحه ي انحنا 

(3-4)     ∫=
A

ydAtyxtxM ),,(),( σ  
  : [1]ویسکوالاستیک رابطه ي تنش کرنش محوري عبارت است از  نازكهمچنین براي یک تیر 

(3-5)     )()( tQtP xx
E

xx
E γσ =  

 : (5-3)و  (4-3)و به کمک روابط  (5-3)  ي معادلهدر  PEبا اعمال عملگر 

(3-6)    2

2 ),(),(
x

txwIQIQtxMP EEE

∂
∂

−== κ 

دوبار مشتق گرفته شود  xنسبت  (6-3) ي معادلهاگر از . باشد میمقطع گشتاور دوم سطح  I، (6-3)در معادله 

2 و با جایگذاري عبارت

2 ),(
x

txM
∂

  .شود میشکل ویسکوالاستیک معادله حاصل ، در آن (1-3)از معادله  ∂

(3-7)    ),(),(),(
4

4

2

2

txfP
x

txwQI
t

txwPA E
EE

=
∂

∂
+

∂
∂

ρ
  

 : براي یک تیر ساده شرایط مرزي مسئله عبارتند از

(3-8)    0),(),0(),(),0( 2

2

2

2

=
∂

∂
=

∂
∂

==
x

tLw
x

twtLwtw  

  رظتنااستفاده از اصل  – 3-2-2

به شکل الاستیک  حالتسطح مقطع و مدول الاستیسیته در ، معادله تیر برنولی با فرض ثابت بودن چگالی
  : [15]زیر قابل بیان است 
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(3-9)    ),(),(
4

4

2

2

txf
x

txwEI
t
wA =

∂
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+
∂
∂

ρ  

 (9-3) ي معادلهبه صورت مرسوم از  توان میباشد بر اساس اصل تناظر مسئله تابع زمان ن يشرایط مرز اگر
را جایگذاري کرده به حل مسئله پرداخت  sE(s)مقدار  E در نهایت به جاي عبارت  لاپلاس گرفت وتبدیل 

بیان کرده از این رو  sE(s)مختلط یعنی را معادل مدول  (20-1)  ي معادله [1]ولی با توجه به اینکه در مرجع 

E عبارت Eبه جاي مقدار  (9-3) ي معادلهتنها کافی است در 

E

P
QDE ضرب  جایگذاري کرده و بارا  )(=

  . شود می حاصلزیر  شکلبه  (9-3) ي معادله PEکردن طرفین در مقدار 

(3-10)    ),(),(),(
4
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txfP
x
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t

txwAP EEE =
∂

∂
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∂
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ρ
  

  حل معادله – 3-3

  .به فرم زیر انتخاب کرد توان میتابع ویژه مودال را  (8-3) ي معادلهبا توجه به شرایط مرزي 

(3-11)                            ∑
∞

=

=
1

)sin()(),(
n

n L
xntatxw π

  
  . شود مینتیجه  (7-3) ي معادلهدر  (11-3) ي معادلهبا جایگذاري 

(3-12)                     ])sin(),(2[)()(
0

4

dx
L

xntxf
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L

n
A
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n

E
n

E ∫=





+

π
ρ

π
ρ

&&
  

2 که در آن

2

dt
ada n

n =&&.   

معادله حاکم بر این  . نمایش داده شده است 3.1مدل استاندارد خطی ویسکوالاستیک مورد نظر در شکل      
  :مدل عبارت است از

(3-13)                                   ( ) )(2 21
21

1 γ
η

γσ
η

σ
GGGGG

++=+ &&  



42 

 

 

                                     مدل استاندارد خطی: 3.1شکل 

  . باشد میبه صورت زیر قابل استخراج  P1و  Q1مقادیر عملگر هاي  (13-3) ي معادلهاز 

(3-14)                           ( ) )(2 21
211 η

GG
dt
dGGQ ++=  

(3-15)                                           
η

1
1

G
dt
dP +=  

زیر تبدیل  شکلبعد از اعمال عملگر ها به  (12-3) ي معادله (2-3)و  (15-3)، (14-3)دلات ابا توجه به مع     
  : شود می

( ) ])sin(),(2[33
0

4
21

4

21
1 dx

L
xntxf
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L
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A
IGGa

L
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A
IGGaGa
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
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
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π
ρ

π
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π
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&&&&&&
       

(3-16) 

تیر ویسکوالاستیک  کلی براي شکلیک  توان میرا  (16-3) ي معادلهجدا از بیان مسئله تحت بار متحرك 
د شکل هاي متفاوتی داشته باشد توان میتابع نوع ورود بار بوده و ، راست معادلهسمت . برشی در نظر گرفت

گذاري مورد بررسی قرار گرفته است  رنوع بادر این جدول چهار . شده است آورده 3.1معادله در جدول  که
لخواه بر روي به صورتی که در ابتدا بار پیوسته وارد تیر شده و بعد از رسیدن به انتهاي آن براي مدت زمانی د

شات آزاد ناشی از او در پایان بعد از خروج کامل بار ارتع کند میآن قرار گرفته سپس شروع به خروج از آن 
با توجه به اینکه این بار گذاري به . بخش چهارم بارگذاري مورد بررسی قرار گرفته است این تحریک بعنوان

 . باشد میشرایط اولیه هربخش تابع بخش قبلی خود  است صورت پیوسته انجام گرفته
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 انواع مختلف بارگذاري: 3.1جدول 

),(  شرایط اولیه  شکل بار  حالت بار گذاري txf   (17-3) ي معادلهطرف راست 

 ورود
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  ارتعاش آزاد
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در هر  عمومیمعادل با مختصات  d(t)و  a(t) ،b(t) ،c(t)، 3.1در جدول ، با توجه به توضیحات داده شده
گذشتن کامل بار از زمان دلخواه بعد از   T1، زمان ماندن بار بر روي تیر  Tهمچنین . باشد میبخش بارگذاري 

LV، اندازه ي بار بر واحد طول  P0، طول دهانه ي تیر  L ، سرعت ثابت عبور بار  V، روي تیر /πω = 
  : زیر به صورت بعد بیبا معرفی عبارات . باشد میي واحد اتابع پله  H(t)و تحریک  اي دایرهفرکانس 
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(3-17)    t1Ω=τ  
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T، زمان رهایش  مدت  ′

  ي معادله بعد بیبا وارد کردن عبارات . باشند می بعد بیزمان  τ وشاخص تاثیر سرعت  α، فرکانساولین 
  . شود میزیر تبدیل  شکلله براي بخش اول بارگذاري به این معاد، (17-3) ي معادلهدر  (3-18)
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است همچنین چون معادله خطی . باشد میبعد هر دو طرف معادله از جنس طول  (19-3)در معاد له ي 
این در بخش بعد مقدار . شود میضریب طرف راست معادله در جواب نیز به صورت یک ضریب کلی وارد 

  . شود میاري کامل بیان سب خیز استاتیکی وسط تیر در بارگذضریب بر ح

  حل استاتیکی مسئله – 3-3-1

 قرار گرفته است P0H(t)تحت بار پیوسته ي هنگامی که تمام دهانه ي تیر  (12-3) ي معادلهبا توجه به 

  . شود میبه صورت زیر باز نویسی این معادله ، کردن از عامل شتاب صرفنظربا  ) 3.1حالت ماند در جدول (
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  :است از عبارت (19-3) ي معادلهحل  .ستابا فرض نادقیق اینکه خیز اولیه برابر صفر
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  : خیز تیر عبارت است از (11-3) ي معادلهبا توجه به 
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  : عبارت است از n=1و براي  نهایت بیخیز استاتیکی وسط تیر در زمان  (21-3) ي معادلهبا توجه به 
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  حل نهایی – 3-3-2

  :وشتزیر ن شکلبه   توان میرا  (18-3) ي معادله (22-3) ي معادلهبا توجه به 
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که تمام ضرایب آن مثبت و حقیقی بوده و به  باشد میخطی از مرتبه ي سه  ي معادلهیک  (23-3) ي معادله 
به دلیل اینکه همه ضرایب معادله  ١قضیه تغییر علامتمطابق با . ر به فرد داردصیک جواب منح nازاي هر 

شه ي حقیقی منفی و د داراي سه ریتوان میمشخصه ي این معادله تنها  ي معادله ،باشند میمثبت و حقیقی 
  . [2] یا دو ریشه ي مزدوج مختلط و یک ریشه ي منفی باشد

شکل  .مشخصه  داراي دو ریشه ي مزدوج مختلط و یک ریشه ي منفی است ي معادلهدر حالتی که      
  . زیر باشد صورتد به توان میمشخصه  ي معادله

(3-24)                                               0)))((( 22 =+++ bac λλ  

ibaو  c−=λو اعداد مثبتی بوده و cو  a ،b که در آن m−=λ  در . باشند میریشه هاي معادله مشخصه
 : برابر است با n=1راي باین حالت پاسخ معادله 

(3-25)              
))]cos(2)sin(2()cos(1)sin(1

)2)((
)(

)(
[

2
)( 22222

2

22
01

1

ττατατ

α
α

τ

τ

τ

bBbAeBA
ccaabcc

eKc
bac

KyEa

a

c

++++

−+++
−

+
+

=

−

−

 

 :بطوریکه
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1  - Rule Of Signs 
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نسبت ، y0قدر مطلق و نرمالیزه کردن عبارت حاصله به  (11-3)در معادله  (23-3) ي معادلهپاسخ با وارد کردن 
  . شود میحاصل  y0دلخواه به قدر مطلق  ي نقطهدر هر لحظه و در هر  تیرخیز دینامیکی 

  بررسی پاسخ – 3-4

 Kو  E1 بررسی پارامتر هاي – 3-4-1

 طبق معادلههمچنین  [15]  سیستم ي الاستیسیتهویسکو رفتار معادل با درجه ي توان میرا K پارامتر      

معادل  E1پارامتر . ر گرفتدرنظ رهایش زمانبرابر  π2تیر به  فرکانسنسبت زمان اولین  معادل با (3-18)
براي مقادیر  3.3و  3.2ل شکادر ا. اولیهتیر در زمان  مدول برشیبه  نهایت بیتیر در زمان  مدول برشیاست با 

1=α  5.01و =E نسبت خیز دینامیکی وسط تیر به خیز استاتیکی وسط تیر نسبت به  اتنمودار تغییر
πατ بعد بی زمان /15زمان . شده است رسم⋅/ =⋅ πατ ، زمان انتخابی بعنوان مدت زمان قرار گرفتن بار

که در نمودار ها با  باشد میهمچنین معادل با لحظه ي خروج بار از روي تیر بعد از رسیدن به انتهاي تیر 
/1 زمان. باشد میاین زمان در بررسی نتایج حائز اهمیت . خط چین مشخص شده است =⋅ πατ  زمان

 . باشد میاي تیر رسیدن بار به انته
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را  K=1عدد ، همچنین به طور مشخص. تغییر کرده است 50تا  0.01از  Kمقدار  3.3و  3.2ل در اشکا     
 π2 فرکانسدر این حالت خاص زمان اولین . بعنوان یک عدد مهم براي رفتار سیستم در نظر گرفت توان می

این در یکی تبیشترین و سریعترین میرایی از نظر نسبت خیز دینامیکی به استا برابر زمان رهایش بوده  و
/1 مقدارکلیه نوسانات حول ، از روي تیر رقبل از خروج با. شده استحالت حاصل  0 −=yyd   و اگر بوده

ت خیز دینامیکی و در این حال. شود میزمان قرار گیري بار بر روي تیر افزایش یابد حول همین مقدار میرا 
از دیگر نکات مهم در مورد . نیز صادق است E1این مسئله براي مقادیر مختلف . شود میاستاتیکی تیر یکسان 

K=1 سیستم رفتار ] نهایت بیبه سمت صفر یا به سمت [شدن از این نقطه در هر جهتی  رواین است که با د
. ده استهبه وضوح قابل مشا K=0.01و  K=50در مورد  موضوعاین . دهد میالاستیک تري از خود نشان 

/0 بعد از آغاز خروج بار از روي تیر نوسانات به سمت 0 =yyd  البته مدت زمانی که . کند میمیل پیدا
. باشد می K=1 بوده و سریعترین مقدار متناظر با K وابسته به مقدار رسند مینوسانات به این نقطه مشخص 

الاستیک در نظر  توان میخروج بار را از ه بعد چرفتار سیستم چه قبل از خروج بار و  K>>1مقادیربراي 
رفتار سیستم قبل از  K≈0براي  . نسبت داد η یا کوچکی 1Gبه بزرگ بودن  توان میاین حالت را . گرفت

به  کندياما بعد از خروج بار دامنه نوسانات بصورت بسیار . باشد میشروع خروج بار مشابه رفتار تیر الاستیک 
در بزرگ بودن زمان رهایش نسبت به زمان اولین  توان میدلیل این رفتار را . کند میسمت صفر میل 

  . در نظر گرفت فرکانس

 

5.01در  K≥1ر یدابررسی مق: 3.2شکل  =E  1و=α  
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5.01در  K≤1بررسی مقادیر : 3.3شکل  =E  1و=α  

انجام شده  K=1در ، E1از این رو تحلیل مقادیر مختلف  باشد می K=1بدلیل اینکه بیشترین میرایی براي      
، E1فارغ از مقدار  ها نمودارهامیرا شدن کلیه ،  3.5و  3.4در اشکال  E1 پارامترمورد در اولین نکته مهم . است

/1قبل از خروج بار به مقدار  0 −=yyd شوند میمیرا ، به این مقدار نمودارهاالبته مدت زمانی که . باشد می 
 E1زمانی که . شود میاین زمان طولانی تر نزدیکتر باشد  1به مقدار  E1بوده و هر چه  E1 اندازه ي ه بهتوابس

سیستم افزایش پیدا کرده و باعث کاهش میرایی و افزایش زمان آن  ي الاستیسیته  ،کند میمیل  1به سمت 
در زمان اولیه است  آنبه مدول برشی  نهایت بیدر زمان ماده با مدول برشی  E1این بدلیل تناسب  و شود می

 ي مقدار تقریبیبرا. به نمایش گذاشته استیکی از خواص مواد الاستیک را ، که معادل بودن آن با یک
2.01 ≤E  خیز تیر بدون نوسان به رشد خود ادامه داده تا به مقدار خیز استاتیکی برسد این رفتار ناشی از

از این رو در طراحی هایی که نیاز مند ارتعاش بسیار ناچیز . باشد می ماده کوزیته يسویافزایش خاصیت 
  . بهره جست E1از مقادیر مشخصی از پارامتر  توان میاست 
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5.01بررسی مقادیر : 3.4شکل  ≤E  1در=K  1و=α  

 

5.01بررسی مقادیر : 3.5شکل  >E  1در=K  1و=α  

  αشاخص تاثیر سرعت بعد بی تربررسی پارام – 3-4-2

تنها بخش  3.6در شکل . در پاسخ تیر مشخص شده است αتاثیر پارامتر  3.8و  3.7، 3.6در شکل هاي      
در این . ابتدایی حرکت شامل ورود بار پیوسته به تیر و رسیدن به انتهاي آن مورد بررسی قرار گرفته است

بوده و از این رو در  ورود بار به روي تیر این مقدار را  α=5.0بیشترین خیز متعلق به ، بخش از بار گذاري
د توان می Kو  E1به پارامتر البته این مقدار بسته . ت در نظر گرفتحالت بحرانی براي مقدار سرع توان می
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مقدار دقیق آن 3.6بیان شده در شکل  هاي پارامترمقدار همچنین با توجه به . تی داشته باشدومقدار متفا
53.0=α 25.0مقدار تقریبی  براي. باشد می≤α ] انتظار داشت  توان می] حرکت بسیار آرامِ شبه استاتیکی

 و α=1.0 میل کند این پدیده در مورد 1−که ضریب دینامیکی سیستم در انتهاي حرکت به سمت عدد 
25.0=α  قابل مشاهده است 3.6در شکل .  

 

  αبه ازاي مقادیر مختلف  بعد بیات ضریب تقویت دینامیکی بر حسب زمان تغییر: 3.6 شکل

هنگامی که بار به طور کامل بر روي تیر قرار گرفته  α>1 به طور مشخص براي 3.8و  3.7 از شکل هاي
/1 ثابت به مقدارضریب تقویت تیر به سرعت میرا شده و است  0 −=yyd  دلیل افزایش سرعت . کند میمیل

صادق است ولی  α البته این مسئله براي تمامی مقادیر. زمان کافی براي پاسخ تیر باشد دتوان می میرایی تیر
کافی  زمان تیر  αبراي مقادیر بسیار بزرگ . استمدت زمان میرا شدن نیز افزاش یافته αبا افزایش مقدار

این تاخیر در اشکال . شود میگفت افزایش سرعت باعث تاخیر پاسخ تیر  توان میبنابر این  براي پاسخ ندارد
  . باشد می تشخیصقابل ، راستاولین کمینه نمودار ها به سمت  انتقالبا  3.8و  3.7
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  α>1به ازاي مقادیر مختلف  بعد بیات ضریب تقویت دینامیکی بر حسب زمان تغییر: 3.7 شکل

 

  α≤1به ازاي مقادیر مختلف  بعد بیات ضریب تقویت دینامیکی بر حسب زمان تغییر: 3.8شکل 

  بررسی بیشینه پاسخ – 3-4-3

بیشینه ي ضریب بار ، براي تحلیل این مسئله. است ي خیز مهم در تحلیل بار متحرك بیشینهیکی از مسائل 
 نموداربر اساس این . آورده شده است 3.9تیر در شکل  بعد بیمتر سرعت ادینامیکی سیستم بر حسب پار

به یک مقدار ثابت میل  E1پارامتر مقدار بیشینه خیز تیر تغییر چندانی نکرده و براساس ، α<2براي 
25.01 ت برايفگ توان میهمچنین . کند می <E ایش سرعت مقدار بیشینه ي خیز تغییر چندانی با افز
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براي . باشد میاین رفتار به دلیل افزایش خاصیت ویسکوزیته ماده  باشد می 1نداشته و نزدیک به مقدار 
E1=0.99  انتظار داشت براي  توان میاز این رو  .باشد می 2این مقدار برابرK=1  مقدار قدر مطلق بیشترین

  . باشد می [1,2]بازه ي ضریب دینامیکی بین 

 

   K=1در  قدر مطلق بیشترین ضریب دینامیکی: 3.9شکل

 E1و  Kبررسی مقادیر حدي  – 3-5

>>∞ داراي مقدار حدي به شکل  E1و  Kمقادیر       K0 10و 1 << E (23-3) ي معادلهاز این رو . هستند 
 : در این حالات خاص عبارت است از

(3-26)   [ ])sin(
2

0 014
3

3

ατα
ττ

nn
n
yE

d
dan

d
adKif nn =++→  

(3-27)  [ ])cos(1
2

014
12

2

ατ
τ

n
n
yEanE

d
adKif n

n −=⋅+∞→  

(3-28)   
[ ])sin()cos(

2

1

0

44
2

2

3

3

1

αταατ

τττ

nnnKK
n

y

anK
d
dan

d
adK

d
adEif n

nnn

+−

=⋅+++→
  

(3-29)        00 4
2

2

3

3

1 =++→
τττ d

dan
d

adK
d

adEif nnn  

0

0.5

1

1.5

2

2.5

0 1 2 3 4 5

A
bs

ol
ut

e 
m

ax
im

um
 D

LF

α

K=1

E₁=0.99E₁=0.85E₁=0.75E₁=0.5E₁= 0.25



53 

 

مفهوم درستی داشته باشد زیرا طرف د از نظر فیزیکی توان مین (29-3) ي معادلهاز دسته معادلات بالا      
01همچنین زمانی که  شود میوارد ن مبه سیست یراست معادله صفرشده و در واقع تحریک →E  در نتیجه

02 →G   01و GG فزایش ا ηتاثیر  شود میط باعث یاین شرا G1+G2=G0=Constantا فرض اینکه ب →
  . یافته به طوریکه تحریک و در نتیجه خیز به سمت صفر میل کند

 

11در K=∞و  K=0مقایسه پاسخ بین : 3 . 10شکل =E 

11اگر      →E را نشان این دو معادله نتایج مشابه اي . بودخواهد  (27-3) ي معادلهمشتق  (26-3) ي معادله
زمان  ،مقدار بسیار بزرگی باشد K دلیل این تشابه به این خاطر است که هنگامی که. 3.10شکل  دهند می

 یعنی قبل از اینکه تیر اولین مد خود را نشانر کوچک است اتیر بسی فرکانسرهایش نسبت به زمان اولین 
در حالت عکس . ماده به حالت پایدار خود رسیده و امکان خاصیت میرا کنندگی را از خود می گیرد ،دهد

بسیار کوچک باشد زمان رهایش نسبت به زمان اولین بسامد تیر بسیار بزرگ است در این حالت  Kزمانی که 
ازه ي زمانی کم تغییر چندانی در حالی که ماده در این بزمان خواهد بود در بازه ي کمی از پاسخ تیر نیز 

 . دهد نمیاز خود نشان  قابل توجه اينداشته و میرایی 

بطور مشخص . بررسی شده است K=∞رفتار تیر در  3.12و در شکل  K=0رفتار تیر در  3.11در شکل      
تنها  E1با افزایش  3.11در شکل  شود میمشاهده  همچنین. باشد میم بیشتري ظداراي ن K=0رفتار تیر در 
در شکل . باشد میقبل از خروج بار و هم بعد از خروج بار یکسان یافته و این مورد هم  افزایشخیز نوسانات 

 شود میقبل از خروج بار دامنه نوسانات کم شده اما بعد از خروج بار نظم مشخصی دیده ن E1با افزایش  3.12
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ستیک تري از خود نشان ز افزایش یافته وسیستم رفتار الاتعداد نوسانات نی E1همچنین با افزایش مقدار 
  . دهد می

  
   K=0 در پاسخ بررسی: 3.11 شکل

 

  K=∞بررسی پاسخ در : 3.12شکل 
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  جمع بندي – 3-6

بدست آمده  بعد بیضرایب . ساده ي اویلري استخراج شد تیریک حاکم بر  بعد بیدر این فصل معادله حرکت 
د در تحقیقات دیگر مورد استفاده و بررسی توان میو تحلیل صورت گرفته برروي آنها یک فرم کلی داشته و 

  : از جمله نتایج این فصل عبارت است از. قرارگیرد

حاصل شده است و  K=1بیشترین و سریعترین میرایی از نظر نسبت خیز دینامیکی به استاتیکی در  •
سیستم رفتار الاستیک ] نهایت بیبه سمت صفر یا به سمت [دور شدن از این نقطه در هر جهتی با 

  . دهد میتري از خود نشان 
یدا کرده و باعث کاهش سیستم افزایش پ ي الاستیسیته  کند میمیل  1به سمت  E1زمانی که  •

  . شود میمیرایی و افزایش زمان آن 
2.01 براي مقدار تقریبی • ≤E  خیز تیر بدون نوسان به رشد خود ادامه داده تا به مقدار خیز

  . استاتیکی برسد
هنگامی که بار به طور کامل بر روي تیر قرار گرفته است تیر به سرعت میرا شده و ، α>1در  •

/1ضریب تقویت به مقدار ثابت  0 −=yyd  کند میمیل .  
به یک مقدار ثابت  E1بیشینه خیز تیر تغییر چندانی نکرده و براساس مقدار پارامتر ، α<2براي  •

 . کند میمیل 
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   چهارمفصل 

 

  

  

 ویسکوالاستیکتیموشنکو تیر  بررسی پاسخ

  :مقدمه – 4-1

که براي تحلیل تیر  باشد میتئوري تیر تیموشنکو ، یکی از تئوریهاي مهم در زمینه تحلیل ارتعاشی تیر ها
از اهمیت وافري برخوردار است اما دلیل اصلی پرداختن به این تئوري واستخراج معادلات آن در  ضخیمهاي 

در این فصل . باشد میوارد شدن تاثیرات برشی در این تئوري به صورت مستقیم ، حالت ویسکو الاستیک
  . شود میبه مقایسه با تیر اویلر برنولی پرداخته ، استخراج و پس از حل بعد بیمعادلات 

  ویسکوالاستیکدر فرم  تیموشنکو استخراج معادله تیر – 4-2

نشان داده شده که در آن تغییر شکل زاویه تیر تحت تغییر شکل برشی و خمشی المان  یک   4.1در شکل 
),(اي با تابع  txψ  و تغییر شکل برشی با),( txθ توان می 4.1با توجه به شکل . نمایش داده شده است 

  : [3]نوشت 

(4-1)    ),(),(),( txtx
dx

txdw
θψ += 

),(و w(x,t) دو متغیر ، (1-4) ي معادلهطبق  . است ی تار خنثی تیریجابجا ,w(x,t) (1-4)که در معادله  txψ 
تنش طولی و تنش ، قانون هوك با توجه به. شود میپارامتر براي توصیف جابجایی در نظر گرفته را بعنوان دو 

  . [3]د به شکل زیر نوشته شود توان میبرشی به ترتیب براي یک ماده  ي الاستیک در تیر تیموشنکو 

(4-2)   )( ψλσ −= xyx w ، xx Eyψσ −=   

 در سطح مقطع برابر است با همچنین گشتاور خمشی و نیروي برشی. باشد می یضریب تصحیح برش λکه 
[3] :  



58 

 

 

  تغییر شکل در یک المان تیر تیموشنکو: 4.1شکل 

(4-3)     ∫ =−=
A

xx EIydAM ψσ  

(4-4)     )( ψθ −== xss wGAGAV  

AAsکه  λ= . الاستیک برابر است با سکویق در فرم ومعادلات فو 2-3توضیح داده شده در بخش با توجه به :  

(4-5)     x
EE IQMP ψ= 

(4-6)     )( ψλ −= x
GG wAQVP 

روابط زیر براي یک المان از تیر قابل ، f(x,t)یک تیر تحت بارگذاري عرضی  درن با توجه به قانون دوم نیوت
 . [3] باشد میاستخراج 

(4-7)     ),( txfVAw xtt +=ρ  

(4-8)     xtt MVI +=ψρ 

  : شود میشود نتیجه کم  (7-4) ي معادلهاز حاصل مشتق گرفته و  xنسبت به  (8-4) ي معادلهاگر از 

(4-9)    ),(2

2

2

2

2

3

txf
x
M

t
wA

xt
I −

∂
∂

=
∂
∂

−
∂∂

∂
ρ

ψ
ρ 
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 (6-4)و  (5-4)و با استفاده از معادلات  (9-4) ي معادله به PEپراتور و ا (7-4) ي معادله به PGر پراتوبا اعمال ا
  : شود مینتیجه 

(4-10)    xxx
E

ttttx
E IQfAwIP ψρψρ =+− )( 

(4-11)    )()( xxx
G

tt
G wAQfAwP ψλρ −=−  

xجایگذاري عبارت و  (10-4) ي معادلهدر  QGضرب اوپراتور با 
GQ ψ  ي معادلهاین در  (11-4) ي معادلهاز 

  . باشد میکلی زیر قابل استخراج  شکلحرکت حاکم بر سیستم به 

(4-12)  
]1[

][
2

xxxx
G

xx
G

ttxx
GE

GE
tt

EG
tt

G
tttt

G
xxtt

GE

wQfP
A

wPIQ

fQPwPAQfP
A
IwIPwIQP

++−

=+−+−

λλ
ρ

ρ
λ
ρ

λ
ρ

ρ
 

به بررسی تاثیرات برشی از نشان دهنده ي تاثیرات اینرسی دورانی بوده و با توجه  (12-4)اول معادله  کروشه
 روابطبا توجه به  بعد از انجام عملیات جبري و ساده سازي (12-4) ي معادلهاز این رو . شود میآن صرفنظر 

  : عبارت است از (17-1)و  (2-3)و  (15-3)و  (3-14)

(4-13a)   
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−+−−

=++−

+++
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ηηλ

ηη
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ηηλ
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ηη
ρ

 

ناي مشتق پاره اي نسبت به این متغیر ها عبه م tو  xدر کلیه معادلات بالا اندیس . G0=G1+G2که در آن 
بخش زمانی و مکانی  قابل تفکیک به (13a-4) ي معادله ویژهمانند فصل قبل به کمک بسط توابع . باشد می

 (13a-4) ي معادلهدر  f(x,t)همچنین تابع . نوشته شود (11-3)سري  شکلد به توان میبوده وجواب معادله 
ساده ي زیر  شکلد به توان می (13a-4) ي معادله، با توجه به توضیحات داده شده. باشد می 3.1مشابه جدول 

  .در هنگام ورود بار نوشته شود
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(4-13b)  
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  با این تفاوت که در اینجا باشد می (17-3) رابطه هايمقادیر همان αو  E1 ،K ،τدر معادله بالا مقادیر 

ر مقدا
)3(

3
24

0
4

2
1 βπρ

βπ
+

=Ω
AL

IG ،G0=G1+G2 و IAL /2λβ ي  بوده که نشان دهنده بعد بییک مقدار  =

 . باشد میتاثیرات هندسی 

  تیر تیموشنکو و اویلر هیساقم – 4-3

بهتر است تیر تیموشنکو و تیر اویلر  ي معادلهبین  1Ωو تفاوت  βبه دلیل وجود تفات ذاتی ناشی از پارامتر 
ي  این فرایند با فرض اینکه نمونه. پارامتر هاي یکی بر حسب دیگري بیان شود، مناسببه منظور یک مقایسه 

یک ي تحلیل مسئله  اما نحو باشد میهمچنین سرعت عبور بار از روي یک تیر مشترك ، شکل هندسی وماده 
  : بار به کمک تئوري اویلر و بار دیگر به کمک تئوري تیموشنکو صورت گرفته است از این رو

(4-14) 
β

βπ
ττ

)3( 2 +
=t 

)3( 2 βπ
β

αα
+

=t 1EEt = 
β

βπ )3( 2 += KK t 

براي مقادیر تیر تیموشنکو بوده و مقادیر بدون اندیس براي تیر اویلر برنولی  tاندیس  (14-4)در معادله 
  . باشد می

 مسئلهحل استاتیکی  – 4-4

با و  قرار گرفته است P0H(t)هنگامی که تمام دهانه ي تیر تحت بار پیوسته ي  (12-4) ي معادلهبا توجه به 
  . شود میبه صورت زیر باز نویسی  4.13 ي معادلهکردن از عامل شتاب  صرفنظر

(4-15)  
AGIn
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GGta nnn ληπ
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2)()(2)( +−

=++ &&&  

  : با فرض اینکه شیب و خیز تیر در لحظه ي اولیه برابر صفر است برابر است با (15-4) ي معادلهجواب 
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(4-16)  
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 :بابرابر است  n=1براي  3.11و (16-4) ي معادلهبا توجه به  نهایت بیاز این رو خیز وسط تیر در زمان 

(4-17)    
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P
AIG
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 x=L/2را به ازاي  (11-3) ي معادلهدر  (16-4) ي معادلهحاصل جایگذاري ، (17-4) ي معادلهبراي سنجش دقت 
 βبوده که تابع مقدار هندسی  y0حاصل یک ضریب تصحیح براي مقدار ، تقسیم کرده (17-4) ي معادلهبر 
  . باشد می

(4-18)        ∑
= +

+−=
N

n

n
n

nn
1

25

22

)
2

sin(
)3(2

)3)(cos(1( π
πβ

πβπκ  

  . آورده شده است 4.2شکل جمله ي اول در  30براي  κمقدار 

 

  βسب مقدار بر ح  κ خیز استاتیکی  حمقدار ضریب تصحی:  4.2شکل

به صورت یک ضریب تصحیح به  κو بررسی تاثیرات هندسی بر پاسخ تیر ضریب به منظور مقایسه دقیقتر  
  . شود می) 4.13b( ي معادلهشکل زیر وارد 
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(4-19)  
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  βپارامترتاثیر  بررسی – 4-5

از . گذارد  میاثر بوده که مقدار آن بر دیگر پارامتر هاي تیر  βمهمترین پارامتر موثر در تیر تیموشنکو پارامتر
پاسخ تیر همچنین قابل ذکر است که تاثیر دیگر پارامتر ها بر  شود میدر ادامه به بررسی آن پرداخته  این رو

 . باشد مییرات آنها در تیر اویلر تیموشنکو مشابه تاث

  
 αدر تقابل با مقدار پارامتر تاثیر سرعت  βتاثیر پارامتر : 4.3شکل 

دید . آورده شده است αدر تقابل با مقدار پارامتر تاثیر سرعت  βتاثیر پارامتر  4.5، 4.4، 4.3 شکلهايدر 
. شود می نزدیکرفتار تیر تیموشنکو به تیر اویلر  βکه با افزایش مقدار دهد میکلی به این سه شکل نشان 

 . که خیز تیر در نمونه ي تیموشنکو بیشتر از تیراویلر شود شود میهمچنین افزایش سرعت باعث 
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 αدر تقابل با مقدار پارامتر تاثیر سرعت  βتاثیر پارامتر : 4.4شکل 

 

  αدر تقابل با مقدار پارامتر تاثیر سرعت  βتاثیر پارامتر : 4.5شکل 

به طور مشهود وقتی مقدار . آورده شده است Kدر تقابل با مقدار پارامتر  βتاثیر پارامتر  4.7و  4.6در اشکال 
 تاثیرات هندسی ه بوددیده شد 4.4الی  4.2نسبت به آنچه که در اشکال از مقدار واحد دور شود  Kپارامتر 
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نمودار مربوطه با  β=100براي  4.4الی  4.2به طوري که در اشکال . دهد مینمود بیشتري از خود نشان 
 . شود میصادق  β=1000این مورد براي  4.7و  4.6،  4.5مقدار اویلري خود یکی شده اما در شکل هاي

 

  Kدر تقابل با مقدار پارامتر  βتاثیر پارامتر : 4.6شکل 

 

 Kدر تقابل با مقدار پارامتر  βتاثیر پارامتر : 4.7شکل 
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  :جمع بندي – 4-6

و نتایج حاصله با تیر  مورد بررسی قرار گرفتصرفنظر از تاثیرات اینرسی دورانی در این فصل تیر تیموشنکو 
عمده دلیل این بررسی لحاظ شدن مستقیم تاثیرات نیروي بررشی در معادله حرکت تیر . اویلري مقایسه شد

  : رت است ازااز جمله نتایج این بررسی عب. باشد میتیموشنکو 

 .دهد میاز مقدار واحد دور شود تاثیرات هندسی نمود بیشتري از خود نشان  Kوقتی مقدار پارامتر   •

  .که خیز تیر در نمونه ي تیموشنکو بیشتر از تیراویلر شود شود میافزایش سرعت باعث  •
  .شود میرفتار تیر تیموشنکو به تیر اویلر نزدیک  β که با افزایش مقدار دهد میدید کلی نشان  •
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  فصل پنجم

  

  

  

 نازك ویسکوالاستیک تحت بار متحركتحلیل ریاضی  استوانه ي جدار 

  :مقدمه – 5-1

از جمله  .حرکت سیال درون لوله ها از جمله مسائلی است که محققین مختلف بر روي آن کار کرده اند
افرادي که به بررسی پاسخ دینامیکی استوانه ویسکوالاستیک چه در حالت نازك یا ضخیم پرداخته اند 

Huang [22,21,20] تخاب نمدل استاندارد خطی را براي مدل ویسکو الاستیک امقالات خود  وي در. باشد می
تمرکز وي بیشتر بر . را بدست آورده است جدار نازك بلند تحت بار متحرك ي پوستهکرده و پاسخ پایدار 

او تنها به بررسی یک نمونه ماده ي همچنین  .باشد میروي سرعت بحرانی و تاثیر میرایی بر این سرعت 
  .پرداخته استمشخص 

در این فصل سعی شده است که پاسخ یک استوانه ي جدار نازك ویسکوالاستیک با طول محدود به بار      
شکل نتایج حالت  بعد بیل معادلات و حصول پارامترهاي یهمچنین به علت تشک. متحرك استخراج شود

  . باشد میستناد به طیف گسترده اي از مواد داشته و قابل ا عمومی 

  کمعادلات پوسته در حالت ویسکوالاستی – 5-2

 : [4]الاستیک عبارت است از حالتپوسته در حرکت  معادله

 (5-1)   ),(),(
)1(12 24

4

2

3

2

2

txfw
r
Eh

x
txwEh

t
wh =+

∂
∂

−
+

∂
∂

ν
ρ 

، مدول یانگ E، دانسیته ρ، ضریب پواسون   ν، شعاع سطح میانی پوسته  r ، ضخامت پوسته hکه در آن 
w(x,t) جابجایی شعاعی ،x  در راستاي محور تقارن پوسته و متغیرf(x,t)  با توجه به معادلات  .باشد میفشار
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و تنها در برش  بودههنگامی که ماده جامد تراکم ناپذیر ، سومو مدل ذکر شده در فصل  (21-1)و  (1-20)
 . شوند میزیر تبدیل  شکلدلات به این معا ،پیرو رفتار ویسکو الاستیک باشد

(5-2)     E

E

P
Q

P
QDE ==

1

1

2
3)( 

(5-3)      
2
1)( =Dν 

با توجه به اینکه شرایط مرزي مسئله تابع زمان ، ویسکوالاستیک صورت به (1-5)ي براي تبدیل معادله
زیر  شکلاین معادله به  (1-5) ي معادلهو جایگذاري معادلات فوق در  ١ده از اصل تناظرابا استف ،باشد مین

  .شود میبانویسی 

(5-4)   ),(),(
9 24

43

2

2

txfPw
r

hQ
x

txwhQ
t
whP E

EE
E =+

∂
∂

+
∂
∂

ρ  

 : با تکیه گاه ساده عبارت است از Lبه طول  استوانه اي ي پوستهشرایط مرزي براي یک 

(5-5)   0),(),0(),(),0( 2

2

2

2

=
∂

∂
=

∂
∂

==
x

tLw
x

twtLwtw 

 :شکلو با استفاده از بسط توابع ویژه به  (5-5)با توجه به شرایط مرزي ، (4-5)براي حل معادله 

(5-6)    ∑
∞

=

=
1

)sin()(),(
n

n L
xntatxw π  

 .شود میزیر تبدیل  صورتاین معادله به  (4-5)در معادله  (6-5)با جایگذاري معادله و 

(5-7)  ])sin(),(2[)(1
9

)(
02

42

dx
L

xntxf
hL

PaQ
rL

nhaP
LE

n
E

n
E ∫=










+






+

π
ρρ

π
ρ

&& 

اعمال آنها در  و (2-5) ي معادله و (15-3)، (14-3)به شکل روابط  QEو  PEباتوجه به استخراج عملگر هاي 
 .شود میزیر باز نویسی  شکلاین معادله به  (7-5)معادله 

                                                
1  - Correspondence principle 
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(5-8) 
( )

])sin(),(2[

1
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212
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ρ

ηρ
π
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آورده  5.1پیوسته ي پله اي  در جدول  فشار داخلیشرایط مرزي و شکل هاي مختلف بار براي همچنین 
 .است 3.1که مشابه جدول شده 

 انواع مختلف بارگذار ي: 5.1جدول  

),(  شرایط اولیه  شکل بار  حالت بار گذاري txf  (8-5)ي  طرف راست معادله 

 ورود

 

00)( ==tta 

0
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+
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=
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  ارتعاش آزاد
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همچنین  باشد میحاصل شده در هر بار گذاري  عمومیمختصات  td)(و  tc)(،tb)(، ta)(، 5.1در جدول 
P0 ارائه شده در معادله  بعد بیبا وارد کردن عبارات . باشد میو بقیه نماد ها مشابه فصل قبل ، فشار داخلی

) و با توجه به اینکه در اینجا (3-17) ) ( )212
14

9

2
3

2
1 GG

rL
h

++=Ω 






ρ

π
ρ

 ي پوستههندسی به همراه تعریف پارامتر  

  اي به شکل  استوانه

(5-9)            
rh
L2

=β 

 : شود میزیر تبدیل  شکلبه ) بخش اول بارگذاري(در هنگام ورود بار  (8-5) ي معادله

[ ])sin()cos(2
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)9(

2
1
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(5-10)  

  حل استاتیکی – 5-3

قرار داده شود و به  P0اي ویسکوالاستیک به طور سرتاسري تحت باري با مقدار  استوانه ي پوستهاگر یک 
همچنین اگر از اثرات اینرسی در حل مسئله  ،صورت نادقیق فرض شود که خیز اولیه پوسته معادل صفر است

 .شود میزیر تبدیل  شکلبه  (8-5) ي معادله ،شود صرفنظر

(5-11)  
( )
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1
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  : عبارت است از (11-5) ي معادلهحل 

(5-12)    
2

44422
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)1(24

0

)9(
)1)(1)1((6)(

21

21

GLnrhhn
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خیز استاتیکی پوسته در هر لحظه و زمانی به شکل زیر قابل  (6-5) ي معادلهدر  (12-5) ي معادلهبا جایگذاري 
  .باشد میاستخراج 
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(5-13)   )sin(
)9(
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  :برابر است با →t∞خیز استاتیکی پوسته هنگامی که 

(5-14)    )sin(
)9(
)1)1((6),(

1 2
44422

)1(24
0

L
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GLnrhhn
rLPxy
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s
π

ππ∑
∞

=

+

+
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=∞  

  :برابراست با n=1براي  نهایت بیخیز وسط پوسته در زمان  ،بر اساس رابطه ي فوق

(5-15)    
2

4422

24
0

0 )9(
12),2/(

GLrhh
rLPyLys +

==∞
ππ 

 ي معادلهد دقت توان میکه  بعد بیتقسیم شود یک عبارت  (15-5) ي معادلهبه  x=L/2در  (14-5) ي معادلهاگر 
  . شود میحاصل  ،را ارزیابی کند  (5-15)

(5-16)    )
2

sin(
)9(2

)9)(1)1((
1

244

241 π
βπ

βπκ n
nn
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∑
=

+
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++−=   

 

  βبر حسب مقدار   κمقدار ضریب تصحیح  خیز استاتیکی :  5.1شکل
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به طور واضح . دهد میسري را نشان  اول  صد جمله يازاي  بههاي مختلف  βبه ازاي κمقدار  5.1شکل 
و از این رو وجود یک ضریب تصحیح کننده  باشد میقابل استناد  β≥10تنها براي مقادیر (15-5) ي معادله

  . باشد میدر این معادله به صورت بالا لازم 

(5-17)          
2

4422

24
0

0 )9(
12

GLrhh
rLPy
+

=
ππ

κ  

  . د به فرم زیر باز نویسی شودتوان می (17-5) ي معادله (18-3)همچنین به کمک دسته معادلات 

(5-18)          
1

2
1

0
0

4
Eh

Py
Ω

=
ρπ

κ

  
  . باشد میبه فرم زیر قابل باز نویسی  (10-5) ي معادله (18-5) ي معادلهبا توجه به 

(5-19)    
[ ])sin()cos(
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  بررسی معادله – 5-4

که تمام ضرایب آن مثبت و حقیقی  باشد میخطی از مرتبه ي سه دیفرانسیل  ي معادلهیک  (19-5) ي معادله
  به دلیل اینکه همه ضرایب معادله مثبت و حقیقی. به فرد دارد منحصریک جواب  nبوده و به ازاي هر 

د داراي سه ریشه ي حقیقی منفی و یا دو ریشه ي توان میمشخصه ي این معادله تنها  ي معادله باشند می 
  . منفی باشدحقیقی مزدوج مختلط و یک ریشه ي 

 ي معادلهمشخصه  داراي دو ریشه ي مزدوج مختلط و یک ریشه ي منفی است  ي معادلهدر حالتی که      
  .استزیر  شکلمشخصه 

(5-20)                                               0)))((( 22 =+++ bac λλ  

ibaو  c−=λاعداد مثبتی بوده و  cو  a ،b که در آن m−=λ  در . باشند میریشه هاي معادله مشخصه
 : برابر است با n=1براي  (19-5) ي معادلهاین حالت پاسخ 
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(5-21)                           
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نسبت خیز دینامیکی ، y0و نرمالیزه کردن عبارت حاصله به  (6-5)در معادله  (21-5) ي معادلهبا وارد کردن 
  . شود میحاصل  y0دلخواه به قدر مطلق  ي نقطهپوسته در هر لحظه و در هر 

  بعد بیمطالعه پارامتر هاي  – 5-5

 : بعد بیبا تعریف پارامتر هاي 
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   .شود میزیر تبدیل  شکلبه  (17-3) بعد بیکمیت هاي 

(5-23)    
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  .شود میزیر تبدیل  صورتبه  (19-5) ي معادلهاز این رو 

(5-24)
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  β و K ،E1 ،αبر رسی پارامترهاي  – 5-6

  تقریبا به یکدیگر شبیه بوده و (18-3)و  (24-5) ي معادله βاز پارامتر  ثابتیبراي مقدار  (24-5) ي معادلهدر 
-3در پاسخ پوسته معادل است با آنچه در بخش  αو  K ،E1پیش بینی کرد که تاثیر مقادیر مختلف  توان می

  . شود میبیان شد از این رو از ذکر مجدد نتایج خودداري  4-1

شباهت مورد که بر خلاف آنچه در بررسی بیان نمود از باید این نکته را قبل  βدر مورد پارامتر هندسی      
 فونداسیونیک تیر اویلري بر روي  ي معادلهبا  (1-5) ي معادلهپوسته در شکل به کار رفته شده در  ي معادله

 بین رفتهاین شباهت کاملا از  الاستیکبعد از بیان این معادله در فرم ویسکولیکن ، شود میالاستیک بیان 
سکوالاستیک همچنان داراي اثر ستیک بعد از تبدیل معادله حاکم به شکل ویالا فونداسیونزیرا عامل . است

ستیک الا به حالت ویسکو، اثر مشابه هر]  (1-5) ي معادله[پوسته  ي معادلهدر حالی که در  باشد میستیک الا
  . شود میتبدیل 

که به شدت بر  باشد میسرعت عبور بار ، یکی دیگر از نکات مهم در بررسی اثرات هندسی در پاسخ     
در تقابل با  βبه بررسی اثر پارامتر  5.7 تا 5.2 شکل هايدر . کند میتاثیرات هندسی در پاسخ دخالت 

این اثر در  5.7 تا 5.5 شکل هايو در  α=1ثر دراین ا 5.4الی  5.2در اشکال . پرداخته شده است αپارامتر 
125.0=α  برررسی شده است، د تلقی شودتوان میکه بعنوان حرکت شبه استاتیکی یا آرام . 
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و براي مقادیر  باشد می β≥3تفاوت قابل توجه تقریبا براي مقادیر  5.4و  5.3، 5.2 شکل هايبا توجه به     
βضرایب شامل پارامتر سریع این عدم تفاوت بدلیل میل کردن  .باشد میبزرگتر تفاوت خاصی قابل ذکر ن

مانند 
)9(

3
24 βπ

β

+
 که در سرعت هاي بالا شود می مشخصاز مقایسه این اشکال . باشد میبه سمت واحد  

 و بعد این مقایسه صورت گرفته است 5.4در شکل . شود مییک دپاسخ به تیر اویلري نزβبا افزا یش پارامتر 
همچنین مقایسه این سه شکل به وضوح نشان . است یافته کاهش داختلاف  موجو، چند نوسان اول از

  . مختلف وجود ندارد نمودار هاياختلاف عمده اي بین  β<10که براي  دهد می

اولین نکته مهم . براي سرعت کم عبور بار بررسی شده استβپارامتر  5.7و  5.6، 5.5 شکل هايدر      
 βبا افزایش  ،به طوریکه بر خلاف آنچه بیان شد ،باشد میتفاوت رفتار بین این حالت با سرعت هاي بالا 

. باشد میبه خوبی قابل مشاهده  5.7شکل  ورد دراین مو اختلاف پاسخ نسبت به تیر اویلري نیز افزایش یافته 
تعداد نوسانات اولیه زیاد بود از این  ،باشد میبزرگ با اینکه سرعت عبور بار کم  βدر  شکل هابا توجه به این 

 αپارامتر ( با توجه به آنچه بیان شد با توجه به سرعت عبور بار. و در طراحی باید به این مسئله توجه نمودر
 بالا، تقویتر ضریب ادیمقبطوریکه در سرعت هاي پائین  ،تعیین نمود توان میرا βمقدار مورد نیاز پارامتر ) 

 . کندنبه سیستم ضربه وارد ، نبوده و در هنگام خروج بار یا در ابتداي ایستایی بار

 

  ددر سرعت زیا βمتر ابررسی تاثیر پار: 5.2شکل 
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  در سرعت زیاد βمتر ابررسی تاثیر پار: 5.3شکل 

 

 

  پاسخ تیر اویلري و پوسته در سرعت زیادمقایسه : 5.4شکل 
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  کم در سرعت βمتر ابررسی تاثیر پار: 5.5شکل 

 

 کمدر سرعت  βمتر ابررسی تاثیر پار: 5.6شکل 
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  مقایسه پاسخ تیر اویلري و پوسته در سرعت کم: 5.7ل شک

  در پاسخی تاثیر موردي طول پوسته بررس – 5-7

براي یک مقدار . باشند میوابسته  Lبه مقدار  βو  αتنها دو پارامتر  (24-5)و  (23-5)معادلات با توجه به 

، αمقدار  شود میبرابر  L ،γ زمانی که ،گفت توان می hو  rثابت از مقادیر 
γ
برابر  β ،2γو مقدار برابر  1

. مد نظر است هطول بر پاسخ پوست تغییربررسی تاثیر ، و سطح مقطع ثابت ع در یک سرعتقدر وا. شود می
اگر فرض ، ثابت بود αو مقدار  کرد مییر تغβباید توجه داشت که در بخش قبل هنگامی که تنها پارامتر 

  . باشد میناشی از تغییر سرعت  αشود این تغییر تنها ناشی از تغییر طول باشد ثبات پارامتر 

بینی کرد  پیش توان میکاهش یافته در نتیجه  α با افزایش طول مقداردر اینجا چون سرعت ثابت است      
همچنین با افزایش . شود میپاسخ از حالت بحرانی براي یک پوسته با طول کم به مورد شبه استاتیکی تبدیل 

سخ به پاسخ تیر اویلري پا βبراي مقادیر بزرگ  شود میاین افزایش باعث . یابد مینیز افزایش  βطول مقدار 
 . باشد میکس ع، ش قبل در سرعت هاي کمخاین مورد با توجه به ب. بسیار شبیه شود

 شکل هانوشته شده در  βو αاین نکته ضرروي است که مقادیر   5.9و  5.8 شکل هاي قبل از بررسی     
تغییر  γبسته به مقدار ، صادق بوده و بر اساس رابطه ي بیان شده در ابتداي بخشγ=1تنها براي مقدار 

همچنین این افزایش طول، . نزدیک شودپاسخ به حالت شبه استاتیکی  شود میباعث افزایش طول . کند می
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انتظار . قابل مشاهده است γ=50بطوریکه میرایی کامل در  ؛کند میزمان کافی براي پاسخ پوسته را فراهم 
به دلیل تقسیم خیز ، اما در نمودار هاي مربوطه ؛با افزایش طول خیز سازه نیز افزایش یابد این است

  . شود میدینامیکی به خیز استاتیکی این افزایش مشخص ن

 

  بررسی افزایش طول در پاسخ: 5.8ل شک

 

  بررسی افزایش طول در پاسخ: 5.9ل شک
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  جمع بندي – 5-8

همچنین به منظور . استخراج شددر این فصل معادلات حاکم بر یک استوانه ي جدار نازك ویسکوالاستیک 
از جمله . این معادله داده شد بعد بییک مقایسه مناسب بین پوسته و تیر اویلري تغییراتی در پارامترهاي 

  : نتایج حاصله عبارت است از

  . کند میضریب دینامیکی به یک مقدار مشخص میل  β≤10براي مقادیر  •
در حالیکه در سرعت  ؛شود میاسخ به تیر اویلري نزدیک پ βدر سرعت هاي بالا با افزا یش پارامتر  •

 . هاي پایین نتیجه بر عکس است

بطوریکه  ؛تعیین نمود توان میرا βمقدار مورد نیاز پارامتر )  αپارامتر ( با توجه به سرعت عبور بار •
، تایی باردر ابتداي ایسبالا نبوده و در هنگام خروج بار یا ، در سرعت هاي پائین مقادیر ضریب تقویت

 . به سیستم ضربه وارد نشود
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  فصل ششم

  

  

  

  استوانه ي جدار نازك ویسکوالاستیک تحت بار متحرك تحلیل عددي
  :مقدمه – 6-1

در این نرم افزار نبود  نامطلوباما نکته . استفاده شده است Ansys افزار براي حل اجزاء محدود مسئله از نرم
با این حال با استفاده از تعریف بار هاي . باشد میشرایط دلخواه براي ایجاد یک بار متحرك بصورت معمول 

پله اي و دستورات موجود و نیز ماکرو نویسی که نقش بسیار مهمی در بررسی حالت هاي مختلف با انواع 
به مدل سازي  سازد میممکن شرایط هندسی مختلف را خواص ذاتی و ، بارگذاري از لحاظ سرعت حرکت بار

جام بخش اجزاء محدود به نگفت که بدون استفاده از ماکرو ا توان میبی شک . مسئله پرداخته شده است
  . باشد میزمان بسیار طولانی نیازمند 

  ١سر ي پرونی – 6-2

با توجه به تئوري کرنش . شود میبه طور کلی تابع تنش یک ماده ویسکوالاستیک در شکل انتگرالی بیان 
  . [23] زیر نوشته شود شکلد به توان میمعادله حاکم براي یک ماده ویسکوالاستیک ایزوتروپیک ، کوچک

(6-1)   θ
θ

θθ
θ

θσ d
d
dtKId

d
detGt

tt ∆
−+−= ∫∫ )()(2)(

00
 

تابع  G(t)، )بالک(حجمی کرنشبخش  ∆، کرنش )ا انحرافیی( ٢کاهیدهبخش  e، تنش کوشی σ،   بطوریکه
  . است تانسور واحد I و متغیر انتگرال گیري θ،زمان  t، تابع رهایش بالک K(t)، رهایش برشی

                                                
1 - Prony Series  

2  -Deviatoric part of atrain 
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به  باشد میفته ي سري ماکسول تعمیم یا شکلتوابع رهایش و بالک بصورت سري توانی پرونی که در واقع 
  .[23]شود زیر بیان می صورت

(6-2)      ∑
=

−

∞ +=
G G

i
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ieGGtG
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)( τ 

(6-3)     ∑
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ieKKtK
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)( τ  

G،مدول الاستیک بالک     Kiو  K∞،مدول الاستیک برشی    Gi و  G∞: بطوریکه
iτ وK

iτ    زمان رهایش
  .شودمیتعریف  مدول تناسبی به شکل زیر. استبراي هر عضو سري پرونی 

(6-4)       
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  : طوریکهب

(6-5)   ∑
=

∞ +=
Kn

i
iKKK

1
0  ∑

=
∞ +=

Gn

i
iGGG

1
0 

  .زیر نوشته شود شکلد به توان می (3-6)و  (2-6) ي معادلهبنابراین 
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ي بسیار کند و بسیار تند را دارا ارفتار الاستیک در بارگذاري ه ١توانایی بازتولید (1-6) ي معادلهتابع انتگرالی 
 G∞و  )یعنی مدول آنی( به ترتیب مدول برشی و مدول بالک در بارگذاري سریع  K0و  G0در اینجا . باشد می
باید توجه داشت زمان هاي رهایش براي دو بخش . باشند میي کند امدول مربوطه در بارگذاري ه K∞و 

د توان میل از دیگري است و قمست   همچنین تعداد جملات هر سري .د متفاوت باشدتوان میو حجمی  کاهیده
  .کند طابقت میلا با مدل ماکسول مکام (7-6)و  (6-6) ي معادلهکه  شود میملاحظه  .از هم متفاوت باشد

                                                
1  - Recovery 
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زمان  1τ، مدول الاستیسیته Eپارامتر هاي بصورت براي اولین عضو سري برا ي تعریف خواص مادي      
با توجه به اینکه هدف تنها بررسی برش ، مدول تناسبی اولین عضو سري GE1 و رهایش اولین عضو سري

که مقدار حدي آن است و تعریف نکردن ν=5.0ویسکو الاستیک است با معادل کردن ضریب پواسون 
باید توجه داشت بدلیل تعریف نشدن ضرایب بالکی و تعریف . شود میقابل دستیابی این هدف ، ضرایب بالکی

  . دهد میقرار  E/3را معادل  G0حدي از ضریب پواسون نرم افزار با توجه به تعریف ضرایب لامه مقدار 

  SHELL208المان  – 6-3

shell208 ) اي متقارن محوري نازك و تا سب براي مدل کردن سازه هاي پوستهیک المان منا) 6.1شکل 
این المان از دو گره که هر کدام . باشد می لوله ها و برج هاي خنک کن، زن سوختحدودي ضخیم مانند مخا

. تشکیل شده است باشد می z، و چرخش حول محور yو  xت هشامل انتقالی در جسه درجه آزادي  داراي
به آن اضافه د توان میپیچش یکنواخت نیز کردن ظور مدل به من zت هتقالی چهارم در جنیک درجه آزادي ا

مدل  مکانا shell208. شود میحساب ن zچرخش حول محور  ،تخاب شودنا یغشایحالت هنگامی که . شود
ز فراهم ینه را لایه لایمدل یپرالاستیسیتی و اه، انتقالی یتغییر شکل برش، گرکردن تاثیرات کرنش بز

  . کند می

 

 shell208 [23]شکل هندسی المان : 6.1شکل 

 تعریفبه منظور . دهد میرا نشان  shell208موقعیت گره ها و سیستم مختصات المان ، هندسه 6.1شکل      
، yمختصات محلی ت هج و نیز ت میانی المانهمطابق با ج xت مختصات محلی هجخصوصیات ماده 

شکل  6.3و  6.2در شکل  .ضخامت المان است جهتمطابق با  zمختصات محلی  جهت. باشد می ١محیطی
                                                
1 - Circumferential 
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شکل از گسترش  6.3که شکل لازم به ذکر است . نشان داده شده استاي  استوانه ي پوستهي  مش بندي شده
  . مسئله ارائه شده و کار برد خاصی ندارد حاصل شده و تنها براي درك بیشتر zحول محور  6.2

 

  تقارن محوريمشکل مدل اجزاء محدود پوسته در : 6.2شکل 

 

  محدود پوسته در شکل گستردهمدل اجزاء : 6.3شکل 

  )بار پیوسته(ي بر روي پوسته مدل سازي بار فشار – 6-4

براي  ،شده باشدساخته یف المان به صورت پشت سر هم و در یک رد nاگر مدل تقارن محوري یک پوسته از 
از این رو کل زمان . باشد میمرحله بارگذاري پله اي نیاز  nورود بار پیوسته و رسیدن آن به انتهاي پوسته به 

  . باشد می طول پوستهمعادل است با سرعت بار تقسیم بر  Tکه  T/nبار گذاري بر روي هر المان برابراست با 

د کرده و زمان رکه بار پیوسته را بر روي المان شماره ي یک وا باشد میفرایند مدل سازي به این صورت     
t=T/n  حال بار پیوسته را بر روي دو . باشد میکه متناظر باحل شماره ي یک  شود میبه آن اختصاص داده

این روند تا . باشد میکه متناظر با حل شماره ي دو نیز  شود مینتساب داده به آن ا 2tالمان وارد کره و زمان 
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ه را حرکت بار پیوسته بر روي تیر یا پوست، مرحله nحل پشت سر هم این . شود میامُ انجام nحل شماره ي 
  . کند میبراي نرم افزار شبیه یازي 

زمان این مر حله . شود میبه مراحل قبلی اضافه  n+1حالت ایستا بر روي پوسته یا تیر مرحله ي براي      
  . است همچنین حذف این مرحله معادل با خروج بار بلافاصله بعد از رسیدن به انتهاي تیر بوده يکاملا اختیار

به طوریکه در مرحله  شود میعکس مراحل ورود عمل  شود میشروع  n+2براي خروج بار که از مرحله ي      
بوده و زمان  n+2که معادل حل شماره ي  شود میحذف  1بار وارده بر روي المان شماره ي ي اول خروج، 

tTTبا اختصاص یافته به آن برابر است  Tکه  +′+ این روند تا مرحله ي . باشد میزمان ماند یا ایستا  ′
2n+1 یک مرحله دیگر براي بررسی ارتعاش آزاد بعد از ، بعد از خروج کامل. یعنی خروج کامل بار ادامه دارد

  . شود میتحریک به مراحل فو ق اضافه 

باشد،  میتنها تعداد المانها مهم که بر خلاف تحلیل استاتیکی  Ansys در  مسائل ارتعاشی تحلیلهنگام      
را در  (40fr1)/1 [23]در کمک نرم افزار زمان . عامل زمان بار گذاري نیز از اهمیت ویژه اي برخوردار است

در بررسی هاي انجام . باشد میاولین فرکانس طبیعی سیستم  fr1هنگام اعمال ضربه مناسب می داند که 
. نظر گرفته شد در (60fr1)/1معادل  شده به دلیل سرعت بالاي عبور بار در برخی بار گذاري ها این زمان 

المان پاسخ  150تا  30با تعداد المان هاي بین  توان میبسته به ابعاد پوسته همچنین در بررسی انجام شده 
و زمان بار المان  100در بررسی موارد مطرح شده از  ولیمناسبی بر اساس معیار همگرایی بدست آورد 

 نسبت بهباید توجه داشت زمان بار گذاري مناسب در برخی موارد . استفاده شده است (60fr1)/1گذاري 
به طوري که اگر این زمان به درستی تعیین  استاز اهمیت بیشتري برخوردار ، تعداد المان هاي انتخابی

مورد در هنگامی که سرعت عبور بار  نای. شود مید المان ها پاسخ مناسبی حاصل نحتی با افزایش تعدانشود 
  . بالاست از اهمیت ویژهاي برخوردار است

  مقایسه حل عددي و تحلیلی – 6-5

ر ظدر روند این پروژه ماده ي خاصی مد نظر نبوده از این رو پارامتر هاي مادي دلخواه براي حل عددي در ن
ال براي هر نمونه صورت گرفته نیز علاوه بر حل بار متحرك یک حل استاتیکی و آنالیز مدگرفته شده است و 

استاتیکی و نیز مقیاس زمان به مقدار زمان  از حل بار متحرك به جابجایی  حاصل با تقسیم جابجایی. است
بر این اساس . ودش میحاصل  (19-5) ي معادلهشرایط مقایسه حل بدست آمده با ، به انتهاي پوستهرسیدن بار 

حل عددي و . مورد بررسی قرار گرفته است E و Kابتدا مقادیر بسیار بزرگ و کوچک خصوصیات مادي یعنی 
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دلیل این نام گذاري اسم نرم . نامگذاري شده اند Mapleو  Ansysحل تئوري در شکل ها به تر تیب به نام 
  . باشد میافزار مورد استفاده در استخراج پاسخ 

مقدار دامنه . مورد توجه واقع شده استدر مقدار بزرگ وکوچک  Kپارامتر  6.5و  6.4 شکل هايدر      
/15در هر دو حالت بعد از شروع خروج بار یعنی زمان  بین حل عددي و تحلیلی نوسانات =πτα  داراي

 اچیزنزمان اختلاف دامنه ، اما قبل از این باشد میبیشتر  6.6بوده و این اختلاف در شکل مشخصی  فاختلا
زمانی  باید گفت که که در هنگام ورود بار اختلاف پاسخ بین حل عددي و تئوري ناچیز  تطابقدر مورد . است

با افزایش زمان ماند کاهش یافته و این اختلاف بر روي پوسته به صورت ایستا اما با قرار گرفتن بار  باشد می
  . یابد میاین اختلاف دوبار افزایش  در هنگام خروج بار

 

 K=0.0001ی براي لمقایسه حل عددي و تحلی: 6.4 شکل

اتلاف  6.6در شکل . صورت گرفته است E1مقایسه براي مقادیر کوچک و بزرگ  6.7و  6.6 شکل هايدر      
اما در مورد شکل . عمده در لحظه ي خروج بار حادث شده و با گذشت زمان این اختلاف کاهش یافته است

این اختلافات در هنگام . باشد میاختلاف هم در مورد دامنه نوسانات و هم در زمان پاسخ و نحوه ي آن  6.7
  . کاهش یافته است یابد میورود بار و هنگامی که زمان ایستایی بار افزایش 
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  K=100000 ی برايلمقایسه حل عددي و تحلی: 6.5 شکل

 

 E1= 0.1براي  تحلیلیمقایسه حل عددي و : 6.6شکل 
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 E1= 0.9999براي  تحلیلیمقایسه حل عددي و : 6.7شکل 

باعث اختلاف  نهایت بیاز واحد به سمت صفر یا  Kدور شدن مقدار  6.8به آنچه گفته شد و شکل با توجه 
به  باشد میاختلاف عمده در زمان بندي پاسخ  6.8در شکل . شود میین حل عددي و تحلیلی بقابل توجه ما

  . باشد میطوریکه حل عددي نسبت به حل تئوري داراي تاخیر در پاسخ 

از صفر به سمت واحد  E1افزایش مقدار  ،بیان شد 6.7و  6.6 شکل هايهمچنین با توجه به آنچه در مورد      
  . شود میباعث افزایش اختلاف پاسخ 

 

  در شرایط معمول تحلیلیمقایسه حل عددي و : 6.8شکل 
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  αبررسی تاثیر پارمتر  – 6-5-1

بطور مشخص سرعت بسیار بالا یا کم . تاثیر سرعت بر پاسخ بررسی شده است 6.12الی  6.9 شکل هايدر 
این اختلاف در شکل باعث ایجاد اختلاف بیشتر بین حل عددي و تئوري شده است  6.12و  6.9مانند شکل 

به خصوص در هنگام  در محدوده ي کوچکی از زمان 6.9در کل زمان بررسی وجود دارد اما در شکل  6.12
دلیل این اختلاف که در هنگام خروج بار در اکثر شکل ها دیده . این اختلاف قابل مشاهده است، خروج بار

همچنین . عددي دانستحل  و تحلیلیر حل در اختلاف فرکانس طبیعی محاسبه شده د توان میرا  شود می
 6.7در شکل  ها که تطابق پاسخ ها در زمان طولانی تري حادث شود مثلاً پاسخ شود میباعث افزایش سرعت 

/5قبل از زمان  =πτα  10این زمان قبل از  6.11و  6.10اما در اشکال  شود مییکی/ =πταو نیز  باشد می
اگر در همین نمونه زمان ایستایی افزایش یابد تطابق بین  شود میتطابقی بین دو پاسخ دیده ن 6.12در شکل 

یکی از اختلافات مهم بین دو حل جدا از مقدار پارامتر هاي مختلف در زمان خروج . شود می دو پاسخ دیده
که به محض شروع خروج بار خیز پوسته  کند میپیش بینی حل عددي  هنگام خروج بار. شود میبار ایجاد 

که در اینجا وسط تیر (  مورد نظر ي نقطهکه بار به  هنگامیاما حل تحلیل این کاهش خیز را  یابد میکاهش 
  .مشخص است 6.11و  6.10 هاي این مورد در شکل. کند میپیش بینی  رسد می) باشد می

 

   α=125.0در  تحلیلیمقایسه حل عددي و : 6.9شکل 

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

0 5 10 15 20 25 30 35y(L/2 ,τ)∕y0

τ.α/π
K= 1, E1= 0.75, α= 0.125, β= 500

Ansys Maple



90 

 

 

   α=5.0در  تحلیلیمقایسه حل عددي و : 6.10شکل 

 

  α=1 در تحلیلیمقایسه حل عددي و : 6.11شکل 

 
  α=5.1در   تحلیلیمقایسه حل عددي و : 6.12شکل 
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 βبررسی تاثیر پارامتر  – 6-5-2

بر . انجام گرفته است βپارامترمقدار مقایسه بین حل عددي و تئوري بر اساس  6.14و  6.13 شکل هايدر 
دامنه نوسانات  6.13در شکل همچنین  .کند میتطابق زمانی بیشتري را حاصل  βافزایش پارامتر  این اساس

  . باشد میاین مورد برعکس  6.14اما در شکل  ؛باشد میحل تحلیلی کوچکتر از حل عددي 

 

  β=5در  تحلیلیمقایسه حل عددي و : 6.13شکل 

 

 β=500در  تحلیلیمقایسه حل عددي و : 6.14شکل 
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 بررسی پاسخ در زمان هاي خاص – 6-5-3

پوسته نسبت به خیز استاتیکی وسط پوسته در بار گذاري  جابجایی کلیه نقاط 6.18تا  6.15در شکل هاي 
πταدر این شکلها . ل رسم شده استمکا /=∗t به . باشد مییی نقاط پوسته امورد نظر در رسم جابج نزما

بطور مشخص در سه شکل اول که بار بر روي پوسته وجود دارد پاسخ تحلیلی با پاسخ عددي از نظر فرم 
این تطابق موجود  باشد میارتعاشی آزاد ایجاد شده در پوسته تطابق خوبی دارد اما در شکل چهارم که پاسخ 

و  6.17شدن از روي پوسته شکل  از نظر ابعادي بیشترین اختلاف در زمانی که بار در حال خارج. باشد مین
د این باشد که در دو مرحله توان مییکی از دلایل این اختلاف . شود میدیده  باشد می) خروج کامل(بعد از آن 

و این براي هردو حل یکسان است اما هنگام خروج بار  شود میي قبل فرکانس پاسخ با فرکانس تحریک یکی 
عددي داراي اختلاف  و تحلیلیکه در این مورد حل  باشد میوسته مهم و به ویژه بعد از آن فرکانس طبیعی پ

 . باشند میبیشتري نسبت به هم 

 

  t∗=1خیز پوسته در زمان مشخص : 6.15شکل 

 

 t∗=5.7خیز پوسته در زمان مشخص : 6.16شکل 
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 t∗=5.15خیز پوسته در زمان مشخص : 6.17شکل 

 

   t∗=5.22خیز پوسته در زمان مشخص : 6.18شکل 

  :جمع بندي 6-6

این اختلاف  و لاف پاسخ حاصل از آن با حل عددي پرداخته شدتدر این فصل به بررسی حل عددي و اخ
از المان ، همچنین به صورت یک کار موازي ،بسته به پارامترهاي مختلف مورد بررسی و ارزیابی قرار گرفت

. ی با آنچه در اینجا ذکر شد نداشتدیگري براي مقایسه با حل عددي استفاده شدکه پاسخ بدست آمده تفاوت
در فرکانس طبیعی و معادلاتی که نرم افزار از آن در حل مسئله  توان میاین اختلاف پاسخ را از جمله دلایل 

المان هایی  غالباً ،با آن مدل کرد توان میالمان هایی که خواص ویسکو الاستیک را . دانست برد میبهره 
که در اینجا  اي معادله. مانند تئوري تیموشنکو ؛آنها لحاظ شده است ي معادلههستند که خواص برشی در 

بروز اختلاف یکی از دلایل ممکن بوده از این رو  ي معادلهساده ترین  ،براي پاسخ پوسته در نظر گرفته شد
  . باشد میمتفاوت بودن معادلات 
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باید توجه داشت که یکی از اهداف این فصل مدل سازي ویسکوالاستیک مسئله فارغ از اختلاف موجود      
، ده مانند شبکه آبرسانی و فاضلاب شهريیور بررسی مدلهاي پیچیا نرم افزار مشابه به منظ Ansysدر محیط 

  . ه این هدف در این فصل انجام شده استهمچنین انتقال سیال بوده ک
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  فصل هفتم

  

  

  

  هانتیجه گیري و پیشنهاد
د یکی از کارامد ترین مدل ها براي بررسی واقعی تر توان میمدل ویسکوالاستیک مسئله ي بار متحرك 

سبک سازي سازه ، در صنایع امروز یکی از اهداف مهم در طراحی. شود محسوبسازه ها احی رمشکلات ط
لیمري در حل رشد و توسعه گسترده اي از مواد کامپوزیتی و پکه این مهم با استفاده از طیف  باشد می
کوالاستیک از کارایی و انعطاف بیشتري نسبت به سمدل وی ،هنگام بررسی پاسخ دینامیکی این مواد. باشد می

  . دهد میاح قرار مدل الاستیک برخوردار بوده عوامل مهمتري را در اختیار طر

جدار نازك استوانه اي تحت بار  ي پوستهتیموشنکو و ، تیر برنولیپروژه سه نمونه ي مختلف این در     
استاندارد خطی مدل یک در بررسی انجام شده از  . متحرك در شکل ویسکوالاستیک مورد بررسی قرار گرفت

سه عضوي براي بررسی خواص ویسکوالاستیک استفاده شد و بسته به مدل مورد استفاده شده پارامتر هاي 
نشان  α، نشان دهنده ي خواص مادي E1و  Kکه عبارتند از مختلفی از حل مسئله حاصل شد  بعد بی

  . باشد مینشان دهنده ي تاثیرات هندسی  βدهنده تاثیرات سرعت و 

  : از جمله نتایج این پروژه عبارت است از    

د در توان میبدست آمده و تحلیل صورت گرفته برروي آنها یک فرم کلی داشته و  بعد بیضرایب  •
  .تحقیقاتی از این دست مورد استفاده و بررسی قرارگیرد

حاصل شده است و  K=1بیشترین و سریعترین میرایی از نظر نسبت خیز دینامیکی به استاتیکی در  •
سیستم رفتار الاستیک ] نهایت بیبه سمت صفر یا به سمت [دور شدن از این نقطه در هر جهتی با 

  . دهد میتري از خود نشان 
ي سیستم افزایش پیدا کرده و باعث کاهش الاستیسیته  کند میمیل  1به سمت  E1زمانی که  •

  . شود میمیرایی و افزایش زمان آن 
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 .دهد میتاثیرات هندسی نمود بیشتري از خود نشان  ،از مقدار واحد دور شود Kوقتی مقدار پارامتر  •

  .که خیز تیر در نمونه ي تیموشنکو بیشتر از تیراویلر شود شود میافزایش سرعت باعث  •
  .شود میرفتار تیر تیموشنکو به تیر اویلر نزدیک  βکه با افزایش مقدار دهد میدید کلی نشان  •
بطوریکه  ؛تعیین نمود توان میرا  βمقدار مورد نیاز پارامتر )  αپارامتر ( با توجه به سرعت عبور بار •

، وج بار یا در ابتداي ایستایی باربالا نبوده و در هنگام خر، در سرعت هاي پائین مقادیر ضریب تقویت
 . به سیستم ضربه وارد نشود

کامل تر در  ي معادلهکه از یک  شود میبه منظور بهبود و نزدیکی بین حل عددي و تئوري پیشنهاد      
 باشد میکوالاستیک دما پارامتري مهم سنین در بررسی خواص ویهمچ .حاکم استفاده شود ي معادلهاستخراج 

بعلاوه استفاده از مدل هایی که داراي زمان هاي رهایش . د مورد توجه قرار گیردتوان میکه در تحقیقات آتی 
د در تطابق حل تئوري و نتایج عملی شایان توجه توان می ،باشند میندارد خطی ابیشتر نسبت به مدل است

  . باشد
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Abstract 

In this project the effect of material proprieties at response of a beam and cylindrical shell are 
studied. The model of material is obey from the three element standard model in shearing and 
has elastic response in tension. The governing equations in the visoelastic form have been 
extracted by direct and corresponding method by distinct the shearing and bulking component 
of stress tensor and finally have been solved with the eigenfunction expansion. Using the 
obtained dimensionless coefficients from the governing equation, the effects of the material 
and loading properties have been investigated on the response. 
     In numerical solution the Ansys FEM package has been used and analytical solution of a 
thin shell has been compared with numerical results obtained by Ansys.  
 
Keywords: Moving load, Viscoelastic shell, Viscoelastic beam, Linear standard model, Finite 
element model 

  


