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 قدیم بهت 

گانی که رور دانستن،ل بودن، باورِ لحظات نابِ فرشت مدیون حضور  امیزندگ و زیبای  یکتا یهاتجربهو تمام  عظمت رسیدن ،جسارت خواستن ذت و غ

 ...هاستآن سبز

زیزمو همسر  تقدیم به خانواده  ع
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 تقدیر و تشکر

 :محمدباقر نظری دکتر جناب آقایگرامی  استاد

صمیمی و دوستانه برای  یتجربیات ارزشمند در کنار برقراری رابطه علیم و تربیت و انتقال معلومات ودر ت  یعال حضرت، تلاش و کوشش دلسوزی 

قدر د گراناتز زحمات و خدمات ارزشمند شما اس دانم در کسوت شاگردی اینجانب بر خود وظیفه میا .است شی ستاقابلدانش حقیقتاً  و کسب علم

 تقدیر و تشکر نمایم.

گاه محاسبات دانشکده همچنین از مسئول آزمایش
گاه شاهرود ن  کانیک دانش  .دارمیز  کمال تشکر را ی م

همچنین همسر م کمال تشکر از در انتهاو 
 چراغ راه من شدند. را  دارم  که با صبر  خانواده و 
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 تعهدنامه
مکانیک و  یدانشکده مکانیک مهندسی یکارشناسی ارشد رشته یدانشجوی دوره محمدحسین کامروااینجانب 

 یکدر  Iشدّت تنش مود  یبضر یمحاسبه با عنوان نامهیانپا یشاهرود نویسندهصنعتی دانشگاه  مکاترونیک

تحت  ،یبا استفاده از روش تابع وزن یترک تحت شوک حرارت یدارا یکترموالکتر یو استوانه یکهبار

 شوم:متعهد می محمدباقر نظریدکتر  ییراهنما

 است و از صحت و اصالت برخوردار است. شدهانجامنامه توسط اینجانب تحقیقات در این پایان 

 استناد شده است. مورداستفادههای محققان دیگر به مرجع در استفاده از نتایج پژوهش 

  چیههیچ نوع مدرک یا امتیازی در  تاکنون توسط خود یا فرد دیگری برای دریافت نامهانیپامطالب مندرج در 

 ارائه نشده است. جا

  دانشگاه » ناما بباشد و مقالات مستخرج شاهرود میصنعتی اثر متعلق به دانشگاه  کلیه حقوق معنوی این

 به چاپ خواهد رسید. "Shahrood University of Technology"یا  و« شاهرودصنعتی 

 در مقالات مستخرج از  ،اندتأثیرگذار بوده نامهانیپااصلی  جینتاآمدن  به دستادی که در حقوق معنوی تمام افر

 گردد.رعایت می نامهپایان

  ضوابط است،  شدهاستفادهها( های آنیا بافت، در مواردی که از موجود زنده )نامهمراحل انجام این پایان تمامدر

 و اصول اخلاقی رعایت شده است.

  دسترسی یافته یا اطلاعات شخصی افراد  ینامه، در مواردی که به حوزهمراحل انجام این پایان تمامدر

 .اصل رازداری، ضوابط و اصول اخلاق انسانی رعایت شده استاست  شدهاستفاده

 تاریخ                                                                                                                

 امضای دانشجو                                                                                                     

 

 

 مالکیت نتایج و حق نشر

 و  افزارهانرمای، های رایانهتمام حقوق معنوی این اثر و محصولات آن )مقالات مستخرج، کتاب، برنامه

این مطلب باید به نحو مقتضی در باشد. شاهرود میصنعتی ( متعلق به دانشگاه شدهساختهتجهیزات 

 تولیدات علمی مربوطه ذکر شود.

 باشدنامه بدون ذکر مرجع مجاز نمیاستفاده از اطلاعات و نتایج موجود در پایان. 
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 چکیده
 یک وای ی شامل ترک لبهباریکه یکدر  Iشدّت تنش مود  یبضر یمحاسبه نامه بهدر این پایان

 شدهپرداختهاز روش تابع وزنی  استفاده با یضویب یمنشامل ترک محیطی و  جدار ضخیم یاستوانه

است  بوده همسانگرد صورتو بهبیسموت تلورید یک ترموالکتر یو استوانه از ماده باریکهاست. جنس 

ای های هدایت گرمایی غیر فوریه، طبق مدلحرارتی. شوک قرار داردبعدی یک یشوک حرارت که تحت

در نظر گرفتن شرایط مرزی دمایی در دو سمت باریکه که با  وگانهفاز د تأخیرورنات و -کاتانو

 است. شدهاستوانه انجام و خارجی دیواره داخلی همچنین در و

، شودی هدایت گرمایی در فضای لاپلاس حل می، ابتدا معادلهیموردبررسهای هدایت گرمایی در مدل

به فضای ها میدانو  شدهاستفادهآوردن میدان دما و تنش، از تبدیل لاپلاس معکوس  به دستپس از 

که شود از توابع وزنی حاصل میبا استفاده شود. سپس، مقدار ضریب شدت تنش زمان نگاشت می

 .شودبررسی میتوزیع تنش و ضریب شدت تنش  ژول و تامسون در توزیع دما، اثر نتایج، در
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تابع فاز دوگانه،  تأخیر، مدل هدایت گرمایی هایپربولیکموالکتریک، اثر ژول،  مدل هدایت گرمایی تر

 باریکهی جدار ضخیم، ، استوانهوزنی

 

 

 

 

 

 

 

 



 ح

 

 

 البفهرست مط

 2 ............................................................................................................................................ مقدمه 1-1

 3 .................................................................................................................... گذشتگان قاتیتحق 1-2

 6 ......................................................................................................................... نامهانیپا ساختار 1-3

 8 ............................................................................................................................................ مقدمه 2-1

 8 ............................................................................................... کیترموالکتر مواد یمعرف 2-1-1

 8 ......................................................................کیترموالکتر وستاریپ بر حاکم معادلات 2-1-2

 11 ........................................................................ کیترموالکتر یاهیپا اثرات بر یمرور 2-1-3

 12 ............................................................................................... یکیالکتر انیجر یچگال 2-1-4

 13 .......................................................................................................ییگرما تیهدا یهاقانون 2-2

 13 .......................................................................................... هیفور ییگرما تیهدا مدل 2-2-1

 13 ..................................................... ورنات-کاتانو یاهیفور ریغ ییگرما تیهدا مدل 2-2-2

 13 .............................................. دوگانه فاز ریتأخ یاهیفور ریغ ییگرما تیهدا مدل 2-2-3

 14 ........................................................................................................................ یوزن تابع روش 2-3

 11 ............................................................................................................ کهیبار یوزن تابع 2-3-1

 16 .................................................................................. یداخل یطیمح ترک یوزن تابع 2-3-2

/ یبرا یضویب مین ترک یوزن تابع 2-3-3 1.25o iR R  ................................................ 11 

/ یبرا یضویب مین ترک یوزن تابع 2-3-4 2o iR R  ....................................................... 11 



 ط

 

 21 .............................................................................................. یعدد معکوس لاپلاس لیتبد 2-4

 24 ......................................................................................................................................... مقدمه 3-1

 24 ....................................................................................... یالبه ترک شامل یکهیبار لیتحل 3-2

 24 .............................................................................. ورنات-کاتانو ییگرما تیهدا مدل 3-2-1

 31 ....................................................................... دوگانه فاز ریتأخ ییگرما تیهدا مدل 3-2-2

 33 ...................................................................................... یکیالکتر انیجر یچگال یمحاسبه 3-3

 34 .......................................................................................................... تنش و دما عیتوز روابط 3-4

 31 ......................................................................................................................... دما عیتوز جینتا 3-1

 31 ...................................................................................................................... تنش عیتوز جینتا 3-6

 41 ................................................................................... یالبه ترک تنش شدت بیضر جینتا 3-1

 44 ......................................................................................................................................... مقدمه 4-1

 44 .................................................................................................. ترک بدون یاستوانه لیتحل 4-2

 46 ...................................................................................... یکیالکتر انیجر یچگال یمحاسبه 4-3

 41 ......................................................................................................................... دما عیتوز جینتا 4-4

 12 ....................................................................................................... یمحور تنش عیتوز جینتا 4-1

 16 ............................................................................... یطیمح ترک تنش شدت بیضر جینتا 4-6

 66 ......................................................................................................................................... مقدمه 1-1

 66 .................................................................................................. ترک بدون یاستوانه لیتحل 1-2



 ی

 

 61 ..................................................................................... یکیالکتر انیجر یچگال یمحاسبه 1-3

 68 ........................................................................................................................ دما عیتوز جینتا 1-4

 11 ............................................................................................................... یطیمح تنش دانیم 1-1

 11 ...................................................................................................... یطیمح تنش عیتوز جینتا 1-6

 14 ........................................................ یضویب مین ترک عمق در تنش شدت بیضر جینتا 1-1

 81 ............................................................................................................................... یریگجهینت 6-1

 81 .................................................................................................................................. شنهادهایپ 6-2

 

 

 

 هافهرست شکل

 [.31] ................................................................................... 11 یدامنه کی در یانرژ تعادل 1 -2 شکل

 11 .............................................................................................. [48] استوانه در ترک کی طرح 2 -2 شکل

 16 ......................................................................... [31]یالبه ترک یدارا یکهیبار یکل شکل 3 -2 شکل

 16 ...................................................................... [21] یطیمح ترک شامل استوانه یکل شکل 4 -2 شکل

 11 ................................................................ [24] یضویب مین ترک شامل استوانه یکل شکل 1 -2 شکل

 

0.071 در[ 31] مرجع با یلیتحلمهین روش یدما عیتوز یسهیمقا 1 -3 شکل  ............................ 21 

 28 ... تامسون اثر حضور عدم و حضور در ورنات-کاتانو ییگرما تیهدا مدل یدما عیتوز 2 -3 شکل

 مورد یمرز طیشرا گرفتن نظر در با ورنات-کاتانو ییگرما تیهدا مدل یدما عیتوز 3 -3 شکل

 21 ....................................................................................................................................................................... مطالعه



 ک

 

 مورد یمرز طیشرا گرفتن نظر در با ورنات-کاتانو ییگرما تیهدا مدل تنش عیتوز 4 -3 شکل

 31 ....................................................................................................................................................................... مطالعه

 31 ............... مطالعه مورد یمرز طیشرا گرفتن نظر در با یالبه ترک تنش شدت بیضر 1 -3 شکل

 34 ....................................................................... یکیالکتر انیجر یچگال یمحاسبه یچگونگ 6 -3 شکل

 36 ............................................................... [31] مرجع با کهیبار در دما عیتوز یسنجصحت 1 -3 شکل

 36 .................. ورنات-کاتانو ییگرما تیهدا مدل طبق کیترموالکتر یماده یدما عیتوز  8 -3 شکل

 31 ........... دوگانه فاز ریتأخ ییگرما تیهدا مدل طبق کیترموالکتر یماده یدما عیتوز  1 -3 شکل

 38 ......................................................... [31] مرجع با کهیبار در تنش عیتوز یسنجصحت 11 -3 شکل

 31 ................ ورنات-کاتانو ییگرما تیهدا مدل طبق کیترموالکتر یماده تنش عیتوز  11 -3 شکل

 31 .........دوگانه فاز ریتأخ ییگرما تیهدا مدل طبق کیترموالکتر یماده تنش عیتوز  12 -3 شکل

 41 ............................. [31] هیثان 21 زمان در مرجع با تنش شدت بیضر یسنجصحت 13 -3 شکل

-کاتانو ییگرما تیهدا مدل طبق کیترموالکتر یماده یالبه ترک تنش شدت بیضر 14 -3 شکل

 41 ......................................................................................................................... ترک ینسب طول برحسب ورنات

 دوگانه فاز ریتأخ ییگرما تیهدا مدل طبق کیترموالکتر یماده تنش شدت بیضر 11 -3 شکل

 42 ..................................................................................................................................... ترک ینسب طول برحسب

 

 44 .................................................................................................... یتوخال یاستوانه یکل شکل 1 -4 شکل

[31] مرجع با( C-V) ورنات-کاتانو ییگرما تیهدا مدل طبق دما عیتوز یسنجصحت 2 -4 شکل

 ................................................................................................................................................................................... 41 

 48 .. [31] مرجع با دوگانه فاز ریتأخ ییگرما تیهدا مدل طبق دما عیتوز یسنجصحت 3 -4 شکل

 48 ................... ورنات-کاتانو ییگرما تیهدا مدل طبق کیترموالکتر یماده یدما عیتوز 4 -4 شکل

 41 ............ دوگانه فاز ریتأخ ییگرما تیهدا مدل طبق کیترموالکتر یماده یدما عیتوز 1 -4 شکل

 دوگانه فاز ریتأخ و (C-V) ورنات-کاتانو ییگرما تیهدا مدل یدما عیتوز یسهیمقا 6 -4 شکل

(DPL) 11 ....................................................................................................................................... ژول اثر ابیغ در 



 ل

 

 دوگانه فاز ریتأخ و (C-V) ورنات-کاتانو ییگرما تیهدا یهامدل یدما عیتوز یسهیمقا 1 -4 شکل

(DPL) ....................................................................................................................................................................... 11 

 انیجر یچگال مختلف ریمقاد با ورنات-کاتانو ییگرما تیهدا مدل یدما عیتوز 8 -4 شکل

 11 ................................................................................................................................................................... یکیالکتر

 انیجر یچگال مختلف ریمقاد با دوگانه فاز ریتأخ ییگرما تیهدا مدل یدما عیتوز 1 -4 شکل

 11 ................................................................................................................................................................... یکیالکتر

[31] مرجع با ورنات-کاتانو ییگرما تیهدا مدل یمحور تنش عیتوز یسنجصحت 11 -4 شکل

.................................................................................................................................................................................... 13 

 مرجع با دوگانه فاز ریتأخ ییگرما تیهدا مدل یمحور تنش عیتوز یسنجصحت 11 -4 شکل

[31] .......................................................................................................................................................................... 13 

 14 ... ورنات-کاتانو ییگرما تیهدا مدل طبق کیترموالکتر یماده یمحور تنش عیتوز 12 -4 شکل

دوگانه فاز ریتأخ ییگرما تیهدا مدل طبق کیترموالکتر یماده یمحور تنش عیتوز 13 -4 شکل

.................................................................................................................................................................................... 11 

 با ورنات-کاتانو ییگرما تیهدا مدل طبق کیترموالکتر یماده یمحور تنش عیتوز 14 -4 شکل

 11 ............................................................................................................. یکیالکتر انیجر یچگال مختلف ریمقاد

 دوگانه فاز ریتأخ ییگرما تیهدا مدل طبق کیترموالکتر یماده یمحور تنش عیتوز 11 -4 شکل

 16 ......................................................................................................... یکیالکتر انیجر یچگال مختلف ریمقاد با

 مدل طبق کیترموالکتر یماده یطیمح ترک تنش شدت بیضر یسنجصحت 16 -4 شکل

 18 ..................................................................................................... [31] مرجع با ورنات-کاتانو ییگرما تیهدا

 مدل طبق کیترموالکتر یماده یطیمح ترک تنش شدت بیضر یسنجصحت 11 -4 شکل

 18 .............................................................................................. [31] مرجع با دوگانه فاز ریتأخ ییگرما تیهدا

 ییگرما تیهدا مدل طبق کیترموالکتر یماده یطیمح ترک تنش شدت بیضر 18 -4 شکل

 11 ............................................................................................................................................................. ورنات-کاتانو



 م

 

 ییگرما تیهدا مدل طبق کیترموالکتر یماده یطیمح ترک تنش شدت بیضر 11 -4 شکل

 61 ..................................................................................................................................................... دوگانه فاز ریتأخ

 ییگرما تیهدا مدل طبق کیترموالکتر یماده یطیمح ترک تنش شدت بیضر 21 -4 شکل

 61 ................................................................................ یکیالکتر انیجر یچگال مختلف ریمقاد با ورنات-کاتانو

 ییگرما تیهدا مدل طبق کیترموالکتر یماده یطیمح ترک تنش شدت بیضر 21 -4 شکل

 62 ......................................................................... یکیالکتر انیجر یچگال مختلف ریمقاد با دوگانه فاز ریتأخ

 یهامدل طبق کیترموالکتر یماده یطیمح ترک تنش شدت بیضر یسهیمقا 22 -4 شکل

 62 .................................................................. (DPL) دوگانه فاز ریتأخ و (C-V) ورنات-کاتانو ییگرما تیهدا

 

 68 ................. ورنات-کاتانو ییگرما تیهدا مدل طبق کیترموالکتر یماده در دما عیتوز 1 -1 شکل

 61 .......... دوگانه فاز ریتأخ ییگرما تیهدا مدل طبق کیترموالکتر یماده در دما عیتوز 2 -1 شکل

-کاتانو ییگرما تیهدا یهامدل طبق کیترموالکتر یماده در دما عیتوز یسهیمقا 3 -1 شکل

 61 .......................................................................................................... (DPL) دوگانه فاز ریتأخ و (C-V) ورنات

 ریمقاد با ورنات-کاتانو ییگرما تیهدا مدل طبق کیترموالکتر یماده یدما عیتوز 4 -1 شکل

 11 ......................................................................................................................... یکیالکتر انیجر یچگال مختلف

 ریمقاد با دوگانه فاز ریتأخ ییگرما تیهدا مدل طبق کیترموالکتر یماده یدما عیتوز 1 -1 شکل

 11 ......................................................................................................................... یکیالکتر انیجر یچگال مختلف

 12ورنات-کاتانو ییگرما تیهدا مدل طبق کیترموالکتر یماده در یطیمح تنش عیتوز 6 -1 شکل

دوگانه فاز ریتأخ ییگرما تیهدا مدل طبق کیترموالکتر یماده یطیمح تنش عیتوز 1 -1 شکل

 ................................................................................................................................................................................... 13 

 با ورنات-کاتانو ییگرما تیهدا مدل طبق کیترموالکتر یماده یطیمح تنش عیتوز 8 -1 شکل

 13 ............................................................................................................ یکیالکتر انیجر یچگال مختلف ریمقاد

 با دوگانه فاز ریتأخ ییگرما تیهدا مدل طبق کیترموالکتر یماده یطیمح تنش عیتوز 1 -1 شکل

 14 ............................................................................................................ یکیالکتر انیجر یچگال مختلف ریمقاد



 ن

 

 تیهدا مدل طبق کیترموالکتر یماده در یضویب مین ترک عمق تنش شدت بیضر 11 -1 شکل

 11 .............................................................................................................................................. ورنات-کاتانو ییگرما

 تیهدا مدل طبق کیترموالکتر یماده در یضویب مین ترک عمق تنش شدت بیضر 11 -1 شکل

 16 ....................................................................................................................................... دوگانه فاز ریتأخ ییگرما

 تیهدا مدل طبق کیترموالکتر یماده یضویب مین ترک عمق تنش شدت بیضر 12 -1 شکل

 11 .................................................................. یکیالکتر انیجر یچگال مختلف ریمقاد با ورنات-کاتانو ییگرما

 تیهدا مدل طبق کیترموالکتر یماده یضویب مین ترک عمق تنش شدت بیضر 13 -1 شکل

 11 ........................................................... یکیالکتر انیجر یچگال مختلف ریمقاد با دوگانه فاز ریتأخ ییگرما

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 س

 

 فهرست اعلام

زمان آسایش گرادیان دمای 

 بعدبی

 j بردار چگالی جریان   

r شعاع q بردار شار   

 بعدشعاع بی  بردار نیروی الکترومغناطیس 
EMZ  

 شعاع داخلی
ir E بردار میدان الکتریکی   

 شعاع خارجی
or  بردار جریان الکتریکی 

I  
 شعاع داخلی بی بعد

iR  تانسور تنش   

 شعاع خارجی بی یعد
oR C تانسور الاستیک   

 شدت تنش
IK  تانسور کرنش   

 ضخامت 
wt  تانسور کرنش حرارتی 

th  

 ضریب اثر تامسون
ht  تنش محوری 

z  

 ضریب انتقال الکتریکی  تنش محیطی 
  

 ضریب انبساط حرارتی  تنش محوری بی بعد 
z  

 ضریب انتقال حرارتی  تنش محیطی بی بعد 
  

 طول ترک
a  تابع وزنی 

m  
 ظرفیت گرمایی ویژه

pC  چگالی   

x مکان T دما   
X بعدمکان بی  بعددمای بی    

 مدول یانگ
E  

t زمان  

I مقدار جریان الکتریکی  زمان بی بعد   

 مساحت
A  

 زمان آسایش شار حرارتی
q  

J مقدار چگالی جریان  زمان آسایش گرادیان دما 
T  

V ولتاژ زمان آسایش شار حرارتی  

 بعدبی

  

 





 مقدمه - اولفصل 

1 

 

                                                               1 فصل

 مرور مطالعات پیشین

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 مقدمه - اولفصل 

 

2 

 

 مقدمه 9-9

به  یکیالکتر یانرژ یلطور معکوس تبدهب یاو  یکیالکتر یگرما به انرژ یلعلم تبدیسیته، ترموالکتر

 یکه انرژ آوردیامکان را فراهم م ینا یکیالکتر یگرما به انرژ یلاست. تبد یشسرما یاو  یشگرما

معمولاً کم  یلنوع تبد ینا یآنکه بازده باوجودشود.  یرهذخ یکیالکتر یانرژ صورتبه یاتلاف یحرارت

و  یقاتاست و تحق قرارگرفتهبودن آن مورد توجه  یرپذ یدتجد یلبه دلاست که  یمدت یاست ول

در حال های ماکرو و میکرو متفاوت در اندازه یساختارها یاو  یددر ساخت مواد جد هایییشرفتپ

تبدیل مستقیم گرمای اتلافی به الکتریسیته مورد توجه  به دلیلمواد ترموالکتریک انجام است. 

قبول و ی متحرک، کارکرد بدون سروصدا، اعتمادپذیری قابل. نداشتن قطعه[1] دارند بسیاری قرار

های کن مدارقابلیت انتقال آسان آن از مزایای این تجهیزات است. مواد ترموالکتریک در خنک

الکترونیکی، حسگرهای کنترل دما و شار گرمایی و ... کاربرد دارند. اختلاف دمای دو سر یک المان 

-ترموالکتریک علاوه بر ایجاد گرمایش ژول، مشابه یک منبع گرمایی در شرایط کاری باعث ایجاد تنش

 به همراهیسیته های الاستیسیته، دما و الکترشود. کوپل غیرخطی میدانها میهای گرمایی در آن

از طرفی، . شودمیها و وابسته به دمای این مواد باعث پیچیدگی تحلیل آن همگن یرغخصوصیات 

، وجود دهد. بعلاوهافزایش می را هاایجاد و رشد ترک حین کار در آنامکان طبیعت ترد این مواد، 

لال در عملکرد تباعث اخهای ترموالکتریک این تجهیزات هایی مثل گشودگی و ترک در الماننقص

 شود.ها میآن

باشد که نتایج حاصل از آن برای تحلیل توزیع دما، قانون فوریه می مورداستفادههای از تئوری

نهایت موج به فرض سرعت بی توانهای این قانون، می. از نقص[2] تفاوت زیادی با نتایج تجربی دارد

دهد توزیع دمای حاصل از قانون فوریه در مواردی که هدایت گرمایی سریع رخ می گرما اشاره کرد.

ی نازکی که تحت گرمایش گیری شده در باریکهدمای اندازهبرای مثال، کافی دقیق نیست.  یاندازهبه

 311به زمان اعمال شوک گرمایی حدود  های نزدیکاست، در زمان قرارگرفتهسریع از طریق لیزر 

هدایت گرمایی  . [3]شودمیدمایی است که توسط قانون فوریه محاسبه گراد بیشتر از ی سانتیدرجه
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بینی کند و در مواردی چون درستی پیشتواند نتایج را بهنیز در برخی موارد نمی 1ورنات-کاتانو

 .[4,1] شودمیفرآیندهای سریع انتقال گرما و انتقال گرما در مقیاس میکرو منجر به نتایج غیرطبیعی 

، نتایج دما و تنش را شدهگرفته در نظربا توجه به روابط ساختاری  2فاز دوگانه تأخیرهدایت گرمایی 

یگر در هدایت کند که با نتایج آزمایشگاهی سازگاری دارد و از طرف دبینی میای پیشگونهدر سازه به

 کند.گرمایی سریع و هدایت گرمایی در مقیاس میکرو و نانو نتایج قابل قبولی ارائه می

 تحقیقات گذشتگان 9-2

ها به ی اتصال لولهعنوان مدل مناسبی از عیوب در ناحیهدر بخشی از تحقیقات، ترک محیطی به

، با استفاده [1]ن دوغا، نید و ار[8]، آیدین و آرتم [1]. ایردل و اردوغان [6]است  یشنهادشدهپیکدیگر 

ی تحت بار برای یک ترک محیطی در یک استوانهرا از روش تبدیل انتگرالی، ضریب شدت تنش 

روش المان ، با استفاده از [11]آوردند. ونگ  به دستحوری صورت متقارن ممکانیکی و گرمایی به

ی جدار ضخیم تحت فشار برای ترک محیطی در یک استوانهرا محدود، ضریب شدت تنش دینامیکی 

ی ، ضریب شدت تنش را برای استوانه[11]. همچنین، گربنر لی متغیر با زمان را محاسبه کردداخ

نبوی و آورد.  به دستشامل یک ترک محیطی و تحت بار محوری، با استفاده از روش المان محدود 

توابع صورت را به [13]، با استفاده از نتایج المان محدود، ضرایب تابع وزنی گلینکا و شن [12]قاجار 

ی وسیعی از نسبت قطرهای خارجی به داخلی و طول نسبی ترک محیطی، ای برای محدودهچندجمله

آوردند.  به دستتعیین کردند و با استفاده از آن، ضریب شدت تنش را برای بارگذاری حرارتی پایا 

صورت توابع متعالی ابعاد ضرایب تابع وزنی گلینکا و شن را برای نسبت قطر خاص به همچنین ایشان

 .[14] ه کردندهندسی استوانه ارائ

رفتار یک  [11]در تحقیقات فوق از تئوری هدایت گرمایی فوریه استفاده شده است. چانگ و ونگ 

صفحه تحت کاهش دمای لبه را با استفاده از روش تبدیل لاپلاس و ی یک نیمای عمود بر لبهترک لبه

، ضریب شدت تنش را [16]بررسی کردند. هو و چن  هایپربولیکگرفتن مدل هدایت گرمایی  در نظر

                                           
1 Cattaneo-Vernotte (C-V) 
2 Dual Phase Lag (DPL) 
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 به دست هایپربولیکگرفتن مدل هدایت گرمایی  در نظرهای یک باریکه با برای یک ترک موازی با لبه

و بدون  [11]پوشش صفحه با آوردند. چن و هو تغییرات ضریب شدت تنش با زمان، برای یک نیم

ایت گرمایی گرفتن مدل هد در نظرشامل یک ترک تحت اغتشاش حرارتی در مرز را با  [18]پوشش 

ی شامل یک ترک ، ضریب شدت تنش را برای یک استوانه[11]آوردند. ونگ  به دست هایپربولیک

-فو و همکاران، ضریب شدت تنش برای استوانهآورده است.  به دستصورت تحلیلی ای کوچک بهسکه

امل یک ترک محیطی را با استفاده از روش تبدیل انتگرالی و تبدیل لاپلاس ش [21]ی تو خالی 

 ارائه کردند.  هایپربولیکگرفتن مدل هدایت گرمایی  در نظرمعکوس عددی با 

نیم  به شکلهای سطحی پس از تکرار بارگذاری نشان دادند که ترک ،[22]  ,[21] لین و اسمیت

با استفاده از روش المان محدود، ضریب شدت تنش و عمر شوند. ایشان همچنین نزدیک می بیضوی

پتروسکی و آخنباخ  محاسبه کردند. 1نیم بیضویی شامل یک ترک خستگی را برای یک استوانه

ی تابع وزنی از ضرایب شدت تنش ، یک بیان تقریبی از جابجایی سطح ترک را برای محاسبه[23]

های ی حاوی ترکصفحهبرای یک بارگذاری مرجع بیان کردند و ضریب شدت تنش را برای نیم

آوردند. شاهانی و نبوی با استفاده از  به دستای و ترک شعاعی در حلقه دایره یشعاعی روی حفره

 نیم بیضویروش تابع وزنی، یک عبارت تحلیلی برای ضرایب شدت تنش در عمق و سطح یک ترک 

 ,[21]ارائه کردند. ژنگ و همکاران  [24]ی تحت فشار داخلی و با حرارت پایا طولی در یک استوانه

نیم ها و عمق ترک ی صریح برای ضریب شدت تنش گوشهیک رابطه ، به کمک روش تابع وزنی[26]

گرفته شده  در نظرفوق هدایت گرمایی بر اساس قانون فوریه  طولی ارائه دادند. در تحقیقات بیضوی

های تابع وزنی را برای ترک ی انتگرال مرزی،با استفاده از روش معادله [21]است. لی و همکاران 

های طولی و محیطی در ، تابع وزنی ترک[28]ان کردند. وارفومولیف و هدولاک طولی و محیطی بی

سطح داخلی استوانه را با استفاده از این تابع، ضرایب شدت تنش تحت بارگذاری کششی یکنواخت را 

نیم ها و عمق یک ترک برای گوشه Iضریب شدت تنش مود  [21]به کردند. نظری و عاصمی محاس

 یفرحنظری و  یراًاخ اند.آورده به دسترا با استفاده از تابع وزنی  هایپربولیکتحت بار گرمایی  بیضوی

                                           
1 Semi - Eliptical 
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های را با استفاده از تئوری نیم بیضویها و عمق ترک را برای گوشه Iضریب شدت تنش مود  ،نژاد

آوردند  به دستتحلیلی و با استفاده از تابع وزنی ی ترموالاستیسیته با روش حل نیمهیافتهتعمیم

[31]. 

مواد ای بر روی و غیرفوریه ایهای فوریهتئوریه از استفاد یینهدرزمتحقیقاتی که  ازجمله

در با  [31]پالما و همکارانش  اینکه: ازجمله .نموداشاره اردی به مو توانانجام گرفته، می ترموالکتریک

های دما و الکتریسیته و تئوری کاتانو تنش گرمایی را در یک المان گرفتن کوپل میدان نظر

های دما و اثر پلتیر را در تعیین میدان [32]آوردند. پرز و همکارانش  به دستترموالکتریک 

به تنش گرمایی را در یک فیلم نازک ترموالکتریک  [33]الکتریسیته لحاظ کردند. هوانگ و همکارانش 

های گرمایی را در یک المان گرفتن خصوصیات تابع دما، تنش در نظربا  [34]آوردند. ونگ  دست

در نشان دادند  [31]آورد. ژنگ و همکاران  به دستای ترموالکتریک بر اساس هدایت گرمایی فوریه

 [36]سانگ و همکاران  است. 2/1دارای تکینی مرتبه  شار گرمایی و الکتریکی مانند تنشک، نوک تر

نهایت ترموالکتریک تحت شار گرمایی و ضریب شدت تنش را برای یک ترک در یک محیط بی

ضریب شدت تنش برای یک باریکه شامل  [31]آوردند. ونگ و همکاران  به دستالکتریکی دوردست 

 ای محاسبه کردند.ای را با استفاده از روش تابع وزنی تحت شوک گرمایی فوریهیک ترک لبه

 ازآنجاکههای اخیر، استفاده از کولرها و میکرو کولرها بیشتر مورد توجه قرار گرفته است. در سال

تحقیقاتی که در روی مواد ترموالکتریک صورت  باوجودو  ای استگرمایی در این مواد غیرفوریههدایت 

فاز دوگانه که سرعت موج  تأخیرورنات و -های هدایت گرمایی کاتانوگرفته است، اما تاکنون مدل

شوک حرارتی روی رشد ترک در   دهند انجام نگرفته است. در مورد اثرخوبی نشان میمحدود را به

های هدایت نامه علاوه بر مدلپایان بنابراین در این؛ تحقیقات کمی صورت گرفته است این مواد نیز 

قرار  یموردبررسهای گرمایی بالا و اثر ژول نیز همراه با مدل در باریکه گرمایی ذکر شده، اثر تامسون

در باریکه و نامه دارای اثر ضریب ژول بررسی در این پایانگرفته است. در واقع مواد ترموالکتریک مورد 

فاز دوگانه  تأخیرورنات و -های هدایت گرمایی کاتانوهستند و با مدل در باریکه تامسون اثر واستوانه 

 اند.قرار گرفته یموردبررسو استوانه  باریکهی در دو هندسه
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 نامهساختار پایان 9-3

و اهمیت  شودمیمعرفی مواد ترموالکتریک . در فصل اول استفصل  6شامل  ی حاضرنامهپایان

تحقیقاتی که تاکنون در این زمینه انجام شد در ادامه،  گیرد ومیقرار  موردبحثی آن مطالعه

 .قرار گرفت یموردبررس

شود، شرح داده میی لاپلاس معکوس )دورباین( و روش محاسبه معادلات حاکمم دودر فصل 

ی شامل و تابع وزنی استوانه ایتابع وزنی مربوط به باریکه دارای ترک لبهبررسی روابط همچنین به 

 .شودمیه پرداخت نیم بیضویهای محیطی و ترک

ی ی ترموالکتریک، به محاسبهباریکهپس از معرفی روابط توزیع دما و تنش در یک م، سودر فصل 

 یموردبررسضریب تامسون در توزیع دما و توزیع تنش  اثر یتدرنهاضرایب تمرکز تنش پرداخته و 

 .گیردمیقرار 

شامل یک ترک ک استوانه یی ضریب شدت تنش براروابط دما و تنش محوری و  مچهاردر فصل 

فاز دوگانه گزارش شده  تأخیرورنات و -مدل هدایت گرمایی کاتانومحیطی تحت شوک گرمایی طبق 

 است. 

نیم دارای ترک  برای یک استوانهضریب شدت تنش نش محیطی و در فصل پنجم، روابط دما و ت

 فاز دوگانه گزارش شده است. تأخیرورنات و -مدل هدایت گرمایی کاتانو طولی برای بیضوی

 شود.گیری و پیشنهادها برای کارهای آینده ارائه مینتیجه ششم نیزدر فصل 
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 عادلات حاکم و روش حلم
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 مقدمه 2-9

شود. همچنین، خواص ای آن پرداخته میپایه در این فصل به معرفی مواد ترموالکتریک و اثرات

ی آن ی محاسبهی چگالی جریان الکتریکی و نحوهمواد ترموالکتریک بیان خواهند شد. درباره

 نیم بیضویای، ترک محیطی و ترک شود و در ادامه به معرفی توابع وزنی ترک لبهتوضیحاتی داده می

 پلاس معکوس بحث و روابط آن آورده شده است.ی تبدیل لادرباره یتدرنهاشود. پرداخته می

 الکتریکمعرفی مواد ترمو 2-9-9

 یکدیگررا با استفاده از سه اثر انتقال جداگانه به  یو حرارت یکیالکتر یهایانرژ یک،مواد ترموالکتر

و  یشگرما )گرما یهامپعنوان پبه یک. مواد ترموالکتر3تامسون و 2پلتیر، 1سیبککنند: یم مرتبط

کوچک  یکترموالکتر یهاگذشته دستگاه یو در دهه [38] دنشویو ژنراتورها استفاده م( سرمایش

-یمورد استفاده قرار م یکروالکترونیکم یهاخنک کردن دستگاه یبرا یایندهفزا طوربهفرکانس بالا 

 .[31]یرند گ

 لکتریکترمواعادلات حاکم بر پیوستار م 2-9-2

شود تعریف می (1-2) ی مکسولهبطراصورت ی ترموالکتریک بهمعادلات ساختاری حاکم بر ماده

[31] . 

(2-1)     j 

                                           
1 Seebeck 
2 Peltier 
3 Thomson 
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، دامنه،  ، منظور ازهای پیوستهو قانون مکانیک محیط 1 -2شکل در این رابطه، با توجه به 

( به مشتق زمان نقطه ) علامتهمچنین  باشد.چگالی جریان الکتریکی می  jچگالی بار الکتریکی و

 کند.اشاره می

به  (2-2)ی رابطهی ترموالکتریک از قانون اول ترمودینامیک، طبق ی بقای انرژی برای مادهعادلهم

 آید.می دست

(2-2)  u    q j E 

 یتظرف pCچگالی و میدان الکتریکی،  zشار حرارتی،  q چگالی انرژی داخلی، u در آنکه 

برای یک جسم جامد صلب  uهمچنین،. باشدمی میدان الکتریکی Eو گرمایی ویژه در فشار ثابت

pصورت سازی بهپس از ساده

T
C

t





0رابطه تعادل جریان الکتریکی آمد. درخواهد  j می-

 ( قابل محاسبه است.(3-2)ی ساختاری شار الکتریکی )رابطه نیز از معادله jباشدکه

(2-3)  V T     j 

باشد. حرارتی و ولتاژ میهدایت ضریب و  ضریب انتقال الکتریکی به ترتیب  ، ،Vدر این رابطه 

-می شار حرارتی مدل هدایت گرمایی فاز دوگانه از دیگر معادلات ساختاری تأخیرموسوم به  یمعادله

به آن در این قسمت تنها  آن به تفصیل در فصل بعدی آورده شده است ومربوط  یهد که رابطباش

 قابل نمایش است. (4-2)صورت به شود. این رابطهای میاشاره

(2-4)  
2 2

22

q

q TT T T
t t t


   

   
           

q q
q j 

، زمان آسایش گرادیان دما، به ترتیب زمان آسایش شار حرارتی jو  q،T ، ،T، رابطهدر این 

 .باشندچگالی جریان الکتریکی میو  ، دماضریب انتقال حرارتی و ضریب انتقال الکتریکی

تنش و در این رابطه، آورده شده است. (1-2)ی ساختاری تنش در رابطه همچنین، معادله

کرنش و 
Thباشد.کرنش حرارتی می 

(2-1)  ( )thC    
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 لکتریکای ترمواپایهمروری بر اثرات  2-9-3

 تامسون وپلتیر ، سیبکهای به نام ای در مواد ترموالکتریکدر این بخش به معرفی اثرات پایه

 شودپرداخته می

-برگشت ینگسه اثر، کوپلدهد که در آن را نشان می ی دامنه یکدر  یتعادل انرژ، 1 -2شکل 

مشاهده  (در برخورد با مرز)فلش  ناپذیر برگشت یکیو الکتر گرمایی شار( و داخل مرز)فلش  یرپذ

 شود.می

 
  .[39]ی دامنه یکدر  یتعادل انرژ 9 -2شکل 

 مرز( در برخورد با)فلش  ناپذیر برگشت یکیو الکتر ییمرز( و شار گرما داخل)فلش  پذیراثر، کوپل برگشت سه

 اثر سیبک 2-9-3-9

تغییر  یکدر داخل ماده ترموالکتر Tدما  یعکه توزیزمان EMZ یسیالکترومغناط یروین یک ایجاد

 [32] شود.اثر سیبک نامیده می است که (6-2)ی کند، به شکل رابطهمی

(2-6)  
0EM T


  

j
Z 
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ی به عبارت دیگر اثر سیبک وظیفه [41]  شدهولتاژ  یانگراد باعث ومغناطیسی،الکتر یروین این

 یریگاندازه یبرا، طورمعمولبه سیبک. اثر تبدیل انرژی گرمایی به انرژی الکتریکی را بر عهده دارد

 .ودشیاستفاده م یهپا یهاترموکوپلدرجه حرارت با استفاده از 

 

 

 اثر پلتیر 2-9-3-2

در  یحرارت یانرژنوعی  تواندیم الکتریکی باردارد: وجود نیز توصیف مشابهی  بررسی اثر پلتیر یبرا

 .[41]د شومیاضافه  یهکه به قانون فورآورد  به وجودجسم 

(2-1)  Tq j 

 .کندانرژی گرمایی تبدیل میبه عبارت دیگر اثر پلتیر انرژی الکتریکی را به 

 

 

 

 اثر تامسون 2-9-3-3

 .وابسته است سیبک یباثر تامسون به درجه حرارت ضر

این  در مواردی که یژهوبه کند،شار گرمایی با تغییرات ضریب سیبک تغییر می (1-2) یرابطه طبق 

 شودبیان می (8-2)ی رابطه با htتامسون  یبضر ی،کل طوربه ،تابعی از تغییرات دما استضریب 

[41]. 

(2-8)   
h

T
t T

T

 
  

 
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 چگالی جریان الکتریکی 2-9-4

ی ترموالکتریک و میزان جریان است که وابسته به ابعاد مادهکمیتی چگالی جریان الکتریکی 

 باشد.الکتریکی عبوری از آن می

-بیسموتP1ترموالکتریک نوع قطعات از جنسنامه، برای تمامی موارد مورد مطالعه در این پایان

در ترموالکتریکی وابسته به دما خواص باشند. می [21] 3ملکورتوسط شرکت  شدهساخته 2تلورید

 .[31] (1-2)ی رابطه

(2-1)  
 

 

 

4 7 10 2

5 2 2

3 5 2

1.98 10 3.35 10 7.52 10

1.09 10 5.59 10 2.49

1.66 3.58 10 3.19 10

T T T

T T T

T T T







  

 

     

    

    

 

با و ضریب انتقال حرارتی  الکتریکی، ضریب انتقال انبساط حرارتیضریب  به ترتیب و  ،که 

واحدهای V K ، A mV  و W mK و همچنین مقادیر ظرفیت گرمایی .باشندمی
pC و چگالی

 ترموالکتریک نوع برای  به ترتیب مستقل از دما و ضریب انبساط حرارتیp تلورید(-)بیسموت   

 J KgK144 3 وKg m  1131 1 وK    6-11× 8/16 باشدمی 

( Iآید که در آن جریان الکتریکی )می به دست (11-2)ی مقدار چگالی جریان الکتریکی از رابطه

 باشد.می 2mبرحسب( Aآمپر و مساحت ) برحسب

(2-11)  I
J

A
 

 

 

 

 

 

 

                                           
1 P-type Thermoelement (TE) 
2 Bismuth-telluried (Bi2Te3) 
3 MELCOR 
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 های هدایت گرماییقانون 2-2

 مدل هدایت گرمایی فوریه 2-2-9

ای )قانون فوریه و تئوری کلاسیک ترموالاستیسیته(، شار گرمایی در یک در هدایت گرمایی فوریه

محیط پیوسته و همسانگرد، با گرادیان دما متناسب است و ثابت این تناسب، ضریب هدایت گرمایی 

 شود.بیان می (11-2)ی صورت رابطهفوریه به ی ساختاری شار گرمایینام دارد. رابطه

(2-11)     , ,q x t k x tT   

 ورنات-ای کاتانومدل هدایت گرمایی غیر فوریه 2-2-2

 در نظرگرمایی پیشنهاد کردند که در آن  شار، یک مدل هذلولی برای [42]و ورنات  [41]کاتانو 

-2)ی شود. رابطهمحدود موج گرما می سرعتبهمنجر  q آسایش برای شار گرمایی زمانیکگرفتن 

 دهد.ورنات را نشان می-ی ساختاری شار گرمایی مدل کاتانو، رابطه(12

(2-12)     , ,qq x T xt tk    

ای حاکم بر توزیع دما با جایگزینی بسط تیلور یک جمله هایپربولیکی ورنات، رابطه-در مدل کاتانو

 شود.ساختاری فوق در قانون اول ترموالکتریک )بقای انرژی( حاصل میی رابطه

 فاز دوگانه تأخیرای مدل هدایت گرمایی غیر فوریه 2-2-3

 ساختار یکرومکنش ای را برای لحاظ کردن برهمدو مرحله هایپربولیک، یک مدل [44] ,[43]تزو 

-فاز دوگانه نامیده می تأخیرماده در فرآیندهای سریع انتقال گرما پیشنهاد کرد. در این مدل که مدل 

و یک جمله برای  qی ساختاری شار گرمایی از بسط تیلور دو جمله برای شار گرمایی ، رابطهشود

 است. (13-2)ی صورت رابطهبه شود کهحاصل می ،Tی دماگرادیان 

(2-13)     , ,q Tq x t k T x t      

دو زمان آسایش، یکی برای گرادیان دما و دیگری برای شار گرمایی فاز دوگانه،  تأخیردر مدل 

 یدتائشود و می مسئلهبر  هایپربولیکی حاکم ز دوگانه منجر به معادلهاف تأخیراست. مدل  شدهیمعرف

 تأخیرشود. زمان آسایش گرادیان دما، کند که موج گرمایی با سرعت محدود در جسم منتشر میمی

ها( و زمان الکترون و پراکنش فوتون-کنش فوتونهمکنش میکرو ساختار )برمزمانی ناشی از بره

فاز  تأخیردهد مدل ها نشان میکند. نتایج آزمایشآسایش گرمایی، اثر اینرسی گرمایی را لحاظ می
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بیان  هایپربولیکدوگانه، رفتار واقعی ماده در انتقال گرمای سریع و یا در مقیاس میکرو را بهتر از مدل 

 کند.می

 تابع وزنیروش  2-3

شامل  در مسائلشدت تنش  ضریب یمحاسبه یبراکارآمدی  تحلیلییمهنروش  ،بخش یندر ا

ه ادلخوهای بارگذاری یرا برا K ضریبتوان ی، می ترکهندسه توجه به ا. بخواهد شد یمعرفترک 

 مقدار مرزی خاص، یمسئلهبرای حل یک  توجه داشت کهالبته باید به این نکته . یافتترک ن هما

 استی ترک وزن توابعاز  استفادهراه حل پیشنهادی، ترک وجود دارد.  تحلیل برای یمختلف هایحلراه

[41]. 

لازم است بارگذاری  یابرای هر هندسه  ،ت تنشی ضریب شدمحاسبهبرای های موجود روشاکثر 

ارائه ریب شدت تنش کارآمد برای تعیین ضساده و  یروش [41]و رایس  [46]. باکنر تحلیل شوند

-شود. بهت تنش از هم جدا میضریب شدروی ی جسم هندسه در این روش، اثر بارگذاری و. کردند

توان معلوم در دسترس باشد، می یبرای یک جسم حاوی ترک با هندسه طوری که اگر تابع وزنی

 .در آن هندسه محاسبه کرد یستم بارگذاری دلخواه دیگربرای هر س را ضریب شدت تنش

 اگر تابع وزنی ,m r a ت تنشی خاص معلوم باشد؛ ضریب شدبرای یک هندسه K با انتگرال-

ضرب توزیع تنشگیری از حاصل r نی روی سطح فرضی ترک بدون ترک و تابع وز یهندسه، در

 آمده است. (14-2)ی شود که در رابطهتعیین می

(2-14)     
0

,
a

K m r a r dr  

 .اندشدهدادهنشان  2 -2شکل های این رابطه، در کمیت
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 [44] طرح یک ترک در استوانه 2 -2شکل 

استفاده از اصل  ییجهدرنتت تنش با استفاده از روش تابع وزنی، یب شدضر یتسهیل محاسبه

ت تنش ناشی از بارگذاری خارجی و میدان تنش ست. برای جسم دارای ترک، ضریب شدجمع آثار ا

 یکسان هستند. روی سطح ترک،

انجام شده ترک ها و انواع مختلف تعیین تابع وزنی برای هندسه یینهدرزمتاکنون تحقیقات زیادی 

با توجه به نوع بارگذاری در نقاط  معمولاًای و داخلی هستند که های لبهانواع ترک، ترک ازجملهاست. 

 شوند تا منجر به طراحی ایمن سازه شوند.بحرانی سازه در نظر گرفته می

که  [48]ی مرجع بیان شد هابازشدگی سطح ترک متناظر با بارگذاری بر اساسدر ابتدا تابع وزنی 

تابع تقریبی  ازجملههای مختلفی ، روشدارد. برای حل این مشکل مسئلهتحلیلی خود نیاز به حل 

 -خاص یقابل کاربرد برای یک هندسه معمولاً -و توابع وزنی تقریبی  [41]بازشدگی سطح ترک 

 است. یشنهادشدهپ

 تابع وزنی باریکه 2-3-9

، شود. برای این منظورای بیان میدارای ترک لبه یباریکهی مربوط به تابع وزن ،در این بخش

0x یباریکهکه از  aای به عرض واحد با طول ترک هباریک  به سمت راست کشیده شده است، 

 شود.در نظر گرفته می 3 -2شکل مطابق 
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 [33]ایدارای ترک لبه یشکل کلی باریکه 3 -2شکل 

 :شوددر باریکه تعیین می Iضریب شدت تنش مود ، (11-2) یبا استفاده از رابطه

(2-11)     
0

,
a

I yK m x a x dx  

 است.  (16-2)ی صورت رابطهبه [11] ایی شامل ترک لبهتابع وزنی پیشنهادی برای باریکه

(2-16)     
1

22
1 2, 2  [1 ( )

a a
m a a M Mx

a

x x
x

a


   
       

 
 

 :که در آن

(2-11)  2 6

1 0.6174 17.1844  8.7822 M a a   

(2-18)  2 6

2 0.2502 3.2899    70.0444 M a a   

 تابع وزنی ترک محیطی داخلی 2-3-2

 .دهدشامل ترک محیطی داخلی را نشان می یاستوانه یهندسه، 4 -2شکل 

 
 [23]شکل کلی استوانه شامل ترک محیطی  4 -2شکل 

 یجدار ضخیم، به شکل رابطه یتابع وزنی پیشنهادی گیلینکا و شن برای ترک محیطی در استوانه

 .[13] است (2-11)

l   
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(2-11)  
  1

i

2 i 3 i3

2 1 2
m r,a M

π R a r πa

2 1 2
                +M R a r M R a r

πa a πa

 
 

    

 

که در آن، نوک ترک در 
iR ar   های قرار دارد و ثابتiM  از صفر بودن مشتق دوم تابع

2که منجر به -وزنی در نوک ترک  3M  آن  معادلاتشوند. و دو بارگذاری مرجع تعیین می -شودمی

 باشد.می (22-2)و  (21-2)، (21-2) طبق روابط

(2-21)  
1 1 2

24
M 2πY 3 2πY

5
    

(2-21)  
2M 3 

(2-22)  
1 1 2

t 8
M 3 2πY 6 2π Y

a 5
w   

 شوند.بیان می (23-2)ی رابطه به شکلبا توجه به نتایج المان محدود نیز  jYضرایب 

(2-23)     
5 15

n 1 m 1

j jmn o i

m 1n 0

Y A a / t R / R     ,     j 1,2w

 

 

  

1.1 هایبرای نسبت [13] در مرجع jmnAکه ضرایب  / 2o iR R  نداذکرشده. 

/ برای نیم بیضویتابع وزنی ترک  2-3-3 1.25o iR R  

 .است شدهدادهداخلی نشان  نیم بیضویاستوانه شامل ترک  یهندسه ،1 -2شکل در 

 
 [24] نیم بیضویشکل کلی استوانه شامل ترک  5 -2شکل 

-2)ی رابطهصورت به [24] مرجع در حالت بارگذاری یک بعدی شعاعی، تابع وزنی عمق ترک در

 پیشنهاد شده است. (24
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(2-24)  
  1

i

A2 i A3 i3

2 1 2
m r,a M

π R a r πa

2 1 2
                   M R a r M R a r

π a πa

A A 
 

     

 

که در آن
iR ar  نیم بیضویهای ترک کند. تابع وزنی گوشه، موقعیت نوک ترک را بیان می 

 است.پیشنهاد شده (21-2)ی به شکل رابطه [24] مرجع در

(2-21)  
  1

i

B2 i B3 i3

4 1 4
m r,a M

π r R πa

4 1 4
                  M r R M r R

π a πa

B B 


   

 

 شود.بیان می (26-2) یصورت رابطهبه نیم بیضویفاکتور شکل ترک 

(2-26)  
1.65

a
Q 1 1.464

c

 
   

 
 

ضرایب  نیم بیضویعمق ترک  یبرای نقطه
AiM (21-2)تا  (21-2) روابطمجموعه ، به شکل 

 شوند.بیان می

(2-21)   A1 0 1

2π 24
M Y 3Y

52Q
   

(2-28)  
2AM 3 

(2-21)   3A 1 0

6π 8
M 2Y Y

52Q
   

 که در آن:

(2-31)  
2 4

0 0 1 2 3

a a a
Y B B B B

t t tw w w

     
        

     
 

(2-31)  
2 4

1 0 1 2 3

a a a
Y A A A A

t t tw w w

     
        

     
 

Aiضرایب  [24] در مرجع
صورت توابع نمایی از ، بهjB و 

a

c

 
 
 

 اند.بیان شده 

بیان  (34-2)تا  (32-2) مجموعه روابط به شکلهای ترک نیم بیضوی برای گوشه BjMهای ثابت

 شوند.می

(2-32)   1 1 0

3
2 5 8BM F F

Q


   
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(2-33)   2 1 0

15
3 15BM F F

Q


   

(2-34)   1 0 1

3
3 10 8BM F F

Q


   

با استفاده از انطباق - (36-2)و  (31-2)ی رابطه به شکلضرایب تصحیح هندسه  که در آن

 شوند.بیان می -منحنی

(2-31)  
2 4

0 0 1 2 3

a a a a
F C C C C

t t t cw w w

        
           

        

 

(2-36)  
2 4

1 0 1 2 3

a a a a
F D D D D

t t t cw w w

        
           

        

 

ضرایب 
iC  و

iD  اند.ای معرفی شدهجملهصورت توابع چند، به[24]در مرجع 

/ برای ینیم بیضوتابع وزنی ترک  2-3-4 2o iR R  

ی رابطهصورت در راستای طولی استوانه به نیم بیضوییک ترک  یترین نقطهتابع وزنی برای عمیق

 .[11]ست ا (2-31)

(2-31)   
 

1 3

2 2

A 1A 2A 3A

2 r r r
m r,a 1 M 1 M 1 M 1

a a a2π a r

 
                       

 

 

-2)ی رابطهصورت در راستای طولی استوانه نیز به نیم بیضویهای یک ترک برای گوشهتابع وزنی 

 ارائه شده است. (38

(2-38)   

1 3

2 2

B 1B 2B 3B

2 r r r
m r,a 1 M M M

a a aπr

 
                    

 

 

 شود.تقریب زده می (31-2)ی ، با استفاده از رابطهQ بیضوینیم فاکتور شکل ترک 

(2-31)  
1.65

a
Q 1 1.464

c

 
   

 
 

 های مجهولثابت iAM 1,2,3i   2)تا  (41-2)گرفتن دو بارگذاری مرجع )روابط  در نظربا-

 ترک ی( و شرط صفر بودن مشتق دوم تابع وزنی در دهانه(42
ir R تعیین  عمق ترک یبرای نقطه

 .[11]شوند می
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(2-41)   1A 1 0

2π 24
M 3Y Y

52Q
   

(2-41)  
2AM 3 

(2-42)   3A 0 1

6π 8
M Y 2Y

52Q
   

ی ضرایب تصحیح هندسه
0Y و 

1Y صورت توابعی ازبه a t وa c 2) و (43-2)صورت روابط به-

 شوند.تعریف می (44

(2-43)  
2 4

0 0 1 2 3

a a a
Y B B B B

t t tw w w

     
        

     
 

(2-44)  
2 4

1 0 1 2 3

a a a
Y A A A A

t t tw w w

     
        

     
 

 ضرایب ثابت
iA  و

iB از  ییهاچند جملهصورت بهa c شده استذکر  [11] مرجع در. 

های ترک نیم بیضوی، ضرایب مجهولبرای گوشه iBM 1,2,3i   با  (41-2)تا  (41-2)از روابط

 آیند.می به دستدر نظرگرفتن دو بارگذاری مرجع و شرط صفر بودن تابع وزنی در نوک ترک 

(2-41)   1B 0 1

3π
M 2F 5F 8

Q
   

(2-46)   2B 1 0

15π
M 3F F 15

Q
   

(2-41)   3B 0 1

3π
M 3F 10F 8

Q
   

که در آن، 
0F  و

1F از  صورت توابعیضرایب تصحیح هندسه بهa t وa c  2)های رابطهبه شکل-

 باشند.می (41-2)و  (48

(2-48)  
2 4

0 0 1 2 3

a a a a
F C C C C

t t t c

        
           

         
 

(2-41)  
2 4

1 0 1 2 3

a a a a
F D D D D

t t t c

        
           

         
 

 ثابت ضرایب
iC  و

iD از ییهاچند جملهصورت بهa c است.ذکر شده [11] مرجع در 
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 تبدیل لاپلاس معکوس عددی  2-4

 از روش تبدیل لاپلاس ادلات دیفرانسیل و انتگرالیمعبسیاری از در علوم مهندسی جهت حل 

 صورتبهیکی از مشکلات رایج در استفاده از این روش تبدیل معکوس آن است که  .شوداستفاده می

تقریبی یا عددی  صورتبههای تبدیل لاپلاس معکوس روش روینازاپذیر نیست. عمومی امکان

سادگی و  به علت هاست کهترین این روشهای فوریه یکی از رایجتقریب سری پیشنهاد شده است.

دورباین  های فوریه مطالعاتی انجام دادند،سری یینهدرزم، [12]. دانبر و ابیت پرکاربرد استدقت بالا 

 .پرداختروش نیز در راستای این تحقیقات، به بهبود این  [13]

-استفاده میدهی مختلفی های شتابروشهای فوریه، از منظور افزایش سرعت همگرایی سریبه

به  ؛ اما اثربخشی آنشوندخطای انباشتگی می یملاحظهمنجر به کاهش قابل هاآنبرخی از  که شود

و  یگسسته سازوابستگی خطاهای همچنین، . وابسته استهای ارائه شده در روش کمیتانتخاب 

ارائه جهت رفع این مشکل روشی  [14]هانیگ و هیردس . از معایب دیگر این روش استانباشتگی 

 البته شود.ی انباشتگی، کمینه تواند بدون افزایش خطامی یگسسته سازکه در آن خطای اند کرده

 .های آزاد بستگی داردکمیتروش نیز به انتخاب  این دقت

تبدیل لاپلاس تابع  استفاده شده که 1دورباین در این مطالعه برای تبدیل معکوس لاپلاس از روش

حقیقی   f tشوندبیان می (11-2)و  (11-2)صورت روابط و معکوس آن به: 

(2-11)        
0

stf s f t e f t dt


  L 

(2-11)        1 1

2

i
st

i
f t f s f s e ds

i





 


 
  L 

s مختلط به شکلمتغیر استاندارد تبدیل لاپلاس است که  s روابط ندر ای iw   .استs  باید

برای تابع   f s ای انتخاب شود کهگونهبه  های تابعتمام تکیناز قسمت حقیقی  f sتر بزرگ

 شود.به شکل زیر بیان می (11-2)ی عکوس عددی تبدیل لاپلاس، رابطهم یمحاسبه برایباشد. 

(2-12)         
0

cos sin
te

f t Re f s wt Im f s wt dw






  
  

                                           
1 Durbin Method 
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یو بسط سری فوریه (12-2)ی ا استفاده از رابطهب   th t e f t یدر بازه 0 , 2T یک ،

 آید.می به دست (13-2)صورت تقریبی به یرابطه

(2-13)  
    

 

νt

n 0

n 0

e 1 nπ nπ
f t Re f s Re f ν i cos t

π 2 T T

nπ nπ
Im f ν i sin t Er1 ν, t,T

T T









   
      

  

  
     

   





 

 Er1 ν, t,T شود.بیان می (14-2)ی رابطه به شکلنام دارد که  یگسسته سازخطای 

(2-14)     2nνT

n 1

Er1 , t,T e f 2nT t


 



  

 νتواند با انتخابمی گسسته سازیشود که خطای مشاهده می (14-2)ی با توجه به رابطه

 کافی بزرگ، کاهش یابد. یاندازهبه

خلاصه  جمله Nتواند تنها به تعداد محدود به عنوان یک سری بی نهایت می (13-2)ی رابطه

 شود. 

 شود.بیان می (11-2)ی رابطهصورت به خطای انباشتگیکه 

(2-11)  
 



1

1

2 , , , ( cos

sin

t

n N

n N

e n n
Er N t T Re f i t

T T T

n n
Im f i t

T T

  
 

 




 



 

  
  

 

  
   

  





 

بنابراین تخمین مقادیر f t خواهد بود. (16-2) یرابطهصورت به 

(2-16)  
    

0

1
f

2

t

N

N

n

e
t Re F

T

n n n n
Re F i cos t Im F i sin t

T T T T





   
 




 



       
           

       

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                                                              3 فصل

 ایلبهشامل ترک  باریکه
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 مقدمه 3-9

 ازجملههای مختلفی کمیت اثر گیرد وصورت می باریکهی در این فصل، تحقیقات در هندسه

فاز  تأخیرورنات و همچنین -های مختلف فوریه، کاتانوضریب ژول، اثر تامسون و اثر ولتاژ در تئوری

 گیرند.دوگانه در مواد ترموالکتریک مورد بررسی قرار می

 ایشامل ترک لبه یباریکهتحلیل  3-2

 ورنات-مدل هدایت گرمایی کاتانو 3-2-9

ی و همچنین معادله (1-2) و (12-2)به روابط ساختاری  باریکهی میدان دما در برای محاسبه

عنوان روابط حاکم نیاز است که به (2-2) یبقای انرژی یا همان قانون اول ترمودینامیک یعنی رابطه

 اند.در فصل اول آورده شده

صورت ی ترموالکتریک بهباریکهی حاکم بر دما در یک طبق معادلات حاکم بیان شده، معادله

 .[11] باشدمی (1-3)ی رابطه

(3-1)   
2 2

2

2q p p h q

T T J
C C T t T J V

t t t
    



  
       

  
 

اول از سمت چپ مربوط به توزیع دمای هایپربولیک بوده و در سمت راست  عبارتکه در آن 

دارد و  ریه، اثر ژول و اثر تامسون اشارهبه هدایت گرمایی فو یببه ترترابطه، عبارت اول، دوم و سوم 

  باشد.ورنات می-ی آخر نیز مربوط به مدل گرمایی هایپربولیک کاتانوجمله

، چگالی، ظرفیت گرمایی به ترتیب زمان آسایش شار حرارتی q، ،pC ، ، ،Jدر این رابطه، 

 باشند.چگالی جریان الکتریکی میضریب انتقال حرارتی و ضریب انتقال الکتریکی و در فشار ثابت، 

ht  آمده است. باید توجه داشت در این رابطه،  (8-2)ی مربوط به اثر تامسون است که در رابطهنیز

)دمای میانگینمشتق گرفته و سپس  Tنسبت به  ابتدا از  )mT را به ازای تمامT 2)ی های رابطه-

و  ترگرم دمای hTدر این رابطه، آید. می به دست (2-3)ی رابطه نیز از mTجایگذاری شود. مقدار  (8

cT  ی ترموالکتریک استباریکهدمای سردتر. 

(3-2)   
2

h c

m

T T
T


 
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 :[31]شود محاسبه می (3-3)ی طبق رابطهVهمچنین

(3-3)   
 
j

V T T
T




     

 از فصل دوم آمده است. (1-2)ی ، در رابطهو   ،مربوط به  بالا، مقادیرکه در روابط 

 بازنویسی کرد. (4-3)ی صورت رابطهتوان آن را به، می(1-3)ی پس از بسط رابطه

(3-4)  
2 2 2

2 2p h q q p

T T J T v T
C t J J C

x t x t x t
    



      
     

      
 

-3)صورت مجموعه روابط به [31]مرجع  طبق بعدهای بی، کمیت(4-3) یسازی رابطهبرای ساده

 شوند:تعریف می (1

(3-1)  
2

p

x
X

L

t

c L










 

 یببه ترتبعد نیز و زمان بی اند. طولمشخص شده Lو ضخامت دیواره با  xبا طول با بعد  ،که در آن

 اند. نشان داده شده و  Xبا نمادهای 

 .خواهد شد یسیبازنو (6-3)ی رابطه به شکل یساز بعدیببعد از  (4-3)ی رابطه

(3-6)  

2 2

1 2 3 4 2 12 2 2 2
0q q

h

T T T T A A T
F F F F F F

X X L t L X

 
 

  

      
       

      

 

 که در آن:

(3-1)  

1

2 2

2 2

3 2

4

1

ht IL
F

A

I L
F

A

F
cL

F
cA




















 

در  (8-3)صورت مجموعه روابط ، به[31]طبق مرجع  و اولیه شرایط مرزیسنجی صحت منظوربه

 اند.گرفته شده نظر
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(3-8)  

 

 

 

 

0, 50

L, 30

,0 0

,0 0

wi

wo

T t T C

T t T C

T x C

T
x

t

 

 








 

 آورده شده است: (1-3)ی ی شرایط مرزی و اولیه در رابطهبعد شدهکه صورت بی

(3-1)  

 

 

 

 

0, 50

1, 30

,0 0

,0 0

wi

wo

T T

T T

T X C

T
X







 

 








 

صورت شود و بهبه فضای لاپلاس انتقال داده می (1-3)و شرایط مرزی  (1-3)ی حال، رابطه

 شود.بازنویسی می (11-3)و  (11-3)ی رابطه

(3-11)  2

1 2 3 4 2 12 2
0

h

T T A A T
F F sT s FT F s F F

X X L t L X

 


   
       

   
 

(3-11)  
 

 

50
0,

30
1,

wi

wo

T
T s

s s

T
T s

s s

 

 

 

در آن Lکه ده استفاده شمرجع  بیان شده در این ، از ابعاد[31] مقایسه نتایج با مرجعمنظور به

1.14 mm  31.4 ی ترموالکتریکباریکهو ابعاد کلی 1.4 1.14   mm .همچنین، در این مرجع،  است

6برابر با بوده و مقدار مساحت  5.7A مقدار شدت جریان 21.4 1.4 10A mm   درنتیجه باشدمی ،

برابر است بااز فصل دوم  (11-2)ی طبق رابطهمقدار چگالی جریان الکتریکی 

6
22.56 10 AJ

m
 . 

برای حل معادلات مشتق جزئی مربوط به توزیع دما و تنش  تحلیلییمهناز روش ، [31] مرجع

ی مشتق جزئی مربوطه را به فضای لاپلاس برده به عبارت دیگر در ابتدا معادله. است استفاده کرده

 گرفته شده از آن معکوس یصورت عددبههای سری فوریه از حل با استفاده از تقریب و پسشده 

 .است

طور که مقایسه شده است. همان ،[31] نتایج مرجع با محاسبه شده توزیع دمای، 1 -3شکل 

 باشد.برخوردار می قبولیانطباق قابلشود نتایج از مشاهده می
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0.071 در [39] مرجع با تحلیلیی روش نیمهتوزیع دما یمقایسه 9 -3شکل     

ورنات از هر -گرمایی کاتانوهدایت موج گرما در مدل  1 -3شکل شود در می مشاهدهطور که همان

رود. در این شکل سرعت محدود موج گرما به سمت داخل پیش میکت کرده و دو طرف شروع به حر

 رسم شده است.111/1بعد زمان بیاین نمودار در خوبی قابل مشاهده است. های ابتدایی بهدر زمان

سمت چپ و گرما عبور کرده دما در سمت راست  موج کهتوان دریافت، در نقاطی همچنین می

 (1-3)ی ولی در سایر نقاط مقدار دما، طبق شرایط اولیه شرایط مرزی اعمالی است. یرتأثتحت 

 باشد.همچنان صفر می

که مشاهده  طورهمانو عدم حضور اثر تامسون مقایسه کرده است.  در حضور ، نتایج را2 -3شکل 

-یر چندانی ندارد و هر دو نمودار یکدیگر را پوشش دادهتأثشود حضور اثر تامسون در این مطالعه می

 اند.

 شود.نظر میو در ادامه از بررسی اثر این صرف
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Analitical

[31]
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 حضور اثر تامسوندر حضور و عدم ورنات -توزیع دمای مدل هدایت گرمایی کاتانو 2 -3شکل 

 ه عبارت است از:عدر ادامه، شرایط مرزی مورد مطال

(3-12)  
 

 

200
0,

1, 0

wi

wo

T
T s

s s

T
T s

s


 

 

 

ی به سمت دیواره داخلیی شود موج گرما از دیوارهمشاهده می 1 -3شکل مشابه  3 -3شکل در 

ی کند، دما در دیوارهبیان می (12-3) طور که شرایط مرزیشروع به حرکت کرده است. همان خارجی

م به لازانتخاب شده است.  صفر خارجیی گراد و در دیوارهی سانتیدرجه -211مقدار با بعد  داخلی

 .رسم شده استثانیه  12/1بعد ا ذکر است این نمودار در زمان ب
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 مورد مطالعهشرایط مرزی ورنات با در نظر گرفتن -کاتانو هدایت گرمایی مدل دمایتوزیع  3 -3شکل 

ورنات را با در نظر گرفتن شرایط -مدل هدایت گرمایی کاتانونیز توزیع تنش مربوط به  4 -3شکل 

بعد ی طول بیشود پیشانی موج در بازهطور که مشاهده میدهد. هماننشان می مورد مطالعهمرزی 

 قرار دارد.  2/1تا  11/1

 کمینهد و در ادامه تا رسمی صفربه  رفتهرفتهکششی بوده و از نوع  ، تنشباریکهیی ابتدانقاط ر د

یابد تا اینکه یابد و تا انتهای نمودار روند کاهشی ادامه میمی کاهشی فشاری نمودار در محدوده

ثانیه ترسیم شده  14/1دار در زمان رسد. این نموی تنش کششی به اتمام مینمودار در ناحیه یتدرنها

 است.

، در این نموداری بیشینهای رسم شده است. ، ضریب شدت تنش برای یک ترک لبه1 -3شکل در 

مقدار  همچنین، اگر ضریب شدت تنش بحرانی واقع شده است. 2/1تا  11/1ی محدوده

7

1 6 10 (Pa )cK m   باشد، طول که همان زمان ترسیم نمودار میثانیه  41/1باشد، در زمان

ی محدوده ها دری آنطول اولیه هایی کهترک 1 2X X و همچنین  ، افزایش خواهد یافتقرار دارند

 یابد.افزایش می 22/1به مقدار   1/1 یاولیه ترک با طولطول 
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 مورد مطالعهورنات با در نظر گرفتن شرایط مرزی -کاتانو توزیع تنش مدل هدایت گرمایی 4 -3شکل 

 
 مورد مطالعه یمرز یطبا در نظر گرفتن شراای ضریب شدت تنش ترک لبه 5 -3شکل 
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 فاز دوگانه تأخیرمدل هدایت گرمایی  3-2-2

-فاز دوگانه به تأخیری ساختاری مدل هدایت گرمایی بیان شد، معادله دومطور که در فصل همان

بسط  و یک جمله از qگرفتن دو جمله از بسط تیلور  در نظربا باشد که می (13-3)ی صورت رابطه

که منجر  آیدمی به دستفاز دوگانه  تأخیری توزیع دمای مدل هدایت گرمایی تیلور دما، رابطه

 .شودمحدود موج گرما می سرعتبه

(3-13)     , ,q Tq x t k T x t      

 (14-3)ی صورت رابطهی حاکم بر دما به، معادله(2-2) حاکم یدر معادله این رابطهبا جایگذاری 

  شود.می

(3-14)  
2 2 2

2
1 1

2

q

q p T

T J
C K T

t t t t


  



        
                  

 

0Tفرض  باو  qای برای جملهبا در نظر گرفتن بسط تیلور یک در این رابطه،  به توان می

برابر  qو  T. همچنین اگر مقدار رسید هایپربولیکورنات یا همان -کاتانو ی هدایت گرماییمعادله

  خواهد شد.فوریه تبدیل  مدل هدایت گرماییبه  داده شودصفر قرار 

 شود.گرفته می در نظر (11-3)ی صورت رابطهبه شرایط مرزی و اولیه

(3-11)  

 

 

 

 

 
2

2

0, 0

L, 200
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T t T C

T t T C
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T
x
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T
x
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 

 




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






 

-تعریف می (16-3)صورت مجموعه روابط ، بهبعدهای بی، کمیت(14-3) یسازی رابطهبرای ساده

 شوند:
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(3-16)  

2

2

1

2




























v

q

v

T

v

kt

C l

k

C l

T T

T T

x
X

l

k

C l

 

زمان آسایش شار حرارتی، ، زمان بعدبیپارامترهای معرف  یببه ترت و   ، ، ،Xکه در آن

 باشند. دما، طول و زمان آسایش گرادیان دما می

 (18-3)و  (11-3) روابط به شکل یساز بعدیببعد از  (11-3)و شرایط مرزی  (14-3)ی رابطه

 د آمد.نرخواهد

(3-11)  
2 2 2 2 2

2 2
1 1

2wo

j L

X kT t

  
  

   

      
      

       
 

(3-18)  
 

 

0, 0

1, 1

 

 




 

فضای  در (18-3)و شرایط مرزی  (11-3)ی ، معادلهباشددر فضای لاپلاس  تبدیل اگر

  .دنشوبازنویسی می (21-3)و  (11-3)ی صورت رابطهبه لاپلاس

(3-11)   
2 2 2 2

2

2
1 (1 s s )

2 wo

j L
s s

X skT

 
  




     


 

(3-21)  
 

 

0,s 0

1
1,s





T

T
s

 

 شود:ساده می (21-3)ی صورت رابطهبه (11-3) 1معادله دیفرانسیل معمولی

(3-21)  
 

2 2 2

2 1wo

d j L
B

dX skT s




 
  


 

 که در آن:

                                           
1 Ordinary Differential Equation (ODE) 
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(3-22)  
2

2(1 s s )
2

1

s
B

s






 



 

 است. (23-3)ی صورت رابطه، دارای پاسخی به(21-3)معادله دیفرانسیل نمایی 

(3-23)  
 

2 2

1 2 2 2 2

2

2 2 s s

E E

wo

j L
T Ae A e

s kT   

  
 

 

که در آن 
1A 2وA  آیند.می دستب (11-3)از شرایط مرزی 

 برابر است بازمان آسایش شار گرمایی  وهای آسایش گرادیان دما مقدار زمان (11-3)ی در رابطه

[31]: 

(3-24)  1

0.5








 

-فاز دوگانه و کاتانو تأخیر هدایت گرمایی هایسرعت موج گرما در مدل، (24-3)طبق مقادیر 

  :[31] برابر است با یببه ترتورنات 

(3-21)  

2
1

1
1







 

 

DPL

CV

C

C

 

 چگالی جریان الکتریکی  یمحاسبه 3-3

ن دو سطح سرد و گرم محاسبه چگالی جریان الکتریکی بیطور که در فصل قبل بیان شد، همان

-مشاهده می 6 -3شکل طور که در همانجریان الکتریکی  یگذرنده یباریکهابعاد مربوط به  .شودمی

-می mm 212که مساحت آن باشد می mm 1.2 عرض و mm 10، ارتفاعmm 50شود، دارای ضخامت

 دو که در این مرجع،گزارش شده است. از آنجایی5.7Aو  1.7Aمقدار جریان  ،[32] مرجع در باشد.

ها آنر وجود دارد که مقادی( J)هم برای چگالی جریان مقدار  دومقدار برای جریان گزارش شده پس 

5 یببه ترت 21.41 10 A m 5 و 24.57 10 A m آید.می به دست 
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 ی چگالی جریان الکتریکیچگونگی محاسبه 6 -3شکل 

 و تنش توزیع دماروابط  3-4

0Tمقادیر (14-3)ی رابطه در سنجی،صحتبرای  q    ی مدل هدایت رابطه و شدهفرض

 شود.تبدیل میی مدل هدایت گرمایی فوریه به رابطه گرمایی تاخیر فاز دوگانه

(3-26)  
2 2

2 p

T T J
C

x t
 



 
 

 
 

ش وحل شده که یک ر یرهامتغی دیفرانسیل مشتق جزئی به روش جداساز ، معادله[31] مرجع در

 است.  تنها اثر ژول مورد مطالعه قرار گرفتهباشد و می یتحلیل کاملاً

 آمده است:بدست  (21-3)ی در این مرجع، توزیع دما طبق رابطه

(3-21)  
 

2

1

2 2
2

0

, sin exp

0
2 2

n
n v

a

n n
T x t C x t

l C l

TJ J l
x x T x l

l

  

 





  
    

   

 
      

 


 

توابع کمکی دو جمع  حاصلکه  V x  و ,W x t باشد.می 

(3-28)   
2 2

2

2 2
aTJ J l

V x x x
l 

 
   

 
 

(3-21)     
2

1 1

, , sin exp 1,2,...n n
n n v

n n
W x t V x t C x t n

l C l

   

 

  
      

   
  

 از آنجا که: ،[31] مرجع طبق

(3-31)  
2

2
0

yy

x





 

 برابر است با: باریکهمقدار کرنش در 

(3-31)       ,yy x t A t x B t   
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 به دست (32-3)ی صورت رابطهی هوک و نتایج توزیع دما بهبه رابطهدرنتیجه مقدار تنش با توجه 

 .[31]آید می

(3-32)         , ,yy x t E A t x B t T x t      

 شود.نوشته می (33-3)صورت در فضای لاپلاس به یساز بعدیببعد از  (32-3)ی رابطه

(3-33)         , ,yy X s E A s X B s X s       

 باریکهدر  که معادلات تعادل نیرو و گشتاور (34-3)از مجموعه روابط  Bو  Aکه در آن مقدار 

 شوند.باشند، نتیجه میمی

(3-34)  
 

 

0

0

, 0

, 0

L

yy

L

yy

x t dx

x x t dx







 




 

در فضای  بعد سازی کران انتگرالو بی (34-3)روابط  در (33-3) بعدی بیبا جایگذاری رابطه

 شود.نوشته می (31-3) صورتبه ، رابطهلاپلاس

(3-31)  
 

 

1

0

1

0

, 0

, 0

yy

yy

X s dX

X s XdX





 

 




 

 نتایج توزیع دما 3-5

-مقایسه می [31] مرجع با راثانیه  211و  11و  11های در زمان باریکه در دما توزیع 1 -3شکل 

نتایج  شودطور که مشاهده میگرمایی فوریه استفاده شده است. همان هدایت در آن مدل کهکند 

 .دارندقبولی انطباق قابل
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 [37] مرجع با باریکهتوزیع دما در  سنجیصحت 7 -3شکل 

و  1/1، 3/1بعد های بیرا در زمان ورنات ترموالکتریک-توزیع دمای مدل کاتانونمودار  8 -3شکل 

 دهد.نشان می 1/1

 
 ورنات-کاتانومدل هدایت گرمایی ی ترموالکتریک طبق توزیع دمای ماده  4 -3شکل 

-نشان می یخوببهرا  اثر ژول تولید گرمای داخلی ناشی از نمودار، شودطور که مشاهده میهمان

-های ابتدایی، در یک نقطهاست. در زمان پیشانی موج دما افزایش پیدا کرده از ابتدای نمودار تا دهد و
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[37]
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میزان دمای آن نقطه نیز افزایش بعد افزایش یابد، بعد، هرچه میزان زمان بیی مشخص از مکان بی

 کند.پیدا می

نتایج  .هستندگر سرعت موج نشان و   کمیتدو  ،فاز دوگانه تأخیر مدل هدایت گرماییدر 

 است. ورده شدههای مختلف آی زمانبرا 1 -3شکل فاز دوگانه در  تأخیرگرمایی  مدل هدایتبرای 

 
 فاز دوگانه تأخیر مدل هدایت گرماییی ترموالکتریک طبق توزیع دمای ماده  1 -3شکل 

ی اثر جمله توسط اثر ژول ورنات-شکل نیز مانند نتایج مدل کاتانو در این
2J


مشهود در توزیع دما  

 است.

 تنش توزیعنتایج  3-6

توزیع تنش ای از ار گرفته شده، مقایسهکب تحلیلینیمه سنجی روشصحتمنظور ، به11 -3شکل 

که از آمده است  ثانیه 111و  111 ، 11های در زمان [31] روش تحلیلی فوریه بامدل هدایت گرمایی 

 قبولی برخوردار است.انطباق قابل
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 [37] مرجع با باریکهدر  تنشتوزیع  سنجیصحت 93 -3شکل 

 Eکه در آن شودبعد میبی (36-3) یبا استفاده از رابطه (32-3)ی تنش ارائه شده در رابطه

 باشد.مدول یانگ می

(3-36)  yy

yy

woE T





  

ارائه شده که توزیع فاز دوگانه،  تأخیرورنات و -مدل هدایت گرمایی کاتانودر ادامه نتایج مربوط به 

 1/1و 1/1 ،3/1 بعدبی هایورنات در زمان-با استفاده از تئوری کاتانو یکترموالکتر یباریکهتنش برای 

ورنات -گرمای حاصل از مدل هدایت گرمایی کاتانوسرعت محدود موج مده است که آ 11 -3شکل در 

  .دهدنشان میهای مختلف در زمانرا 

های ابتدایی کم بوده و هر چه تنش کششی در زمانبعد مقدار بیتوان دریافت از این شکل می

بعد تنش فشاری زمان مقدار بی باگذشتیابد. همچنین، یابد، مقدار تنش افزایش میزمان افزایش می

 یابد. افزایش می

 12 -3شکل فاز دوگانه در  تأخیرهمچنین، نتایج مربوط به توزیع تنش مدل هدایت گرمایی 

آورده شده است. در  6/1و  4/1، 2/1بعد های بیزمان شود. نمودارهای مربوط این تنش درمشاهده می

ی فشاری قرار ، در زمان شروع مقدار تنش کم بوده و حتی در ناحیه11 -3شکل این شکل، مشابه 
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ی کششی منتقل شده کم افزایش یافته، تا اینکه به ناحیهدارد ولی با افزایش زمان، مقدار تنش کم

 است.

 
 ورنات-کاتانو مدل هدایت گرماییی ترموالکتریک طبق توزیع تنش ماده  99 -3شکل 

 
 فاز دوگانه تأخیری ترموالکتریک طبق مدل هدایت گرمایی مادهتوزیع تنش   92 -3شکل 
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 ایترک لبه ضریب شدت تنشنتایج  3-7

-2ز تابع وزنی بیان شده در بخش ا ایدارای ترک لبه یباریکهدر این بخش ضریب شدت تنش در 

 شود.تعیین می، 3-1

مقایسه شده است. ضریب  [31] با نتایج مرجع آمدهدستبه تنش شدتضریب ، 13 -3شکل در 

 نیز با روش تابع وزنی محاسبه شده است، اما توزیع در این مرجع، حل [31]مرجع  شدت تنش در

از نتایج د شومشاهده میاست.  آمدهدستبهسازی متغیرها ی هدایت گرمایی با روش جدامعادله

 .قبولی برخوردار استانطباق قابل

 
 [37] ثانیه 23در زمان  مرجع ضریب شدت تنش با سنجیصحت 93 -3شکل 

 یکترموالکتر یباریکهورنات برای -کاتانو ل هدایت گرماییمدضریب شدت تنش ، 14 -3شکل در 

 ورده شده است.های مختلف آدر زمان

0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

x(m)

K
1

(M
P

a
 m

1
/2

)

 

 

Analytical

[37]



 ایشامل ترک لبه باریکه - سومفصل 

41 

 

 
 طول نسبی ترک برحسبورنات -مدل هدایت گرمایی کاتانو ی ترموالکتریک طبقای مادهترک لبه تنش ضریب شدت 94 -3شکل 

 تر است وی ضریب شدت تنش بزرگبیشینه، های ابتداییزمان درشود طور که مشاهده میهمان

 .یابد، ضریب شدت تنش کاهش میزمان به علت استهلاک موج تنش منتشر شده در باریکه باگذشت

طور فاز دوگانه رسم شده است. همان تأخیرضریب شدت تنش مربوط به تئوری  11 -3شکل در 

ی خود یابد تا به بیشینهشود با افزایش طول ترک ابتدا ضریب شدت تنش افزایش میکه مشاهده می

فشاری شدن  به دلیل، افزایش طول ترک ( برسد. باتنش محل قرار گرفتن پیشانی موج در نمودار)

در هر زمان ضریب شدت تنش بیشینه برای  یگردعبارتبهیابد. اهش میضریب شدت تنش ک تنش،

 شود. افتد که در موقعیت پیشانی موج تنش واقع میکی اتفاق میرَتَ
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 ترکنسبی طول  برحسبفاز دوگانه  تأخیر مدل هدایت گرماییی ترموالکتریک طبق مادهضریب شدت تنش  95 -3شکل 

، 2/1د بعدر زمان بی فاز دوگانه تأخیرضریب شدت تنش مدل هدایت گرمایی  11 -3شکل  در

؛ اگرشودطور که مشاهده میدر این شکل همان است. آمدهدستبهطول ترک  برحسب 6/1و  4/1

Ic 0.3K    1/1هایی با طول کمتر از ترک 6/1بعد ، در زمان بیفرض شودضریب شدت تنش بحرانی 

ها در حال ترک 4/1تا  1/1ی ماند و در ناحیهبسته می 4/1هایی با طول بیشتر از و همچنین ترک

 باشند.رشد می
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                                                                 4 فصل

 کامل ترک محیطی دارایاستوانه 
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 مقدمه 4-9

ای شامل ترک محیطی تحت شوک گرمایی خارجی المان ترموالکتریک استوانهیک  ،فصل در این

باشد، اما در هندسه و مراحل کار در این فصل مانند فصل سوم میگیرد. مورد بررسی قرار می

 شود.ای و ابعاد متفاوت انجام میمختصات استوانه

 ی بدون ترکاستوانه تحلیل 4-2

و  orو  irهای داخلی شعاع(، ایباریکهدو سر باز )شرایط تنش ی توخالی بلند در یک استوانه

 .شودفرض می 0Tی دمای اولیه

 
 توخالیی ستوانهکل کلی اش 9 -4شکل 

 تأخیری حاکم هدایت گرمایی متقارن محوری برای یک استوانه طبق مدل هدایت گرمایی معادله

 باشد.می (1-4)ی صورت رابطهفاز دوگانه به

(4-1)  
2 2 2

2
1 1

2

q

q P T

T J
C k T

t r r t


  



        
                  

 

pCچگالی،  نیز .باشدمیزمان آسایش گرادیان دما  Tزمان آسایش گرمایی و q، که در آن

 باشد.هدایت الکتریکی می و چگالی الکتریکی  J گرمایی ویژه،ظرفیت 
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ی ازجمله، اگر (1-4)ی در رابطه
2 2

22

q

r

 


0Tشود و  نظرصرف    ،به  (1-4)ی رابطهباشد

Tهمچنین اگر اهد شد. ورنات تبدیل خو-گرمایی کاتانو هدایت ی مدلمعادله q   باشد مدل

 شود.گرمایی فوریه حاصل میت هدای

 شود.انتخاب می (2-4)ی رابطهصورت شرایط مرزی و اولیه به

(4-2)  
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 شوند.می بعدبی زیر(3-4) روابط مجموعه صورتها بهکمیتی نتایج، برای سادگی مقایسه با بقیه

(4-3)  
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 شود.بازنویسی می (4-4)ی صورت رابطهو به شدهبعد بی (3-4)روابط مجموعه با  (1-4)ی رابطه

(4-4)  
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 شود.می زیر بیانصورت در فضای لاپلاس به (4-4)ی سپس رابطه

(4-1)  
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 آن:که در 
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(4-6)  
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-بازنویسی می (1-4)بعد بیصورت در فضای لاپلاس به ، شرایط مرزی(2-4)ی با توجه به رابطه

 شود.

(4-1)  
 

 

,s 0

1
,s

i

o

R

R
s








 

صورت زیر در نظر گرفته به [31]طبق مرجع  و   بعدجا مقادیر پارامترهای بیدر اینهمچنین 

  :شده

(4-8)  0.25

0.35








 

در  فاز دوگانه تأخیرورنات و -کاتانو ییگرماهدایت های سرعت موج گرمایی در مدل صورت،در این 

 برابر است با: بعدفضای بی

(4-1)  

2
2.02

1
1.69

DPL

CV

C

C







 

 

 

 ی چگالی جریان الکتریکی محاسبه 4-3

از فصل دوم آمده است، میزان چگالی جریان الکتریکی وابسته به  (11-2)ی طور که در رابطههمان

1.7I همان جریان ، مقدار[32] مرجع باشد که طبقمی Aو  Iمقادیر A 5.7وI A  ده ولی بو

 ی استوانه و شرایط مرزی برابر است با:با توجه به هندسه میانگین مقدار مساحت

(4-11)  2 3 5 22 10 2 0.75 10 4.75 10
2

o iR R
A h m   
         

1.7I جریان الکتریکیمقادیر  ازایمقادیر چگالی جریان به  باشد.ارتفاع استوانه می hکه در آن  A 

5.7Iو A   4برابر با  یببه ترت

2
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 توزیع دمانتایج  4-4

2oبرای نسبت شعاع خارجی به داخلی در این فصل، نتایج حاصل  i
R R   که در آن شعاع است-

0.5iR یبترتبه های داخلی و خارجی استوانه   1وoR  باشندمی. 

ورنات در -استوانه طبق مدل کاتانو یدیوارهی توزیع دما در ی مقایسهدهندهنشان 2 -4شکل 

خوبی در آِن سرعت محدود موج گرما به باشد کهمی [31] مرجع با 2/1و  11/1، 1/1بعد های بیزمان

شود دمای سطح خارجی ده میطور که مشاهدارند. همانقبولی نتایج انطباق قابل مشهود است و

تا سطح داخلی  دیگرولی دمای نقاط  ،افزایش یافته در اثر شوک گرمایی استوانه تا پیشانی موج

 مانده است.ی خود باقی و در دمای اولیهاستوانه بدون تغییر 

 
 [33] مرجع با( C-V)ورنات -کاتانو هدایت گرمایی مدل توزیع دما طبق سنجیصحت 2 -4شکل 

هدایت  استوانه، طبق مدل یدیوارهای از توزیع دما در مشابه قسمت قبل، مقایسه 3 -4شکل  در

شده است که  مقایسه [31] مرجع با 2/1و  11/1، 1/1بعد های بیفاز دوگانه در زمان تأخیر گرمایی

جا نیز دمای سطح خارجی استوانه تا پیشانی موج افزایش در اینقبول نتایج مشهود است. انطباق قابل

سرعت محدود موج ی استوانه بدون تغییر مانده است که یافته ولی دمای نقاط جلوتر تا سطح داخل

 کند.می یدتائگرما را 
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 = 0.1

 = 0.15

 = 0.2

 = 0.1 [30]

 = 0.15 [30]

 = 0.2 [30]
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 [33] مرجع فاز دوگانه با تأخیرهدایت گرمایی مدل  توزیع دما طبق سنجیصحت 3 -4شکل 

را در ورنات -طبق مدل هدایت گرمایی کاتانو ترموالکتریکالمان توزیع دمای مودار ، ن4 -4شکل 

 دهد.نشان می 2/1و  11/1، 1/1بعد های بیزمان

  
 ورنات -کاتانو مدل هدایت گرماییی ترموالکتریک طبق توزیع دمای ماده 4 -4شکل 

0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1
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 = 0.1

 = 0.15

 = 0.2

 = 0.1 [30]

 = 0.15 [30]

 = 0.2 [30]

0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5





 

 

 = 0.1

 = 0.15
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 1و  1بعد به جز شرایط مرزی که در مقدار دمای بیشود، مشاهده می 4 -4شکل طور که در همان

ی بیشتری هستند. این تفاوت ناشی از اثر دارای بیشینه [31] مرجع قرار دارند، مابقی نمودار نسبت به

کند. همچنین اثر ژول باشد که در آن مقدار چگالی جریان الکتریکی نقش اصلی را ایفا میژول می

 دارای رفتاری مشابه منبع گرمایی داخلی است که در شکل مشهود است.

فاز دوگانه در  تأخیرهدایت گرمایی ی ترموالکتریک طبق مدل مادهزیع دما در تو، 1 -4شکل 

اثر ژول باعث افزایش دما نسبت به شرایط مرزی نسبت آمده است.  2/1و  11/1، 1/1 بعدبی هایزمان

 به نقاط میانی شده است.

 
 فاز دوگانه  تأخیر هدایت گرمایی ی ترموالکتریک طبق مدلتوزیع دمای ماده 5 -4شکل 

ورنات  -فاز دوگانه و کاتانو تأخیرهدایت گرمایی توزیع دمای حاصل از مدل ، 6 -4شکل در 

، سرعت موج گرما در مدل 12 -4شکل و روابط  11 -4شکل با توجه به مقادیر مقایسه شده است که 

-درصد بیشتر از سرعت موج گرما در مدل هدایت گرمایی کاتانو 11فاز دوگانه  تأخیرهدایت گرمایی 

 باشد.ورنات می
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 در غیاب اثر ژول (DPL) فاز دوگانه تأخیر و (C-V) ورنات-کاتانوهدایت گرمایی مدل  دمایتوزیع ی مقایسه 6 -4شکل 

شکل فاز دوگانه در  تأخیرورنات و -ای از توزیع دمای مدل هدایت گرمایی کاتانودر ادامه مقایسه

توان سرعت بیشتر موج گرمای مربوط به مدل هدایت گرمایی می وضوحبهآورده شده است که  1 -4

بعد در نمودار مدل هدایت ی دمای بیفاز دوگانه را مشاهده نمود. همچنین، مقدار بیشینه تأخیر

فاز دوگانه بیشتر  تأخیرهدایت گرمایی اثر ژول در توزیع دمای مدل  بیشتر است.ورنات -گرمایی کاتانو

 است. ورنات-کاتانو هدایت گرمایی از توزیع دمای مدل

 
 (DPL) فاز دوگانه تأخیرو  (C-V)ورنات -هدایت گرمایی کاتانو هایی توزیع دمای مدلمقایسه 7 -4شکل 
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 = 0.1 (c-v)

 = 0.1 (dpl)
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فاز  تأخیرو ورنات -ی توزیع دمای مدل هدایت گرمایی کاتانومقایسه 1 -4شکل و  8 -4شکل در 

4چگالی جریان الکتریکی )با دو مقدار مختلف دوگانه 

2
3.61 10

A
J

m
   5و

2
1.21 10

A
J

m
  آورده )

 شده است.

 
 چگالی جریان الکتریکیادیر مختلف ورنات با مق-توزیع دمای مدل هدایت گرمایی کاتانو 4 -4شکل 

 
 چگالی جریان الکتریکیفاز دوگانه با مقادیر مختلف  تأخیرتوزیع دمای مدل هدایت گرمایی  1 -4شکل 
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ی دما افزایش رفت با افزایش مقدار چگالی جریان الکتریکی، مقدار بیشینهطور که انتظار میهمان

 یابد.می

 توزیع تنش محورینتایج  4-5

-شود. این شرط مرزی بهآزاد در نظر گرفته می آن،در راستای محور  حرکتدو سر استوانه برای 

 شود.اعمال می (11-4)ی رابطه صورت

(4-11)  0
o

i

R

z
R

r dr  

 .[21]آید می به دست (12-4)ی رابطه صورتدما بهتوزیع  برحسبتنش محوری در استوانه 

(4-12)  
  2 2

2

11

o

i

r

z
r

o i

E E
r T dr T

r r

 



   

 
 

 شود.بعد میبی (13-4)ی با استفاده از رابطه (12-4)ی تنش محوری ارائه شده در رابطه

(4-13)   1

2

z

z

woE T

 





  

 شود.بعد استخراج می، تنش محوری بی(13-4)ی با قرار دادن توزیع تنش در رابطه

(4-14)   
1

2

2
,

1 i
z

R
i

s d
R

        
  

توزیع تنش محوری ای از کار گرفته شده، مقایسههسنجی روش بصحتمنظور ، به11 -4شکل در 

آمده است.  2/1و  11/1، 1/1 بعدبی هایدر زمان [31] مرجع باورنات -کاتانوهدایت گرمایی مدل 

چگالی جریان الکتریکی،  کمیتعدم حضور  به دلیلقبلی اشاره شد، نیز های طور که در بخشهمان

 .شیب نمودار توزیع تنش قبل و بعد از شکستگی صفر بوده، بنابراین اثر ژول مشاهده نشده است



 استوانه شامل ترک محیطی -فصل چهارم 

13 

 

 
 [33] مرجع ورنات با-کاتانوهدایت گرمایی توزیع تنش محوری مدل  سنجیصحت 93 -4شکل 

های در زمان [31] مرجع فاز دوگانه با تأخیر هدایت گرمایی توزیع تنش محوری مدل ،در ادامه

 مقایسه شده است.  11 -4شکل در  2/1و  11/1، 1/1بعد بی

 
 [33] مرجع فاز دوگانه با تأخیرهدایت گرمایی توزیع تنش محوری مدل  سنجیصحت 99 -4شکل 
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شکل ورنات )-کاتانوهدایت گرمایی های محوری برای مدلتوزیع تنش ی نتایج حاصل از مقایسه

 . قبولی دارندقابل انطباق [31] مرجع ( و11 -4شکل فاز دوگانه ) تأخیرو  (11 -4

ی ی نتایج مربوط به مادهپس از اطمینان از صحت کارهای انجام شده، در ادامه به ارائه

ی توزیع تنش محوری ماده، نتایج مربوط به 12 -4شکل شود. در ترموالکتریک پرداخته می

 آمده است.  2/1و  11/1، 1/1 بعدهای بیورنات در زمان-کاتانوهدایت گرمایی ترموالکتریک طبق مدل 

 
 ورنات-کاتانو هدایت گرماییمدل  ترموالکتریک طبقی توزیع تنش محوری ماده 92 -4شکل 

داخلی  یدیواره حدفاصلی اعمال شوک گرمایی، های اولیهدر زمان شودطور که مشاهده میهمان

خارجی دارای تنش فشاری  یدیوارهپیشانی موج و  حدفاصلو پیشانی موج دارای تنش کششی و 

زمان مقدار  باگذشتی داخلی، تنش کششی کمتر است و های ابتدایی، در دیوارهدر زمانخواهند بود. 

 یابد.آن افزایش می

فاز  تأخیرهدایت گرمایی ی ترموالکتریک طبق مدل نیز توزیع تنش محوری ماده 13 -4شکل 

شود مقدار طور که مشاهده میهماندهد. را نشان می 2/1و  11/1، 1/1بعد های بیدوگانه در زمان

 کند.افزایش پیدا می شدتبه ی داخلی و خارجیتنش کششی در لبه
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 فاز دوگانه  تأخیر هدایت گرمایی ی ترموالکتریک طبق مدلتوزیع تنش محوری ماده 93 -4شکل 

صفر بودن بار مکانیکی،  به دلیلشود، مشاهده می 13 -4شکل و 12 -4شکل طور که در همان

 دو مدل صفر خواهد بود. مساحت سطح زیر نمودار تنش در هر

چگالی دو مقدار مختلف  را باورنات -ی توزیع تنش مدل هدایت گرمایی کاتانومقایسه14 -4شکل 

4جریان الکتریکی )
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m
   5و

2
1.21 10
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m
 دهد.( نشان می 

 
 چگالی جریان الکتریکیورنات با مقادیر مختلف -مدل هدایت گرمایی کاتانوی ترموالکتریک طبق محوری مادهتوزیع تنش  94 -4شکل 
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فاز دوگانه را با مقادیر مختلف  تأخیرتوزیع تنش مدل هدایت گرمایی  11 -4شکل همچنین 

4جریان الکتریکی )کند. در این شکل نیز، چگالی چگالی جریان مقایسه می

2
3.61 10

A
J

m
   و

5

2
1.21 10

A
J

m
  )رفت تنش کششی در این شکل طور که انتظار میهمان گرفته شده است. در نظر

کمتر از افزایش تنش در این میزان افزایش های داخلی و خارجی افزایش پیدا کرده ولی در لبه نیز

 ورنات است.-توزیع تنش مدل هدایت گرمایی کاتانو

 
چگالی جریان فاز دوگانه با مقادیر مختلف  تأخیردل هدایت گرمایی ی ترموالکتریک طبق محوری مادهتوزیع تنش م 95 -4شکل 

 الکتریکی

شود با افزایش میزان چگالی جریان الکتریکی، مقدار تنش کششی در طور که مشاهده میهمان

-دو دیواره افزایش می حدفاصلیابد و همچنین میزان تنش فشاری نیز در ی داخلی افزایش میدیواره

 یابد.

 محیطیترک  ضریب شدت تنشنتایج  4-6

-3-2و تابع وزنی بخش  (14-2)ی طبق رابطه rابع از تصورت یک با معلوم بودن مقدار تنش به

 توان ضریب شدت تنش حرارتی را تعیین نمود.، می2
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 .[16]شود ایج میمنجر به نوسان نت (14-4) یگیری از نتایج عددی تنش محوری در رابطهانتگرال

ای مرتبه دو بر عبارت تنش گرمایی در هر زمان جملهاین مشکل، از برازش دو منحنی چندبرای حل 

قبول است. ابتدایی اعمال شوک گرمایی قابل  یهازماندر  خصوصهباستفاده شده است. این تقریب 

به دو بخش قبل و بعد از ناپیوستگی  ، توزیع تنش محوری در هر زمان،باشد ρپیوستگی اگر موقعیت نا

 تری صورت گیرد.شود تا برازش منحنی دقیقتقسیم می

(4-11)  
2

1 1 1 1

2

2 2 2 2

   ,    

  ,    

z i i

z i o

Ar B r C R r R

A r B r C R r R

 

 

     

     
 

شود. در این بخش، استفاده از نتایج تنش محوری محاسبه میضریب شدت تنش ترک محیطی با 

-کاتانوهدایت گرمایی های ای بین ضریب شدت تنش مدلسنجی تحقیقات، مقایسهصحتمنظور به

صورت گرفته است که نتایج  2/1و  1/1بعد های بیدر زمان [31] مرجع فاز دوگانه با تأخیرورنات و 

ها، نتایج نشان داده شده است. با توجه به شکل 11 -4شکل و  16 -4شکل ترتیب در حاصل از آن به

  از دقت کافی برخوردار هستند.

با نمودار تنش  آمدهدستبه، توزیع تنش 11 -4شکل در نمودار توزیع تنش محوری  ازآنجاکه

 -4شکل ی شکستگی در نمودار ضریب شدت تنش باشد؛ نقطهدارای اختلاف جزئی می [31] مرجع

 باشد.نیز دارای اختلاف جزئی می16
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 [33] مرجع با ورنات-کاتانو هدایت گرمایی طبق مدلی ترموالکتریک مادهتنش ترک محیطی  ضریب شدتسنجی صحت 96 -4شکل 

 

 
 [33] مرجع با فاز دوگانه تأخیرهدایت گرمایی طبق مدل ی ترموالکتریک مادهتنش ترک محیطی  شدت ضریبسنجی صحت 97 -4شکل 

ی نمودارهای ضریب شدت قابل مشاهده است، قله 11 -4شکل و  16 -4شکل طور که از همان

 باشد.تنش محوری می هایپیشانی موج در نمودار متناظر با ،تنش محیطی
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ی ترموالکتریک طبق مدل ضریب شدت تنش ترک محیطی برای ماده، نتایج مربوط به در ادامه

آورده شده  18 -4شکل  در 2/1و  11/1، 1/1بعد مختلف ورنات در سه زمان بی-کاتانوهدایت گرمایی 

شود نقاط شکستگی در نمودار ضریب شدت تنش، همان پیشانی موج طور که مشاهده میهمان است.

 باشند.می 12 -4شکل گرما در نمودار تنش 

 
 ورنات -کاتانو هدایت گرمایی ی ترموالکتریک طبق مدلضریب شدت تنش ترک محیطی ماده 94 -4شکل 

ی ترموالکتریک ضریب شدت تنش ترک محیطی را برای مادهنیز، نتایج مربوط به  11 -4شکل 

-نشان می 2/1و  11/1، 1/1بعد مختلف فاز دوگانه در سه زمان بی تأخیر هدایت گرمایی طبق مدل

زمان از  باگذشتی نمودار نمودار ضریب شدت تنش، قلهشود نقاط شکستگی در مشاهده می دهد.

 دهد.ی داخلی تغییر مکان میی خارجی به سمت دیوارهدیواره
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 فاز دوگانه  تأخیرهدایت گرمایی ی ترموالکتریک طبق مدل ضریب شدت تنش ترک محیطی ماده 91 -4شکل 

مربوط به ضریب شدت تنش ترک محیطی است که از نتایج تنش محوری حاصل ، 21 -4شکل 

ی دهندهی نمودارها نشانقلهشده و برای دو مقدار چگالی جریان الکتریکی مختلف رسم شده است. 

باید توجه داشت  ی ترموالکتریک خواهند بود.بوط به مادهپیشانی موج در نمودارهای تنش محوری مر

ی ضریب شدت تنش در محل ناپیوستگی واقع نشود، چراکه این امکان که ممکن است مقدار بیشینه

پیشانی موج به مقدار بیشینه  جزبهی دیگری وجود دارد که با افزایش اثر ژول، مقدار تنش در نقطه

 یجهدرنتتنش ترسیم شده با مقدار چگالی جریان بیشتر به علت داشتن اختلاف دمای بیشتر و  برسد.

بعد طول ترک بی برحسبی شدت تنش بیشتری است. ضریب شدت تنش تنش بیشتر، دارای بیشینه

 فرض شده است. 8/1تا  1که در این فصل طول ترک از  باشدمی
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چگالی جریان ورنات با مقادیر مختلف -مدل هدایت گرمایی کاتانو ی ترموالکتریک طبقمادهترک محیطی  ریب شدت تنشض 23 -4شکل 

 الکتریکی

ترک محیطی طبق را بر مقدار ضریب شدت تنش  چگالی جریان الکتریکی یرتأثنیز  21 -4شکل 

، پیشانی موج برای 21 -4شکل در  کهییازآنجادهد. فاز دوگانه نشان می تأخیرمدل هدایت گرمایی 

باشد، پس بنابراین مقدار تنش به یکدیگر نزدیک می ازنظرمقدار چگالی جریان الکتریکی  هر دو

 تفاوت چندانی ندارند. ،مقدار ازلحاظ نیز 21 -4شکل  های نمودار ضریب شدت تنش درناپیوستگی
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چگالی فاز دوگانه با مقادیر مختلف  تأخیرمدل هدایت گرمایی  ی ترموالکتریک طبقمادهترک محیطی  ضریب شدت تنش 29 -4شکل 

 جریان الکتریکی

ی ضریب شدت تنش ترک محیطی بین دو مدل هدایت ی مقایسهدهندهنشان 22 -4شکل 

0.1فاز دوگانه در زمان  تأخیرورنات و -گرمایی کاتانو  4که در آن  است

2
3.61 10

A
J

m
  می-

 باشد.

 
 تأخیرو  (C-V)ورنات -کاتانو هدایت گرمایی یهامدلی ترموالکتریک طبق مادهضریب شدت تنش ترک محیطی ی مقایسه 22 -4شکل 

 (DPL) هفاز دوگان
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ی فاز دوگانه دارای مقدار بیشینه تأخیرشود مدل هدایت گرمایی طور که مشاهده میهمان

 تری داخلی نزدیکبه علت سرعت موج بیشتر موقعیت بیشینه به دیواره. همچنین، باشدبیشتری می

 تاس
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                                                                    5 فصل

 نیم بیضویاستوانه شامل ترک 
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 مقدمه 5-9

 اما دو تفاوت ؛ی استوانه مورد مطالعه قرار گرفته استفصل همانند فصل چهارم، هندسهدر این 

 وجود دارد:

0.8iRی مورد مطالعه که شعاع داخلی آن ابعاد استوانه -1  1بعد و شعاع خارجی آن بیoR  

1.25oداخلی به خارجی بعد است که نسبت شعاع بی iR R  باشد. در فصل چهارم نسبت می

2o iR R  .بوده است 

ای جای تنش محوری و ترک لبهبه یببه ترت نیم بیضویبررسی تنش محیطی و در ادامه ترک  -2

 که در فصل چهارم مورد مطالعه قرار گرفته بود.

 ی بدون ترکتحلیل استوانه 5-2

ی حاکم هدایت گرمایی متقارن محوری برای یک استوانه معادلهدر این فصل، همانند فصل چهارم 

-با صرف .شودگرفته می در نظر (1-1)ی صورت رابطهفاز دوگانه به تأخیرطبق مدل هدایت گرمایی 

ی ازجملهنظر 
2 2

22

q

r

 


0T فرض و   ، ورنات -ی مدل هدایت گرمایی کاتانورابطه به معادلهاین

 تبدیل خواهد شد. 

(1-1)  
2 2 2
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 شود.انتخاب می (2-1)ی صورت رابطهشرایط مرزی و اولیه به
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 شوند:می بعدبی زیر(3-4)صورت مجموعه روابط ها بهکمیتاین 

(1-3)  
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 شود.می زیر بیانصورت در فضای لاپلاس بهو بعد شده بی (3-1)با مجموعه روابط  (1-1)ی رابطه

(1-4)  
 

2 2 2
2 2

2

11

T T j
B T

s s T k
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بازنویسی  (1-1)(1-4)بعد صورت بی، شرایط مرزی در فضای لاپلاس به(2-1)ی با توجه به رابطه

 شود.می

(1-1)  
 

 

, 0

1
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
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i

o

R t

R t
s

 

0.8iR شعاع داخلی استوانه که در این فصل  1 شعاع خارجی استوانه ،بعدبیoR  و بعد بی

1.25oع خارجی به داخلی همچنین نسبت شعا iR R  .در نظر گرفته شده است 

 ی چگالی جریان الکتریکی محاسبه 5-3

1.7I جریانمقدار  ،[32] مرجع طبق A 5.7وI A   ده ولی مقدار مساحت با توجه به بو

 ی استوانه و شرایط مرزی برابر است با:هندسه

(1-6)  2 3 5 22 10 2 0.9 10 5.65 10
2

o iR R
A h m   
         

باشد. مقادیر چگالی جریان به علت وجود دو مقدار جریان الکتریکی ارتفاع استوانه می hکه در آن 

4برابر با 

2
3.007 10
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J

m
  5و

2
1.008 10
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m
  .خواهد بود 
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 نتایج توزیع دما  5-4

-کاتانوهدایت گرمایی  مدل طبقترموالکتریک  یاستوانه در دما توزیع یدهندهنشان 1 -1شکل 

بعد ی داخلی با شعاع بیتوزیع دما از دیواره که باشدمی 11/1 و 1/1 بعدبی هایزمان در ورنات

0.8iR  1بعد شعاع بیی خارجی با تا دیوارهoR اثر ژول نیز در این  ترسیم شده است. همچنین

است و  ری نمودار از مقادیر شرایط مرزی بیشتباشد؛ چرا که مقدار بیشینهنمودار قابل مشاهده می

 شود.رفتاری شبیه به تولید گرمای داخلی مشاهده می

 
  ورنات-کاتانو مدل هدایت گرمایی طبق ترموالکتریک یمادهدما در  توزیع 9 -5شکل 

فاز دوگانه را در  تأخیری ترموالکتریک طبق مدل هدایت گرمایی توزیع دمای ماده 2 -1شکل 

ی توزیع دما با شود، بیشینهطور که مشاهده میدهد. هماننشان می 11/1و  11/1بعد های بیزمان

 باشد.یابد که این به دلیل وجود اثر ژول مییبعد افزایش مافزایش زمان بی
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 دوگانه فاز تأخیر مدل هدایت گرمایی طبق ترموالکتریک یمادهدما در  توزیع 2 -5شکل 

مدل هدایت  بعد را طبقطول بی برحسب بعد ترموالکتریکدمای بی ی توزیعمقایسه 3 -1شکل 

ی نمودار مدل هدایت گرمایی دهد که بیشینهدوگانه نشان می فاز تأخیرورنات و -کاتانو گرمایی

بعد هر دو نمودار در زمان بی باشد.فاز دوگانه می تأخیرورنات بیشتر از مدل هدایت گرمایی -کاتانو

 اند.رسم شده 11/1

 
 (DPL) دوگانه فاز تأخیرو  (C-V)ورنات -کاتانو هدایت گرمایی هایمدل طبق ترموالکتریک یدما در ماده ی توزیعمقایسه 3 -5شکل 

0.8 0.82 0.84 0.86 0.88 0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 1
-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8





 

 

 = 0.07

 = 0.17

0.8 0.82 0.84 0.86 0.88 0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 1
-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5





 

 

dpl

c-v



 بیضویاستوانه شامل ترک نیم – پنجمفصل 

 

 

11 

 

شکل ، ی ترموالکتریکتوزیع دمای مادهچگالی جریان الکتریکی روی  یرتأثدر ادامه، برای بررسی 

-های هدایت گرمایی کاتانوبرای مدل 11/1و  11/1بعد های بیدر زمان یببه ترت 1 -1شکل و  4 -1

 اند. رسم شدهفاز دوگانه  تأخیرورنات و 

 
 چگالی جریان الکتریکی مقادیر مختلف ورنات با -کاتانو مدل هدایت گرمایی طبق ترموالکتریک یماده دمای توزیع 4 -5شکل 

 
 مقادیر مختلف چگالی جریان الکتریکیفاز دوگانه با  تأخیر مدل هدایت گرمایی طبق ترموالکتریکی مادهدمای  توزیع 5 -5شکل 
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ی دما در افزایش مقدار چگالی جریان الکتریکی، مقدار بیشینهرود با طور که انتظار میهمان

 .ه استنمودارها افزایش یافت

 محیطی تنش میدان 5-5

 آید: می دستبه  (1-1)ی صورت رابطهتوزیع دما به برحسبتنش محیطی در استوانه 
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 محیطی تنش توزیعنتایج  5-6

شعاع  برحسبورنات -ی ترموالکتریک طبق مدل هدایت گرمایی کاتانوتوزیع تنش محیطی در ماده

ی ی خارجی به سمت دیوارهنشان داده شده است که در آن موج گرما از دیواره 6 -1شکل بعد در بی

های ابتدایی اعمال شوک گرمایی، داخلی با سرعت محدود درحال حرکت است. همچنین، در زمان

ی رای تنش کششی و نقاط بین پیشانی موج و دیوارهی داخلی و پیشانی موج دانقاط بین دیواره

 باشند.خارجی دارای تنش فشاری می
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 ورنات-کاتانو هدایت گرمایی مدل طبق ترموالکتریک یمادهدر  محیطی تنش توزیع 6 -5شکل 

فاز  تأخیری ترموالکتریک را در مدل هدایت گرمایی توزیع تنش محیطی ماده 1 -1شکل در 

بعد رسم شده است. با توجه به شکل مشهود است که شکستگی در نمودار شعاع بی برحسبدوگانه 

 تنش محیطی، با نمودار دما متناظر است.

همچنین با توجه به صفر بودن بار مکانیکی، سطح زیر نمودار تنش روی ضخامت استوانه در 

 مشخص، صفر خواهد بود. زمانیک
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 دوگانه فاز تأخیر مدل هدایت گرمایی طبق ترموالکتریکی ماده محیطی تنش توزیع 7 -5شکل 

 -1شکل ی ترموالکتریک در چگالی جریان الکتریکی روی توزیع تنش محیطی ماده یرتأثدر ادامه، 

-های هدایت گرمایی کاتانوبرای مدل 11/1و  11/1بعد های بیترتیب در زمانبه 1 -1شکل و  8

 اند. فاز دوگانه بررسی شده تأخیرورنات و 

 
 چگالی جریان الکتریکیمقادیر مختلف ورنات با -کاتانو هدایت گرمایی مدل طبق ترموالکتریکی مادهتنش محیطی  توزیع 4 -5شکل 
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چگالی جریان مقادیر مختلف فاز دوگانه با  تأخیر مدل هدایت گرمایی طبق ترموالکتریکی مادهتنش محیطی  توزیع 1 -5شکل 

 الکتریکی 

شود میزان با افزایش مقدار چگالی جریان الکتریکی، مشاهده می 1 -1شکل و  8 -1شکل در 

 ی داخلی رو به افزایش است.هتنش کششی در دیوار

 نیم بیضویعمق ترک در  تنش شدت ضریبنتایج  5-7

ی ترموالکتریک در مدل هدایت ماده نیم بیضوی، ضریب شدت تنش عمق ترک 11 -1شکل 

تیز همان شکستگی در دهد که نقاط نوکبعد نشان میورنات برحسب طول ترک بی-گرمایی کاتانو

-ت تنش به مرور زمان از محل شکستگی دور میی ضریب شدبیشینهباشد و نمودار تنش محیطی می

  .ی حضور اثر ژول استدهندهشود که این نشان
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 ورنات-کاتانو هدایت گرمایی طبق مدل یکترموالکتر یمادهدر  یضویب یمنترک  عمق شدت تنش یبضر 93 -5شکل 

 یتطبق مدل هدا یکترموالکتر یدر استوانه یضویب یمنشدت تنش عمق ترک  یبضردر ادامه، 

نشان داده شده است. باید به این  11 -1شکل بعد در طول ترک بی برحسبه فاز دوگان تأخیر ییگرما

0.17ار نکته توجه داشت که نمود 0.07ی کمتری نسبت به از بیشینه  با برخوردار است، زیرا

0.07در زمانگرادیان دمای پیشانی موج  1 -1شکل توجه به    0.17زماننسبت به  به دلیل 

دلیل استهلاک موج گرما بیشتر بیشتر است. به همین ،رفت و برگشت بیشتر موج گرماداشتن یک 

0.17 شده و نمودار شکستگیت. همچنین ی ضریب شدت تنش کمتری برخوردار اساز بیشینه-

 است. 1 -1شکل محیطی  تنشتوزیع  بر محل پیشانی موج در نمودار منطبقمشاهده شده  های

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

a/t
w

K
A

 '

 

 

 = 0.05

 = 0.15



 بیضویاستوانه شامل ترک نیم – پنجمفصل 

 

 

16 

 

 
 هدوگان فاز تأخیر هدایت گرمایی مدلطبق  یکترموالکتر یمادهدر  یضویب یمنترک عمق  شدت تنش یبضر 99 -5شکل 

برای دو  نیم بیضویعمق ترک در ی ضریب شدت تنش دهندهنشان13 -1شکل و  12 -1شکل 

فاز دوگانه  تأخیرورنات و -مقدار مختلف چگالی جریان الکتریکی در مدل هدایت گرمایی کاتانو

شود، با افزایش چگالی جریان الکتریکی، طور که مشاهده میهمان باشد.بعد میبرحسب طول ترک بی

-هم تغییرات تنشافزایش یافته که نتایج با  نیم بیضویی ضریب شدت تنش عمق ترک مقدار بیشینه

 خوانی دارد.

تیز نمودار در یک روی سرعت موج ندارد، بنابراین نقاط نوک یریتأثافزایش اثر ژول  کهییازآنجا

 اند.گرفتهبعد قرار موقعیت از طول ترک بی
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ورنات با مقادیر مختلف -کاتانو مدل هدایت گرمایی طبق ی ترموالکتریکماده نیم بیضویترک  عمق ضریب شدت تنش 92 -5شکل 

 چگالی جریان الکتریکی

 
فاز دوگانه با مقادیر مختلف  تأخیر مدل هدایت گرمایی طبق ی ترموالکتریکماده نیم بیضویترک عمق ضریب شدت تنش  93 -5شکل 

 چگالی جریان الکتریکی
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 گیرینتیجه 6-9

ترموالکتریک، علاوه بر جملات ناشی از انتخاب مدل هدایت  وجود خاصیتدر معادلات حاکم به دلیل 

 گرمایی، جملات دیگری نیز ظاهر خواهند شد که مربوط به اثر ژول و تامسون هستند. 

  ی نمودارهای داخلی دارد و افزایش آن، مقدار بیشینهاثر ژول، رفتاری مشابه تولید گرمای

های ابتدایی در دهد. همچنین، مقدار تنش کششی را در زمانتوزیع دما را افزایش می

دهد. افزایش دو دیواره افزایش می حدفاصلی تنش فشاری را در ی داخلی و اندازهدیواره

شود. در ادامه، شدت تنش میی ضریب مقادیر تنش، خود باعث افزایش مقدار بیشینه

ورد بررسی قرار گرفته است که تغییرات جزئی این اثر را نتایج اثر تامسون در دیواره م

 شود.شدن از آن می نظرصرفدهد که باعث نشان می

  عث افزایش تولید گرمای داخلی ابزمان  های ابتدایی، گذشتژول در زمان اثردر حضور

 یابد.ی دما افزایش مییشینهزمان میزان ب باگذشتشود. می

  یجهدرنتدهد کششی و تنش فشاری را افزایش میتنش  یبیشینه یژول اندازه اثرافزایش 

 .شوددر نواحی تنش کششی امکان رشد ترک بیشتر می

 که در طوریبیشتری دارد، به یرگذاریتأثورنات اثر ژول -در مدل هدایت گرمایی کاتانو

و با یک مقدار چگالی جریان  زمانیکی دو مدل هدایت گرمایی در های مقایسهشکل

 باشد.ی بلندتری میورنات دارای بیشینه-الکتریکی، مدل هدایت گرمایی کاتانو

  علت استهلاک موج، ضریب شدت تنش کاهش میزمان به باگذشتبرخلاف انتظار که-

قدار ضریب شدت تنش زمان م باگذشتهای ابتدایی یابد، در حضور اثر ژول در زمان

 یابد و باعث افزایش طول ترک خواهد شد.افزایش می

 ممکن است نقطه ی در نمودار ضریب شدت تنش، یکبا افزایش مقدار چگالی جریان الکتر

 انتقال یابد ،بیشینه به محلی غیر از نقطه پیشانی در موج تنش
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  ورنات بیشتر -گرمایی کاتانوکهدایت در حضور اثر ژول مقدار ضریب شدت تنش در مدل

 فاز دوگانه است. تأخیراز مدل 

 

 هاپیشنهاد 6-2

 شوند عبارت است از:چند پیشنهاد که برای کارهای آینده در این زمینه ارائه می

 لیندزی-ی ترموالکتریک با استفاده از تئوری گرینی ضریب شدت تنش در استوانهمحاسبه -1

 نقدی-ترموالکتریک با استفاده از تئوری گرینی ی ضریب شدت تنش در استوانهمحاسبه -2

 ی ترموالکتریکبررسی اثر انواع شرایط مرزی بر دما، تنش و ضرایب شدت تنش در استوانه -3
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Aabstract 

On this thesis, the stress intensity factor of mode I in a edge cracked 

plate or a cylindrical which is contains a circumferential or semi-elliptical 

crack is extracted by using the weight function method. the plate and 

cylinder which are made of thermoelectric material such as bismuth 

telluride are subjected to the Non-fourier thermal shock according to the 

cattaneo- vernotte as well as dual- phase lag madels. 

In order to extract the result, the Non- fourier heat conduction problem is 

solved in laplace domain at the first. Also, the stress distribution is obtained 

in laplace domain, the time variation of the stress distribution is by using 

numerical laplace inversion methods at last. The stress intensity factor are 

obtained by using the weight function method. The effect of Joule and 

Thompson coefficients on the results are investigated  

 

Keywords:  

Thermoelecteric, Joule's effect, Hyperbolic thermal conductivity model, 

Dual Phase Lag heat conduction model (DPL), Inverse Laplace transform, 

Thick walled cylinder, Plate. 
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