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دانشکده  مهندسی مکانیک گرایش طراحی کاربردياینجانب محمد جعفري دانشجوي دوره کارشناسی ارشد رشته 

 تنهاییصفحات ناهمسانگرد ب یحرارت هايتنش لیتحلنامه دانشگاه صنعتی شاهرود نویسنده پایان مهندسی مکانیک

 شوم.دکتر محمد جعفري متعهد می یتحت راهنمائ کنواختی یبا اشکال مختلف تحت شار حرارت یگشودگ يحاو

 .ت و از صحت و اصالت برخوردار استتوسط اینجانب انجام شده اس نامهتحقیقات در این پایان •

 .رجع مورد استفاده استناد شده استهاي محققان دیگر به مدر استفاده از نتایج پژوهش •

متیازي در هیچ جا ارائه نشده تاکنون توسط خود یا فرد دیگري براي دریافت هیچ نوع مدرك یا ا نامهمطالب مندرج در پایان •

 .است

» ددانشگاه صنعتی شاهرو«باشد و مقالات مستخرج با نام تعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود میکلیه حقوق معنوي این اثر م •

 .رسید اهدبه چاپ خو» Shahrood  University  of  Technology«و یا 

 مهناپایان اند در مقالات مستخرج ازتأثیرگذار بوده نامهن نتایح اصلی پایاندست آمدحقوق معنوي تمام افرادي که در به •

 گردد.رعایت می

) استفاده شده است ضوابط و اصول اخلاقی هاي آنها، در مواردي که از موجود زنده (یا بافتنامهدر کلیه مراحل انجام این پایان •

 رعایت شده است.

صل ادسترسی یافته یا استفاده شده است نامه، در مواردي که به حوزه اطلاعات شخصی افراد در کلیه مراحل انجام این پایان •

 .اصول اخلاق انسانی رعایت شده است، ضوابط و رازداري

 تاریخ

دانشجو امضاي

 نتایج و حق نشرمالکیت 
افزارها و اي، نرمهاي رایانهاثر و محصولات آن (مقالات مستخرج، کتاب، برنامهکلیه حقوق معنوي این  •

ر تولیدات د. این مطلب باید به نحو مقتضی باشدتعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود میشده) متجهیزات ساخته
 علمی مربوطه ذکر شود.

 .باشدبدون ذکر مرجع مجاز نمی نامهاطلاعات و نتایج موجود در پایان استفاده از •



 

 چکیده

هاي مهندسی، جلوگیري از شکست سازه در اثر تنش ایجادشده ترین مسائل در طراحی سازهیکی از مهم

وجود گشودگی در ورق ناهمسانگرد تحت جریان حرارتی باعث در نواحی ناپیوستگی هندسی است. 

ي گشودگی یکی از پارامترهاي مهم نوع هندسه شود.هاي حرارتی در اطراف گشودگی میایجاد تنش

ده از و با استفا ي دوبعديي تئوري ترموالاستیسیتهبر پایه ي توزیع تنش در اطراف آن است.در نحوه

ستفاده با ا با اشکال مختلف نامحدود حاوي گشودگی ناهمسانگرد ورق، روش متغیر مختلط لخنیتسکی

نش میدان ت نامه،در این پایانشود. اي به شعاع واحد نگاشت میي بیرون دایرهاز نگاشت همنوا به ناحیه

قرار ي نامحدود ناهمسانگرد در حالت پایدار مورد بررسی جایی در اطراف گشودگی در صفحهو جابه

 همچنین .ز گشودگی عایق استنهایت تحت شار حرارتی یکنواخت بوده و مر. ورق در بیگرفته است

وزیع ت . با استفاده از توابع پتانسیل مختلط و حل معادلات انتگرالی،شده است اعمالشرط مرزي نیومن 

 جایی. تأثیر پارامترهاي مهم در توزیع تنش و جابهشده است ارائه در اطراف گشودگیجایی و جابهتنش 

ي جریان حرارتی و ي الیاف، زاویهزاویهگشودگی،  هايانحناي گوشهي چرخش گشودگی، نظیر زاویه

 حدودبا حل اجزاي م شدهارائه تحلیلی نتایج صحت .قرار گرفته استکشیدگی گشودگی، مورد بررسی 

ي نحوه سزایی دردهند که پارامترهاي ذکرشده تأثیر بهنشان می این نتایج .مورد تأیید قرار گرفته است

 اطراف گشودگی دارند.جایی در توزیع تنش و جابه

 کلمات کلیدي

، تنش حرارتیحل تحلیلی صفحه ناهمسانگرد، ،گشودگی ، نگاشت همنوا،روش متغیر مختلط
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 مقدمه 1-1

ت تح هاآنرفتار مکانیکی  يمطالعهها در صنایع متنوع مهندسی، ي ورقکاربرد گستردهبا توجه به 

در ساخت صنایع هوایی  1یهاي کامپوزیت. استفاده از ورقرسدهاي مختلف لازم به نظر میبارگذاري

هاي بخار و گاز و راکتورهاي در ساخت توربین هاآنمانند موتورهاي موشک و جت و همچنین کاربرد 

ط در شرای کند.گونه مواد را تحت بار مکانیکی و حرارتی آشکار میاي، اهمیت بررسی رفتار اینهسته

هاي هیدرولیک و انتقال هاي برق یا شیلنگمختلف، مانند طراحی پنجره هواپیما و یا براي عبور کابل

در بسیاري موارد، همچنین  شود.در صفحات حس می 2جریان سوخت در بال، لزوم ایجاد گشودگی

بارگذاري حرارتی بالا  ها اغلب تحتاین قبیل سازهشود. ها ایجاد میسازه کاهش وزنگشودگی براي 

بودن مواد  3گیرند. بارگذاري حرارتی باعث ایجاد گرادیان دمایی شده و با توجه به ناهمسانگردقرار می

. آیدمی به وجودطور غیریکنواخت در اجزاي مختلف و در جهات مختلف ، انبساط حرارتی بهکامپوزیت

غتشاش در جریان حرارتی شده و این هاي هندسی مثل ترك یا گشودگی، باعث اوجود ناپیوستگی

ارتی هاي حرباعث ایجاد تنش جهیدرنت و تواند آزادانه پیشرفت کندانبساط حرارتی غیریکنواخت نمی

داشته نکه هیچ گشودگی عبارت دیگر یک ورق نامحدود تحت جریان حرارتی پایدار درصورتیشود. بهمی

تنش  .نخواهد گرفتکی باشد، تحت تنش حرارتی قرار و در مرزهاي خارجی فاقد هرگونه قید مکانی باشد

هاي هندسی مثل شود که جریان حرارتی یکنواخت در حضور ناپیوستگیحرارتی وقتی ایجاد می

دنبال آن، عمر مفید گشودگی، مغشوش شود. این امر باعث تجمع تنش در اطراف گشودگی شده و به

هاي حرارتی و شکست ناشی ي تنشمسأله شود.می ي مهندسی کاهش یافته و دچار ازکارافتادگیسازه

 ت.ي هوافضاسهاي گوناگون از میکروالکترونیک گرفته تا حوزهکننده در شاخهاي تعییناز آن، مسأله
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شود، بررسی تأثیر این هاي شدید موضعی در اطراف آن میاز آنجا که وجود گشودگی باعث ایجاد تنش

-منظور تحلیل جامع استحکام اینبهاي ایجادشده بسیار مهم است. هي توزیع تنشها بر نحوهگشودگی

ي توزیع تنش حرارتی بسیار ضروري است. لذا تحقیق در مورد تمرکز ها، تعیین مقدار و نحوهگونه سازه

مکانیک ویژه بهها، یکی از مسائل مهم در کاربردهاي مهندسی و تنش ایجادشده در اطراف گشودگی

فضایی و هاي هواي فلزات و مواد مرکب در اجزاي هواپیماها و سازهگستردهشکست است. کاربرد 

هاي حرارتی ي تأثیر تنشي محققان به مطالعههاي اخیر موجب علاقهاي، در دههراکتورهاي انرژي هسته

 گیرند.ها تحت تغییرات دمایی بالا قرار میي این سازهها شده است؛ زیرا همهروي این سازه

هاي حاوي گشودگی تحت جریان حرارتی، نیازمند دانستن توزیع تنش در گونه سازهرفتار اینپیشگویی 

 اطراف گشودگی است. دانستن محل و مقدار تنش بیشینه، براي طراحی مناسب بسیار ضروري است.

روابط مقدماتی طراحی بر اساس اعضایی است که سطح مقطع آنها ثابت است و یا تغییرات تدریجی 

ها، جاخارها و ها، شیارها، رزوهدارد. ولی اجزاي مکانیکی همیشه به این شکل نیستند. وجود پله

نکه آ طراح بیشتر از کند.هاي موضعی شدیدي در اطراف گشودگی ایجاد میهاي مختلف، تنشگشودگی

قطع ي تنش در آن ممایل به دانستن شکل توزیع تنش در یک مقطع باشد، به دانستن مقدار بیشینه

ا کند یعلاقمند است. چرا که باید بررسی کند که مقدار تنش ایجادشده از مقدار تنش مجاز تجاوز می

 افتد.نه و اهمیتی ندارد که این تجاوز در چه محلی اتفاق می

هاي شهگوانحناي  گشودگی،بر توزیع تنش اطراف گشودگی تأثیرگذار هستند. نوع  پارامترهاي زیادي

ي الیاف و زاویه 1ي اعمال شار حرارتیي چرخش گشودگی، کشیدگی گشودگی، زاویهگشودگی، زاویه

ماده، پارامترهایی هستند که بر توزیع تنش حول گشودگی مؤثر بوده و انتخاب صحیح آنها منجر به 

به این ترتیب، به منظور ارائه یک طرح بهینه،  .شوده طرح موفق با کمترین تنش ممکن مییابی بدست

 رسد.بررسی تأثیر این پارامترها ضروري به نظر می
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از میان تمامی آنها استفاده از  هاي مختلف وجود دارد کههاي ترموالاستیک متعددي براي هندسهحل

ده شهاي علمی انجاممسائل دوبعدي کاربرد دارد. بررسی ي وسیعی ازروش متغیر مختلط براي محدوده

اي ههایی نظیر تنشبه پدیده و کمتر را شامل بودههاي مکانیکی بارگذاريمسائل مربوط به بیشتر 

حرارتی پرداخته است. در حالی که وجود گشودگی باعث انسداد جریان حرارتی شده و اختلالات حرارتی 

 يهاي حرارتی ناشی از این اختلالات موضعی براي مطالعهبنابراین بررسی تنشکند. موضعی ایجاد می

 ي شکست مواد ضروري است.پدیده

 ها و اهداف تحقیقفرضیه 1-2

نامه سعی شده است تا پارامترهاي مختلف مؤثر بر مقدار شده، در این پایانموضوعات مطرحبا عنایت به 

ي ناهمسانگرد نامحدود حاوي گشودگی با اشکال حهدر یک صف جاییو جابه ي توزیع تنشو نحوه

محدود ناناهمسانگرد ي یک صفحه مورد مطالعه و بررسی قرار گیرد. مختلف تحت شار حرارتی یکنواخت

در جهت دلخواه قرار گرفته است.  حرارتی یکنواخت شارکه حاوي یک گشودگی در مرکز است، تحت 

شار ضلعی باشد. nطور کلی ضلعی و به، مستطیلی، پنجتواند مثلثیدر حالت کلی، شکل گشودگی می

و الاستیک خطی  1ي مورد نظر، همگناست. صفحهاعمال شده  ي دلخواهو با زاویه نهایتحرارتی در بی

د. اني دلخواه قرار گرفتهالیاف ماده با زاویهکند. در نظر گرفته شده که قانون عمومی هوك را ارضا می

در قنسبت به ابعاد صفحه به گشودگیي اندازه و مرز آن از بار خارجی آزاد است. گشودگی عایق بوده

عبارت دیگر اثر وجود گشودگی در به .نهایت فرض کردکافی کوچک است که بتوان صفحه را بی

جریان حرارتی یکنواخت  تواند در هر جهت دلخواه باشد.نظر است. گشودگی میدوردرست قابل صرف

شودگی عایق مغشوش شده و این امر باعث ایجاد تنش حرارتی در اطراف گشودگی در اثر وجود گ

هاي تحلیلی و عددي موجود در مقالات آمده با دادهدستبه هايجوابسنجی نتایج، شود. براي صحتمی

 اند.افزارهاي حل عددي مقایسه شدهو نرم

Homogenous 1  
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 نامهطرح کلی فصول پایان 1-3

نهایتاً  ، نتایج وروش حلي پژوهش، (فصل حاضر)، پیشینه گفتارپیشنامه در قالب پنج فصل این پایان

، اهبه معرفی کامپوزیتطور مختصر به فصل دوم، ابتدا درگیري و پیشنهادها ارائه شده است. نتیجه

وزیع ي تمروري بر مطالعات پیشین در زمینه. سپس پرداخته شده است رفتار مکانیکی آنها و کاربردها

طور کامل روش حل به ،معرفی شده است. در فصل سوم ي مورد نظرو مسأله تنش صورت گرفته است

-است. در فصل چهارم، نتایج و نمودارهاي استخراجروابط و معادلات مربوطه به تفصیل آمده ارائه شده و 

نش و پارامترهاي مؤثر بر توزیع تضلعی ارائه شده است هاي مثلثی، مستطیلی و پنجشده براي گشودگی

ی و گیري کلدر فصل پنجم، نتیجه است. قرار گرفته و بحث جایی اطراف گشودگی مورد مطالعهو جابه

بندي آمده است و پیشنهاداتی براي تحقیقات آتی ارائه شده است.جمع
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 مقدمه 2-1

ت رفتار مکانیکی مواد کامپوزی پرداخته شده است و و انواع آنها هادر این فصل ابتدا به معرفی کامپوزیت

هاي حاوي تنش در ورق ي توزیعشده در زمینهتوضیح داده شده است. در ادامه مروري بر مطالعات انجام

هاي بعد، روش معرفی شده است. در فصل ي مورد نظرسپس مسأله و هندسی انجام شده استنقص 

 است.طور کامل ذکر شده است و روابط و معادلات مربوطه به تفصیل آمده حل به

 هاکامپوزیت 2-2

حاوي گشودگی است،  یي کامپوزیتهاي حرارتی در صفحهي مورد نظر، تحلیل تنشلهاز آنجا که مسأ

تعریف شده و ي کامپوزیت ماده رسد. در این قسمت،تصر بر مواد کامپوزیت لازم به نظر میمروري مخ

 ت.اس صورت گرفته بر روابط مربوط به مواد کامپوزیتمروري  در فصل بعد نیز شود.انواع آن ذکر می

 تعریف کامپوزیت 2-2-1

شود یکننده نامیده متقویتکامپوزیت، ترکیب حداقل دو ماده در مقیاس ماکروسکوپی است که یکی فاز 

شود، محصور نامیده می یا زمینه یا ذرات است و در فاز دیگر که ماتریس و ، صفحاتصورت الیافو به

ي هندهدي حاصل نسبت به هریک از اجزاي تشکیلگیرد که مادهاست. این ترکیب به شکلی صورت می

 شته باشد.تري داو مطلوب متفاوتهاي آن به تنهایی، خواص و ویژگی

قرار داد. اول  ي مواد کامپوزیتاي را در زمرهمعیارهاي مختلفی باید در نظر گرفته شود تا بتوان ماده

دهنده، خواص که فازهاي تشکیلاي از هر دو ماده وجود داشته باشد. دوم اینکه نسبت قابل ملاحظهاین

با  ايطور قابل ملاحظهبه امپوزیتي کمتفاوتی داشته باشند. به این ترتیب ممکن است خواص ماده

عنوان کامپوزیت بهتوان ماده را ي آن متفاوت باشد که در این شرایط میدهندهخواص مواد تشکیل

مصنوعی توسط مخلوط و ترکیب کردن  طور معمول مواد کامپوزیتکه بهمعرفی نمود. در نهایت سوم این

گی شوند. از این رو یک آلیاژ ریختمختلف تولید میدهنده توسط وسایل مکانیکی مناسب اجزاي تشکیل
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ی توان یک کامپوزیت تلقبا ریزساختار دوفازي که حاصل فرآیند انجماد یک مذاب یکنواخت است را نمی

ات اي تولید کنند که از ذرکرد. البته اگر ذرات سرامیک با نسبت مناسب با یک فلز مخلوط شده و ماده

توان این ماده را کامپوزیت نامید. همچنین یک فلز تشکیل شده باشد، می شده در داخلسرامیکی توزیع

ساز، مواد جاذب پرتوهاي ماوراي بنفش و برخی ها اگرچه معمولاً داراي مقدار بسیار کمی روانپلاستیک

رها اکدام از این معیگیرند؛ چرا که هیچها قرار نمیي کامپوزیتهاي دیگر هستند، باز هم در دستهافزودنی

 دارا نیستند.را 

 هاکامپوزیت انواع 2-2-2

ي فاز زمینه ها به عهدهبه آن و در جهت مربوطه و انتقال بار ها، نگهداري الیاف در کنار همدر کامپوزیت

ي مورد ها با توجه به نوع مادهبندي آن، دستهبندي مواد کامپوزیتهاي دستهیکی از روش . باشدمی

ی ي اصلبه سه دسته ي مهندسی از لحاظ فاز زمینههاکامپوزیتي کامپوزیت است. استفاده در زمینه

ي هاي با زمینهو کامپوزیت 2ي فلزيهاي با زمینه، کامپوزیت1ي پلیمريهاي با زمینهکامپوزیت

که  ندباشها میترین کامپوزیتاز متداولپلیمري  يبا زمینه هايکامپوزیت شوند.تقسیم می 3سرامیکی

و از  زمینهعنوان پایه به 4از یک رزین مواداند. در ساخت این به نام فایبرگلاس مصطلح بوده ر گذشتهد

-از کامپوزیت .ودش، استفاده می5الیاف شیشه، الیاف کربن و الیاف آرامید مانندهاي متنوعی کنندهتقویت

 وادمشود. در فرآیند ساخت این طور گسترده استفاده میبه در صنایع خودروسازيي فلزي هاي با زمینه

یا ذرات  و کاربید سیلیسیوم شود که با الیافاستفاده می زمینهعنوان آلومینیوم به ماننداز یک فلز 

تفاده بالا اس بسیارهاي با دماي در محیط سرامیکیي هاي با زمینهکامپوزیت د.گردسرامیکی تقویت می

Polymer Matrix Composites (PMC) 1  
Metal Matrix Composites (MMC) 2  
Ceramic Matrix Composites (CMC) 3  
Resin 4  
Aramid 5  
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ند کوتاه از جنسی مانیا تار موهاي استفاده نموده و با الیاف  ینهزمعنوان مواد از سرامیک به این .دنشومی

 د.گردنتقویت می 1ریترید بون و یا کاربید سیلیسیوم

 2با فیبر شدههاي تقویتکامپوزیت کلی يدسته دوتوان به کننده میها را بر اساس نوع تقویتکامپوزیت

هاي الیافی در این تحقیق از کامپوزیتبندي کرد. تقسیم 3شده با ذراتهاي تقویتکامپوزیت و (الیافی)

ي لهوسیها بهي آنها هستند که زمینههاي الیافی آن دسته از کامپوزیتاستفاده شده است. کامپوزیت

، هاي مختلفی از جمله کربني اصلی بارها هستند. الیاف از جنسکنندهشود که تحملالیافی تقویت می

 شوند.ه میشیشه، آرامید و برون ساخت

 هارفتار مکانیکی کامپوزیت 2-2-3

داراي خصوصیات یکسان در  هر نقطهدر  کهباشند؛ به این معنی می 4همسانگرداغلب مواد مهندسی 

داراي  همسانگردهستند. جسم غیر همسانگردي جهات هستند. مواد کامپوزیت در حالت کلی غیرهمه

ي داراي دو یا سه صفحه همسانگرددر صورتی که جسم غیر .استخواص مختلف در جهات متفاوت 

شود. به عبارت دیگر جسم ارتوتروپ یک حالت خاص از نامیده می 5ارتوتروپتقارن عمود بر هم باشد، 

ناهمسانگردي است که در حالت کلی داراي خواص مختلف در سه جهت عمود بر هم در یک نقطه از 

 گیرند.ي مواد ارتوتروپیک قرار میدر دسته باشد. مواد کامپوزیت عموماًجسم می

هاي کششی نرمال باعث افزایش طول در جهت ، تنشبا شرط ثابت ماندن چگالی همسانگرددر مواد 

هاي فشاري نیز شوند. اعمال تنشاعمال تنش و کاهش طول در جهت عمود بر راستاي اعمال تنش می

گردند. در مواد باعث تغییر شکل برشی می هاي برشیي عکس خواهد داشت. همچنین تنشنتیجه

هاي نرمال در جهت محورهاي اصلی ماده اعمال شوند، رفتاري همانند مواد ارتوتروپیک، اگر تنش

Boron nitride 1  
omposite (FRC)Creinforced -iberF 2  

omposites (PRC)C einforcedR articulateP 3  
Isotropic 4  
Orthotropic 5  
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تواند با مواد دهند، اما کم و زیاد شدن طول در جهت عمود بر هم میاز خود نشان می همسانگرد

برابر در جهت اعمال نیرو متفاوت باشد. محور اصلی ي تحت بار مشابه و مدول الاستیسیته همسانگرد

تنها باعث نه، اعمال تنش نرمال همسانگردي ارتوتروپیک، در امتداد الیاف قرار دارد. در مواد غیردر ماده

، بلکه تغییر شکل برشی شودازدیاد طول در جهت اعمال نیرو و کاهش طول در جهت عمود بر آن می

م و زیاد کند، بلکه در کتنها تغییر شکل برشی ایجاد میاعمال تنش برشی نه کند. همچنیننیز ایجاد می

شدن طول نیز تأثیر دارد. در مواد ارتوتروپیک نیز اگر جهت اعمال نیرو در راستاي محورهاي اصلی ماده 

 آید.هر دو تغییر شکل طولی و برشی تحت یک نوع تنش به وجود می نباشد،

 هاي پیشینمروري بر پژوهش 2-3

ي کلاسیک در مکانیک جامدات، از قرن نوزده تا کنون ي ترموالاستیسیته به عنوان یک مسألهنظریه

ي، اهاي کاربردي مهندسی جدید مانند مهندسی هستهتوسعه یافته است. با توجه به برخی از برنامه

در مورد  ها در اثر حرارت، همچنان پژوهششکست و یا کاهش عمر سازه بحث ي هوافضا و نیززمینه

 ي تنش حرارتی ادامه دارد.مسأله

هاي حاوي ي ترموالاستیک ورقدر مورد مسأله 1تحقیقات متعددي از روش متغیر مختلط لخنیتسکی

برخی از این تحقیقات مربوط به صفحاتی با جنس مواد همسانگرد و نقص هندسی انجام شده است. 

بخشی از این تحقیقات شامل بررسی برخی دیگر مربوط به صفحاتی از جنس مواد ناهمسانگرد است. 

هاي نامحدود تحت جریان حرارتی تأثیر وجود گشودگی و بخش دیگر شامل بررسی وجود ترك در ورق

 باشد.می

Lekhnitskii 1  

11 
 

                                         



 

گذاران استفاده از روش متغیر مختلط براي مسائل پایه [2] 3و موشخلیشویلی [1] 2و گودیر 1فلورنس

 ي صفحات همسانگرد حاوير زمینهد مقدار مرزي صفحات همسانگرد در ترموالاستیسیته دوبعدي بودند.

هاي حرارتی یک ورق همسانگرد کارگیري روش متغیر مختلط، تنشبا به [3]فلورنس و گودیر  گشودگی،

کی از ي خود به یآنها با تبدیل مسأله دست آوردند.بهرا ل شکالاستیک حاوي گشودگی دایروي و بیضی

ا هجاییها و جابهشده توسط موشخلیشویلی، عبارات صریحی براي تنشمسائل بارگذاري مرزي ارائه

-با بسط حل فلورنس و گودیر، توابع پتانسیل مختلط را براي گشودگی [4] 4درسیویچ دست آوردند.به

 اي به شعاع واحد است، ارائه کرد.قابل نگاشت به دایره هاآنهایی که مرز 

اي تحت گرادیان دماي یکنواخت را ي الاستیک داراي گشودگی دایرهي یک صفحهمسأله [5] 5دندرس

با استفاده از روش حداقل مربعات در نقاط مرزي، توزیع  6],[7و همکارانش  6رائو مورد بحث قرار داد.

کل شالاستیک مستطیلی حاوي گشودگی دایروي و بیضی ياي را در صفحهرون صفحههاي ددما و تنش

تابع تنش مربوط به ورق نامحدود الاستیک تحت جریان  دست آوردند.تحت جریان حرارتی یکنواخت به

صلب با شکلی دلخواه است، به  7بارحرارتی یکنواخت در حالت دوبعدي که در مرکز حاوي یک میان

بار صلب در دماي مرز میان محاسبه شد. [8]و همکارانش  8فالکمک روش پتانسیل مختلط توسط مک

 بارهاي دارايثابت صفر و یا عایق در نظر گرفته شد. روابط مربوط به ضریب شدت تنش براي میان

با استفاده از روش متغیر مختلط  [9]و همکارانش  9تاکیوتی هاي تیز هم مورد بررسی قرار گرفت.گوشه

Florence 1  
Goodier 2  
Muskhelishvili 3  

eresiewiczD 4  
Dundurs 5  
Rao 6  
Inclusion 7  
McFall 8  
Takeuti 9  
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با ابعاد محدود حاوي گشودگی دایروي  مستطیلی هاي حرارتی در ورقیو توابع تنش مختلط، توزیع تنش

 دست آوردند.را به

نهایت همسانگرد بیي نیمهمیدان تنش در نزدیکی نوك ترك مورب را در یک صفحه [10] 1سکین

اي و با تحت بار حرارتی یکنواخت مورد بررسی قرار داد. در چهارچوب مسائل ترموالاستیک صفحه

حاسبه در نوك ترك م استفاده از روش متغیر مختلط، تکینگی تمرکز تنش حرارتی و ضرایب شدت تنش

ي نامحدود داراي گشودگی هاي حرارتی و توزیع دما را براي صفحهتنش [11]و همکارانش  2هاسبهشد. 

دست آوردند. آنها از روش متغیر دایروي و ترك تحت جریان حرارتی یکنواخت در جهت دلخواه به

مختلط، تابع نگاشت کسري و روش نابجایی استفاده کردند و ضریب شدت تنش و تکینگی شار حرارتی 

حلی براي یک ورق نامحدود داراي  [12]و همکارانش  3نیسیتانیدست آوردند. در نوك ترك را به

کارگیري متغیرها و توابع با به [13] 4دست آورد. کاتیسگشودگی دایروي تحت شار حرارتی یکنواخت به

از  استفادهبا ي الاستیک نامحدود را هاي واقع در یک زمینهي ترموالاستیک گشودگیمسألهمختلط، 

 مورد بررسی قرار داد.ي واحد نگاشت آن به دایره

 ي همسانگردتنش حرارتی، توزیع دما، ضرایب شدت تنش و تکینگی شار حرارتی براي یک صفحه

به شکل توسط هاسهایی متقارن در اطراف گشودگی لوزينامحدود تحت جریان حرارتی یکنواخت با ترك

ي تقابل اي دیگر، مسألهدر مقاله [15]هاسبه و همکارانش مورد تحلیل قرار گرفت.  [14]و همکارانش 

جریان حرارتی یکنواخت را با استفاده از تابع گرین، تابع  دار و یک ترك خطی تحتیک گشودگی ترك

نشان داد که این تقابل منجر به حذف ضرایب  هاآننگاشت و روش متغیر مختلط، مطالعه کردند. نتایج 

نواخت ی یکشود. البته این امر براي حالت بارگذاري کششاي گشودگی میشدت تنش در نوك ترك لبه

 در دوردست مشاهده نشد.

Sekine 1  
Hasebe 2  
Nisitani 3  
Kattis 4  
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ي ترموالاستیک دوبعدي براي صفحه حاوي روابط مربوط به حل مسأله [16]به ساي توسط هار مقالهد

ي الاستیک خطی همگن و همسانگرد ساخته شده و از قانون هوك گشودگی تشریح شد؛ صفحه از ماده

کار گرفته شد و توابع پتانسیل مختلط براي شرایط مرزي و دمایی کرد. روش متغیر مختلط بهتبعیت می

جایی و ترکیبی، تحت شار استخراج شدند؛ حل عمومی مسائل با شرایط مرزي نیرویی، جابهمختلف 

یک ي ترموالاستمسأله [17] 1بهولار .ارائه شداي حرارتی یکنواخت و یا در حضور یک منبع حرارتی نقطه

ر د با یک گشودگی بیضوي عایق داراي منبع حرارتی یکنواختضلعی ي ششدوبعدي در یک ناحیه

ي هاي حرارتی را با فرض عایق بودن مرزهاي ناحیهاو توزیع دما و تنش را مورد بررسی قرار داد. مرکز

ي مقدار مرزي اي دیگر، مسألههمچنین در مقاله [18]هاسبه و همکاران  دست آورد.ضلعی بهشش

ان ي نامحدود تحت جریبار صلب در تقابل با یک ترك خطی در یک صفحهترموالاستیک براي یک میان

نگاشت  ي تابعختلط و با ارائهحرارتی یکنواخت را مطالعه کردند. در این مقاله، با استفاده از روش متغیر م

 بار نیز بررسی شد.کسري، چرخش صلب میان

همسانگرد  يفحهبا استفاده از روش متغیر مختلط، توابع پتانسیل و توابع گورست را براي ص [19] 2آسري

ا هدست آورد. براي رسیدن به جوابی صریح، گشودگیهایی با اشکال مختلف بهنامحدود حاوي گشودگی

 هاسبه و .شونداي به شعاع واحد نگاشته میبا استفاده از تابع نگاشت مناسب و همنوا به خارج دایره

ان ي توزیع جریبا استفاده از روش متغیر مختلط و تابع نگاشت کسري مناسب، مسأله [20]همکارانش 

ي رساناي نامحدود حاوي گشودگی را تحلیل کردند. هاي حرارتی در یک صفحهالکتریکی، دما و تنش

ل که در شکي رساناي نامحدود حاوي گشودگی بیضیهایت به صفحهنجریان الکتریکی یکنواخت در بی

جعفري و  اي است، اعمال شد و ضرایب شدت تنش محاسبه شد.مرز گشودگی داراي یک ترك لبه

ي همسانگرد ي ترموالاستیک صفحهي روش گودیر و فلورنس براي مسألهبا توسعه [21] همکاران

با گشودگی ي فلزي صفحه هاي دماییتنشنامحدود حاوي گشودگی تحت شار حرارتی یکنواخت، 

Bhullar 1  
Aseeri 2  
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 استفاده از نگاشتي نامحدود خارج گشودگی را با مستطیلی را مورد مطالعه قرار دادند. آنها ناحیهشبه

ي واحد نگاشتند و با فرض عایق بودن مرز گشودگی، تأثیر پارامترهاي ي بیرون دایرههمنوا به ناحیه

ي تئوري ترموالاستیسیته دوبعدي در حالت پایدار، مهم در تنش حول گشودگی را بررسی کردند. بر پایه

 حت شار حرارتی یکنواختامحدود تي همسانگرد نمیدان تنش در اطراف گشودگی مثلثی در یک صفحه

 .دست آمدبه [22]همکاران اي دیگر توسط جعفري و در مقاله و با فرض عایق بودن مرز گشودگی

براي تحلیل صفحات  [23]توسط لخنیتسکی  شدهارائهي هادر مورد مواد ناهمسانگرد از تعمیم تئوري

هاي متعددي بر روي ضریب شدت تنش در مواد حاوي گشودگی استفاده شد. لخنیتسکی بررسی

-روپیک انجام داد و روابطی براي این پارامتر در صفحات نامحدود حاوي گشودگی دایروي و بیضیارتوت

با استفاده از روش متغیر مختلط، عبارتی تحلیلی براي  [24] 1شکل تحت بار مکانیکی ارائه کرد. چن

ي ارتوتروپیک تحت جریان حرارتی یکنواخت هاي اطراف گشودگی عایق دایروي و بیضوي در صفحهتنش

کارگیري روش متغیر مختلط، تئوري ترموالاستیسیته با به [25] 3نتسو کلم 2آتکینسون دست آورد.به

 مربوط به صفحات ناهمسانگرد همگن و غیرهمگن حاوي ترك را ارائه کردند.

بر اساس تئوري ترموالاستیسیته دوبعدي و با استفاده از روش متغیر مختلط، ضرایب  [26] 5و چوي 4لی

هاي خطی عایق در یک ورق هایی با نوك تیز و متقارن و تركاي گشودگیشدت تنش حرارتی را بر

بر اساس  [27] 6هووا ناهمسانگرد نامحدود تحت جریان حرارتی یکنواخت مورد مطالعه قرار دادند.

 شکل عایق تحقیقاتی انجام داد.ي ناهمسانگرد با گشودگی بیضی، بر روي صفحه7بندي اشتروفرمول

Chen 1  
Atkinson 2  
Clements 3  
Lee 4  
Choi 5  
Hwu 6  
Stroh 7  
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هاي حرارتی جسم الاستیک ي روش پتانسیل مختلط لخنیتسکی، تنشبا توسعه [28] 2و وانگ 1تارن

اي مورد اي و کرنش صفحهبار صلب را در قالب شرط تنش صفحهناهمسانگرد نامحدود با یک میان

ي ناهمسانگرد نامحدود تحت جریان صفحههاي خاص مطالعه قرار دادند. آنها حل خود را براي حالت

با استفاده از  [29] 4و شن 3شکل و یا ترك ارائه کردند. چاوحرارتی یکنواخت حاوي گشودگی بیضی

ي نامحدود ناهمسانگرد شامل یک ی و نگاشت همنوا، دما و تنش را در صفحهبندي لخنیتسکفرمول

-با استفاده از فرمول [30] 5کین .دست آوردندشکل تحت جریان حرارتی یکنواخت بهگشودگی بیضی

نامحدود با  6ي ترموپیزوالکتریکبندي اشترو و روش نگاشت همنوا، حلی واحد براي یک صفحه

 دست آورد.هایی با اشکال مختلف تحت انواع مختلف بار حرارتی بهگشودگی

بندي اشترو و تکنیک نگاشت همنوا، حل تحلیلی عمومی براي با استفاده از فرمول [31]چاو و همکارش 

ي نامحدود ناهمسانگرد تحت جریان حرارتی یکنواخت را مورد شکل در یک صفحهیضیبار بیک میان

ي ترموالاستیسیته سألهاي دیگر، حلی براي ممچنین در مقالهه [32] و وانگ چاو بررسی قرار دادند.

 دایروي ارائه کردند.ي حاوي گشودگی دایروي و شبهصفحه

ي گشودگی بیضوي یا ترك در تفاده از روش متغیر مختلط، حل دقیقی براي مسألهبا اس [33] 7ئوگا

ي نامحدود تحت شکل در صفحهیک ترك کمانی [34] چن ي ترموپیزوالکتریک ارائه کرد.صفحه

ی حل دقیق [35]مکارانش و ه 8ژانگ مختلط تحلیل کرد.بارگذاري حرارتی را به کمک تابع پتانسیل 

حاوي گشودگی دایروي که خواص آن در جهت شعاعی  FGM9براي تحلیل تنش حرارتی در صفحات 

Tarn 1  
Wang 2  
Chao 3  
Shen 4  
Qin 5  

hermopiezoelectricT 6  
Gao 7  
Zhang 8  
Functionally Graded Material 9  
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پیشرفت ترك در یک ماده ناهمسانگرد تحت بارهاي  [36] 2و کاردوماتیس 1لی متغیر بود ارائه کردند.

 .رسی قرار دادندبندي نابجایی اشترو مورد برکارگیري فرمولترکیبی مکانیکی و حرارتی را با به

دمایی در مرز گشودگی، تنش حرارتی با استفاده از روش متغیر مختلط و شرایط هم [37] 3وگنربهولار و 

 4باسع اي تحلیل کردند.شکل را با فرض تنش صفحهي ناهمسانگرد با یک گشودگی بیضیدر صفحه

 يي ترموالاستیک صفحهبندي کلی را براي مسألهاستفاده از تئوري گرین نقدي، فرمولبا  [38,39]

 ها، میدان تنش وجاییجابه شده با الیاف حاوي گشودگی دایروي ارائه کرد.ناهمسانگرد نامحدود تقویت

ي روش متغیر مختلط سعهبا تو [40]و جعفري ی رسول دست آمد.ود بهها به روش اجزاي محدتنش

 يلخنیتسکی و با استفاده از تکنیک نگاشت همنوا، توزیع تنش را حول گشودگی بیضوي در صفحه

دست آوردند. در این مقاله، تأثیر پارامترهاي مهم بر گرد نامحدود تحت شار حرارتی یکنواخت بهناهمسان

 ي توزیع تنش مورد بررسی قرار گرفت.نحوه

ک ي گشودگی بیضوي در یي تکنیک متغیر مختلط و با استفاده از روش نگاشت همنوا، مسألهبر پایه

 طنهایت در حالت دوبعدي توسار انرژي یکنواخت در بیي ترموالاستیک تحت جریان الکتریکی و شماده

متغیر مختلط،  تکنیکبا استفاده از  [42]ارش وانگ و همکمطالعه قرار گرفت.  مورد [41]ژانگ و وانگ 

تایج ن دست آوردند.شکل واقع در مواد ترموالاستیک بهي گشودگی بیضییک جواب صریح براي مسأله

سد. روقتی محور اصلی بیضی موازي با جهت بارگذاري باشد، تمرکز تنش به بیشترین حد مینشان داد 

تحت بارگذاري ترکیبی هاي کامپوزیتی حاوي گشودگی آیند رشد ترك در چندلایهفر [43] 5ورم

ست را فرآیند شکمکانیکی و حرارتی را مورد بررسی قرار داد و تأثیر بارگذاري حرارتی در تمرکز تنش و 

 ارزیابی کرد.

Li 1  
Kardomateas 2  
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عموماً دو نوع روش در حل مسائل تنش حرارتی وجود دارد؛ یکی روش متغیر حقیقی و دیگري روش 

 1به معرفی تابع پتانسیل ترموالاستیک نیاز دارند. بعد از اینکه بگدانوف هاآنمتغیر مختلط که هر دوي 

هاي حرارتی مسائل هاي مربوط به تنشقان به روش متغیر مختلط، تحلیلو دیگر محق [44]

گذاري کردند، تحقیقات بسیاري با هدف اي تحت توزیع دماي پایدار را پایهترموالاستیسیته صفحه

 يتنش براي استفاده در مسائل مکانیک شکست انجام شد. تحقیقاتی که در زمینه شدتمحاسبه ضریب 

 ايتحت شار حرارتی یکنواخت انجام شده است، عموماً براي گشودگی دایره حات حاوي گشودگیصف

 هم تحقیقاتی است. هاي مختلف پرداخته شدهطور کامل به بررسی گشودگیو به ندرت به [9]باشند می

وي هاي دایراست که بیشتر شامل گشودگی زمینه صورت گرفته هاي عددي و تحلیلی در اینبه روش

 .[46] ,[45]ند هست

 يبرا يحل مسائل مقدار مرز يبرا يقو اریبس يهااز روش یکینگاشت همنوا  تکنیکواضح است که 

اي هي تحلیل تنشاي در زمینهاگرچه تحقیقات گسترده است. دهیچیپ یهندس يهابا شکل ینواح

از  کیچیهحت جریان حرارتی یکنواخت صورت گرفته است، ولی در حرارتی صفحات حاوي گشودگی ت

ي چرخش گشودگی، کشیدگی گشودگی، شعاع تأثیر متقابل پارامترهاي مهمی از قبیل زاویه هاآن

ي الیاف و نوع ماده بر توزیع تنش بررسی ي جریان حرارتی، زاویههاي گشودگی، زاویهانحناي گوشه

جایی در صفحات ناهمسانگرد نامحدود حاوي هاي حرارتی و جابهنشي توزیع تنشده است. مسأله

فاده کارگیري تکنیک نگاشت همنوا و با استگشودگی با اشکال مختلف تحت شار حرارتی یکنواخت، با به

یابی به کمترین تنش حاضر حل شده و به منظور دست تحقیقطور کامل در از روش متغیر مختلط، به

 هاي ذکرشده به تفصیل مشاهده و ارائه شده است.ممکن، تأثیر پارامتر

Bogdanoff 1  
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 تعریف مسأله 2-4

وجود گشودگی باعث اغتشاش موضوع تنش حرارتی، یکی از مسائل مهم در مکانیک جامدات است. 

کند. وقتی بزرگی در اطراف گشودگی ایجاد میحرارتی هاي شود که این امر تنشمیجریان حرارتی 

به حدي برسند که منجر به  توانندها میکافی بالا باشد، این تنشي مقدار شار حرارتی به اندازه

جایی در اطراف هاي حرارتی و جابهي تنشنامه، هدف محاسبهدر این پایان افتادگی سازه شوند.ازکار

و بررسی  ي ناهمسانگرد نامحدود تحت شار حرارتی یکنواختدر صفحه گشودگی با اشکال مختلف

ی، هاي گشودگي چرخش گشودگی، کشیدگی گشودگی، انحناي گوشهمله زاویهپارامترهاي مختلف از ج

 ي الیاف آن است.ي اعمال شار حرارتی و زاویهزاویه

نامحدود که حاوي یک گشودگی در مرکز است، تحت ناهمسانگرد ي یک صفحه، )1-2(شکل مطابق 

تواند در حالت کلی، شکل گشودگی میدر جهت دلخواه قرار گرفته است.  q حرارتی یکنواخت شار

ي نهایت اعمال شده و زاویهشار حرارتی در بیضلعی باشد. nطور کلی ضلعی و بهمثلثی، مستطیلی، پنج

ي مورد نظر، همگن و الاستیک خطی ن داده شده است. صفحهنشا δو جهت شار حرارتی با  xبین محور 

نشان داده  γي الیاف دلخواه بوده و با کند. زاویهدر نظر گرفته شده که قانون عمومی هوك را ارضا می

قدر کافی کوچک است که بتوان ي آن نسبت به ابعاد صفحه بهشود. گشودگی عایق بوده و اندازهمی

نظر است. عبارت دیگر اثر وجود گشودگی در دوردرست قابل صرفبه .کردنهایت فرض صفحه را بی

ي قرارگیري آن گر نحوهي چرخش گشودگی که بیانزاویه تواند در هر جهت دلخواه باشد.گشودگی می

رزي نمایش داده شده است. مرز گشودگی از بار خارجی آزاد بوده و شرط م βنسبت به افق است با 

 در نظر گرفته شده است. 1نیومن

Neumann boundary condition 1  
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 یتحت شار حرارت یگشودگ يناهمسانگرد نامحدود حاو يصفحه) 1-2(شکل 

 کنواختی
 

جریان حرارتی یکنواخت در اثر وجود گشودگی عایق مغشوش شده و این امر باعث ایجاد تنش حرارتی 

از آنجا که منبع حرارتی در صفحه وجود ندارد، بیشترین تنش ایجادشده شود. در اطراف گشودگی می

افتد. با توجه به شرایط مرزي و عدم وجود منبع حرارتی ي حول گشودگی اتفاق میدر صفحه، در ناحیه

اي له استاتیک، حالت تنش صفحهاست. مسأ θσشده در مرز گشودگی در داخل گشودگی، تنها تنش ایجاد

 ها کوچک در نظر گرفته شده است.و تغییر شکل

و تکنیک متغیر مختلط استفاده شده است. این روش ابزار  مختلطبراي حل مسأله از توابع پتانسیل 

متغیر مختلط جهت استفاده از تابع  دهد. تکنیکقدرتمندي جهت حل مسائل تنش حرارتی ارائه می

کارگیري این تکنیک، حل بسیاري از مسائل را که بررسی آنها به به کار گرفته شده است.نگاشت به

ي مسائل مقدار مرزي الاستیسیته و این روش با ارائه سازد.آسان می هاي دیگر بسیار مشکل است،روش

-یکبندي، بسیاري از تکنسازد. در این فرمولا ممکن میاستفاده از توابع پتانسیل مختلط، حل مسائل ر

نجی سبراي صحت شوند.کار گرفته میبه مختلط هاي متغیرروشریاضی موجود در  پرقدرت و معتبرهاي 

افزارهاي هاي تحلیلی و عددي موجود در مقالات و نرمبا دادهآمده دستبه هايجوابنتایج حل حاضر، 
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صل در ف ها نشان داد که این نتایج تطابق قابل قبولی با هم دارند.اند. بررسیحل عددي مقایسه شده

ي مورد نظر به تفصیل آمده است.ها و روابط و معادلات مربوطه براي حل مسألهبعد، فرض
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 مقدمه 3-1

جایی در اطراف گشودگی هاي حرارتی و جابهنشي تطور که در فصل قبل اشاره شد، هدف محاسبههمان

ي ناهمسانگرد نامحدود تحت شار حرارتی یکنواخت و بررسی پارامترهاي با اشکال مختلف در صفحه

 يهاي گشودگی، زاویهي چرخش گشودگی، کشیدگی گشودگی، انحناي گوشهمختلف از جمله زاویه

روابط و معادلات مربوطه براي حل مسأله در ادامه ها و فرضي الیاف آن است. اعمال شار حرارتی و زاویه

 آمده است.

 هاي تحلیلها و فرضیهویژگی 3-2

 نامه به شرح زیر است:ها و مفروضات حل مورد استفاده در این پایانبرخی از ویژگی

که قانون عمومی هوك را ارضا صفحه همگن، ناهمسانگرد و الاستیک خطی در نظر گرفته شده  -

 .کندمی

 ها کوچک در نظر گرفته شده است.اي و تغییر شکلاستاتیک، حالت تنش صفحهمسأله  -

قدر کافی کوچک است که بتوان نسبت به ابعاد صفحه به آن ياندازهبوده و  گشودگی عایق -

ظر نعبارت دیگر اثر وجود گشودگی در دوردرست قابل صرفنهایت فرض کرد. بهصفحه را بی

 است.

 خارجی آزاد است. مرز گشودگی از بار -

 نهایت قرار دارد.صفحه تحت شار حرارتی یکنواخت در بی -

 جهت استفاده از تابع نگاشت، از روش متغیر مختلط استفاده شده است.همچنین 

 روابط مربوط به مواد کامپوزیت 3-3

ر ي تنش و کرنش است، دگر رابطهي ساختاري که بیانلایه، معادلهي کامپوزیتی تکبراي یک صفحه

 صورت زیر است:حالت کلی به
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)3-1( 

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝜀𝜀𝑥𝑥
𝜀𝜀𝑦𝑦
𝜀𝜀𝑧𝑧
𝛾𝛾𝑦𝑦𝑦𝑦
𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥
𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

=

⎣
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎡𝑆𝑆1̅1
𝑆𝑆1̅2
𝑆𝑆1̅3
0
0
𝑆𝑆1̅6

𝑆𝑆1̅2
𝑆𝑆2̅2
𝑆𝑆2̅3
0
0
𝑆𝑆2̅6

𝑆𝑆1̅3
𝑆𝑆2̅3
𝑆𝑆3̅3
0
0
𝑆𝑆3̅6

0
0
0
𝑆𝑆4̅4
𝑆𝑆4̅5
0

0
0
0
𝑆𝑆4̅5
𝑆𝑆5̅5
0

𝑆𝑆1̅6
𝑆𝑆2̅6
𝑆𝑆3̅6
0
0
𝑆𝑆6̅6⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎤

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝜎𝜎𝑥𝑥
𝜎𝜎𝑦𝑦
𝜎𝜎𝑧𝑧
𝜏𝜏𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥⎭

⎪
⎬

⎪
⎫

+

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧
𝛼𝛼1
𝛼𝛼2
𝛼𝛼3
𝛼𝛼4
𝛼𝛼5
𝛼𝛼6⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

𝑇𝑇 

بردار ضرایب انبساط حرارتی در مختصات محلی شبه αو  axis-off1ماتریس نرمی در حالت  �Sکه در آن 

هاي اند. درایههاي عددي مشخص شدهنویسی معادلات با اندیسهاي آن براي سادهاست که مؤلفه

 شوند:صورت زیر مشخص میي الیاف ماده بهماتریس نرمی با توجه به زاویه

)3-2( 

𝑆𝑆1̅1 = 𝑆𝑆11𝑚𝑚4 + (2𝑆𝑆12 + 𝑆𝑆66)𝑚𝑚2𝑛𝑛2 + 𝑆𝑆22𝑛𝑛4 

𝑆𝑆1̅2 = (𝑆𝑆11 + 𝑆𝑆22 − 𝑆𝑆66)𝑚𝑚2𝑛𝑛2 + 𝑆𝑆12(𝑚𝑚4 + 𝑛𝑛4) 

𝑆𝑆1̅3 = 𝑆𝑆13𝑚𝑚2 + 𝑆𝑆23𝑛𝑛2 

𝑆𝑆1̅6 = (2𝑆𝑆11 − 2𝑆𝑆12 − 𝑆𝑆66)𝑛𝑛𝑚𝑚3 − (2𝑆𝑆22 − 2𝑆𝑆12 − 𝑆𝑆66)𝑛𝑛3𝑚𝑚 

𝑆𝑆2̅2 = 𝑆𝑆11𝑛𝑛4 + (2𝑆𝑆12 + 𝑆𝑆66)𝑛𝑛2𝑚𝑚2 + 𝑆𝑆22𝑚𝑚4 

𝑆𝑆2̅3 = 𝑆𝑆13𝑛𝑛2 + 𝑆𝑆23𝑚𝑚2 

𝑆𝑆2̅6 = (2𝑆𝑆11 − 2𝑆𝑆12 − 𝑆𝑆66)𝑚𝑚𝑛𝑛3 − (2𝑆𝑆22 − 2𝑆𝑆12 − 𝑆𝑆66)𝑚𝑚3𝑛𝑛 

𝑆𝑆3̅3 = 𝑆𝑆33  

𝑆𝑆3̅6 = 2𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑆𝑆13 − 𝑆𝑆23) 

𝑆𝑆4̅4 = 𝑆𝑆44𝑚𝑚2 + 𝑆𝑆55𝑛𝑛2 

𝑆𝑆4̅5 = 𝑚𝑚𝑚𝑚(𝑆𝑆55 − 𝑆𝑆44) 

𝑆𝑆5̅5 = 𝑆𝑆44𝑛𝑛2 + 𝑆𝑆55𝑚𝑚2 

𝑆𝑆6̅6 = 2(2𝑆𝑆11 + 2𝑆𝑆22 − 4𝑆𝑆12 − 𝑆𝑆66)𝑛𝑛2𝑚𝑚2 + 𝑆𝑆66(𝑚𝑚4 + 𝑛𝑛4) 

هاي هستند و درایه xور ي بین الیاف ماده و محبه ترتیب کسینوس و سینوس زاویه nو  mکه در آن 

ijS شوند:هاي مهندسی تعریف میبر حسب ثابت صورت زیربه 

)3-3( 

𝑆𝑆11 =
1
𝐸𝐸1

     ,     𝑆𝑆12 = −
𝜐𝜐21
𝐸𝐸2

     ,     𝑆𝑆13 =
𝜐𝜐31
𝐸𝐸3

 

𝑆𝑆22 =
1
𝐸𝐸2

     ,     𝑆𝑆23 = −
𝜐𝜐32
𝐸𝐸3

     ,     𝑆𝑆33 =
1
𝐸𝐸3

 

𝑆𝑆44 =
1
𝐺𝐺23

     ,     𝑆𝑆55 =
1
𝐺𝐺13

     ,     𝑆𝑆66 =
1
𝐺𝐺12

 

 دستگاه مختصات محلی در راستاي الیاف ماده نباشد. xه محور حالتی ک 1
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 شوند:صورت زیر مشخص میي الیاف ماده به) نیز با توجه به زاویه1-3(ي در رابطه αهاي بردار درایه

)3-4( 

𝛼𝛼1 = 𝛼𝛼11𝑚𝑚2 + 𝛼𝛼22𝑛𝑛2 

𝛼𝛼2 = 𝛼𝛼11𝑛𝑛2 + 𝛼𝛼22𝑚𝑚2 

𝛼𝛼3 = 𝛼𝛼33 

𝛼𝛼4 = 0 

𝛼𝛼5 = 0 

𝛼𝛼6 = 2𝑚𝑚𝑚𝑚(𝛼𝛼11 − 𝛼𝛼22) 

 ضرایب انبساط حرارتی در جهات مختلف در مختصات اصلی ماده هستند. 𝛼𝛼33 و 𝛼𝛼11 ،𝛼𝛼22که در آن، 

 نگاشت همنوا 3-4

سازي ساده و به منظور با اشکال مختلفاي به گشودگی براي بسط روش تحلیلی مربوط به گشودگی دایره

ي وسیلهبه) 1-3(شکل  مطابق مورد نظرنامحدود خارج از گشودگی  يناحیهابتدا فرمول انتگرال کوشی، 

 شودیم صورت زیر تعریفتابع نگاشت به شود.واحد نگاشته می يي بیرون دایرهنگاشت همنوا به ناحیه

[47]: 

)3-5( 𝑍𝑍𝑘𝑘 = 𝑤𝑤(𝜉𝜉) = 𝑥𝑥 + 𝜇𝜇𝑘𝑘𝑦𝑦          𝑘𝑘 = 1,2,3, 𝑡𝑡 

ي صفحهدر  yو  x شوند.معرفی می هاي بعدبخشر دبه تفصیل  )5-3(ي در رابطه kμي مقادیر ویژه

 :شوندصورت زیر تعریف میبهبوده و گشودگی 

)3-6( 𝑥𝑥 = 𝜆𝜆(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝜔𝜔 cos(𝑛𝑛𝑛𝑛)) 

𝑦𝑦 = 𝜆𝜆(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝜔𝜔 sin(𝑛𝑛𝑛𝑛)) 

 شود:صورت زیر تعریف میبوده و به ي واحدي دایرهدر صفحه ξ مختلط متغیر

)3-7( 𝜉𝜉 = 𝜌𝜌𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖 = 𝜌𝜌(𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐𝑐 + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖) 
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ي کشیدگی یا کنندهپارامتر کنترل cي گشودگی، ي اندازهکنندهپارامتر تعیین λ، )6-3(ي در رابطه

-کنندهتعیین nهاي گشودگی و ي انحناي گوشهکنندهتعیین ω، پارامتر yفشردگی گشودگی در راستاي 

ضلعی ، براي پنجn=3، براي چهارضلعی n=2باشد. به این ترتیب که براي مثلث میي گشودگی ي هندسه

n=4طور کلی براي ، و بهm ضلعیn=m-1 .است 

 
 نگاشت همنوا )1-3(شکل 

 

𝜌𝜌براي دایره به شعاع واحد ) 7-3(ي در رابطه = ها اشکالی منتظم ، گشودگیc=1در حالت  باشد.می 1

 دهد.هاي گشودگی را نشان میبر انحناي گوشه ωتأثیر پارامتر ) 2-3(شکل  هستند.

 ي اویلر:با استفاده از رابطه

)3-8( 𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = cos(𝑛𝑛𝑛𝑛) + 𝑖𝑖 sin(𝑛𝑛𝑛𝑛) 

𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 = cos(𝑛𝑛𝑛𝑛) − 𝑖𝑖 sin(𝑛𝑛𝑛𝑛) 

 ):7-3(ي ) و رابطه8-3(با ترکیب روابط 

)3-9( 
cos(𝑛𝑛𝑛𝑛) =

1
2
�𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝑒𝑒−𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖� =

1
2

(𝜉𝜉𝑛𝑛 + 𝜉𝜉−𝑛𝑛) 

sin(𝑛𝑛𝑛𝑛) =
1
2𝑖𝑖
�𝑒𝑒𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑒𝑒−𝑛𝑛𝑛𝑛� =

−𝑖𝑖
2

(𝜉𝜉𝑛𝑛 − 𝜉𝜉−𝑛𝑛) 

 ):6-3() و روابط 9-3(با تلفیق روابط 
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)3-10( 
𝑥𝑥 =

𝜆𝜆
2

(𝜉𝜉 + 𝜉𝜉−1 + 𝜔𝜔𝜉𝜉𝑛𝑛 + 𝜔𝜔𝜉𝜉−𝑛𝑛) 

𝑦𝑦 =
−𝜆𝜆𝜆𝜆

2
(𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑐𝑐𝜉𝜉−1 − 𝜔𝜔𝜉𝜉𝑛𝑛 + 𝜔𝜔𝜉𝜉−𝑛𝑛) 

 

 
 یگشودگ هايگوشه يبر انحنا ωپارامتر  ریتأث )2-3(شکل 

 شود:) استفاده می11-3(از ماتریس دوران مطابق ي چرخش گشودگی، براي اعمال زاویه

)3-11( �𝑋𝑋𝑌𝑌� = �cos𝛽𝛽 − sin𝛽𝛽
sin 𝛽𝛽 cos𝛽𝛽 � �

𝑥𝑥
𝑦𝑦� 

 Yو  X. نسبت به افق است گشودگیي قرارگیري گر نحوهبیانبوده و ي چرخش گشودگی زاویه βکه 

باشند. با استفاده از روابط نیز مختصات نقاط روي مرز گشودگی بعد از اعمال چرخش گشودگی می

 ):11-3(ي ) و رابطه3-10(

)3-12( 
𝑋𝑋 =

𝜆𝜆
2

(𝜉𝜉 + 𝜉𝜉−1 + 𝜔𝜔𝜉𝜉𝑛𝑛 + 𝜔𝜔𝜉𝜉−𝑛𝑛) cos𝛽𝛽

+
𝜆𝜆𝜆𝜆
2

(𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑐𝑐𝜉𝜉−1 − 𝜔𝜔𝜉𝜉𝑛𝑛 + 𝜔𝜔𝜉𝜉−𝑛𝑛) sin 𝛽𝛽 
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𝑌𝑌 =
𝜆𝜆
2

(𝜉𝜉 + 𝜉𝜉−1 + 𝜔𝜔𝜉𝜉𝑛𝑛 + 𝜔𝜔𝜉𝜉−𝑛𝑛) sin 𝛽𝛽

−
𝜆𝜆𝜆𝜆
2

(𝑐𝑐𝑐𝑐 − 𝑐𝑐𝜉𝜉−1 − 𝜔𝜔𝜉𝜉𝑛𝑛 + 𝜔𝜔𝜉𝜉−𝑛𝑛) cos𝛽𝛽 

 شود:)، تابع نگاشت به فرم نوشته می5-3(ي ) و رابطه12-3(با استفاده از روابط 

)3-13( 

𝑍𝑍𝑘𝑘 = 𝑤𝑤(𝜉𝜉) =
𝜆𝜆
2

{[(1− 𝑖𝑖𝑖𝑖𝜇𝜇𝑘𝑘) cos𝛽𝛽 + (𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝜇𝜇𝑘𝑘) sin𝛽𝛽]𝜉𝜉

+ [(1 + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝜇𝜇𝑘𝑘) cos𝛽𝛽 + (−𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝜇𝜇𝑘𝑘) sin 𝛽𝛽]𝜉𝜉−1

+ [(1 + 𝑖𝑖𝜇𝜇𝑘𝑘) cos𝛽𝛽 + (−𝑖𝑖 + 𝜇𝜇𝑘𝑘) sin 𝛽𝛽]𝜔𝜔𝜉𝜉𝑛𝑛

+ [(1 − 𝑖𝑖𝜇𝜇𝑘𝑘) cos𝛽𝛽 + (𝑖𝑖 + 𝜇𝜇𝑘𝑘) sin 𝛽𝛽]𝜔𝜔𝜉𝜉−𝑛𝑛} 

 صورت زیر بازنویسی کرد:) را به13-3(توان تابع نگاشت می

)3-14( 𝑍𝑍𝑘𝑘 = 𝑚𝑚1𝑘𝑘𝜉𝜉 + 𝑚𝑚2𝑘𝑘𝜉𝜉−1 + 𝑚𝑚3𝑘𝑘𝜉𝜉𝑛𝑛 + 𝑚𝑚4𝑘𝑘𝜉𝜉−𝑛𝑛 

 که در آن:

)3-15( 

𝑚𝑚1𝑘𝑘 =
𝜆𝜆
2

[(1− 𝑖𝑖𝑖𝑖𝜇𝜇𝑘𝑘) cos𝛽𝛽 + (𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝜇𝜇𝑘𝑘) sin𝛽𝛽] 

𝑚𝑚2𝑘𝑘 =
𝜆𝜆
2

[(1 + 𝑖𝑖𝑖𝑖𝜇𝜇𝑘𝑘) cos𝛽𝛽 + (−𝑖𝑖𝑖𝑖 + 𝜇𝜇𝑘𝑘) sin 𝛽𝛽] 

𝑚𝑚3𝑘𝑘 =
𝜆𝜆𝜆𝜆
2

[(1 + 𝑖𝑖𝜇𝜇𝑘𝑘) cos𝛽𝛽 + (−𝑖𝑖 + 𝜇𝜇𝑘𝑘) sin𝛽𝛽] 

𝑚𝑚4𝑘𝑘 =
𝜆𝜆𝜆𝜆
2

[(1− 𝑖𝑖𝜇𝜇𝑘𝑘) cos𝛽𝛽 + (𝑖𝑖 + 𝜇𝜇𝑘𝑘) sin 𝛽𝛽] 

 

مدل هاي مختلف هایی با هندسهتوان گشودگی، میωو  n ،cاین ترتیب با انتخاب مناسب پارامترهاي به 

 کرد.

 معادلات اساسی 3-5

 صورت زیر است:ي ساختاري ترموالاستیک براي مواد ناهمسانگرد بهمعادله

)3-16( 𝜀𝜀 = 𝑆𝑆̅𝜎𝜎 + 𝛼𝛼𝛼𝛼 

اختلاف دماست.  Tو  بردار ضرایب انبساط حرارتی αناهمسانگرد،  يماتریس نرمی ماده 𝑆𝑆̅که در آن 

 شوند:صورت زیر تعریف میبراي مواد ارتوتروپیک در حالت دوبعدي به αهاي بردار مؤلفه
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)3-17( 

𝛼𝛼1 = 𝛼𝛼11𝑚𝑚2 + 𝛼𝛼22𝑛𝑛2 

𝛼𝛼2 = 𝛼𝛼11𝑛𝑛2 + 𝛼𝛼22𝑚𝑚2 

𝛼𝛼3 = 𝛼𝛼33 

𝛼𝛼4 = 0 

𝛼𝛼5 = 0 

𝛼𝛼6 = 2𝑚𝑚𝑚𝑚(𝛼𝛼11 − 𝛼𝛼22) 

به ترتیب کسینوس  nو  mضرایب انبساط حرارتی در جهات مختلف بوده و  𝛼𝛼33و  𝛼𝛼11 ،𝛼𝛼22که در آن، 

 شوند:صورت زیر بیان میهستند. روابط سازگاري به γي و سینوس زاویه

)3-18( 
𝜕𝜕2𝜀𝜀𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕2 +

𝜕𝜕2𝜀𝜀𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕2 =

𝜕𝜕2𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕  

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑥𝑥𝑥𝑥
𝜕𝜕𝜕𝜕 =

𝜕𝜕𝜕𝜕𝑦𝑦𝑦𝑦
𝜕𝜕𝜕𝜕  

 ):16-3(ي با بسط رابطه

)3-19( 

𝜀𝜀𝑥𝑥 = 𝑆𝑆1̅1𝜎𝜎𝑥𝑥 + 𝑆𝑆1̅2𝜎𝜎𝑦𝑦 + 𝑆𝑆1̅3𝜎𝜎𝑧𝑧 + 𝑆𝑆1̅4𝜏𝜏𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑆𝑆1̅5𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑆𝑆1̅6𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝛼𝛼1𝑇𝑇 

𝜀𝜀𝑦𝑦 = 𝑆𝑆1̅2𝜎𝜎𝑥𝑥 + 𝑆𝑆2̅2𝜎𝜎𝑦𝑦 + 𝑆𝑆2̅3𝜎𝜎𝑧𝑧 + 𝑆𝑆2̅4𝜏𝜏𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑆𝑆2̅5𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑆𝑆2̅6𝜏𝜏𝑥𝑥𝑦𝑦 + 𝛼𝛼2𝑇𝑇 

𝛾𝛾𝑦𝑦𝑦𝑦 = 𝑆𝑆1̅4𝜎𝜎𝑥𝑥 + 𝑆𝑆2̅4𝜎𝜎𝑦𝑦 + 𝑆𝑆3̅4𝜎𝜎𝑧𝑧 + 𝑆𝑆4̅4𝜏𝜏𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑆𝑆4̅5𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑆𝑆4̅6𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝛼𝛼4𝑇𝑇 

𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑆𝑆1̅5𝜎𝜎𝑥𝑥 + 𝑆𝑆2̅5𝜎𝜎𝑦𝑦 + 𝑆𝑆3̅5𝜎𝜎𝑧𝑧 + 𝑆𝑆4̅5𝜏𝜏𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑆𝑆5̅5𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑆𝑆5̅6𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝛼𝛼5𝑇𝑇 

𝛾𝛾𝑥𝑥𝑥𝑥 = 𝑆𝑆1̅6𝜎𝜎𝑥𝑥 + 𝑆𝑆2̅6𝜎𝜎𝑦𝑦 + 𝑆𝑆3̅6𝜎𝜎𝑧𝑧 + 𝑆𝑆4̅6𝜏𝜏𝑦𝑦𝑦𝑦 + 𝑆𝑆5̅6𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝑆𝑆6̅6𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝛼𝛼6𝑇𝑇 

 صورت زیر خواهند بود:هاي تنش به، مؤلفهψو  F 1با معرفی توابع تنش ایري

)3-20( 
𝜎𝜎𝑥𝑥 =

𝜕𝜕2𝐹𝐹
𝜕𝜕𝜕𝜕2      ,     𝜎𝜎𝑦𝑦 =

𝜕𝜕2𝐹𝐹
𝜕𝜕𝜕𝜕2      ,     𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 = −

𝜕𝜕2𝐹𝐹
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 

𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 =
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕      ,     𝜏𝜏𝑦𝑦𝑦𝑦 = −

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕  

𝜎𝜎𝑧𝑧در نظر گرفتن  ) و19-3() در روابط 20-3(با جایگذاري روابط  = در  جایگذاري آنها سپس ، و0

 ):18-3(روابط سازگاري 

siry stress functionA 1  

30 
 

                                         



 

)3-21( 

𝑆𝑆1̅1
𝜕𝜕4𝐹𝐹
𝜕𝜕𝜕𝜕4 + 𝑆𝑆1̅2

𝜕𝜕4𝐹𝐹
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕2 − 𝑆𝑆1̅4

𝜕𝜕3𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝑆𝑆1̅5

𝜕𝜕3𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕3 − 𝑆𝑆1̅6

𝜕𝜕4𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 + 𝛼𝛼1

𝜕𝜕2𝑇𝑇
𝜕𝜕𝜕𝜕2

+ 𝑆𝑆1̅1
𝜕𝜕4𝐹𝐹

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝑆𝑆2̅2
𝜕𝜕4𝐹𝐹
𝜕𝜕𝜕𝜕4 − 𝑆𝑆2̅4

𝜕𝜕3𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕3 + 𝑆𝑆2̅5

𝜕𝜕3𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕

− 𝑆𝑆2̅6
𝜕𝜕3𝐹𝐹
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝛼𝛼2

𝜕𝜕2𝑇𝑇
𝜕𝜕𝜕𝜕2

= 𝑆𝑆1̅6
𝜕𝜕4𝐹𝐹
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3 + 𝑆𝑆2̅6

𝜕𝜕4𝐹𝐹
𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝑆𝑆4̅6

𝜕𝜕3𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑆𝑆5̅6

𝜕𝜕3𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2

− 𝑆𝑆6̅6
𝜕𝜕4𝐹𝐹

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝛼𝛼6
𝜕𝜕2𝑇𝑇
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 

𝑆𝑆1̅5
𝜕𝜕3𝐹𝐹
𝜕𝜕𝜕𝜕3 + 𝑆𝑆2̅5

𝜕𝜕3𝐹𝐹
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝑆𝑆4̅5

𝜕𝜕2𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑆𝑆5̅5

𝜕𝜕2𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕2 − 𝑆𝑆6̅6

𝜕𝜕3𝐹𝐹
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝛼𝛼5

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝑆𝑆1̅4
𝜕𝜕3𝐹𝐹
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝑆𝑆2̅6

𝜕𝜕3𝐹𝐹
𝜕𝜕𝜕𝜕3 − 𝑆𝑆4̅4

𝜕𝜕2𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝑆𝑆4̅5

𝜕𝜕2𝜓𝜓
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝑆𝑆4̅6

𝜕𝜕3𝐹𝐹
𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕

+ 𝛼𝛼4
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕  

-ي ناهمسانگرد بر حسب توابع تنش به)، دو معادله مشخصه براي ماده21-3(سازي معادلات با ساده

 آیند:دست میصورت زیر به

)3-22( 
𝐿𝐿4𝐹𝐹 + 𝐿𝐿3𝜓𝜓 = −𝛼𝛼2

𝜕𝜕2𝑇𝑇
𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝛼𝛼6

𝜕𝜕2𝑇𝑇
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝛼𝛼1

𝜕𝜕2𝑇𝑇
𝜕𝜕𝜕𝜕2 

𝐿𝐿3𝐹𝐹 + 𝐿𝐿2𝜓𝜓 = 𝛼𝛼4
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝛼𝛼5

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 

و براي حالت تنش  بوده 4و  3، 2اپراتورهاي دیفرانسیلی به ترتیب از مرتبه ، 4Lو  2L ،3Lکه در آن 

 باشند:به فرم زیر می ايصفحه

)3-23( 

𝐿𝐿2 = 𝑆𝑆4̅4
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕2 − 2𝑆𝑆4̅5
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝑆𝑆5̅5
𝜕𝜕2

𝜕𝜕𝜕𝜕2 

𝐿𝐿3 = −𝑆𝑆2̅4
𝜕𝜕3

𝜕𝜕𝜕𝜕3 + (𝑆𝑆2̅5 + 𝑆𝑆4̅6)
𝜕𝜕3

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕 −
(𝑆𝑆1̅4 + 𝑆𝑆5̅6)

𝜕𝜕3

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 𝑆𝑆1̅5
𝜕𝜕3

𝜕𝜕𝜕𝜕3 

𝐿𝐿4 = 𝑆𝑆2̅2
𝜕𝜕4

𝜕𝜕𝜕𝜕4 − 2𝑆𝑆2̅6
𝜕𝜕4

𝜕𝜕𝜕𝜕3𝜕𝜕𝜕𝜕 + (2𝑆𝑆1̅2 + 𝑆𝑆6̅6)
𝜕𝜕4

𝜕𝜕𝜕𝜕2𝜕𝜕𝜕𝜕4 − 2𝑆𝑆1̅6
𝜕𝜕4

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕3

+ 𝑆𝑆1̅1
𝜕𝜕4

𝜕𝜕𝜕𝜕4 
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 صورت زیر است:) به22-3(حل کلی معادلات 

)3-24( 𝐹𝐹 = 𝐹𝐹(ℎ) + 𝐹𝐹(𝑝𝑝) 

𝜓𝜓 = 𝜓𝜓(ℎ) + 𝜓𝜓(𝑝𝑝) 

 نوشت:توان براي حل قسمت همگن می

)3-25( 𝐿𝐿4𝐹𝐹(ℎ) + 𝐿𝐿3𝜓𝜓(ℎ) = 0 

𝐿𝐿3𝐹𝐹(ℎ) + 𝐿𝐿2𝜓𝜓(ℎ) = 0 

 :F) و بازنویسی این رابطه بر حسب 25-3(ي از رابطه ψبا حذف 

)3-26( �𝐿𝐿4𝐿𝐿2 − 𝐿𝐿32�𝐹𝐹(ℎ) = 0 

 شود:) بیان می27-3(ي معادلهصورت به کمک شش اپراتور مشتق خطی مرتبه اول به) 26-3(ي دلهامع

)3-27( 
𝐷𝐷6𝐷𝐷5𝐷𝐷4𝐷𝐷3𝐷𝐷2𝐷𝐷1𝐹𝐹(ℎ) = 0 

𝐷𝐷𝑘𝑘 =
𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 − 𝜇𝜇𝑘𝑘

𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 

 است: )28-3( يجواب معادله مشخصه kμکه 

)3-28( 𝐿𝐿4(𝜇𝜇)𝐿𝐿2(𝜇𝜇) − 𝐿𝐿32(𝜇𝜇) = 0 

 که در آن:

)3-29( 
𝐿𝐿2(𝜇𝜇) = 𝑆𝑆5̅5𝜇𝜇2 − 2𝑆𝑆4̅5𝜇𝜇 + 𝑆𝑆4̅4 

𝐿𝐿3(𝜇𝜇) = 𝑆𝑆1̅5𝜇𝜇3 − (𝑆𝑆1̅4 + 𝑆𝑆5̅6)𝜇𝜇2 + (𝑆𝑆2̅5 + 𝑆𝑆4̅6)𝜇𝜇 − 𝑆𝑆2̅4 

𝐿𝐿4(𝜇𝜇) = 𝑆𝑆1̅1𝜇𝜇4 − 2𝑆𝑆1̅6𝜇𝜇3 + (2𝑆𝑆1̅2 + 𝑆𝑆6̅6)𝜇𝜇2 − 2𝑆𝑆2̅6𝜇𝜇 + 𝑆𝑆2̅2 

-ي ضرایب چندجمله، همه)1-3(ي در رابطه ارتوتروپیک يهاي ماتریس نرمی براي مادهبا توجه به آرایه

 04L=(μ)و  02L=(μ) يبه دو معادله) 28-3(ي بنابراین معادله صفر هستند.) 29-3(در روابط  3L(μ)اي 

باشند مختلط می يان داد که این دو معادله داراي سه جفت ریشهنش [23] سکییابد. لخنیتکاهش می

 3μو  04L=(μ)ي هاي معادلهریشه 2μو  1μهاي با قسمت موهومی مثبت، با در نظر گرفتن ریشه که

صورت زیر به ψو  Fجواب همگن توابع ) 27-3(ي با حل معادله خواهد بود. 02L=(μ)ي ي معادلهریشه

 محاسبه خواهد شد:
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)3-30( 
𝐹𝐹(ℎ) = 2𝑅𝑅𝑅𝑅�𝐹𝐹𝑘𝑘(𝑍𝑍𝑘𝑘)

3

𝑘𝑘=1

 

𝜓𝜓(ℎ) = 2𝑅𝑅𝑅𝑅�𝜓𝜓𝑘𝑘(𝑍𝑍𝑘𝑘)
3

𝑘𝑘=1

 

 که در آن:

)3-31( 𝑍𝑍𝑘𝑘 = 𝑥𝑥 + 𝜇𝜇𝑘𝑘𝑦𝑦          𝑘𝑘 = 1,2,3 

 Fبر حسب تابع  ψ، تابع kZگیري نسبت به ) و انتگرال25-3() در روابط 30-3(با جایگذاري روابط 

 شوند:بازنویسی می )32-3( ) به فرم30-3(محاسبه شده و روابط 

)3-32( 
𝐹𝐹(ℎ) = 2𝑅𝑅𝑅𝑅{𝐹𝐹1(𝑍𝑍1) + 𝐹𝐹2(𝑍𝑍2) + 𝐹𝐹3(𝑍𝑍3)} 

𝜓𝜓(ℎ) = 2𝑅𝑅𝑅𝑅 �𝜆𝜆1𝐹𝐹1′(𝑍𝑍1) + 𝜆𝜆2𝐹𝐹2′(𝑍𝑍2) +
1
𝜆𝜆3
𝐹𝐹3′(𝑍𝑍3)� 

 که در آن:

)3-33( 
𝜆𝜆𝑘𝑘 =

−𝐿𝐿3(𝜇𝜇𝑘𝑘)
𝐿𝐿2(𝜇𝜇𝑘𝑘)           𝑘𝑘 = 1,2 

3 =
−𝐿𝐿3(𝜇𝜇3)
𝐿𝐿4(𝜇𝜇3)  

 ):24-3() در روابط 32-3(با جایگذاري روابط 

)3-34( 
𝐹𝐹 = 2𝑅𝑅𝑅𝑅{𝐹𝐹1(𝑍𝑍1) + 𝐹𝐹2(𝑍𝑍2) + 𝐹𝐹3(𝑍𝑍3)} + 𝐹𝐹(𝑝𝑝) 

𝜓𝜓 = 2𝑅𝑅𝑅𝑅 �𝜆𝜆1𝐹𝐹1′(𝑍𝑍1) + 𝜆𝜆2𝐹𝐹2′(𝑍𝑍2) +
1
𝜆𝜆3
𝐹𝐹3′(𝑍𝑍3)�+ 𝜓𝜓(𝑝𝑝) 

 شود:) تعریف می35-3(ي حال تابع تنش جدید به فرم رابطه

)3-35( 
𝜙𝜙𝑘𝑘(𝑍𝑍𝑘𝑘) = 𝐹𝐹𝑘𝑘′(𝑍𝑍𝑘𝑘)         𝑘𝑘 = 1,2, 𝑡𝑡 

𝜙𝜙3(𝑍𝑍3) =
1
𝜆𝜆3
𝐹𝐹3′(𝑍𝑍3) 

 آیند:دست می)، عبارات تنش به فرم زیر به35-3() و 34-3()، 31-3()، 20-3(با استفاده از روابط 

)3-36( 
𝜎𝜎𝑥𝑥 = 2𝑅𝑅𝑅𝑅{𝜇𝜇12𝜙𝜙1′ (𝑍𝑍1) + 𝜇𝜇22𝜙𝜙2′ (𝑍𝑍2) + 𝜇𝜇32𝜆𝜆3𝜙𝜙3′(𝑍𝑍3)} +

𝜕𝜕2𝐹𝐹(𝑝𝑝)

𝜕𝜕𝜕𝜕2  

𝜎𝜎𝑦𝑦 = 2𝑅𝑅𝑅𝑅{𝜙𝜙1′ (𝑍𝑍1) + 𝜙𝜙2′ (𝑍𝑍2) + 𝜆𝜆3𝜙𝜙3′(𝑍𝑍3)} +
𝜕𝜕2𝐹𝐹(𝑝𝑝)

𝜕𝜕𝜕𝜕2  
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𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 = −2𝑅𝑅𝑅𝑅{𝜇𝜇1𝜙𝜙1′ (𝑍𝑍1) + 𝜇𝜇2𝜙𝜙2′ (𝑍𝑍2) + 𝜇𝜇3𝜆𝜆3𝜙𝜙3′ (𝑍𝑍3)} −
𝜕𝜕2𝐹𝐹(𝑝𝑝)

𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕  

𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 2𝑅𝑅𝑅𝑅{𝜇𝜇1𝜆𝜆1𝜙𝜙1′ (𝑍𝑍1) + 𝜇𝜇2𝜆𝜆2𝜙𝜙2′ (𝑍𝑍2) + 𝜇𝜇3𝜙𝜙3′ (𝑍𝑍3)} +
𝜕𝜕𝜓𝜓(𝑝𝑝)

𝜕𝜕𝜕𝜕  

𝜏𝜏𝑦𝑦𝑦𝑦 = −2𝑅𝑅𝑅𝑅{𝜆𝜆1𝜙𝜙1′ (𝑍𝑍1) + 𝜆𝜆2𝜙𝜙2′ (𝑍𝑍2) + 𝜙𝜙3′ (𝑍𝑍3)} −
𝜕𝜕𝜓𝜓(𝑝𝑝)

𝜕𝜕𝜕𝜕  

𝜙𝜙1′که در آن،  (𝑍𝑍1) ،𝜙𝜙2′ (𝑍𝑍2)  و𝜙𝜙3′ (𝑍𝑍3)  به ترتیب مشتق توابع𝜙𝜙1(𝑍𝑍1) ،𝜙𝜙2(𝑍𝑍2)  و𝜙𝜙1(𝑍𝑍3)  نسبت به

1Z ،2Z  3وZ باشند. جواب خصوصی معادلات در ادامه محاسبه خواهد شد.می 

 بخش دمایی 3-6

صورت ي ناهمسانگرد، بر اساس قانون فوریه بهدر یک ماده T∇و گرادیان دما  qي بین شار حرارتی رابطه

 زیر است:

)3-37( 𝑞𝑞𝑖𝑖 = −𝐾𝐾𝑖𝑖𝑖𝑖𝑇𝑇,𝑗𝑗  

باشد. همچنین در یک ی و تانسوري متقارن میحرارتتانسور ضرایب رسانایی  ijK ،رابطهکه در این 

 ي فاقد منبع حرارتی داخلی داریم:صفحه

)3-38( 𝛻𝛻. 𝑞𝑞𝑖𝑖 = 0 

اکم براي ماده همگن ناهمسانگرد معادله دمایی ح)، 38-3(ي ) در معادله37-3(ي با جایگذاري رابطه

 آید:دست میبه )39-3( يصورت معادلهبه

)3-39( 𝐾𝐾11
𝜕𝜕2𝑇𝑇
𝜕𝜕𝜕𝜕2 + 2𝐾𝐾12

𝜕𝜕2𝑇𝑇
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕 + 𝐾𝐾22

𝜕𝜕2𝑇𝑇
𝜕𝜕𝜕𝜕2 = 0 

به کند. حل کلی این معادله ) را ارضا می39-3(ي که معادله تابعی هارمونیک است T(x,y)تابع دمایی 

 است: )40-3( يي معادله مشخصهریشه tμاست که  +x)y)tμ T=Fفرم 

)3-40( 𝐾𝐾22𝜇𝜇𝑡𝑡2 + 2𝐾𝐾12𝜇𝜇𝑡𝑡 + 𝐾𝐾11 = 0 
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2، [48] پذیري ماتریس ضرایب هدایت حرارتیبا توجه به مثبت معین بودن و معکوس
12>K22K11K 

ي مختلط خواهد بود که ریشه با قسمت داراي یک جفت ریشه) 40-3(ي نتیجه معادله مشخصهدر .است

 :[28]نوشت  صورت زیرتوان به) را می39-3(ي جواب کلی معادله موهومی مثبت مورد نظر است.

)3-41( 𝑇𝑇 = 𝐹𝐹𝑡𝑡(𝑍𝑍𝑡𝑡) + 𝐹𝐹𝑡𝑡(𝑍𝑍𝑡𝑡)�������� = 2𝑅𝑅𝑅𝑅(𝐹𝐹𝑡𝑡(𝑍𝑍𝑡𝑡)) 

𝑍𝑍𝑡𝑡 = 𝑥𝑥 + 𝜇𝜇𝑡𝑡𝑦𝑦 

هاي )، هریک از مؤلفه37-3(ي ) در رابطه41-3(ي . با جایگذاري رابطهیک تابع مختلط است tFکه 

 شوند:صورت زیر محاسبه میحرارتی به

)3-42( 𝑞𝑞1 = 2𝑅𝑅𝑅𝑅�𝜇𝜇𝑡𝑡𝐾𝐾𝑡𝑡𝐹𝐹𝑡𝑡′(𝑍𝑍𝑡𝑡)� 

𝑞𝑞2 = −2𝑅𝑅𝑅𝑅�𝐾𝐾𝑡𝑡𝐹𝐹𝑡𝑡′(𝑍𝑍𝑡𝑡)� 

 که در آن:

)3-43( 𝐾𝐾𝑡𝑡 = 𝑖𝑖(𝐾𝐾11𝐾𝐾22 − 𝐾𝐾122)
1
2 

صورت زیر محاسبه به ψو  F)، جواب خصوصی توابع تنش 22-3() در روابط 41-3(ي با جایگذاري رابطه

 شود:می

)3-44( 𝐹𝐹(𝑝𝑝) = 2𝑅𝑅𝑅𝑅(𝜂𝜂1𝐹𝐹𝑡𝑡(𝑍𝑍𝑡𝑡)) 

𝜓𝜓(𝑝𝑝) = 2𝑅𝑅𝑅𝑅(𝜂𝜂2𝐹𝐹𝑡𝑡′(𝑍𝑍𝑡𝑡)) 

 که در آن:

)3-45( 
𝜂𝜂1 =

(−𝛼𝛼2 + 𝛼𝛼6𝜇𝜇𝑡𝑡 − 𝛼𝛼1𝜇𝜇𝑡𝑡2)𝐿𝐿2(𝜇𝜇𝑡𝑡) − (𝛼𝛼4 − 𝛼𝛼5𝜇𝜇𝑡𝑡)𝐿𝐿3(𝜇𝜇𝑡𝑡)
𝐿𝐿4(𝜇𝜇𝑡𝑡)𝐿𝐿2(𝜇𝜇𝑡𝑡)− 𝐿𝐿32(𝜇𝜇𝑡𝑡)

 

𝜂𝜂2 =
(𝛼𝛼4 − 𝛼𝛼5𝜇𝜇𝑡𝑡)𝐿𝐿4(𝜇𝜇𝑡𝑡) − (−𝛼𝛼2 + 𝛼𝛼6𝜇𝜇𝑡𝑡 − 𝛼𝛼1𝜇𝜇𝑡𝑡2)𝐿𝐿3(𝜇𝜇𝑡𝑡)

𝐿𝐿4(𝜇𝜇𝑡𝑡)𝐿𝐿2(𝜇𝜇𝑡𝑡)− 𝐿𝐿32(𝜇𝜇𝑡𝑡)
 

برابر باشد، در غیر ) 28-3(ي معادله مشخصههاي نباید با هیچ یک از ریشه tμباید در نظر داشت که 

هرچند در اینصورت نیز  .[49] تشکل دیگري خواهند گرف )44-3( هاي خصوصیاینصورت جواب

با جایگذاري  محاسبات را ادامه داد. tμر کوچکی در مقدار توان براي موارد خاص با اعمال تغییر بسیامی

 د:آیندست میبه فرم زیر برحسب توابع تنش به هاجاییو جابه هاتنش)، 36-3() در روابط 44-3(روابط 

)3-46( 𝜎𝜎𝑥𝑥 = 2𝑅𝑅𝑅𝑅{𝜇𝜇12𝜙𝜙1′ (𝑍𝑍1) + 𝜇𝜇22𝜙𝜙2′ (𝑍𝑍2) + 𝜇𝜇32𝜆𝜆3𝜙𝜙3′(𝑍𝑍3)} + 2𝑅𝑅𝑅𝑅(𝜂𝜂1𝜇𝜇𝑡𝑡2𝜙𝜙𝑡𝑡′) 
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𝜎𝜎𝑦𝑦 = 2𝑅𝑅𝑅𝑅{𝜙𝜙1′ (𝑍𝑍1) + 𝜙𝜙2′ (𝑍𝑍2) + 𝜆𝜆3𝜙𝜙3′(𝑍𝑍3)} + 2𝑅𝑅𝑅𝑅(𝜂𝜂1𝜙𝜙𝑡𝑡′) 

𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 = −2𝑅𝑅𝑅𝑅{𝜇𝜇1𝜙𝜙1′ (𝑍𝑍1) + 𝜇𝜇2𝜙𝜙2′ (𝑍𝑍2) + 𝜇𝜇3𝜆𝜆3𝜙𝜙3′ (𝑍𝑍3)} − 2𝑅𝑅𝑅𝑅(𝜂𝜂1𝜇𝜇𝑡𝑡𝜙𝜙𝑡𝑡′) 

𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥 = 2𝑅𝑅𝑅𝑅{𝜇𝜇1𝜆𝜆1𝜙𝜙1′ (𝑍𝑍1) + 𝜇𝜇2𝜆𝜆2𝜙𝜙2′ (𝑍𝑍2) + 𝜇𝜇3𝜙𝜙3′ (𝑍𝑍3)} + 2𝑅𝑅𝑅𝑅(𝜂𝜂2𝜇𝜇𝑡𝑡𝜙𝜙𝑡𝑡′) 

𝜏𝜏𝑦𝑦𝑦𝑦 = −2𝑅𝑅𝑅𝑅{𝜆𝜆1𝜙𝜙1′ (𝑍𝑍1) + 𝜆𝜆2𝜙𝜙2′ (𝑍𝑍2) + 𝜙𝜙3′ (𝑍𝑍3)} − 2𝑅𝑅𝑅𝑅(𝜂𝜂2𝜇𝜇𝑡𝑡𝜙𝜙𝑡𝑡′) 

𝑢𝑢1 = 2𝑅𝑅𝑅𝑅�𝑝𝑝𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘

3

𝑘𝑘=1

+ 2𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑝𝑝𝑡𝑡𝜙𝜙𝑡𝑡) 

𝑢𝑢2 = 2𝑅𝑅𝑅𝑅�𝑞𝑞𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘

3

𝑘𝑘=1

+ 2𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑞𝑞𝑡𝑡𝜙𝜙𝑡𝑡) 

𝑢𝑢3 = 2𝑅𝑅𝑅𝑅�𝑟𝑟𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘

3

𝑘𝑘=1

+ 2𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑟𝑟𝑡𝑡𝜙𝜙𝑡𝑡) 

 :[23] بندي لخنیتسکیفرمولکه در 

)3-47( 

𝑝𝑝𝑘𝑘 = 𝑆𝑆1̅1𝜇𝜇𝑘𝑘2 − 𝑆𝑆1̅6𝜇𝜇𝑘𝑘 + 𝜆𝜆𝑘𝑘(𝑆𝑆1̅5𝜇𝜇𝑘𝑘 − 𝑆𝑆1̅4) + 𝑆𝑆1̅2          𝑘𝑘 = 1,2 

𝑝𝑝3 = 𝜆𝜆3(𝑆𝑆1̅1𝜇𝜇32 + 𝑆𝑆1̅2 − 𝑆𝑆1̅6𝜇𝜇3) + 𝑆𝑆1̅5𝜇𝜇3 − 𝑆𝑆1̅4 

𝑝𝑝𝑡𝑡 = 𝜂𝜂1(𝑆𝑆1̅1𝜇𝜇𝑡𝑡2 + 𝑆𝑆1̅2 − 𝑆𝑆1̅6𝜇𝜇𝑡𝑡) + 𝜂𝜂2(𝑆𝑆1̅5𝜇𝜇𝑡𝑡 − 𝑆𝑆1̅4) + 𝛼𝛼1 

𝑞𝑞𝑘𝑘 = 𝑆𝑆1̅2𝜇𝜇𝑘𝑘 +
𝑆𝑆2̅2
𝜇𝜇𝑘𝑘

− 𝑆𝑆1̅6 + 𝜆𝜆𝑘𝑘 �𝑆𝑆2̅5 −
𝑆𝑆2̅4
𝜇𝜇𝑘𝑘
�           𝑘𝑘 = 1,2 

𝑞𝑞3 = 𝜆𝜆3 �𝑆𝑆1̅2𝜇𝜇3 +
𝑆𝑆2̅2
𝜇𝜇𝑡𝑡

− 𝑆𝑆2̅6� + 𝑆𝑆2̅5 −
𝑆𝑆2̅4
𝜇𝜇3

 

𝑞𝑞𝑡𝑡 = 𝜂𝜂1 �𝑆𝑆1̅2𝜇𝜇𝑡𝑡 +
𝑆𝑆2̅2
𝜇𝜇𝑡𝑡

− 𝑆𝑆2̅6� + 𝜂𝜂2 �𝑆𝑆2̅5 −
𝑆𝑆2̅4
𝜇𝜇𝑡𝑡
� +

𝛼𝛼2
𝜇𝜇𝑡𝑡

 

𝑟𝑟𝑘𝑘 = 𝑆𝑆1̅4𝜇𝜇𝑘𝑘 +
𝑆𝑆2̅4
𝜇𝜇𝑘𝑘

− 𝑆𝑆4̅6 + 𝜆𝜆𝑘𝑘 �𝑆𝑆4̅5 −
𝑆𝑆4̅4
𝜇𝜇𝑘𝑘
�           𝑘𝑘 = 1,2 

𝑟𝑟3 = 𝜆𝜆3 �𝑆𝑆1̅4𝜇𝜇3 +
𝑆𝑆2̅4
𝜇𝜇𝑡𝑡

− 𝑆𝑆4̅6� + 𝑆𝑆4̅5 −
𝑆𝑆4̅4
𝜇𝜇3

 

𝑟𝑟𝑡𝑡 = 𝜂𝜂1 �𝑆𝑆1̅4𝜇𝜇𝑡𝑡 +
𝑆𝑆2̅4
𝜇𝜇𝑡𝑡

− 𝑆𝑆4̅6� + 𝜂𝜂2 �𝑆𝑆4̅5 −
𝑆𝑆4̅4
𝜇𝜇𝑡𝑡
� +

𝛼𝛼4
𝜇𝜇𝑡𝑡

 

 در ادامه محاسبه خواهند شد. tϕو  ϕتوابع مختلط تنش 
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 ي نگاشتدر صفحه tϕو  ϕتوابع مختلط تنش  3-7

ها و توان تنشي نگاشت، میدر صفحه tϕو  ϕي توابع تنش )، با محاسبه46-3(با توجه به روابط 

ي مورد نظر، از بار خارجی آزاد است. درنتیجه دست آورد. مرز گشودگی در مسألهها را بهجاییجابه

 ورت زیر نوشت:صتوان بهشرایط مرزي مکانیکی را می

)3-48( 
𝜎𝜎𝑥𝑥𝑛𝑛1 + 𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛2 = 0 

𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛1 + 𝜎𝜎𝑦𝑦𝑛𝑛2 = 0 

𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥𝑛𝑛1 + 𝜏𝜏𝑦𝑦𝑦𝑦𝑛𝑛2 = 0 

 شود:صورت زیر تعریف میبه )3-3(شکل با توجه به  nکه بردار نرمال 

)3-49( 
sin 𝜃𝜃 =

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = −𝑛𝑛1 

cos𝜃𝜃 =
𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑛𝑛2 

 دهد.ل هر گشودگی نشان میمماسی و تعریف بردار نرمال را حو) دستگاه مختصات 3-3(شکل 

 
 [23]گشودگی  نمایش دستگاه مختصات مماسی در مرز )3-3(شکل 

 

صورت زیر نوشته ، شرایط مرزي مکانیکی به)48-3(در روابط  )49-3(و  )20-3(با جایگذاري روابط 

 شد: خواهند
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)3-50( 

−
𝜕𝜕2𝐹𝐹
𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 −

𝜕𝜕2𝐹𝐹
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 

𝜕𝜕2𝐹𝐹
𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 +

𝜕𝜕2𝐹𝐹
𝜕𝜕𝜕𝜕2

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 

−
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 −

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0 

 :sنسبت به  )50-3(گیري از روابط با انتگرال

)3-51( 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕 = 0 

𝜓𝜓 = 0 

، شرایط مرزي مکانیکی )51-3() و جایگذاري آنها در روابط 44-3() و 35-3()، 34-3(با توجه به روابط 

 :صورت زیر نوشته خواهند شدبه

)3-52( 
−2𝑅𝑅𝑅𝑅{𝜇𝜇1𝜙𝜙1 + 𝜇𝜇2𝜙𝜙2 + 𝜇𝜇3𝜙𝜙3} − 2𝑅𝑅𝑅𝑅{𝜂𝜂1𝜇𝜇𝑡𝑡𝜙𝜙𝑡𝑡} = 0 

2𝑅𝑅𝑅𝑅{𝜙𝜙1 + 𝜙𝜙2 + 𝜆𝜆3𝜙𝜙3} + 2𝑅𝑅𝑅𝑅{𝜂𝜂1𝜙𝜙𝑡𝑡} = 0 

−2𝑅𝑅𝑅𝑅{𝜆𝜆1𝜙𝜙1 + 𝜆𝜆2𝜙𝜙2 + 𝜙𝜙3} − 2𝑅𝑅𝑅𝑅{𝜂𝜂2𝜙𝜙𝑡𝑡} 

ت صورجایی صفر بهبار با جابهجایی براي یک میانشرایط مرزي جابه، )46-3(همچنین با توجه به روابط 

 زیر است:

)3-53( 

2𝑅𝑅𝑅𝑅�𝑝𝑝𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘

3

𝑘𝑘=1

+ 2𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑝𝑝𝑡𝑡𝜙𝜙𝑡𝑡) = 0 

2𝑅𝑅𝑅𝑅�𝑞𝑞𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘

3

𝑘𝑘=1

+ 2𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑞𝑞𝑡𝑡𝜙𝜙𝑡𝑡) = 0 

2𝑅𝑅𝑅𝑅�𝑟𝑟𝑘𝑘𝜙𝜙𝑘𝑘

3

𝑘𝑘=1

+ 2𝑅𝑅𝑅𝑅(𝑟𝑟𝑡𝑡𝜙𝜙𝑡𝑡) = 0 

 شوند:) معرفی می54-3(هاي ، ماتریس tϕو  ϕي توابع تنش به منظور محاسبه

)3-54( 𝐿𝐿 = �
−𝜇𝜇1 −𝜇𝜇2 −𝜇𝜇3𝜆𝜆3

1 1 𝜆𝜆3
−𝜆𝜆1 −𝜆𝜆2 −1

� 
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𝑙𝑙 = �
−𝜂𝜂1𝜇𝜇𝑡𝑡
𝜂𝜂1
−𝜂𝜂2

� 

𝐴𝐴 = �
𝑝𝑝1 𝑝𝑝2 𝑝𝑝3
𝑞𝑞1 𝑞𝑞2 𝑞𝑞3
𝑟𝑟1 𝑟𝑟2 𝑟𝑟3

� 

𝑎𝑎 = �
𝑝𝑝𝑡𝑡
𝑞𝑞𝑡𝑡
𝑟𝑟𝑡𝑡
� 

𝜙𝜙 = �
𝜙𝜙1
𝜙𝜙2
𝜙𝜙3
� 

 شوند:فرم زیر بازنویسی می) به54-3(هاي ) با استفاده از ماتریس52-3(شرایط مرزي مکانیکی 

)3-55( 𝐿𝐿𝐿𝐿 + 𝐿𝐿𝐿𝐿���� + 𝑙𝑙𝜙𝜙𝑡𝑡 + 𝑙𝑙𝜙𝜙𝑡𝑡���� = 0 

فرم زیر ) به54-3(هاي توان با استفاده از ماتریس) را می53-3(جایی همچنین شرایط مرزي جابه

 بازنویسی کرد:

)3-56( 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐴𝐴𝐴𝐴���� + 𝑎𝑎𝜙𝜙𝑡𝑡 + 𝑎𝑎𝜙𝜙𝑡𝑡����� = 0 

صورت یک تابع پیوسته قابل تعریف باشد، از شرط وقتی شار حرارتی در جهت نرمال بر مرز گشودگی به

 صورت زیر:شود. با در نظر گرفتن بردار نرمال بر مرز گشودگی بهمرزي دمایی نیومن استفاده می

)3-57( 𝑛𝑛 = �
𝑛𝑛1
𝑛𝑛2
0
� 

 ) خواهد بود:58-3(صورت شرط مرزي نیومن به

)3-58( 𝑞𝑞1𝑛𝑛1 + 𝑞𝑞2𝑛𝑛2 = 𝑞𝑞0 

با استفاده از روابط  .تابعی پیوسته استشار حرارتی در جهت نرمال بر مرز گشودگی و  0qکه در آن، 

) و 49-3(نوشت. با استفاده از روابط  tϕ) را بر حسب 58-3(ي توان معادله) می35-3() و 3-42(

 نوشته خواهد شد: )59-3( صورت، شرط مرزي نیومن بهsنسبت به روي مرز گشودگی گیري انتگرال

)3-59( 𝐾𝐾𝑡𝑡�𝜙𝜙𝑡𝑡′(𝑍𝑍𝑡𝑡) −𝜙𝜙𝑡𝑡′(𝑍𝑍𝑡𝑡)����������� = � 𝑞𝑞0 𝑑𝑑𝑑𝑑
𝐿𝐿

0
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𝜉𝜉ي با در نظر گرفتن نقطه طول منحنی مرز گشودگی است.  Lکه در آن  = 𝜎𝜎 واحد، يروي مرز دایره 

 صورت زیر خواهد بود:به ي نگاشتدر صفحهشرط مرزي دمایی 

)3-60( 𝜙𝜙𝑡𝑡′(𝜎𝜎) −𝜙𝜙𝑡𝑡′(𝜎𝜎)��������� = 𝑄𝑄0 

 که در آن:

)3-61( 𝑄𝑄0 =
1
𝐾𝐾𝑡𝑡
� 𝑞𝑞0 𝑑𝑑𝑑𝑑
2𝜋𝜋

0
 

𝑞𝑞0با توجه به عایق بودن گشودگی،  =  صورت زیر خواهد بود:بوده و شرط مرزي دمایی به 0

)3-62( 𝜙𝜙𝑡𝑡′(𝜎𝜎) −𝜙𝜙𝑡𝑡′(𝜎𝜎)��������� = 0 

توان را می 𝜙𝜙𝑡𝑡′(𝜉𝜉)فرض شوند، تابع  S-ي واحد و نقاط خارجی دایره S+ي واحد اگر نقاط داخلی دایره

 :[28]ي کرد هستند، جداساز 1هولومورفیک S-و  S+که به ترتیب در  𝑔𝑔𝑡𝑡(𝜉𝜉)و  𝑓𝑓𝑡𝑡(𝜉𝜉)به دو تابع 

)3-63( 𝜙𝜙𝑡𝑡′(𝜉𝜉) = 𝑓𝑓𝑡𝑡(𝜉𝜉) + 𝑔𝑔𝑡𝑡(𝜉𝜉) 

 شود:صورت زیر نوشته میي واحد بهروي مرز دایره 𝜙𝜙𝑡𝑡′(𝜉𝜉)درنتیجه تابع 

)3-64( 𝜙𝜙𝑡𝑡′(𝜎𝜎) = 𝑓𝑓𝑡𝑡(𝜎𝜎) + 𝑔𝑔𝑡𝑡(𝜎𝜎) 

𝑑𝑑𝑑𝑑و ضرب آن در  )62-3(ي در معادله )64-3(ي با جایگذاري رابطه
2𝜋𝜋𝜋𝜋(𝜎𝜎−𝜉𝜉)
حول  و گرفتن انتگرال کوشی 

 :ي واحددایره

)3-65( 1
2𝜋𝜋𝜋𝜋

�
𝑓𝑓𝑡𝑡(𝜎𝜎)
𝜎𝜎 − 𝜉𝜉 𝑑𝑑𝜎𝜎 +

1
2𝜋𝜋𝜋𝜋

�
𝑔𝑔𝑡𝑡(𝜎𝜎)
𝜎𝜎 − 𝜉𝜉 𝑑𝑑𝜎𝜎 −

1
2𝜋𝜋𝜋𝜋

�
𝑓𝑓𝑡𝑡(𝜎𝜎)�������

𝜎𝜎 − 𝜉𝜉 𝑑𝑑𝜎𝜎 −
1

2𝜋𝜋𝜋𝜋
�
𝑔𝑔𝑡𝑡(𝜎𝜎)�������

𝜎𝜎 − 𝜉𝜉 𝑑𝑑𝜎𝜎 = 0 

�𝜎𝜎با در نظر داشتن  و [2]حدود ي نامبا استفاده از فرمول انتگرال کوشی براي ناحیه = 𝜎𝜎−1 ي براي دایره

 شود:) به فرم زیر ساده می65-3(ي واحد، معادله

)3-66( 𝑔𝑔𝑡𝑡(𝜉𝜉) = 𝑓𝑓𝑡𝑡�(𝜉𝜉−1) + 𝑓𝑓𝑡𝑡�(0)− 𝑔𝑔𝑡𝑡(∞) 

𝑓𝑓𝑡𝑡�(0)مقدار ثابت  − 𝑔𝑔𝑡𝑡(∞)  بر حسب تابع  )60-3( ي) در معادله66-3(و  )63-3(با جایگذاري روابط

0q با توجه به عایق بودن گشودگی،شود. محاسبه می 𝜙𝜙𝑡𝑡′(𝜉𝜉𝑡𝑡) آید:دست میبه) 67-3( يرابطه صورتبه 

olomorphicH 1  
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)3-67( 𝜙𝜙𝑡𝑡′(𝜉𝜉) = 𝑓𝑓𝑡𝑡(𝜉𝜉) + 𝑓𝑓𝑡𝑡�(𝜉𝜉−1) 

صورت زیر بازنویسی ي واحد بهي نگاشت و روي مرز دایره) در صفحه55-3(شرایط مرزي مکانیکی 

 شود:می

)3-68( 𝐿𝐿𝐿𝐿(𝜎𝜎) + 𝐿𝐿𝐿𝐿(𝜎𝜎)�������� + 𝑙𝑙𝜙𝜙𝑡𝑡(𝜎𝜎) + 𝑙𝑙𝜙𝜙𝑡𝑡(𝜎𝜎)��������� = 0 

صورت زیر ي واحد بهي نگاشت و روي مرز دایره) در صفحه56-3(جایی همچنین شرایط مرزي جابه

 شود:بازنویسی می

)3-69( 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝜎𝜎) + 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝜎𝜎)��������� + 𝑎𝑎𝜙𝜙𝑡𝑡(𝜎𝜎) + 𝑎𝑎𝜙𝜙𝑡𝑡(𝜎𝜎)��������� = 0 

وجود دارد  𝜉𝜉−1صورت یک سري لورن که در آن ترم تواند بهمی 𝜙𝜙𝑡𝑡′(𝜉𝜉)ي دمایی، تابع براي یک مسأله

بنابراین خواهد بود.  𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙شامل ترم  𝜙𝜙𝑡𝑡(𝜉𝜉)، تابع 𝜙𝜙𝑡𝑡′(𝜉𝜉)گیري از تابع بیان شود. درنتیجه با انتگرال

 :[29] رفتصورت زیر در نظر گتوان بهرا می 𝜙𝜙𝑡𝑡(𝜉𝜉)تابع 

)3-70( 𝜙𝜙𝑡𝑡(𝜉𝜉) = 𝐹𝐹𝑡𝑡(𝜉𝜉) + 𝐺𝐺𝑡𝑡(𝜉𝜉) + Γ𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝜉𝜉 

را  𝜙𝜙(𝜉𝜉)به همین ترتیب تابع  هستند. S-و  S+به ترتیب در  توابعی هولومورفیک 𝐺𝐺𝑡𝑡(𝜉𝜉)و  𝐹𝐹𝑡𝑡(𝜉𝜉)که 

 :[29]نظر گرفت صورت زیر در توان بهمی

)3-71( 𝜙𝜙(𝜉𝜉) = 𝑓𝑓(𝜉𝜉) + 𝑔𝑔(𝜉𝜉) + h𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝜉𝜉 

) در 71-3() و 70-3(با جایگذاري  هستند. S-و  S+توابعی هولومورفیک به ترتیب در  𝑔𝑔(𝜉𝜉)و  𝑓𝑓(𝜉𝜉)که 

 ):68-3(شرایط مرزي مکانیکی 

)3-72( 𝐿𝐿𝐿𝐿(𝜎𝜎) + 𝐿𝐿𝐿𝐿(𝜎𝜎) + 𝐿𝐿𝐿𝐿(𝜎𝜎)�������� + 𝐿𝐿𝐿𝐿(𝜎𝜎)�������� + 𝑙𝑙𝐹𝐹𝑡𝑡(𝜎𝜎) + 𝑙𝑙𝐺𝐺𝑡𝑡(𝜎𝜎) + 𝑙𝑙𝐹𝐹𝑡𝑡(𝜎𝜎)�������� + 𝑙𝑙𝐺𝐺𝑡𝑡(𝜎𝜎)��������

= 0 

 و

)3-73( 𝐿𝐿ℎ𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 + 𝐿𝐿ℎ���𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝜎𝜎� + 𝑙𝑙Γ𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 + 𝑙𝑙Γ� 𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝜎𝜎� = 0 

𝑑𝑑𝑑𝑑) در 72-3(ي با ضرب معادله
2𝜋𝜋𝜋𝜋(𝜎𝜎−𝜉𝜉)
 :ي واحدحول دایره و گرفتن انتگرال کوشی 
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)3-74( 

𝐿𝐿
2𝜋𝜋𝜋𝜋

�
𝑓𝑓(𝜎𝜎)
𝜎𝜎 − 𝜉𝜉 𝑑𝑑𝜎𝜎 +

𝐿𝐿
2𝜋𝜋𝜋𝜋

�
𝑔𝑔(𝜎𝜎)
𝜎𝜎 − 𝜉𝜉 𝑑𝑑𝜎𝜎 +

𝐿𝐿�
2𝜋𝜋𝜋𝜋

�
𝑓𝑓(𝜎𝜎)������

𝜎𝜎 − 𝜉𝜉 𝑑𝑑𝜎𝜎 +
𝐿𝐿�

2𝜋𝜋𝜋𝜋
�
𝑔𝑔(𝜎𝜎)������

𝜎𝜎 − 𝜉𝜉 𝑑𝑑𝜎𝜎

+
𝑙𝑙

2𝜋𝜋𝜋𝜋
�
𝐹𝐹𝑡𝑡(𝜎𝜎)
𝜎𝜎 − 𝜉𝜉 𝑑𝑑𝜎𝜎 +

𝑙𝑙
2𝜋𝜋𝜋𝜋

�
𝐺𝐺𝑡𝑡(𝜎𝜎)
𝜎𝜎 − 𝜉𝜉 𝑑𝑑𝜎𝜎 +

𝑙𝑙 ̅
2𝜋𝜋𝜋𝜋

�
𝐹𝐹𝑡𝑡(𝜎𝜎)�������

𝜎𝜎 − 𝜉𝜉 𝑑𝑑𝜎𝜎

+
𝑙𝑙 ̅

2𝜋𝜋𝜋𝜋
�
𝐺𝐺𝑡𝑡(𝜎𝜎)�������

𝜎𝜎 − 𝜉𝜉 𝑑𝑑𝜎𝜎 = 0 

�𝜎𝜎با در نظر داشتن  و [2]حدود ي نامبا استفاده از فرمول انتگرال کوشی براي ناحیه = 𝜎𝜎−1 ي براي دایره

 شود:) به فرم زیر ساده می74-3(ي معادله واحد،

)3-75( 𝐿𝐿𝐿𝐿(𝜉𝜉) = −𝐿𝐿�𝑓𝑓(̅𝜉𝜉−1) − 𝑙𝑙𝐺𝐺𝑡𝑡(𝜉𝜉)− 𝑙𝑙𝐹̅𝐹𝑡𝑡� (𝜉𝜉−1) + 𝐿𝐿𝐿𝐿(∞) + 𝐿𝐿�𝑓𝑓(̅0) + 𝑙𝑙𝐺𝐺𝑡𝑡(∞)

+ 𝑙𝑙𝐹̅𝐹𝑡𝑡� (0) 

شوند. با توجه به ) محاسبه می72-3(ي ) با جایگذاري این رابطه در معادله75-3(ي مقادیر ثابت رابطه

) به 75-3(ي ) است، رابطه72-3(ي خارجی آزاد است و سمت راست معادله اینکه مرز گشودگی از بار

 شود:فرم زیر ساده می

)3-76( 𝑔𝑔(𝜉𝜉) = −𝐿𝐿−1𝐿𝐿�𝑓𝑓(̅𝜉𝜉−1) − 𝐿𝐿−1𝑙𝑙𝐺𝐺𝑡𝑡(𝜉𝜉) − 𝐿𝐿−1𝑙𝑙𝐹̅𝐹𝑡𝑡� (𝜉𝜉−1) 

�𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝜎𝜎ي واحد با توجه به اینکه در دایره = −𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 شود:) به شکل زیر نوشته می73-3(ي است، معادله 

)3-77( 𝐿𝐿ℎ − 𝐿𝐿ℎ��� = −𝑙𝑙Γ + 𝑙𝑙Γ�  

 ):69-3(ي سازي معادلهبه همین ترتیب با حل و ساده

)3-78( 𝐴𝐴ℎ − 𝐴𝐴ℎ���� = −𝑎𝑎Γ+ 𝑎𝑎Γ��� 

 صورت زیر محاسبه خواهد شد:به h)، 78-3() و 77-3(با استفاده از روابط 

)3-79( ℎ = 𝐿𝐿−1(𝐵𝐵� − 𝐵𝐵)−1(Γ𝑎𝑎 − Γ𝑎𝑎���) + 𝐴𝐴−1(𝐵𝐵�−1 − 𝐵𝐵−1)−1�Γ𝑙𝑙 − Γ𝑙𝑙� � 

 که در آن:

)3-80( 𝐵𝐵 = 𝐴𝐴𝐿𝐿−1 

 آید:دست می) به81-3(ي صورت رابطهبه 𝜙𝜙(𝜉𝜉))، 71-3(ي ) در رابطه76-3(ي با جایگذاري رابطه

)3-81( 𝜙𝜙(𝜉𝜉) = 𝑓𝑓(𝜉𝜉) − 𝐿𝐿−1𝐿𝐿�𝑓𝑓(̅𝜉𝜉−1) − 𝐿𝐿−1𝑙𝑙𝐺𝐺𝑡𝑡(𝜉𝜉)− 𝐿𝐿−1𝑙𝑙𝐹̅𝐹𝑡𝑡� (𝜉𝜉−1) + h𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝜉𝜉 
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-رابطهشود، ي ناهمسانگرد فاقد نقص هندسی اعمال میبه یک صفحه q1q=[q,2[0,وقتی جریان حرارتی 

 :[29] صورت زیر استتابع تنش دمایی بهي 

)3-82( 𝜙𝜙𝑡𝑡∞
′ = 𝜅𝜅𝑍𝑍𝑡𝑡 

∞𝜙𝜙𝑡𝑡عبارت 
ی خط دماییاین میدان  ي فاقد گشودگی است.در یک صفحه دمایی خطی گر میدانبیان ′

) و 82-3(ي با جایگذاري رابطهکند. شود و هیچ تنشی ایجاد نمیمی ورقفقط باعث تغییر شکل در 

 آید:دست میصورت زیر بهبه κ، )42-3() در روابط 35-3(روابط 

)3-83( 𝜅𝜅 =
𝑞𝑞1 + 𝜇𝜇𝑡𝑡� 𝑞𝑞2
𝐾𝐾𝑡𝑡(𝜇𝜇𝑡𝑡 − 𝜇𝜇𝑡𝑡� ) 

 .شودشده و تنش حرارتی ایجاد می) مغشوش 82-3( دمایی میدان تنش حال در حضور یک گشودگی،

∞𝜙𝜙𝑡𝑡علاوه بر  با استفاده از روش جمع آثار، بنابراین
𝜙𝜙𝑡𝑡𝑚𝑚 تنش ، تابع′

که در خارج از دایره واحد  ′

 :[28]جه درنتی شود.هولومورفیک است، به تابع تنش دمایی اضافه می

)3-84( 𝜙𝜙𝑡𝑡′(𝜉𝜉) = 𝜙𝜙𝑡𝑡∞
′(𝜉𝜉) + 𝜙𝜙𝑡𝑡𝑚𝑚

′(𝜉𝜉) 

 شود:) به فرم زیر بازنویسی می84-3(ي )، رابطه82-3(ي ) و رابطه14-3(با استفاده از تابع نگاشت 

)3-85( 𝜙𝜙𝑡𝑡′(𝜉𝜉) = 𝜅𝜅(𝑚𝑚1𝑡𝑡𝜉𝜉 + 𝑚𝑚2𝑡𝑡𝜉𝜉−1 + 𝑚𝑚3𝑡𝑡𝜉𝜉𝑛𝑛 + 𝑚𝑚4𝑡𝑡𝜉𝜉−𝑛𝑛) + 𝜙𝜙𝑡𝑡𝑚𝑚
′(𝜉𝜉) 

 شود:صورت زیر محاسبه میبه 𝑓𝑓𝑡𝑡(𝜉𝜉))، تابع 67-3(ي ) و رابطه85-3(ي ي رابطهبا مقایسه

)3-86( 𝑓𝑓𝑡𝑡(𝜉𝜉) = 𝜅𝜅𝑚𝑚1𝑡𝑡𝜉𝜉 + 𝜅𝜅𝑚𝑚3𝑡𝑡𝜉𝜉𝑛𝑛  

 توان به فرم زیر نوشت:را می 𝜙𝜙𝑡𝑡′(𝜉𝜉)درنتیجه تابع 

)3-87( 𝜙𝜙𝑡𝑡′(𝜉𝜉) = 𝜅𝜅𝑚𝑚1𝑡𝑡𝜉𝜉 + 𝜅𝜅𝑚𝑚1𝑡𝑡�������𝜉𝜉−1 + 𝜅𝜅𝑚𝑚3𝑡𝑡𝜉𝜉𝑛𝑛 + 𝜅𝜅𝑚𝑚3𝑡𝑡�������𝜉𝜉−𝑛𝑛 

 باید توجه داشت که: شود.محاسبه می 𝜙𝜙𝑡𝑡(𝜉𝜉))، تابع 87-3(ي گیري از رابطهبا انتگرال

)3-88( 𝜙𝜙𝑡𝑡′(𝜉𝜉) =
𝑑𝑑𝜙𝜙𝑡𝑡(𝜉𝜉)
𝑑𝑑𝑍𝑍𝑡𝑡

 

 خواهد بود:) 89-3(صورت به 𝜙𝜙𝑡𝑡′(𝜉𝜉)درنتیجه انتگرال تابع 

)3-89( 𝜙𝜙𝑡𝑡(𝜉𝜉) = �𝜙𝜙𝑡𝑡′(𝜉𝜉)
𝑑𝑑𝑍𝑍𝑡𝑡
𝑑𝑑𝜉𝜉 𝑑𝑑𝜉𝜉 
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 ):14-3(با توجه به تابع نگاشت 

)3-90( 𝑑𝑑𝑍𝑍𝑡𝑡
𝑑𝑑𝜉𝜉 = 𝑚𝑚1𝑡𝑡 − 𝑚𝑚2𝑡𝑡𝜉𝜉−2 + 𝑛𝑛𝑛𝑛3𝑡𝑡𝜉𝜉𝑛𝑛−1 − 𝑛𝑛𝑚𝑚4𝑡𝑡𝜉𝜉−𝑛𝑛−1 

 درنتیجه:

)3-91( 

𝜙𝜙𝑡𝑡(𝜉𝜉) = �(𝜅𝜅𝑚𝑚1𝑡𝑡
2𝜉𝜉 − 𝜅𝜅𝑚𝑚1𝑡𝑡𝑚𝑚2𝑡𝑡𝜉𝜉−1 + 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑚𝑚1𝑡𝑡𝑚𝑚3𝑡𝑡𝜉𝜉𝑛𝑛 − 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑚𝑚1𝑡𝑡𝑚𝑚4𝑡𝑡𝜉𝜉−𝑛𝑛

+ 𝜅𝜅𝑚𝑚1𝑡𝑡�������𝑚𝑚1𝑡𝑡𝜉𝜉−1 − 𝜅𝜅𝑚𝑚1𝑡𝑡�������𝑚𝑚2𝑡𝑡𝜉𝜉−3 + 𝑛𝑛𝜅𝜅𝑚𝑚1𝑡𝑡�������𝑚𝑚3𝑡𝑡𝜉𝜉𝑛𝑛−2

− 𝑛𝑛𝜅𝜅𝑚𝑚1𝑡𝑡�������𝑚𝑚4𝑡𝑡𝜉𝜉−𝑛𝑛−2 + 𝜅𝜅𝑚𝑚3𝑡𝑡𝑚𝑚1𝑡𝑡𝜉𝜉𝑛𝑛 − 𝜅𝜅𝑚𝑚3𝑡𝑡𝑚𝑚2𝑡𝑡𝜉𝜉𝑛𝑛−2

+ 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑚𝑚3𝑡𝑡
2𝜉𝜉2𝑛𝑛−1 − 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑚𝑚3𝑡𝑡𝑚𝑚4𝑡𝑡𝜉𝜉−1 + 𝜅𝜅𝑚𝑚3𝑡𝑡�������𝑚𝑚1𝑡𝑡𝜉𝜉−𝑛𝑛

− 𝜅𝜅𝑚𝑚3𝑡𝑡�������𝑚𝑚2𝑡𝑡𝜉𝜉−𝑛𝑛−2 + 𝑛𝑛𝜅𝜅𝑚𝑚3𝑡𝑡�������𝑚𝑚3𝑡𝑡𝜉𝜉−1 − 𝑛𝑛𝜅𝜅𝑚𝑚3𝑡𝑡�������𝑚𝑚4𝑡𝑡𝜉𝜉−2𝑛𝑛−1)𝑑𝑑𝜉𝜉 

 شود:محاسبه می Γ)، 70-3(ي ) و رابطه91-3(ي ي رابطهبا مقایسه

)3-92( Γ = −𝑚𝑚1𝑡𝑡(𝜅𝜅𝑚𝑚2𝑡𝑡 − 𝜅𝜅𝑚𝑚1𝑡𝑡�������) − 𝑛𝑛𝑛𝑛3𝑡𝑡(𝜅𝜅𝑚𝑚4𝑡𝑡 − 𝜅𝜅𝑚𝑚3𝑡𝑡�������) 

ي فاقد گشودگی است، درنتیجه تابع تنش دمایی در یک صفحه گربیان ∞𝜙𝜙𝑡𝑡طور که گفته شد، همان

هاي نشي تکند. بنابراین براي محاسبهشود و هیچ تنشی ایجاد نمیفقط باعث تغییر شکل صفحه می

 ):84-3(ي محاسبه شود. با توجه به رابطه 𝜙𝜙𝑡𝑡𝑚𝑚حرارتی، کافی است 

)3-93( 
𝜙𝜙𝑡𝑡𝑚𝑚

′(𝜉𝜉) = 𝜙𝜙𝑡𝑡′(𝜉𝜉) − 𝜙𝜙𝑡𝑡∞
′(𝜉𝜉)

= 𝜅𝜅𝑚𝑚1𝑡𝑡𝜉𝜉 + 𝜅𝜅𝑚𝑚1𝑡𝑡�������𝜉𝜉−1 + 𝜅𝜅𝑚𝑚3𝑡𝑡𝜉𝜉𝑛𝑛 + 𝜅𝜅𝑚𝑚3𝑡𝑡�������𝜉𝜉−𝑛𝑛 − 𝜅𝜅𝑚𝑚1𝑡𝑡𝜉𝜉

− 𝜅𝜅𝑚𝑚2𝑡𝑡𝜉𝜉−1 − 𝜅𝜅𝑚𝑚3𝑡𝑡𝜉𝜉𝑛𝑛 − 𝜅𝜅𝑚𝑚4𝑡𝑡𝜉𝜉−𝑛𝑛 

 درنتیجه:

)3-94( 𝜙𝜙𝑡𝑡𝑚𝑚
′(𝜉𝜉) = −(𝜅𝜅𝑚𝑚2𝑡𝑡 − 𝜅𝜅𝑚𝑚1𝑡𝑡�������)𝜉𝜉−1 − (𝜅𝜅𝑚𝑚4𝑡𝑡 − 𝜅𝜅𝑚𝑚3𝑡𝑡�������)𝜉𝜉−𝑛𝑛 

 شود. باید توجه داشت که:محاسبه می 𝜙𝜙𝑡𝑡𝑚𝑚(𝜉𝜉))، تابع تنش دمایی 94-3(ي گیري از رابطهبا انتگرال

)3-95( 𝜙𝜙𝑡𝑡𝑚𝑚
′(𝜉𝜉) =

𝑑𝑑𝜙𝜙𝑡𝑡𝑚𝑚(𝜉𝜉)
𝑑𝑑𝑍𝑍𝑡𝑡

 

𝜙𝜙𝑡𝑡𝑚𝑚درنتیجه انتگرال تابع 
′(𝜉𝜉) خواهد بود:96-3(صورت به ( 

)3-96( 𝜙𝜙𝑡𝑡𝑚𝑚(𝜉𝜉) = �𝜙𝜙𝑡𝑡𝑚𝑚
′(𝜉𝜉)

𝑑𝑑𝑍𝑍𝑡𝑡
𝑑𝑑𝜉𝜉 𝑑𝑑𝜉𝜉 

𝜙𝜙𝑡𝑡𝑚𝑚)، انتگرال تابع 90-3(ي با توجه به رابطه
′(𝜉𝜉) شود:) محاسبه می97-3(صورت به 
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)3-97( 

𝜙𝜙𝑡𝑡𝑚𝑚(𝜉𝜉) = �{[−𝑚𝑚1𝑡𝑡(𝜅𝜅𝑚𝑚2𝑡𝑡 − 𝜅𝜅𝑚𝑚1𝑡𝑡�������) − 𝑛𝑛𝑚𝑚3𝑡𝑡(𝜅𝜅𝑚𝑚4𝑡𝑡 − 𝜅𝜅𝑚𝑚3𝑡𝑡�������)]𝜉𝜉−1

+ [−𝑚𝑚1𝑡𝑡(𝜅𝜅𝑚𝑚4𝑡𝑡 − 𝜅𝜅𝑚𝑚3𝑡𝑡�������)]𝜉𝜉−𝑛𝑛 + [𝑚𝑚2𝑡𝑡(𝜅𝜅𝑚𝑚2𝑡𝑡 − 𝜅𝜅𝑚𝑚1𝑡𝑡�������)]𝜉𝜉−3

+ [𝑚𝑚2𝑡𝑡(𝜅𝜅𝑚𝑚4𝑡𝑡 − 𝜅𝜅𝑚𝑚3𝑡𝑡�������) + 𝑛𝑛𝑚𝑚4𝑡𝑡(𝜅𝜅𝑚𝑚2𝑡𝑡 − 𝜅𝜅𝑚𝑚1𝑡𝑡�������)]𝜉𝜉−𝑛𝑛−2

+ [−𝑛𝑛𝑚𝑚3𝑡𝑡(𝜅𝜅𝑚𝑚2𝑡𝑡 − 𝜅𝜅𝑚𝑚1𝑡𝑡�������)]𝜉𝜉𝑛𝑛−2

+ [𝑛𝑛𝑚𝑚4𝑡𝑡(𝜅𝜅𝑚𝑚4𝑡𝑡 − 𝜅𝜅𝑚𝑚3𝑡𝑡�������)]𝜉𝜉−2𝑛𝑛−1}𝑑𝑑𝜉𝜉 

 ):97-3(با حل انتگرال 

)3-98( 

𝜙𝜙𝑡𝑡𝑚𝑚(𝜉𝜉) = [−𝑚𝑚1𝑡𝑡(𝜅𝜅𝑚𝑚2𝑡𝑡 − 𝜅𝜅𝑚𝑚1𝑡𝑡�������) − 𝑛𝑛𝑚𝑚3𝑡𝑡(𝜅𝜅𝑚𝑚4𝑡𝑡 − 𝜅𝜅𝑚𝑚3𝑡𝑡�������)]𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙

+
1

𝑛𝑛 − 1
[𝑚𝑚1𝑡𝑡(𝜅𝜅𝑚𝑚4𝑡𝑡 − 𝜅𝜅𝑚𝑚3𝑡𝑡�������)]𝜉𝜉−𝑛𝑛+1

−
1
2

[𝑚𝑚2𝑡𝑡(𝜅𝜅𝑚𝑚2𝑡𝑡 − 𝜅𝜅𝑚𝑚1𝑡𝑡�������)]𝜉𝜉−2

−
1

𝑛𝑛 + 1
[𝑚𝑚2𝑡𝑡(𝜅𝜅𝑚𝑚4𝑡𝑡 − 𝜅𝜅𝑚𝑚3𝑡𝑡�������) + 𝑛𝑛𝑚𝑚4𝑡𝑡(𝜅𝜅𝑚𝑚2𝑡𝑡 − 𝜅𝜅𝑚𝑚1𝑡𝑡�������)]𝜉𝜉−𝑛𝑛−1

−
1

𝑛𝑛 − 1
[𝑛𝑛𝑚𝑚3𝑡𝑡(𝜅𝜅𝑚𝑚2𝑡𝑡 − 𝜅𝜅𝑚𝑚1𝑡𝑡�������)]𝜉𝜉𝑛𝑛−2

−
1

2𝑛𝑛
[𝑛𝑛𝑚𝑚4𝑡𝑡(𝜅𝜅𝑚𝑚4𝑡𝑡 − 𝜅𝜅𝑚𝑚3𝑡𝑡�������)]𝜉𝜉−2𝑛𝑛 

محاسبه شده و با جایگذاري آنها  𝐺𝐺𝑡𝑡(𝜉𝜉)و  𝐹𝐹𝑡𝑡(𝜉𝜉))، توابع 70-3(ي ) و رابطه98-3(ي ي رابطهبا مقایسه

نهایت با در همچنین شرط صفر شدن تنش در بی آید.دست میبه 𝜙𝜙(𝜉𝜉)تابع تنش )، 81-3( يدر رابطه

𝑓𝑓(𝜉𝜉)نظر گرفتن  = آیند. دست میها به)، تنش46-3( در روابط 𝜙𝜙(𝜉𝜉)با جایگذاري  شود.برقرار می 0

انتقال  ماتریستوان از دست آورد، میرا به ρθσو  ρσ ،θσ مقادیر ، بتوانxyτو  xσ ،yσبراي اینکه از مقادیر 

 زیر استفاده کرد:

)3-99( �
𝜎𝜎𝜌𝜌
𝜎𝜎𝜃𝜃
𝜏𝜏𝜌𝜌𝜌𝜌

� = �
𝑚𝑚2 𝑛𝑛2 2𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑛𝑛2 𝑚𝑚2 −2𝑚𝑚𝑚𝑚
−𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑚𝑚2 − 𝑛𝑛2

� �
𝜎𝜎𝑥𝑥
𝜎𝜎𝑦𝑦
𝜏𝜏𝑥𝑥𝑥𝑥

� 

 ):3-3(شکل که با توجه به 

)3-100( 𝑚𝑚 = sin 𝜃𝜃 

𝑛𝑛 = cos𝜃𝜃 
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 الگوریتم حل تحلیلی 3-8

 ست:اي مورد نظر به ترتیب به شرح زیر مسأله تحلیلی حل شده، الگوریتمبا توجه به مطالب بیان

، cگیري آن با تعریف پارامترهاي ي گشودگی و جهتهندسه فرم تابع نگاشت با توجه به تعیین -1

n ،ω  وβ 14-3(ي در رابطه( 

ابق ي الیاف مطتعیین ماتریس نرمی و بردار ضرایب انبساط حرارتی با توجه به نوع ماده و زاویه -2

 )4-3(و ) 2-3(روابط 

 )28-3(ي ي مشخصههاي معادلهتعیین ریشه -3

 )45-3(با استفاده از روابط  2ηو  1ηتعیین مقادیر  -4

 )47-3(مطابق روابط  krو  kp ،kqهاي مختلط تعیین ثابت -5

مطابق  hو  Γي مقادیر محاسبهسپس و  )54-3(مطابق روابط  aو  L ،l ،Aهاي تشکیل ماتریس -6

 )79-3() و 92-3(روابط 

 )98-3(ي با استفاده از رابطه 𝜙𝜙𝑡𝑡(𝜉𝜉)ي تابع تنش محاسبه -7

 )81-3(ي رابطه با استفاده از 𝜙𝜙(𝜉𝜉)ي تابع تنش محاسبه -8

 )46-3(ها با استفاده از روابط جاییها و جابهي تنشمحاسبه -9

 خواص مواد 3-9

ي توزیع تنش در صفحات ناهمسانگرد حاوي گشودگی، وابسته به جنس ماده و خواص مقدار و نحوه

دول ج به ترتیب در مواد مختلف براي باشد. خواص مکانیکی و خواص حرارتیمی آنمکانیکی و حرارتی 

در نظر گرفته  012K=براي این مواد ارتوتروپیک در حالت دوبعدي،  آمده است. )2-3(جدول و  )3-1(

در  است. α22α=33. همچنین در مواد ارتوتروپیک مورد استفاده نخواهد بود 3Kو نیز ضریب  شده است

 انتخاب شده است. Graphite/Epoxy AS/3501نامه، ماده از جنس شده در این پایاننتایج ارائه
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 [50]خواص مکانیکی مواد مختلف  )1-3(جدول 

υ 23 υ13 υ12 
G23 

(GPa) 
G13 

(GPa) 
G12 

(GPa) 
E3 

(GPa) 
E2 

(GPa) 
E1 

(GPa) 
Material 

3/0  3/0  3/0  1/4  1/4  1/4  7/9  7/9  8/144  Graphite/Epoxy 

AS/3501 

28/0  28/0  28/0  7/4  5/3  7/4  9 9 35 E-glass/Epoxy 

Wet 

3/0  3/0  05/0  3 3 5/19  9 82/91  82/91  Epoxy Carbon 

Woven 

27/0  27/0  27/0  2/7  2/7  2/7  5/7  16/59  16/59  Epoxy Carbon 

Woven Wet 

27/0  4/0  27/0  5/5  9/3  5/5  4/9  4/9  2 Epoxy Carbon 

UD 
 

 [50]خواص حرارتی مواد مختلف  )2-3(جدول 
K3 

(Wm-1K-1) 
K2 

(Wm-1K-1) 
K1 

(Wm-1K-1) 
α2 (K-1) α1 (K-1) Material 

72/0  72/0  62/4  28/1×10-6 -3×10-7 Graphite/Epoxy 

AS/3501 

35/1  35/1  2/2  2/5×10-5 5/5×10-6 E-glass/Epoxy 

Wet 

65/0  65/0  5/3  2/5×10-6 2/5×10-6 Epoxy Carbon 

Woven 

059/1  059/1  81/0  2/2×10-6 2/2×10-6 Epoxy Carbon 

Woven Wet 

21/1  21/1  7/0  27×10-6 -0/9×10-6 Epoxy Carbon 

UD 
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 بررسی درستی نتایج 3-10

هاي حل تحلیلی حاضر با نتایج عددي نامه، جوابآمده در این پایاندستبراي تأیید درستی نتایج به

ی مقایسه شده است. رسول [40]شده در ز نتایج ارائهو نی 1آباکوسافزار اجزاي محدود آمده از نرمدستبه

ي ناهمسانگرد نامحدود تحت شار در صفحهتوزیع تنش را حول گشودگی بیضوي  [40]و جعفري 

 دست آوردند.حرارتی یکنواخت به

ي آن با حل تحلیلی حاضر اشاره در این قسمت به برخی از نتایج حاصل از روش اجزاي محدود و مقایسه

 ود.شافزار آباکوس توضیح داده میبندي در محیط نرمبارگذاري و مش سازي،مدل يشده است. ابتدا نحوه

انتخاب شده است که خواص مکانیکی و حرارتی آن به  Graphite/Epoxy AS/3501صفحه از جنس 

شودگی ي چرخش گي الیاف و همچنین زاویهزاویه ) آمده است.2-3(جدول ) و 1-3(جدول ترتیب در 

انتخاب  20ي محیط بر گشودگی بیشتر از عاد صفحه به قطر دایرهنسبت اب صفر در نظر گرفته شده است.

بندي صفحه حاوي گشودگی مثلثی ي مش) نحوه4-3(شکل  نهایت به نظر برسد.شده است تا صفحه بی

المان در اطراف گشودگی انتخاب شده است که  240 از نوع مثلثی و به تعداد مش دهد.را نشان می

 ند.کهاي دایروي و بیضوي تأمین میهمگرایی جواب را براي حالت گشودگی مثلثی و نیز گشودگی

بندي مشمنظور کاهش زمان حل و حجم محاسبات، انتخاب شده است. به 8/0 2ي تقریبی شبکهاندازه

ي بارگذاري ) نحوه5-3(شکل  ریزتر از نقاط دور از گشودگی صورت گرفته است. ینزدیکی گشودگدر 

درجه  270ي وات بر متر مربع و با زاویه 200دهد. شار حرارتی به مقدار در ورق را نشان میحرارتی 

شود. جهت ایجاد حالت پایدار، همین مقدار شار حرارتی از سمت دیگر نسبت به افق به ورق وارد می

 ش محیطیتن توزیع ي حل حاضر و حل اجزاي محدود را براي) مقایسه6-3(شکل  شود.ورق خارج می

)θσ( هاي گشودگیانحناي گوشهدر این بررسی، پارامتر  دهد.نشان می حول گشودگی مثلثی ω=0.25 

 انتخاب شده است.

Abaqus 1  
pproximate global sizeA 2  
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 افزار آباکوسبندي در نرمي مشنحوه )4-3(شکل 

 

 
 افزار آباکوسدر نرم حرارتی ي بارگذاري) نحوه5-3(شکل 

 

49 
 



 

 
 یطیتنش مح توزیع يمحدود برا اجزاي حل و حاضرحل  يسهیمقا) 6-3(شکل 

 یمثلث یحول گشودگ
 

همچنین  هاي مربوط به گشودگی دایروي رسید.توان به جوابمی ω=0) با انتخاب 2-3(شکل با توجه به 

) 7-3(شکل  دست آورد.هاي مربوط به گشودگی بیضوي را بهتوان جوابمی cبا تغییر مقدار پارامتر 

و نیز حل حاصل از روش اجزاي محدود را براي  [40]شده در هاي حل حاضر با حل ارائهجواب يمقایسه

 دهد. ایني ارتوتروپیک نامحدود نشان میدر یک صفحه دایرويتوزیع تنش محیطی حول گشودگی 

نسبت کشیدگی گشودگی  و δ=270ي شار حرارتی ، زاویهγ=0ي الیاف بررسی با در نظر گرفتن زاویه

c=1 .و نیز حل حاصل از روش  [40]شده در هاي حل حاضر با حل ارائهجواب يمقایسه انجام شده است

کل شدر  ي ارتوتروپیکدر یک صفحه بیضويتوزیع تنش محیطی حول گشودگی اجزاي محدود براي 

ي شار حرارتی ، زاویهγ=0ي الیاف این بررسی با در نظر گرفتن زاویه ) نشان داده شده است.3-8(

δ=270ي چرخش گشودگی ، زاویهβ=0 نسبت کشیدگی گشودگی  وc=0.8 گر که براي بیضی بیان

هاي شود، جوابطور که مشاهده میهمان انجام شده است.باشد، ینسبت قطر عمودي به قطر افقی م

 [40]ده در شهاي ارائهکاملا منطبق بر جواب هاي دایروي و بیضويبراي گشودگی حل تحلیلی حاضر

 ستند.ه
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محدود  اجزاي حل و [40]در  شدهارائه حاضر با حل حل يسهیمقا )7-3(شکل 

 يوریدا یحول گشودگ یطیمح هايتنش يبرا
 

 
محدود  اجزاي حل و [40] در شدهبا حل ارائهحل حاضر  يسهیمقا) 8-3(شکل 

 يبیضو یحول گشودگ یطیمح هايتنش يبرا
 شکلي حل حاضر و حل اجزاي محدود براي توزیع تنش محیطی حول گشودگی چهارضلعی در مقایسه

ي شار حرارتی ، زاویهγ=0ي الیاف این بررسی با در نظر گرفتن زاویه) نشان داده شده است. 3-9(

δ=270ي چرخش گشودگی ، زاویهβ=0 هاي گشودگیانحناي گوشه و ω=0.125 .انجام شده است 
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 یطیتنش مح توزیع يمحدود برا اجزاي حل و حاضرحل  يسهیمقا )9-3(شکل 

 چهارضلعی یحول گشودگ
 

 
 یطیتنش مح عیتوز يمحدود برا يحل حاضر و حل اجزا يسهیمقا )10-3(شکل 

 یضلعپنج یحول گشودگ
ي حل حاضر و حل اجزاي محدود را براي توزیع تنش محیطی حول گشودگی ) مقایسه10-3(شکل 

، δ=270ي شار حرارتی ، زاویهγ=0ي الیاف با در نظر گرفتن زاویهدهد. این بررسی نیز ضلعی نشان میپنج

 انجام شده است. ω=0.08 هاي گشودگیانحناي گوشه و β=0ي چرخش گشودگی زاویه
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براي اشکال  طور که نشان داده شده است، نتایج حاصل از حل تحلیلی حاضر و حل اجزاي محدودهمان

کاملا به هم نزدیک هستند. نزدیکی نتایج دو روش، تأییدي بر صحت حل تحلیلی  مختلف گشودگی

حاضر است. همچنین در مواردي که نتایج حاضر با نتایج حاصل از تحقیقات دیگران مقایسه شده است، 

 شود.درستی روابط و نتایج این حل اثبات می

ي مورد بررسی استخراج شد و نتایج حاصل از این حل معادلات حاکم بر مسألهروابط و در این فصل، 

ه گرفته توسط مراجع دیگر مقایستحلیلی با نتایج حاصل از روش اجزاي محدود و نیز حل تحلیلی صورت

ي شار حرارتی، ي چرخش گشودگی، زاویهي الیاف، زاویههشد. در فصل بعد، تأثیر پارامترهاي زاوی

راي ب جایی ایجادشدهبر بیشترین تنش و جابه هاي گشودگیکشیدگی گشودگی و انحناي گوشه

ضلعی بررسی خواهد شد.هاي مثلثی، چهارضلعی و پنجگشودگی
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یع تنشتأثیر پارامترهاي مؤثر بر توز 

 



 

 مقدمه 4-1

در طراحی صفحات، بیشترین تنش ایجادشده در صفحه و به حداقل رساندن مقدار آن حائز اهمیت 

طور که گفته شد، از آنجا که منبع حرارتی در صفحه وجود ندارد، بیشترین تنش ایجادشده همان است.

مرزي و عدم وجود منبع افتد. همچنین با توجه به شرایط ي حول گشودگی اتفاق میدر صفحه در ناحیه

 است. θσشده در مرز گشودگی حرارتی در داخل گشودگی، تنها تنش ایجاد

ي یهي الیاف ماده، زاوي چرخش گشودگی، کشیدگی گشودگی، زاویه، تأثیر پارامترهاي زاویهفصلدر این 

جادشده ایجایی هاي گشودگی بر بیشترین تنش حرارتی و بیشترین جابهشار حرارتی و انحناي گوشه

 هايترابتدا تأثیر پارام .مورد بررسی قرار گرفته است ضلعی، چهارضلعی و پنجمثلثی هايحول گشودگی

، ندشوکه پارامترهاي اصلی نامیده می ي شار حرارتیي چرخش گشودگی و زاویهي الیاف ماده، زاویهزاویه

است. به این ترتیب که با تغییر هر یک طور مجزا و با ثابت بودن سایر پارامترها بررسی شده هرکدام به

زارش شده جایی گاز این سه پارامتر و ثابت نگه داشتن سایر پارامترها، بیشترین تنش و بیشترین جابه

 است. سپس این نتایج با تغییر پارامترهاي دیگر بررسی شده است.

در  است.انتخاب شده  Graphite/Epoxy AS/3501ي ارتوتروپیک از جنس ي نتایج، صفحهدر همه

𝜎𝜎𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛صورت بعد بهتمامی نتایج، مقادیر بیشترین تنش بی = 𝜎𝜎𝜃𝜃𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
𝐸𝐸11𝛼𝛼11𝑞𝑞𝑞𝑞/𝑘𝑘11

شود که در آن تعریف می 

𝜎𝜎𝜃𝜃 عد بجایی شعاعی بیبیشترین تنش ایجادشده در اطراف گشودگی است. همچنین بیشترین جابه

𝑢𝑢𝑟𝑟𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛صورت به = 𝑢𝑢𝑟𝑟𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
𝜆𝜆

جایی ایجادشده در اطراف بیشترین جابه 𝑢𝑢𝑟𝑟که در آن  ودشتعریف می 

، وقتی که بیشترین تنش ایجادشده در اطراف گشودگی به کمترین مقدار بررسی. در این گشودگی است

امطلوب رسد، تنش نرسد، تنش مطلوب و حالتی که بیشترین تنش ایجادشده به بیشترین مقدار میمی

تواند از شکست ماده جلوگیري کرده و عمر لت تنش مطلوب، میبدیهی است که رسیدن به حا است.

 سازه را افزایش دهد.
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 گشودگی مثلثی 4-2

توان گشودگی مثلثی را مدل کرد. در حالتی انتخاب شود، می n=2ي تابع نگاشت، مقدار اگر در رابطه

با تغییر  ) مشاهده شد،2-3(شکل طور که در همان باشد، مثلث ایجادشده منتظم خواهد بود. c=1که 

بیشتر  0.5اگر مقدار این پارامتر از  هاي گشودگی را کنترل کرد.توان انحناي گوشهمی ωمقدار پارامتر 

هاي مثلث خود را در گوشه )1-4(شکل با توجه به ماهیت تابع نگاشت، منحنی گشودگی مطابق  شود،

 کند و نتایج دیگر معتبر نیستند.قطع می

 
 ω=0.7) گشودگی مثلثی با 1-4(شکل 

 ي الیاف مادهتأثیر زاویه 4-2-1

جایی اطراف گشودگی در صفحات توزیع تنش و جابه يمقدار و نحوه دریکی از پارامترهاي مهم 

اي است که این الیاف با محور ي الیاف ماده، زاویهمنظور از زاویه) است. γي الیاف ماده (کامپوزیتی، زاویه

رها ثابت تجایی، ابتدا سایر پارامبر توزیع تنش و جابهماده ي الیاف براي بررسی تأثیر زاویهسازند. افق می

ایی جشوند. سپس با تغییر سایر پارامترها، تأثیر همزمان آنها بر توزیع تنش و جابهدر نظر گرفته می

 گزارش خواهد شد.
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) نشان داده شده 2-4(شکل بعد حول گشودگی مثلثی در ي الیاف ماده بر بیشترین تنش بیتأثیر زاویه

نسبت  ،β=0ي چرخش گشودگی ، زاویهδ=270ي شار حرارتی است. این بررسی با در نظر گرفتن زاویه

شکل انجام شده است. با توجه به  ω=0.25هاي گشودگی و انحناي گوشه c=1دگی گشودگی کشی

افتد. اتفاق می γ=90و  γ=0، تنش مطلوب و تنش نامطلوب به ترتیب در زوایاي الیاف نزدیک به )4-2(

ي بین راستاي الیاف ماده و شار حرارتی به صفر نتایج نشان داد در هر نقطه از گشودگی، هرچه زاویه

تر شود، تنش در آن نقطه نزدیک 90تنش در آن نقطه بیشتر شده و هرچه این زاویه به  تر شود،نزدیک

 کمتر خواهد شد.

 
 بعدیتنش ب نیشتریبر ب افیال يهیزاو ریتأث) 2-4(شکل 

ان بعد را در مقادیر مختلف کشیدگی گشودگی نشي الیاف بر بیشترین تنش بی)، تأثیر زاویه3-4(شکل 

، بیشترین cشود، با افزایش پارامتر نسبت کشیدگی مشاهده می) 3-4(شکل طور که در دهد. همانمی

، علاوه yیابد. علت آن این است که با افزایش کشیدگی گشودگی در راستاي تنش ایجادشده افزایش می

الاضلاع خارج شده و مقدار حالت مثلث متساوي ي گشودگی، شکل گشودگی ازبر بزرگتر شدن اندازه

هاي ها ماکزیمم تنش در گوشهشود. با توجه به اینکه در این حالتزوایاي دو رأس از مثلث کمتر می

ي گشودگی، تمرکز تنش در این نقاط شدیدتر شده و افتد، با تیز شدن این دو گوشهگشودگی اتفاق می

58 
 



 

یابد. لذا با افزایش کشیدگی گشودگی، تنش نامطلوب حاصل ش میمقدار تنش ایجادشده در آنها افزای

 شود.می

 
 یدگیمختلف کش ریدر مقاد بعدیتنش ب نیشتریبر ب افیال يهیزاو ریتأث )3-4(شکل 

 یگشودگ
 

 
 يامختلف انحن ریدر مقاد بعدیتنش ب نیشتریبر ب افیال يهیزاو ریتأث )4-4(شکل 

 یگشودگ هايگوشه
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کل شهاي گشودگی در بعد در مقادیر مختلف انحناي گوشهي الیاف بر بیشترین تنش بیتأثیر زاویه

و تیزتر  ωشود، با افزایش پارامتر ) مشاهده می4-4(شکل طور که در ) نشان داده شده است. همان4-4(

که در  شود. از آنجاگشودگی، تمرکز تنش در آنها بیشتر شده و تنش بیشتري ایجاد میهاي شدن گوشه

افتد، با کاهش هاي آن اتفاق میي گوشهها ماکزیمم تنش حول گشودگی مثلثی در ناحیهاین حالت

 هاي گشودگی، تنش نامطلوب حاصلعبارتی تیزتر شدن گوشههاي گشودگی و یا بهشعاع انحناي گوشه

 د.شومی

هاي هایی از برخی نمودارهاي مربوط به بیشترین تنش، نوساندر قسمت ،ωبا افزایش مقدار پارامتر 

هاي گشودگی شود. از آنجا که در این موارد بیشترین تنش در نواحی اطراف گوشهکوچکی مشاهده می

رین یافتن بیشتدست آوردن مقدار بیشترین تنش مستلزم جستجو در این نواحی و شود، بهایجاد می

دلیل تغییر ناگهانی شیب منحنی گشودگی در این نواحی است. چرا که ها بهمقدار آن است. این نوسان

ي چرخش گشودگی، ي شار حرارتی و زاویهي الیاف ماده، زاویهبسته به پارامترهاي مختلف مانند زاویه

ه به گشت منحنی اتفاق بیفتد. با توجي بازي قبل و یا بعد از نقطهبیشترین تنش ممکن است در ناحیه

 يتر شده و در نتیجه نقطهي تغییر شیب تنگافزایش یابد، ناحیه ωفرم تابع نگاشت، هرچه مقدار پارامتر 

ناپیوستگی  کند. با افزایشهاي کاملاً متفاوت تغییر میوقوع بیشترین تنش دائماً بین نقاطی با بردار نرمال

ج طور که گفته شد، نتاییابد. همانها افزایش مینرمال بر سطح، نوسان شیب منحنی گشودگی و بردار

نتایج دیگر  بیشتر شود، 0.5معتبر هستند. اما اگر مقدار این پارامتر از  ω=0.5مقادیر بیشترین تنش تا 

تري طور پیوستهبردار نرمال و شیب منحنی گشودگی به ،ωمعتبر نیستند. با کمتر شدن مقدار پارامتر 

ل که شکهاي دایروي و بیضیکند. در حالت گشودگیها کاهش پیدا میغییر کرده و در نتیجه نوسانت

ω=0  است، هیچ نوسانی از این نوع در نمودارهاي مربوط به بیشترین تنش حرارتی ایجادشده وجود

 .[40]رد ندا

هد. دبعد را در زوایاي مختلف شار حرارتی نشان میي الیاف بر بیشترین تنش بی) تأثیر زاویه5-4(شکل 

ند. کمحل وقوع بیشترین تنش حول گشودگی تغییر می ،تیي شار حراربا تغییر زاویه ها نشان دادبررسی
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ي بین بردار نرمال بر منحنی گشودگی و بردار هاي گشودگی هرچه زاویهتر، در گوشهعبارتی دقیقبه

تر نزدیک 90تر باشد، تنش ایجادشده در آن گوشه بیشتر و هرچه این زاویه به شار حرارتی به صفر نزدیک

) این موضوع براي گشودگی مثلثی 6-3(شکل باشد، تنش ایجادشده در آن گوشه کمتر خواهد بود. در 

شکل که فاقد گوشه هستند در هاي دایروي و بیضی) براي گشودگی8-3(شکل ) و 7-3(شکل و نیز در 

 شود.به وضوح مشاهده می δ=270حالت 

 
مختلف شار  يایدر زوا بعدیتنش ب نیشتریبر ب افیال يهیزاو ریتأث )5-4(شکل 

 یحرارت

کل شي چرخش گشودگی در بعد در مقادیر مختلف زاویهي الیاف بر بیشترین تنش بیتأثیر زاویه

هاي گشودگی و نیز ي چرخش گشودگی، محل گوشه) نشان داده شده است. با تغییر زاویه4-6(

ند. کبردار نرمال بر منحنی گشودگی تغییر کرده و در نتیجه محل وقوع بیشترین تنش نیز تغییر می

باشد، اگر گشودگی  δ=270ي اعمال شار حرارتی در حالتی که زاویه شود،طور که مشاهده میهمان

رسند. با هاي ایجادشده حول گشودگی به کمترین مقدار میچرخیده باشد، تنش β=90 يبه اندازه

 ند.کیابی به تنش مطلوب تغییر میي چرخش گشودگی براي دستي شار حرارتی، زاویهتغییر زاویه
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 يهیمختلف زاو ریدر مقاد بعدیتنش ب نیشتریبر ب افیال يهیزاو ریتأث) 6-4(شکل 

 یچرخش گشودگ
 

 
 بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب افیال يهیزاو ریتأث) 7-4(شکل 

این بررسی ) نشان داده شده است. 7-4(شکل بعد در جایی بیبیشترین جابهي الیاف ماده بر تأثیر زاویه

دگی گشودگی کشینسبت  ،β=0ي چرخش گشودگی ، زاویهδ=270ي شار حرارتی با در نظر گرفتن زاویه
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c=1 هاي گشودگی و انحناي گوشهω=0.25  .ي جابه)، بیشینه7-4(شکل با توجه به انجام شده است-

 افتد.اتفاق می γ=50ي جایی در زاویه

 بعد را در مقادیر مختلف کشیدگی گشودگیجایی بیي الیاف بر بیشترین جابه)، تأثیر زاویه8-4(شکل 

، علاوه yشود، با افزایش نسبت کشیدگی گشودگی در راستاي طور که مشاهده میدهد. هماننشان می

 یابند.هاي شعاعی نیز افزایش میجاییهاي حرارتی، جابهبر تنش

 
 مختلف ریدر مقاد بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب افیال يهیزاو ریتأث) 8-4(شکل 

 یگشودگ یدگیکش
شکل در  هاي گشودگیبعد در مقادیر مختلف انحناي گوشهجایی بیي الیاف بر بیشترین جابهتأثیر زاویه

-هاي حرارتی، مقدار جابهشود، علاوه بر تنشطور که مشاهده می) نشان داده شده است. همان4-9(

 یابد.هاي گشودگی افزایش میو تیزتر شدن گوشه ωهاي شعاعی نیز با افزایش پارامتر جایی

بعد را در زوایاي مختلف شار حرارتی نشان جایی بیي الیاف بر بیشترین جابه)، تأثیر زاویه10-4(شکل 

جایی انتخاب شود، کمترین جابه δ=90ي شار حرارتی شود، اگر زاویهطور که مشاهده میدهد. همانمی

 شود.شعاعی ایجاد می
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 مختلف ریدر مقاد بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب افیال يهیزاو ریتأث) 9-4(شکل 

 یگشودگ هايگوشه يانحنا
 

 
 مختلف يایدر زوا بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب افیال يهیزاو ریتأث) 10-4(شکل 

 یشار حرارت
کل شي چرخش گشودگی در بعد در مقادیر مختلف زاویهجایی بیي الیاف بر بیشترین جابهتأثیر زاویه

 ) نشان داده شده است.4-11(
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ف مختل ریدر مقاد بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب افیال يهیزاو ریتأث) 11-4(شکل 

 یچرخش گشودگ يهیزاو

 ي چرخش گشودگیتأثیر زاویه 4-2-2

 يگذارد، زاویهها میجایی اطراف گشودگیاي بر توزیع تنش و جابهیکی از پارامترهایی که اثر عمده

اي است که شکل گشودگی نسبت ي چرخش گشودگی، زاویه) است. منظور از زاویهβگشودگی (چرخش 

) براي انحناهاي مختلف 2-3(شکل ها در ي گشودگیي خود چرخیده است. حالت اولیهبه حالت اولیه

ر جایی، ابتدا سایبر توزیع تنش و جابه چرخش گشودگیي براي بررسی تأثیر زاویه رسم شده است.

شوند. سپس با تغییر سایر پارامترها، تأثیر همزمان آنها بر توزیع تنش پارامترها ثابت در نظر گرفته می

 هستند. β=120ها داراي دوره تناوب در این بخش جواب جایی گزارش خواهد شد.و جابه

) نشان 12-4(شکل بعد حول گشودگی مثلثی در ي چرخش گشودگی بر بیشترین تنش بیتأثیر زاویه

نسبت  ،γ=0الیاف  ي، زاویهδ=270ي شار حرارتی داده شده است. این بررسی با در نظر گرفتن زاویه

شکل انجام شده است. با توجه به  ω=0.25هاي گشودگی و انحناي گوشه c=1کشیدگی گشودگی 

طور که افتد. هماناتفاق می β=30و  β=90)، تنش مطلوب و تنش نامطلوب به ترتیب در زوایاي 4-12(

چرخیده  β=90ي باشد، اگر گشودگی به اندازه δ=270ي اعمال شار حرارتی در حالتی که زاویه گفته شد،
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ي شار حرارتی، رسند. با تغییر زاویهایجادشده حول گشودگی به کمترین مقدار میهاي باشد، تنش

 کند.یابی به تنش مطلوب تغییر میي چرخش گشودگی براي دستزاویه

 
 عدبیبتنش  نیشتریبر ب یچرخش گشودگ يهیوزا ریتأث) 12-4(شکل 

 

 
 ریدر مقاد بعدیتنش ب نیشتریبر ب یچرخش گشودگ يهیزاو ریتأث) 13-4(شکل 

 یگشودگ یدگیمختلف کش
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 بعد را در مقادیر مختلف کشیدگیي چرخش گشودگی بر بیشترین تنش بی)، تأثیر زاویه13-4(شکل 

، علاوه بر yطور که گفته شد، با افزایش کشیدگی گشودگی در راستاي همان دهد.گشودگی نشان می

الاضلاع خارج شده و مقدار شکل گشودگی از حالت مثلث متساويي گشودگی، بزرگتر شدن اندازه

هاي ها ماکزیمم تنش در گوشهشود. با توجه به اینکه در این حالتزوایاي دو رأس از مثلث کمتر می

ي گشودگی، تمرکز تنش در این نقاط شدیدتر شده و افتد، با تیز شدن این دو گوشهگشودگی اتفاق می

یابد. لذا با افزایش کشیدگی گشودگی، تنش نامطلوب حاصل در آنها افزایش میمقدار تنش ایجادشده 

 شود.می

شودگی هاي گبعد در مقادیر مختلف انحناي گوشهي چرخش گشودگی بر بیشترین تنش بیتأثیر زاویه

و تیزتر شدن  ωبا افزایش پارامتر  طور که گفته شد،) نشان داده شده است. همان14-4(شکل در 

ین شود. از آنجا که در اهاي گشودگی، تمرکز تنش در آنها بیشتر شده و تنش بیشتري ایجاد میگوشه

افتد، با کاهش شعاع هاي آن اتفاق میي گوشهگشودگی مثلثی در ناحیهها ماکزیمم تنش حول حالت

-هاي گشودگی، تنش نامطلوب حاصل میعبارتی تیزتر شدن گوشههاي گشودگی و یا بهانحناي گوشه

 شود.

 بعد را در زوایاي مختلف شار حرارتیي چرخش گشودگی بر بیشترین تنش بیتأثیر زاویه )،15-4(شکل 

ي چرخش گشودگی ي شار حرارتی، زاویهشود، با تغییر زاویهطور که مشاهده میدهد. هماننشان می

ي اویهزعنوان مثال، در حالتی که به کند.یابی به تنش مطلوب مورد نیاز است تغییر میکه براي دست

توان بیشترین تنش ایجادشده می β=60ي شار حرارتی صفر درجه باشد، با چرخش گشودگی به اندازه

ي چرخش گشودگی براي رسیدن به تنش مطلوب . این در حالی است که زاویهرا به کمترین حد رساند

 β=30د، حدود شودرجه نسبت به افق به گشودگی اعمال می δ=90ي هنگامی که شار حرارتی با زاویه

ي چرخش گشودگی، تنش ایجادشده را توان با تغییر زاویهي شار حرارتی، میبا توجه به زاویه باشد.می

 به کمترین حد ممکن رساند.
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 ریدر مقاد بعدیتنش ب نیشتریبر ب یچرخش گشودگ يهیزاو ریتأث )14-4(شکل 

 یگشودگ هايگوشه يمختلف انحنا
 

 
 يایدر زوا بعدیتنش ب نیشتریبر ب یچرخش گشودگ يهیزاو ریتأث )15-4(شکل 

 یمختلف شار حرارت
) 16-4(ل شکبعد در مقادیر مختلف زاویه الیاف در ي چرخش گشودگی بر بیشترین تنش بیتأثیر زاویه

 نشان داده شده است.
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 ریدر مقاد بعدیتنش ب نیشتریبر ب یچرخش گشودگ يهیزاو ریتأث) 16-4(شکل 

 افیال يهیمختلف زاو
 

 
 بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب یچرخش گشودگ يهیزاو ریتأث )17-4(شکل 

) نشان داده شده است. 17-4(شکل بعد در جایی بیي چرخش گشودگی بر بیشترین جابهتأثیر زاویه

نسبت کشیدگی گشودگی  ،γ=0ي الیاف ، زاویهδ=270ي شار حرارتی این بررسی با در نظر گرفتن زاویه

c=1 هاي گشودگی و انحناي گوشهω=0.25  در حالتی که 17-4(شکل انجام شده است. با توجه به ،(
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افتد و اتفاق می β=100و  β=80هاي جایی در زاویهي جابهاست، بیشینه δ=270ي شار حرارتی زاویه

شود. مقدار میجایی شعاعی ایجاد انتخاب شود، کمترین جابه β=30ي چرخش گشودگی اگر زاویه

 ند.کجایی با تغییر پارامترهاي دیگر تغییر مییابی به کمترین جابهي چرخش گشودگی براي دستزاویه

بعد را در مقادیر مختلف بیجایی ي چرخش گشودگی بر بیشترین جابه)، تأثیر زاویه18-4(شکل 

طور که گفته شد، با افزایش نسبت کشیدگی گشودگی در همان دهد.کشیدگی گشودگی نشان می

 یابند.هاي شعاعی نیز افزایش میجاییهاي حرارتی، جابه، علاوه بر تنشyراستاي 

 
در  بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب یچرخش گشودگ يهیزاو ریتأث) 18-4(شکل 

 یگشودگ یدگیمختلف کش ریمقاد
اي هبعد در مقادیر مختلف انحناي گوشهجایی بیي چرخش گشودگی بر بیشترین جابهتأثیر زاویه

هاي حرارتی، طور که گفته شد، علاوه بر تنشهمان ) نشان داده شده است.19-4(شکل گشودگی در 

 یابد.هاي گشودگی افزایش میو تیزتر شدن گوشه ωهاي شعاعی نیز با افزایش پارامتر جاییمقدار جابه

بعد را در زوایاي مختلف شار جایی بیي چرخش گشودگی بر بیشترین جابه)، تأثیر زاویه20-4(شکل 

تغییر کند، مقدار بیشترین  90ي شار حرارتی از صفر به سمت دهد. هرچه زاویهحرارتی نشان می

انتخاب شود،  δ=90ي شار حرارتی طور که گفته شد، اگر زاویهشود. همانمتر میجایی ایجادشده کجابه

 شود.جایی شعاعی ایجاد میکمترین جابه
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در  بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب یچرخش گشودگ يهیزاو ریتأث) 19-4(شکل 

 یگشودگ هايگوشه يمختلف انحنا ریمقاد
 

 
در  بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب یچرخش گشودگ يهیزاو ریتأث) 20-4(شکل 

 یمختلف شار حرارت يایزوا
شکل ر ي الیاف دبعد در مقادیر مختلف زاویهجایی بیي چرخش گشودگی بر بیشترین جابهتأثیر زاویه

ي زاویه هي چرخش گشودگی بزاویههرچه شود، طور که مشاهده می) نشان داده شده است. همان4-21(

 .ایجادشده مقدار کمتري خواهد داشتجایی جابه بیشترین، تر باشدنزدیکالیاف 
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در  بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب یچرخش گشودگ يهیزاو ریتأث) 21-4(شکل 

 افیال يهیمختلف زاو ریمقاد

 ي شار حرارتیتأثیر زاویه 4-2-3

ي اعمال شار حرارتی به صفحه یکی از پارامترهاي هاي قبل مشاهده شد، زاویهطور که در بخشهمان

ی، ي شار حرارتي آنها است. منظور از زاویهها و مقادیر بیشینهجاییتوزیع تنش و جابه کننده درتعیین

 سازند.نهایت با محور افق میاي است که بردارهاي شار حرارتی واردشده به ورق در بیزاویه

) نشان داده 22-4(شکل بعد حول گشودگی مثلثی در ي شار حرارتی بر بیشترین تنش بیتأثیر زاویه

نسبت  ،γ=0ي الیاف ، زاویهβ=0ي چرخش گشودگی شده است. این بررسی با در نظر گرفتن زاویه

شکل انجام شده است. با توجه به  ω=0.25هاي گشودگی و انحناي گوشه c=1کشیدگی گشودگی 

 افتد.اتفاق می δ=0و  δ=77)، تنش مطلوب و تنش نامطلوب به ترتیب در زوایاي 4-22(

دگی بعد را در مقادیر مختلف کشیدگی گشوي شار حرارتی بر بیشترین تنش بی)، تأثیر زاویه23-4(شکل 

، علاوه بر بزرگتر شدن yطور که گفته شد، با افزایش کشیدگی گشودگی در راستاي همان دهد.نشان می

زوایاي دو رأس از  الاضلاع خارج شده و مقداري گشودگی، شکل گشودگی از حالت مثلث متساوياندازه

هاي گشودگی اتفاق ها ماکزیمم تنش در گوشهشود. با توجه به اینکه در این حالتمثلث کمتر می
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ي گشودگی، تمرکز تنش در این نقاط شدیدتر شده و مقدار تنش افتد، با تیز شدن این دو گوشهمی

 ود.شش نامطلوب حاصل مییابد. لذا با افزایش کشیدگی گشودگی، تنایجادشده در آنها افزایش می

 
 بعدیتنش ب نیشتریبر ب یشار حرارت يهیزاو ریتأث )22-4(شکل 

 

 
لف مخت ریدر مقاد بعدیتنش ب نیشتریبر ب یشار حرارت يهیزاو ریتأث) 23-4(شکل 

 یگشودگ یدگیکش
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لف مخت ریدر مقاد بعدیتنش ب نیشتریبر ب یشار حرارت يهیزاو ریتأث) 24-4(شکل 

 یگشودگ هايگوشه يانحنا
 

 
لف مخت ریدر مقاد بعدیتنش ب نیشتریبر ب یشار حرارت يهیزاو ریتأث) 25-4(شکل 

 افیال يهیزاو
ی در هاي گشودگبعد در مقادیر مختلف انحناي گوشهي شار حرارتی بر بیشترین تنش بیتأثیر زاویه

هاي و تیزتر شدن گوشه ωبا افزایش پارامتر  طور که گفته شد،همان ) نشان داده شده است.24-4(شکل 

ا هشود. از آنجا که در این حالتگشودگی، تمرکز تنش در آنها بیشتر شده و تنش بیشتري ایجاد می
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افتد، با کاهش شعاع انحناي هاي آن اتفاق میي گوشهماکزیمم تنش حول گشودگی مثلثی در ناحیه

 ود.شهاي گشودگی، تنش نامطلوب حاصل میعبارتی تیزتر شدن گوشهیا بههاي گشودگی و گوشه

یاف نشان ي البعد را در مقادیر مختلف زاویهي شار حرارتی بر بیشترین تنش بی) تأثیر زاویه25-4(شکل 

 دهد.می

کل شبعد در مقادیر مختلف زاویه چرخش گشودگی در ي شار حرارتی بر بیشترین تنش بیتأثیر زاویه

ارتی، با انتخاب ي شار حرشود، در هر زاویهطور که مشاهده می) نشان داده شده است. همان4-26(

 توان به تنش مطلوب دست یافت.ي چرخش مناسب میزاویه

 
لف مخت ریدر مقاد بعدیتنش ب نیشتریبر ب یشار حرارت يهیزاو ریتأث) 26-4(شکل 

 یچرخش گشودگ يهیزاو
) نشان داده شده است. این 27-4(شکل بعد در بیجایی ي شار حرارتی بر بیشترین جابهتأثیر زاویه

نسبت کشیدگی گشودگی  ،γ=0ي الیاف ، زاویهβ=0ي چرخش گشودگی بررسی با در نظر گرفتن زاویه

c=1 هاي گشودگی و انحناي گوشهω=0.25 .ي )، بیشینه27-4(شکل با توجه به  انجام شده است

 افتد.اتفاق می δ=170ي جایی در حدود زاویهجابه
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 بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب یشار حرارت يهیزاو ریتأث) 27-4(شکل 

 

 
 ریدر مقاد بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب یشار حرارت يهیزاو ریتأث) 28-4(شکل 

 یگشودگ یدگیمختلف کش
بعد را در مقادیر مختلف کشیدگی جایی بیي شار حرارتی بر بیشترین جابه)، تأثیر زاویه28-4(شکل 

، yطور که گفته شد، با افزایش نسبت کشیدگی گشودگی در راستاي همان دهد.گشودگی نشان می

 یابند.هاي شعاعی نیز افزایش میجاییبههاي حرارتی، جاعلاوه بر تنش
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 ریدر مقاد بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب یشار حرارت يهیزاو ریتأث) 29-4(شکل 

 یگشودگ هايگوشه يمختلف انحنا
 

 
 ریدر مقاد بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب یشار حرارت يهیزاو ریتأث) 30-4(شکل 

 افیال يهیمختلف زاو
شودگی هاي گبعد در مقادیر مختلف انحناي گوشهجایی بیي شار حرارتی بر بیشترین جابهتأثیر زاویه

هاي حرارتی، مقدار طور که گفته شد، علاوه بر تنشهمان ) نشان داده شده است.29-4(شکل در 

 یابد.هاي گشودگی افزایش میو تیزتر شدن گوشه ωهاي شعاعی نیز با افزایش پارامتر جاییجابه
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الیاف  يبعد را در مقادیر مختلف زاویهجایی بیي شار حرارتی بر بیشترین جابه)، تأثیر زاویه30-4(شکل 

 دهد.نشان می

ی در ي چرخش گشودگبعد در مقادیر مختلف زاویهجایی بیي شار حرارتی بر بیشترین جابهتأثیر زاویه

ي چرخش گشودگی با شود، در هر زاویهطور که مشاهده می) نشان داده شده است. همان31-4(شکل 

ها دست یافت. همچنین جاییجابهتوان به کمترین می δ=270و یا  δ=90ي شار حرارتی انتخاب زاویه

جایی ممکن حاصل کمترین مقدار جابه β=90ي چرخش گشودگی با انتخاب زاویه ،δ=90 حالت در

 شود.می

 
 ریدر مقاد بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب یشار حرارت يهیزاو ریتأث) 31-4(شکل 

 یچرخش گشودگ يهیمختلف زاو

 چهارضلعیگشودگی  4-3

انتخاب شود. در حالتی  n=3ي تابع نگاشت باید مقدار براي مدل کردن گشودگی چهارضلعی، در رابطه

) مشاهده شد، با 2-3(شکل طور که در باشد، چهارضلعی ایجادشده منتظم خواهد بود. همان c=1که 

 0.33هاي گشودگی را کنترل کرد. اگر مقدار این پارامتر از توان انحناي گوشهمی ωتغییر مقدار پارامتر 
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هاي خود را در گوشه )32-4(شکل  با توجه به ماهیت تابع نگاشت، منحنی گشودگی مطابق بیشتر شود،

 کند و نتایج دیگر معتبر نیستند.قطع می چهارضلعی

 
 ω=0.5با  چهارضلعی یگشودگ )32-4(شکل 

 ي الیاف مادهتأثیر زاویه 4-3-1

) نشان داده 33-4(شکل بعد حول گشودگی چهارضلعی در الیاف ماده بر بیشترین تنش بیي تأثیر زاویه

 ،β=0ي چرخش گشودگی ، زاویهδ=270ي شار حرارتی شده است. این بررسی با در نظر گرفتن زاویه

انجام شده است. با توجه به  ω=0.125هاي گشودگی و انحناي گوشه c=1دگی گشودگی کشینسبت 

فاق ات γ=90و  γ=0)، تنش مطلوب و تنش نامطلوب به ترتیب در زوایاي الیاف نزدیک به 33-4(شکل 

ن ي بیافتد. در مورد گشودگی چهارضلعی نیز نتایج نشان داد در هر نقطه از گشودگی، هرچه زاویهمی

تر شود، تنش در آن نقطه بیشتر شده و هرچه این زاویه راستاي الیاف ماده و شار حرارتی به صفر نزدیک

 تر شود، تنش در آن نقطه کمتر خواهد شد.نزدیک 90به 

بعد را در مقادیر مختلف کشیدگی گشودگی ي الیاف بر بیشترین تنش بی)، تأثیر زاویه34-4(شکل 

با  در مورد گشودگی چهارضلعی نیز شود،مشاهده می )34-4(شکل  طور که دردهد. هماننشان می

 یابد.، بیشترین تنش ایجادشده افزایش میcافزایش پارامتر نسبت کشیدگی 
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 بعدیتنش ب نیشتریبر ب افیال يهیزاو ریتأث )33-4(شکل 

 

 
مختلف  ریدر مقاد بعدیتنش ب نیشتریبر ب افیال يهیزاو ریتأث) 34-4(شکل 

 یگشودگ یدگیکش
کل شهاي گشودگی در بعد در مقادیر مختلف انحناي گوشهي الیاف بر بیشترین تنش بیتأثیر زاویه

شود، در حالت گشودگی ) مشاهده می35-4(شکل طور که در ) نشان داده شده است. همان4-35(
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هاي گشودگی، تمرکز تنش در آنها بیشتر شده و تیزتر شدن گوشه ωچهارضلعی نیز با افزایش پارامتر 

 شود.و تنش نامطلوب حاصل می

 
 ينامختلف انح ریدر مقاد بعدیتنش ب نیشتریبر ب افیال يهیزاو ریتأث) 35-4(شکل 

 یگشودگ هايگوشه
 

 
 مختلف شار يایدر زوا بعدیتنش ب نیشتریبر ب افیال يهیزاو ریتأث) 36-4(شکل 

 یحرارت
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هد. دبعد را در زوایاي مختلف شار حرارتی نشان میي الیاف بر بیشترین تنش بی) تأثیر زاویه36-4(شکل 

رین محل وقوع بیشت ،ي شار حرارتیبا تغییر زاویه ها نشان داددر حالت گشودگی چهارضلعی نیز بررسی

بردار  ي بینهاي گشودگی هرچه زاویهتر، در گوشهعبارتی دقیقکند. بهی تغییر میتنش حول گشودگ

تر باشد، تنش ایجادشده در آن گوشه نرمال بر منحنی گشودگی و بردار شار حرارتی به صفر نزدیک

 تر باشد، تنش ایجادشده در آن گوشه کمتر خواهد بود.نزدیک 90بیشتر و هرچه این زاویه به 

 
 يهیمختلف زاو ریدر مقاد بعدیتنش ب نیشتریبر ب افیال يهیزاو ریتأث) 37-4(شکل 

 یچرخش گشودگ
) 37-4(کل شي چرخش گشودگی در بعد در مقادیر مختلف زاویهي الیاف بر بیشترین تنش بیتأثیر زاویه

اي هي چرخش گشودگی، محل گوشهتر گفته شد، با تغییر زاویهطور که پیشنشان داده شده است. همان

گشودگی و نیز بردار نرمال بر منحنی گشودگی تغییر کرده و در نتیجه محل وقوع بیشترین تنش نیز 

باشد، اگر  δ=270ي اعمال شار حرارتی شود، در حالتی که زاویهطور که مشاهده می. همانکندتغییر می

-هاي ایجادشده حول گشودگی به کمترین مقدار میچرخیده باشد، تنش β=90ي گشودگی به اندازه

یابی به تنش مطلوب تغییر ي چرخش گشودگی براي دستي شار حرارتی، زاویهرسند. با تغییر زاویه

درجه، شکل  90ي کند. از آنجا که شکل گشودگی چهارضلعی منتظم است، با چرخش آن به اندازهمی
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 β=45هاي ) جواب حالت37-4(شکل ي مسأله تغییر نخواهد کرد. به همین علت در گشودگی و هندسه

 با هم برابر هستند. β=180و  β=90هاي با هم و جواب حالت β=135و 

این بررسی ) نشان داده شده است. 38-4(شکل بعد در جایی بیي الیاف ماده بر بیشترین جابهتأثیر زاویه

دگی گشودگی کشینسبت  ،β=0ي چرخش گشودگی ، زاویهδ=270ي شار حرارتی با در نظر گرفتن زاویه

c=1 هاي گشودگی و انحناي گوشهω=0.125  .ي )، بیشینه38-4(شکل با توجه به انجام شده است

 افتد.اتفاق می γ=112و  γ=67 وایايجایی در زجابه

 
 بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب افیال يهیزاو ریتأث) 38-4(شکل 

ی بعد را در مقادیر مختلف کشیدگی گشودگجایی بیي الیاف بر بیشترین جابه)، تأثیر زاویه39-4(شکل 

، علاوه yتر گفته شد، با افزایش نسبت کشیدگی گشودگی در راستاي طور که پیشدهد. هماننشان می

 یابند.هاي شعاعی نیز افزایش میجاییجابههاي حرارتی، بر تنش

شکل در  هاي گشودگیبعد در مقادیر مختلف انحناي گوشهجایی بیي الیاف بر بیشترین جابهتأثیر زاویه

هاي جاییهاي حرارتی، مقدار جابهطور که گفته شد، علاوه بر تنش) نشان داده شده است. همان4-40(

 یابد.هاي گشودگی افزایش میو تیزتر شدن گوشه ωشعاعی نیز با افزایش پارامتر 
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ف مختل ریدر مقاد بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب افیال يهیزاو ریتأث) 39-4(شکل 

 یگشودگ یدگیکش
 

 
ف مختل ریدر مقاد بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب افیال يهیزاو ریتأث) 40-4(شکل 

 یگشودگ هايانحناي گوشه
بعد را در زوایاي مختلف شار حرارتی نشان جایی بیي الیاف بر بیشترین جابه)، تأثیر زاویه41-4(شکل 

ي شار حرارتی اگر زاویه در حالت گشودگی چهارضلعی نیز شود،طور که مشاهده میدهد. همانمی

δ=90  ،شود.جایی شعاعی ایجاد میکمترین جابهي کمی از زوایاي الیاف، جز محدودهبه انتخاب شود 
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 مختلف يایدر زوا بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب افیال يهیزاو ریتأث) 41-4(شکل 

 یشار حرارت
 

 
ف مختل ریدر مقاد بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب افیال يهیزاو ریتأث) 42-4(شکل 

 یچرخش گشودگ يهیزاو
کل شي چرخش گشودگی در بعد در مقادیر مختلف زاویهجایی بیي الیاف بر بیشترین جابهتأثیر زاویه

با هم و جواب  β=135و  β=45هاي جواب حالتشود که مشاهده می ) نشان داده شده است.4-42(

 با هم برابر هستند. β=180و  β=90هاي حالت
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 ي چرخش گشودگیتأثیر زاویه 4-3-2

) 43-4(شکل بعد حول گشودگی چهارضلعی در ي چرخش گشودگی بر بیشترین تنش بیتأثیر زاویه

 ،γ=0ي الیاف ، زاویهδ=270ي شار حرارتی نشان داده شده است. این بررسی با در نظر گرفتن زاویه

انجام شده است. با توجه به  ω=0.125هاي گشودگی و انحناي گوشه c=1نسبت کشیدگی گشودگی 

 افتد.اتفاق می β=0و  β=45)، تنش مطلوب و تنش نامطلوب به ترتیب در زوایاي 43-4(شکل 

 

 بعدیتنش ب نیشتریبر ب یچرخش گشودگ يهیزاو ریتأث) 43-4(شکل 

 بعد را در مقادیر مختلف کشیدگیي چرخش گشودگی بر بیشترین تنش بی)، تأثیر زاویه44-4(شکل 

طور که گفته شد، در حالت گشودگی چهارضلعی نیز با افزایش کشیدگی همان دهد.گشودگی نشان می

 شود.تنش نامطلوب حاصل می yگشودگی در راستاي 

شودگی هاي گبعد در مقادیر مختلف انحناي گوشهي چرخش گشودگی بر بیشترین تنش بیتأثیر زاویه

و تیزتر شدن  ωبا افزایش پارامتر  طور که گفته شد،) نشان داده شده است. همان45-4(شکل  در

 .شودهاي گشودگی، تمرکز تنش در آنها بیشتر شده و تنش نامطلوب حاصل میگوشه
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 ریدر مقاد بعدیتنش ب نیشتریبر ب یچرخش گشودگ يهیزاو ریتأث) 44-4(شکل 

 یگشودگ یدگیمختلف کش
 

 
 ریدر مقاد بعدیتنش ب نیشتریبر ب یچرخش گشودگ يهیزاو ریتأث) 45-4(شکل 

 یگشودگ هايگوشه يمختلف انحنا
 بعد را در زوایاي مختلف شار حرارتیي چرخش گشودگی بر بیشترین تنش بی)، تأثیر زاویه46-4(شکل 

ي چرخش گشودگی ي شار حرارتی، زاویهشود، با تغییر زاویهطور که مشاهده میدهد. هماننشان می
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توان می ي شار حرارتی،کند. با توجه به زاویهتنش مطلوب مورد نیاز است تغییر مییابی به که براي دست

 .ي چرخش گشودگی، تنش ایجادشده را به کمترین حد ممکن رساندبا تغییر زاویه

 
 يایدر زوا بعدیتنش ب نیشتریبر ب یچرخش گشودگ يهیزاو ریتأث) 46-4(شکل 

 یمختلف شار حرارت
 

 
 ریدر مقاد بعدیتنش ب نیشتریبر ب یچرخش گشودگ يهیزاو ریتأث) 47-4(شکل 

 افیال يهیمختلف زاو
 

88 
 



 

) 47-4(ل شکبعد در مقادیر مختلف زاویه الیاف در ي چرخش گشودگی بر بیشترین تنش بیتأثیر زاویه

 نشان داده شده است.

) نشان داده شده است. 48-4(شکل بعد در جایی بیي چرخش گشودگی بر بیشترین جابهتأثیر زاویه

نسبت کشیدگی گشودگی  ،γ=0ي الیاف ، زاویهδ=270ي شار حرارتی این بررسی با در نظر گرفتن زاویه

c=1 هاي گشودگی و انحناي گوشهω=0.125 در حالتی که 48-4(شکل  انجام شده است. با توجه به ،(

افتد و اگر اتفاق می β=63و  β=27هاي جایی در زاویهي جابهاست، بیشینه δ=270ي شار حرارتی زاویه

ي شود. مقدار زاویهمیجایی شعاعی ایجاد انتخاب شود، کمترین جابه β=0ي چرخش گشودگی زاویه

 ند.کجایی با تغییر پارامترهاي دیگر تغییر مییابی به کمترین جابهچرخش گشودگی براي دست

 
 بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب یچرخش گشودگ يهیزاو ریتأث) 48-4(شکل 

بعد را در مقادیر مختلف جایی بیي چرخش گشودگی بر بیشترین جابه)، تأثیر زاویه49-4(شکل 

طور که گفته شد، با افزایش نسبت کشیدگی گشودگی در همان دهد.کشیدگی گشودگی نشان می

 یابند.هاي شعاعی نیز افزایش میجاییجابههاي حرارتی، ، علاوه بر تنشyراستاي 

اي هبعد در مقادیر مختلف انحناي گوشهجایی بیي چرخش گشودگی بر بیشترین جابهتأثیر زاویه

هاي حرارتی، طور که گفته شد، علاوه بر تنشهمان ) نشان داده شده است.50-4(شکل گشودگی در 
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 یابد.هاي گشودگی افزایش میو تیزتر شدن گوشه ωهاي شعاعی نیز با افزایش پارامتر جاییمقدار جابه

 
در  بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب یچرخش گشودگ يهیزاو ریتأث) 49-4(شکل 

 یگشودگ یدگیمختلف کش ریمقاد
 

 
در  بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب یچرخش گشودگ يهیزاو ریتأث) 50-4(شکل 

 یگشودگ هايگوشه يمختلف انحنا ریمقاد
بعد را در زوایاي مختلف شار جایی بیي چرخش گشودگی بر بیشترین جابه)، تأثیر زاویه51-4(شکل 

تغییر کند، مقدار بیشترین  90ي شار حرارتی از صفر به سمت دهد. هرچه زاویهحرارتی نشان می
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انتخاب شود،  δ=90ي شار حرارتی طور که گفته شد، اگر زاویهشود. همانجایی ایجادشده کمتر میجابه

 شود.جایی شعاعی ایجاد میکمترین جابه

 
در  بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب یچرخش گشودگ يهیزاو ریتأث) 51-4(شکل 

 یمختلف شار حرارت يایزوا
 

 
در  بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب یچرخش گشودگ يهیزاو ریتأث) 52-4(شکل 

 افیال يهیمختلف زاو ریمقاد
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شکل ر ي الیاف دبعد در مقادیر مختلف زاویهجایی بیي چرخش گشودگی بر بیشترین جابهتأثیر زاویه

ي الیاف ي چرخش گشودگی به زاویهطور که گفته شد، هرچه زاویههمان) نشان داده شده است. 4-52(

 جایی ایجادشده مقدار کمتري خواهد داشت.تر باشد، بیشترین جابهنزدیک

 ي شار حرارتیتأثیر زاویه 4-3-3

) نشان 53-4(شکل بعد حول گشودگی چهارضلعی در شار حرارتی بر بیشترین تنش بی يتأثیر زاویه

نسبت  ،γ=0ي الیاف ، زاویهβ=0ي چرخش گشودگی داده شده است. این بررسی با در نظر گرفتن زاویه

شکل انجام شده است. با توجه به  ω=0.125هاي گشودگی و انحناي گوشه c=1کشیدگی گشودگی 

اتفاق  δ=180و  δ=0و تنش نامطلوب در زوایاي  δ=263و  δ=97)، تنش مطلوب در زوایاي 4-53(

 .افتدمی

 

 بعدیتنش ب نیشتریبر ب یشار حرارت يهیزاو ریتأث) 53-4(شکل 

دگی بعد را در مقادیر مختلف کشیدگی گشوي شار حرارتی بر بیشترین تنش بی)، تأثیر زاویه54-4(شکل 

، تنش نامطلوب حاصل yطور که گفته شد، با افزایش کشیدگی گشودگی در راستاي همان دهد.نشان می

 شود.می
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لف مخت ریدر مقاد بعدیتنش ب نیشتریبر ب یشار حرارت يهیزاو ریتأث) 54-4(شکل 

 یگشودگ یدگیکش
 

 
لف مخت ریدر مقاد بعدیتنش ب نیشتریبر ب یشار حرارت يهیزاو ریتأث) 55-4(شکل 

 یگشودگ هايگوشه يانحنا
 ی درهاي گشودگبعد در مقادیر مختلف انحناي گوشهي شار حرارتی بر بیشترین تنش بیتأثیر زاویه

هاي و تیزتر شدن گوشه ωبا افزایش پارامتر  طور که گفته شد،همان ) نشان داده شده است.55-4(شکل 

 شود.گشودگی، تمرکز تنش در آنها بیشتر شده و تنش نامطلوب حاصل می
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لف مخت ریدر مقاد بعدیتنش ب نیشتریبر ب یشار حرارت يهیزاو ریتأث) 56-4(شکل 

 افیال يهیزاو
یاف نشان ي البعد را در مقادیر مختلف زاویهي شار حرارتی بر بیشترین تنش بی) تأثیر زاویه56-4(شکل 

 دهد.می

 
لف مخت ریدر مقاد بعدیتنش ب نیشتریبر ب یشار حرارت يهیزاو ریتأث) 57-4(شکل 

 یچرخش گشودگ يهیزاو
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کل شبعد در مقادیر مختلف زاویه چرخش گشودگی در ي شار حرارتی بر بیشترین تنش بیتأثیر زاویه

با هم و جواب  β=135و  β=45هاي جواب حالتشود که ) نشان داده شده است. مشاهده می4-57(

ي چرخش ي شار حرارتی، با انتخاب زاویهدر هر زاویه با هم برابر هستند. β=180و  β=90هاي حالت

 مطلوب دست یافت.توان به تنش مناسب می

) نشان داده شده است. این 58-4(شکل  بعد درجایی بیي شار حرارتی بر بیشترین جابهتأثیر زاویه

نسبت کشیدگی گشودگی  ،γ=0ي الیاف ، زاویهβ=0ي چرخش گشودگی بررسی با در نظر گرفتن زاویه

c=1 هاي گشودگی و انحناي گوشهω=0.125 .ي )، بیشینه58-4(شکل با توجه به  انجام شده است

 افتد.اتفاق می δ=90جایی در ي جابهو کمینه δ=0ي جایی در زاویهجابه

 
 بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب یشار حرارت يهیزاو ریتأث) 58-4(شکل 

بعد را در مقادیر مختلف کشیدگی جایی بیي شار حرارتی بر بیشترین جابه)، تأثیر زاویه59-4(شکل 

، yطور که گفته شد، با افزایش نسبت کشیدگی گشودگی در راستاي همان دهد.گشودگی نشان می

 یابند.هاي شعاعی نیز افزایش میجاییهاي حرارتی، جابهعلاوه بر تنش

شودگی هاي گبعد در مقادیر مختلف انحناي گوشهجایی بیي شار حرارتی بر بیشترین جابهتأثیر زاویه

هاي حرارتی، مقدار طور که گفته شد، علاوه بر تنشهمان ) نشان داده شده است.60-4(شکل در 
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 یابد.هاي گشودگی افزایش میو تیزتر شدن گوشه ωهاي شعاعی نیز با افزایش پارامتر جاییجابه

 
 ریدر مقاد بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب یشار حرارت يهیزاو ریتأث) 59-4(شکل 

 یگشودگ یدگیمختلف کش
 

 
 ریدر مقاد بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب یشار حرارت يهیزاو ریتأث) 60-4(شکل 

 یگشودگ هايگوشه يمختلف انحنا
الیاف  يبعد را در مقادیر مختلف زاویهجایی بیي شار حرارتی بر بیشترین جابه)، تأثیر زاویه61-4(شکل 

 دهد.نشان می
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 ریدر مقاد بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب یشار حرارت يهیزاو ریتأث) 61-4(شکل 

 افیال يهیمختلف زاو
 

 
 ریدر مقاد بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب یشار حرارت يهیزاو ریتأث) 62-4(شکل 

 یچرخش گشودگ يهیمختلف زاو
ی در ي چرخش گشودگبعد در مقادیر مختلف زاویهجایی بیي شار حرارتی بر بیشترین جابهزاویهتأثیر 

گشودگی با ي چرخش شود، در هر زاویهطور که مشاهده می) نشان داده شده است. همان62-4(شکل 

ها دست یافت. همچنین جاییتوان به کمترین جابهمی δ=270و یا  δ=90ي شار حرارتی انتخاب زاویه
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جایی ممکن حاصل کمترین مقدار جابه β=90ي چرخش گشودگی ، با انتخاب زاویهδ=90در حالت 

هاي و جواب حالتبا هم  β=135و  β=45هاي جواب حالتشود که در این مورد نیز مشاهده می .شودمی

β=90  وβ=180 .با هم برابر هستند 

 ضلعیگشودگی پنج 4-4

انتخاب شود. در حالتی  n=4ي تابع نگاشت باید مقدار ضلعی، در رابطهبراي مدل کردن گشودگی پنج

) مشاهده شد، با 2-3(شکل طور که در ضلعی ایجادشده منتظم خواهد بود. همانپنجباشد،  c=1که 

 0.25هاي گشودگی را کنترل کرد. اگر مقدار این پارامتر از توان انحناي گوشهمی ωتغییر مقدار پارامتر 

هاي ) خود را در گوشه63-4(شکل  با توجه به ماهیت تابع نگاشت، منحنی گشودگی مطابق بیشتر شود،

ضلعی، بیشترین مقدار مجاز mطور کلی براي یک به کند و نتایج دیگر معتبر نیستند.ضلعی قطع میپنج

𝜔𝜔𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚ي از رابطه ωبراي پارامتر  = 1
𝑚𝑚−1

 کند.پیروي می 

 
 ω=0.4با  یضلعپنج یگشودگ )63-4(شکل 

 ي الیاف مادهتأثیر زاویه 4-4-1

) نشان داده 64-4(شکل ضلعی در بعد حول گشودگی پنجي الیاف ماده بر بیشترین تنش بیتأثیر زاویه

 ،β=0ي چرخش گشودگی ، زاویهδ=270ي شار حرارتی شده است. این بررسی با در نظر گرفتن زاویه
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انجام شده است. با توجه به  ω=0.08هاي گشودگی و انحناي گوشه c=1دگی گشودگی کشینسبت 

اتفاق  γ=90و  γ=0)، تنش مطلوب و تنش نامطلوب به ترتیب در زوایاي الیاف نزدیک به 64-4(شکل 

بین  يهرچه زاویه در هر نقطه از گشودگیتوان نتیجه گرفت براي گشودگی با هر شکلی، افتد. میمی

تر شود، تنش در آن نقطه بیشتر شده و هرچه این زاویه راستاي الیاف ماده و شار حرارتی به صفر نزدیک

 تر شود، تنش در آن نقطه کمتر خواهد شد.نزدیک 90به 

 

 بعدیتنش ب نیشتریبر ب افیال يهیزاو ریتأث) 64-4(شکل 

بعد را در مقادیر مختلف کشیدگی گشودگی ي الیاف بر بیشترین تنش بی)، تأثیر زاویه65-4(شکل 

ضلعی نیز با شود، در مورد گشودگی پنج) مشاهده می65-4(شکل طور که در دهد. هماننشان می

 یابد.، بیشترین تنش ایجادشده افزایش میcافزایش پارامتر نسبت کشیدگی 

کل شهاي گشودگی در بعد در مقادیر مختلف انحناي گوشهي الیاف بر بیشترین تنش بیتأثیر زاویه

شودگی شود، در حالت گ) مشاهده می66-4(شکل طور که در ) نشان داده شده است. همان4-66(

هاي گشودگی، تمرکز تنش در آنها بیشتر شده و و تیزتر شدن گوشه ωضلعی نیز با افزایش پارامتر پنج

 شود.تنش نامطلوب حاصل می
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مختلف  ریدر مقاد بعدیتنش ب نیشتریبر ب افیال يهیزاو ریتأث) 65-4(شکل 

 یگشودگ یدگیکش
 

 
 ينامختلف انح ریدر مقاد بعدیتنش ب نیشتریبر ب افیال يهیزاو ریتأث) 66-4(شکل 

 یگشودگ هايگوشه
هد. دبعد را در زوایاي مختلف شار حرارتی نشان میي الیاف بر بیشترین تنش بی) تأثیر زاویه67-4(شکل 

ی محل وقوع بیشترین تنش حول گشودگ ،ي شار حرارتیضلعی نیز با تغییر زاویهدر حالت گشودگی پنج

ي هاي گشودگی هرچه زاویهتوان نتیجه گرفت براي گشودگی با هر شکلی، در گوشهکند. میتغییر می
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ن تر باشد، تنش ایجادشده در آبین بردار نرمال بر منحنی گشودگی و بردار شار حرارتی به صفر نزدیک

 تر باشد، تنش ایجادشده در آن گوشه کمتر خواهد بود.نزدیک 90گوشه بیشتر و هرچه این زاویه به 

 
 مختلف شار يایدر زوا بعدیتنش ب نیشتریبر ب افیال يهیزاو ریتأث) 67-4(شکل 

 یحرارت
 

 
 يهیمختلف زاو ریدر مقاد بعدیتنش ب نیشتریبر ب افیال يهیزاو ریتأث) 68-4(شکل 

 یچرخش گشودگ
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) 68-4(کل شي چرخش گشودگی در بعد در مقادیر مختلف زاویهي الیاف بر بیشترین تنش بیتأثیر زاویه

 δ=270ي اعمال شار حرارتی شود، در حالتی که زاویهطور که مشاهده مینشان داده شده است. همان

هاي ایجادشده حول گشودگی به کمترین چرخیده باشد، تنش β=90ي باشد، اگر گشودگی به اندازه

ب یابی به تنش مطلوي چرخش گشودگی براي دستي شار حرارتی، زاویها تغییر زاویهرسند. بمقدار می

 کند.تغییر می

این بررسی ) نشان داده شده است. 69-4(شکل بعد در جایی بیي الیاف ماده بر بیشترین جابهتأثیر زاویه

دگی گشودگی کشینسبت  ،β=0ي چرخش گشودگی ، زاویهδ=270ي شار حرارتی با در نظر گرفتن زاویه

c=1 هاي گشودگی و انحناي گوشهω=0.08  .ي )، بیشینه69-4(شکل با توجه به انجام شده است

 افتد.اتفاق می γ=74ي جایی در زاویهجابه

 
 بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب افیال يهیزاو ریتأث) 69-4(شکل 

ی بعد را در مقادیر مختلف کشیدگی گشودگجایی بیي الیاف بر بیشترین جابه)، تأثیر زاویه70-4(شکل 

، yتر نیز گفته شد، با افزایش نسبت کشیدگی گشودگی در راستاي طور که پیشدهد. هماننشان می

 یابند.هاي شعاعی نیز افزایش میجاییتی، جابههاي حرارعلاوه بر تنش

شکل در  هاي گشودگیبعد در مقادیر مختلف انحناي گوشهجایی بیي الیاف بر بیشترین جابهتأثیر زاویه
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هاي جاییهاي حرارتی، مقدار جابهطور که گفته شد، علاوه بر تنش) نشان داده شده است. همان4-71(

 یابد.هاي گشودگی افزایش میو تیزتر شدن گوشه ωشعاعی نیز با افزایش پارامتر 

 
ف مختل ریدر مقاد بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب افیال يهیزاو ریتأث) 70-4(شکل 

 یگشودگ یدگیکش
 

 
ف مختل ریدر مقاد بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب افیال يهیزاو ریتأث) 71-4(شکل 

 یگشودگ يهاگوشه يانحنا
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 مختلف يایدر زوا بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب افیال يهیزاو ریتأث) 72-4(شکل 

 یشار حرارت
 

 
ف مختل ریدر مقاد بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب افیال يهیزاو ریتأث) 73-4(شکل 

 یچرخش گشودگ يهیزاو
بعد را در زوایاي مختلف شار حرارتی نشان جایی بیي الیاف بر بیشترین جابه)، تأثیر زاویه72-4(شکل 

انتخاب شود،  δ=90ي شار حرارتی هر شکلی، اگر زاویهتوان نتیجه گرفت براي گشودگی با دهد. میمی

 شود.جایی شعاعی ایجاد میکمترین جابه
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کل شي چرخش گشودگی در بعد در مقادیر مختلف زاویهجایی بیي الیاف بر بیشترین جابهتأثیر زاویه

 ) نشان داده شده است.4-73(

 ي چرخش گشودگیتأثیر زاویه 4-4-2

) 74-4( شکلضلعی در بعد حول گشودگی پنجي چرخش گشودگی بر بیشترین تنش بیتأثیر زاویه

 ،γ=0ي الیاف ، زاویهδ=270ي شار حرارتی نشان داده شده است. این بررسی با در نظر گرفتن زاویه

انجام شده است. با توجه به  ω=0.08هاي گشودگی و انحناي گوشه c=1نسبت کشیدگی گشودگی 

 افتد.اتفاق می β=54و  β=18)، تنش مطلوب و تنش نامطلوب به ترتیب در زوایاي 74-4(شکل 

 

 بعدیتنش ب نیشتریبر ب یچرخش گشودگ يهیزاو ریتأث) 74-4(شکل 

 بعد را در مقادیر مختلف کشیدگیي چرخش گشودگی بر بیشترین تنش بی)، تأثیر زاویه75-4(شکل 

تنش  yطور که گفته شد، با افزایش کشیدگی گشودگی در راستاي همان دهد.گشودگی نشان می

 شود.نامطلوب حاصل می

شودگی هاي گبعد در مقادیر مختلف انحناي گوشهچرخش گشودگی بر بیشترین تنش بی يتأثیر زاویه

و تیزتر شدن  ωبا افزایش پارامتر  طور که گفته شد،) نشان داده شده است. همان76-4(شکل در 
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 شود.هاي گشودگی، تمرکز تنش در آنها بیشتر شده و تنش نامطلوب حاصل میگوشه

 
 ریدر مقاد بعدیتنش ب نیشتریبر ب یچرخش گشودگ يهیزاو ریتأث) 75-4(شکل 

 یگشودگ یدگیمختلف کش
 

 
 ریدر مقاد بعدیتنش ب نیشتریبر ب یچرخش گشودگ يهیزاو ریتأث) 76-4(شکل 

 یگشودگ هايگوشه يمختلف انحنا
 بعد را در زوایاي مختلف شار حرارتیي چرخش گشودگی بر بیشترین تنش بی)، تأثیر زاویه77-4(شکل 

ي چرخش گشودگی ي شار حرارتی، زاویهشود، با تغییر زاویهطور که مشاهده میدهد. هماننشان می
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توان می ي شار حرارتی،کند. با توجه به زاویهش مطلوب مورد نیاز است تغییر مییابی به تنکه براي دست

 ي چرخش گشودگی، تنش ایجادشده را به کمترین حد ممکن رساند.با تغییر زاویه

 
 يایدر زوا بعدیتنش ب نیشتریبر ب یچرخش گشودگ يهیزاو ریتأث) 77-4(شکل 

 یمختلف شار حرارت
 

 
 ریدر مقاد بعدیتنش ب نیشتریبر ب یچرخش گشودگ يهیزاو ریتأث) 78-4(شکل 

 افیال يهیمختلف زاو
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) 78-4(ل شکبعد در مقادیر مختلف زاویه الیاف در ي چرخش گشودگی بر بیشترین تنش بیتأثیر زاویه

 نشان داده شده است.

) نشان داده شده است. 79-4(شکل بعد در جایی بیي چرخش گشودگی بر بیشترین جابهتأثیر زاویه

نسبت کشیدگی گشودگی  ،γ=0ي الیاف ، زاویهδ=270ي شار حرارتی این بررسی با در نظر گرفتن زاویه

c=1 هاي گشودگی و انحناي گوشهω=0.08  در حالتی که 79-4(شکل انجام شده است. با توجه به ،(

افتد و اگر اتفاق می β=66و  β=42هاي جایی در زاویهي جابهاست، بیشینه δ=270ي شار حرارتی زاویه

ي شود. مقدار زاویهیجایی شعاعی ایجاد مانتخاب شود، کمترین جابه β=18ي چرخش گشودگی زاویه

 ند.کجایی با تغییر پارامترهاي دیگر تغییر مییابی به کمترین جابهچرخش گشودگی براي دست

 
 بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب یچرخش گشودگ يهیزاو ریتأث) 79-4(شکل 

بعد را در مقادیر مختلف جایی بیي چرخش گشودگی بر بیشترین جابه)، تأثیر زاویه80-4(شکل 

طور که گفته شد، با افزایش نسبت کشیدگی گشودگی در همان دهد.کشیدگی گشودگی نشان می

 یابند.هاي شعاعی نیز افزایش میجاییابههاي حرارتی، ج، علاوه بر تنشyراستاي 

اي هبعد در مقادیر مختلف انحناي گوشهجایی بیي چرخش گشودگی بر بیشترین جابهتأثیر زاویه

هاي حرارتی، طور که گفته شد، علاوه بر تنشهمان ) نشان داده شده است.81-4(شکل گشودگی در 
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 یابد.هاي گشودگی افزایش میو تیزتر شدن گوشه ωهاي شعاعی نیز با افزایش پارامتر جاییمقدار جابه

 
در  بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب یچرخش گشودگ يهیزاو ریتأث) 80-4(شکل 

 یگشودگ یدگیمختلف کش ریمقاد
 

 
در  بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب یچرخش گشودگ يهیزاو ریتأث) 81-4(شکل 

 یگشودگ هايگوشه يمختلف انحنا ریمقاد
بعد را در زوایاي مختلف شار جایی بیي چرخش گشودگی بر بیشترین جابه)، تأثیر زاویه82-4(شکل 

تغییر کند، مقدار بیشترین  90ي شار حرارتی از صفر به سمت دهد. هرچه زاویهحرارتی نشان می
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انتخاب شود،  δ=90ي شار حرارتی طور که گفته شد، اگر زاویهشود. همانجایی ایجادشده کمتر میجابه

 شود.جایی شعاعی ایجاد میکمترین جابه

 
در  بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب یچرخش گشودگ يهیزاو ریتأث) 82-4(شکل 

 یمختلف شار حرارت يایزوا
 

 
در  بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب یچرخش گشودگ يهیزاو ریتأث) 83-4(شکل 

 افیال يهیمختلف زاو ریمقاد
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شکل ر ي الیاف دبعد در مقادیر مختلف زاویهجایی بیجابهي چرخش گشودگی بر بیشترین تأثیر زاویه

 ) نشان داده شده است.4-83(

 ي شار حرارتیتأثیر زاویه 4-4-3

) نشان داده 84-4(شکل ضلعی در بعد حول گشودگی پنجي شار حرارتی بر بیشترین تنش بیتأثیر زاویه

نسبت  ،γ=0ي الیاف ، زاویهβ=0ي چرخش گشودگی شده است. این بررسی با در نظر گرفتن زاویه

شکل انجام شده است. با توجه به  ω=0.08هاي گشودگی و انحناي گوشه c=1کشیدگی گشودگی 

اتفاق  δ=180و  δ=0و تنش نامطلوب در زوایاي  δ=261و  δ=99)، تنش مطلوب در زوایاي 4-84(

 افتد.می

 

 بعدیتنش ب نیشتریبر ب یشار حرارت يهیزاو ریتأث )84-4(شکل 

دگی بعد را در مقادیر مختلف کشیدگی گشوي شار حرارتی بر بیشترین تنش بی)، تأثیر زاویه85-4(شکل 

تنش نامطلوب حاصل ، yطور که گفته شد، با افزایش کشیدگی گشودگی در راستاي همان دهد.نشان می

 شود.می
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لف مخت ریدر مقاد بعدیتنش ب نیشتریبر ب یشار حرارت يهیزاو ریتأث )85-4(شکل 

 یگشودگ یدگیکش
 

 
لف مخت ریدر مقاد بعدیتنش ب نیشتریبر ب یشار حرارت يهیزاو ریتأث )86-4(شکل 

 یگشودگ يهاگوشه يانحنا
ی در هاي گشودگبعد در مقادیر مختلف انحناي گوشهي شار حرارتی بر بیشترین تنش بیتأثیر زاویه

هاي و تیزتر شدن گوشه ωبا افزایش پارامتر  طور که گفته شد،همان شده است.) نشان داده 86-4(شکل 

 شود.گشودگی، تمرکز تنش در آنها بیشتر شده و تنش نامطلوب حاصل می
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لف مخت ریدر مقاد بعدیتنش ب نیشتریبر ب یشار حرارت يهیزاو ریتأث )87-4(شکل 

 افیال يهیزاو
یاف نشان ي البعد را در مقادیر مختلف زاویهي شار حرارتی بر بیشترین تنش بی) تأثیر زاویه87-4(شکل 

 دهد.می

 
لف مخت ریدر مقاد بعدیتنش ب نیشتریبر ب یشار حرارت يهیزاو ریتأث )88-4(شکل 

 یچرخش گشودگ يهیزاو
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کل شبعد در مقادیر مختلف زاویه چرخش گشودگی در ي شار حرارتی بر بیشترین تنش بیتأثیر زاویه

توان به ي چرخش مناسب میي شار حرارتی، با انتخاب زاویه) نشان داده شده است. در هر زاویه4-88(

 تنش مطلوب دست یافت.

) نشان داده شده است. این 89-4(شکل بعد در جایی بیي شار حرارتی بر بیشترین جابهتأثیر زاویه

نسبت کشیدگی گشودگی  ،γ=0ي الیاف ، زاویهβ=0ي چرخش گشودگی بررسی با در نظر گرفتن زاویه

c=1 هاي گشودگی و انحناي گوشهω=0.08 .ي )، بیشینه89-4(شکل با توجه به  انجام شده است

 افتد.اتفاق می δ=277و  δ=83جایی در زوایاي ي جابهو کمینه δ=199و  δ=161جایی در زوایاي جابه

 
 بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب یشار حرارت يهیزاو ریتأث )89-4(شکل 

بعد را در مقادیر مختلف کشیدگی جایی بیي شار حرارتی بر بیشترین جابه)، تأثیر زاویه90-4(شکل 

، yطور که گفته شد، با افزایش نسبت کشیدگی گشودگی در راستاي همان دهد.گشودگی نشان می

 یابند.میهاي شعاعی افزایش جاییجابه

شودگی هاي گبعد در مقادیر مختلف انحناي گوشهجایی بیي شار حرارتی بر بیشترین جابهتأثیر زاویه

هاي شعاعی جاییي جابهنهطور که گفته شد، مقدار بیشیهمان ) نشان داده شده است.91-4(شکل در 

 یابد.هاي گشودگی افزایش میو تیزتر شدن گوشه ωبا افزایش پارامتر 
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 ریدر مقاد بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب یشار حرارت يهیزاو ریتأث )90-4(شکل 

 یگشودگ یدگیمختلف کش
 

 
 ریدر مقاد بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب یشار حرارت يهیزاو ریتأث )91-4(شکل 

 یگشودگ هايگوشه يمختلف انحنا
الیاف  يبعد را در مقادیر مختلف زاویهجایی بیي شار حرارتی بر بیشترین جابه)، تأثیر زاویه92-4(شکل 

چرخش  يبعد در مقادیر مختلف زاویهجایی بیي شار حرارتی بر بیشترین جابهدهد. تأثیر زاویهنشان می
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ي چرخش شود، در هر زاویهطور که مشاهده می) نشان داده شده است. همان93-4(شکل ر گشودگی د

 یافت.ها دست جاییتوان به کمترین جابهمی δ=270و یا  δ=90ي شار حرارتی گشودگی با انتخاب زاویه

 
 ریدر مقاد بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب یشار حرارت يهیزاو ریتأث )92-4(شکل 

 افیال يهیمختلف زاو
 

 
 ریدر مقاد بعدیب جاییجابه نیشتریبر ب یشار حرارت يهیزاو ریتأث )93-4(شکل 

 یچرخش گشودگ يهیمختلف زاو
 

116 
 



 

ي یهي الیاف ماده، زاوي چرخش گشودگی، کشیدگی گشودگی، زاویهدر این فصل، تأثیر پارامترهاي زاویه

ادشده جایی ایجهاي گشودگی بر بیشترین تنش حرارتی و بیشترین جابهشار حرارتی و انحناي گوشه

 يضلعی مورد بررسی قرار گرفت. ابتدا تأثیر پارامترهاي زاویهپنج هاي مثلثی، چهارضلعی وحول گشودگی

شوند، ي شار حرارتی که پارامترهاي اصلی نامیده میي چرخش گشودگی و زاویهالیاف ماده، زاویه

طور مجزا و با ثابت بودن سایر پارامترها بررسی شد. به این ترتیب که با تغییر هر یک از این هرکدام به

د. سپس جایی گزارش شتر و ثابت نگه داشتن سایر پارامترها، بیشترین تنش و بیشترین جابهسه پارام

 این نتایج با تغییر پارامترهاي دیگر بررسی شد.

لاع هاي با اضنامه براي گشودگیدر این پایان شدهو نتایج استنباط شدهحل ارائه ،شدهمعادلات استفاده

هاي حالت گشودگی دایروي ها به جواببیشتر نیز صادق است. با افزایش تعداد اضلاع گشودگی، جواب

آمده تدسدر فصل بعد، نتایج به نظر شده است.شوند که از گزارش نتایج براي آنها صرفتر مینزدیک

ي این پروژه و یا کارهاي مرتبط ارائه شده است.براي ادامه یهایطور کلی ذکر شده و پیشنهادبه
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گیري و پیشنهادهانتیجه 

 



 

 گیرينتیجه 5-1

دانستن مقدار و محل بیشترین تنش ایجادشده در اثر اعمال شار حرارتی، در بحث طراحی بسیار حائز 

پارامترهاي مختلف دیگر، بر محل و مقدار بیشترین تنش ایجادشده اهمیت است. شکل گشودگی و 

ي توزیع تنش در صفحات حاوي گشودگی با اشکال نامه، مقدار و نحوهتأثیرگذار است. در این پایان

رفت. مورد بررسی قرار گ مختلف و تأثیر پارامترهاي مختلف بر بیشترین تنش ایجادشده حول گشودگی

 جایی ایجادشدهبر بیشترین تنش و جابهطور همزمان، طور مجزا و نیز بهبهمتر همچنین تأثیر هر پارا

ي چرخش هاي گشودگی، زاویهبررسی شد. نتایج نشان داد که کشیدگی گشودگی، انحناي گوشه

سزایی در توزیع تنش و شده، تأثیر بهي شار حرارتی اعمالي الیاف ماده و نیز زاویهگشودگی، زاویه

حی توان در طراي آنها حول گشودگی دارند. با توجه به نتایج ارائه شده میو مقادیر بیشینهجایی جابه

هاي ایجاد شده در اثر اي انتخاب کرد که تنشصفحات حاوي گشودگی، پارامترهاي مختلف را به گونه

 اعمال شار حرارتی به حداقل برسند.

تر، تی دقیقعبارکند. بهحول گشودگی تغییر می محل وقوع بیشترین تنش ،ي شار حرارتیبا تغییر زاویه

ي بین بردار نرمال بر منحنی گشودگی و بردار شار حرارتی به صفر هاي گشودگی هرچه زاویهدر گوشه

تر باشد، تنش نزدیک 90تر باشد، تنش ایجادشده در آن گوشه بیشتر و هرچه این زاویه به نزدیک

 .دشده در آن گوشه کمتر خواهد بودایجا

تر جایی بیششود که با افزایش کشیدگی گشودگی، تنش نامطلوب و جابهدر تمام حالات مشاهده می

، علاوه بر بزرگتر شدن yشود. علت آن این است که با افزایش کشیدگی گشودگی در راستاي حاصل می

ی گشودگهاي ي گشودگی، شکل گشودگی از حالت منتظم خارج شده و مقدار برخی زوایاي گوشهاندازه

تد، با افهاي گشودگی اتفاق میها ماکزیمم تنش در گوشهشود. با توجه به اینکه در این حالتکمتر می

هاي گشودگی، تمرکز تنش در این نقاط شدیدتر شده و مقدار تنش ایجادشده در آنها تیزتر شدن گوشه

 ود.شیابد. لذا با افزایش کشیدگی گشودگی، تنش نامطلوب حاصل میافزایش می
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اي هعبارتی با تیزتر شدن گوشههاي گشودگی و یا بهبا کاهش شعاع انحناي گوشهنتایج نشان داد 

و تیزتر  ωبا افزایش پارامتر شود. علت این است که جایی بیشتر میگشودگی، تنش نامطلوب و جابه

جا که در از آن شود.هاي گشودگی، تمرکز تنش در آنها بیشتر شده و تنش بیشتري ایجاد میشدن گوشه

افتد، با کاهش شعاع هاي آن اتفاق میي گوشهها ماکزیمم تنش حول گشودگی در ناحیهاین حالت

-هاي گشودگی، تنش نامطلوب حاصل میعبارتی تیزتر شدن گوشههاي گشودگی و یا بهانحناي گوشه

 شود.

جهت بودن الیاف با جهت عبارتی همي الیاف، و یا بهي چرخش گشودگی و زاویهمساوي بودن زاویه

وان با تي شار حرارتی، میرساند. با توجه به زاویهجایی را به حداقل میگشودگی، مقدار بیشترین جابه

ي الیاف ماده، بیشترین تنش ایجادشده حول ي چرخش گشودگی و نیز زاویهانتخاب مناسب زاویه

عمود بر امتداد گشودگی است، با افزایش  گشودگی را به کمترین مقدار ممکن رساند. در حالتی که شار

رسیدن به  گونه شرایط برايیابد. بنابراین در اینکشیدگی گشودگی، تنش با شیب بیشتري افزایش می

 ي شار به نحوي انتخاب شود که مماس بر امتداد گشودگی باشد.تنش مطلوب باید زاویه

 پیشنهادها 5-2

اوي گشودگی با اشکال مختلف تحت بررسی شدت تنش در ورق ناهمسانگرد چندلایه ح -

 بارگذاري حرارتی

بررسی شدت تنش در ورق ناهمسانگرد چندلایه حاوي گشودگی با اشکال مختلف تحت  -

 بارگذاري ترکیبی حرارتی و مکانیکی

بررسی شدت تنش در ورق ناهمسانگرد چندلایه حاوي گشودگی با اشکال مختلف تحت منبع  -

 حرارتی داخل گشودگی

 نش در ورق ناهمسانگرد حاوي ترك تحت بارگذاري حرارتیبررسی شدت ت -

 بررسی شدت تنش در ورق ناهمسانگرد حاوي ترك تحت بارگذاري ترکیبی حرارتی و مکانیکی -
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ABSTRACT 

The presence of hole in an anisotropic plate under uniform heat flux causes thermal stress 

around the hole. In this study, on the basis of the two-dimensional thermoelastic theory 

and using the Likhnitskiiʼcomplex variable technique, the stress analysis of anisotropic 

infinite plate with a circular hole under a uniform heat flux is developed to the plate 

containing a hole with different shapes. For this purpose, using a conformal mapping 

function, an infinite plate containing a hole with different shapes is mapped to the outside 

of a unit circle. Stress and displacement distributions around the holes in an anisotropic 

infinite plate are investigated in thermal steady state condition. The plate is under uniform 

heat flux at infinity and Neumann boundary condition and thermal-insulated condition 

along with the hole boundary are considered. The rotation angle of the hole, fiber angle, 

the angle of heat flux, bluntness and the aspect ratio of hole size are important parameters 

investigated in the present study. The accuracy of the analytic results presented in this 

study is confirmed by finite element analysis. 

Keywords 

Infinite Anisotropic Plate, Hole, Thermal Stress, Complex Variable Method, Conformal 
Mapping Function
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