
 أ

 

 

 

 

 

 



 ب

 

 

 مکانیک مهندسی دانشکده

 کاربردی طراحی گرایش مکانیک مهندسی رشته

 ارشد کارشناسی نامه پایان

 

 دیگرمتصل به یگ بررسی تاثیر پتانسیل و میرایی محلی بر تبادل انرژی بین دو اسیلاتور

 

 ارنده: بهروز بخشینگ

 

 استاد رهنما

 دکتر امیر جلالی

 

 

 

 

96شهریور 



 ج

 

 

 



 د

 

شان، آرام بخش آلام زمینی ام است.کنم به آنان که مهر آسمانیهایم را تقدیم میاحصل آموختهم  

 

 گاهم، دستان پر مهر پدرمبه استوارترین تکیه

 

گاه زندگیم، چشمان مادرم  به سبزترین ن

 

 نتوانم بگویم.ا سپاس کران مهربانیتان ر ای از دریای بیکه هرچی آموختم در وکتب عشق شما آموختم و هرچه بکوشم قطره

 

 ام به امید شماست و فردا کلید باغ بهشتم در رضای شماامروز هستی

 

شتم تا به خاک پایتان نثار کنم، باشد که حاصل تلاشم غبار خستگیتان را بزدایدگران سنگ  .تر از این ارزان ندا
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تشکر و قدردانی:
 

ت
ّ

کامل سپپویبه میگا توانسپپتم رحمتش یسپپاه در که را  پاک یزدان سپپپاس، و من  شپپاکر آیم، خود به که باشپپد .بیارایم علم زینت به خویش را  وجود و برداشپپته ت

 .باشم او خلق خدمت در و برآورم صراط مستقیم در را  او بندگی و ستایش تا برگزینم طریقی و باشم

وند یاری  به که اکنون ن  لازم خود بر است، رسیده اتمام به نامهپایان این متعال خدا  یاری  نامهپایان انجام در را  اینجانب نوعیبه کسانی که تمامی از ممیدا

نم لازم عزیزم، خانواده فراوان از سپاس ضمن و باشم داشته را  تشکر کمال اند،کرده  یهمه کرد و نخواهم فراموششان هرگز سرکار خانوم نجاتی که از میدا

وند درگاه از و کرده و قدردانی تشکر دوستان همراهم همچنین از استاد  م.دار روزافزون سعادت آرزوی بزرگواران این یهمه برای متعال خدا

 نمایم.شکر و قدردانی مینامه را بر عهده داشتند صمیمانه ت که با نظارت خود سرپرستی این پایان بزرگوارم جناب آقای دکتر جلالی
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صنعتی  دانشگاه مهندسی مکانیکدانشکده  کاربردی طراحیدانشجوی دوره کارشناسی ارشد رشته  بهروز بخشیاینجانب 

تحت  ه یگدیگرمتصل ب بررسی تاثیر پتانسیل و میرایی محلی بر تبادل انرژی بین دو اسیلاتورشاهرود نویسنده پایان نامه 

 متعهد می شوم.دکتر جلالی  راهنمائی

 لت برخوردار است .تحقیقات در این پایان نامه توسط اینجانب انجام شده است و از صحت و اصا 

 . در استفاده از نتایج پژوهشهای محققان دیگر به مرجع مورد استفاده استناد شده است 

 . مطالب مندرج در پایان نامه تاکنون توسط خود یا فرد دیگری برای دریافت هیچ نوع مدرک یا امتیازی در هیچ جا ارائه نشده است 

  و یا  «دانشگاه صنعتی شاهرود » صنعتی شاهرود می باشد و مقالات مستخرج با نام کلیه حقوق معنوی این اثر متعلق به دانشگاه «

Shahrood  University  of  Technology  ». به چاپ خواهد رسید 

  یت رعا پایان نامهحقوق معنوی تمام افرادی که در به دست آمدن نتایح اصلی پایان نامه تأثیرگذار بوده اند در مقالات مستخرج از

 گردد. می

  در کلیه مراحل انجام این پایان نامه ، در مواردی که از موجود زنده ) یا بافتهای آنها ( استفاده شده است ضوابط و اصول اخلاقی

 رعایت شده است .

  در کلیه مراحل انجام این پایان نامه، در مواردی که به حوزه اطلاعات شخصی افراد دسترسی یافته یا استفاده شده است اصل

 ازداری ، ضوابط و اصول اخلاق انسانی رعایت شده است .ر
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 مالکیت نتایج و حق نشر

  ، برنامه های رایانه ای ، نرم افزار ها و تجهیزات کلیه حقوق معنوی این اثر و محصولات آن )مقالات مستخرج ، کتاب

ساخته شده است ( متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود می باشد . این مطلب باید به نحو مقتضی در تولیدات علمی 
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 چکیده 

های محلی و کلی بر روی یک اسیلاتور خطی ق کاربرد چاه غیرخطی انرژی شامل قسمتدر این تحقی

تحلیلی بر روی  و  صورت عددیدر جهت کاهش ارتعاشات بررسی شده است. این جاذب غیرخطی که به

های مختلف مورد بررسی قرار گرفت، قادر است انرژی را از سیستم اولیه تحت تحریک خارجی سیستم

های تحریک جذب و دفع نماید. در بیشتر طرفه، غیرفعال و در گستره ی وسیعی از فرکانسصورت یکبه

صورت کلی در نظر پرداخته شده، چاه غیرخطی انرژی تنها به به چاه غیر خطی انرژیتحقیقاتی که 

 .ولی در این تحقیق چاه غیرخطی انرژی از دو قسمت کلی و محلی تشکیل شده است گرفته شده است،

مستقیم با سیستم اصلی  مواجههکه چاه غیرخطی انرژی در ، آن بخشی است کلیقسمت ور از منظ

است و قسمت محلی تنها به جرم چاه غیرخطی انرژی متصل شده  و در تقابل غیرمستقیم با انتقال 

 باشد.انرژی می

نرم افزار سازی تحلیلی با روش منیفولد نامتغیر آهسته و محاسبات عددی مدل پیشنهادی در مدل

MATLAB .های منیفولد نامتغیر آهسته حاصل از اسیلاتور خطی در تقابل با مدل پاسخ انجام گردید

باعث کاهش فرآیند جذب ارتعاشی سیستم هایی است که چاه غیرخطی انرژی پیشنهادی دارای شاخه

ه قوی می ک و مدولپریودی با بدست آوردن نقاط تعادل و نقاط تکین، سیستم به ترتیب پاسخ شوند.می

دهد که در هر کدام نتایج تحلیلی و عددی) پاسخ ها چندین سناریو رخ میبر اساس این پاسخ دهد.

مدوله( با هم مقایسه شد و پمپاژ انرژی حول مشخصات هر سناریو بررسی گردید. رفتار سیستم در 

جای لی بهبدون قسمت مح ی سیستم پیشنهادی، در مقایسه با سیستمیتحلیل منیفولد نامتغیر آهسته

 د. نماینها در تفسیر رفتار سیستم به ما کمک مییک شاخه شامل سه شاخه شده است که این شاخه

چاه غیرخطی انرژی ، اسیلاتور خطی، منیفولد نامتغیر آهسته،  کلی و محلی مدل کلمات کلیدی:

  پاسخ مدوله قوی، جذب ارتعاش



 ح
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 مقدمه 1-1

ت،که مطالعه آن به حرکت نوسانی اجسام و نیروهای وابسته مربوط ارتعاشات یک پدیده دینامیکی اس

گیرند. باشند، تحت تأثیر ارتعاش قرار میگردد. تمامی اجسامی که دارای جرم و خاصیت الاستیک میمی

های مختلفی شده است. منابع طور ناخواسته باعث ایجاد خسارات و ویرانیدر طول تاریخ ارتعاشات به

ی از بین یکیندراها نام برد، که لرزهینزم، امواج و بادهامختلف  به انواعتوان رتعاش را میطبیعی ایجاد ا

 ماشینی هرشدیدترین ارتعاشات، ارتعاش ایجادشده توسط زلزله است که خسارات بسیاری در پی دارد. 

 یبالابرنده نیروی یدتول بالگردها در .است ارتعاش از منبعی دارد برگشتی و رفت حرکت یا کندمی دوران که

 آن، دوران هنگام به تیغه برخورد ایچرخه تغییر طریق از است، ثابت تقریباً که چرخنده یوسیلهبه کل

 از و دارد نوسان ناپذیریاجتناب طوربه چرخنده نوک به تیغه یک از شدهاعمال نیرویگیرد. می صورت

خودروها و  .شودمی منتقل چرخنده کنترل مکانیکی اجزای به هم و اتاقک یسازه به هم چرخنده انتهای

 به مرتعش هایسیستم یاندازه گوناگونیاند. هواپیماها )صنعت هوافضا( همیشه در معرض ارتعاش بوده

از بین بردن یا حداقل کاهش و کنترل ارتعاش . است اصلی ارتعاشات فرکانس یبازه در گوناگونی معنی

بایست به آن توجه نماید، تا اینکه سازه از ست که مهندس طراح میاترین مسائلی ناخواسته از مهم

د شومعرض بارهای دینامیکی مزاحم که باعث ایجاد اختلال و استهلاک و نهایتاً شکست و خرابی می

 د.نجلوگیری نمای

 ی کاهش ارتعاشیهاروش 1-2

از مواردی چون  ،1ی طبیعی سیستم و کاهش پاسخ فرکانسی در حالت تشدیدهافرکانسبرای کنترل 

یی از هامثالی ثانویه و نهادن کنترلر روی سیستم، که هاجرممیرایی، اضافه کردن  افزودن المان

شود. تشدید حالتی است که فرکانس نیروی محرک یمباشند، استفاده یمی کاهش ارتعاشی هاروش

فزاینده اصل از ارتعاش اخارجی در نزدیکی فرکانس طبیعی سیستم باشد، که در این حالت تغییر مکان ح

                                                 
1 Resonance 
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ذا شود. لیمشود و باعث آسیب به سیستم یمی ناخواسته هاکرنشباشد که موجب ایجاد تنش و یم

 بایستیمنیروهای محرک را  ارک یناآمدن پدیده تشدید جلوگیری نمود برای  به وجودبایست از یم

رای اطمینان ب تم را کنترل نماییم.ی طبیعی سیسهافرکانسکنترل نمود که ممکن نیست، بنابراین باید 

میرایی اعمال کرد تا اینکه پاسخ سیستم را المان توان روی سیستم یماز جلوگیری حالت تشدید، 

باشد. یمدر طراحی یک کاهنده ارتعاشی استفاده از جاذب ارتعاشی  حلراهترین یجراکنترل نماید. 

دمپر ثانویه خطی یا غیرخطی  -دمپر یا جرم-فنر-ی ارتعاشی بر اساس اضافه کردن سیستم جرمهاجاذب

یابی مناسب مکاندر صورت  هاجاذب. باشندمیبه سیستم اصلی در جهت تقلیل ارتعاشات استوار 

ه های جرم ثانویه بسته به نوع کاربرد بیستمسیر بسیاری در جذب ارتعاش داشته باشند. تأثتوانند یم

که سیستم ثانویه شوند. هنگامییمهای میرا تقسیم بی دینامیکی خطی و جاذهاجاذبدو دسته 

کمترین میزان میرایی را داشته باشد به آن جاذب دینامیکی خطی و اگر سیستم ثانویه شکلی از یک 

نی ها قله منحیستمسگویند. این یممستهلک کننده را به خود بگیرد به آن جاذب ارتعاشی میرایی 

کنند و موجب کاهش دامنه پاسخ سیستم یمتقسیم  ترکوچک پاسخ در حالت تشدید را به دو قله

م های یک درجه آزادی، همانند سیستیستمسهای ثانویه برای یستمسین شکل نقش ترسادهشوند. در یم

 باشد.یماولیه 

ی هاجاذبطور نوع جدیدی از ینهمی دینامیکی خطی و هاجاذبی به انواع ترمفصلطور در ادامه به

 .شودپرداخته مییرخطی غدینامیکی 

 

 های خطیجاذب 1-3

-رفن-فنر و یا جرم-سیستم جرم صورتبهی کاربردی را هاسازهها و ینماشتوان یمدر بسیاری از موارد 

وده ی باگونهبه هاسازه، طراحی متعارف درگذشتهسازی نمود. یهشبدمپر با نیروی تحریک پریودیک 

ریکات با تح هاسازه غییر شکل غیرالاستیکبرای ت ،بولقابل ق مشخص یاست که با حفظ یک محدوده
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د. در این روش جذب و انتقال نخارجی، از صدمات شدید وارده، تا جایی که امکان دارد جلوگیری نمای

رو، ینزاابایست صورت پذیرد که در مقابل تحریکات با دامنه بالا مقاوم نبود. یمانرژی از طریق خود سازه 

 باشد:یمصورت ینبدی خطی هاجاذبانواع مختلف  بررسی شد. هاجاذبات توسط مسئله کاهش ارتعاش

 جاذب ویسکوز   1-3-1

ت . مزیّشوندیمبرای تولید وسایلی با میرایی ویسکوز، میراگرها بر مبنای مایع در نظر گرفته  درواقع

شوند. یمبه سازه اصلی این است که، موجب افزایش میرایی قطعات سازه  هاجاذبافزودن این نوع 

 باشد:یمزیر  صورتبهی ویسکوز برای افزایش میرایی در سازه هاجاذبمراحل طراحی 

 های سازهیژگیوتعیین و تحلیل  .1

 تعیین نسبت میرایی مطلوب .2

 یابی مناسب جاذبمکان .3

 طراحی جاذب .4

 شدهاضافهتحلیل رفتار سازه با نسبت میرایی  .5

ی بلند هاساختمانی، طراحی پل و خودروسازعت یی چون، صنهاسازهیسکوز برای کنترل وی هاجاذب

 [1] .اندرفتهبرای کاهش ارتعاش زلزله و باد با موفقیت بکار 



5 

 

 [1] وزجاذب ویسک سازوکار (:-11(شکل 

 کالاستی-جاذب ویسکو 1-3-2

شود که این خود باعث افزایش دمای یمگرما تلف  صورتبه هاآن، انرژی در هاجاذبهنگام عملکرد 

 4و مدول ذخیره برشی 3های مدول افت برشییژگیو 2و تورویک 1شود. بگلییمالاستیک -قطعات ویسکو

الاستیک -ی ویسکوهاجاذبی متفاوت طراحی روندها .[2] به دما و فرکانس را بیان نمودند وابسته

 الاستیک در موارد زیر است:-کاربرد جاذب ویسکو بیشترین .[3] توسط سونگ و دارگوش معرفی شدند

 یاهستهکاهش ارتعاش در صنایع حساس همانند هوافضا و فناوری  .1

 بلندمرتبهی هاساختمانجاذب ارتعاشات در  .2

 ی پل و کابلعرشههای الاستومری برای هگایهتک .3

                                                 
1 Bagley 
2 Torvik 

3 Shear loss modulus 
4 Shear storage modulus 
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 [TMD]1جاذب میرایی جرمی تنظیم شونده 1-3-3

ی میرایی جرمی هاجاذباست، اختراع  شدهانجامی خطی هاجاذبی موفقی که برای هاتلاشیکی از 

یم شونده، یک جاذب جرمی تنظ  [4]بوده است. 1909در سال  2( توسط فراهمTMDتنظیم شونده)

ین شکلش از یک جرم متصل به سازه اصلی با عضوهای فنر و میراگر ترسادهباشد که در یمعضو اینرسی 

یله تنظیم دقیق نسبت وسبه، TMDشده است. کاهش ارتعاشات با انتقال انرژی از سازه اصلی به یلتشک

یسه با سازه اصلی کمتر در مقا TMDآید. جرم جاذب یممیرایی و فرکانس طبیعی جاذب به دست 

شود. استفاده از یمیجه انتقال انرژی از سازه اصلی موجب نوسانات شدیدی در جرم ثانویه درنتاست، 

در مواردی که نیروی تحریک ثابت  خصوصبهی مناسب نیست، طورکلبهجاذب ارتعاش بدون دمپر 

ز دمپر در جاذب استفاده نماییم ولی کند. در این موارد، نیاز است ایمیست و در محدوده معینی تغییر ن

شده را یینتعاستفاده از آن مشکلاتی ناشی از نصب و نگهداری آن در ضریب میرایی مشخص و از پیش 

شود و سیستم در محدوده فرکانس طبیعی خود ارتعاش یمدارد. وقتی جاذب به سیستم اصلی افزوده 

ن حالت یک تغییر کوچک در فرکانس تحریک، شود. که در اییمکند، شیب منحنی رزونانس تیز ینم

توان با افزودن یک فنر یمکند. در این حالت یمکننده ارتعاشی تبدیل یتتقوجاذب ارتعاشی را به 

غیرخطی، موجب کاهش شیب منحنی رزونانس در محدوده فرکانس کاری شود و اجازه افزایش فرکانس 

 دهد. یمبدون تقویت ارتعاش را 

 یرخطیغی هاجاذب 1-4

ی تغییر داد و راحتبهتوان ینمی خطی در کاربردهایی که جرم را هاجاذبکه گفته شد،  طورهمان

باشد، کاربرد  هافرکانسی مختلفی از دستهیک ثابت نباشد و یا شامل تحرمواقعی که فرکانس نیروی 

ی هامشخصه یی باهاجاذبها منجر به مطالعه در راستای یتمحدودچندانی ندارند. بنابراین این 

ی غیرخطی موجب ایجاد هامشخصهی خطی شده است. از طرفی اتکه طوربهغیرخطی و یا 

                                                 
1 Tuned Mass Damper 
2 Frahm 
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ا و یپاحالتی هاپاسختحلیل  شود که برای بهبود آن، طراحی مناسب،یمهایی در سیستم یداریناپا

ند سی چباشد. در ادامه به برریمی تحلیلی کامل ضروری هاروشی پایداری سیستم، توسعه هامشخصه

 .شودپرداخته مییرخطی غی هاجاذبنمونه از 

 [TLD]1جاذب میرایی مایع تنظیم شونده 1-4-1

به  هاآنباشد، که اصل اساسی یمی انرژی کنندهیک اتلاف  اساساًجاذب میرایی مایع تنظیم شونده 

ن یشود. در ایم( بسیار شبیه است، که به سیستم اصلی متصل TMDجاذب میرایی جرم تنظیم شونده)

های یهلاشود و اتلاف انرژی از طریق عملکرد لزجت در یمجرم مایع تعریف نوع جاذب، جرم ثانویه با 

 دهه اواسط به ها سازه ارتعاشات کاهش در میراگر نوع این از استفاده ایده افتد.یممرزی مایع اتفاق 

 جدا جهت ناپذیر حل مایع دو با پرشده کاملا ستطیلیم ظروف از استفاده .[5] گردد می باز 1980

های ضد متحرک پیشنهاد شد. این مخزن (1984)2بائور توسط مشترکشان فصل حرکت با پاسخ نمودن

یک نمونه خاص از جاذب میرایی مایع تنظیم [6] روی چندین کشتی آلمانی نصب گردید.بر 

شکل که تا  U( است که از محفظه 3TLCDمیرایی ستونی مایع تنظیم شونده)(، جاذب TLDشونده)

 TLDدر این است که پاسخ  TMDبا  TLDشده است. تفاوت یلتشکباشد  پرشدهحد زیادی از مایع 

 شدتبههایی یدهپد 4هاروزنهباشد. حرکت نوسانی سطح آزاد مایع و یا جریان از درون یمغیرخطی  کاملاً

 انتهایی های جداره در مایع آزاد سطح رقوم در تفاوت ایجاد موجب مایع تلاطمشند. بایمغیرخطی 

 یک صورت به انتهایی هایجداره در مایع آزاد سطح رقوم تفاوت از ناشی فشار اختلاف گردد می مخزن

اندازه حرکت  TLD. اساس نیروی کنترل ایجاد شده در جاذب گرددمی ظاهر مخزن کف در برشی نیروی

 ل داخل مخزن می باشد.سیا

                                                 
1 Tuned Liquid Damper 

2 Bauer 
3 Tuned Liquid Column Damper 
4 Orifice 
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 TLDحرکت سیال در سیستم  (:-12(شکل 

 

 

 TLD[7]ب( جاذب  TMDالف( جاذب  (:-13(شکل 

 انرژی()پمپاژ غیرخطی  1انتقال هدفمند انرژی 1-4-2

های یورودهای مکانیکی که در معرض یستمسی اخیر روش جدیدی برای کاهش ارتعاشات هاسالدر 

( نام دارد TETاین روش انتقال هدفمند انرژی ) .[8] است شده ارائهگذرا و پهنای باند وسیع هستند 

( که به سیستم 2NESانرژی غیرخطی ) چاهه نام غیرخطی و غیرفعال ب اساساًی که در آن یک ضمیمه

                                                 
1 Targeted Energy Transfer 
2 Nonlinear Energy Sink 
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انتقال انرژی هدفمند از سیستم اصلی به سیستم ثانویه  TET درواقعشود، وجود دارد. یماصلی متصل 

(NES )[9] گرددیمی حل پریودیک ظاهر هاشاخهی تسخیر رزونانس و پرش از یلهوسبهباشد که یم. 

گیر ( قابلیت چشمNESغیرخطی انرژی) چاههای شامل تحریک خارجی و یستمساخیر بر روی  مطالعات

 چاههای یبرتر .[10] ی خطی نمایان کرده استهاجاذباین سیستم را در کاهش ارتعاش در مقابل 

وان تحت عناوینی مختلفی تیمی مختلف را کاربردهای خطی، در هاجاذبغیرخطی انرژی در مقابل 

 بیان نمود:

و قابلیت جذب ارتعاش در نزدیکی فرکانس عدم نیاز به تنظیم شدن در یک فرکانس خاص  .1

  شده طبیعی تحریک

ی هااذبجدر جذب انرژی یکسان، تغییر شکل بسیار کمتر و نیاز بکار گیری جرم کمتر نسبت به  .2

 خطی

ی فرکانس وسیع از طریق انتقال محدودهش در قابلیت جذب بالای انرژی و کاهش دامنه ارتعا .3

 هدفمند انرژی چند فرکانسی

 به شرح زیر است: هرکدامدهنده یلتشکغیرخطی انرژی داریم که اجزا  چاهی دو نوع طورکلبه

 :نوع اول 

   یداً غیرخطی)شدفنر𝐹 = 𝑘𝑥3) 

  دمپر خطی یا غیرخطی 

 جرم کوچک نسبت به جرم سیستم اصلی 

 :نوع دوم 

 1یرخطی ضعیف یا دافینگفنر غ (𝐹 = 𝑘1𝑥 + 𝑘2𝑥
3) 

 دمپر خطی 

                                                 
1 Duffing 
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 جرم کوچک نسبت به جرم سیستم اصلی 

یداً غیرخطی، اتلاف شد تیفنرغیرخطی نوع اول به دلیل وجود  چاهکه مشخص است در  طورهمان

رد استفاده ونیز نوع اول بیشتر م شدهانجامباشد. در تحقیقات یمانرژی سیستم نسبت به نوع دوم بیشتر 

بایست جرم سیستم اصلی را در یک ضریبی، ضرب یم NESگیرد. برای تعیین میزان جرم یمقرار 

ϵ صورتبهرا  هاجرمبرای اتلاف انرژی نسبت  اصولاًنماییم.  ≪ به  ϵولی مقدار  رندیگیمدر نظر  1

ی مختلف هاستمیس برای ϵسیستم اصلی بستگی دارد، جهت دستیابی به اتلاف انرژی ماکزیمم، مقدار 

ϵسیستم اصلی یک رشته حفاری باشد ضریب  کهیهنگام، مثالعنوانبه. باشدیممتفاوت  = و برای  0.3

ϵسیستم اسیلاتور  =  .[12 ,11] اتلاف انرژی ماکزیمم اتفاق افتد باید باشد تا 0.01

اتصال چاه غیرخطی انرژی، رژیم پاسخی گذاری نوسانی و های شامل اسیلاتور خطی تحت بارسیستم

دارد. این های سیستم رژیم پاسخ جالب توجهی در بین پاسخدارند، که این  1نام پاسخ مدوله قویبه

 ,13]صورت آزمایشگاهی و هم عددی مورد بررسی قرار گرفته است. در بسیاری از مقالات هم بهرژیم 

طور قابل توجهی مؤثر است. ( در کاهش ارتعاشات بهSMRثبات شده که پاسخ مدوله قوی)ا [15 ,14

محلی  NESکلی بوده و از  صورتبه اشاره شد، هاآنکه در بالا به  مورد استفاده NES هاییستمساکثر 

علاوه بر فنر و یا دمپری که به  باشد کهیممحلی چنین  NESمنظور از  استفاده نشده است. هاآندر 

 باشد.یمبه جرم ثانویه متصل  صرفاًباشد، فنر و یا دمپری نیز یمسیستم اصلی و جرم ثانویه متصل 

و  𝜖کلی شببامل فنر خطی  دارای قسببمت که بینیممی  NESیک نمونه( 4-1شببکل عنوان مثال در به

 باشد.می ϵ𝜆2و میرایی خطی  Cمحلی شامل فنر غیرخطی  و قسمت 𝜆𝜖میرایی خطی 

                                                 
1 Strongly Modulated Response(SMR) 



11 

 

 [16]چاه انرژی غیرخطی کلی و محلی  (4-1شکل 

 

 

 

  



12 

 

  



13 

 فصل دوم               2فصل

 ادبیات فنیمروری بر 

 

 



14 

 

 مقدمه 2-1

ستای  شدهنجاماابتدا به بررسی مقالات  ی دینامیکی خطی و غیرخطی پرداخته و سپس هاجاذبدر را

ی مسببأله اقدام به اسببتخراج هاخواسببتهبرای بررسببی رفتار دو اسببیلاتور متصببل به یکدیگر با توجه به 

 کنیم.یممعادلات 

 مروری بر کارهای پیشین 2-2

م. این مقالات بر اساس موارد پردازییمی گذشته هاسالطی  شدهانجامدر این قسمت به بررسی مقالات 

 شوند:یمزیر تقسیم  صورتبهی کلی هادستهشده به یبررس

 ی دینامیکی خطی انرژیهاجاذب 2-2-1

 سیستم ارتعاش دامنه رساندن صفر به قادر که دمپر بدون فنر-جرم خطی جاذب 1909 سال در فراهم

 1928در سال  2هارتوگدن و 1ارموندروید. [4] کرد اختراع را بود، اصلی سیستم فرکانس کیدر  اصلی

. [17] دمپر ارائه دادند-فنر-پهنای باند بهینه برای کاهش ارتعاش را با استفاده از جاذب خطی جرم

کی خطی روش دن هارتوگ را برای طراحی جاذب ارتعاش دینامی 2004و همکاران در سال  3بولنت ازر

شوشتری و افضلی در سال . [18] ندیرایی، گسترش دادمتصل به یک سیستم چند درجه آزادی بدون م

ی از میراگر جرمی تنظیم شونده نشان مندبهرهی بتنی در حالت هاساختمانبا بررسی رفتار  1386

فرکانس سازه اصلی باعث کاهش مطلوبیت جرمی  لرزه باینزمی تفاوت محتوای فرکانسی طورکلبهدادند 

یر ی شدید سختی تغیهازلزلهی پلاستیک در هاشکلگردد، از سوی دیگر با توسعه تغییر یممتوازن 

ریزد به تعبیری تنظیم بین سازه و میراگر مختل یمکرده و تناسب آن با پارامترهای میراگر به هم 

ونده نیز از بین خواهد رفت، همچنین میراگر جرمی شود لذا کارایی میراگر جرمی تنظیم شیم

تواند پاسخ سازه را در گستره زمانی آن کاهش یمی متوسط هازلزلهکه در بام نصب گردد در یدرصورت

                                                 
1 Ormondroyd 
2 Den Hortog 
3 Bulent Ozer 
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یعتاً شاهد خسارت کمتری خواهیم طبدهد و انرژی هیسترزیس جذبی توسط سازه کاهش خواهد یافت و 

. [19] شودیمگردند کمتر مشاهده یمر طبقات دیگر نصب بود، این خاصیت در میراگرهایی که د

، سه نوع مختلف جاذب جرمی تنظیم شونده آویزان به اسیلاتور 2014و همکاران در سال  1پرلیکووسکی

دافینگ را در نظر گرفتند. هدف این تحقیق، به مطالعه برای مقایسه مشخصات جذب انرژی هر سیستم 

م تتواند باعث ایجاد کاهش دامنه زیادی از سیسیمدهد انتخاب درست و با دقت یمپردازد، که نشان یم

 .[20] دافینگ شود

 ی غیرخطی انرژیهاجاذب 2-2-2

، پارامترهای یک چاه غیرخطی انرژی نوع اول متصل به یک سیستم اولیه یک 1952در سال  2ربرسون 

ی را به صورتی بهینه کرد که یک باند فرکانسی بزرگ برای فرکانس نیروی محرک به دست درجه آزاد

و همکاران در سال  3رایس. [21] شود داشتهنگهآید و در آن باند دامنه ارتعاش سیستم اولیه زیر یک 

ارائه کردند و همچنین چگونگی  ، پارامترهای بهینه را برای یک چاه غیرخطی انرژی نوع اول1986

علاوه  .قراردادندی موردبررسانتخاب نوع فنر )خطی، سخت و یا نرم( را بر اساس فرکانس کاری سیستم 

ی اهکنندهای هارمونیک تخریب یداریناپایداً غیرخطی دچار شدهای یستمسدریافتند که  هاآنبر این 

، به بررسی ارتعاشات حالت دائم یک چاه غیرخطی انرژی 1988و همکاران در سال  4وشا. [22] شوندیم

باشد، پرداختند و در این راه یمدارای فنر غیرخطی نوع دافینگ  همآننوع اول متصل به سیستمی که 

 سدریافتند که اگر فرکان هاآنهای دیجیتال استفاده کردند. سازییهشبهای چندگانه و یاسمقاز روش 

تم به ی سیسهاپاسخهایی در یداریناپاکاری جاذب، میانگین دو فرکانس طبیعی خطی سیستم باشد، 

ی پریودیک با دامنه هاپاسخی پریودیک با دامنه بالا و هاپاسخ زمانهمآید که باعث وجود یموجود 

                                                 
1 Perlikowski 
2 Roberson 

3 Rice 
4 Shaw 
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، یک چاه غیرخطی انرژی 1992در سال  1تسیاواسنا. [23] شودیمپایین و پایین آمدن کارایی سیستم 

 هانآ. قراردادندی موردبررسباشد را یمدارای فنر غیرخطی نوع دافینگ  همآنمتصل به سیستمی که 

ه دریافتند که استفاد هاآن. قراردادندی موردبررسی حالت دائم را هاپاسخی سیستم بر روی پارامترهااثر 

ی اهفرکانسی در دامنه به ترتیب در محدوده توجهقابلنرم باعث کاهش  ی با فنر سخت و یاهاجاذباز 

ح شوند. همچنین دارا بودن سطیمبیش از فرکانس رزونانس اصلی و یا کمتر از فرکانس رزونانس اصلی 

ی هاپاسخپایین میرایی و درجه غیرخطی بالا و نیروی محرک با دامنه بالا، منجر به زوال پایداری 

در سال  3جندلمن.  [24]شوندیمبا دامنه بسیار بالا  2شاهده ارتعاشات شبه پریودیکپریودیک و م

 یداً غیرخطی با یکشد هاآنشامل دو اسیلاتور کوپل شده، که یکی از  نامتقارن کاملاً ، سیستم 2001

 . در اینقراردادی وردبررسمباشد را یمفرکانس خطی کوچک و دیگری خطی با فرکانس خطی بزرگ 

بررسی نشان داده شد که به دلیل درجه بالای غیرخطی سیستم، انتقال انرژی از طریق رزونانس مادون 

یابد یمشود. همچنین مشخص شد که بازدهی این جاذب در دامنه بحرانی کاهش یمهارمونیک انجام 

جندلمن و همکارانش در سال . [25] مودتوان از کنترل فعال استفاده نیمو برای غلبه بر این مشکل 

یداً غیرخطی با میرایی ضعیف شد، سیستم دو درجه آزادی شامل یک اسیلاتور خطی و اسیلاتور 2001

مابین دو  4و اتصال ضعیف را بررسی کردند. هدف از این مطالعه، بررسی پدیده پمپ انرژی غیرخطی

مربوط به سیستم بدون میرایی  1:15دریافتند که یک مدار مادون هارمونیک پایدار  اهآناسیلاتور بود. 

 ودپایین تحریک ش نسبتاًهای یانرژتواند در ینمباشد. همچنین این مدار یممسئول پدیده پمپ انرژی 

مل یک اسیلاتور خطی و اسیلاتور ، سیستم دو درجه آزادی شا2001جندلمن و همکاران در سال . [11]

بود،  لیقب ذکرشدهغیرخطی با میرایی ضعیف و اتصال ضعیف را بررسی کردند. در این کار که ادامه کار 

                                                 
1 Natsiavas 

2 Quasi-periodic oscillations 
3 Gendelman 

4 Nonlinear energy pumping 
5 1:1 Stable subharmonic orbit 
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نشان دادند که پمپ انرژی در سیستم به علت  هاآنی قرار گرفت. موردبررس 1پدیده رزونانس گیری

باشد. همچنین نواحی جاذب مسئول این یم سیستم 1:1لد رزونانس وپدیده رزونانس گیری در منیف

، 1200در سال  2واکاکیس. [12] قراردادند موردمطالعهرا  1:1لد رزونانس وپدیده در همسایگی منیف

نشان  هاآن. قراردادندضعیف به چاه غیرخطی انرژی را مورد بررسی  اتصال بادرجه آزادی  (N+1)مدل 

 بامطالعهد توانیمفیزیک پمپ انرژی و یا پدیده رزونانس گیری در یک سیستم غیرکنسرواتیو دادند که 

واکاکیس و همکاران . [26] نسرواتیو مربوطه، توضیح داده شودساختار و انشعاب مودهای نرمال خطی ک

غیرخطی انرژی را مورد بررسی ضعیف به چاه  بااتصالدرجه آزادی  (N+1)، مدل 2003در سال 

تواند با هر مود در حال رزونانس سیستم اصلی یمدریافتند که چاه غیرخطی انرژی  هاآن. قراردادند

غیرفعال مقدار معینی از انرژی آن را جذب نماید و سپس به مود  طوربهمجازی رزونانس کند و  طوربه

جندلمن . [27] مود در حال رزونانس را جذب نمایدر متوالی انرژی ه صورتبهترتیب ینابهبعدی رود و 

، بهینه کردن انرژی در سیستم دو درجه آزادی شامل یک اسیلاتور خطی و 2005و همکاران در سال 

اسیلاتور غیرخطی )اتصال غیرخطی شامل تابع پتانسیل متقارن با یک ترم خطی مثبت و یک ترم منفی 

نشان دادند که روند پمپ انرژی در این سیستم توسط ساختار  هاآن. قراردادند موردمطالعه( را درجه سه

های مختلف دینامیکی وابسته یمرژشود. همچنین یمسیستم، کنترل  شده یراممودهای نرمال غیرخطی 

ی بندمولفریداً غیرخطی شدشده و شرایط پمپ انرژی بهینه به اتصال ییشناسای سیستم پارامترهابه 

جندلمن و همکاران در سال . [28] نیز بررسی کردند 3احتمال وجود پاسخ آشفته گذرا علاوهبهشدند. 

، سیستم دو درجه آزادی شامل یک اسیلاتور خطی و چاه غیرخطی انرژی با بارگذاری خارجی 2006

مطالعه کردند.  1:1در همسایگی رزونانس خطرناک پاسخ سیستم را  هاآنهارمونیک را بررسی کردند. 

های یمرژی نیروی خارجی، سیستم بیشتر دارای هافرکانسی از امحدودههمچنین دریافتند که در  هاآن

پریودیک در حذف ارتعاشات ی شبههاپاسخی حالت دائمی و این هاپاسخپریودیک است تا پاسخ شبه

                                                 
1 Resonance capture 

2 Vakakis 
3 Chaotic transient response 
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، سیستم شامل اسیلاتور وندرپول و چاه 2006و همکاران در سال  1لی. [13] هستند مؤثرسیستم 

ی یا یخودالقاغیرخطی انرژی متصل یا غیرمتصل به زمین را بررسی کردند و موفق به حذف ارتعاشات 

و  2گوردن. [29] ستفاده از چاه غیرخطی انرژی شدندچرخه محدود مربوط به اسیلاتور وندرپول با ا

، سیستم دو درجه آزادی شامل یک اسیلاتور خطی و یک چاه غیرخطی انرژی 2006همکاران در سال 

دند فهمی هاآن. قراردادندسازی فرآیند زلزله مورد بررسی شبیه منظوربهرا تحت بار گذرا و هارمونیک را 

زمان بسیار کوتاه در مقایسه با جاذب دینامیک که چاه غیرخطی انرژی مقدار زیادی انرژی را در یک

کند. همچنین جرم چاه غیرخطی انرژی در مقایسه با جرم جاذب دینامیک خطی یمخطی جذب 

پریودیک ی شبههاپاسخ، 2007جندلمن و همکاران در سال . [30] انتخاب شود ترکوچکتواند بسیار یم

قرار دادند. در این  موردمطالعهادی شامل یک اسیلاتور خطی و چاه غیرخطی انرژی سیستم دو درجه آز

. [31] در دو نوع ضعیف و قوی وجود دارندپریودیک ی شبههاپاسخها مشخص گردید که یبررس

ضربه هارمونیک  ، یک اسیلاتور غیرخطی از درجه بالا تحت نیروی2007و جندلمن در سال  3میموکین

جندلمن  .[32] به شرایط اولیه بستگی دارند شدتبهیافتند که نواحی پاسخ  هاآن. قراردادندمورد بررسی 

، سیستم دو درجه آزادی شامل یک اسیلاتور خطی و یک چاه غیرخطی انرژی 2008و همکاران در سال 

وجود  باهم زمانهمهای مختلف پاسخ یمرژنواحی که  هاآن. قراردادندرا تحت بار هارمونیک مورد بررسی 

ی محاسبه کردند و مشخص شد که اگرچه ادامنه، شکل و مشخصات پارامترهاداشتند را در فضای 

رف کند ولی از طیماستفاده چاه غیرخطی انرژی در سیستم، پتانسیل خاصی برای جاذب ارتعاش ایجاد 

 4ی آشفتههاپاسخهای مختلف پاسخ در برخی نواحی و همچنین احتمال وجود یمرژ زمانهمدیگر وجود 

چاه غیرخطی انرژی به تنظیمات دقیقی نیاز دارد و شاید استفاده  درواقعآورد. یم به وجودمشکلاتی را 

، سیستم دو 2008ر سال جندلمن و همکاران د. [33] نیمه فعال در این راه مناسب باشداز کنترل 

                                                 
1 Lee 
2 Gourdon 

3 Meimukhin 
4 Chaotic 
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درجه آزادی شامل یک اسیلاتور خطی و یک چاه غیرخطی انرژی را تحت بار هارمونیک مورد بررسی 

های یمژری سیستم به هاانشعابتوصیف بستگی فرکانس و  منظوربهیک روش تحلیلی  هاآن. قراردادند

 یاعمدهی شبه پریودیک قوی تفاوت هاپاسخیافتند که در هاآنارائه کردند.  1پاسخ شبه پریودیک قوی

 هاآنمدولاسیون نوسانات  درواقعی شبه پریودیک ضعیف دارند. هاپاسخی حالت دائمی یا هاپاسخبا 

جندلمن و . [14] زی در حدود دامنه پاسخ سیستم استیی چیتنهابه هاآنبسیار عمیق است و دامنه 

 انرژی غیرخطی چاه یک و خطی اسیلاتور یک شامل آزادی درجه دو سیستم ،2008همکاران در سال 

 شبه های پریودیک ورژیم خصوص در وسیعی مطالعه هاآن .قراردادند موردبررسی هارمونیک بار تحت را

 شبه پریودیک قوی پاسخ هایرژیم ناحیه محاسبه به موفق هاآن همچنین .دادند انجام ضعیف پریودیک

زمان باهم است هم ممکن را سیستم هایرژیم مختلف ترکیبات و شدند تحلیلی روش از هاستفاد با

ها بود که رژیم از ترکیبیتوجه، جالب موردکردند.  بینیپیش تحلیلی هایمدل با را باشند داشته وجود

جندلمن و همکاران در . [34] ک و یک رژیم شبه پریودیک قوی بودشامل سه رژیم، دو رژیم پریودی

، سیستم دو درجه آزادی شامل یک اسیلاتور خطی و یک چاه غیرخطی انرژی را تحت بار 2008سال 

یی برای تنظیم چاه غیرخطی انرژی ارائه کردند که هدف هاروش هاآن. قراردادندهارمونیک مورد بررسی 

. [35] ی چاه غیرخطی انرژی بودپارامترهایر تحریک پاسخ مدوله قوی در هر مود بدون تغی هاآناز 

، سیستم دو درجه آزادی شامل یک اسیاتور خطی و یک چاه 2009و همکاران در سال  2ساپسیس

. هدف از این مطالعه، بررسی شرایط برای بهینه کردن انتقال قراردادندغیرخطی انرژی را مورد بررسی 

خصوصیات  هاآنگذرا بود.  1:1در سیستم دو درجه آزادی تحت رزونانس گیری  3انرژی هدفمند

غیرفعال و اتلاف آن  صورتبههای زمانی دینامیکی که بر ظرفیت جذب انرژی جاذب غیرخطی یاسمق

، 2010در سال جندلمن و همکاران . [36] یرگذار است را تعیین کردندتأثانرژی از اسیلاتور خطی 

سیستم دو درجه آزادی شامل یک اسیلاتور خطی و یک چاه غیرخطی انرژی را تحت بارگذاری 

                                                 
1 Strongly quasi periodic response or Strongly modulated response(SMR) 

2 Sapsis 
3 Targeted energy transfer 
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های مجانبی با درجه یبتقربررسی  منظوربهی تحلیلی را هاروش هاآن. قراردادندی موردبررسهارمونیک 

وی های شبه پریودیک قمیرژرا قادر به تشخیص تغییرات کیفی در  هاآنبالاتر گسترش دادند. این کار 

. [37] مقدار جرم چاه غیرخطی انرژی، کرد( با افزایش هاآنهای از دست دادن پایداری توسط یزممکان)

ر بین یک اسیلاتو پمپاژ انرژی، به بررسی تجربی و تحلیلی رفتار 2012و همکاران در سال  1کوچلین

ک اسیلاتور غیرخطی شامل فنر خطی کلی و میرایی خطی و فنریت خطی شامل یک فنر خطی با ی

های ارائه شده را توسط سه رژیم تحریک منبع سینوسی، گیریاندازه غیرخطی محلی پرداخته اند.

و همکاران در سال  2سوادکوهی. [38] ینوسی پیشرفته مختلف انجام دادندارتعاشات آزاد و منبع س

...( کلی)غیرخطی، ناآرام و هاییلپتانسچندگانه اسیلاتور اصلی با زمانی ، روش کلی برای پاسخ 2016

پرداختند. روش پیشنهادی بر دو مورد خاص  و محلی های کلییلپتانسمتصل به چاه انرژی غیرخطی با 

 هانآه شده است. باشد، نشان دادیمهای متفاوت یانجرها با یستمسکه شامل دو نوع مختلف از اتصال 

 . [39] و حفظ هارمونیک اول سری فوریه معادلات سیستم را بررسی نمودند 3با استفاده از روش گلرکین

 کهیرحالدگذارد، سینک انرژی اندرکنش مستقیم با اسیلاتور خطی اصلی می ،پتانسیل کلی غیرخطی

و با  گیردیم یرتأثغیرخطی  NESین دو اسیلاتور( تنها از رفتار پتانسیل محلی )در حین تبادل انرژی ب

های تماس بین المان واسطهبه تواندیمتانسیل محلی اسیلاتور اصلی اندرکنشی نخواهد داشت. این پ

افزایش کارایی  واسطهبهکارگیری آن ممکن است هساختاری مدل در حین تحریک رخ دهد. همچنین ب

NES  توسعه  سیستم و یا افزایش راندمان برداشت انرژی ارتعاشی از سیستم باشد. یرفعالغدر کنترل

 موردنظر تکیننقاط تعادل و  با معادل چاه انرژی غیرخطی که دهدیماجازه  ابزارهای تحلیلی به ما

 نماییم.طراحی 

                                                 
1 Cochelin 
2 A.Ture Savadkoohi 
3 Galerkin 



21 

ی شامل چاه غیرخطی هاستمیسی مختلف پاسخ در هامیرژی بنددسته 2-3

 انرژی

های شامل چاه غیرخطی انرژی، در این قسمت به یستمسهای مختلف پاسخ در میرژتوصیف  منظوربه

 پردازیم.یمطور کتب دیگر برای بررسی سایر مفاهیم ینهمو  [41 ,40] بررسی دو عدد از مقالات

 1رژیم نوسانات تخفیف یافته  2-3-1

 ف یافته را از طریق یک سیستم مکانیکی ساده درک کردتوان دینامیک نوسانات تخفییمی آسانبه

است شامل یک الاکلنگ بوده که یک  شدهدادهنشان  (1-2)شکل این سیستم مکانیکی ساده در .[42]

که مقدار آب از وزن وزنه یهنگامباشد. یمطرف و یک وزنه در طرف دیگر آن ذخیره گر آب در یک

ه شده و ذخیره گر به نقطیهتخلافتد و آب یمبیشتر شود، طرفی که شامل ذخیره گر آب است پایین 

. پریود شوندیمهای بیولوژیکی و بیوشیمیایی دیده یستمسدر  مکرراًگردد. این رژیم یبازماولیه خود 

  .[42] باشدیمر حالت تعادل نوسانات تابع نرخ آب ورودی و حجم آب د

 

 یک اسیلاتور تخفیف یافته شامل یک الاکلنگ با ذخیره گر آب در یک سمت و یک وزنه در سمت دیگر (1-2)شکل 

]37[ 

  .دهد( رژیم نوسانات تخفیف یافته رخ می1-2)دله یک درجه آزادی با معا یباً خطیتقربرای اسیلاتورهای 

(2-1) 𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
+ 𝑥 = 𝜖𝑓 (𝑥,

𝑑𝑥

𝑑𝑡
) , 0 < 𝜖 ≪ 1 

                                                 
1 Relaxation oscillation 
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هیچ حل  توانینمبکار گرفت. زیرا که ( را برای سیستم 1-2)معادله  توانینمکوچک نباشد،  𝜖اگر 

نا عددی پیدا شوند. ولی یک مورد استث صورتبهباید  هاجوابمجانبی تقریبی برای سیستم فوق یافت و 

 :[43] زیر وجود دارد یی از نوعهاستمیسبرای 

(2-2) 𝜖
𝑑2𝑥

𝑑𝑡2
= 𝑓 (𝑥,

𝑑𝑥

𝑑𝑡
) , 0 < 𝜖 ≪ 1  

به به سبببمت صبببفر یک حل تقریبی پیدا کرد، که معادله زیر  𝜖توان با میل دادن یمبرای این معادله 

 :دیآیم دست

(2-3) 𝑓 (𝑥,
𝑑𝑥

𝑑𝑡
) = 0  

ولی  باشددر یک بازه زمانی بزرگ از چرخه  (2-2)تواند تقریب خوبی از معادله یماین معادله 

م که این تقریب دیگر معتبر ای برسیاگر به بازهی پریودیک باشد. هاحلتواند دارای ینمخود یخودبه

(، (1-2)شکل در مثال الاکلنگ )کند. تغییر می سرعتبهدر یک بازه زمانی کوتاه  xنباشد، متغیر 

قریب گردد که تیبرمکند و دوباره به حالتی یمعبور  هاآناز  سرعتبهباشند که سیستم یمیی هاحالت

ای رسید که وزن وزنه بیشتر شد و چه در این مثال دیدیم آب به آستانههمانند آن معتبر است. (2-3)

 به حالت اولیه مجدداًی زمانی کوتاهی جهت الاکلنگ عکس شد و آب تخلیه گردید و سیستم در بازه

توان از میدان برداری یمچنین نتایجی را  شود.معتبر می مجدداً  (3-2)خود بازگشته که در آن تقریب 

 سیالات مکانیک از روش ینا آورد. دستبهدر فضای حالت برای انواع اسیلاتورهای تخفیف یافته نیز 

در حال  کههنگامی[44] مرزی سرچشمه گرفته است. نخستین بار توسط وندرپللایه پدیده تحلیل برای

را   اولیه شرایط از مستقل ایدامنه با پایدار خود نوسانات سری یکمطالعه مدار لامپ سه قطبی بود 

 کهدرحالیهستند.  سینوسی تقریباً  نوسانات این سیستم پارامترهای از معینی مقادیر برای مشاهده نمود.

 .کنندمی تغییر ایغیرمنتظره طوربه ساناتنو پارامترها، از متفاوتی محدوده در
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 1انشعاب هوموکلینیک 2-3-2

که یک مدار پریودیک با یک نقطه زین  افتدیماین انشعاب یک انشعاب کلی است و هنگامی اتفاق 

عاب، در هنگام انشعاب و بعد ، صفحه فاز را قبل از انش(2-2)شکل برخورد کند. دیاگرام فازی در  2اسبی

 کندیم. مدار پریودیک تا هنگام برخورد به نقطه زین اسبی رشد دهدیماز انشعاب هوموکلینیک نشان 

 شودیمو به یک مدار هوموکلینیک تبدیل  رسدیم هایتنیبو در نقطه انشعاب، پریود مدار پریودیک به 

 .داردو بعد از انشعاب دیگر هیچ مدار پریودیکی وجود ن

 

مختصات و یک چرخه محدود در ربع اول ب(  مبدأ: الف( یک نقطه زین اسبی در انشعاب هوموکلینیک (2-2)شکل 

نهایت ج( ناپدید شدن کامل چرخه یبشدن به یک مدار با پریود یلتبدبرخورد چرخه محدود با نقطه زین اسبی و 

 محدود.

 مدار یک که دهد می رخ پارامترها از سری یک برای هوموکلینیک انشعاب یک هنگامی واقع در

 از خانواده یک هوموکلینیک، انشعاب منحنی هر. باشد داشته وجود پارامترها این برای هوموکلینیک

 در پارامتری -تک محلی انشعاب تحلیل .کند می توصیف پارامتری فضای در را هوموکلینیک مدارهای

 مدارهای دیگر از نامتناهی تعدادی که داد نشان نیکو شیل هوموکلینیک مدار یک همسایگی

 تعداد با هوموکلینیک مدارهای این از یک هر و دارد وجود اولیه سیستم با مرتبط فرعی هوموکلینیک

 .[45] هستند همراه ها اسب نعل از شمارش قابل ولی نهایت بی

                                                 
1 Homoclinic bifurcation 
2 Saddle-node 
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 یرخطیغی پاسخ سیستمی شامل یک اسیلاتور خطی متصل به چاه هامیرژ 2-3-3

 انرژی

سیستمی شامل یک اسیلاتور خطی متصل . پردازیممدل دو درجه آزادی می یک در این بخش به بررسی

را بررسی  (3-2)شکل به چاه غیرخطی انرژی با میرایی و پتانسیل کلی و تحت بار هارمونیک که در

 :[33 ,31] شوندیمزیر بیان  صورتبهکنیم. معادلات حاکم بر سیستم یم

 

(2-4) 

𝑦1̈ + 𝜖𝜆(𝑦̇1 − 𝑦̇2) + 𝑦1 +
4

3
𝜖(𝑦1 − 𝑦2)

3 = 𝜖𝐴𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡) 

  𝜖𝑦̈ + 𝜖𝜆(𝑦̇2 − 𝑦̇1) +
4

3
𝜖(𝑦2 − 𝑦1)

3 = 0 

 

 

 [33 ,31] مدل مکانیکی سیستم (3-2)شکل 

ضببریب میرایی و  𝜖𝜆، باشببندیمی اسببیلاتور خطی و غیرخطی هاییجابجابه ترتیب  𝑦2و  𝑦1در اینجا 

𝜖𝐴  .دامنه نیروی تحریک خارجی هسبببتند𝜖  0از یک بوده ) ترکوچکبسبببیار < ϵ≪ ( و نسببببت 1

شان هاجرم ستم، میرایی را ن سی سیار  𝜖. اعمال دهدیمی  ستم ب سی شدیم مؤثردر  ی هاترم چراکه با

4. ضریب سختی اسیلاتور غیرخطی برابر دینمایممختلف را با یکدیگر بالانس 

3
𝜖 باشدیم. 
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در مسائل  کار نیا. شودیمجرم چاه غیرخطی انرژی در مقایسه با سیستم اصلی، کوچک در نظر گرفته 

اه غیرخطی انرژی از چ توانیمکاربردی اهمیت بسببیاری دارد، زیرا با افزایش اندکی در جرم سببیسببتم 

 استفاده نمود.

 :میکنیمی زیر را برای جابجایی سیستم اعمال رهایمتغحال تغییر 

 

(2-5) 

𝑦1 =
𝑣+𝜖𝑤

1+𝜖
  𝑣 = 𝑦1 + 𝜖𝑦2 

𝑦2 =
𝑣−𝑤

1+𝜖
    𝑤 = 𝑦1 − 𝑦2 

صات جدید  سیلاتور خطی و غیرخطی، و  𝑣در بیان فیزیکی، مخت  طورنیهمبیانگر حرکت مرکز جرم ا

𝑤 .نشانگر جابجایی نسبی اسیلاتور خطی و غیرخطی نسبت به یکدیگر است 

 (، داریم:5-2)( و سپس جایگذاری در رابطه 4-2)دو رابطه  کردنجمعبا 

(2-6) 𝑦1̈ + 𝜖𝑦̈2 + 𝑦1 = 𝜖𝐴 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡)           𝑣̈ +
𝑣+𝜖𝑤

1+𝜖
= 𝜖𝐴 𝑐𝑜𝑠 (𝜔𝑡) 

و کم کردن معادله اول از دوم و سبببپس جایگذاری  𝜖( بر4-2)دله همچنین با تقسبببیم رابطه دوم معا

 ( در آن، خواهیم داشت:5-2)روابط معادله 

 

 

𝑦1̈ − 𝑦̈2 + (1 + 𝜖)𝜆(𝑦̇1 − 𝑦̇2) + 𝑦1 +
4

3
(1 + 𝜖)(𝑦1 − 𝑦2)

3 = 𝜖𝐴 𝑐𝑜𝑠 (𝜔𝑡)       

      

(2-7) 𝑤̈ + (1 + 𝜖)𝜆𝑤̇ +
𝑣+𝜖𝑤

1+𝜖
+
4

3
(1 + 𝜖)𝑤3 = 𝜖𝐴 𝑐𝑜𝑠 (𝜔𝑡)  

 :شوندیمزیر  صورتبهبنابراین معادلات سیستم پس از اعمال تغییر متغیر 

 

 

(2-8) 

 𝑣̈ +
𝑣+𝜖𝑤

1+𝜖
= 𝜖𝐴 𝑐𝑜𝑠 (𝜔𝑡) 

 

𝑤̈ + (1 + 𝜖)𝜆𝑤̇ +
𝑣+𝜖𝑤

1+𝜖
+
4

3
(1 + 𝜖)𝑤3 = 𝜖𝐴 𝑐𝑜𝑠 (𝜔𝑡)  
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 1یریگنیانگیمروش  2-3-3-1

هایی با اسیلاتور غیرخطی با خواص ستمیسبرای تحلیل  [46] 2چتاین روش نخستین بار توسط مانوی

د. برای باشیمغیرخطی نامتقارن، بکار گرفته شد. این روش بر مبنای نمایش مختلط معادلات سیستم 

اولین بار، نمایش مختلط معادلات حرکت برای یک سیستم شامل اسیلاتورهای خطی کوپل شده در 

 پل شده و امواج در مکانیک، الکترونیک و فیزیکفیزیک کوانتوم و همچنین برای تحلیل اسیلاتورهای کو

𝑢𝑗در این ترکیب خطی مزدوج مختلط  .[49 ,48 ,47] قرار گرفت مورداستفادهحالت جامد  + 𝑖𝑣𝑗  و

𝑢𝑗 − 𝑖𝑣𝑗  ی جابجایی هاترمکه شامل𝑣𝑗  و سرعت𝑢𝑗 بردارهایی با  صورتبه توانیمورها است را اسیلات

برای آن است که بتوان سرعت و جابجایی هر  کار نیا  اندازه مساوی ولی در جهات مختلف، نمایش داد.

ش ی پیچیده بازدهی نمایهاستمیسیک تابع مختلط بیان نمود. چراکه در مواجه با  صورتبهاسیلاتور را 

ی ریگنیانگیمبرای تحلیل غیرخطی، با کمک روش  .[49] شودیم مختلط معادلات حرکت بیشتر نمایان

 :شودیم استفاده (9-2) صورتبهی مختلط رهایمتغاز  )8-2)ی معادله سازسادهبرای 

 

(2-9) 

𝜒𝑣 = 𝑣̇ + 𝑖𝑣  

𝜒𝑤 = 𝑤̇ + 𝑖𝑤  

 به مزدوج روابط بالا نیاز داریم: 𝑤و  𝑣̇ ،𝑣 ،𝑤̇آوردن  به دستبرای 

 

(2-10) 

𝜒𝑣̅̅ ̅ = 𝑣̇ − 𝑖𝑣  

𝜒𝑤̅̅ ̅̅ = 𝑤̇ − 𝑖𝑤  

𝜒𝑤̅̅و  𝜒𝑤 کردنجمعبنابراین با  ̅̅  ،𝑤̇  و با تفریق این دو رابطه𝑤 دیآیم به دست: 

 

(2-11) 

𝑣̇ =
𝜒𝑣+𝜒𝑣̅̅̅̅

2
  𝑣 =

𝜒𝑣−𝜒𝑣̅̅̅̅

2𝑖
    , 

𝑤̇ =
𝜒𝑤+𝜒𝑤̅̅ ̅̅

2
  𝑤 =

𝜒𝑤−𝜒𝑤̅̅ ̅̅

2𝑖
  , 

 آید:یم به دست (12-2)(، روابط 9-2)یری از روابط گمشتقحال با 

                                                 
1 Averaging Procedure 
2 Manevitch 
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(2-12) 

𝜒𝑣̇ = 𝑣̈ + 𝑖𝑣̇  

𝜒𝑤̇ = 𝑤̈ + 𝑖𝑤̇  

ست 𝑤̈و  𝑣̈برای  (13-2)(، روابط 12-2)( در روابط 11-2)از رابطه  𝑤̇و  𝑣̇حال با جایگزینی  یم به د

 :دیآ

 

(2-13) 

𝑣̈ = 𝜒𝑣̇ −
𝑖

2
(𝜒𝑣 + 𝜒𝑣̅̅ ̅)  

𝑤̈ = 𝜒𝑤̇ −
𝑖

2
(𝜒𝑤 + 𝜒𝑤̅̅ ̅̅ )  

 آید:یم به دست (14-2)( روابط 8-2)( در معادلات 11-2)( و 13-2)حال با جایگذاری روابط 

 

 

(2-14) 

 𝜒𝑣̇ −
𝑖

2
(𝜒𝑣 + 𝜒𝑣̅̅ ̅) +

1

1+𝜖

𝜒𝑣−𝜒𝑣̅̅̅̅

2𝑖
+

𝜖

1+𝜖

𝜒𝑤−𝜒𝑤̅̅ ̅̅

2𝑖
 = 𝜖𝐴 𝑐𝑜𝑠 (𝜔𝑡) 

𝜒𝑤̇ −
𝑖

2
(𝜒𝑤 + 𝜒𝑤̅̅ ̅̅ ) + (1 + 𝜖)𝜆

𝜒𝑤+𝜒𝑤̅̅ ̅̅

2
+

1

1+𝜖

𝜒𝑣−𝜒𝑣̅̅̅̅

2𝑖
+

𝜖

1+𝜖

𝜒𝑤−𝜒𝑤̅̅ ̅̅

2𝑖
+
4

3
(1 +

𝜖)(
𝜒𝑤−𝜒𝑤̅̅ ̅̅

2𝑖
)3 = 𝜖𝐴 𝑐𝑜𝑠 (𝜔𝑡)  

 بیان کرد: (15-2)توان متغیرهای مختلط را به فرم قطبی یمحال 

 

(2-15) 

𝜒𝑣 = 𝜑1𝑒
𝑖𝜔0𝑡  

𝜒𝑤 = 𝜑2𝑒
𝑖𝜔0𝑡  

یل فرکانس نیروی خارجی ) منظوربه قاً برابر فرکانس اسبببیلاتور اصبببلی دق( 𝜔راحتی، در این تحل ی

(𝜔 = صلی برابر یک درنت. است شدهگرفته( در نظر 1 سیلاتور ا یجه با توجه به اینکه فرکانس طبیعی ا

𝜔0است، بنابراین در اینجا  =  :باشدیم 1

 

(2-16) 

𝜒𝑣 = 𝜑1𝑒
𝑖𝑡  

𝜒𝑤 = 𝜑2𝑒
𝑖𝑡  

𝜑𝑗در اینجا   , 𝑗 = سه با ستهآهی رهایمتغمعرف   1,2 ستم در مقای سی سریع رهایمتغی   𝑒𝑖𝑡ی نمایی 

 بدست می آیند: (17-2)( روابط 14-2)( در معادله 16-2)یر متغیر یاست. با جایگزینی تغ



28 

 

 

 

(2-17) 

𝜑̇1𝑒
𝑖𝑡 + 𝑖𝜑1𝑒

𝑖𝑡 −
𝑖

2
(𝜑1𝑒

𝑖𝑡 + 𝜑̅1𝑒
−𝑖𝑡) +

1

1+𝜖

𝜑1𝑒
𝑖𝑡−𝜑̅1𝑒

−𝑖𝑡

2𝑖
+

𝜖

1+𝜖

𝜑2𝑒
𝑖𝑡−𝜑̅2𝑒

−𝑖𝑡

2𝑖
 =

𝜖𝐴 𝑐𝑜𝑠 (𝜔𝑡)  

𝜑̇2𝑒
𝑖𝑡 + 𝑖𝜑2𝑒

𝑖𝑡 −
𝑖

2
(𝜑2𝑒

𝑖𝑡 + 𝜑̅2𝑒
−𝑖𝑡) + (1 + 𝜖)𝜆

𝜑2𝑒
𝑖𝑡+𝜑̅2𝑒

−𝑖𝑡

2
+

1

1+𝜖

𝜑1𝑒
𝑖𝑡−𝜑̅1𝑒

−𝑖𝑡

2𝑖
+

𝜖

1+𝜖

𝜑2𝑒
𝑖𝑡−𝜑̅2𝑒

−𝑖𝑡

2𝑖
+
4

3
(1 + 𝜖)(

𝜑2𝑒
𝑖𝑡−𝜑̅2𝑒

−𝑖𝑡

2𝑖
)3 = 𝜖𝐴 𝑐𝑜𝑠 (𝜔𝑡)  

 از طرفی داریم:

 

(2-18) 

 

𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡) =
𝑒𝑖𝑡+𝑒−𝑖𝑡

2
  

𝑒𝑖𝑡 = 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡)   

𝑒−𝑖𝑡 = 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑡) − 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑡)  

ست آمده بر 18-2)( و 17-2)یگذاری روابط با جا سیم رابطه بد ست می  (19-2)، روابط  𝑒𝑖𝑡( و تق بد

 آیند:

 

 

 

(2-19) 

𝜑̇1 +
𝑖𝜖

2(1+𝜖)
(𝜑1 − 𝜑2 − 𝜑̅1𝑒

−2𝑖𝑡 + 𝜑̅2𝑒
−2𝑖𝑡)  =

𝜖𝐴

2
 (1 + 𝑒−2𝑖𝑡)  

 

𝜑̇2 +
𝑖

2(1+𝜖)
(𝜑2 − 𝜑1 − 𝜑̅2𝑒

−2𝑖𝑡 + 𝜑̅1𝑒
−2𝑖𝑡) +

(1+𝜖)𝜆

2
(𝜑2 + 𝜑̅2𝑒

−2𝑖𝑡) +

𝑖(1+𝜖)

6
𝑒−𝑖𝑡(𝜑2𝑒

𝑖𝑡 + 𝜑̅2𝑒
−𝑖𝑡)3 =

𝜖𝐴

2
(1 + 𝑒−2𝑖𝑡)  

                       P1 

 

 

 

(2-20) 

𝑃1 = 𝑒−𝑖𝑡(𝜑2𝑒
𝑖𝑡 + 𝜑̅2𝑒

−𝑖𝑡)3 = 𝑒−𝑖𝑡(𝜑2
3𝑒3𝑖𝑡 − 𝜑2̅̅̅̅

3𝑒−3𝑖𝑡 + 3𝜑2𝜑2̅̅̅̅
2𝑒−𝑖𝑡 −

3𝜑2
2𝜑2̅̅̅̅ 𝑒

𝑖𝑡) = 𝜑2
3𝑒2𝑖𝑡 − 𝜑2̅̅̅̅

3𝑒−4𝑖𝑡 + 3𝜑2𝜑2̅̅̅̅
2𝑒−2𝑖𝑡 − 3𝜑2

2𝜑2̅̅̅̅  = 𝜑2
3𝑒2𝑖𝑡 −

𝜑2̅̅̅̅
3𝑒−4𝑖𝑡 + 3𝜑2𝜑2̅̅̅̅

2𝑒−2𝑖𝑡 − 3𝜑2|𝜑2|
2   

 می شوند: (21-2)بنابراین معادلات سیستم بصورت 

 𝜑̇1 +
𝑖𝜖

2(1+𝜖)
(𝜑1 − 𝜑2 − 𝜑̅1𝑒

−2𝑖𝑡 + 𝜑̅2𝑒
−2𝑖𝑡)  =

𝜖𝐴

2
 (1 + 𝑒−2𝑖𝑡)  
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(2-21) 

𝜑̇2 +
𝑖

2(1+𝜖)
(𝜑2 − 𝜑1 − 𝜑̅2𝑒

−2𝑖𝑡 + 𝜑̅1𝑒
−2𝑖𝑡) +

(1+𝜖)𝜆

2
(𝜑2 + 𝜑̅2𝑒

−2𝑖𝑡) +

𝑖(1+𝜖)

6
(𝜑2

3𝑒2𝑖𝑡 − 𝜑2̅̅̅̅
3𝑒−4𝑖𝑡 + 3𝜑2𝜑2̅̅̅̅

2𝑒−2𝑖𝑡 − 3𝜑2|𝜑2|
2) =

𝜖𝐴

2
(1 + 𝑒−2𝑖𝑡)  

 1:1( در نزدیکی فرکانس 21-2)ا هدف بررسی رژیم های پاسخ سیستم توصیف شده با روابط در اینج

ل سببیسببتم اویا رزونانس اولیه هنگامی اتفاق می افتد که مود  1یا رزونانس اصببلی 1:1اسببت. رزونانس 

شود، یعنی فرکانس نیروی خارجی  ستم اولیه خطی اولیه خطی تحریک  سی برابر فرکانس طبیعی اول 

در مقایسببه با نوسببانات سببریع  𝜑2و  𝜑1می باشببد. بنابراین می توان گفت پیشببروی متغیرهای مدوله 

 گیرینیروی خارجی آهسبببته اسبببت. در نتیجه، اولین تقریب متغیرهای مدوله را می توان با میانگین

( نسبت به مقیاس زمانی سریع، بدست آورد. با مساوی صفر قرار دادن تمام جملات شامل 21-2)رابطه 

 آیند: بدست می 𝜑𝑗( معادلات به صورت تابعی از مدولاسیون آهسته 21-2)عبارات نمایی در رابطه 

 

(2-22) 

𝜑̇1 +
𝑖𝜖

2(1+𝜖)
(𝜑1 − 𝜑2)  =

𝜖𝐴

2
   

𝜑̇2 +
𝑖

2(1+𝜖)
(𝜑2 −𝜑1) +

(1+𝜖)𝜆

2
𝜑2 −

𝑖(1+𝜖)

2
𝜑2|𝜑2|

2 =
𝜖𝐴

2
  

رد زیرا فراتر از توان از لحاظ ریاضی دقیق برشمروش میانگین گیری استفاده شده در اینجا را نمی

 ,27 ,11] گیری انجام شده است. ولی از این روش در مقالات متعددیمحدوده اعتبار تئوری میانگین

 استفاده شده و نتایج حاصل با حل عددی مطابقت داشته است. [13

 2منیفولد نامتغیر آهسته  2-3-3-2

 ( بدست می آید، که خواهیم داشت:22-2)از رابطه دوم معادله  با استفاده 𝜑1حال 

(2-23) 𝜑1 = −2𝑖(1 + 𝜖)𝜑̇2 + 𝜑2 − 𝑖(1 + 𝜖)
2𝜆𝜑2 − (1 + 𝜖)

2𝜑2 |𝜑2|
2 + 𝑖(1 +

𝜖)𝜖𝐴  

 ( داریم:22-2)( در معادله اول رابطه 23-2) بدست آمده از رابطه 𝜑1حال با جایگذاری  

                                                 
1 Main Resonance 
2 Slow Invariant Manifold(SIM) 
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(2-24) 

𝑑

𝑑𝑡
(−2𝑖(1 + 𝜖)𝜑̇2 + 𝜑2 − 𝑖(1 + 𝜖)

2𝜆𝜑2 − (1 + 𝜖)
2𝜑2 |𝜑2|

2 + 𝑖(1 +

𝜖)𝜖𝐴) +
𝑖𝜖

2(1+𝜖)
(−2𝑖(1 + 𝜖)𝜑̇2 + 𝜑2 − 𝑖(1 + 𝜖)

2𝜆𝜑2 − (1 + 𝜖)
2𝜑2 |𝜑2|

2 +

𝑖(1 + 𝜖)𝜖𝐴 − 𝜑2) =
𝜖𝐴

2
  

 با مرتب سازی معادله بالا داریم:

(2-25) 𝑑2

𝑑𝑡2
𝜑2 +

𝑑

𝑑𝑡
(
𝑖

2
𝜑2 +

𝜆(1+𝜖)

2
𝜑2 −

𝑖(1+𝜖)

2
𝜑2 |𝜑2|

2) +
𝑖𝜖

4
(𝜆𝜑2 − 𝑖𝜑2 |𝜑2|

2 −

𝐴) = 0  

توان رابطه می  𝜖های کوچک مورد بحث هستند. بنابراین با توجه به کوچک بودن  𝜖در این تحلیل ها 

های چندگانه با استفاده از ، بررسی کرد. مقیاس1( را با کمک روش مقیاس های چندگانه2-25)

 شوند:معرفی می (26-2)جایگزینی روابط 

 

(2-26) 

𝜑2 = 𝜑2(𝜏0, 𝜏1, … )  

𝜏𝑘 = 𝜖
𝑘𝑡, 𝑘 = 0,1, …  

𝑑

𝑑𝑡
=

𝜕

𝜕𝜏0
+ 𝜖

𝜕

𝜕𝜏1
+⋯  

𝜏0کنیم همانطور که مشاهده می = 𝜖
0𝑡  مقیاس زمانی سریع و𝜏1 = 𝜖𝑡 باشند. مقیاس زمانی آهسته می

 ( داریم:25-2)( در 26-2)با جایگذاری رابطه 

 

(2-27) 

(
𝜕2

𝜕𝜏0
2 + 2𝜖

𝜕2

𝜕𝜏0𝜕𝜏1
+ 𝜖2

𝜕2

𝜕𝜏1
2)𝜑2 + (

𝜕

𝜕𝜏0
+ 𝜖

𝜕

𝜕𝜏1
) (

𝑖

2
𝜑2 +

𝜆(1+𝜖)

2
𝜑2 −

𝑖(1+𝜖)

2
𝜑2 |𝜑2|

2) +
𝑖𝜖

4
(𝜆𝜑2 − 𝑖𝜑2 |𝜑2|

2 − 𝐴) = 0  

به سمت صفر، مقیاس زمانی سریع سیستم  𝜖با میل دادن  (𝜖0)( 27-2)با تقریب مرتبه یک رابطه 

 آید:بدست می (28-2)صورت ( به22-2)گیری شدهمیانگین

(2-28) 𝜕2

𝜕𝜏0
2𝜑2 +

𝜕

𝜕𝜏0
(
𝑖

2
𝜑2 +

𝜆

2
𝜑2 − 𝑖𝜑2 |𝜑2|

2) = 0  

 ( داریم:28-2)از طرفین رابطه  انتگرال گیریبا 

                                                 
1 Multiple Scale Method 
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(2-29) 

∫
𝜕2

𝜕𝜏0
2𝜑2 +

𝜕

𝜕𝜏0
(
𝑖

2
𝜑2 +

𝜆

2
𝜑2 − 𝑖𝜑2 |𝜑2|

2)𝑑𝜏0 = 𝐶(𝜏1)  

           
𝜕

𝜕𝜏0
𝜑2 + (

𝑖

2
𝜑2 +

𝜆

2
𝜑2 −

𝑖

2
𝜑2 |𝜑2|

2) = 𝐶(𝜏1) 

��( با برابر صفر قرار دادن مشتق معادله )29-2) رابطه 𝜙(𝜏1)نقاط تعادل 

𝜕𝜏0
𝜑2 آیند:( بدست می 

(2-30) (
𝑖

2
𝜙 +

𝜆

2
𝜙 −

𝑖

2
𝜙 |𝜙|2) = 𝐶(𝜏1)  

برابر صببفر می باشببد، می توان فهمید نقاط تعادل تابعی از  𝜏0نسبببت به  𝜑2با توجه به اینکه مشببتق 

 مقیاس زمانی آهسته می باشند.

با در نظر گرفت 𝜙(𝜏1)ن حال  = 𝑁(𝜏1)exp (𝑖𝛾(𝜏1))   له عاد گذاری در م جای ( خواهیم 30-2)و 

 داشت:

 

 

(2-31) 

(
𝑖

2
𝑁(𝜏1) 𝑒𝑥𝑝(𝑖𝛾(𝜏1)) +

𝜆

2
𝑁(𝜏1) 𝑒𝑥𝑝(𝑖𝛾(𝜏1)) −

𝑖

2
𝑁(𝜏1)

3 𝑒𝑥𝑝(𝑖𝛾(𝜏1))) =

𝐶(𝜏1)  

           (
𝑖

2
𝑁(𝜏1) +

𝜆

2
𝑁(𝜏1) −

𝑖

2
𝑁(𝜏1)

3) 𝑒𝑥𝑝(𝑖𝛾(𝜏1)) = 𝐶(𝜏1) 

 (، داریم:31-2)با گرفتن اندازه از معادله 

 

 

 

(2-32) 

|
𝑖

2
𝑁(𝜏1) +

𝜆

2
𝑁(𝜏1) −

𝑖

2
𝑁(𝜏1)

3| |𝑒𝑥𝑝(𝑖𝛾(𝜏1))| = |𝐶(𝜏1)|  

(𝑁(𝜏1) − 𝑁(𝜏1)
3)2 + 𝜆2𝑁(𝜏1)

2 = 4|𝐶(𝜏1)|
2  

𝑍(𝜏1) = 𝑁(𝜏1)
2  

          𝑍(𝜏1)(1 − 𝑍(𝜏1))
2 + 𝜆2𝑍(𝜏1) = 4|𝐶(𝜏1)|

2 

ست معادله شد. هنگامی که 32-2) سمت را شته با ( می تواند یکنواخت بوده یا ماکزیمم و مینیمم دا

تعداد جواب های معادله ندارد و دارای یک حل  تاثیری در |𝐶(𝜏1)|تابع یکنواخت باشبببد، تغییر در 

باشبببد، تغییر در  یا مینیمم  ماکزیمم  هد بود. ولی هنگامی که دارای  یک جفت  |𝐶(𝜏1)|مثبت خوا

 انشعاب نقطه زین اسبی خواهد داشت.
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 ( چک شوند:32-2)برای تشخیص بین موارد گفته شده، باید ریشه های سمت چپ معادله 

 

 

(2-33) 

𝑑

𝑑𝑧
(𝑍(𝜏1)(1 − 𝑍(𝜏1))

2
+ 𝜆2𝑍(𝜏1)) = (1 − 𝑍(𝜏1))

2
+ 2𝑍(𝜏1)(1 − 𝑍(𝜏1)) +

𝜆2 = 0  

          1 + 𝜆2 − 4𝑍 + 3𝑍2 = 0 

 می باشند: (34-2)( به صورت 33-2)لهبنابراین ریشه های معاد

(2-34) 𝑍1,2 =
2±√1−3𝜆2

3
  

𝜆بنابراین برای  ≤
1

√3
سبی وج  شعاب نقطه زین ا شه و یک جفت ان 𝜆ود دارد و برای دو ری >

1

√3
هیچ  

شعابی وجود ندارد. برای مقدار بحرانی  شه و ان 𝜆ری =
1

√3
سبی یکی می   شعاب نقطه زین ا دو نقطه ان

 شوند.

𝜆 بازای( فقط یک جواب داشته باشد، آن جواب پایدار است. یعنی با حل این معادله 32-2)اگر رابطه  >

1

√3
بدست آمده است، که این همان منیفولد نامتغیر آهسته سیستم می باشد.  𝐶|2|4و هر مقدار ثابت  

𝜆و  𝐶|2|4و بازای هر مقدار  <
1

√3
شاخه  ( دارای سه جواب می باشد که یکی از آنها32-2)معادله  

𝜆)زین اسبی( و دو جواب دیگر شاخه پایدار )نقطه( می باشند. همینطور برای مقدار بحرانی  ناپایدار =

1

√3
 معادله فقط یک جواب داشته و آن جواب هم پایدار است. 

( بررسببی کرد، 29-2)نرخ مشببخصببه جذب در نزدیکی نقاط تعادل را می توان با خطی سببازی معادله 

 بنابراین خواهیم داشت:

(2-35) 𝜑2 = 𝜙(𝜏1) + 𝛿(𝜏0) , |𝛿| ≪ |𝜙|  

 گیریم:در نظر می (36-2)( معادله را به صورت 29-2)برای خطی کردن رابطه 

(2-36) 𝑓 =
𝜕

𝜕𝜏0
𝜑2 = 𝐶(𝜏1) − (

𝑖

2
𝜑2 +

𝜆

2
𝜑2 −

𝑖

2
𝜑2 |𝜑2|

2)  
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 استفاده کنیم: (37-2)سپس باید برای خطی سازی از رابطه 

(2-37) 𝜕

𝜕𝜏0
𝛿 =

𝜕𝑓

𝜕𝜑2
𝛿 +

𝜕𝑓

𝜕𝜑2
∗ 𝛿

∗  

 در اینجا * نشانگر مزدوج مختلط می باشد.

 ( خواهیم داشت:36-2)با مشتق گیری از رابطه 

 

(2-38) 

𝜕𝑓

𝜕𝜑2
= −

𝑖

2
−
𝜆

2
+ 𝑖 |𝜑2|

2  

𝜕𝑓

𝜕𝜑2
∗ =

𝑖

2
𝜑2  

سپس جایگذاری ر37-2)( در رابطه 38-2)با جایگزینی روابط  ست آمده 35-2)ابطه ( و  ( در روابط بد

 بدست می آید: (39-2)، رابطه ϕدر مقابل  δو صرف نظر از 

(2-39) 𝜕

𝜕𝜏0
𝛿 = (−

𝑖

2
−
𝜆

2
+ 𝑖|𝜙|2) 𝛿 +

𝑖

2
𝜙2𝛿∗  

 فاکتور گرفته و رابطه را به شکل دیگری بیان می کنیم: δحال از 

(2-40) (
𝜕

𝜕𝜏0
+

𝑖

2
+
𝜆

2
− 𝑖|𝜙|2) 𝛿 =

𝑖

2
𝜙2𝛿∗  

 داریم: (40-2)سپس با گرفتن اندازه از دو طرف رابطه 

 

 

 

(2-41) 

|
𝜕

𝜕𝜏0
+

𝑖

2
+
𝜆

2
− 𝑖|𝜙|2| |𝛿| = |

𝑖

2
𝜙2| |𝛿∗|  

        [( 𝜕

𝜕𝜏0
+
𝜆

2
)
2

+ (
𝑖

2
− 𝑖|𝜙|2)2] |𝛿|2 =

1

4
|𝜙|4|𝛿|2 

         (
𝜕2

𝜕𝜏0
2 + 𝜆

𝜕

𝜕𝜏0
+
𝜆2

4
+
1

4
+ |𝜙|4 − |𝜙|2 −

1

4
|𝜙|4) |𝛿|2 = 0 

         [
𝜕2

𝜕𝜏0
2 + 𝜆

𝜕

𝜕𝜏0
+
1

4
(𝜆2 + 1 + 3|𝜙|4 − |𝜙|2 − 4|𝜙|4] = 0 

𝜙|2|جایگذاری  نیسببت. پس با 𝜏0تابعی از  𝜙باید توجه داشببت که  = 𝑁2 = 𝑍  و تقسببیم دو طرف

 ، خواهیم داشت: ∗δبر  (41-2)معادله 
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(2-42) [
𝜕2

𝜕𝜏0
2 + 𝜆

𝜕

𝜕𝜏0
+
1

4
(𝜆2 + 1 + 3𝑍2 − 𝑍)] 𝛿 = 0  

 ساده است و بنابراین حل آن برابر است با: 2( یک معادله مرتبه 42-2) ادلهمع

(2-43) 𝛿 = 𝛿0 𝑒𝑥𝑝 (
−𝜆±𝑖𝜔

2
𝜏0) , 𝜔 = √3𝑍2 − 4𝑍 + 1  

Z𝑏ر دهیم، پاسخ های معادله برابر را برابر صفر قرا 𝜔اگر  = Z𝑎و  1 =
1

3
 می باشد. 

. بسبببتگی دارد 𝑍و  𝜆داریم که رژیم پاسبببخ در نزدیکی نقاط تعادل به  (43-2)بنابراین طبق رابطه 

ستم برای  ، انتظار می رود 𝑍بنابراین با کاهش  سی 𝜆که  >
1

√3
تنها یک  (32-2)پایدار بماند و معادله  

𝜆ی برا 𝑍جواب داشببته باشببد. ولی با کاهش  <
1

√3
انتظار می رود که سببیسببتم ناپایدار شببود. چنین  

𝜆ی رارفتاری برای منیفولد نامتغیر آهسته )ب <
1

√3
 د.یافته باشاز وجود نوسانات تخفیف ( ممکن است 

شود. برای اینکار می بایست مرتبه  𝜙(𝜏1)برای دستیابی به این احتمال، باید رفتار  سط  ϵبررسی  از ب

 را در نظر بگیریم: (27-2)مقیاس های چندگانه رابطه 

 

(2-44) 

(2
𝜕2

𝜕𝜏0𝜕𝜏1
𝜑2) +

𝜕

𝜕𝜏1
(
𝑖

2
𝜑2 +

𝜆(1+𝜖)

2
𝜑2 −

𝑖(1+𝜖)

2
𝜑2 |𝜑2|

2) +
𝜕

𝜕𝜏0
(
𝜆

2
𝜑2 −

𝑖

2
𝜑2 |𝜑2|

2 − 𝐴) = 0  

𝜏0اینجا هدف بررسی پاسخ در نزدیکی نقطه تعادل رژیم سریع )در  = 𝜖
0𝑡د، یعنی ( می باش𝜙(𝜏1) =

lim
𝜏0→+∞

𝜑2(𝜏0, 𝜏1) با گرفتن حد .𝜏0→+∞  ( و قرار دادن 44-2)از رابطهϵ =  (45-2)در آن، رابطه  0

 آید:بدست می

(2-45) 𝜕

𝜕𝜏1
(
𝑖

2
𝜙 +

𝜆

2
𝜙 −

𝑖

2
𝜙 |𝜙|2) +

𝑖

4
(𝜆𝜙 − 𝑖𝜙 |𝜙|2 − 𝐴) = 0  

 گرفتن مشتق معادله فوق و فاکتورگیری داریم:با  

 𝑖

2

𝜕𝜙

𝜕𝜏1
+
𝜆

2

𝜕𝜙

𝜕𝜏1
− 𝑖|𝜙|2

𝜕𝜙

𝜕𝜏1
−

𝑖

2
𝜙2

𝜕𝜙∗

𝜕𝜏1
+

𝑖

4
(𝜆𝜙 − 𝑖𝜙|𝜙|2 − 𝐴) = 0  
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(2-46) 

          (
𝑖

2
+
𝜆

2
− 𝑖|𝜙|2)

𝜕𝜙

𝜕𝜏1
−

𝑖

2
𝜙2

𝜕𝜙∗

𝜕𝜏1
= −

𝑖

4
(𝜆𝜙 − 𝑖𝜙|𝜙|2 − 𝐴) 

𝐺(𝜙, 𝜙∗) = −
𝑖

4
(𝜆𝜙 − 𝑖𝜙|𝜙|2 − 𝐴)  

         (
𝑖

2
+
𝜆

2
− 𝑖|𝜙|2)

𝜕𝜙

𝜕𝜏1
−

𝑖

2
𝜙2

𝜕𝜙∗

𝜕𝜏1
= 𝐺(𝜙, 𝜙∗)  

 سپس با گرفتن مزدوج طرفین داریم:

(2-47) (−
𝑖

2
+
𝜆

2
+ 𝑖|𝜙|2)

𝜕𝜙∗

𝜕𝜏1
+

𝑖

2
𝜙∗2

𝜕𝜙

𝜕𝜏1
= 𝐺∗(𝜙, 𝜙∗)  

∗𝜙��( می توان 47-2)از رابطه 

𝜕𝜏1
 را بدست آورد: 

(2-48) 𝜕𝜙∗

𝜕𝜏1
=

𝐺∗(𝜙,𝜙∗)−
𝑖

2
𝜙∗

2 𝜕𝜙

𝜕𝜏1

(−
𝑖

2
+
𝜆

2
+𝑖|𝜙|2)

  

∗𝜙��به جای  (48-2)بنابراین با جایگذاری 

𝜕𝜏1
 ( خواهیم داشت:46-2)در  

 

 

 

 

(2-49) 

(
𝑖

2
+
𝜆

2
− 𝑖|𝜙|2)

𝜕𝜙

𝜕𝜏1
−

𝑖

2
𝜙2 [

𝐺∗(𝜙,𝜙∗)−
𝑖

2
𝜙∗

2 𝜕𝜙

𝜕𝜏1

(−
𝑖

2
+
𝜆

2
+𝑖|𝜙|2)

] = 𝐺(𝜙, 𝜙∗)  →  

→ (
1

4
+ |𝜙|4 − |𝜙|2 +

𝜆2

4
−
1

4
|𝜙|4)

𝜕𝜙

𝜕𝜏1
−

𝑖

2
𝜙2𝐺∗(𝜙, 𝜙∗) = (

𝑖

2
+
𝜆

2
−

𝑖|𝜙|2)𝐺(𝜙, 𝜙∗)  

         
𝜕𝜙

𝜕𝜏1
=

(−2𝑖+2𝜆+4𝑖|𝜙|2)𝐺(𝜙,𝜙∗)+2𝑖𝜙2𝐺∗(𝜙,𝜙∗)

(1+3|𝜙|4−4|𝜙|2+𝜆2)
  

مامی نقاط تعادل سیستم را بیابیم. بنابراین باید ابتدا ت (،49-2)برای بررسی رفتار جواب های سیستم 

ϕ∂می بایست 

∂τ1
 بدست می آید: 𝜙0برابر صفر قرار دهیم. با اینکار معادله زیر جهت یافتن نقطه تعادل  

(2-50) (−2𝑖 + 2𝜆 − 4𝑖|𝜙0|
2)𝐺∗(𝜙, 𝜙∗) − 2𝑖𝜙0

∗2𝐺(𝜙, 𝜙∗) = 0  

,𝐺(𝜙0یکی از جواب های سیستم هنگامی بدست می آید که  𝜙0
 مساوی صفر باشد، در نتیجه داریم: (∗

(2-51) 𝐺(𝜙0, 𝜙0
∗) = −

𝑖

4
(𝜆𝜙0 − 𝑖𝜙0|𝜙0|

2 − 𝐴) = 0       →  𝜆𝜙0 − 𝑖𝜙0|𝜙0|
2 = 𝐴  

 داریم: (51-2)با گرفتن اندازه از دو طرف معادله
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(2-52) 𝜆2|𝜙0|
2 + |𝜙0|

6 = 𝐴2  

می بینیم که نقاط تعادل این معادله در واقع با رابطه  (25-2)با بررسببی معادله میانگین گیری شببده 

 1:1را در حالت رزونانس  1های پاسببخ حالت پایاتوصببیف می شببود و این نقاط در واقع رژیم (2-52)

 توصیف می کنند.

پیشبببروی جریان روی منیفولد نامتغیر آهسبببته را توصبببیف می کند و بنابراین کاملا ( 49-2) معادله

 طبیعی که شامل نقاط تعادل معادله دقیق باشد.

  

                                                 
1 Steady State Response 
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 فصل سوم             3فصل

تحلیل مسئ مدل
 لهسازی و 
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 مقدمه  3-1

ر و سیستم جرم، فن صورتبهشود که اسیلاتورها یم و اسیلاتور جفت شده مطالعه، رفتار دفصلدر این 

ه ک . در این ترکیب اسیلاتور اصلی خطی فرض شدهاست شدهگرفته( در نظر 1-3)شکل دمپر مطابق 

بع پتانسیل کلی ( با تواNESو اسیلاتور ثانویه )باشد یم (𝑎̂( و دمپر خطی)𝐾(، فنر خطی)𝑀شامل جرم)

 انرژی چاهاست. پتانسیل کلی غیرخطی  شدهگرفته در نظر، باشندیم یرخطیغو محلی که هر دو 

پتانسیل محلی )در حین تبادل انرژی  کهیدرحال، گذاردیماندرکنش مستقیم با اسیلاتور خطی اصلی 

ر اصلی اندرکنشی نخواهد و با اسیلاتو گیردیم یرتأث غیرخطی NESبین دو اسیلاتور( تنها از رفتار 

ساختاری مدل در حین تحریک  یهاالمانتماس بین  مثلاً واسطهبه تواندیمداشت. این پتانسیل محلی 

سیستم  یرفعالغدر کنترل  NESافزایش کارایی  واسطهبهآن ممکن است  یریکارگبهرخ دهد. همچنین 

( NESبا توصیفات فوق، اسیلاتور ثانویه ) .و یا افزایش راندمان برداشت انرژی ارتعاشی از سیستم باشد

و یک میرایی خطی  (𝑉̃)(، یک پتانسیل خطی و غیرخطی محلی𝐺̃شامل یک پتانسیل غیرخطی کلی)

ی تحلیلی و هاروشخواهد بود. در این تحقیق پس از استخراج معادلات حاکم، معادلات به (𝑐̂) محلی

قرار  و بررسی کامل موردبحثدل انرژی بین دو اسیلاتور و سناریوهای مختلف تبا شدهحلتحلیلی یمهن

 خواهد گرفت.

 معرفی مدل  3-2

سیستمی شامل یک اسیلاتور خطی متصل به چاه غیرخطی انرژی با میرایی و پتانسیل محلی و کلی و 

کنیم. معادلات حاکم بر سیستم یمسی نشان داده شده را برر (1-3)شکل تحت بار هارمونیک که در 

 شوند:یمبیان  (2-3)و یا  (1-3) تمعادلا صورتبه

 

(3-1) 

𝑀𝑦̈ + 𝐾𝑦 + 𝑎̂𝑦̇ + 𝐺̃(𝑦 − 𝑥) = 𝐹(𝑡) 

  𝑚𝑥̈ + 𝐺̃(𝑥 − 𝑦) + 𝑉̃𝑥 + 𝑐̂𝑥̇ = 0 

 و یا:
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(3-2) 

𝑦̈ + 𝜔0
2𝑦 + 𝑎𝑦̇ + 𝑔̃(𝑦 − 𝑥) = 𝑓(𝑡) 

  𝜖𝑥̈ + 𝑔̃(𝑥 − 𝑦) + 𝑣̃𝑥 + 𝑐𝑥̇ = 0 

 

 ( مدل مکانیکی سیستم1-3)شکل 

 طورنیهمو  شدهگرفتهدر نظر  𝑎̂و ضریب میرایی  𝐾، ضریب سختی 𝑀در اینجا اسیلاتور خطی با جرم 

است  هشدلیتشکسیستمی با دو قسمت کلی و محلی  صورتبهقسمت غیرخطی )چاه غیرخطی انرژی( 

که از دو قسمت خطی و غیرخطی  𝑉̃، ضریب سختی محلی 𝐺̃سختی کلی ، ضریب 𝑚که جرم سیستم 

0. نسبت جرمی دو اسیلاتور باشدیم 𝑐̂و ضریب میرایی محلی  شدهلیتشک < ϵ =
𝑚

𝑀
≪ بسیار  1

ی مختلف با افزایش کاربردهاکاربردی اهمیت بسیاری دارد، چراکه در  ازنظر. این شرط باشدیمکوچک 

( داریم: 2-3)در معادله  طورنیهماز چاه غیرخطی انرژی، استفاده نمود.  توانیماندکی در جرم سیستم 

𝑎̂

𝑀
= 𝑎  ،𝐺̃(𝑦−𝑥)

𝑀
= 𝑔̃(𝑥 − 𝑦)  ،𝐾

𝑀
= 𝜔0

2  ،𝐹(𝑡)

𝑀
= 𝑓(𝑡) ، 

𝑐̂

𝑀
= 𝑐   و𝑉(𝑥)

𝑀
= 𝑣(𝑥) = 𝑤𝑐

2 +𝑊(𝑥) .

𝑤𝑐متشکل از قسمت خطی  𝑣(𝑥)که در این معادلات 
 می باشد. 𝑊(𝑥)و قسمت غیرخطی  2

 :میکنیمجابجایی سیستم اعمال های ترمرا برای  (3-3)ی رهایمتغحال تغییر 

 

(3-3) 

𝑦 = 𝑣 −
𝜖

1+𝜖
𝑤  𝑣 =

𝑦+𝜖𝑥

1+𝜖
 

𝑥 = 𝑣 +
1

1+𝜖
𝑤    𝑤 = 𝑥 − 𝑦 
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 طورنیهمبیانگر حرکت مرکز جرم اسیلاتور خطی و غیرخطی، و  𝑣در بیان فیزیکی، مختصات جدید 

𝑤 .نشانگر جابجایی نسبی اسیلاتور خطی و غیرخطی نسبت به یکدیگر است 

 ( خواهیم داشت:2-3)( در 3-3)با جایگذاری رابطه 

 

 

 

(3-4) 

𝑣̈ −
𝜖

1+𝜖
𝑤̈ + 𝑎 (𝑣̇ −

𝜖

1+𝜖
𝑤̇) + 𝜔0

2 (𝑣 −
𝜖

1+𝜖
𝑤) + 𝑔̃ (𝑣 −

𝜖

1+𝜖
𝑤 − 𝑣 +

1

1+𝜖
𝑤) = 𝑓(𝑡)  

𝜖 (𝑣̈ +
1

1+𝜖
𝑤̈) − 𝑔̃ (𝑣 −

𝜖

1+𝜖
𝑤 − 𝑣 +

1

1+𝜖
𝑤) + 𝑤𝑐

2 (𝑣 +
1

1+𝜖
𝑤) +𝑊(𝑣 +

1

1+𝜖
𝑤) + 𝑐(𝑣̇ +

1

1+𝜖
𝑤̇) = 0  

دوم و کم کردن آن از معادله  طور تقسبببیم معادلهینهم( و 4-3)دو معادله رابطه  کردنجمعحال با 

 آیند:یم به دستاول، معادلات جدیدی 

 

 

 

(3-5) 

(1 + 𝜖)𝑣̈ + 𝑎 (𝑣̇ −
𝜖

1+𝜖
𝑤̇) + 𝜔0

2 (𝑣 −
𝜖

1+𝜖
𝑤) + 𝑐(𝑣̇ +

1

1+𝜖
𝑤̇) + 𝑤𝑐

2 (𝑣 +

1

1+𝜖
𝑤) +𝑊(𝑣 +

1

1+𝜖
𝑤) = 𝑓(𝑡)  

𝑤̈ +
𝜖

1+𝜖
𝑔̃(𝑤) +

1

𝜖
(𝑤𝑐

2(𝑣 +
1

1+𝜖
𝑤) +𝑊(𝑣 +

1

1+𝜖
𝑤) + 𝑐(𝑣̇ +

1

1+𝜖
𝑤̇)) =

−𝑓(𝑡)  

یمرود استفاده یمیداً غیرخطی بکار شدهای یستمسگیری که برای یانگینمدر این قسمت از روش 

 شوندیمتعریف  (6-3) صورتبه، که شودیماستفاده  1از متغیرهای مختلط مانویتچ کار ینابرای  .شود

[50]: 

 

(3-6) 

𝜓𝑒𝑖𝜔𝑡 = 𝑣̇ + 𝑖𝜔𝑣  

𝜑𝑒𝑖𝜔𝑡 = 𝑤̇ + 𝑖𝜔𝑤  

یمداده بیشببتر در مورد آن توضببیح که  باشببدیمفرکانس نیروی تحریک خارجی  ωدر این معادلات 

 . شود

                                                 
1 Manevitch 
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 ( نیاز داریم:6-3)به مزدوج رابطه  𝑤و  𝑣̈ ،𝑤̈ ،𝑣آوردن  به دستجهت 

 

(3-7) 

𝜓∗𝑒−𝑖𝜔𝑡 = 𝑣̇ − 𝑖𝜔𝑣  

𝜑∗𝑒−𝑖𝜔𝑡 = 𝑤̇ − 𝑖𝜔𝑤  

 :دیآیم به دست 𝑣 هاآنو با تفریق  دیآیم به دست 𝜓𝑒𝑖𝜔𝑡  ،𝑣̇و  𝜓∗𝑒−𝑖𝜔𝑡 کردنجمعبنابراین با 

 

(3-8) 

𝑣̇ =
𝜓𝑒𝑖𝜔𝑡+𝜓∗𝑒−𝑖𝜔𝑡

2
      ,   𝑤̇ =

𝜑𝑒𝑖𝜔𝑡+𝜑∗𝑒−𝑖𝜔𝑡

2
  

𝑣 =
𝜓𝑒𝑖𝜔𝑡−𝜓∗𝑒−𝑖𝜔𝑡

2𝑖
      ,   𝑤 =

𝜑𝑒𝑖𝜔𝑡−𝜑∗𝑒−𝑖𝜔𝑡

2𝑖
  

 ( خواهیم داشت:6-3)حال با مشتق گرفتن از معادلات رابطه 

 

(3-9) 

𝜓̇𝑒𝑖𝜔𝑡 + 𝑖𝜔 𝜓𝑒𝑖𝜔𝑡 = 𝑣̈ + 𝑖𝜔𝑣̇  

𝜑̇𝑒𝑖𝜔𝑡 + 𝑖𝜔 𝜑𝑒𝑖𝜔𝑡 = 𝑤̈ + 𝑖𝜔𝑤̇  

 شت:( خواهیم دا9-3)( در معادلات 8-3)با جایگذاری روابط 

 

(3-10) 

𝑣̈ = 𝜓̇𝑒𝑖𝜔𝑡 + 𝑖𝜔 𝜓𝑒𝑖𝜔𝑡 − 𝑖𝜔 (
𝜓𝑒𝑖𝜔𝑡+𝜓∗𝑒−𝑖𝜔𝑡

2
)  

𝑤̈ = 𝜑̇𝑒𝑖𝜔𝑡 + 𝑖𝜔 𝜑𝑒𝑖𝜔𝑡 − 𝑖𝜔 (
𝜑𝑒𝑖𝜔𝑡+𝜑∗𝑒−𝑖𝜔𝑡

2
)   

 ( خواهیم داشت:5-3)( در رابطه 10-3)( و 8-3)بط با جایگذاری معادلات روا

 

 

 

 

 

 

(3-11) 

(1 + 𝜖) (𝜓̇𝑒𝑖𝜔𝑡 + 𝑖𝜔 𝜓𝑒𝑖𝜔𝑡 − 𝑖𝜔 (
𝜓𝑒𝑖𝜔𝑡+𝜓∗𝑒−𝑖𝜔𝑡

2
)) + 𝑎 (

𝜓𝑒𝑖𝜔𝑡+𝜓∗𝑒−𝑖𝜔𝑡

2
−

𝜖

1+𝜖
(
𝜑𝑒𝑖𝜔𝑡+𝜑∗𝑒−𝑖𝜔𝑡

2
)) + 𝜔0

2 (
𝜓𝑒𝑖𝜔𝑡−𝜓∗𝑒−𝑖𝜔𝑡

2𝑖
−

𝜖

1+𝜖

𝜑𝑒𝑖𝜔𝑡−𝜑∗𝑒−𝑖𝜔𝑡

2𝑖
) +

𝑐(
𝜓𝑒𝑖𝜔𝑡+𝜓∗𝑒−𝑖𝜔𝑡

2
+

1

1+𝜖
(
𝜑𝑒𝑖𝜔𝑡+𝜑∗𝑒−𝑖𝜔𝑡

2
)) + 𝑤𝑐

2 (
𝜓𝑒𝑖𝜔𝑡−𝜓∗𝑒−𝑖𝜔𝑡

2𝑖
+

1

1+𝜖

𝜑𝑒𝑖𝜔𝑡−𝜑∗𝑒−𝑖𝜔𝑡

2𝑖
) + 𝐹𝑊0 = 𝑓(𝑡)  

𝜑̇𝑒𝑖𝜔𝑡 + 𝑖𝜔 𝜑𝑒𝑖𝜔𝑡 − 𝑖𝜔 (
𝜑𝑒𝑖𝜔𝑡+𝜑∗𝑒−𝑖𝜔𝑡

2
) +

𝜖

1+𝜖
𝐹𝑔̃0 +

1

𝜖
(𝑤𝑐

2(
𝜓𝑒𝑖𝜔𝑡−𝜓∗𝑒−𝑖𝜔𝑡

2𝑖
+

1

1+𝜖

𝜑𝑒𝑖𝜔𝑡−𝜑∗𝑒−𝑖𝜔𝑡

2𝑖
) + 𝐹𝑊0 + 𝑐(

𝜓𝑒𝑖𝜔𝑡+𝜓∗𝑒−𝑖𝜔𝑡

2
+

1

1+𝜖

𝜑𝑒𝑖𝜔𝑡+𝜑∗𝑒−𝑖𝜔𝑡

2
)) = −𝑓(𝑡)  

 :شودیمگرفته در نظر یرهای مختلف سیستم فرضیات زیر برای متغ
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  دامنه نیروی تحریک در مرتبه𝜖1،  با پریود ارتعاش𝜔 :𝑓(𝑡) = 𝜖𝑓0𝑠𝑖𝑛 (𝜔𝑡) 

  1:1رفتار سیستم حول رزونانس بررسی :𝜔 = 𝜔0(1 + 𝜎𝜖)  

  ضرایب میرایی در مرتبه𝜖1  :𝑐 = 𝜖𝑑 و 𝑎 = 𝜖𝑎0  

  قسمت پتانسیل خطی سیستم در مرتبه𝜖1 :𝑤𝑐
2 = 𝜖𝛺2  

  قسمت پتانسیل غیرخطیNES  در مرتبه𝜖1: 𝑔̃(𝑥 − 𝑦) = 𝜖𝑔̃0(𝑥 − 𝑦) و  𝑊(𝑥) = 𝜖𝑊0 

1)تقسیم معادله اول بر ،𝑒𝑖𝜔𝑡بر  آمدهدستبهبا تقسیم روابط  + 𝜖)  و مساوی صفر قرار دادن تمام

متغیرهای مدوله  مرتبه اول تقریب کهمعادلاتی جدیدی خواهیم داشت  های نمایی،ت شامل ترمجملا

 :آیندیم به دست (12-3) صورتبهمعادلات  یجهدرنت .است چندگانهمقیاس زمانی  در

 

 

 

 

(3-12) 

𝜓̇ + [
𝑖𝜔(1+𝜎𝜖)

2
+

𝜖𝑎0

2(1+𝜖)
−

𝑖𝜔0

2(1+𝜖)(1+𝜎𝜖)
+

𝜖𝑑

2(1+𝜖)
−

𝑖𝜖𝛺2

2(1+𝜖)(1+𝜎𝜖)𝜔0
] 𝜓 −

𝜖

2(1+𝜖)2
[𝜖𝑎0 −

𝑖𝜔0

(1+𝜎𝜖)
+ 𝑑 −

𝑖𝛺2

(1+𝜎𝜖)𝜔0
]𝜑 +

𝜖

1+𝜖
𝐹𝑊0 =

𝜖

1+𝜖
𝑓0𝑠𝑖𝑛 (𝜔𝑡)  

𝜑̇ + [
𝑖𝜔0(1+𝜎𝜖)

2
+

1

2𝜖(1+𝜖)
(𝜖𝑑 −

𝑖𝜖𝛺2

(1+𝜎𝜖)𝜔0
) +

𝜖

2(1+𝜖)
(𝜖𝑎0 −

𝑖𝜔0

(1+𝜎𝜖)
)]𝜑 +

[
1

2𝜖
(𝜖𝑑 −

𝑖𝜖𝛺2

(1+𝜎𝜖)𝜔0
) −

𝜖𝑎0

2
+

𝑖𝜔0

2(1+𝜎𝜖)
] 𝜓 + (1 + 𝜖)𝐹𝑔̃0 + 𝐹𝑊0 =

−𝜖𝑓0𝑠𝑖𝑛 (𝜔𝑡)  

، حفظ هارمونیک اول، برای 1از انتگرال گلرکین 𝐹𝑊0و  𝐹𝑔̃0آوردن  به دسببتاین معادلات برای که در 

 :شودیماستفاده 

 

(3-13) 

𝐹𝑔̃0 =
𝜔

2𝜋
∫ 𝑔0(

𝜑𝑒𝑖𝜔𝑡−𝜑∗𝑒−𝑖𝜔𝑡

2𝑖𝜔
)𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

2𝜋

0
  

𝐹𝑊0 =
𝜔

2𝜋
∫ 𝑊0(

𝜓𝑒𝑖𝜔𝑡−𝜓∗𝑒−𝑖𝜔𝑡

2𝑖𝜔
+

1

1+𝜖

𝜑𝑒𝑖𝜔𝑡−𝜑∗𝑒−𝑖𝜔𝑡

2𝑖𝜔
)𝑒−𝑖𝜔𝑡𝑑𝑡

2𝜋

0
   

توان نمود. بنابراین می یسازسادهبیشتر  ( را12-3)معادله  توانیمدر بالا،  ذکرشدهبا استفاده از روابط 

,𝑂(𝜖0مشتق زمانی معادلات را در دو مرتبه  𝜖1, … ( را 12-3)، معادلات جهیدرنتدر نظر گرفت.  (

عنوان مثالی برای اغتشاشات تکین با متغیرهای سریع و آهسته در نظر گرفت. ترم آهسته توان بهمی

                                                 
1 Galerkin 
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از سیستم در  شدهخارجشده و ترم سریع مربوط ارتعاش  یریگنیانگیمبه پیشروی جریان  مربوط

 باشد.می یریگنیانگیم

 :شودگرفته میدر نظر  (14-3)های زمانی برای تحلیل مسئله، مقیاس

(3-14) 𝜏0 = 𝜏   , 𝜏1 = 𝜖𝜏  

 

 𝜖0رفتار سیستم در مرتبه  3-3

( در مقیاس زمانی سریع با 12-3)کند. بررسی معادله صفر میل می به سمت ϵدر مقیاس زمانی سریع، 

 جداسازیو  𝜖ات شامل ، با نوشتن بسط تیلور عبارباشدیممعادل  𝜖0ی مرتبهتحلیل معادلات سیستم در 

 :خواهیم داشت ،𝜖0های مرتبه ترم

 

(3-15) 

𝐷0𝜓 +
𝑖𝜔0

2
𝜓 −

𝑖𝜔0

2
𝜓 = 0  →   𝐷0𝜓 = 0

 
⇒  𝜓 = 𝜓(𝜏1, 𝜏2, … )  

𝐷0𝜑 + (
𝑖𝜔0

2
−

𝑖𝛺2

2𝜔0
+
𝑑

2
)𝜑 + (

𝑖𝜔0

2
−

𝑖𝛺2

2𝜔0
+
𝑑

2
)𝜓 + 𝐹𝑔̃0 + 𝐹𝑊0 = 0   

ونه استفاده گیناگسترده در مقالات  طوربه، چراکهکنیم یمتوابع پتانسیلی سیستم را درجه سه انتخاب 

 [52 ,51]باشد. با توجه به مطالعاتی که در یمشود و برای مطالعات تجربی پتانسیل مکعبی مناسب یم

ی مختلف هاحالتتوان بر روی یمرا  شدهاستفادهی تحلیلی که در این تحقیق هاروش شدهانجام

 غیرخطی اعمال نمود.

عادله متابعی درجه سه همانند  صورتبهپتانسیل کلی و پتانسیل غیرخطی محلی سیستم جاذب را 

 در نظر گرفتیم: (3-16)

 

(3-16) 

𝑔0(𝑦 − 𝑥) = 𝐴0(𝑦 − 𝑥)3    

𝑊0(𝑥) = 𝐵0(𝑥)3    
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 توانیمتم را سببیسبب 1ی آن منیفولد نامتغیر آهسببتهجهیدرنتو  𝜖0( در مرتبه 15-3)نقاط ثابت معادله 

 آورد: دستبه (17-3) صورتبه

 

 

(3-17) 

𝑙𝑖𝑚
𝜏0→∞

𝐷0𝜑 = 0 →  

→ (
𝑖𝜔0

2
−

𝑖Ω2

2𝜔0
+
𝑑

2
)𝜙 + (

𝑖𝜔0

2
−

𝑖𝛺2

2𝜔0
+
𝑑

2
)𝜓 − 𝑖𝐴|𝜙|2𝜙 − 𝑖𝐵|𝜓 + 𝜙|2(𝜓 +

𝜙) = 0   

 تعریف نمود: (18-3)معادله  صورتبه توانیمرا  𝐵و  𝐴(، 17-3)که در معادله 

 

(3-18) 

𝐴 =
3𝐴0

8𝜔03
    

𝐵 =
3𝐵0

8𝜔03
    

 :میکنیمرا معرفی  𝜒( متغیر 17-3)ی معادله سازسادهبرای 

(3-19) 𝜒 = 𝜓 +Φ  

 خواهیم داشت: (20-3)( را به فرم 17-3)یجه معادله درنت

(3-20) (
𝑖𝜔0

2
−

𝑖Ω2

2𝜔0
+
𝑑

2
)𝜒 − 𝑖𝐴|𝜙|2𝜙 − 𝑖𝐵|𝜒|2(𝜒) = 0  

بخش حقیقی و به دو  توانیمرا  𝜙و  𝜓(، متغیرهای 17-3)منظور سبباده کردن بیشببتر سببیسببتم به

 خواهند بود: (21-3)ی کرد. بنابراین این متغیرها به فرم بندمیتقسمجازی 

 

(3-21) 
{

𝜒 = 𝜌𝑒𝑖𝜃

𝜓 = 𝑁1𝑒
𝑖𝛿1

𝜙 = 𝑁2𝑒
𝑖𝛿2

  

 خواهند بود: (22-3) صورتبه(، روابط 20-3)( در معادله 21-3)بط بنابراین با جایگزینی روا

(3-22) (
𝑖𝜔0

2
−

𝑖Ω2

2𝜔0
+
𝑑

2
)𝜌𝑒𝑖𝜃 − 𝑖𝐴|𝑁2𝑒

𝑖𝛿2|
2
𝑁2𝑒

𝑖𝛿2 − 𝑖𝐵|𝜌𝑒𝑖𝜃|
2
(𝜌𝑒𝑖𝜃) = 0  

                                                 
1 Slow invariant manifold 



45 

|𝑒𝑖𝜃|با توجه به اینکه  = |𝑒𝑖𝛿2|و  1 = سیم رابطه  1 ستند و تق  (23-3)، معادلات 𝑒𝑖𝛿2( بر 22-3)ه

 :ندیآیم به دست

(3-23) 𝜌𝑒𝑖(𝜃−𝛿2) =
𝑖𝐴𝑁2

2.𝑁2

(
𝑖𝜔0
2
−
𝑖𝛺2

2𝜔0
+
𝑑

2
−𝑖𝐵𝜌2)

  

𝛩که در این روابط  = 𝜃 − 𝛿2 یی به فرم قطبی، داریم:نماتابعو با نوشتن  باشدیم 

(3-24) 
𝜌(𝑐𝑜𝑠 𝛩 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝛩) =

𝑖𝐴𝑁2
2(𝑖(

𝜔0
2
−
𝛺2

2𝜔0
−𝐵𝜌2)+

𝑑

2
).𝑁2

𝑑2

4
+(

𝜔0
2
−
𝛺2

2𝜔0
−𝐵𝜌2)

2   

 آیند:یم به دست (25-3)بخش حقیقی و مجازی، نتایج (، در دو 24-3)با نوشتن معادله 

 

 

(3-25) 
{
 
 

 
 𝜌 𝑐𝑜𝑠 𝛩 =

𝐴𝑁2
2(
𝜔0
2
−
𝛺2

2𝜔0
−𝐵𝜌2)

𝑑2

4
+(

𝜔0
2
−
𝛺2

2𝜔0
−𝐵𝜌2)

2 𝑁2

𝑖 𝜌 𝑠𝑖𝑛 𝛩 =
𝑖𝐴𝑁2

2(
𝑑

2
)

𝑑2

4
+(

𝜔0
2
−
𝛺2

2𝜔0
−𝐵𝜌2)

2𝑁2 

    

یمی درجه سببه اچندجمله( که 26-3)(، معادله 25-3)معادلات  کردنجمعبا به توان دو رسبباندن و 

شد،  ستبا شد. به این  ستیبایمبوده و   𝜌𝑒𝑖𝜃دامنه عبارت  𝜌آید. که در آن می به د مثبت حقیقی با

 .ندیگویمسیستم نیز  ونیمدولاسمعادله، معادله 

 

 

(3-26) 

𝜌2 (
𝑑2

4
+ (

𝜔0

2
−

𝛺2

2𝜔0
− 𝐵𝜌2)

2

)
2

− ((𝐴𝑁2
2 (

𝑑

2
))

2

+ (𝐴𝑁2
2 (

𝜔0

2
−

𝛺2

2𝜔0
−

𝐵𝜌2))

2

)𝑁2
2 = 0  

خواهد آمد. که  به دست 𝜌، سه عبارت مثبت حقیقی برای 𝑁2( برحسب 26-3)با توجه به حل معادله 

که بتوان رفتار سیستم را ترسیم نمود، باشد. برای اینمجهول مسئله می 𝑁2در این معادلات تنها ترم 

 (21-3)( و 19-3)نوشت. بنابراین، با استفاده از روابط  𝑁2را هم به فرم تابعی از 𝑁1بایست می

منیفولد نامتغیر آهسته سیستم  آورد. بدین معنا که، به دست توانیم 𝑁2در مقابل  𝑁1ی از اچندجمله

 ترسیم نمود. 𝑁2و  𝑁1به فرم  توانیمرا 
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ر به ترسببیم نمودار منیفولد نامتغی سببی، تحلیل و برای درک بهتر مسببئلهتوان به برردر قالب مثالی می

 :پرداختآهسته سیستم 

 (SIMمنیفولد نامتغیر آهسته سیستم )  3-3-1

𝐴اعداد  = 0.25, 𝐵 = 0.6, 𝜔0 = 1, 𝑑 = 1, Ω = گیریم، که یم( در نظر SIMبرای منیفولد )را  0.2

ی هر به ازاکه یطوربهباشد، یم شاخهسهباشد. نمودار رسم شده دارای یم( 2-3)شکل ترسیم آن به 

𝑁2  سه مقدار برای𝑁1یقی ، متناظر با سه مقدار حق𝜌  وجود دیآیم به دست( 26-3)که از حل معادله ،

ی جفت شده بدون جذب انرژی محلی، شامل دو اکسترمم محلی هاستمیسدارد. منیفولد نامتغیر برخی 

تنها یک شاخه وجود دارد، ولی  هاآندر این تحقیق، در  شدهارائه SIMکه در مقایسه با  باشندیم

به ترتیب دارای ماکزیمم و  2و  1ی هاشاخه. دهدیمی بیشتری هاحلراه شدهارائهیفولد نامتغیر من

و   𝑁21، به ترتیب در نقاط ماکزیمم و مینیمم محلی  𝑁2سیستم،  NES. انرژی باشندیممینیمم محلی 

𝑁22  با محور   2ی شاخه. شوندیمنامیده𝑁1 صورت مجانبی با آن رفتار شت و بهتقاطعی را نخواهد دا

را برابر صفر در نظر بگیریم، مقداری که برای  𝑁2 کهیهنگام( 17-3)کند، چراکه با استفاده از رابطه می

|𝑁1| صورت مقابل است:آید بهدست میبه(√
𝜔0
2
−
Ω2

2𝜔0
−
𝑖𝑑

2

𝐵
نقطه ایست که  2و  1ی هاخهشاتقاطع  .(

در  بعداًشود. که  3ممکن به سمت شاخه پرش عمودی منجر به  تواندیمعمودی بوده و  SIMمماس 

 .شودیماین مورد توضیح داده 
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,𝑁1)سیستم در مختصات  SIMترسیم دو بعدی جریان  (: 2-3)شکل  𝑁2) 

ولی در  اندکردهکه یکدیگر را قطع  رسبببندیم به نظرمنیفولد طوری  2و  1ی هاشببباخهعلاوه بر این، 

روابط  سبتیبایمی بعدسبهنیسبت. برای ترسبیم نمودار  گونهنیاکه  میدهیمی نشبان بعدسبهنمودار 

 خواهیم داشت: 𝑒−𝑖𝛿2( جایگذاری کنیم و ضرب طرفین رابطه در 17-3)( را در معادله 3-21)

 

(3-27) 

(
𝐶

2
) 𝑖𝑁2 + (

𝑑

2
)𝑁1𝑒

𝑖(𝛿1−𝛿2) + (
𝐶

2
) 𝑖𝑁1𝑒

𝑖(𝛿1−𝛿2) +
𝑑

2
𝑁2 − 𝑖𝐴𝑁2

2(𝑁2) −

𝑖𝐵(𝑁1
2 + 𝑁2

2 + 2𝑁1𝑁2 𝑐𝑜𝑠 𝛥)(𝑁1𝑒
𝑖(𝛿1−𝛿2) + 𝑁2) = 0   

𝑐که در این رابطه  = 𝜔0 −
Ω2

𝜔0
Δو   = 𝛿1 − 𝛿2 شدیم سمت حقیقی و موهومی،  با سازی ق و با جدا

 :ندیآیم به دست (28-3)معادلات 

 

 

(3-28) 

𝐹1 =
𝑑

2
𝑁2 + (

𝑑

2
)𝑁1 𝑐𝑜𝑠 𝛥 − (

𝐶

2
)𝑁1 𝑠𝑖𝑛 𝛥 + 𝐵(𝑁1

2 + 𝑁2
2 +

2𝑁1𝑁2 𝑐𝑜𝑠 𝛥)(𝑁1 𝑠𝑖𝑛 𝛥) = 0   

𝐹2 = (
𝐶

2
)𝑁2 + (

𝑑

2
)𝑁1 𝑠𝑖𝑛 𝛥 + (

𝐶

2
)𝑁1 𝑐𝑜𝑠 𝛥 − 𝐴𝑁2

3 − 𝐵(𝑁1
2 + 𝑁2

2 +

2𝑁1𝑁2 𝑐𝑜𝑠 𝛥)(𝑁1 𝑐𝑜𝑠 𝛥 + 𝑁2) = 0  

کند. جریان حل این معادلات به ما در ترسبببیم جریان سبببه بعدی منیفولد نامتغیر آهسبببته کمک می

س (3-3شکل ی برای منیفولد در بعدسه ست. یمتر یکدیگر را  2و  1ی هاشاخهتوان دید که یمشده ا
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,𝑁1, 𝑁2بینیم که تصببویر سببه بعدی نمودار)کنند. بنابراین، میینمقطع  (  به ما برای تفسببیر رفتار ∆

 نماید.سیستم کمک بیشتری می

 

,𝑁1)سیستم در مختصات  SIMان بعدی جری سهترسیم  (:3-3شکل  𝑁2) 

 𝜖1 یمرتبهرفتار سیستم در  3-4

در نظر  𝜖1( را در مرتبه12-3)برای بررسی رفتار سیستم در مقیاس زمانی آهسته، رابطه اول معادله

 :گیریمیم

 

(3-29) 

𝐷1𝜓 + [
𝑖𝜔0𝜎

2
+
𝑎0

2
+
𝑖𝜔0𝜎

2
+
𝑖𝜔0

2
+
𝑑

2
−

𝑖𝛺2

2𝜔0
]𝜓 + [

𝑖𝜔0

2
−
𝑑

2
+

𝑖𝛺2

2𝜔0
]𝜑 + 𝐹𝑊0 =

−
𝑖𝑓0

2
  

ستم در مقیاس زمانی از این معادله می سی ستفاده نمود که 𝜏1توان برای یافتن نقاط تعادل و تکین  ، ا

 .شودپرداخته می به آندر ادامه 

 بررسی رفتاری سیستم 3-5

بایست به بررسی نقاط و نواحی برای بررسی رفتار یک سیستم و تحلیل مناسب حول رفتار آن می

بیشتر بپردازیم. که این نواحی شامل مناطق پایدار و ناپایدار، نقاط تعادل و نقاط تکین سیستم  یتبااهم

 باشد.می
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 مناطق پایدار و ناپایدار منیفولد نامتغیر آهسته 3-5-1

( را 15-3)در دومین رابطه معادله  𝜑نهایت کوچک یب، ارتعاشات SIMبرای نشان دادن نقاط ناپایدار 

 :میکنیممعرفی  (30-3) صورتبه

(3-30) 𝜑 → 𝜑 + ∆𝜑   , |∆𝜑| ≪ |𝜑|   

. با شودینمبوده، به همین دلیل مرتعش  وابسته ریغ 𝜏0نسبت به  𝜓که   بینیمیم( 15-3)از معادله 

𝜑جایگذاری  + 𝛥𝜑 بجای 𝜑  آوردن اندازه عبارات )که یک نمونه  به دستبرای مزدوج آن،  درضربو

 ( آمده( خواهیم داشت:31-3)در معادله  هاآناز 

 

 

 

 

(3-31) 

𝑃1 = (𝜓 + (𝜑 + ∆𝜑)). (𝜓 + (𝜑 + ∆𝜑))
∗
. (𝜓 + (𝜑 + ∆𝜑)) = (𝜓 + (𝜑 +

∆𝜑))
2
. (𝜓 + (𝜑 + ∆𝜑))

∗
= (𝜓2 + 2𝜓(𝜑 + ∆𝜑) + 𝜑2 + Δ𝜑2 +

2𝜑∆𝜑). (𝜓∗ + 𝜑∗ + ∆𝜑∗) →   

𝑃1 = 𝜓2𝜓∗ + 𝜓2𝜑∗ + 𝜓2∆𝜑∗ + 2𝜓(𝜑 + ∆𝜑)𝜓∗ + 2𝜓(𝜑 + ∆𝜑)𝜑∗ +

2𝜓(𝜑 + ∆𝜑)∆𝜑∗ + 𝜑2𝜓∗ + 𝜑2𝜑∗ + 𝜑2𝛥𝜑∗ + 𝛥𝜑2𝜓∗ + 𝛥𝜑2𝜑∗ +

𝛥𝜑2𝛥𝜑∗ + 2𝜑𝛥𝜑𝜓∗ + 2𝜑𝛥𝜑𝜑∗ + 2𝜑𝛥𝜑𝛥𝜑∗  

 داریم: جهیدرنت، دیآیم به دستمزدوج آن و  𝜑∆فرم خطی معادلات با حفظ مرتبه اول 

 

(3-32) 
(

𝜕𝜑

𝜕𝜏0
𝜕∆𝜑∗

𝜕𝜏0

) = (
𝑀1 𝑀2

𝑀2
∗ 𝑀1

∗) = [𝑀]  

.)که   .باشدیمی مزدوج مختلط نشانه ∗(

 

(3-33) 
{
𝑀1 = −(

𝑑

2
+ 𝑖

𝑐

2
) + 2𝑖𝐴|𝜑|2 + 2𝑖𝐵(|𝜓|2 + |𝜑|2 + 𝜓𝜑∗ + 𝜑𝜓∗)

𝑀2 = 𝑖𝐴𝜑2 + 𝑖𝐵(𝜓2 + 𝜑2 + 2𝜓𝜑)
  

دهند. اگر تنها یکی از نواحی ناپایدار ممکن را نشان می Mهای حقیقی مقادیر ویژه ماتریس قسمت

نمایی در مقابل زمان واگرا خواهد شد، که  صورتبه 𝜑𝛥مقادیر ویژه دارای قسمت حقیقی مثبت باشد، 

تم ناپایدار خواهد شد اگر سیستوان گفت طور می. و همینشودیم SIMباعث ایجاد ناپایداری در اطراف 
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|𝑀1|
2 − |𝑀2|

2 < . معادله رندیگیمبین دو اکسترمم قرار  SIMنواحی ناپایدار  طورمعمولبه. 0

 خواهد شد: (34-3)معادله  صورتبه Mمشخصه ماتریس 

(3-34) 𝑃𝑐𝑎𝑟(𝑋) = 𝑋2 − (𝑀1 −𝑀1
∗)𝑋 + |𝑀1|

2 − |𝑀2|
2  

 

 نقاط تعادل سیستم 3-5-2

ای هخصوص در تعیین سیستمبه، های دینامیکی اهمیت بسیار زیادی داردتعیین نقاط تعادل سیستم

در  طاز سویی دیگر تعیین این نقا. دارد ییسزاه بدینامیکی و ناحیه جذب که در نظریه کنترل نقش 

های پریودیک نقاط تعادل به رژیم .باشدهای خطی میتر از سیستممراتب مشکلهای غیرخطی بهسیستم

وابسته است. رژیم نوسانات  NESپایدار و یا ناپایدار با شرایط مختلف برای انرژی اسیلاتور اصلی و 

ان داد، تنها توسط تحلیل نش توان آن راطور مستقیم به نقاط تعادل وابسته نیست و نمیتخفیف یافته به

ایست بباشد که سیستم توسط جریان آهسته به نقاط فولد گرویده شود. میدر صورتی قابل شناسایی می

( پیدا کنیم. برای SIMنقاط تعادل سیستم را در مقیاس زمانی آهسته حول منیفولد نامتغیر آهسته)

 حفظ پایداری سیستم داریم:

(3-35) 𝐷1𝜓 = 0  

 ( را داریم:29-3)معادله 

 

(3-36) 

[
𝑖𝜔0

2
(𝜎 +

1

2
) +

𝑎0

2
+
𝑑

2
−

𝑖𝛺2

2𝜔0
] 𝜓 + [

𝑖𝜔0

2
−
𝑑

2
+

𝑖𝛺2

2𝜔0
] 𝜑 − 𝑖𝐵|𝜓 + 𝜙|2(𝜓 + 𝜙) =

−
𝑖𝑓0

2
  

( را از معادله 36-3)معادله  کار ینابررسبببی نماییم. برای  SIMرفتار سبببیسبببتم را حول  خواهیمیم

 :آیدمی به دست (37-3)کنیم و معادله ( کم می3-17)

(3-37) [𝑖𝜔0𝜎 +
𝑎0

2
] 𝜓 + [−𝑑 +

𝑖𝛺2

𝜔0
] 𝜑 + 𝑖𝐴|𝜙|2𝜙 = −

𝑖𝑓0

2
  

 :مآورییدرم (38-3)در معادلات و ادامه روند تحقیق به فرم  یریکارگبهحال معادله بالا را برای 



51 

(3-38) 
𝑁1𝑒

𝑖𝛥 =
[𝑑−

𝑖𝛺2

𝜔0
]𝑁2−𝑖𝐴𝑁2

2.𝑁2−
𝑖𝑓0

2
𝑒−𝑖𝛿2

𝑖𝜔0𝜎+
𝑎0
2

  

 :شوندمیریف تع (39-3)صورت به 𝛽و  𝛼 سازی معادلهبرای سادهکه 

(3-39) 
{

𝛼 =
𝑎0

2
+ 𝑖𝜔0𝜎

𝛽 = 𝑑 + 𝑖(𝐶 − 𝜔0) − 𝑖𝐴𝑁2
2
  

بایسببت این معادله را در می کار ینابه شببکلی دیگر بازنویسببی کرد، برای  توانیم( را 17-3)معادله 

𝑒−𝑖𝛿2  نمود و خواهیم داشت:ضرب 

(3-40) (
𝑖𝑐+𝑑

2
)𝑁2 + (

𝑖𝑐+𝑑

2
)𝑁1𝑒

𝑖𝛥 − 𝑖𝐴𝑁2
3 − 𝑖𝐵𝜌2(𝑁1𝑒

𝑖𝛥 +𝑁2) = 0  

گفتیم، )3-3(که در قسببمت  طورهمانباشببد و می 𝜌تابعی از (26-3)هم مانند معادله  (40-3)معادله 

، یموردبررسی ، بسته به شاخهیجهدرنتاست.  آمدهدستبه 𝜌های از جواب SIMسه شاخه رسم شده 

 موردنظربه بررسببی شبباخه  کهیهنگام ( وجود خواهد داشببت، یعنی40-3)عبارات مختلفی از معادله 

ست پردازیم میمی شاخه را اعمال نماییم. 𝜌بای ( به معادله 38-3)معادله  واردکردنبا  مربوط به همان 

 آیند:می به دست (41-3)حقیقی و موهومی آن روابط  یهاقسمت( و جداسازی 3-40)

 

 

 

(3-41) 

𝐻1 = ((
𝑑

2
) − 𝜇𝑖 (

𝐶

2
− 𝐵𝜌2) + 𝜇𝑟 (

𝑑

2
))𝑁2 +

𝑓0

2
(
𝐶

2
− 𝐵𝜌2) (

𝑟
𝑐𝑜𝑠(𝛿2) +


𝑖
𝑠𝑖𝑛(𝛿2)) +

𝑓0

2
(
𝑑

2
) (

𝑖
𝑐𝑜𝑠(𝛿2) − 

𝑟
𝑠𝑖𝑛(𝛿2)) = 0   

𝐻2 = ((1 + 𝜇𝑟) (
𝐶

2
− 𝐵𝜌2) − 𝐴𝑁2

2 + (
𝑑

2
∗ 𝜇𝑖))𝑁2 +

𝑓0

2
(
𝐶

2
−

𝐵𝜌2) (
𝑖
𝑐𝑜𝑠(𝛿2) − 

𝑟
𝑠𝑖𝑛(𝛿2)) −

𝑓0

2
(
𝑑

2
) (

𝑟
𝑐𝑜𝑠(𝛿2) + 

𝑖
𝑠𝑖𝑛(𝛿2)) = 0  

𝜇𝑟 ،𝜇𝑖 ،که در آن 
𝑟

و  
𝑖

توضبببیح داده  (42-3)معادله  باشبببند که درمی 𝑁2توابعی از پارامترها و  

نشببان  𝐻2𝑗و  𝐻1𝑗صببورت دسببت آورد که بهتوان بهرا روی هر شبباخه می 𝐻2و  𝐻1. مقادیر اندشببده

، نقاط تعادل را در دسببتگاه مختصببات جهیدرنتباشببد. می 3یا  2، 1شببناسببه شبباخه  𝑗دهیم که می

(𝑁2, 𝛿2)  با قرار دادن𝐻1𝑗 = 𝐻2𝑗 =  .آورد به دستتوان می 0
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(3-42) 

{
  
 

  
 μ𝑟 =

2𝑎0𝑑+4𝜔0𝜎(𝐶−𝜔0−𝐴𝑁2
2)

𝑎02+4𝜔02𝜎2

𝜇𝑖 =
2𝑎0(𝐶−𝜔0−𝐴𝑁2

2)−4𝜔0𝜎𝑑

𝑎02+4𝜔02𝜎2


𝑟
=

2𝑎0

𝑎02+4𝜔02𝜎2


𝑖
=

−2𝜔0𝜎

𝑎02+4𝜔02𝜎2

  

 

 یستمنقاط تکین س 3-5-3

اید نمشود که در آن منحنی رفتاری سیستم، رفتاری نامناسب ارائه میای گفته مینقطه تکین به نقطه

هت توان گفت در این نقاط جعنوان مثال میو یا معادلات ریاضیاتی سیستم در آن تعریف نشده باشد. به

 متقاطع باشد.  ای خودبردار یکه قابل تعریف نیست و یا منحنی به شکل نوک تیز یا نقطه

 .دهیمیمحال برای یافتن نقاط تکین سیستم مراحل زیر را انجام 

 :میریگیمدر نظر  𝜏1( را در مقیاس زمانی 28-3)در ابتدا معادله 

(3-43) 𝑑𝐹𝑗

𝑑𝜏1
= 0,   𝑗 = 1,2  

 نوشت: (44-3)توان به شکل که در فرم ماتریسی می

 

(3-44) 
[𝐷] ← (

𝜕𝐹1

𝜕𝑁2

𝜕𝐹1

𝜕∆

𝜕𝐹2

𝜕𝑁2

𝜕𝐹2

𝜕∆

)(

𝑑𝑁2

𝑑𝜏1
𝑑∆

𝑑𝜏1

) = −(

𝜕𝐹1

𝜕𝑁1
𝜕𝐹2

𝜕𝑁1

)
𝑑𝑁1

𝑑𝜏1
  

 طوربهدست آورد. توان بهسیستم می Dنقاط تکین سیستم را با برابر صفر قرار دادن دترمینان ماتریس 

کمک  SIMحول  𝜏1کین سببیسببتم در مرتبه به ما در ارائه نقاط ت (46-3)و  (45-3)خلاصببه، روابط 

 کنند:می

 

(3-45) 
{

𝐹1 = 0
𝐹2 = 0

𝑑𝑒𝑡(𝐷) = 0
  

 و 
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(3-46) {
𝐻1 = 0
𝐻2 = 0

  

ست.  (𝜎)به نیروی خارجی و پارامتر قابل تنظیم  (46-3)رابطه  سته ا ستم رواب سی ا با حل نقاط تکین 

ساس (45-3)معادلات  شان داد. (4-3 شکلتوان در پارامترهای مثال منیفولد می بر ا در این نمودار  ن

شدند.صورت نقطهناپایدار بهنواحی  شان داده  شند، 46-3)و  (45-3)اگر هر دو رابطه  چین ن ( برقرار با

ستم دارای نقطه شد. نقطه تکین فولد به نقطهمی 1ی تکین فولدسی شود که در آن نقاط ای گفته میبا

𝑁2توان دید که ماکزیمم )تکین منطبق هسبببتند. می تعادل و = 𝑁21( و مینیمم محلی )𝑁2 = 𝑁22 )

های پریودیک در مقیاس اسببت که نقاط تعادل به رژیم ذکرانیشببادهند. شببرایط تکینی را تطبیق می

پاسببخ مدوله شببرط لازم جهت دارا بودن  کهیدرحالمرتبط اسببت  𝜏1 (به میزان کافی طولانی) زمانی

 باشد.وجود یک جفت نقطه تکین فولد شده می 2قوی

                                                 
1 Fold Singularities 
2 Strongly Modulated Response (SMR) 
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 چین مشخص شدندصورت خطنواحی ناپایدار به -مکان نقاط تکین سیستم بر روی منیفولد (:4-3 شکل
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 فصل چهارم               4فصل
 

 نتایج
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 مقدمه 4-1

های عددی و تحلیلی سیستم عادلات لازم برای رفتار سیستم به بررسی حلدست آوردن مپس از به

 های مختلفی برای پاسخهای عددی، سناریوهای منیفولد نامتغیر و حلپردازیم که با توجه به شکلمی

در  کنیم.را بیان می SMRسناریو مختلف طی چهار گردد. در این فصل ( ارائه میSMRمدوله قوی )

را  SMR توان شود. میمیمقایسه  (2-3) معادله از آمدهدستبهحلیلی با نتایج عددی هرکدام، حل ت

شود. ئه میاگونه بیان نمود که، اگر سیستم دارای تکین فولد باشد چندین شاخه بین نواحی پایدار اراین

ϵند: افرض شده صورتینبدهای مکانیکی پارامتر = 10−3,Ω = 0.2, 𝑎0 = 0.2, 𝑑 = 0.1, 𝜎 = 1 .

و دامنه نیروی  𝜔0سیستم اصلی  ، فرکانسBو  Aهای غیرخطی برای توصیف سناریوهای مختلف سفتی

 دهیم.را تغییر می 𝑓0خارجی 

 ارائه و تفسیر نتایج 4-2

سناریو هفت شکل ارائه برای هر  پرداخت. خواهیم شدهاستخراج نتایج ارائه به رساله از بخش این در

واحی ، نقاط تعادل، تکین و نآهستهبا بررسی منیفولد نامتغیر آهسته سیستم در مقیاس زمانی  شود.می

دست آورده که به ما اطلاعات مناسبی در جهت تفسیر دینامیک رفتاری سیستم پایدار سیستم را به

اط ت آوردن نقاط تعادل به پاسخ پریودیک و نقدسای که با بهگونهدهند. با بررسی منیفولد نامتغیر بهمی

به ارد، گیری را درسیم. پاسخ مدوله قوی قابلیت رزونانستکین فولد به پاسخ مدوله قوی سیستم می

تواند در همسایگی هر مود تحریک سیستم اولیه دچار رزونانس معنی که چاه غیرخطی انرژی می ینا

 یراتأثتها دید که وجود نقاط تکین فولد و تعادل ان در سناریوتوشده و انرژی سیستم را جذب نماید. می

نقاط فولد  هاآنهایی از منیفولد نامتغیر آهسته که در خود را در جذب انرژی دارند. شاخه یبه سزا

بایست توجه داشت که گرفت، البته می در نظرتوان حرکت از نوع پاسخ مدوله قوی را وجود دارد می

خ وجود پاس کنندهینتضمهای پایدار منیفولد نامتغیر آهسته از شاخه هرکدامروی  وجود این نقاط بر

 پریودیک مثلاًهای پایدار) امکان جذب پاسخ مدوله قوی به دیگر شاخه چراکه ،باشندمدوله قوی نمی

 اتمامی نمودارهای این بخش بساده( بعد از چندین پرش از یک شاخه پایدار به شاخه دیگر وجود دارد. 
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 [39] های مقالهو با استفاده از کدOde45 های عددی توسط تابع و حل Matlab افزارنرماستفاده از 

 اند.دست آمدهبه هاآنو اعمال معادلات کار خودمان بر 

 دستبه (46-3)و  (45-3) از معادلات، که کنندرا ترسیم می موقعیت نقاط تعادل و تکینشکل اول سه 

 موردنظررفتار  شامل دهد، کهآل سیستم را نمایش میشماتیک رفتار ایده (ز)(،ه) هاینمودار. آیدمی

م ترسیها صورت زیر در نمودارمقایسه نتایج عددی و تحلیلی به باشد.می SIMنمودارهای  و SMRطی 

 :اندگشته

 ارهاینمودو رفتار سیستم در  (ج)و  )ب(،)الف( نمودارهایدر  شدهارائهتوان مابین نقاط تعادل و تکین یم

ای سهم داد. مقایمقایسه کیفی انجا (د) در نموداربین نتایج عددی و تحلیلی سیستم  طورهمین، (و)،(د)

، (ز)و  (و)نمودارهای طور همینو  (ه)و  (د)در نمودارهای  ،سیستم و رفتار عددیایده آل بین شماتیک 

از معادله  آمدهدستبه( 𝑁2, 𝑁1و ) ( 28-3)ه از معادلمنیفولد بدست آمده  (د) نمودارشود. انجام می

از عددی مستقیم  یریگانتگرال( با 𝑁2, 𝑁1( همانند )𝑁2, 𝑡) (وهای )نمودار. دینمایمرا مقایسه ( 3-2)

( مشتقی از نمودارهای 𝑁2, 𝑡نمودارهای )توان گفت همچنین میآید. می به دست (2-3) معادله

(𝑁2, 𝑁1می ) .در مقایسه رفتارهای عددی با نمونه شماتیکی  در نظر داشته باشید ممکن استباشند

نطباق سازی عددی، ادست آمده از دو روش تحلیلی و شبیهبا مقایسه نتایج به .فتدیبتغییراتی اتفاق 

، هرکدامبا تغییر اعداد برای هر سناریو با وجود برقراری شرط اولیه  ها شاهد بودیم.خوبی را مابین آن

 نماید. ی نمودارها تغییر میشود بلکه تنها بازهجاد نمیتغییری در روند نمودارها ای

 سناریوها 4-2-1

دهد تحت عنوان سناریوهای مسئله های مختلفی که برای سیستم رخ میدر این قسمت به بررسی حالت

که در آن مماس عمودی باشد  یانقطهرا با  SIMدر ابتدا موقعیت ماکزیمم و مینیمم محلی پردازیم. می

 اییم:نمبررسی می
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  مقادیر با استفاده از: 1سناریو :𝐴 = 2, 𝐵 = 0.75,𝜔0 = 0.4, 𝑓
0 = و شرایط   0.105

,𝑥(0)) اولیه 𝑦(0), 𝑥̇(0), 𝑦̇(0)) = مکان نقطه )د( -(1-4)شکل در  (0,0.5,0,0)

-ها مینمودار باشد. به ترتیب به بررسیمیتر از نقطه مماس عمودی ماکزیمم محلی پایین

های فولد سیستم موقعیت نقاط تعادل و تکین یببه ترت (ج)الف، ب، -(1-4)شکل پردازیم. 

( 1بینیم که دارای یک نقطه تکین فولد )شماره . میدهندرا  نشان می 3و  2،1های روی شاخه

 یطورکلبه. دیگر هیچ نقطه تعادل و تکینی وجود نداردهای و روی شاخه باشدمی 1روی شاخه 

وند. شوجود آمدن پاسخ مدوله قوی در سیستم و کاهش ارتعاشات مینقاط تکین فولد باعث به

م نیبیطور که میباشد. همانرفتار سیستم با حل عددی و تحلیلی می مقایسه( د)-(1-4)شکل 

 NES( سیر تکاملی انتقال انرژی و)-(1-4)شکل نتایج حاصل مطابقت خوبی با یکدیگر دارند. 

بعد  دهند انتقال انرژی)ه، ز( نشان می-(1-4)شکل  دهد.در طول پاسخ مدوله قوی را نشان می

صورت به ابتدا رسد، سپس انرژیمی 𝑁2𝑚𝑎𝑥به   یماًمستق رفتاری سیستم ز تغییر جهت شاخها

های رفتار ؛ در این نمودارهابرسد 𝑁2𝑚𝑖𝑛تا به  بدیاکاهش می و سپس مستقیم یکنواخت

ی ازسها در طول مدلتوان دید شکل حلقه. که میاندنمودهصورت شماتیکی ترسیم سیستم را به

( شماتیک رفتاری سیستم در طی پاسخ ه)-(1-4)شکل به شماتیک رفتاریشان مرتبط هستند. 

 دهد.مدوله قوی حول منیفولد را نشان می

یم بیناند. میمنزدیک به حالت تعادل باقی می یباًتقراگر نقاط تکین از مرز پایداری دور نباشند، سیستم 

فاق های دیگر خیلی کم اتپرش از یک شاخه به شاخهکه نقطه تکین از مرز پایداری سیستم فاصله دارد. 

یم کنشوند. مشاهده میافتد که این عوامل باعث کاهش روند جذب ارتعاش سیستم در این حالت میمی

 .آیدیدرمثابتی  یباًتقر به شکلپس از یک پریود، جذب ارتعاش 
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 )الف(

  

 (ج) )ب(

  

 (ه) (د)
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 (ز) (و)

𝐴-1(: سناریو 1-4)شکل  = 2, 𝐵 = 0.75,𝜔0 = 0.4, 𝑓
0 = نقاط تعادل  یریقرارگ)الف، ب، ج(: محل ،   0.105

)ه(:  -رمز( و حل عددی)قسمت آبی(خط ق -)د(: مقایسه بین حل تحلیلی)منیفولد نامتغیر آهسته –و تکین سیستم.

)و(:  -سیستم هشرایط اولی  یدهندهنشان  ICی نقطه ،SMRشماتیک رفتاری سیستم، خط آبی رفتار سیستم در طی 

 NES)ز(: شماتیک سیر تکامل انرژی  -NESحل عددی سیرتکامل انرژی 

  مورداستفادهمقادیر  :2سناریو 𝐴 = 2, 𝐵 = 0.75,𝜔0 = 1, 𝑓
0 = فرض شده و  0.32

به یه نیز  ,𝑥(0))صبببورت شبببرایط اول 𝑦(0), 𝑥̇(0), 𝑦̇(0)) = در نظر   (0,0.5,0,0)

ست شدهگرفته مکان نقطه مماس عمودی بین ماکزیمم و مینیمم  )د(-(2-4)شکل در  که ا

شد.  ستم روی ( موقعیت نقاط تعادل و تکینجب،  )الف،-(2-4)شکل محلی با سی های فولد 

شان می یببه ترترا  3و  2،1 یهاشاخه شماره دهندن ستم دارای یک تکین فولد ) سی ( و 1. 

شماره  شد.( می2یک نقطه تعادل ) سی منیفولد و نتایج عددی و ه، د)-(2-4)شکل  با ( به برر

به نتایج عددی  آمده پرداختند. به وجوددر طول پاسببخ مدوله قوی  NESسببیر تکامل انرژی 

( مطابقت دارد. ز، ه)-(2-4)شببکل های شببماتیکی در ( با رفتارو، د)-(2-4)شببکل در  بیترت

یابد تا طور یکنواخت افزایش میبه NESانرژی  ،بینیم بعد از برگشببت شبباخهمی طور کههمان

سپس ابتدا یکنواخت و  𝑁2𝑚𝑎𝑥به  سد و  ستق ازآنپسبر  𝑁2𝑚𝑖𝑛یابد تا به کاهش می ماًیم

 باشد.می برقراربرسد و این روند 
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د و باشبک به مرز پایداری میکنیم که سبیسبتم دارای یک نقطه تعادل و تکین فولد نزدیمشباهده می

 باشد.شود که باعث جذب خوب ارتعاشات میای نیز در آن انجام میپرش بین شاخه طورینهم

 

 )الف(

 
 

 (ج) )ب(

 
 

 ()ه ()د
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 ()ز ()و

𝐴 -2(: سناریو 2-4)شکل  = 2,𝐵 = 0.75, 𝜔0 = 1, 𝑓
0 = نقاط تعادل و  یریقرارگ)الف، ب، ج(: محل ،0.32

ه(: ) -خط قرمز( و حل عددی)قسمت آبی( -)د(: مقایسه بین حل تحلیلی)منیفولد نامتغیر آهسته –تکین سیستم.

)و(:  -سیستم هشرایط اولی  یدهندهنشان  ICی نقطه ،SMRشماتیک رفتاری سیستم، خط آبی رفتار سیستم در طی 

 NES)ز(: شماتیک سیر تکامل انرژی  -NESرتکامل انرژی حل عددی سی

ستفاده از ماکزیمم محلی و نقطه ای که در آن مسیر خط دوم و سوم حال به بررسی رفتار سیستم با ا

 پردازیم:شوند میجدا می

  با استفاده از پارامترهای : 3سناریو𝐴 = 0.25, 𝐵 = 0.6,𝜔0 = 1, 𝑓
0 = و  0.81

,𝑥(0))مقادیر اولیه  𝑦(0), 𝑥̇(0), 𝑦̇(0)) =  بینیم)د( می-(3-4)شکل در  (0,1.2,0,0)

-(3-4)شکل که از  طورهمان. باشدمی( S)موردنظرتر از نقطه مکان نقطه ماکزیمم محلی پایین

شکل  ( بوده و نقطه تکینی ندارد.1ه تعادل )شماره )الف( پیداست، سیستم تنها دارای یک نقط

دهد که مطابقت خوبی با نتایج عددی ( رفتار سیستم در طی منیفولد را نشان مید)-(4-3)

بوده و برای شاخه  3و 2ش مسیر حرکتی نمودار (، نقطه جدایSنقطه )بینیم که داشته، ولی می

دو  آمدهدستبهولی در نتایج عددی  ،بر روی یکدیگر قرار دارند 3و2ار ت چپ دو نمودسم

شود. این شاخه اضافی برای فرآیند جذب ارتعاشات سیستم بسیار مضر شاخگی ایجاد نمی

ا نشان در طول پاسخ مدوله قوی ر NES)و( سیر تکاملی انتقال انرژی -(3-4)شکل  باشد.می
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یابد تا به طور یکنواخت افزایش میبینیم که انرژی به( میز، ه)-(3-4)شکل در  دهد.می

𝑁2𝑚𝑎𝑥  یابد و سپس یکنواخت افزایش می افتهیکاهش ماًیمستقبرسد، پس از تغییر جهت ابتدا

. نمودارهای شماتیک یابدکاهش می پمپاژ انرژیپریود که شود تا زمانی انجام می روندو همین 

 باشد. از نتایج منیفولد و پاسخ مدوله می آمدهدستبهرفتاری سیستم مشابه نمودارهای 

که گفته شببد سببیسببتم دارای یک نقطه تعادل بر روی شبباخه یک بوده و هیچ نقطه تکینی  طورهمان

باشبببد، که باعث کاهش روند جذب شببباخه اضبببافی می ندارد. همچنین در نمودار منیفولد دارای یک

 شود.ارتعاش سیستم می

 

 )الف(

  

 ()ج )ب(
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 ()ه ()د

  

 

 

 ()ز ()و

𝐴 -3(: سناریو 3-4)شکل  = 0.25, 𝐵 = 0.6,𝜔0 = 1, 𝑓
0 = نقاط تعادل و  یریقرارگ)الف، ب، ج(: محل ،  0.81

ه(: ) -خط قرمز( و حل عددی)قسمت آبی( -)د(: مقایسه بین حل تحلیلی)منیفولد نامتغیر آهسته –تکین سیستم.

)و(:  -سیستم هشرایط اولی  یدهندهنشان  ICی نقطه ،SMRشماتیک رفتاری سیستم، خط آبی رفتار سیستم در طی 

 NESامل انرژی )ز(: شماتیک سیر تک -NESحل عددی سیرتکامل انرژی 

 مقادیر4سناریو : 𝐴 = 0.05, 𝐵 = 3,𝜔0 = 1, 𝑓
0 = و شرایط اولیه  1.499

(𝑥(0), 𝑦(0), 𝑥̇(0), 𝑦̇(0)) =  اند کهصورت فرض شده ینبه ا (0.65,1.05,0,0)
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شکل  به با توجه((. 4-4)شکل )( باشدS)موردنظرتر از نقطه مکان نقطه ماکزیمم محلی بالا

ولی نقطه تکینی  باشدمی نقطه تعادل( سیستم بر روی هر شاخه دارای یک ج)الف،ب،-(4-4)

شکل بینیم. را در این سناریو نیز می شدهگفته 3در سناریو  آنچهتوضیحات مشابه هر  .ندارد

صورت یکنواخت و با دو شیب متفاوت افزایش و سپس دهد که انرژی بهنشان می )ه،ز(-(4-4)

به  یافتهیشافزاطور یکنواخت برسد و از آن به 𝑁2𝑚𝑖𝑛یابد تا به طور مستقیم کاهش میبه

𝑁2𝑚𝑎𝑥 رسد.می 

سن سه نقطه تعادل بوده و نقطه تکینی ندارد و همانند  ستم دارای  منیفولد نامتغیر در این  3اریو سی

ضافه می شاخه ا شد. ولی سناریو هم دارای یک  شاخه و پرش  یلبه دلبا وجود نقطه تعادل بر روی هر 

 شود.، فرآیند جذب انرژی نیز بهتر می3تر از سناریو ای مناسببین شاخه

 

 )الف(

  

 (ج) )ب(
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 (ه) (د)

  

 

 

 

 (ز) (و)

𝐴 -4سناریو  (:4-4)شکل  = 0.05, 𝐵 = 3,𝜔0 = 1, 𝑓
0 = نقاط تعادل و  یریقرارگ)الف، ب، ج(: محل ،  1.499

ه(: ) -خط قرمز( و حل عددی)قسمت آبی( -)د(: مقایسه بین حل تحلیلی)منیفولد نامتغیر آهسته –تکین سیستم.

)و(:  -سیستم هشرایط اولی  یدهندهنشان  ICی نقطه ،SMRط آبی رفتار سیستم در طی شماتیک رفتاری سیستم، خ

 NES)ز(: شماتیک سیر تکامل انرژی  -NESحل عددی سیرتکامل انرژی 
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 گیرینتیجه 5-1

تشکل از اسیلاتور خطی اصلی و چاه در این تحقیق، به بررسی دینامیک سیستم دو درجه آزادی م

ی قسمت کلی چاه غیرخطی انرژی رابطههای کلی و محلی پرداختیم. ، شامل قسمتغیرخطی انرژی

قسمت محلی تنها به جرم چاه غیرخطی انرژی متصل شده   کهیدرحالمستقیمی با اسیلاتور اصلی دارد، 

وله های مختلف سیستم در طی پاسخ مدرسی حالتبا بر باشد.و در تقابل غیرمستقیم با انتقال انرژی می

 باشد:قوی و منیفولد نامتغیر به سناریوهایی رسیدیم که نتایج حاصل به شرح زیر می

از مرز پایداری سیستم فاصله دارد. پرش از یک شاخه بوده که نقطه تکین  سیستم دارای یک: 1سناریو 

روند جذب ارتعاش سیستم در  عوامل باعث کاهشکه این  افتدهای دیگر خیلی کم اتفاق میبه شاخه

ش ، جذب ارتعامحلیمم یکنیم پس از یک جابجایی بین ماکزیمم و مینمشاهده می شوند.این حالت می

 .آیدیدرمثابتی  یباً تقر به شکل

 که نقطه تکین به مرز پایداریدلیل اینباشد. بهسیستم دارای یک نقطه تکین و تعادل می: 2سناریو

به روند جذب ارتعاش  رخ داده که یخوببهها در این حالت طور پرش بین شاخه، و همیناست نزدیک

مم ینماکزیمم و میبین  شدهارائهی زمانی بازه طول سیستم درجذب انرژی بینیم که نمایند. میکمک می

 شود.مقدارش جابجا می

ادل بوده و هیچ نقطه تکینی ندارد. : در این حالت سیستم پیشنهادی تنها دارای یک نقطه تع3سناریو

شود که باعث کاهش جذب ارتعاش سیستم ی اضافی مشاهده میدر نمودارهای منیفولد یک شاخه

ابتدا جذب انرژی بین نقاط  یجهدرنتشود. ای هم به شکل کوچکی انجام میشود. پرش بین شاخهمی

و سپس به  یافتهکاهشطور یکنواخت به ازآنپسو   شدهانجامماکزیمم و مینیمم در یک بازه زمانی 

 .آیدیدرمشکل ثابتی 

ه ک طورهمانسیستم دارای یک نقطه تعادل بر روی هر شاخه بوده و هیچ نقطه تکینی ندارد. : 4سناریو

 ای به شکلکنیم. پرش بین شاخهدر این حالت هم یک شاخه اضافی مشاهده می شدهگفته 3در سناریو
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ابتدا جذب انرژی بین نقاط ماکزیمم و مینیمم در یک بازه زمانی  یجهدرنتت. قابل قبولی رخ داده اس

و سپس به شکل  یافتهکاهشطور یکنواخت به ازآنپسو  (3ی بیشتری نسبت به سناریو بازه) شدهانجام

 .آیدیدرمثابتی 

برای سیستم ( بهترین حالت 2توان دریافت که حالت دوم)سناریو می آمدهدستبهبا توجه به نتایج 

 باشد.پیشنهادی می

 پیشنهادات 5-2

 اده های سچاه غیرخطی انرژی با دمپر غیرخطی در سیستمی متشکل از اسیلاتور یریکارگبه

 های پریودیک ناخواسته.منظور بهبود عملکرد در حذف رژیمبه

 و طراحی چاه غیرخطی انرژی با قسمت محلی با کنترل فعال و استفاده از انرژی یریکارگبه 

 هاروستینگ.

  ور منظچاه غیرخطی انرژی دارای میرایی غیرخطی با قابلیت تنظیم به یریکارگبهطراحی و

 .های مختلف بدون نیاز به تغییر در چاه غیرخطی انرژیاستفاده در سیستم

 چاه غیرخطی انرژی با قسمت محلی بر روی تیر. یریکارگبه 
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Abstract 

In this research, the application of nonlinear energy sink, including local and global 

sections on a linear oscillator to reduce vibrations has been investigated. This nonlinear 

absorber, which was numerically and analytically studied on various systems, is able to 

absorb and release energy from a primary system under external excitation in the form of 

one-way, passive and in a wide range of excitation frequencies. So far, in most researches 

devoted to nonlinear energy sink, nonlinear energy sink is considered only in global 

section, but in this research, the non-linear energy sink consists of two general and local 

parts. The global part is the section where the non-linear energy sink is in direct contact 

with the main system and the local section is only connected to mass of the nonlinear 

energy sink and has indirect interactions to energy transfer.  

Analytical modeling with slow invariant manifold method and numerical calculations of 

the proposed model is conducted by MATLAB software. The slow invariant manifold 

responses generated by the linear oscillator that is interacting with proposed nonlinear 

energy sink model have branches that reduce the vibrational absorption process of the 

system. 

By obtaining equilibrium and singular points, the system gives a periodic strongly 

modulated response, respectively. Based on these responses, several scenarios occur and 

in each case, the analytical and numerical results (modulated response) were compared 

and pumping energy in each scenario was investigated. The behavior of the system in the 

slowly invariant manifold analysis of the proposed system has three branches Instead of 

one, compared to a system without a local area. These branches are necessary for 

interpreting the system's behavior. 

Keywords: global and local nonlinear energy sink model, linear oscillator, slow invariant 

manifold, strong modulated response, vibration absorption. 
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