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 تشکر و قدردانی

 

 دکتر محمد جعفری ،نّاد کهتوییی قدکتر مهدبا تشکر فراوان از اساتید محترم آقایان 

داشت ایشان که بسیاری های بی چشمها و راهنماییبه دلیل یاری و مهندس امین عامری

  بسیار دلسوزانه من را در این تحقیق یاری کردند. و نمودند ها را برایم آساناز سختی



 و

-هوافضای مهندس یرشتهی کارشناسی ارشد دانشجوی دوره فرزانه سادات موسوی تباراینجانب  

ی نامهی پایانی مکانیک دانشگاه صنعتی شاهرود نویسندهمهندس یدانشکده های هواییسازهگرایش 

بارگذاری با گشودگی دایروی تحت  FGاز مواد  شدهساختهبلند تحلیل تنش در ورق 

یی دکتر مهدی قناّد کهتویی و دکتر محمد جعفری راهنما، تحت مکانیکی به روش تفکیک متغیرها

 شوم.متعهد می
 و اصالت برخوردار است. صحتنامه توسط اینجانب انجام شده است و از تحقیقات در این پایان 

 های محققان دیگر به مرجع مورد استفاده استناد شده است.در استفاده از نتایج پژوهش 

 نامه تاکنون توسطططط خود یا فرد دیگری برای دریافت هیو نود مدرا یا امتیازی مطالب مندرج در پایان

 نشده است. هیو جا ارائه در

   باشططد و مقا ت مسططتخرج با نام  کلیه حقوق معنوی این اثر متعلق به دانشططگاه صططنعتی شططاهرود می

 به چاپ خواهد رسید.« Shahrood University of Technology»و یا « دانشگاه صنعتی شاهرود»

    اند در مقا ت أثیرگذار بودهنامه تاصطططلی پایان جینتاآمدن  دسطططتبهحقوق معنوی تمطام افرادی کطه در

 گردد.رعایت می نامهپایانمستخرج از 

 ( استفاده شده است هاآنی هابافتنامه، در مواردی که از موجود زنده )یا در کلیه مراحل انجام این پایان

 ضوابط و اصول اخلاقی رعایت شده است.

 ی اطلاعات شططخ ی افراد دسترسی یافته نامه، در مواردی که به حوزهی مراحل انجام این پایاندر کلیه

 یا استفاده شده است اصل رازداری، ضوابط و اصول اخلاق انسانی رعایت شده است.

 تاریخ

 امضای دانشجو
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 ایج و حق نشرنتمالکیت 
 افزارها و ای، نرمهای رایانه)مقا ت مسططتخرج، کتاب، برنامه حقوق معنوی این اثر و مح ططو ت آن یکلیه

ر د. این مطلب باید به نحو مقتضی باشدعلق به دانشطگاه صطنعتی شطاهرود می   ( متتجهیزات سطاخته شطده  

 تولیدات علمی مربوطه ذکر شود.

 باشدنامه بدون ذکر مرجع مجاز نمیاطلاعات و نتایج موجود در پایان استفاده از. 



 ز

 چکیده

 

 ، حلیّ تحلیلی برای محاسبه توزیع تنشک روش تفکیک متغیرهاکم شود، بهدر این تحقیق سعی می

انسیل توابع پت و با نتایج حاصل از روش دوبعدی اطراف گشودگی دایروی در ورق  بلند ناهمگن ارائه شود

محوری به ورق اعمال دومحوری و صورت کشش ثابت و یکنواخت تک. بارگذاری بهمختلط مقایسه شود

قدار . بررسی تأثیر مشودصورت فشار یکنواخت به گشودگی اعمال میشود؛ دور گشودگی نیز بار بهمی

 بار فشاری اعمال شده بر مرز گشودگی در توزیع تنش اطراف آن، یکی از اهداف مهم این تحقیق است.

ه گرفت در نظرمرکز با گشودگی مجهت ناهمگنی و تغییرات مدول ا ستیسیته، در جهت شعاعی و ه

برای توصیف تغییر خواص مکانیکی ورق مورد نظر از یک تابع نمایی که دارای شعاد همگرایی  .است شده

سنجی نتایج حلّ تحلیلی، در تمام شود. از روش اجزای محدود برای راستیمشخ ی است، استفاده می

وجود بارگذاری فشاری در داخل است. با دهحا ت بارگذاری برای ورق همگن و ناهمگن استفاده ش

 زسمیفنگشودگی دایروی علاوه بر تنش محیطی، مقدار تنش شعاعی نیز قابل توجه است؛ از تنش 

. با بررسی نتایج تنش محیطی برای حا ت برای بررسی تنش در اطراف گشودگی استفاده شده است

دون بهای میانی بر روی مقدار تنش محیطی،یهتوان نتیجه گرفت، که تأثیر جنس  مختلف بارگذاری می

  .است، بیشتر فشار داخلی

 ، تمرکز تنشتفکیک متغیرها روش مواد ناهمگن، گشودگی دایروی، ،FGورق  کلیدواژگان:
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 گفتارپیش 1-1

ی مواد مرکب سپس تاریخچه شود.آن بیان می بندیو انواد تقسیم در این ف ل ابتدا تعریفی از ورق

شود. همچنین بر تحقیقات ها ارائه میو انواد تئوری تحلیل ورق هاو روابط حاکم بر آن FG هایورقو 

های نازا همگن و ناهمگن، مرور خواهد شد. در نهایت ی تحلیل تنش در ورقانجام شده در زمینه

 شوند.صورت خلاصه بیان مینامه و موضوعات هر ف ل بهموضود مورد مطالعه در این پایان

 هاای بر ورقمقدمه 1-2

ها بعد ضخامت نسبت به سایر ابعاد، بسیار ای مسطح دوبعدی هستند که در آنها اجزای سازهورق

ای تعمیم یافته دوبعدی تیر دانست. این رفتار دوبعدی منجر توان مدل سازهتر است. ورق را میکوچک

ای در صنایع گوناگون ها کاربرد گستردهوزه ورقگردد. از این رو امرها میبه افزایش ظرفیت باربری ورق

های ها، هواپیماها و سفینهها، در بدنه خودروها، کشتیها را علاوه بر اجزای ساختماناند. ورقیافته

ستفاده ا هاسازه این قبیل تحلیل مسائل ورق و درا عملکرد هایتوان یافت. یکی از روشفضایی نیز می

. در چارچوب تئوری مذکور، معاد ت حاکم بر رفتار مکانیکی ورق به طور استاز تئوری ا ستیسیته 

ز این پذیر نیست؛ اها امکاندقیق قابل بیان است هر چند حل صریح سه بعدی و ارائه شکل بسته پاسخ

ر تبعدی ورق به مدل دوبعدی سادهسازی سهای از فرضیات ساده کننده، مدلرو با به کارگیری مجموعه

گردد که دسته مجزایی از مسائل مکانیک جامدات به نام تئوری تر تبدیل میتر اما کاربردیصهو خلا

دهند. برای این منظور اثر بعد ضخامت ورق به صورت کلی در محدوده دو سطح ها را تشکیل میورق

 [1] .گرددبا یی و پایینی آن برآورد گشته و به شکل ضمنی در معاد ت تعادل مربوط، منظور می
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 هابندی ورقتقسیم 1-3

ها، دسته بندی براساس ضخامت است. با صرف نظر از بندی ورقهای تقسیمیکی از رایج ترین گونه

 توانها را  از نظر هندسی میها به صورت غشایی است؛ ورقهای بسیار نازا که عملکرد غالب در آنورق

 [2]بندی کرد به سه دیدگاه دسته

 ینترکوچکشود، که نسبت ضخامت به هایی گفته میکم: به ورقهای نازا با خیز ورق .1

ضلع کمتر از 
1

20
باشد و  یه میانی بدون کرنش باقی بماند. همچنین خیز ورق در برابر  

 نظر کردن، باشد.ضخامت ورق قابل صرف

لع ین ضترکوچکشود، که نسبت ضخامت به هایی گفته میورق نازا با خیز زیاد: به ورق .2

1آن کمتر از 

20
باشد و از کرنش  یه میانی و همچنین نسبت خیز  یه میانی به ضخامت  

 ورق در مقایسه با یک، قابل توجه است.

ز ین ضلع بیشتر اترکوچکشود، که نسبت ضخامت به هایی گفته میورق ضخیم: به ورق .9

1

20
 باشد.

توان ت ور نمود. این ی آن میدهندهها را براساس ساختار تشکیلنود دیگر از تقسیم بندی ورق

اجزای  1دسته بندی خود از دو دیدگاه متفاوت قابل بررسی است؛ یکی از لحاظ همگنی و ناهمگنی

ت، ی نخساهای مختلف. در دستهدهنده و دیگری از جنبه تغییر رفتار مکانیکی ورق در راستتشکیل

یکنواختی پراکندگی و توزیع ذرات سازنده، مورد توجه بوده و در دسته دوم، حساسیت ورق به هندسه 

، 2ایزوتروپیک)همسانگرد(، ایزوتروپیک عرضیآخر مواد در مسأله و دستگاه مخت ات مکانی مطرح است. 

                                                      
1-Homogeneity and heterogeneity 

2-Transversely isotropic 
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گردند. ماده ایزوتروپیک در تمام راستاها از خود  و غیرایزوتروپیک )ناهمسانگرد( تعریف میاورتوتروپیک 

که در ماده ایزوتروپیک عرضی، رفتار ایزوتروپیک فقط در دهد حال آنرفتار مکانیکی یکسان بروز می

تقارن مادی وجود دارد. از  یصفحهشود و در اورتوتروپیک سه ی تقارن عرضی ورق دیده میصفحه

 ها را به چهار دسته تقسیم کرد:توان ورقترکیب این دو دیدگاه می

ها ی ورق، در تمام نقاط و در تمام جهتورق همگن و همسانگرد: خواص مکانیکی ماده .1

 باشد.یکسان می

ی ورق، در نقاط مختلف یکسان است؛ ولی : خواص مکانیکی مادههمسانگردورق همگن و نا .2

 های مختلف یکسان نیست.در هر نقطه از ماده در جهت

ی ورق، در نقاط مختلف یکسان نیست؛ ولی و همسانگرد: خواص مکانیکی ماده ورق ناهمگن .9

 های مختلف یکسان است. در هر نقطه، در جهت

های ی ورق، در نقاط مختلف و در جهت: خواص مکانیکی مادهو ناهمسانگردورق ناهمگن  .4

 [. 9مختلف یکسان نیست]

 هاهای تحلیل ورقروش 1-4

کرنش و برحسب نیاز -نود است؛ با مدنظر قرار دادن روابط تنشها نیز متهای تحلیل ورقروش

زرگ های کوچک و بهای ا ستیک یا غیرا ستیک، خطی یا غیرخطی و نیز تغییر شکلتوان تحلیلمی

رود ی ورق فراتر نمیی سازندهها از تنش تسلیم مادهرا مورد استفاده قرار داد. در تحلیل ا ستیک، تنش

های متفاوتی . تاکنون روشتنش بر حسب تابعی خطی از کرنش، قابل بیان است و در تحلیل خطی،

بعدی رفتار ورق با تئوری ا ستیسیته ها شامل تحلیل سهها ارائه شده است. این روشبرای تحلیل ورق

شوند. روش تحلیل رفتار ورق با استفاده از تئوری بعدی میهای دوو تحلیل رفتار ورق با انواد تئوری

بعدی ورق شود، اما به دلیل تحلیل سهای و دقیق محسوب میبعدی اگر چه روشی پایها ستیسیته سه
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 ها، تئوری کلاسیک ورقترین تئوری در تحلیل ورقهایی همراه است. سادهها و دشواریبا پیچیدگی

 1(CPT)تنش  و ف استوار است، اثر تغییر شکل برشیهاین تئوری که بر پایه فرضیات کیرش .است

که هر مقطع مسطح و  شودگیرد. در این تئوری فرض میعمودی را در راستای ضخامت در نظر نمی

د. اگر مانی میانی باقی میعمود بر صفحه میانی ورق، پس از تغییر شکل نیز مسطح و عمود بر صفحه

دود ولی در حهای نازا با نسبت ضخامت به طای مناسب در تحلیل ورقچه تئوری کلاسیک ورق گزینه

های برشی و عمودی در راستای ضخامت، استفاده از نظر کردن از کرنشاست، اما به دلیل صرف 31/3

. به منظور کاهش خطا در تحلیل استهای ضخیم همواره با خطا همراه این تئوری در تحلیل ورق

رفی شده است. مع  (SDT)2های نسبتاً ضخیم، تئوری دیگری موسوم به تئوری تغییر شکل برشیورق

لات شود. با توجه به تعداد جمدر این تئوری، اثر تغییر شکل برشی در راستای ضخامت در نظر گرفته می

شود. در تئوری مشخص می یجایی در راستای ضخامت، مرتبههنگاه داشته شده در بسط میدان جاب

شود که هر است، فرض میرایسنر معروف  -که به تئوری میندلین   (FSDT)9تئوری برشی مرتبه اول

ند. مامیانی ورق، پس از تغییر شکل مسطح و نه الزاماً عمود، باقی می مسطح و عمود بر صفحه صفحه

-د. رایجگیرنهای نسبتاً ضخیم و ضخیم مورد استفاده قرار میهای با تر این تئوری نیز برای ورقمرتبه

که توسط ردی مطرح شده  است (TSDT)4 سوم ترین تئوری مرتبه با تر برشی، تئوری برشی مرتبه

د، انهای ضخیم نتایج خوبی از خود به جای گذاشتههای برشی ورق در تحلیل ورقاست. گر چه تئوری

اما به دلیل در نظر نگرفتن اثر کرنش های عمودی، هنوز با جواب های دقیق فاصله دارند. برای رفع این 

جدیدی به نام تئوری تغییر شکل برشی و عمودی توسط  مشکل و با  بردن حداکثری دقت، تئوری

                                                      

1-Classical plate theory 

2-Shear deformation theory 

3-First-order shear deformation theory 

4-Third-order shear deformation theory 
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های قبل بوده و هر دو اثر تغییر این تئوری، کامل کننده تئوری[ 4]معرفی شده است.  2و ویدولی 1باترا

ها و بندی انواد تئوریدر اینجا به تقسیم گیرد.شکل برشی و عمودی را در راستای ضخامت در نظر می

 شود.سازی استفاده شده است، پرداخته میهایی که برای سادهفرض

  3تئوری کلاسیک خیز کوچک ورق نازک 1-4-1

دست آوردن معاد ت حاکم بر ورق ای زیر جهت بههای پایهسازی، از فرضدر این تئوری برای ساده

 شود.استفاده می

 کند. جنس ورق همگن و همسانگرد است و مدول ا ستیسیته آن از قانون هوا پیروی می .1

 ورق در حالت اولیه صاف است. .2

 ماند.ی میانی ورق در هنگام خمش بدون کرنش باقی میصفحه .9

ضخامت در کل ورق ثابت و نسبت به دو بعد دیگر کوچک است؛ بدین معنا که بزرگی ابعاد  .4

 برابر ضخامت آن است. 23ورق بیش از 

که یطوربه. تغییر شکل ورق در جهت ضخامت )خیز ورق( در برابر ضخامت آن کوچک است .1

1ین مقدار خیز برابر تربزرگ

20
ی تئوری تغییر ضخامت است. در این صورت در محدوده 

 شود.شکل کوچک شمرده می

 ی میانی، در مقایسه با یک کوچک است.شیب خیز در صفحه .6

                                                      

1- Batra 

2-Vidoli 

3-Classical theory of thin plates with small-deformation 
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 همچنان صافی میانی، ی میانی، قبل و بعد از تغییر شکل صفحهی عمود بر صفحهصفحه .4

های کرنشیماند. این شرط بدین معناست که مؤلفهی میانی باقی میو عمود بر صفحه

xz yz و   های خمشی طور عمده با کرنشنتیجه خیز ورق بهنظر کردن هستند. درقابل صرف

همراه است. کرنش عمودی
 


z

 است.نظر کردن نیز قابل صرف 

 نظر کرد.توان صرفاز تنش نرمال در جهت ضخامت می .2

یم؛ رو هستبعدی روبهی سهگیرد، اگرچه در عمل با یک مسألهی تحت بار عمود بر سطح قرار اگر ورق

ها ششود. بسیاری از آزمایی دوبعدی تبدیل میهای با ، این مسأله به یک مسألهولی با استفاده از فرض

های کوچک و بزرگ از ورق نازا، شده توسط محققین در گذشته بر روی نمونههای انجام و تست

یک المان مستطیلی از ورق نازا در دستگاه  2-1کند. در شکلهای فوق را اثبات میدرستی فرض

 مخت ات کارتزین نشان داده شده است. 

 (. 1-1برای یک ورق مربعی استفاده از دستگاه مخت ات کارتزین مناسب است )شکل



2 

 

 [9شماتیک یک ورق نازا مستطیلی در مخت ات کارتزین] 1-1شکل  

 

 

در حالتی که هم جهت با محورهای  wو  u ،vهای جاییها و جابهنیروهای داخلی و خارجی، تنش

ی معادله شود، کهشوند. در این تئوری اثبات میصورت مثبت فرض میاصلی دستگاه مخت ات باشند، به

 [. 9شود]( بیان می1-1ی )با رابطه حاکم بر خیز ورق

 

 

(1-1    )   
  

   

4 4 4
z

4 2 2 4

P (x,y)w w w
2

Dx x y y
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 Dخیز ورق و  w(. 2-1است )شکل zبارگسترده بر واحد سطح ورق در جهت محور  zPکه در آن

 باشد.می EIصلبیت خمشی است که در تیرها برابر 

(1-2) 




3

2

Eh
D

12(1 )
 

 ضخامت ورق است. hو  2نسبت پواسون ، 1مدول ا ستیسیته Eدر اینجا 

 ی  پلاسین دوبعدهمچنین با استفاده از عملگر  

(1-9)    
   

 

2 2
2

2 2

( ) ( )
( )

x y
  

 صورت زیر نوشت.( را به1-1ی )توان معادلهمی

(1-4)   2 2

z
D w(x,y) P (x,y)  

 

 

 هاتئوری غشایی ورق 1-4-2

هایی بسیار نازا هستند، که نسبت ابعادی ضخامت به طول آنها کمتر ازها ورقوستهپ
1

50 است.   

ی میانی است. به هرحال در بسیاری ها براساس تغییر شکل کوچک  یهتئوری غشایی مورد بحث در ورق

هایی به مراتب بزرگتر از ضخامتشان دارند. این یک موضود بسیار مهم در ها تغییر شکلاز مواقع پوسته

 [ 9ها است.]طراحی پوسته تحلیل و

 

 

                                                      
1- Elasticity modulus 

2- Poisson's ratio 
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 های ضخیمورقهای تئوری -الف

دهد؛ ولی با افزایش اگرچه تئوری کلاسیک ورق برای مسائل مربوط به ورق نازا پاسخ صحیح می

؛ دهدبعدی بعضی از مسائل ورق نشان میشود. حلّ دقیق سهضخامت ورق از دقت پاسخ آن کاسته می

می وهای عمی دوم ضخامت ورق نسبت مستقیم دارد. پس به دلیل محدودیتکه این مقدار خطا با مرتبه

های های ورقهای  زم در تئوریها و بازنویسیبایست، بسطهای نازا میتئوری کلاسیک برای ورق

  [2]دست آید. ضخیم انجام شود؛ تا در این دسته مسائل، نتایج بهتری به

 1رایسنرتئوری  -ب

ورد های عرضی اثر تنش در جهت ضخامت نیز مها و کرنشدر تئوری رایسنر علاوه بر اثر تنش 

ها مشابه تئوری کلاسیک ورق xو  xy ،yهایگیرد. در این تئوری توزیع تنشبررسی قرار می

و  دودرجهصورت تابع معاد ت تعادل بهبه کمک  yzو  xzهای صورت خطی فرض شد؛ ولی تنشبه

شوند. از معاد ت دیفرانسیل تعادل، حاصل می yzو xzهای برشی دست آمدن تنشبا به zتنش 

[9 ] 

 2تئوری میندلین -ج

وند؛ شهای ضخیم استفاده میجایی در ورقمبتنی بر جابهبیشتر مسائل، که در حلّ آنها از تئورهای 

ت، که از ی اول استوسط میندلین گسترش یافتند. مبنای اصلی آن، تئوری تغییر شکل برشی مرتبه

 کند.ای استفاده میصفحهجایی درونفرضیات سینماتیک برای جابه

(1-1)             0 x 0 yu u x,y z x,y  , v v x,y z x,y  

                                                      
1- Reissner 

2-Mindlin 
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که در آن ,y x y و ,x x y دلیل مستقل ی میانی هستند. بهی چرخش صفحهنشان دهنده

های اعمالی نشان داده شده در دهد. فرض، هیو تغییر ضخامتی در ورق رخ نمی zبودن خیز نسبت به

 رایسنر یکسان است.، در سطح مقطع ورق، در تئوری میندلین و 2-1شکل 

 

 [9های  یه میانی تئوری رایسنر]فرض 2-1شکل

xدر این تئوری x  وy y   .صورت تابع توزیع تنش در ورق ضخیم  به آنجاکه ازاست

شد. بانادرست میها که از تئوری رایسنر گرفته شده است، [، فرض خطی بودن تنش9دو است ]ی درجه

 زم  شود. بنابراینفرض صفر نمی نیا وجود بای با یی و پایینی ورق علاوه بر این مقدار تنش در لبه

نوان عشود، معرفی گردد. بهکه با مقایسه حل دقیق ا ستیسیته ارزیابی می Kاست، تا ضریب ت حیح 

یرد، گتیرهای ضخیم مورد استفاده قرار می ی میانیمثال، با توجه به روش اولیه تیموشنکو، که در  یه

Kمقدار  
5

6
ی معاد ت [ با کمک روابط تئوری مینیمم انرژی پتانسیل و محاسبه9انتخاب شد. ] 

 یند.آدست میصورت زیر بهدر تئوری ورق میندلینن به گشتاورهای دیفرانسیل تعادل مقادیر منتجه

(1-6) 
 

  
   

yx
x

M D
x y

 

(1-4  ) 

 

  
  

   

y x
y

M D
y x

 

(1-2) 
  

   
   

y x
xy yx

1
M M D

2 x y
 

(1-3) 

 
 

 
   

 
x x

w
Q KGh

x
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آید. دست می( به2-1ی )از رابطه  D(، 13-1( تا )6-1در روابط )
x

M  ،y
M ی به ترتیب منتجه

،  xو yدر جهت  گشتاور
xy

M و گشتاورپیچشی ی منتجه 
x

Q و 
y

Q ترتیب نیروی درونی برش به

 [9(. ]9-1هستند )شکل yو  xهای عرضی در جهت

 

 

 [9ی از  یه میانی]ننیروهای داخلی و خارجی در الما 9-1شکل 

 

(1-13) 
 

   
 

y y

w
Q KGh

y
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 FGMهای تاریخچه و ضرورت ورق 1-5

 تاریخچه مواد ناهمگن 1-1-1

 حرارتی، مقاومت مکانیکی، مقاومت: قبیل از خواص یکنواختی دلیلهمسانگرد بهمواد همگن و 

 صنایع در هاییوردگی و سایش، مقاومت در برابر خزش و خستگی و ... محدودیتخ برابر در مقاومت

اند؛ دهبو تلاشدانشمندان همواره در  بنابراین. کنندمی ایجاد...  و خودروسازی گاز، و نفت هوافضا، نظامی،

 جدید با خواص برتر استفاده کنند.  یکه از مواد

در صنایع دریایی عملی  1313ی و آغاز دهه 1343ی( در پایان دهههایتی مواد مرکب )کامپوزایده

 خواص که آیند،می وجودبه یماکروسکپ یدگاهی ناهمساز در دشد. مواد مرکب از ترکیب دو یا چند ماده

 سستگیگ ایجاد و تنش تمرکز باعث مواد، رفتار سنخیت عدم این. دارند ناسازگار هیگا و متفاوت فیزیکی

ها از دیدگاه متالورژی شود. کامپوزیتبارگذاری توأم مکانیکی و حرارتی می اثر در ها یه مرز در

مکانیکی )ماکروسکوپی(، همگن و  یدگاه)میکروسکوپی(، ناهمگن و ناهمسانگرد هستند، اما از د

دو بخش اصلی مواد کامپوزیت، عبارت از ماتریس )زمینه( و فیبر )رشته(  شوند.محسوب می همسانگردنا

ها را کنار هم و در جای است. نقش باربری عمدتاً بر عهده فاز فیبر بوده و ماتریس با احاطه الیاف، آن

 الح ساختمانی است ماده دارد. به عنوان مثال بتن آرمه که امروزه یکی از پرکاربردترین مخود نگه می

ه توان مواد کامپوزیت را بها و میلگردها است. به طور کلی میکامپوزیتی متشکل از سیمان، سنگدانه

-تداولهای زمینه پلیمری مهای فلزی، سرامیکی و پلیمری تفکیک نمود که کامپوزیتسه دسته با زمینه

 آید.ها به حساب میترین نود آن

روند ها به شمار میای ناهمگن و غیرایزوتروپیک از این نود کامپوزیت، گونه1ایمواد کامپوزیت  یه

 ها و نیزکه با وزن کم دارای مقاومت با یی هستند. در این گونه مواد با انتخاب چیدمان مناسب  یه

                                                      
1- Composite laminates 



14 

ست د توان به ترکیبی مناسب از خواص مکانیکی مورد نیازتنظیم زاویه قرارگیری الیاف در هر  یه می

ویژه ها مورد توجه مهندسان به، دههگونه موادتا اینباعث شده های مطلوب ذکر شده، یافت. ویژگی

های مناسب، یک ضعف اساسی متخ  ان صنایع هواپیماسازی قرار گیرد. اما در کنار همه این ویژگی

 ای در ف ل مشترایهداشت. در مواد کامپوزیتی  و مهم، پیوسته ذهن کارشناسان را به خود مشغول می

اق ها اتفهای مجاور به علت تغییر ناگهانی خواص مکانیکی تمرکز تنش و درپی آن جدایش  یه یه

نامند و چنانچه در یک سازه مورد توجه و اصلاح قرار نگیرد؛ با توسعه می 1تورقافتد. این پدیده را  می

 شود.ها موجب فروپاشی کلی سازه میدر سطح مشترا  یه

 

 ایهای  یهدر کامپوزیت تورقپدیده  4-1شکل 

 FGانواع فرآیندهای ساخت مواد  1-6

به صورت مقتضی، توزیع بهینه تنش، تغییر شکل و دما  FGبا تنظیم تغییرات ریزساختار ورق 

حرارتی و  2تواند به خوبی مورد استفاده قرار گیرد تا مقاومت خستگیشود. این مسأله میمشخص می

 همچنین دوام عایق حرارتی سرامیکی، بهبود بخشیده شود. 

                                                      
1-Delamination 

2- Fatique 
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دهنده این مواد را ، تغییرات اجزای تشکیلFGهر چند به لطف فرآیندهای پیچیده ساخت مواد 

غالبا فقط در راستای  FGهای توان در هر راستا و جهتی ایجاد نمود اما تغییرات مذکور در ورقمی

 [1] گردد.ر نتیجه ورقی همگن در سطح و ناهمگن ضخامت، حاصل میشود دضخامت، اعمال می

 

 دهنده فقط در راستای ضخامتبا تغییر تدریجی مواد تشکیل FGورق  1-1شکل 



16 

 

 FG [1]انواد ریزساختار ماده  6-1شکل 
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 FGروابط حاکم بر مواد  1-7

 ملایم طور به آنها حرارتی و مکانیکی خواص که باشندمی همگننا ساختار ریز با موادی هدفمند، مواد

 سرامیک ساختاری ماده دو از مواد این معمو ً .کندمی تغییر جسم دیگر سطح به سطح یک از پیوسته و

 مقابل در زیاد مقاومت و کم حرارت انتقال ضریب علت به سرامیک ساختاری ماده شوندمی ساخته فلز و

 .میکند فراهم را  زم پذیریانعطاف فلز، ساختاری ماده و کرده تحمل را با  بسیار دماهای حرارت، درجه

 دهندهتشکیل مواد حجمی کسر پایه بر میشود، استفاده هدفمند مواد تحلیل در رایج طور به که مدلی

 به ضخامت راستای در خواص تغییرات مدل، این در .است معروف هدفمند ماده توانی قانون به و بوده

 [6] :شودمی گرفته نظر در  (11-1) رابطه صورت

(1-11   )    
1

2 2

N

M C M

Z
Z

h

 
       

 
 

چگالی، ضریب انبساط حرارتی، بیانگر خواص فیزیکی یا مکانیکی جسم مانند  ،رابطه این در که

به ترتیب معرف فلز و سرامیک بوده  Cو  Mهای زیرنویس مدول ا ستیسیته، مدول برشی و غیره است.

. با توجه به ناچیز بودن تغییرات ضریب پواسون، این ی توان ماده هدفمند استدهندهنشان Nپارامتر و 

با توجه به ماهیت همسانگرد  [6]شود. در راستای ضخامت ورق در نظر گرفته میه صورت ثابت کمیت ب

ط شوند. روابتقل بیان میسکرنش موسوم به روابط متشکل از دو ثابت م-، روابط تنشFGبودن مواد 

 توان به شکل زیر بیان کرد: کرنش را می-تنش

(1-12   ) 2ij kk ij ij     

 برای شوند. این ضرایب که معرف خواص مکانیکی مواد هستند،ضرایب  مه نامیده می و  که 

توان در قالب کنند. این تغییرات را میمواد هدفمند ثابت نبوده و در راستای ضخامت ورق تغییر می

ای ههای روی قطر تانسور اصلی کرنش بوده و برای تغییر شکلمجمود درایه kk قانونی توانی بیان نمود.

  کوچک معرف تغییر حجم نسبی است.
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 تحقیق یپیشینه 1-8

دلیل کاربرد وسیع در صنایع مختلف از اهمیت بسیاری برخوردار هستند. تنود کاربرد، بسته ها بهورق

ز جمله این اطلبد. ها میها با ابعاد و اشکال مختلف را در ورقبه نیاز، وجود انواد شیارها و گشودگی

ا هها، محل ات ال فشارسنجو زیردریاییی هواپیماها ها در بدنهتوان به گشودگی درها و پنجرهموارد، می

هایی ها، وجود سوراخها و پرچها، محل ات ال دو ورق به همدیگر توسط پیوی کورهها در بدنهو دماسنج

 هاوجود گشودگی. در آنها و... را اشاره کرد کنندهخنکها جهت جریان یافتن سیال های توربیندر پره

شود. با کمک طراحی صحیح جنس کز تنش در اطراف گشودگی میوجود آمدن تمردر جسم، باعث به

توان مقدار تمرکز تنش را کاهش داد، که دستیابی به طرحی بهینه و توانایی مقابله و هندسه قطعه می

 ی توزیع تنش در اطراف گشودگیهای مکانیکی نیازمند دانستن اطلاعات دقیق در مورد نحوهبا شکست

ها، برای طراحی و ی توزیع تنش در اطراف گشودگیی مقدار و نحوهمحاسبهرو بررسی و ینازااست. 

 سازی ورق بسیار مهم است.ینهبه

های گوناگون اعم از از روش د و ناهمسانگرد دارای گشودگیهمسانگردر مورد بررسی تنش صفحات 

کارگیری روش متغیر مختلط در حل مسائل مقدار مرزی تجربی، عددی و تحلیلی استفاده شده است. به

برای مواد ا ستیک همسانگرد ارائه شد. [4]شویلی دوبعدی، اولین بار توسط موشخلی تهیسیا ستدر 

های همسانگرد نامحدود ی ورقبر رو [2]کاربردهایی از روش ارائه شده توسط وی در مطالعات ساوین 

ناهمسانگرد  هایورقشود. همچنین ساوین برای ش دیده میهای مختلف و تحت کشحاوی گشودگی

شویلی به مسائل توسعه کامل روش موشخلی [2] با گشودگی بیضوی و دایروی، مطالعاتی را انجام داد.
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انجام شد.  ]11[ 9و لخنیتسکی ]13[ 2[، اشترو3] 1ا ستیسیته دوبعدی مواد ناهمسانگرد توسط اشلبای

 مجاور الیاف اطراف در تنش تمرکز بررسی به که بود کسانی اولین جزء، 1361در سال    [12] 4هگپیت

 مرکبی مواد برروی را خود تحقیق او .پرداخت نهایتبی وعرض طول با  یهتک یک در قائم ترا یک

 سال در [19]  6و دیتون 1زندر .کرد متمرکز است؛ پایین آن الیاف سفتی به ماتریس سفتی نسبت که

 مطالعات [14] 4تان .دادند نشان مرکب مواد روی بر هاییآزمایش با را هگپیت آنالیز درستی ،1369

 مربوط اطلاعات با تان. داد انجام ارتوتروپیک صفحات در تنش تمرکز ضریب محاسبه روی بر متعددی

 ضرایب معرفی با و شکل بیضی و ایدایره گشودگی حاوی نامحدود کامپوزیتی صفحات تنش تمرکز به

 2. هافنباخآورد دست به محدود عرض با را هاگشودگی این حاوی صفحات تنش تمرکز مناسب، ت حیح

 با را برشی تنش تحت کامپوزیتی ضخیم چند یه صفحات روی بر تنش تمرکز [11]و همکارانش 

کاربردهای عمده تمرکز یکی از .دادند قرار بررسی مورد اول مرتبه برشی شکل تغییر تئوری از استفاده

 غالباًا، هها و پینپیو لهیوسبهها باشد؛ در ات ا ت ورقهای مختلف به یکدیگر میتنش در ات ا ت ورق

ع گونه مسائل با استفاده از توابشود. تحلیل ایناز طرف پیو یا پین نیرویی به مرز گشودگی وارد می

های محدود حاوی مورد ورق رد .]12-16[ست پتانسیل مختلط در تحقیقات متعددی انجام شده ا

[ ورق محدود مربعی 13گشودگی تحقیقات کمی صورت گرفته است. در این زمینه، پن  و همکارانش ]

                                                      

1-Eshelby 

2-Stroh 

3-Lekhnitskii 

4-Hedgepeth  

5-Zender 

6-Deaton 

7-Tan 

8- Hafenbach 
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همگن و همسانگرد دارای گشودگی به شکل مربع در مرکز را مورد بررسی قرار دادند. آنها با استفاده از 

ست دبا گشودگی دایروی تبدیل کردند و به کمک معاد ت بهتابع نگاشت، ورق مذکور را به ورق مربعی 

قرار داشت.  محوریشولی، به حلّ این ورق پرداختند. ورق تحت بار کششی تکآمده توسط موشخلی

بندی آنها معاد ت  زم را از شرایط مرزی ورق با کمک روش حداقل مربعات خطا در نقاطی با تقسیم

  دست آوردند.، به1منظم در مرز

این مواد  تیمحورهایی با به بعد، حضور تحقیقات مختلف و سمینارها و کنفرانس 1332از سال 

های مختلف صورت گرفته ها در زمینهتحقیق بر روی  این نود از ورق .شدبیشتر می هرسالهناهمگن 

ناهمگن  ی تنش حرارتی در یک ورق نامحدودبه حلیّ دقیق برای محاسبه ]23[است. ژانگ و همکارانش 

دارای گشودگی دایروی پرداختند. در تحقیق آنها، خواص مواد و دمای اعمالی در جهت شعاعی تغییر 

به تحلیل تنش دینامیکی یک ورق از جنس مواد ناهمگن  ]21[و همکارانش  2ای یانگکرد. در مقالهمی

را که  ناهمگنیکی ورق با گشودگی دایروی پرداختند. آنها از روش متغیرهای مختلط، توزیع تنش دینام

آوردند. آنها دریافتند، که توزیع تنش دینامیکی  دستبهکرد؛ خواص ماده در جهت شعاعی تغییر می

چشمگیری به انتخاب تابع مناسب برای تغییر خواص مواد وابسته است.  طوربهاطراف گشودگی دایروی 

ی کرد. بررسگاه ساده ورق مربعی با تکیهی ناویر برای [ خیز ورق را تحت بار مکانیکی به شیوه22ردی ]

ها با مواد تابعی تحت بار جانبی ی را برای ورقلیتحلمهین[ برای اولین بار حل 29یانگ و همکارانش ]

 ارائه کردند. 

های ناهمگن حاوی گشودگی، تحقیقات بسیار کمی صورت گرفته است. ورقدر در مورد تمرکز تنش 

ناهمگنی خواص  ریتأث، کیپارامترزویااجزای محدود  بندیفرمولاستفاده از  اب ]24[همکارانش  وکوبایر 

های ناهمگن حاوی گشودگی دایروی بررسی کردند. ورق روی ضریب تمرکز تنش در ورق رمواد را ب

                                                      

1-Least square boundary collocation technique 

2-Yang 
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 که مدول یانگ با دوربود. نتایج تحقیقات آنها نشان داد؛ وقتی یمحورمورد بحث آنها تحت کشش تک

 یابد. در تحقیق مذکور تابع مورد استفادهیابد؛ تمرکز تنش کاهش میودگی افزایش میشدن از مرکز گش

از روش اجزای محدود، ورق  [21]برای نشان دادن تغییر خواص، تابعی توانی بود. کاو  و همکارانش 

 هایلهایی به شکهای مختلف از قبیل ورق بیضوی، دایروی و چندضلعی دارای گشودگیتابعی با هندسه

ی نحوه توزیع و گسترش ترا در ورق با مواد به بررس [26]گوناگون را مورد بررسی قرار دادند. حسینی 

برای محاسبه  1یافتهمکانیکی پرداخت. وی از روش اجزای محدود توسعه-تابعی تحت بارگذاری حرارتی

و تحلیل شکست مواد تابعی ایزوتروپیک و اورتوتروپیک تحت بارگذاری مکانیکی و حالت دمایی پایدار 

برابر تغییرات زیاد دما، تحلیل  رموادی مقاوم د عنوانبهتوجه به کاربرد مواد ناهمگن  ااستفاده کرد. ب

 ت. های حاوی گشودگی مورد توجه محققان بوده استنش حرارتی  ورق

در ورق به روش تفکیک متغیرها ضریب تمرکز تنش در اطراف گشودگی دایروی  ]24[محمدی 

را موردمطالعه قرار داد. تغییر خواص  بدون در نظر گرفتن فشار داخلی در گشودگی نامحدود ناهمگن

 یمکانیکی ورق از قبیل مدول ا ستیسیته و نسبت پواسون، در جهت شعاعی درنظر گرفته شد. وی حلّ

 و بارگذاریمحوری ی ضریب تمرکز تنش در ورقی تحت کشش یکنواخت دوتحلیلی را برای محاسبه

برشی خالص ارائه کرد. همچنین تأثیر تغییر خواص مکانیکی بر تمرکز تنش در این مقاله مورد بررسی 

دست ج بهینتا دست آورد وازای تغییرات نسبت پواسون را بهو افزایش ضریب تمرکز تنش به قرار گرفت

با روش [ 22و همکارانش ] 2سواچارونبا حالتی که نسبت پواسون ثابت است، مقایسه کرد.  آمده را

در پرداخته است،  FGحجم کنترل المان محدود مرتبه با  به بررسی آنالیز تنش گرمایی در مواد 

ناهمگن و تحت بخشی از مقاله خود به توزیع تنش اطراف گشودگی دایروی در ورقی از جنس مواد 

به بررسی تنش دوبعدی یک ورق   ]93و  23[پرداختند. یانگ و همکارانش  و حرارتی بارگذاری مکانیکی

ناهمگن محدود حاوی گشودگی دایروی و تحت بارگذاری یکنواخت، پرداختند. آنها از روش متغیر 

                                                      
1- Extended finite element method 

2- Chareonsuk  
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ذاری، رایط مختلف بارگمختلط و استفاده از تابع تنش ایری برای حل خود کمک گرفتند. نتایج برای ش

های مختلف ورق ارائه شد. آنها نشان دادند، که تمرکز تنش در ورق محدود در خواص مواد و اندازه

یابد و با انتخاب صحیح تابع خواص ماده، از قبیل مقایسه با ورق نامحدود در شرایط یکسان افزایش می

در تمرکز تنش شاهد بود اشرفی و  گیری راتوان کاهش چشممدول ا ستیک در مواد ناهمگن، می

بعدی از ، در حالت سهمحوری[، پاسخ ورق ناهمگن با گشودگی دایروی را به بارگذاری دو91همکاران ]

مورد مطالعه قرار دادند. خواص مکانیکی در جهت طولی و در امتداد ضخامت  1روش المان مرزی مدرج

 در کشش-ین مقاله بررسی اثر کوپلینگ خمشکرد. از نقاط قوت اصورت تابعی توانی تغییر میبه

بود. در این تحقیق، تأثیر فاصله گشودگی  یی توزیع نامتقارن خواص مواد، تحت بارگذاری دومحورجهینت

به  ]92 [و همکارانش 2گارسیااز مرز و نسبت بار، بر توزیع تنش مورد بررسی قرار گرفت. کاردناس

های محیطی و شعاعی و جابجایی شعاعی اطراف گشودگی دایروی برای ورق ها و تنشی کرنشمحاسبه

ضریب تمرکز تنش در نتیجه  ]99[از جنس مواد ناهمگن و تحت بارگذاری حرارتی پرداختند. کوبایر 

ای را مورد بررسی قرار داد. صفحهحضور گشودگی دایروی در یک ورق ناهمگن تحت بار برشی خارج

در مرکز ورق قرار دارد، تغییر کرد. در این تحقیق،  مبدأعی و با فرض اینکه خواص مواد در جهت شعا

دست آورده شد. وی صورت تابعی تحلیلی بهها برای ورق، با و بدون گشودگی بهجاییها و جابهتنش

با فاصله از مرکز گشودگی کاهش پیدا کند؛ وجود گشودگی  تهیسیا ستنتیجه گرفت، که وقتی مدول 

تمرکز تنش در حالتی که مدول ا ستیسیته با  مؤثرشود. کاهش اعث افزایش تمرکز تنش میدایروی ب

 آید.حساب میکند؛ نتیجه مفیدی در طراحی بهفاصله از مرکز گشودگی، افزایش پیدا می

                                                      
1-Graded boundary element 

2-Cardenas-Garcia 
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 بندیجمع 1-9

ها مرور شد. با بیان تعریف و ی ورقهای مختلف در زمینهصورت مخت ر تئوریدر این ف ل به

های ناهمگن این نتیجه حاصل ی تحقیقات علمی بر روی ورقو بررسی پیشینه FGخ وصیات مواد 

های ناهمگن حاوی گشودگی که در آن گشودگی فاقد بار است؛ ی تمرکز تنش ورقشد، که در زمینه

طریق پیو و پرچ معمو ً گشودگی  های مختلف ازتحقیقات بسیار کمی انجام شده است. در ات ا ت ورق

با  های ناهمگنگیرد. تأثیر بار خارجی در مرز گشودگی بر تحلیل تنش ورقتحت فشار خارجی قرار می

توزیع  شود، نحوهروش تفکیک متغیرها تاکنون مورد بررسی قرار نگرفته است. در این تحقیق سعی می

ر یک ورق نازا و بلند همسانگرد و ناهمگن با ف گشودگی دایروی، داجایی در نقاط اطرتنش و جابه

ای در مرزهای بیرونی و فشار یکنواخت در اطراف صفحهگشودگی دایروی، تحت بارگذاری درون

أثیر نسبت شود تتفکیک متغیرها برای تحلیل استفاده میروش در این تحقیق از  .گشودگی، تحلیل شود

وش نتایج تحلیل با رو در آخر  رامترهای مورد بررسی استبار و روند تغییرات خواص مکانیکی از دیگر پا

 شود.توابع پتانسیل مختلط مقایسه می

 نامهساختار پایان 1-11

شوند. همچنین توزیع تنش در اطراف در ف ل دوم، روابط و معاد ت حاکم بر ورق استخراج می

یرد. گمورد بررسی قرار میای با استفاده از حلّ پیشنهادی صفحهگشودگی در ورق همگن، تحت بار درون

ای مطالعه خواهد شد. ف ل صفحههمگن تحت بار درونناسوم نتایج حاصل از تحلیل ورق در ف ل 

ای، تأثیر فشار در داخل گشودگی بر صفحهچهارم برای ورق همگن و ناهمگن علاوه بر بارگذاری درون

گیرد. در نهایت در قرار می مطالعه مورد جینتاشود و اطراف گشودگی بررسی می تنش در نقاط عیتوز

 شود.می پرداختهبرای تحقیقات آینده  هاشنهادیپی گیری و ارائهف ل پنجم به نتیجه
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ورق همگن با گشودگی دایروی تحت   2فصل

 یاصفحهدرونبارگذاری 
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 گفتارپیش 2-1

ر د تفکیک متغیرهاف ل، معاد ت حاکم بر ورق بلند همگن با استفاده از روش  یندر بخش اول ا

ورق و با معاد ت مربوط به  یمرز یط. سپس با توجه به شراگردندیاستخراج م یسیتها ست یتئور

 . شوندیم یینورق مشخص و تع یمرز یطشرا

 یک یفو با تعر یانب 1یسمحدود انس اجزای افزاربا کمک نرم یعدد یلبخش بعد، روند تحل در

 یررسو ب یسهمقا هممربوط به مسأله با  یعدد یلانجام شده و تحل یلیحاصل از حل تحل یجمسأله، نتا

 خواهند شد.

 استخراج معادلات 2-2

تنش  ماتریس همسانگرد تحلیل و بررسی خواهد شد.تئوری ا ستیسیته یک ورق  یبر پایهمسأله 

ای، دارای  صفحههمانند ورق نازا، تحت بار درون یدوبعدهای مسألها ستیک در  یدر هر نقطه از ماده

, سه تنش   و کهباشد. می بعد است و شعاد بی
0

r



 0که اینگونه تعریف شده  شعاد

 یمعاد ت تعادل برای مسأله .شماتیک کلی ورق نشان داده شده است 1-2، در شکلگشودگی است

ا باید این دو معادله رکه سه تنش بیان شده  ،شودبیان میزیر با دو معادله  در مخت ات قطبی بعدیدو

 .ارضا کنند

(2-1) 
1

0
      

   

  
  

 
 

(2-2) 
21

0
 
 

   


  

 
 

 

                                                      

1-ANSYS 
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 شماتیک کلی ورق با گشودگی دایروی  1-2شکل 

 اگر تابع تنش را به صورت ,   [24] :آیدروابط زیر به وجود می، ردهک فرض 

(2-9) 
2

2 2

1 1


 


   

 
 

 
 

(2-4) 
2

2










 

(2-1) 
2

2

1 1


 


    

 
 

  
 

 

ای، قانون هوا به صورت زیر نوشته ا ستیک خطی و در حالت تنش صفحه برای ماده در محدوده

 شود:می
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(2-6) 
 

 
1

E
    


  

(2-4) 
 

 
1

E
    


  

(2-2) 
 

 

2 1

E
 


 




 

 ها را به صورت زیر نوشت:توان کرنشبا ترکیب روابط با  می

(2-3) 
 

2 2

02 2 2

1 1 1

E


  
 

     

   
   

   
 

(2-13) 
 

2 2

0 0

2 2 2

1

E


   


     

   
   

   
 

(2-11) 
 

 

2
0

2

2 1 1 1

E


  


     

   
  

   
 

 

 که E   گرددمی بیانبه صورت زیر: 

      (2-12) E( )=E K( )o  

 موقعیت مکانی 2-2-1 K  

 K  شده است: یفتعر یربه شکل ز 

(2-19)    
0

1 1 exp(v 1 )oK E k





  
     

  
 

i که

o

E
k

E
 ها، نسبت مدولv  ،ضریب میرایی برای کنترل دامنه ناحیه ناهمگنی در ورق  شعاد

 شعاد گشودگی دایروی هستند. oنقطه مورد بررسی و

(2-14)   lnx K  

اند، که به شکل زیر Pخطی دو جواب مستقل 2Pو 1Pدهد.فاصله هر نقطه از مبدأ را نمایش می  xکه

 . [24] شوندمشخص می

(2-11 )   1

1 1 1( , , ),
nP M a b x  
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(2-16 )   2

2 2 2( ,b , ).
nP M a x  

تابع , ,M a b x1است و 1، تابع کومر 2 1 2 1 2, , , , ,n n a a b b اند:به شکل زیر تعریف شده 

و ثابتی قابل تغییر است که باید به صورتی تعریف  نرخ کاهش سختی اطراف گشودگی نام دارد sکه

2و [24]مقداری منفی دارد منطقی باشد و ،شود که شکل تابع

01 2t m m   [94] . 

 [91]  :به شکل زیر است رابطه سازگاری

(2-23) 
  2

2

1 1  



  


       

     
      

      
 

 آید:زیر به وجود می رابطه( 23-2رابطه )ها در با جاگذاری مقادیر کرنش

(2-21) 

3 2 2 3
2 2 0

3 2 2 3 2 2 2

2 2 2

0 0

2 2 2 2

2 1 3 2
2

2
0,

K

K

K K K

K

    


         

   

    

        
        

       

      
    

   

 

2هارمونیک معادله بای 2  شود:به صورت زیر تعریف می 

(2-22) 2 2 2 2
2 2

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
.

  


         

       
        

       
 

تابع تنش  ,    شوددر نظر گرفته میبه صورت زیر: 

(2-29)      , f Cos m     

 شود:شکل زیر تبدیل می به (21-2)، رابطه جاگذاری تابع تنشبا 

                                                      

1- Kummer function 

(2-14) 
1 2, ,n m t n m t    

(2-12) 1 0 2 0
1 2, ,

n n
a a

s s

  
  

(2-13) 
1 2

2 2
, .

s t s t
b b

s s

 
  
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(2-24) 

     

    

4 3 2 2

0

2 4 2

0 0

2 2 2 1 2

1 1 2 3 4 0,

iv
f g f g h m f

g m h f m m h g f

   

  

         

              

 

 :روندسازی روابط به کار میبرای سادهتوابع بدون بعدی هستند که  hو  gکه 

(2-21) 
,

K
g

K

 
 

(2-26) 2 .h g g g    

0m :محوریتابع تنش برای بارگذاری کشش دو 2-2-2  

0m( تابع تنش به صورتی تعریف شده است که با جاگذاری29-2در رابطه )  0در زاویه  و

90  مقدار تابع تنش برابر با f  ورق  آید؛است و بارگذاری به صورت کشش دومحوری درمی

0m یبا جاگذاراست؛ نشان داده شده (1-2)در شکل محوریتحت بارگذاری کشش دو    در رابطه

 :یابدیکاهش م یرروابط به شکل ز (2-24)

(2-24)        4 3 2

0 02 1 2 1 1 0,
iv

f g f g h f g h f                   

  با ساده سازی و روابط جبری ساده رابطه با  به شکل زیر خواهد شد:

(2-22) 0

2

11
0.

gg
f f f

K



 

      
         

      

 

Pبا تغییر متغیر  f  یابد:به معادله دیفرانسیل مرتبه دوم کاهش می 

(2-23) 
0

2

11 gg K
P P P

 

  

    
      

   
 

و در  [24] تبارگذاری خمشی اسگیری است و حل خ وصی این معادله مربوط به ثابت انتگرال که 

 اینجا نیاز به بررسی نیست و پاسخ حل عمومی، پاسخ مورد نیاز است.
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0mورق تحت بارگذاری کشش دو محوری 2-2شکل   

داخلی وجود ندارد و در بی نهایت  شرایط مرزی به این صورت است که در اطراف گشودگی فشار

 .شودوارد می 0کششی معادل 

(2-93)  1 0,P  

(2-91) 
0.lim

P





 

به  Pرا مساوی با صفر فرض شود، تابع تنش  باشند و ثابت  Pدو جواب مستقل خطی  2pو  1pاگر 

 [ .24]شودصورت زیر نوشته می

(2-92) 
       

 
1 2 2 1

0

2

1 1
.

1

p p p p
P

p

 


 
   

 
 

 

تعریف تابع کومر 2-2-9 , , zM a b 

 .شودمی معادله کومر گفتهشود، ه شکل زیر نوشته میای که ببه معادله
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 (2-99)  
2

2

d d
z b z a 0

dz dz

 
    

0zکه یک تکینگی منظم در  نهایت دارد؛ حل مستقل این معادله به و یک تکینگی نامنظم در بی

 [96: ]شکل تابع کومر است

 
 (2-94 ) 

 
 

 

 

 

2 n

2 n

2 n

a z a zaz
M a,b,z 1

b b 2! b n!
       

 که 

(2-91)  
      

 
n

0

a a a 1 a 2 ... a n 1 ,

a 1.

    


 

 و 

(2-96) 

 
 

   

 

   
1 b

M a,b, z
U a,b, z {

sin b 1 a b b

M 1 a b,2 b, z
z }

a 2 b






    

  


  

 

هایمشخ ه
2n 1وn  زیر در  هایو تابع کومر به ازای مقادیر مختلف به شکل اندنامنفیاعداد صحیح

 :آیدمی

,سری همگرا به ازای تمام مقادیر (2-94) ,a b z 1 2b n a n    

ای درجهچندجمله (2-92)
2n ازz 1 2b n a n    

1bقطب ساده (2-93) n  
1 2

2 1

b n a n

n n

   


 

1 تعریف نشده (2-43) 2

2 1

b n a n

n n

   


 

2m بارگذاری برش خالص: 2-2-4  

است، نمایش داده شده (9-2)لهمانطور که در شکرا مساوی با دو فرض کنیم،  m( اگر 29-2در رابطه )

0در زاویه  مقدار f  90و در   مقدار تابع تنش برابر با f   خواهد بود و بارگذاری به

 :شودشکل زیر تعریف میبه  تابع تنش پس آیدصورت برش خالص درمی

(2-41 )  
 

      , cos 2f      
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2mورق تحت بارگذاری برش خالص 9-2شکل   

 یابد:کاهش می، روابط به شکل زیر (24-2)در  hو  m،gبا جاگذاری

(2-42 ) 

     

   

4 3 2 2 2

0

2 2 2 2

0 0 0 0 0 0

2 1 9 1

9 9 4 3 4 0.

iv
f sx f s sx s x f

s sx s x f s sx s x f

   

      

         

               

 

های ورق، شرایط بارگذاری در لبهتوجه به شود و گشودگی باری اعمال نمی مرز و با توجه به اینکه در

 آید:مرزی زیر به وجود می

 (2-49) 

 

 

0 0

1 0,

1 0,

lim .





 






 








 

 آیند:روابط زیر به دست می( 49-2)وابط رابطه تنش در ربا جاگذاری 

(2-44)   

   

 

 

0,2

4
lim

1 0,

1 0.

f f

f

f



 


 

 
  

 

 


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ای برای حل وجود ندارد و به حل سری نیاز است، با توجه به شرایط مرزی سری پیشنهادی فرم بسته

 قابل بیان است:به شکل زیر برای حل به صورت توانی 

(2-41 ) 
 

0

q n

n

n

f A x 




   

با جاگذاری شود.ثابت تعیین نشده است و با توجه به شرایط مسأله محاسبه می qکه f   در

 شود:رابطه زیر حاصل می (42-2)رابطه 

 (2-46) 
 1 1 2 2

0

0,q n

n n n n n n

n

A A A x   


   



   

1که ضرایب  2 0A A    و ضرایب,n n  وn شوند:به شکل زیر تعریف می 

    (2-44) 

    

      

 

  

0 0 0

0 0

2 2

0 0

4 2 2 ,

1 2 3 9

4 3 ,

1 4 .

n

n

n

q ns q ns q ns q ns

s q ns q ns q ns s s

s s

s q ns q ns s



   

 

  

       

             

  

     

 

0nدر  ،0 0A 0جا که آید و از آنمساوی با صفر به دست می 0A   است، پسq  از رابطه زیر

 شود:حاصل می

(2-42)    0 4 2 2 0.q q q q      

آید، عبارتند ازبدست می qمعادله برایهایی که از این ریشه 2,0,2,4q  . 

0nبرای   مقادیرnA شوند:از طریق روابط بازگشتی زیر حاصل می 

(2-43) 

1 1 0 0

2 2 1 1 0 0

3 3 2 2 1 1

1 1 2 2

0,n 1,

0, 2,

0, 3,

.

.

.

0.n n n n n n

A A

A A A n

A A A n

A A A

 

  

  

     

  

   

   

  

 

1ضریب ثابت دلخواه است و ضرایب  0Aکه 2, ,...A A0به عنوان مضربA 4آیند. ریشهبدست میq  

گیرد، حل متناظر باآید و در اینجا مورد استفاده قرار نمیبرای تنش نامحدود به کار می 2,0,2q   
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محاسبه شده است. 
1f  2حل متناظر باq ،

2f 2حل متناظر باq    و
3f  0حل متناظر باq  

 است. 

 حل متناظر با تنش یکنواخت  -الف

 1f   2یعنی یکنواخترا حل متناظر با تنشq  شودینوشته م یرفرض کرده، پس به صورت ز: 

(2-13)  
2

1

0

,
2

n

n

n

f F x







  

 شوند:به صورت زیر حاصل می nFبه طوری که ضرایب

(2-11) 

1 1 0 0

2 2 1 1 0 0

3 3 2 2 1 1

1 1 2 2

0,n 1,

0, 2,

0, 3,

.

.

.

0.n n n n n n

F F

F F F n

F F F n

F F F

 

  

  

     

  

   

   

  

 

n,که ضرایب n  وn :به شکل زیر هستند 

(2-12)    4 2 2 ,n ns ns ns ns     

(2-19) 
    

 

0 0 0

0 0

2 1 2 1 9

4 3 ,

n s ns ns ns s s

s s

   

 

           

  
 

(2-14)   2 2

0 02 1 4 .n s ns ns s       

 آیند:بدست می  0Fبراساس  2Fو  1Fاز دو رابطه اول ضرایب

(2-11)  

  
0

1 0

2 1
,

4 2
F F

s s

 
  

  

 

(2-16) 
  

     

2 3 2

0 0 0

2 02

1 2 2 2 4
.

4 4 2 1 1

s s s s
F F

s s s s

        
 

     

 

0کنیمو فرض می 1F . 

2q حل متناظر با  -ب   
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 2f  2حل متناظر باq   شودبه صورت زیر نوشته می: 

(2-14)  2 2
0

1
,

2

n

n

n

f G x






  

 شوند:به صورت زیر حاصل می nGبه طوری که ضرایب

 (2-12) 

1 1 0 0

2 2 1 1 0 0

3 3 2 2 1 1

1 1 2 2

0,n 1,

0, 2,

0, 3,

.

.

.

0.n n n n n n

G G

G G G n

G G G n

G G G

 

  

  

     

  

   

   

  

 

n,که ضرایب n  وn :به شکل زیر هستند 

(2-13)    6 4 2 ,n ns ns ns ns     

(2-63) 
    

 

0 0 0

0 0

2 3 2 7 9

4 3 ,

n s ns ns ns s s

s s

   

 

           

  
 

(2-61)   2 2

0 02 3 4 .n s ns ns s       

 آیند:بدست می 0Gبراساس 2Gو 1Gاز دو رابطه اول ضرایب

(2-62)  

  
0

1 0

6 1
,

4 6
G G

s s

 
  

  

 

(2-69) 
  

     

3 2 2

0 0 0 0

2 0

3 1 10 6 6 6 6
.

4 4 6 3 2 1

s s s s s
G G

s s s s s

          
 

      

 

0کنیمو فرض می 1G . 

0q حل متناظر با  -ج  

 3f   0حل متناظر باq  شود:که به صورت زیر نوشته می 

(2-64)  3

0

,n

n

n

f H x




 

 شوند:به صورت زیر حاصل می nGکه ضرایب
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(2-61) 

1 1 0 0

2 2 1 1 0 0

3 3 2 2 1 1

1 1 2 2

0,n 1,

0, 2,

0, 3,

.

.

.

0.n n n n n n

H H

H H H n

H H H n

H H H

 

  

  

     

  

   

   

  

 

n,که ضرایب n  وn :به شکل زیر هستند 

(2-66)    4 2 2 ,n ns ns ns ns     

(2-64) 
  

 

2

0 0 0

0 0

1 2 3 9

4 3 ,

n ns ns ns s s

s s

   

 

          

  
 

(2-62)  3 2

0 01 4 .n ns ns s      

 آیند:بدست می 0Hبراساس 2Hو 1Hاز دو رابطه اول ضرایب

(2-63)  

   
0 0

1 0

4 3
,

4 2 2

s
H H

s s s

   
  

   

 

(2-43) 
     

3 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0 0
2 0

2 2 9 4 4 2 12 18
.

4 4 2 1 1 2

s s s s s s
H H

s s s s s

              
  

     

 

0کنیمو فرض می 1H . 

 تابع تنش -د f   

تابع تنش qهایهای متناظر با ریشهبا توجه به شرایط مرزی و حل f   به صورت زیر بدست

 آید:می

(2-41)  
           

 
2 3 3 2 1 3 1 1 3 2 1 2 2 1 31 1 1

0

2 3 3 2 1

f f f f f f f f f f f f f f f
f

f f f f

  
 

          
     

 

هایی که به صورت که ترم 
1

1هستند به معنی مقدار آن تابع در ...  .مقدار  4-2در شکل  است

 f   تعداد جملات سری به ازای جملات مختلف سری آورده شده، که با توجه به این شکل به ازای

 ، مقدار سری همگرا شده است. برابر با هفت
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مقدار تابعهمگرایی  4-2شکل  f  به ازای تعداد جملات سری 

 باشد.می تعداد جملات به کار رفته در سری Nکه 

شود و چون ورق در محدوده ا ستیک ها از جمع آثار دو حالت قبل استفاده میبرای سایر بارگذاری

 خطی است، این روش صحیح است.

از حل به روش  گونه که مشاهده شد، تعداد معاد ت برای حل این روش بسیار کمتر استهمان

 است. تفکیک متغیرها پتانسیل مختلط، که کوتاهی معاد ت در رسیدن به جواب مزیت روش

 

  تحلیلی موجود در مراجع حلّ 2-3

مانند والتر مراجع برای ورق بلند همگن با گشودگی دایروی حلّ دقیق وجود دارد، که بسیاری از 

 اند.خود به آن اشاره کردههای در کتاب [92] مارتین اچ. ساد و [94] دی. پیلکی

(2-42)      

     
             

        

2 4 2

0 0 0
1 2 2 12 4 2

1 1
1 1 3 4 cos 2

2 2
   

(2-49)      

    
            

       

2 4

0 0
2 1 2 12 4

1 1
1 1 3 cos 2

2 2
   

-3.00E+03

-2.50E+03

-2.00E+03

-1.50E+03

-1.00E+03

-5.00E+02

0.00E+00

2 3 4 5 6 7 8 9 10 15 20 25 30 35 40 45

f(
ρ

)

N

 f 



93 

 شعاد گشودگی و 0در اینجا  
و 1

به ترتیب تنش در مرزهای  2 
L

x
2

و    
L

y
2

شکل   

ی به ازای سه بارگذارمورد بررسی همگن برای ورق محیطی در مرز گشودگی این تنش نتایج  باشند.می

 آمده است. 4-2تا  1-2 هایدر شکل

 

1محیطی در اطراف گشودگی ورق همگن تحت بار  تنشتوزیع  1-2شکل  2 1MPa     

 

1محیطی در اطراف گشودگی ورق همگن تحت تنشتوزیع  6-2شکل  21 , 0MPa    
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1محیطی در اطراف گشودگی ورق همگن تحت تنشتوزیع  4-2شکل  21, 1MPa     

 محدود اجزایتحلیل  2-4

توان با قوانین فیزیک اثبات و با کمک های موجود در جهان را میحقیقت تمامی عناصر و پدیدهدر 

ی ایهبر پ بندیفرمولجبری، معاد ت دیفرانسیلی یا انتگرالی برای آنها  معاد تعلم ریاضی شامل 

لف های مختتوان میزان و نحوه توزیع تنش در یک جسم با هندسهریاضی پیدا کرد. در علم مکانیک می

ط مرزی مختلف، ارتعاشات جسم بر اثر بارهای یری، میزان توزیع دما در ماده با شرااو انواد بارگذ

دست آورد. برخی از مسائل با شرایط ریاضی به بندیفرمول استفاده ازای و...، را با دینامیکی و ضربه

ست، که بسیاری از مسائل فاقد باشند. ولی واقعیت این ادقیق می ی خاص دارای حلمرزی و هندسه

دست آوردن باشند؛ که در این شرایط روش حلّ عددی راه مناسبی برای بهحلّ تحلیلی و دقیق میراه

محدود نیز یک روش حلّ عددی  اجزایریاضی برای این دسته مسائل است. روش  بندیفرمولیک 

-تر به نام المانهای سادهم به دامنهجس یبندی دامنهها در دستهاست. ویژگی آن نسبت به دیگر روش

های های سخت و پیچیده به یک مجموعه هندسهشود، که هندسههای محدود، است. این عمل باعث می

ل جسم است، تشکی باشد، تبدیل شود. هر المان از نقاطی که متعلق به کلّتر که حلّ آن آسان میساده

ند. کنها شرکت میتمام آن المان که در معاد ت تعادلشود و هر نقطه بین چند المان مشترا است؛ می
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 کل جسم در هنگام حل دستگاه معاد ت سفتی هایبین الماناین امر باعث برقراری شرط پیوستگی 

که  ،شوندها استفاده میهای مختلفی برای شرایط هندسی و بارگذاری متفاوت در تحلیلشود. المانمی

 [93] زیر که در این تحلیل کاربرد دارند، اشاره کرد. هتوان به دو دستبرای مثال می

ای: برای حالتی که مسأله مورد نظر دارای هندسه صفحه ای و کرنشصفحه المان تنش .1

 ایصفحهجایی درونای داشته باشد. این المان جابهصفحهبعدی بوده که بارگذاری دروندو

 کند.جسم را بررسی می

اری خارج صفحه است، ذالمان برای حالتی که ورق تحت بارگ : اینیاالمان خمش صفحه .2

های فضایی مناسب است، که ها و ورقگیرد. این المان برای پوستهمورد استفاده قرار می

  کند.علاوه بر خیز، شیب در دو جهت محورهای اصلی ورق را محاسبه می

برای  این روش .باشدعددی می محدود یک روش حلّ اجزایکه گفته شد، روش طورپس همان

 نیست، گزینه ریپذامکاندست آوردن حل دقیق یا حل تحلیلی در آن همسائل پیچیده، که امکان ب

 ؛تشده اس هتحلیلی استفاد سنجی حلّمحدود برای راستی اجزایمناسبی است. در این تحقیق از روش 

مانند  ؛برای مسأله وجود دارد دقیق یا حل تحلیلی مورد تأیید در مراجع،   ولی در شرایطی که حلّ

 تواندمحدود می اجزایو  تحلیلی حلّ یورق بلند همگن با گشودگی دایروی، مقایسه یکشش ساده

معیاری برای درستی تحلیل عددی باشد. این مقایسه، در این تحقیق انجام شده که با دقت قابل قبولی 

 مورد تأیید قرار گرفت.  اجزای محدودروند حل 

 انسیسمحدود  اجزایافزار نرم  معرفی   2-5

 یمحدود به صورت دست یو بزرگ باشد، استفاده از روش اجزا یچیدهمسأله پ یکه هندسه یهنگام

 هایدر سال یلدل ینخطا خواهد بود. به هم ایجاد منشأ قطع طوربه و بوده فرساسخت و طاقت یاربس

رار ق ستقبالمورد ا یادانجام محاسبات ز یبرا یانهاز را استفاده ی،روزافزون تکنولوژ یشرفتبا پ یراخ

از  کیی انسیس، افزاروارد بازار شدند. نرم نویسیبرنامه هایزبان ییهبر پا یمختلف افزارهاینرمگرفت و 
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 نی. اباشدیاجسام با استفاده از روش المان محدود م یلتحل یینهدر زم یقدرتمند مهندس افزارهاینرم

افزار، نرم یناو از ساخت ا اصلی هدف. شدساخته  1نتوسط جان سوانسو 1343بار در سال  اولین افزارنرم

 هاییلمانند تحل سازییهشب یتقابل یروش المان محدود و استفاده از آن در مسائل دارا یتوسعه

 قدرت وزرروزبه یتکنولوژ پیشرفت با و زمان مرور به افزارنرم ینبود. ا یو حرارت ینامیکید یکی،استات

سائل و م یکیالکترون یلبه تحل توانیآن م یکرده که از جمله یداپ وتمتفا هاییلدر تحل بیشتری

 هاییانرج یلمانند ضربه و انفجار، تحل ایگذرا و لحظه ینامیکمسائل د یلبرق، تحل یمربوط به مهندس

 یقدرتمند افزارهاینرم 2339شرکت در سال  یناشاره کرد. ا یگرموارد د یاریو بس یو حرارت یا تیس

کرده و  یداریخود خر یلتوان تحل افزایش منظوررا به Fluent ،CFX ،AutoDyna ،ICEM چونهم

 یسانس یزیرمجموعه به 2آباکوس افزارنرم شدنبا اضافه یزن اخیراً. استخود قرارداده ییرمجموعهز

 .استشده یشازپ بیشتر محدود المان افزارنرم ینا یلقدرت تحل

 روند تحلیل عددی 2-6

 هندسه ورق 2-6-1

 که در ف ل قبل بیان شد، در این تحلیل از ورق مربعی با نسبت ابعادیطورهمان
1

20

D

L
استفاده  

 Static Structrualتوان با دقت خوبی ورق را بلند درنظر گرفت. ورق موردنظر در محیط می بنابراینشد. 

ی در درستی نتایج حاصل زیاد است. انتخاب صحیح محیط تحلیل نقشصورت دوبعدی مدل شدهو به

های ذکر شده، تحلیل مسأله در محیط استاتیکی بسیار دلیل قابلیتّافزار انسیس، بهدر نرم .ازآن دارد

 شود.تر از تحلیل دینامیکی انجام میروان و سریع

                                                      

1-John A. swanson 

2-ABAQUS 
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طور که در همان است.ا گشودگی، درنظر گرفته شدهب هایی هم مرکزصورت رینگورق همگن به

شود که مرکز با گشودگی مدل میرینگ هم  10ی بعد نیز قابل مشاهده است، ورق با تعدادشکل صفحه

شود  یه کردن ورق، مشاهده میاست. در تحلیل ورق همگن، بدون  یهانتخاب شده mm 5قطر هر  یه 

010 یصلههای محیطی و شعاعی در فاکه تنش (0 مقداری برابر با )تنش  %34شعاد گشودگی

 اند.مرکز مدل شدههای همصورت حلقهی ناهمگنی بهشده در مرزها دارند؛ بنابراین تنها ناحیهاعمال

 

 ANSYSافزار در نرم هندسه ورق با نسبت ابعادی 2-2شکل 

 تعریف خواص مواد   2-6-2

توان افزار انسیس برای هر یه میشود. در نرمدر این مرحله خواصّ مکانیکی ماده تعریف می    

باشد، به کردن ورق همگن میجایی که در این ف ل هدف مدلی دلخواهی را نسبت داد و ازآنمادهّ

ی سنجافزاری جهت راستیاست که تحلیل نرمشود. واضح ها خواص یکسانی نسبت داده میی  یههمه
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بایست رو از نظر هندسی و خواص مکانیکی در هر نقطه میباشد؛ ازاینحل پیشنهادی برای ورق می

رق ها وابسته به شرایط جنس ویه این خواص بیشترین انطباق را با حلّ پیشنهادی داشته باشد. بنابر

 مورد تحلیل، از حلّ تحلیلی گرفته شد. 

 بندی و اعمال شرایط حلمش    2-6-9

 اییرهمرز دا یک سازیمدل زیرا است؛استفاده شده یاز مش مثلث انسیس افزارورق در نرم یلتحل یبرا

 اییرهدا یوجود گشودگ دلیلو به باشدیم یاز المان چهارضلع تریو منطق تریقدق یاربس یبا المان مثلث

ر افزابرای تحلیل ورق در نرم جایی،تنش و جابه یلدر تحل یهناح ینا یبا  یتّاهم چنیندر ورق و هم

سازی شود، مدلمشاهده می 3-2گونه که در شکل است؛ زیرا همانانسیس از مش مثلثی استفاده شده

ل وجود دلیباشد و بهتر از المان چهارضلعی میتر و منطقیای با المان مثلثی بسیار دقیقیک مرز دایره

جایی، در این چنین اهمیتّ با ی این ناحیه در تحلیل تنش و جابهای در ورق و همگشودگی دایره

 است:تحقیق نیز از المان مثلثی برای مرز گشودگی استفاده شده
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 مش مثلثی و مربعی روی مرز گشودگی ورقی قرارگیری نحوهی مقایسه  3-2شکل 
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                      انسیس افزارنرمبندی کل ورق در مش 13-2شکل 

ها مشخص است، ابعاد مش در اطراف گشودگی بسیار کوچکتر از مش 13-2طورکه در شکلهمان

بر دقّت حل در اطراف گشودگی، که برای تحلیل مهم است، در مرزهای خارجی است. با این حالت علاوه

شود. با و اطراف مرزهای خارجی جلوگیری می از تولید و حل معاد ت بیهوده در نقاط دور از گشودگی

ی اطراف ی مش در ناحیهترین اندازهرود. برای یافتن بهینهافزار با  میاین  روند، سرعت حل در نرم

، مورد بررسی قرار گرفت. در محوریی دایروی، تحت بارگذاری تکگگشودگی یک ورق همگن با گشود

ی اطراف گشودگی مورد تحلیل قرار گرفت های مختلف مش در ناحیهافزار انسیس، این ورق با اندازهنرم

بیشینه مقدار تنش محیطی در تحلیل عددی برای ورق همگن  11-2در شکل  و نتایج حاصل شده

 43شود، بیشترین مقدار تنش برای تعداد طور که مشاهده میآورده شد. همان محوریتحت کشش تک
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ها از این تعداد مش استفاده توجه به این نتیجه، در تمام تحلیلمش در اطراف گشودگی است. که با 

 خواهد شد.

 

 تنش محیطی حاصل از تحلیل عددی  مقدار بیشینه  11-2شکل

  اعمال شرایط مرزی و بارگذاری      2-6-4

 یمرز یطورق را تحت شرا 12-2. شکلشودیم یفورق تعر یو بارگذار یمرز یطمرحله شرا یندر ا

 . دهدیاعمال شده نشان م

-به یخارج یمرزها یبر رو یاعمال یکیمکان یبارگذار ی،و مش انتخاب یطراح یطبا توجه به مح 

ورق، بر طبق فرض  یتنش در مرزها یکنواختیاثر  یبارگذار ینانتخاب شد. ا یکنواخت،صورت فشار 

 .   کندیمسأله را ارضا م
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 ANSYSورق در  ناعمال شرایط مرزی متقار  12-2شکل 

 

 بررسی نتایج 2-7

ورق با نسبت ابعاد  ،موردی یعنوان مطالعهورق مورد بررسی به
L

20
D
باشد. مشخ ات ابعادی می  

 1متر و ضخامت یکنواخت میلی 1 متر و قطر گشودگی دایرویمیلی 20 یه با طول  13یک ورق نازا 

رو در اطراف باشد. در این ف ل هیو بارگذاری در داخل گشودگی وجود ندارد؛ ازاینمی مترمیلی

 گشودگی تنش شعاعی و تنش برشی نیز، حضور ندارند.

(2-44) 
r r0   ,    0    
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و در مرز داخل گشودگی  محوریو دو محوریصورت تکبار اعمالی به ورق، در مرزهای خارجی به  

تنش ها، از نسبتبعد سازی محور قائم در شکل. جهت بیاستفشار دون حضور ب
0




استفاده شده  

و  xتنش اعمالی در مرز ورق در جهت محور  0است. در اینجا 
  تنش محیطی است. 

در حالت است؛ که  محوریدو و محوریتک صورت بارگذاریبه تحقیق در این مطالعه موردبارگذاری  

بارگذاری در جهت محور  ،محوریدوو در حالت  MPa1=σ=0 یاندازهبهکششی  صورتبه محوریتک

برای نمایش  .شودوارد می σn به مقدار 2در جهت محور و  MPa1=σ=0 مقدارحالت کششی و به  1

استفاده می شد که فقط برای بارگذاری کشش دومحوره و برش  mمتغیر  ،دادن نود بارگذاری در روابط

برای نشان دادن تمامی  nها مقداری نداشت، متغیر خالص قابل تعریف بود و برای سایر بارگذاری

 گیرد:مقادیر زیر را می  nاست، که σ و 0معرف رابطه بین  که شودها تعریف میبارگذاری

  1,0,1n   

1n     ،0برش خالصn  1محوری و کشش تکn  دهد. در کشش دومحوری را نشان می

مقایسه نتایج این روش با نتایج روش تابع پتانسیل از همان بارگذاری بهتر نشان دادن ف ل چهارم برای 

 را داراست.  2و  -2مقادیر  n یعنیارائه شده، استفاده شده 

 محوریکشش تک  2-4-1

 یرا، در نقاط اطراف گشودگ یشعاع جاییو جابه یطیتنش مح یببه ترت14-2و  19-2 هایشکل

 و روش یمورد بررس یلیحلّ تحل ییسهمقا .دهندمی نشان ،یمحورکشش تک یتحت بارگذار یروی،دا

FE 2شکل در که طوردر ورق همگن آورده شده است. همان یطیبه تنش مح طمربو یدر نمودارها-

اشاره  یورق همگن تحت بارگذار یبرا یشنهادیپ یلیتنش حاصل از حل تحل شود،می مشاهده 19

 در نقاط اطراف یشعاع جاییجابه برای آمده دستر بهیمقاد یناست. همچن یدقت قابل قبول یداراشده، 
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. باشندیم یکنزد یاربس یکدیگربه  یمورد بررس یلیو حلّ تحل یعدد یلاز هر دو روش تحل ی،گشودگ

 است. یشنهادیحلّ پ یدقت با  یدهندهکم نشان یخطا ینا

 

 یمحوراطراف گشودگی ورق همگن تحت بارگذاری تک در نقاطوزیع تنش ت 19-2شکل 

 

 یمحوراطراف گشودگی ورق همگن تحت بارگذاری تک در نقاطجایی شعاعی جابه 14-2شکل 

 محوریبارگذاری دو 2-4-2

 یرا در نقاط اطراف گشودگ یشعاع جاییو جابه یطیتنش مح ترتیببه 16-2و  11-2 هایشکل

همانند  شود،می مشاهده 11-2 شکل در طورکه. هماندهندینشان م یدومحور یتحت بارگذار یروی،دا
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 یذارورق همگن تحت بارگ یبرا یلبا کمک توابع پتانس پیشنهادی حلّ از حاصل تنش محوره،کشش تک

مقدار  یان، اختلاف م1تا  -1از   nمقدار  ییرشکل، با تغ یناست. در ا یدقت قابل قبول یشده، دارا اشاره

-به د،یابیم یشابتدا کاهش و سپس افزا یدر اطراف گشودگ ینهو کم یشینهب بعدیب یطیتنش مح

1nدر  کهطوری  ر ام ین. علت اباشدیثابت م یمقدار یتنش دارا ینا ی،در تمام نقاط اطراف گشودگ

 یدر مرزها ایصفحهدرون ینسبت به بارگذار یدر اطراف گشودگ یطیتنش مح یممستق یرابطه

 .  باشدیم یخارج

-درون ی. با کاهش بار فشارشودینشان داده م یدر اطراف گشودگ یشعاع جاییجابه 16-2شکل  در

 یضویورق، از ب یرویدا یشکل گشودگ ییردر جهت محور دوم ابتدا تغ یخارج یدر مرزها ایصفحه

1n. درکندیم یلشکل م یرویشکل به سمت دا   در اطراف  یطیمقدار تنش مح یکنواختیبا توجه به

 .ماندیم یباق یرویشکل، همچنان دا ییربعد از تغ یرویدا شودگیگ

 توزیع تنش محیطی در اطراف گشودگی ورق همگن تحت بارگذاری دومحوری 11-2شکل 
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 یجایی شعاعی نقاط اطراف گشودگی ورق همگن تحت بارگذاری دومحورجابه 16-2شکل 

 بندیجمع 2-8

 یومر براو تابع ک یرهامتغ یکروش تفک یری،توابع تنش ا یسیته،ف ل با کمک روابط ا ست یندر ا

 در ایصفحهدرون صورتبه یمختلف معاد ت حاکم بر ورق بلند، استخراج شد. بارگذار یدو بارگذار

 افزارورق در نرم سازییهشب ین. همچنیداعمال گرد یو بدون فشار در داخل گشودگ یخارج یمرزها

 ورق یلحاصل از حلّ تحل یجقرار گرفت. نتا یمورد بررس یلیهمانند روش تحل یسمحدود انس یاجزا

قرار  ییدورق همگن مورد تأ یبرا ی،و دقت قابل قبول حلّ مورد بررس یسهمقا افزارینرم یلبلند و تحل

  گرفت.
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همگن با گشودگی دایروی تحت ناورق   3فصل

 ایصفحهبارگذاری درون 
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 گفتارپیش 3-1

 تنش و یعتوز ین. همچنشودیم یمورد استفاده در ورق ناهمگن معرف یف ل، تابع ناهمگن یندر ا

مدول  یو نزول یدر ورق ناهمگن با روند صعود یدر نقاط اطراف گشودگ یشعاع جاییمقدار جابه

 .خواهند شد یسهاآنها با ورق همگن مق یجو نتا گیردیقرار م یمورد بررس یسیتها ست

 مدل ریاضی ورق همگن 3-2

ی یکسان و با ضخامت و اندازه مرکزهمهایی صورت حلقهکه در ف ل دوم بیان شد، ورق بهطورهمان

ای هصورت ورقی با حلقهبندی شد. علت این فرض امکان درنظر گرفتن ورق ناهمگن بهفرض و تقسیم

ج توان با کمک روابط استخراباشد. در این صورت میهمگن ولی خواص مکانیکی متفاوت با یکدیگر می

دلیل آنکه ورق مورد بررسی یک ورق بلند است؛ شده در ف ل دوم ورق ناهمگن را تحلیل کرد. به

ه، رو برای تابع ناهمگنی در این مسألبایست مدول ا ستیسیته در نقاط دور معین و معلوم باشد. از اینمی

 .ارای شعاد همگرایی مشخص و قابل تنظیمی استتابع نمایی انتخاب شد، که د

(9-1) 
o

o

E E 1 1 v 1
 

     
 

( ) (k )exp( ( )) 

iکه در آن

o

E
k

E
  وv  در باشد. ی ناهمگن در ورق میی ناحیهبرای کنترل دامنهضریب همگرایی

 در ورق ناهمگن های مختلفتغییرات مدول ا ستیسیته براساس شعاد برای شعاد همگرایی 1-9شکل 

 شود، با افزایش مقدارطور که مشاهده میهمان نشان داده شده است. با روند افزایشی مدول ا ستیسیته

vشود.  اهمگنی، کم می، شعاد همگرایی ناحیه ن 
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  با روند افزاینده مدول ا ستیسیته در جهت شعاعی برای ورق ناهمگنتغییرات مدول ا ستیسیته  1-9شکل 

 استخراج معادلات 3-3

دست آمد، که هم برای ورق همگن و هم ورق ناهمگن صورتی بهمعاد ت استخراج شده در ف ل دوم به

تغییری در معاد ت و کد نوشته شده از آن داده نخواهد شد. در ورق همگن  رونیازاقابل استفاده باشند. 

مقدارتنها  مکانیکی در تمام نقاط ورق، به دلیل یکسان بودن خواص E   مقداری ورق برای تمام

تند؛ هس های آن دارای خواص مکانیکی متفاوتی نسبت به یکدیگردر ورق ناهمگن،  یه .داشتیکسان 

است. پس با توجه به مطالب ذکر شده در با ، در حلّ مورد یی همگن فرض شده تنهابهاما هر  یه 

بررسی مقدار E   شود،  زم با توجه به شعاد میانی آن  یه، تعیین می 2-9همانند شکل در هر  یه

 باشد.به ذکر است این تغییرات تدریجی می
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 های هم مرکز همگنبندی آن به حلقهشماتیک ورق ناهمگن و تقسیم 2-9 شکل

 بررسی نتایج 3-4

ت ابعادی بهمانند ف ل دوم، ورق مورد بررسی با نس
D 1

 
L 20
صورت به یاصفحهدرون، تحت بارگذاری  

از  (49-2و ) (42-2) بطواگیرد. با توجه به رمورد بررسی قرار می محوریو دو محوریبار خارجی تک

010در، 1در جهت محور  محوریبرای ورق همگن تحت کشش تک [94] کتاب پیلکی   مقدار

بار اعمالی در مرز  %34 ، در حدود2و تنش محیطی در راستای محور 1 تنش شعاعی در راستای محور

 بر یبار خارجبرای بررسی اثرات  رونیازاشعاد گشودگی دایروی است.  0 ؛ که در اینجاباشدورق می

در  ،باشدخت میاصورت غیر یکنوای که توزیع تنش بههم اندازه با ناحیهی ناهمگنی روی ورق، ناحیه

بر مقدار تنش  vتأثیر مقدار ضریب همگرایی  4-9و  9-9های در شکلهمچنین  نظر گرفته شده است.

انتخاب شد همچنین به  =61/3v با توجه به نمودارها مقدار .بررسی شده استدر نقاط اطراف گشودگی 



14 

با .  [1]دلیل مقایسه بهتر با کار انجام شده به روش تابع پتانسیل همان عدد در نظر گرفته شده است 

 شود. عاد گشودگی دایروی میشعاد همگرایی ده برابر ش ، vبرای  در نظر گرفته شده وجود مقدار

  vتوزیع تنش محیطی در اطراف گشودگی در ورق ناهمگن نود اول برای مقادیر مختلف  9-9شکل 

 

 vتوزیع تنش محیطی در اطراف گشودگی در ورق ناهمگن نود دوم برای مقادیر مختلف  4-9شکل 

دارای خواص مکانیکی فو د  ،شودمی گرفته درنظر برای هر سه ورق در اطراف گشودگی  ای کهماده

میک سرا ،  از فو د بهی مدول ا ستیسیتهندهیافزابا روند نود اول برای ورق ناهمگن ساختمانی است. 

تغییر  TA-2024آلیاژ فو د به از با روند کاهنده مدول ا ستیسیته برای ورق ناهمگن نود دوم و آلومینا 

 .دهدماده را نشان میخ وصیات مکانیکی این سه  2. جدولکنندمی
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  FGخواص مکانیکی مواد ورق  1-9جدول

 

 

 
 

نود اول و ورق با روند  ناهمگن برای سهولت در کار، ورق با روند صعودی مدول ا ستیسیته، ورق

 شود.گذاری مینود دوم نام ناهمگن نزولی مدول ا ستیسیته، ورق

 محوریتک کشش  9-4-1

( از ورق -Eدر ورق ناهمگن نود دوم ) یرویدا یمقدار تنش در اطراف گشودگ 1-9با توجه به شکل

ه ک یافت،در توانیورق همگن م یجبا نتا یجنتا ینا یسه. با مقاباشدیم یشتر( ب+Eناهمگن نود اول )

نود  مگنو نسبت به ورق ناه یشتردر ورق همگن، نسبت به ورق ناهمگن نود اول ب یطیمقدار تنش مح

 یانیم هاییهنسبت به   یشتریب یسفت یانیم هاییه. در ورق ناهمگن نود اول  باشدیدوم کمتر م

ز ا یاز ورق همگن بوده و مقدار کمتر یشترب هایه  ینکرنش ا یانرژ یلدل همینورق همگن دارند؛ به

. واضح است، شودیم اردو یورق، به نقاط اطراف گشودگ یخارج یدر مرزها یحاصل از بارگذار یانرژ

ق ور یروند برا ین. اشودینقاط کاسته م یناز مقدار تنش در ا یدر اطراف گشودگ یکه با کاهش انرژ

نود  نیدر ا یسیته. با کاهش مدول ا ستباشدمی معکوس صورتبه یسیتهمدول ا ست یبا روند کاهش

 . یابدیم اهشک یانیم هاییهدر   یحاصل از بارگذار یورق مقدار جذب انرژ

ورق ناهمگن نود  یبرا یدر نقاط اطراف گشودگ یشعاع جاییکه جابه شود،یمشاهده م 6-9شکل در

 روییشکل، کمتر از شکل دا ییرپس از تغ یرویدا یو گشودگ باشدیاول کمتر از ورق ناهمگن نود دوم م

 است. یاتفاق، کاهش شدت تنش در اطراف گشودگ ینعلت ا شود؛یخارج م

 نسبت پواسون (GPa)مدول  ا ستیسیته 

 94/3      233 فو د

 TA-2024 49 99/3آلیاژ آلومینیوم  

 ARP 439 24/3آلومینا 
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-تحت بارگذاری تک ناهمگن نود اول و دوم همگن و توزیع تنش محیطی در اطراف گشودگی ورق 1-9شکل   

 محوری

 

-تحت بارگذاری تک ناهمگن نود اول و دوم همگن و جایی شعاعی در اطراف گشودگی ورقمقدار جابه 6-9شکل  

 محوری

 محوریبارگذاری دو 9-4-2

 ییردر ورق ناهمگن نود اول و دوم، با تغ شود،یمشاهده م 2-9و  4-9 هایطورکه در شکلهمان

ق مشابه ور ی،در اطراف گشودگ ینهو کم یشینهب یطیمقدار تنش مح یاناختلاف م 1تا  -1از   nمقدار 

 تحت اول نود ناهمگن ورق در ،یمحورتک ی. همانند بارگذارکنندی( رفتار م11-2همگن )شکل

 ییسهقابل مشاهده است. با مقا یمقدار تنش در اطراف گشودگ ید، کاهش شدیدومحور بارگذاری

د دوم تا حدود دوبرابر ورق که مقدار تنش در ورق ناهمگن نو شود،یم یافتهدر 2-9و  4-9 هایشکل
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 یببه ترت ی،بارگذار هایدر تمام حالت 2-9. با توجه به جدولکندیم یداپ یشناهمگن نود اول افزا

در ورق ناهمگن نود اول و نود دوم نسبت به ورق همگن  یشینهمقدار تنش ب یش،درصد کاهش و افزا

 یریأثت ای،صفحهدرون یگرفت نود و شدت بارگذار یجهنت توانی. پس مماندیثابت م تقریبی صورتبه

 ندارد. یدر اطراف گشودگ یشینهب یطیتنش مح یشافزا یابر درصد کاهش و 

 
 محوریگشودگی برای ورق نود اول تحت بارگذاری دو اطرافتوزیع تنش محیطی در  4-9شکل 

 

 محوریگشودگی برای ورق نود دوم تحت بارگذاری دو اطرافتوزیع تنش محیطی در  2-9شکل 
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  محوریدوتحت بارگذاری  نسبت به فشار داخلی اطراف گشودگی بیشینه تنش محیطی در نقاط 2-9جدول 

 (MPaواحد )

n همگن 
نود ناهمگن  

 اول

نود ناهمگن  

 دوم

درصد کاهش 

 در ورق نود اول

درصد افزایش 

 دومدر ورق نود 

1 2 1/1 14/9 21 14 

3 9 21/2 431/4 9/26 4/13 

1- 4 336/2 442/6 91/24 31/61 

 

باشند. جایی شعاعی ورق ناهمگن نود اول و دوم میبه ترتیب مربوط به جابه 13-9و  3-9هایشکل

جایی نقاط در اطراف گشودگی از شدت بیضوی شدن در ورق ناهمگن نود اول، کاهش مقدار جابه

کاهد. در ورق ناهمگن نود دوم این روند ای میصفحههای مختلف درونگشودگی دایروی تحت بارگذاری

ر آن بر ها و تأثییابد. گذشته از جنس ورقباشد و تغییر شکل گشودگی شدت بیشتری میمعکوس می

 -1از   n شدت تغییر شکل، همانند ورق همگن، در ورق ناهمگن نود اول و دوم با تغییر مقدار ضریب

بعد از تغییر شکل،  گشودگی ابتدا به سمت دایروی شکل و سپس به سمت بیضوی شکل پیش  1به 

 رود. می

 

 محوریجایی شعاعی نقاط اطراف گشودگی در ورق ناهمگن نود اول تحت بارگذاری دوجابه 3-9شکل 
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 محوریتحت بارگذاری دوجایی شعاعی نقاط اطراف گشودگی در ورق ناهمگن نود دوم جابه 13-9شکل 

. کندجایی شعاعی را برای سه ورق همگن و ناهمگن مقایسه میتغییرات بیشینه جابه 9-9جدول

های ناهمگن نسبت به ورق همگن جایی شعاعی ورقهمانند تنش محیطی، کاهش و افزایش درصد جابه

 تنش شعاعی نسبت به تنش نظر کردن ازعلت صرفباشد. بهای میصفحهمستقل از نود بارگذاری درون

اشد؛ بجایی شعاعی تنها تابعی از تنش محیطی و جنس ورق میمحیطی در نقاط اطراف گشودگی، جابه

 باشد.این دو متغیر به یکدیگر نزدیک می شیافزابنابراین درصد کاهش و 

 (m1-13)واحد  نسبت به فشار داخلی شعاعی در نقاط اطراف گشودگی جاییبیشینه جابه  9-9جدول 

n همگن 
نود ناهمگن 

 اول

ناهمگن 

 نود دوم

درصد کاهش 

 در ورق نود اول

درصد افزایش 

 در ورق نود دوم

1 32/1 46/9 21/4 1/21 94/16 

3 16/4 42/1 24/1 1/29 2/29 

1- 31/1 49/1 46/1 9/41 2/44 

 

 اجزایافزاری و مقایسه نتایج حاصل از حل پیشنهادی و حلّ نرم 13-9تا  4-9های شکلبا توجه به 

 محوریبرای بارگذاری دوحلّ مورد بررسی  محوریتوان نتیجه گرفت، که همانند کشش تکمحدود می

 . دارد یقابل قبول دقت
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 بندیجمع 3-5

در این ف ل، تابع ناهمگنی مورد استفاده در این تحقیق معرفی و مزایا و خ وصیات آن بررسی شد. 

همچنین با بررسی ورق بلند ناهمگن و همگن مشخص شد، ورق ناهمگن نود اول با خ وصیات مکانیکی 

شود. یدرصد با توجه به نود بارگذاری م 92-21 بین، باعث کاهش مقدار تنش 1-9تعریف شده در جدول

 .یابدافزایش می درصد 63حدود  باشد و مقدار تنشاین امر برای ورق ناهمگن نود دوم معکوس می
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تحت بار فشاری  همگن و ناهمگن ورق 4فصل

 در داخل گشودگی
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 گفتارپیش 4-1

فشار یکنواخت درون گشودگی ای در مرزهای خارجی، صفحهدر این ف ل علاوه بر بارگذاری درون

بررسی تأثیر بارگذاری مورد نظر بر تنش هدف این ف ل، شود. دایروی ورق همگن و ناهمگن وارد می

در مراجع  موجود( 49-2و)( 42-2حل تحلیلی )در ابتدا تعمیم  جایی شعاعی است.محیطی و جابه

شود. سپس نتایج حاصل از ورق همگن و ناهمگن حضور بارگذاری درون گشودگی بررسی می هنگام

  شوند.استخراج و مطالعه می به همراه بارگذاری فشاری یکنواخت محوریو دو محوریتحت کشش تک

 معادلات حاکم 4-2

خل در دا در این ف ل علاوه بر بارگذاری در مرزهای خارجی، برای ورق همگن و ناهمگن، فشار

یکنواخت به تمام نقاط اطراف گشودگی  صورتبهگشودگی نیز وارد محاسبات خواهد شد. بار فشاری 

حلّ پیشنهادی نیست؛ تنها  روند شود. برای حلّ این مسأله نیاز به تغییرات زیادی دردایروی وارد می

 شود.  افهاضفشار وارد بر گشودگی  مقدارمرز داخل گشودگی به  ی مربوطکافیست که در رابطه

در داخل گشودگی دایروی دیده نشده است. برای  کنواختیفشار در این دو رابطه، تأثیر بارگذاری 

ده مت آدسی تابع تنش ایری، بهتحلیلی برای بارگذاری مورد نظر در این ف ل، از رابطه تعمیم این حلّ

 شود.استفاده می هارمونیکبایی از معادله

(4-1)  4U 0 

 :باشدصورت زیر میبه [46]پیشنهادی برای تابع تنش ایری حلّ

(4-2) 
       

  
                        

2 2 2 7
1 2 3 4 5 6 82

c
U c ln c c ln c c c c cos 2

    

 

 صورت زیر است.قطبی بههای نرمال و برشی در مخت ات ی تابع تنش ایری با تنشرابطه
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(4-9) 







   
  

  
  
 


   
    

    

2

2 2

2

2

1 1

1

 

دست بهپیشنهادی  ( مقادیر تنش برحسب ضرایب مجهول حل9ّ-4( در )2-4ی )ر دادن رابطهابا قر 

 آیند.می

      (4-4) 

    

    

 







  
           

   
  
            

  
  
       

   

3 87
1 2 62 4 2

23 7
1 2 6 52 4

2 67
5 6 4 2

c 4c6c
c 1 2ln 2c 2c cos 2

c 6c
c 3 2ln 2c 2c 2c cos 2

2c6c
6c 2c sin 2

 

1نهایت برابر شریط مرزی ورق در بی
 ،2

12و 
باشد. با استفاده از روابط تبدیل تنش، این می 

 شوند.صورت زیر نوشته میمقادیر در دستگاه مخت ات قطبی به

(4-1) 
   

   
      1 2 1 2

12cos 2 sin 2
2 2

 

(4-6) 
   

   
      1 2 1 2

12cos 2 sin 2    
2 2

 

(4-4) 
   

 
     1 2

12sin 2 cos 2
2

 

 با قرار دادن    ( داریم:4-4ی )رابطهدر 

(4-2) 

 

   

   







   



        

    

2 6

2

2 6 5

2

5 6

2c 2c cos 2

2c 2c 2c cos 2

6c 2c sin 2

 

نهایت، مقدار توجه به معیّن بودن مقدار تنش محیطی و برشی در نقاط دور از گشودگی در بیبا

ضرایب 
5c  1وc ( با رابطه4-4( تا )1-4برابر صفر هستند. با برابر قرار دادن روابط )( داریم:2-4ی ) 

    
   2 1 2 1

6 2 5 1c   ,   c   ,  c 0   ,   c 0
4 4
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 شوند.( روابط زیر حاصل می9-4ی )ودگی در رابطهشبا قرار دادن شرایط مرزی در اطراف گ

(4-3) 

 

 





     
        

        
    

             

3 81 2 2 1 7
2 4 2

0 0 0

82 1 7
4 2

0 0

c 4cc
P 6 cos 2

P 2 2
1

0 2cc
0 6 sin 2

2

 

 شوند.صورت زیر حاصل می( ضرایب مجهول به2-4روابط ) یبا مرتب سازی و تجزیه

           
         

     

2 2 41 2 1 2 2 1
3 0 8 0 7 0c P   ,  c   ,  c

2 2 2
  

 شوند.میصل اصورت زیر ح( به9-4دست آمده برای ضرایب، روابط )با توجه به مقادیر به

(4-13)  

            
                       

4 22 2

0 0 0 01 2 2 1
2 2

1 P 1 3 4 cos 2
2 2

  

(4-11) 
 

         
                 

42 2

0 0 01 2 2 1
2 2

1 P 1 3 cos 2
2 2

  

(4-12) 
 

 
  2 1 sin 2

2
  

ی نتایج حاصل از حلّ تحلیلی پیشنهادی و روابط با  وجود دست آمدن این روابط، امکان مقایسهبا به

 دارد.

 بررسی نتایج  4-3

ای در مرزهای خارجی بوده و فشار در داخل گشودگی صفحهدرون بارگذاریدرحالتی که ورق تحت 

ولی  ؛رشی در مرز گشودگی صفر هستندهای شعاعی و بصفر باشد )گشودگی عاری از بار است(؛ تنش

ی، مقدار عددی تنش شعاعی در اطراف گشودگی، ومرز گشودگی دایر درصورت اعمال بار فشاری  رد

به همین دلیل علاوه بر بررسی مجزای تنش محیطی در  .بر آن است برابر مقدار بار فشاری وارد شده

نمایش داده  (19-4) ی،که در رابطه1میزسفنمعیار تسلیم  بندیفرمولاز  ،یواطراف گشودگی دایر

ورت صتا علاوه بر تنش محیطی در ؛شودتنش معادل در این نقاط استفاده می یبرای محاسبهشده است، 

                                                      
1-Von Mises yielding criterion 
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رار ، مورد بررسی قصورت کلی تنش را در نقاط مختلفحضور تنش شعاعی در اطراف گشودگی بتوان به

 داد. 

(4-19)     
      2 2

Von  

در مرز یکنواخت ای در مرزهای خارجی و فشار صفحهری درونادر این بخش نتایج حاصل از بارگذ

 شود.بررسی میگشودگی 

 یمحورکشش تک 4-9-1

 ورق همگن -الف

 ،یکنواخت در داخل گشودگی دایروی ورق رحضور فشاکه  ،توان دریافتمی 1-4 شکلبا توجه به 

شود. این مقدار افزایش برابر مقدار نقاط اطراف گشودگی میباعث افزایش یکنواخت تنش محیطی در 

ی حلّ پیشنهادی و حل تحلیلی، برای هر با مقایسه شده به داخل گشودگی است. وارد یکنواخت فشار

ید انجام شده را تأی افزارینرمتوان دقت با ی حلّ تحلیلی پیشنهادی و تحلیل ها، میکدام از بارگذاری

  نمود.

 

 محوریتحت کشش تک همگندر ورق  توزیع تنش محیطی در نقاط اطراف گشودگی 1-4شکل 
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 رایب میزسفنشد، از معیار طور که گفته همانبا توجه به حضور تنش شعاعی در اطراف گشودگی 

 2-4 شکل. با توجه به شودمیدست آوردن مقدار تنشی واحد در نقاط اطراف گشودگی استفاده به

ی حفظ شکل کل باشد.مشهود می طور کاملبهنسبت به تنش محیطی  میزسفنتنش  مقدارافزایش 

ثابت بودن مقدار تنش شعاعی در تمام زوایای  یدهندهنشانتنش معادل نسبت به تنش محیطی  نمودار

دقت خوب حلّ مورد بررسی را نشان  ،گشودگی است. نزدیکی جواب تحلیل عددی و حلّ پیشنهادی

به علت ذات  P=0شود. در حالت تفاوتی در رفتار تنش مشاهده می =1/3Pو  P=0 نموداردر  دهد.می

تواند مقدار منفی بپذیرد، در نقاطی که تنش محیطی مقادیر منفی ،که نمی میزسفنتنش معادل 

در نقاطی  =1/3Pمورد  دهد. درخود را نشان می ،صورت قدر مطلقمیزس بهپذیرد، تنش معادل فنمی

توان یم ،از جملاتی که این تنش در آن حضور دارند ؛که تنش محیطی دارای مقادیر نزدیک به صفر است

درنتیجه  و  1/3صرف نظر کرد؛ زیرا تنش شعاعی در تمام نقاط اطراف گشودگی، دارای مقدار یکنواخت

 است.  1/3یکنواخت و برابر  باًیتقرتنش معادل نیز در این نقاط  نمودار

 

 

 محوریتحت کشش تک همگندر ورق  در نقاط اطراف گشودگی میزسفنتوزیع تنش معادل  2-4شکل 

 

0

1

2

3

4

5

6

7

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

σ
V

o
n
 / 

σ
1

θ(deg)

P=2σ

P=σ
P=0

P=0.5σ
FEM



41 

، توان نتیجه گرفتمی P=0های فشاری های مربوط به بارگذارینموداری با مقایسه 9-4شکلدر مورد 

صورت یکسان رخ داده جایی در تمام نقاط بهمقدار افزایش جابههای تنش محیطی نمودارکه همانند 

 علت حضور تنش شعاعی یکنواخت در اطراف گشودگی است.است. این رفتار به

 

 محوریتحت کشش تک همگندر ورق  جایی شعاعی در نقاط اطراف گشودگیجابه 9-4شکل 
 

 ناهمگن نوع اولورق  -ب

در ورق ناهمگن نود دوم، همانند ورق  یرویداتوزیع تنش محیطی در اطراف گشودگی  4-4شکلدر 

بار  با مقدار بریابد؛ ولی این مقدار افزایش براشار درون گشودگی افزایش میفهمگن با افزایش مقدار 

تنش محیطی  ،گشودگی در تمامی مقادیر بار فشاری در داخل 1-4فشاری نیست. با توجه به جدول

ر طوعلت آنکه فشار وارد شده در گشودگی بهبهیابد. بار فشاری افزایش میمقدار  31/1-36/3حدود 

های میانی در ورق ناهمگن نود اول، افزایش سفتی  یه ،شوداطراف گشودگی وارد می نقاط مستقیم به

  اری ندارد.بارگذاری فش براثرافزایش تنش محیطی  بر مقدارتأثیر چندانی 
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ورق ناهمگن نود اول تحت  نسبت به فشار داخلی تنش محیطی در اطراف گشودگی درصد افزایش 1-4جدول 

 (MPa)واحد بارهای مختلف فشاری

P 


 



P 0

 
 

 
P 0

 درصد افزایش  

5/1 143/3- 661/3- 121/3 131 

1 264/3 661/3- 932/3 2/93 

2 264/1 661/3- 219/1 6/36 

 

 محوریدر ورق ناهمگن نود اول تحت کشش تک توزیع تنش محیطی در نقاط اطراف گشودگی 4-4شکل 

 

باشد. ، همانند ورق همگن می1-4شکلبرای ورق ناهمگن نود اول در  میزسفنرفتار تنش معادل 

، در تنش معادل ناهمگن دو نود از ورق برای هرطی توزیع تنش محی های بیان شده درهرچند تفاوت

و  مقدار تنش شعاعی در اطراف گشودگی ورق مستقل از جنس ورق شود.می میزس نیز مشاهدهفن

ی راف گشودگطنقاط ای تعادل در ارضای معادله رفتار، باشد. علت اینمی فشاری وابسته به بارگذاری

  باشد. می
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 محوریدر ورق ناهمگن نود اول تحت کشش تک در نقاط اطراف گشودگی میزسفنتوزیع تنش معادل  1-4شکل 

 

نسبت به افزایش  این ورق  جایی شعاعی در نقاط اطراف گشودگیدهد، که جابهنشان می 6-4شکل 

ولی مقدار این افزایش همانند  .همانند ورق همگن با نرخ افزایشی همراه استبارگذاری فشار یکنواخت، 

    باشد.تنش محیطی کمتر از ورق همگن می

 

 محوریاعی در نقاط اطراف گشودگی در ورق ناهمگن نود اول تحت کشش تکجایی شعجابه 6-4شکل 
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 ورق ناهمگن نوع دوم-ج

شار با افزایش مقدار ف ،مربوط به ورق ناهمگن نود دوم، مانند ورق همگن  2-4و  4-4 شکلدر 

یابد. برخلاف ورق ناهمگن نود اول، در افزایش می میزسفنداخلی مقدار تنش محیطی و تنش معادل 

میزس، براثر بارگذاری فشاری سبب آن تنش معادل فنافزایش تنش محیطی و به ارمقدورق این نود 

مقدار این  که ،شودمشاهده می 2-4در جدول  باشد.در درون گشودگی، بیشتر از مقدار بار فشاری می

  باشد. درصد می 194-196 بینسبت به مقدار بار فشاری، ن افزایش تنش محیطی

ورق ناهمگن نود دوم تحت  نسبت به فشار داخلی محیطی در اطراف گشودگی درصد افزایش تنش 2-4جدول 

 (MPa)واحد بارهای مختلف فشاری

P 


 


P 0
 

 
 

P 0
درصد افزایش 

 

5/1 344/3- 614/1- 623/3 196 

1 934/3- 614/1- 91/1 191 

2 332/1 614/1- 443/2 194 

 

   محوریورق ناهمگن نود دوم تحت کشش تک در توزیع تنش محیطی در نقاط اطراف گشودگی 4-4شکل 
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 محوریورق ناهمگن نود دوم تحت کشش تک در در نقاط اطراف گشودگی میزسفنتوزیع تنش معادل  2-4شکل 

ورق ناهمگن  دهد؛ که در مقایسه باجایی شعاعی در ورق ناهمگن نود دوم را نشان میجابه 3-4شکل 

شکل شدن گشودگی در ورق ناهمگن نود دوم بیشتر از ورق توان دریافت، که مقدار بیضوینود اول می

جایی نقاط نسبت به هم  در هر دو نود نود اول است؛ ولی حضور بار فشاری تغییری در اختلاف جابه

( θن آن نسبت به زاویه )ی تنش شعاعی و مستقل بودکند . علت این امر حضور مؤلفهورق ایجاد نمی

  است. 

 

 محوریدر ورق ناهمگن نود دوم تحت کشش تک جایی شعاعی در نقاط اطراف گشودگیجابه3-4شکل 
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 =n 1 یبارگذاری دومحور 4-9-2

 ورق همگن -الف

 1ا ب محوریبارگذاری دودقت با ی حل تحلیلی پیشنهادی برای ورق همگن تحت  13-4شکل در 

n=مربوط به تنش معادل  12-4و  11-4های شکل شود.مشاهده می و بار فشاری داخل گشودگی

به دلیل مثبت که  ،=1/3Pو  =3Pمربوط به  شکل یرازغبه ؛دارای روند و نتایج مشابهی هستند میزسفن

بر خلاف  میزسفنتنش معادل  11-4 شکلبودن مقادیر تنش محیطی در نقاط اطراف گشودگی، در 

 12-4های شکل. دارددر تمام مقادیر فشار داخل گشودگی روندی مشابه  محوریبارگذاری کشش تک

 های فشاری مشابه، به همراه دارند.جایی شعاعی برای بارگذارینیز نتایجی یکسان را برای جابه 9-4و 

 
  =n 1 محوریتحت بارگذاری دو همگنتوزیع تنش محیطی در نقاط اطراف گشودگی در ورق  13-4شکل 
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  =n 1 محوریتحت بارگذاری دو همگنمیزس در نقاط اطراف گشودگی در ورق دل فناتوزیع تنش مع 11-4شکل 

 

 =n 1 محوریبارگذاری دو همگن تحتجایی شعاعی در نقاط اطراف گشودگی در ورق توزیع جابه 12-4شکل 

 

 ورق ناهمگن نوع اول -ب

نیز رفتاری مشابه  =1n محوریدر بارگذاری دو، محوریبار کشش تکهمانند  ،ناهمگن نود اولورق 

-4با توجه به جدول این رفتار مشهود است.  19-4 شکلدر دهد. نسبت به بارگذاری فشاری نشان می
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بار مقدار  31/3مقدار افزایش تنش محیطی در ورق ناهمگن نود اول تحت این بارگذاری، حدود  9

  یابد.وارد شده بر گشودگی افزایش می یفشار

تحت  اولورق ناهمگن نود  نسبت به فشار داخلی درصد افزایش تنش محیطی در اطراف گشودگی 9-4جدول 

 (MPa)واحد بارهای مختلف فشاری

P 
 




P 0
 

 
 

P 0
 

درصد افزایش


 

1/3 2 433/1 131/3 133 

1 933/2 433/1 333/3 33 

2 433/9 433/1 2 133 

 

   =1n محوریورق ناهمگن نود اول تحت بارگذاری دو در توزیع تنش محیطی در نقاط اطراف گشودگی 19-4شکل 

 

در نقاط اطراف  جایی شعاعیو جابه میزسفنتنش معادل توزیع  به ترتیب   11-4و  14-4 شکل

تحت بارگذاری مورد بررسی هستند. در این نود بارگذاری در ورق ناهمگن نود اول، تنش  ورق گشودگی

-ها و جابهدهد. افزایش یکنواخت تنشرفتاری مشابه ورق همگن را از خود نشان می میزسفنمعادل 

 ر فشاری است.   ی مستقل بودن تنش محیطی و شعاعی حاصل از بادهندهجایی شعاعی، نشان
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در نقاط اطراف گشودگی در ورق ناهمگن نود اول تحت بارگذاری  میزسفنتوزیع تنش معادل  14-4شکل 

  =1n محوریدو

 

 =1n محوریدر ورق ناهمگن نود اول تحت بارگذاری دو گشودگیجایی شعاعی در نقاط اطراف جابه 11-4شکل 
 

 ق ناهمگن نوع دومرو -ج

-که روند افزایش مقادیر تنش و جابه ،شودمشاهده می 12-4و  14-4، 16-4های شکلبا توجه به 

 با ایناست.  و بار فشاری درون گشودگی، محوریمشابه ورق ناهمگن نود دوم تحت کشش تک ،جایی
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حالت بدون فشار بیشتر از  92/1 ، مقدار افزایش تنش محیطی=1n محوریدوتفاوت که در بارگذاری 

   (.4-4باشد )جدول می داخلی

 

 =1n محوریدر ورق ناهمگن نود دوم تحت بارگذاری دو توزیع تنش محیطی در نقاط اطراف گشودگی 16-4شکل 
 

 

در ورق ناهمگن نود دوم تحت بارگذاری  در نقاط اطراف گشودگی میزسفنتوزیع تنش معادل  14-4شکل 

 =1n محوریدو
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ورق ناهمگن نود دوم تحت بارهای مختلف  نسبت به درصد افزایش تنش محیطی در اطراف گشودگی 4-4جدول 

 (MPa)واحد فشاری

P 



 


P 0  

 
P 0 

 درصد افزایش




 
1/3 29/9 14/9 63/3 192  

1 19/4 14/9 93/1 193 

2 29/1 14/9 63/2 1/194 

 

 =1n محوریدر ورق ناهمگن نود دوم تحت بارگذاری دو جایی شعاعی در نقاط اطراف گشودگیجابه 12-4شکل 
 

 =n-1 یدومحوربارگذاری  4-9-9

 ورق همگن -الف

برای ورق همگن تحت  13-4 شکلدر  ،=1nبا  محوریو دو محوریتک مانند ورق همگن تحت باره

 دست آمده از حلّمقدار تنش محیطی بهو بار فشاری داخل گشودگی، -=n 1ا ب محوریبارگذاری دو

 شکلپیشنهادی ناچیز است. در  مقدار خطای حلّو  FEMنتایج حل تحلیل پیشنهادی بسیار نزدیک به 

ل منفی دلیی اول؛ به. نکتهباشدمی، دو نکته قابل بیان است میزسفنتنش معادل مربوط به که   4-23

 زسمیفنتنش معادل  نموداربودن مقادیر تنش محیطی در نقاطی از اطراف گشودگی در زوایایی خاص، 
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ا ، متناسب بمیزسفنعلت حضور تنش شعاعی در تنش معادل ی دوم بهشود. نکتهشکل میVصورت به

این پدیده در تمام حا ت  شود.مواجه می ،با افزایش نمودارمقدار فشار وارد شده در داخل گشودگی، کل 

 علت؛ ولی بهدوشمیمشاهده همراه فشار یکنواخت در داخل گشودگی، های مختلف بهورق با بارگذاری

  تر شده است.تر و ملموسی این پدیده قابل فهمدر این نود بارگذاری، مشاهده نمودارشکل خاص 

 

 =n-1 محوریدر ورق همگن تحت بارگذاری دو توزیع تنش محیطی در نقاط اطراف گشودگی 13-4شکل 

 

 

 

 

 =n-1 محوریدر ورق همگن تحت بارگذاری دو در نقاط اطراف گشودگی میزسفنتوزیع تنش معادل  23-4شکل 
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 مستقلنیز  که این نمودار است در نقاط اطراف گشودگیجایی شعاعی مربوط به جابه 21-4 شکل

 .دهدرا نشان میجایی شعاعی، نسبت به نود بارگذاری بودن تأثیر بارگذاری فشاری بر مقدار جابه

  

 =n-1 محوریدر ورق همگن تحت بارگذاری دو جایی شعاعی در نقاط اطراف گشودگیجابه 21-4شکل 

 

 ورق ناهمگن نوع اول -ب

همانند ورق ناهمگن نود اول  تنش محیطی در نقاط اطراف گشودگی دایروی 22-4 شکلبا توجه به 

مقدار افزایش  است. بدان معنا کهیکنواخت در داخل گشودگی، و فشار =1nبا  محوریتحت بارگذاری دو

ی آن و مقایسه 1-4 با توجه به جدول باشد.میاثر بار فشاری کمتر از مقدار بار فشاری تنش محیطی بر

صورت فشاری و چه مقدار بار وارد شده در مرز خارجی چه به ، کهتوان نتیجه گرفتمی 9-4 با جدول

      افزایش تنش محیطی نسبت به افزایش بار فشاری در داخل گشودگی ندارد. کششی تغییری در میزان

جایی و جابه میزسفنبه ترتیب برای تنش معادل  24-4و  29-4های نتایج حاصل شده از شکل

 باشد.شعاعی برای این نود ورق با ورق همگن با بارگذاری مورد بررسی مشابه می
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تحت  اولورق ناهمگن نود  نسبت به فشار داخلی درصد افزایش تنش محیطی در اطراف گشودگی 1-4جدول 

 (MPa)واحد بارهای مختلف فشاری

P 


 



P 0

 
 

 
P 0

 
درصد افزایش


 

1/3 941/2- 331/2- 193/3 136 

1 264/1- 331/2- 394/1 4/139 

2 264/3- 331/2- 394/2 2/131 
 

 

 =n-1 محورینود اول تحت بارگذاری دو ناهمگندر ورق  توزیع تنش محیطی در نقاط اطراف گشودگی 22-4شکل 

 
 =n-1 محوریورق ناهمگن نود اول تحت بارگذاری دو در اطراف گشودگینقاط  در میزسفنتنش معادل  29-4شکل 
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 =n-1 محوریدر ورق ناهمگن نود اول تحت بارگذاری دو جایی شعاعی در نقاط اطراف گشودگیجابه 24-4شکل 

 

 ورق ناهمگن نوع دوم -ج

دریافت، که رفتار تنش محیطی در نقاط اطراف ورق ناهمگن نود دوم، توان می 21-4 شکلبا بررسی 

همانند ورق ناهمگن نود اول مستقل از فشاری یا کششی بودن بارگذاری در مرز خارجی ورق است. 

مقدار افزایش تنش  6-4 و 4-4که هم در جدولطوریدهد. بهنیز این نتیجه را نشان می 6-4جدول

 بار فشاری است.  94/1در حدود  گشودگی، داخل فشاری در یکنواخت یاثر حضور بارگذارمحیطی بر

 

ورق ناهمگن نود دوم تحت نسبت به فشار داخلی  افزایش تنش محیطی در اطراف گشودگی درصد 6-4جدول 

 (MPa)واحد  بارهای مختلف فشاری

P 
 




P 0
 

 
 

P 0
 

درصد افزایش


 

1/3  234/1- 414/6- 613/3 193 

1 124/1- 414/6- 993/1 199 

2 624/9- 414/6- 293/2 1/141 
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 =n-1 محوریتحت بارگذاری دو دومدر ورق ناهمگن نود توزیع تنش محیطی در نقاط اطراف گشودگی  21-4شکل 

 

با توجه به توضیحات بیان شده برای نمودار تنش محیطی و همچنین مستقل بودن مقدار تنش 

با  را ی مشابهافزایش جایی شعاعی رفتارو جابه میزسفنجنس ورق، نمودار تنش معادل  ازشعاعی 

 دهد.نشان میرا  =1nبا  محوریدوبارگذاری 

  

تحت بارگذاری  دومدر ورق ناهمگن نود  در نقاط اطراف گشودگی میزسفنتوزیع تنش معادل  26-4شکل 

 =n-1 محوریدو
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 =n-1 محوریتحت بارگذاری دو دومدر ورق ناهمگن نود  جایی شعاعی در نقاط اطراف گشودگیجابه 24-4شکل 

 

یل پتانستابع تفکیک متغیرها و  تحلیل ورق به روشمقایسه نتایج حاصل از  4-9-4

2nمختلط در    2وn   

 با یکدیگر مقایسه[ 1]نتایج حاصل از روشهای تفکیک متغییرها و تابع پتانسیل مختلط  در این بخش

-ی سه کمیت تنش محیطی و تنش فن میزز و جابهشوند. برای این منظور مقادیر بیشینه و کمینهمی

2nبا  محوریجایی شعاعی درورق ناهمگن تحت بارگذاری دو   2 وn   های زیر بررسی جدول

 اند.شده

2n یتحت بارگذار اولدو تابع در ورق ناهمگن نود  یجنتا یسهجدول مقا4-4جدول   واحد(MPa)   
یشینهب توابع

 

بیشینه

von  

کمینه 

 

کمینه 

von
 

 درصداختلاف

مختلط تابع پتانسیل

0.5P  

14/4  
 

41/4 

 

 :2%درصد اختلاف 43/1 12/1

تابع تفکیک 

0.5Pمتغیرها  

 von:1%درصد اختلاف 61/1 93/1 43/4 29/4

تابع پتانسیل 

1Pمختلط  

61/4 14/1 64/1 91/2 
 :2%درصد اختلاف

تابع تفکیک 

1Pمتغیرها  

41/4 22/1 43/1 41/2 
 von:2% اختلافدرصد 
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 یلتابع پتانس

2Pمختلط  

 :2%درصد اختلاف 34/9 14/2 44/6 19/1

تابع تفکیک 

2Pمتغیرها  

63/1 31/6 44/2 11/4 
 von:2%درصد اختلاف 

 

2n یتحت بارگذاراول دو تابع در ورق ناهمگن نود  یجنتا یسهجدول مقا2-4جدول   واحد(MPa)    

یشینهب توابع

 

کمینه  کمینه  vonبیشینه

von 

 درصداختلاف

تابع پتانسیل 

0.5Pمختلط  

 :2%درصد اختلاف 49/3 -43/4 41/4 14/4

تفکیک تابع 

0.5Pمتغیرها  

19/4 41/4 61/4- 46/3 
 von:1%درصد اختلاف 

تابع پتانسیل 

1Pمختلط  

 :1%درصد اختلاف 26/3 -24/4 21/1 64/4

تابع تفکیک 

1Pمتغیرها  

69/4 13/1 16/4- 24/3 
vonدرصد اختلاف 

:1% 

 یلتابع پتانس

2Pمختلط  

 :1%درصد اختلاف 44/1 -91/9 43/6 16/1

تابع تفکیک 

2Pمتغیرها  

61/1 22/6 12/9- 49/1 
vonدرصد اختلاف 

:1% 

 

2n یتحت بارگذار دومدو تابع در ورق ناهمگن نود  یجنتا یسهجدول مقا3-4جدول    واحد(MPa) 
یشینهب توابع

 

کمینه  کمینه  vonبیشینه

von 
 درصداختلاف

تابع پتانسیل مختلط

0.5P  

91/4 13/4 31/1 24/2 
  :12%اختلاف درصد

تابع تفکیک متغیرها

0.5P  

69/2 22/2 11/2 44/2 
 von:16%اختلاف درصد

تابع پتانسیل مختلط

1P  

26/4 42/2 1/2 12/9 
 %  :12اختلاف درصد

تابع تفکیک متغیرها

1P  

91/3 24/3 29/2 41/9 
 von :16%اختلاف درصد
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مختلط یلتابع پتانس

2P  

36/2 12/13 13/9 31/4 
  :13%اختلاف درصد

تابع تفکیک متغیرها

2P  

62/13 43/11 2/4 43/1 
 von :16%اختلافدرصد

2n یتحت بارگذاردوم دو تابع در ورق ناهمگن نود  یجنتا یسهجدول مقا13-4جدول    واحد(MPa)   

 

یشینهب توابع

 

کمینه  کمینه vonبیشینه

von 
 درصداختلاف

تابع پتانسیل 

مختلط

0.5P  

22/3 26/13 3 46/3 
 درصد اختلاف

:11% 

تابع تفکیک 

متغیرها

0.5P  

26/2 92/13 3 12/3 
 vonاختلاف درصد

:1% 

تابع پتانسیل 

1Pمختلط  

12/13 31/11 3 3/3 
 :اختلاف درصد

13% 

تابع تفکیک 

متغیرها

1P  

14/3 36/13 3 24/3 
: vonاختلاف درصد

3% 

 یلتابع پتانس

مختلط

2P  

44/11 6/12 3 49/1 
  :1%اختلاف درصد

تابع تفکیک 

متغیرها

2P  

31/13 32/12 3 2/1 
 von:1%اختلافدرصد

 

 ها در ورق ناهمگن نوددر ورق ناهمگن نود اول رسیده و تفاوت با مقایسه این نتایج به نزدیکی نتایج

تحلیلی دانست، در روش  توان به دلیل تفاوت در روش حلّشود علت این اختلاف را میدوم ظاهر می

نوشته شده است و یکی  zپتانسیل مختلط تابع تنش به صورت یک سری توانی برحسب متغیر مختلط 

مربوط  n توان تر بررسی همگرایی این سری است؛ اگردقیق یابی به حلّاز پارامترهای مؤثر برای دست

که  در صورتی قیق زیاد خواهد بود،به این سری به درستی انتخاب نشود اختلاف پیش آمده در نتایج د

دقیق معادله حاکم بر بخشی از تابع تنش نامه از حلّانجام شده در این پایان حلّ f  باشد؛ یکی می

ولی   یه استاستفاده شده در توابع پتانسیل مختلط به صورت  یه روشدیگر از د یل این اختلاف 

 ه صورت دقیق است.تفکیک متغیرها ب حلّ
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 بندیجمع 4-4

در ورق همگن و ناهمگن تحت بارگذاری جایی شعاعی تنش محیطی و جابه ارمقد ،در این ف ل

 نتایج تنش شد. با توجه به خت داخل گشودگی، بررسیاای در مرزهای خارجی و فشار یکنوصفحهدرون

استخراج شده از منابع مورد  محیطی در ورق همگن دقت با ی حلّ تحلیلی پیشنهادی نسبت به حلّ

ر این د موردمطالعهعلت حضور تنش شعاعی در نقاط اطراف گشودگی در بارگذاری تأیید قرار گرفت. به

سی مورد برر میزسفنجای بررسی تنش محیطی تنش معادل حاصل از معیار هف ل، پیشنهاد شد،که ب

 شد، که تنش شعاعی کاملاًهای متفاوت مشخص نتایج این دو تنش در بارگذاریی قرار گیرد. با مقایسه

تنش محیطی در  برابر  کهیدرحالمرزهای خارجی ورق است؛  در مستقل از جنس ماده و بارگذاری

باشد. در ورق ناهمگن نود بارگذاری فشار یکنواخت در داخل گشودگی به جنس ماده ورق وابسته می

و برای  31/1-1/1 بینشار یکنواخت داخل گشودگی بارگذاری ف براثرقدار افزایش تنش محیطی اول، م

 باشد.مقدار فشار وارد شده می49/1-9/1 ینورق ناهمگن نود دوم این مقدار ب

  



 

 

 

 و پیشنهادها گیرینتیجه  5فصل
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 گیرینتیجه 5-1

  ایصفحهتحت بارگذاری درون ورق همگن  1-1-1

، یسانسمحدود  یازافزار اجو تحلیل عددی صورت گرفته با نرمحلّ تحلیل پیشنهادی در اولین قدم 

دقت با ی حلّ  ای خارجی مقایسه شد.های در مرزصفحهتحت بارگذاری درونبرای ورق همگن 

 باشد. ی درستی روند حل برای ورق همگن مینشان دهنده و تحلیل عددی پیشنهادی

 ایصفحهتحت بارگذاری درون ورق ناهمگن 1-1-2

ق همگن و هم ناهمگن قابل استفاده ردست آمد، که هم برای وهتحلیلی پیشنهادی طوری بحلّ 

انحراف  ،انسیسافزار مبا نر انجام شده حلّ تحلیلی پیشنهادی و تحلیل عددینتایج حاصل از  باشد.می

 ست.ارای ورق ناهمگن بپیشنهادی  ی درستی روند حلّبسیار کمی از یکدیگر داشتند؛ که نشان دهنده

جایی ورق ناهمگن نود اول در مقایسه با ورق همگن باعث کاهش مقدار تنش محیطی و جابه جنس

سبت ن های میانیعلت سفتی کم  یهبه ،در ورق ناهمگن نود دوم، شعاعی در نقاط اطراف گشودگی شد

 یی شعاعیجاعلت آنکه جابهبه .جایی شعاعی افزایش یافتمقدار تنش محیطی و جابه ،به ورق همگن

باشد؛ درصد افزایش و کاهش این دو کمیت به ها وابسته به تنش محیطی میتندر این نود بارگذاری 

  باشند.هم نزدیک می

 بارگذاری فشار یکنواخت درون گشودگیو   ایصفحهتحت بارگذاری درون ورق  1-1-9

تنش شعاعی مقدار قابل توجهی در نقاط اطراف  ،یکنواخت درون گشودگی یبار فشار وجودبا  

ی تنش در نقاط اطراف که برای مطالعه ،شودکند. به همین دلیل، پیشنهاد میگشودگی پیدا می

ی تنش محیطی و جای تنش محیطی استفاده شود. با مقایسهبه میزسفنگشودگی از تنش معادل 

ای مرزهدر  مستقل از جنس ماده و بارگذاری دریافته شد، که تنش شعاعی کاملاً میزسفنتنش معادل 

یکنواخت در داخل گشودگی به جنس  یتنش محیطی در برابر بار فشار کهیدرحالخارجی ورق است؛ 

بارگذاری فشار  براثرباشد. در ورق ناهمگن نود اول، مقدار افزایش تنش محیطی ماده ورق وابسته می
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مقدار فشار  99/1 ناهمگن نود دوم این مقدار برابر و برای ورق 31/1-1/1 بینیکنواخت داخل گشودگی 

شود؛ تأثیر جنس ورق بر می مشخصکه از مقادیر افزایش تنش محیطی طورهمان باشد.وارد شده می

مرز  صورت مستقیم بهخت بهافشار یکنو ،دلیل آنکهباشد. بهشدت مقدار افزایش تنش محیطی کم می

  های داخلی ورق تأثیر چندانی بر مقدار تنش محیطی ندارند. یه ،ودشداخلی گشودگی وارد می

 هاشنهادیپ 5-2

 .گرددیمهایی در زیر مطرح ی این تحقیق پیشنهادبا توجه به روند حل برای ادامه

اری ، تحت بارگذیچندضلعجایی ورق نازا و بلند ناهمگن با گشودگی بررسی تنش و جابه .1

تأثیر چرخش گشودگی بر مقادیر تنش و مکان بیشینه . همچنین بررسی یاصفحهدرون

 تنش.

اری ، تحت بارگذیچندضلعجایی ورق نازا و بلند ناهمگن با گشودگی بررسی تنش و جابه .2

ی شکل گشودگی ورق تعیین بهینهو فشار داخل گشودگی.  یاصفحهدرونحرارتی و بار 

 ترکیبی مکانیکی و حرارتی. هایبارگذاری براثربرای کاهش تنش در نقاط اطراف گشودگی 

بررسی ورق ناهمگن تحت بار خمشی در مرزهای خارجی و داخلی و ترکیب آن با بارگذاری  .9

 اد همگرایی مناسب برای این نود بارگذاری.عدست آوردن یک شای.همچنین بهصفحهدرون
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Abstract  

In this paper, is tried to present the analytical solution for calculations the stress 

distribution around a circular hole in finite FG plate, by using the separating variable 

method and compared with result of the complex potential functions method. The plate 

subjected to constant uniaxial or biaxial stress; In addition, the boundary of hole is 

subjected to uniform pressure loading. One of the most important goal of this research is 

to study the effect of compression stress applied to the hole boundary on stress 

distribution around the hole. The variation of material properties, especially Young's 

modulus, is in a radial direction and concentric to the hole. The special exponential 

function, with specific convergence radius is used to describe the variation of mechanical 

properties. The finite element method has been used to check the accuracy of analytical 

results for homogeneous and inhomogeneous plates, also for all loading cases. In the 

presence of applied load at the boundary of circular hole, amount of radial stress in 

addition to hoop stress is considerable. Therefore the Von Mises stress is used to study 

the stress around the hole. 

Keywords: FG Plate, Inhomogeneous Materials, Circular Hole, Separating of 

variables Functions, Stress Concentration. 
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