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و در پیمودن این مسیر دشوار، همواره کسانی همراه و یاور بنده بوده و با راهنمایی ها و دلگرمی  پرفراز و نشیبدوران این طول  در

 :را فراهم کرده اند رسالههایشان زمینه به سرانجام رسیدن این 

 ؛تشکر از پدر و مادرم

 ه امکه همیشه در کنارم بوده و از حمایت معنوی آنها برخوردار بود

 ؛تشکر از برادر و خواهرم

 که از هیچ کمک و همراهی دریغ نکردند

 ؛تشکر از اساتید راهنمای ارجمندو 

به سرانجام مطلوب  این بزرگواران  سودمند دکتر شریعتی و دکتر ایپک چی، که این رساله جز با راهنمایی ها و رهنمودهایآقایان 

 .نمی رسید
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شاهرود صنعتی دانشگاه  مهندسی مکانیک و مکاترونیکدانشکده  مکانیکرشته  دکتریانشجوی دوره د سعید ابوالقاسمیاینجانب 

 تحت راهنمائی های مستطیلی همگن و همسانگرد دارای گشودگی دایروی و مربعیحل تحلیلی و عددی کمانش ورقرساله نویسنده 

 متعهد می شوم. دکتر حمیدرضا ایپک چی-دکتر محمود شریعتی

  توسط اینجانب انجام شده است و از صحت و اصالت برخوردار است. رسالهدر این تحقیقات 

 .در استفاده از نتایج پژوهشهای محققان دیگر به مرجع مورد استفاده استناد شده است 

  است.تاکنون توسط خود یا فرد دیگری برای دریافت هیچ نوع مدرک یا امتیازی در هیچ جا ارائه نشده  رسالهمطالب مندرج در 

   و « ـرود شاهصنعتـی گاه ـدانش» رود می باشد و مقالات مستخرج با نام ــشاهصنعتی  معنـــوی این اثر متعلق به دانشگاهکلیه حقوق

 به چاپ خواهد رسید.« Shahrood  University of Technology»  یا

 رعایت می گردد. رسالهار بوده اند در مقالات مستخرج از حقوق معنوی تمام افرادی که در به دست آمدن نتایح اصلی پایان نامه تأثیرگذ 

 در کلیه مراحل انجام این پایان نامه ، در مواردی که از موجود زنده ) یا بافتهای آنها ( استفاده شده است ضوابط و اصول اخلاقی رعایت 

 شده است.

 ی افراد دسترسی یافته یا استفاده شده است اصل رازداری ، در کلیه مراحل انجام این پایان نامه، در مواردی که به حوزه اطلاعات شخص

    ضوابط و اصول اخلاق انسانی رعایت شده است .
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 مالکیت نتایج و حق نشر

  کلیه حقوق معنوی این اثر و محصولات آن )مقالات مستخرج، کتاب، برنامه های رایانه ای، نرم افزار ها و

در نحو مقتضی  شاهرود می باشد. این مطلب باید بهصنعتی تجهیزات ساخته شده است ( متعلق به دانشگاه 

 تولیدات علمی مربوطه ذکر شود.

  بدون ذکر مرجع مجاز نمی باشد  رسالهاستفاده از اطلاعات و نتایج موجود در. 
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 :چکیده

دگی در مرکز مطالعه می شود. ورق های همگن و همسانگرد مستطیلی دارای گشودر این رساله، کمانش ورق

های مختلف بدون نقص اولیه و دارای ابعاد محدود بوده و تاثیر وجود دو نوع گشودگی دایروی و مربعی با اندازه

های های مختلف شرایط مرزی آزاد، ساده و گیردار در لبهبر بار کمانش بررسی می شود. بار کمانش برای ترکیب

باشد: حل ظاهری مختلف ارائه شده است. محاسبه بار کمانش شامل دومرحله می هایورق و نیز برای نسبت

معادلات مربوط به حالت تعادل اولیه و استفاده از نتایج آن به منظور حل معادلات پایداری. محاسبه بار کمانش 

گی برای سه حالت ورق مستطیلی بدون گشودگی تحت بارگذاری غیریکنواخت، ورق مستطیلی دارای گشود

ای، دایروی و مربعی در مرکز و ورق حلقوی انجام شده است. در یک ورق مستطیلی تحت بارگذاری داخل صفحه

شود. این میدان تنش باید شرایط مرزی در مرزهای وجود گشودگی باعث تغییر در توزیع میدان تنش می

ای این مساله ارائه شده است. در خارجی ورق و نیز در مرز گشودگی را ارضا کند. در این پژوهش دو نوع حل بر

شود. در روش دوم برای حل اول با استفاده از توابع پتانسیل مختلط و به کمک نگاشت، میدان تنش محاسبه می

صورت یک سری از توابع هارمونیک استفاده شده است. در هر حل مساله از مختصات قطبی و بسط تابع تنش به

اساس اصل کار مجازی های خارجی ورق، از یک رابطه انتگرالی بردر لبه دو روش حل، برای اعمال شرایط مرزی

دست آمده استفاده شده است. در این صورت، حل حاصل شرایط مرزی در مرز گشودگی را و میدان تنش به

کند. پس از های ورق را نیز با تقریب بسیار خوبی ارضا میصورت دقیق ارضا کرده و شرایط مرزی در لبهبه

کمانش، برای محاسبه بار کمانش باید معادلات پایداری حل شوند. در ورق حلقوی و سبه میدان تنش پیشمحا

در حالت متقارن محوری، برای حل معادلات پایداری از تئوری اغتشاشات استفاده شده است و در حالت نا 

لی دارای گشودگی، به دلیل اند. در یک ورق مستطیمتقارن، معادلات پایداری به کمک روش حلقه زدن حل شده

کمانش، از روش انرژی ریتز برای محاسبه بار کمانش استفاده شده است. در های تنش پیشپیچیده بودن مولفه

ای از توابع مجاز که بیان کننده مدهای ارتعاشی این روش میدان جابجایی عرضی ورق با استفاده از مجموعه

های مختلف بارگذاری یکنواخت و ست. بار کمانش برای حالتباشند، تقریب زده شده اعرضی یک تیر می

های مختلف محاسبه شده است. به منظور غیریکنواخت، شرایط مرزی مختلف و نیز برای گشودگی با اندازه

دست آمده با نتایج حل عددی به کمک روش اجزای محدود و نیز نتایج ارزیابی روش حل مورد استفاده، نتایج به

 قایسه شده است. مراجع دیگر م

 حل تحلیلی و عددی-گشودگی مربعی و دایروی -بار کمانش-کمانش: میدان تنش پیشکلمات کلیدی
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 مقدمه 1-1

شود. سپس تاریخچه ها و عوامل موثر بر آن توضیح داده میابتدا پدیده کمانش و پایداری در ورقدر این فصل 

-بیان میها ی مورد استفاده برای تحلیل ورقهامطالعات انجام شده در زمینه کمانش و نیز سیر تکاملی تئوری

 شود.ها پرداخته میکمانش ورقدر نهایت به مرور مقالات موجود در زمینه  شود و

 هاتحلیل ورق 1-2

که در ابتدا کاملا مسطح  شوندمیهای مختلف محسوب ی از اجزای مورد استفاده در سازهنازک، دسته ا هایورق

و فاصله بین این  شوندمیها توسط دو صفحه بالایی و پایینی محدود دارند. ورقانحنایی نبوده و هیچ گونه 

. مکانیزم تحمل بار استبا ابعاد دیگر ورق کوچک  دوصفحه، ضخامت ورق بوده که معمولا اندازه آن در مقایسه

کنارهم قراردادن  فرض کرد که یک ورق از توانمی، بنابراین باشدمیها تا حد زیادی شبیه به تیر هاورقتوسط 

قرار   1، در معرض بار عرضیباشدمیتیر ساخته شده است. هنگامی که یک ورق که ابتدا کاملا مسطح ی تعداد

 کهاین. به دلیل شودمیهای خمشی و پیچشی ایجاد ان، برای تحمل این بار در آن نیروهای برشی و ممگیردمی

ساخته شده از مواد  هایورقبیت پیچشی، بخصوص در و صل شوندمینیروها در هردوجهت توسط ورق تحمل 

یکسان، مقاوم تر بوده و تغییر  2، یک ورق در مقایسه با یک تیر با ضخامت و دهانهباشدمیقابل توجه  همسانگرد

های مهندسی مورد استفاده زک به طور گسترده در تمامی زمینهنا هایورقبنابراین  شکل کمتری خواهد داشت.

 . [1] شودمیها و ... استفاده ها، بدنه و بال هواپیماها، کشتیها، مخزنپل و از آنها در ساخت ندگیرمیقرار 

هدف از طراحی یک سازه، محاسبه پارامترهایی است که به ازای آن، سازه قادر به تحمل بارهای اعمالی 

ند جنس توانمینشود. این پارامترها  6که نیازهای طراحی را برآورده کرده و دچار ازکار افتادگی طوریبهباشد، 

 ،ه سازه رفتاری خلاف آنچه پیش بینی شدهک دهدمیقطعه و ابعاد مختلف آن باشند. از کارافتادگی هنگامی رخ 

تنش تسلیم و ورود به ناحیه حد از  هاتنشد بیشتر شدن توانمیداشته باشد. این رفتار خلاف انتظار برای مثال 

پلاستیک، بیشتر شدن تغییر شکل قطعه از یک مقدار مشخص، شروع به رشد یک ترک در قطعه و یا ایجاد 

مختلفی برای ازکار افتادگی یک سازه وجود دارد.  هایحالتقوع کمانش باشد. بنابراین ناپایداری در سازه بر اثر و

آن انجام شود، به عوامل مختلفی از جمله کاربری سازه،  اساسبرکدام حالت، بحرانی بوده و طراحی باید  کهاین

ی هاپوستهو  هاورقها، تونخصوص در مورد سحث پایداری بهنوع بارگذاری سازه، شکل سازه و ... وابسته است. ب

                                                           
1 Transverse Load 
2 Span 
3 Failure 
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، از بوده و تحت بارگذاری فشاری قرار دارندای و کروی که ضخامت آنها در مقایسه با ابعاد دیگر کوچک استوانه

به همین دلیل موضوع   .باشدمیاهمیت زیادی برخوردار بوده و یکی از پارامترهای مهم در طراحی این قطعات 

ازکار افتادگی  در بسیاری از موارد، ها از لحاظ کاربردی اهمیت زیادی دارد وقکمانش یا ناپایداری الاستیک ور

ها به حد تسلیم ماده و از دست در یک ورق نازک، ناشی از وقوع ناپایداری الاستیک است و نه رسیدن تنش

ک مقدار که با بیشتر شدن بار اعمالی از ی دهدمی. ناپایداری در یک سازه هنگامی رخ ]1[ دادن استحکام

طوری که قابلیت حمل بار ، بهگیردمیبحرانی، سازه ناگهان تغییر شکل داده و در یک وضعیت تعادل جدید قرار 

 مراتب کمتر از وضعیت اولیه است. در این وضعیت جدید به

 کمانش و پایداری 1-3

دارای  هایورقی مانشکپسدو موضوع تحقیقاتی که از لحاظ کاربردی اهمیت زیادی دارند، رفتار کمانشی و 

به دلیل کاربرد گسترده آنها و نیز تاثیرات مخربی که از دست دادن  هاورقموضوع پایداری . باشدمیگشودگی 

دارای گشودگی  هایورقد داشته باشد، از اهمیت زیادی برخوردار است. توانمیپایداری ورق بر عملکرد کل سازه 

. از جمله دلایل گیرندمیا، ازجمله بدنه و بال هواپیما مورد استفاده قرار ی مرتبط با هوافضهاسازهدر بسیاری از 

به امکان دسترسی به قسمت های مختلف سازه، انجام عملیات تعمیر و نگهداری، کاهش  توانمیایجاد گشودگی 

  های حامل سوخت و روغن هیدرولیک اشاره نمود.، امکان تهویه هوا و انتقال لولهوزن

( و 1انتقال وضعیت سیستم از یک حالت تعادل به حالت تعادل دیگر )نقطه دوگانگی صورتبه توانمیکمانش را 

مقدار باری که  .[2]( تعریف کرد2یا یک جهش از یک مسیر تعادل پایدار به یک مسیر تعادل ناپایدار)نقطه حدی

. رفتار یک سازه که در معرض بارهایی شودمیرانی نامیده ، بار بحدهدمیدر آن سیستم پایداری خود را از دست 

توسط یک مسیر تعادل پایدار و یا یک مسیر تعادل ناپایدار توصیف  توانمیبزرگتر از بار بحرانی قرار دارد را 

، دیابمیو در حالت دوم، در حالی که بار کاهش  باشدمینمود. در حالت اول افزایش جابجایی ناشی از افزایش بار 

 از مسیرهای تعادلی پایدار و ناپایدار نشان داده شده است. اینمونه 1-1در شکل یابند. افزایش می هاجابجایی

های ایجاد شده در سیستم پس از کمانش وابسته به این است که جابجاییپایدار و یا ناپایدار بودن مسیر پس

یک ورق تحت برای مثال  دهد.یستم را کاهش میاینکه سفتی س و یاآن می شود  6باعث افزایش سفتی ،کمانش

کند، تغییر کمانش پایدار است، زیرا هنگامی که ورق کمانش میای دارای منحنی پسبار فشاری داخل صفحه

                                                           
1 Bifurcation Point 
2 Limit Point 
3 Stiffness 
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شود که های غشایی کششی در جهت عمود بر راستای بارگذاری میشکل ناشی از کمانش باعث ایجاد تنش

ای تحت بار اما یک پوسته استوانه دهد.یت تحمل بار آن را افزایش میباعث افزایش سفتی ورق شده و ظرف

 کمانش ناپایدار است.فشاری محوری، دارای منحنی پس

 

 پایدارمسیر تعادلی الف( 
 

 پایدارنامسیر تعادلی ب( 
 

  [6] کمانشپساز مسیر های تعادلی در ناحیه  اینمونه: 1-1شکل 

 هاورقعوامل موثر در کمانش  1-3-1

و در مقالات تاثیر آنها  گذارندمیتاثیر  هاورقی کمانشپسعوامل مهمی که بر بارکمانش، شکل مد و رفتار 

 :[1] عبارتند از شودمیسی برر

درحالی که  ؛باشدمی: برای یک ورق مستطیلی، نسبت ظاهری همان نسبت طول به عرض 1نسبت ظاهری -1

 . شودمینسبت شعاع داخلی به خارجی تعریف  صورتبه، این نسبت، حلقویبرای یک ورق 

ازجمله ، شودمیی گوناگون تعریف هاشکلشرایط مرزی: شرایط مرزی تاثیر زیادی بر رفتار ورق دارد و به  -2

 .کندمیشرایط مرزی آزاد، گیردار و ساده. هر نوع شرط مرزی، تعدادی از درجات آزادی سیستم را مقید 

یک ورق ممکن است درمعرض بارگذاری فشاری، کششی، برشی و یا ترکیبی از  هایلبهشرایط بارگذاری:  -6

باشد. همچنین بارگذاری  غیرخطیی و یا یکنواخت، خط صورتبه دتوانمیآنها قرار داشته باشند. این بارگذاری 

 و 2-1 های)شکلباشد ورق  هایلبهدر  معلوماعمال یک جابجایی مشخص و یا اعمال تنش  صورتبهد توانمی

1-6 .) 

                                                           
1 Aspect Ratio  
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 الف(                                                                           ب(
 در معرض بارگذاری فشاری دایرویودگی تغییر شکل یک ورق دارای گش :2-1شکل 

 [5]از نوع نیرویی  بارگذاریالف( بارگذاری از نوع جابجایی ب(  

 

 الف(                                                                              ب(
 در معرض بارگذاری برشی دایرویتغییر شکل یک ورق دارای گشودگی  :6-1شکل 

 [5] الف( بارگذاری از نوع جابجایی ب( بارگذاری از نوع نیرویی 
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، تقارن ماده تاثیر مهمی بر باشندمینازک که دارای رفتار ساختاری مشخصی  هایورق: برای 1تقارن ماده -1

 .روی رفتار کمانشی خواهد داشت

تار ماده در واکنش به نیروهای اعمالی که وابسته به عوامل مختلفی از جمله جنس ماده، : رف2رفتار ساختاری -5

. برای مثال یک است، بر روی رفتار کمانشی آن تاثیر گذار باشدمیدمای بکارگیری، مدت زمان اعمال بار و ... 

 پلاستیک باشد.-ستیکخطی، ویسکوالاستیک و یا الارفتار الاستیک خطی، الاستیک غیر د دارایتوانمیورق 

نازک معمولا در معرض تغییرات دما و یا رطوبت قرار  هایورق:  6رطوبتیتوزیع تنش حرارتی و تنش  -3

باعث ایجاد توزیع . در صورتی که تغییر شکل ورق محدود شده باشد، این تغییرات دما و یا رطوبت گیرندمی

ند حتی بدون وجود بارگذاری مکانیکی خارجی، باعث توانمیبنابراین  تنش فشاری محلی در یک ناحیه شده و

 کمانش ورق شوند.

به دلیل قرارگیری در شرایط محیطی مختلف و یا به دلیل عدم دقت در  هاورق: بسیاری از 1نقص اولیه-3

ساخت، دارای تغییر شکل عرضی اولیه کوچکی بوده و یا ممکن است در معرض بارگذاری عرضی کوچکی قرار 

د تاثیر زیادی بر روی رفتار توانمید. وجود هرکدام از این عوامل نوعی نقص اولیه به شمار می رود و داشته باشن

 ی ورق، در مقایسه با یک ورق بدون نقص داشته باشد.کمانشپسکمانشی و 

 هاورقی مربوط به تحلیل هاتئوری 1-4

مقبولیت  هاتئوریاست که تعدادی از این  ارائه شده هاورقی مختلفی به منظور تحلیل رفتار هاتئوری تاکنون

اند. انتخاب یک تئوری مناسب که قادر به تحلیل رفتار ورق بوده و نتایج حاصل از آن به نتایج بیشتری پیدا کرده

به ضخامت ورق، میزان تغییر  توانمی آن جملهواقعی نزدیک باشد، به پارامترهای مختلفی بستگی دارد که از 

همچنین هدف از تحلیل ورق و نتایج مورد نیاز در انتخاب تئوری مناسب  نس آن اشاره نمود.ی ورق و جهاشکل

های تنش با دقت بالا باشد، باید از تئوری تاثیر دارد. برای مثال اگر هدف از تحلیل ورق محاسبه توزیع مولفه

-، درحالی که اگر هدف اصلی بهشوندهای اصلی درنظر گرفته میها به عنوان متغیراستفاده نمود که در آن تنش

دست آوردن تغییر شکل ورق باشد، تئوری که در آن میدان جابجایی به عنوان متغیرهای اصلی درنظر گرفته 

   به دنبال خواهد داشت.شود، نتایج بهتری می

                                                           
1 Material Symmetry 
2 Constitutive Behavior 
3 Hygroscopic 
4 initial Imperfection 
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و  1، دو روش اصلی برای حل مساله وجود دارد. روش اول توسط کوشیهاورقدر تئوری کلاسیک 

میدان تنش صفحه  بسط میدان جابجایی و اساسبرمطرح شد. روش اول  6روش دوم توسط کیرشهف و 2پواسون

 ، اما مناقشه و مشکلاتیباشدمی، شودمینشان داده  zکه با  فاصله از صفحه میانی برحسبسری توانی  صورتبه

 این روش شد. مقبولیتدم ها و نیز شرایط مرزی مساله وجود داشت، باعث عکه در رابطه با همگرایی این سری

در روش کیرشهف، میدان جابجایی ورق با این فرض که خطوط عمود برصفحه میانی ورق، بعد از تغییر شکل 

شود. در این تئوری، اثر تغییر شکل برشی در راستای ضخامت مانند، تعریف مینیز به صورت عمود باقی می

که مفهوم و دید فیزیکی را  باشدمیدارای این مزیت روش پیشنهادی توسط کیرشهف  شود.درنظر گرفته نمی

با  5محدودی هاشکلاین روش را برای مطالعه تغییر  1کارمن فن 1914در سال  .کندمیوارد تئوری صفحه ها 

کامپوزیتی  هایورقهای ضخیم و نیز خطی بسط و گسترش داد. به منظور مطالعه ورقدرنظر گرفتن جملات غیر

ورق ی برشی عرضی بر روی تغییر شکل هاتنشتاثیر  در این تئوری مطرح شد. 3مندلین -یزنرلایه ای، تئوری را

که سه متغیر مربوط به  شودمیاستفاده  هاشکلاز پنج متغیر جهت بیان تغییر  و در آن شودمیدرنظر گرفته 

ی برشی عرضی نیز ها. همچنین تاثیر کرنشباشندمیجابجایی صفحه میانی و دو متغیر مربوط به چرخش آن 

ی برشی هاتنش. مشکل این تئوری در آن است که شرایط مرزی مربوط به شودمیدر این تئوری در نظر گرفته 

اساس فرضیات صورت گرفته در این تئوری، یک تنش کند. در واقع برمیدر صفحات بالایی و پایین را ارضا ن

صفحه باقی  صورتبهشکل نیز بعد از تغییر ایفحهصبرشی ثابت در راستای ضخامت ورق وجود دارد و مقاطع 

تصحیح عدم تطابق بین توزیع تنش جهت  ضریبیرایزنر به  -. در نتیجه این فرضیات، در تئوری مندلینمانندمی

دست آمده با استفاده از میدان جابجایی مربوط به این تئوری نیاز است برشی در حالت واقعی و توزیع تنش به

 .[3] شودمیگفته  3تصحیح برشی ضریبکه به آن 

 هاورق، تئوری غیرخطی 1994رایزنر، در سال -به دلیل وجود مشکلات بیان شده در تئوری مندلین  

ی ورق دارای جملات از هاجابجاییمطرح شد. در این تئوری، روابط سینماتیکی مربوط به  [3] 8توسط ردی

میدان جابجایی عرضی مربوط به این تئوری به صورت رابطه  .باشندمیفاصله از صفحه میانی  برحسبمرتبه سه 

 ( است:1-1)

                                                           
1 Cauchy 
2 Poisson 
3 Kirchhoff 
4 Von Karman 
5 Finite Deformation 
6 Reissner-Mindlin 
7 Shear Correction Factor 
8 Reddy 
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 ضخامت ورق و h که در آن 
x  و

y  خط عمود بر صفحه میانی ورق به ترتیب حول محور بیانگر چرخشy  و

x باشدمیبرشی صفر در صفحات بالایی و پایینی ورق  تنش ادر به ارضای شرایط مرزیق ،این تئوریباشند. می .

مرتبه دو )سهمی(  صورتبهمرتبه سه، توزیع تنش برشی در راستای ضخامت همچنین به دلیل وجود جملات 

تئوری الاستیسیته نزدیک است. در این تئوری نیز  اساسبرآمده  دستبهخواهد بود که با تقریب خوبی به نتایج 

دیگر نیازی به اما  ؛شودمیاستفاده  هاجابجاییمتغیر جهت بیان سینماتیک  پنجرایزنر، از -همانند تئوری مندلین

 .باشدمیتصحیح برشی ن ضریباستفاده از 

 مرور مقالات 1-5

در  1، تاریخچه ای بسیار طولانی دارد. این تاریخچه با مطالعات اویلرهاسازهبررسی و مطالعه پایداری و کمانش 

اولین کسی آغاز شد. وی کار خود را بر روی پایداری ستون های در معرض بار فشاری انجام داد و  1311سال 

کارمن معادلات مربوط به  فن، 1914بود که فرمولی برای محاسبه بار کمانش ستون ها ارائه نمود. در سال 

به  هاورقنمود که گام مهمی در بررسی کمانش  بندیفرمولنازک با رفتار الاستیک خطی را  هایورقکمانش 

د منجر به توانمیبرای اولین بار، این نکته که وجود نقص اولیه  [8] 2کویتر 1915. در سال [1]شمار می رود 

کاهش شدیدی در بارکمانش یک سازه شود را مورد توجه قرار داد. وی همچنین یک تئوری عمومی برای بررسی 

 پایداری الاستیک ارائه نمود.

، 6ی عمومی مربوط به دوگانگی و پایداری، از مطالعات ریاضی محققینی همچون پوانکارههاتئوری

ی مربوط به معکوس توابع و هاتئوریا گسترش یافت. در این مطالعات، نشات گرفت و بعد 5و اشمیت 1لیاپانوف

به منظور اثبات کارآمدی  و دقت  توانمیتوابع غیر صریح به عنوان ابزار ریاضی سودمندی مطرح شد که از آن 

                                                           
1 Euler 
2 Koiter 
3 Poincare 
4 Lyapunov 
5 Schmidt 
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توابع استفاده نمود. این بسط ها به طور فراگیری درمطالعه کمانش و  2و نیز بسط مجانبی 1بسط اغتشاشی

 مورد استفاده قرار گرفت. هاسازه کمانشپس

ی جدار نازک تحت اعمال نیروهای استاتیکی، توسط نویسندگان زیادی در هاسازه کمانشپسکمانش و 

و  [9] 1و اویلر، تیموشنکو 6سال مورد برسی قرار گرفته است. دانشمندانی همچون برنولی 144طی بیشتر از 

ک دانست. اما بیشترین توسعه و ی جدار نازهاسازهپیشگامان عصر تحقیق در زمینه پایداری  توانمیرا  5ولمیر

صورت  1984و  1934های ی جدار نازک همسانگرد، در دهههاسازهپیشرفت تحقیقات در زمینه پایداری 

بر روی  [12] 9وکویتر [11] 8و پیگناتارو 3گریما لدی [14] 3میتهمچون اس پذیرفت. در این سالها محققینی

در  14های جدار نازک همسانگرد کار کردند. همچنین موضوع  کمانش محلیسازه کمانشپسرفتار کمانش و 

مورد  [11] 11و پکوز 16و نیز مولیگان [14]میتاس ،[16]12و هنکوک 11زی جدار نازک توسط داویدهاسازه

بررسی قرار گرفت. مباحث تئوری مربوط به کمانش صفحات کامپوزیت و غیر همسانگرد توسط نویسندگانی 

مقایسه  [18] 18به چاپ رسید. نور [13] 13، اشتون و ویتنی[13] 13، امبرتسومایان[15] 15لخنیتسکیهمچون 

، تئوری تغییر شکل برشی خطی و یک تئوری سه بعدی در زمینه پایداری هاورقای بین تئوری کلاسیک 

 انجام داد. 19تروپیکالاستیک صفحات کامپوزیتی اورتو

  ایصفحهدارای قید داخل  هایورقکمانش  1-5-1

باشد و به عبارت دیگر، نتواند به طور آزادانه در راستای  ایصفحهدرصورتی که یک ورق دارای قیود داخل 

محورهای طولی و عرضی خود تغییر شکل دهد، میدان تنش ایجاد شده در آن براثر اعمال بارگذاری داخل 
                                                           
1 Perturbation Expansion 
2 Asymptotic Expansion 
3  Bernoulli 
4 Timoshenko 
5 Volmir 
6 Smith 
7 Grimaldi 
8 Pignataro 
9 Koiter 
10 Local Buckling 
11 Davis 
12 Hancock 
13 Mulligan 
14 Pekoz 
15 Lekhnitskii 
16 Ambartsumyan 
17 Whitney 
18 Noor 
19 Orthotropic 



14 

 

، باید مورد کمانشپیشبنابراین تاثیر این قیود بر روی میدان تنش ثر از وجود این قیود خواهد بود. ، متایاصفحه

 نشان داده شده است. ایصفحهاز یک ورق با قیود داخل  اینمونه 1-1ارزیابی قرار گیرد. در شکل 

 کمانشپیشبر میدان تنش  ایصفحهبه بررسی اثر چهار نوع قید داخل  [19] 2و آدالی 1کاگداس

رین مقدار کامپوزیتی پرداختند. آنها همچنین مساله بهینه سازی ضخامت ورق به منظور تحمل بیشت هایورق

در  ایصفحهآمده، در نظر نگرفتن تاثیر قیود داخل  دستبهنتایج عددی  اساسبرند. بارکمانش را حل نمود

 1و پندی 6. شربورنشودمیباعث ایجاد خطا در پیش بینی رفتار کمانشی ورق  کمانشپیشاسبه میدان تنش مح

-. به منظور مدلورد ارزیابی قرار دادندرا م ایصفحهکامپوزیتی مستطیلی با قید داخل  هایورقپایداری  [24]

متعامد  هایایجملهسازی ورق از تئوری ورق  کیرشهف و برای حل معادلات حاکم، از روش ریتز به همراه چند 

 استفاده شد. 5اشمیت-امبا استفاده از روش گر

داخل  ساده و با درنظر گرفتن قیود ایصفحهاورتوتروپیک با شرایط مرزی خارج  هایورقکمانش 

و با  رق از تئوری کلاسیک استفاده نمودبررسی شد. وی برای مدل سازی و [21] 3، توسط هریسایصفحه

با طول زیاد که در معرض  هاورقنتایج این مقاله، در  اساسرب. به حل معادلات پرداخت 3استفاده از روش لوی

د ناشی از نیروهای ایجاد شده در جهت عمود بر راستای توانمیباریکنواخت تک محوره قرار دارند، کمانش 

نشان  [22] 8زیگلر .شوندمیایجاد  ایصفحهی داخل هاجابجاییبارگذاری باشد که این نیروها بر اثر مقید کردن 

های برشی در راستای ضخامت ورق هم مرتبه با اثر تغییر شکل ای،های داخل صفحهکه اثر تغییر شکل داد

 باشد.می

ی تک محوره بوده و جابجایی داخل با طول زیاد که در معرض بارگذار هاورقکمانش  [26] 9نمس

ی با شرایط مرزی ساده هایورقآن توسط قیود الاستیک محدود شده است را مورد بررسی قرار داد. وی  ایصفحه

و نیز شرایط  ایصفحهو گیردار را با استفاده از روش ریتز مورد تحلیل قرار داد و اثر میزان سفتی قیود داخل 

 رائه نتایج عددی و نمودارهای مختلف نشان داد.مرزی بر بار کمانش را با ا

                                                           
1 Cagdas 
2 Adali 
3 Sherbourne 
4 Pandey 
5 Gram-Schmidt Method 
6 Harris 
7 Levy 
8 Ziegler 
9 Nemeth 
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 ب(                 الف(                                                   

 ]26[ای صفحهب( بارهای ایجاد شده بر اثر وجود قیود داخل  ای الاستیک  الف( شرایط مرزیصفحه: ورق با قیود داخل 1-1شکل 

 هالبهدر  غیریکنواختبارگذاری  با هاورقکمانش  1-5-2

خطی و یا  صورتبهد توانمیقرار داشته باشد و این بار  هالبهیک ورق ممکن است درمعرض بار غیریکنواخت در 

به خصوص در حالت بار غیرخطی، به مراتب پیچیده تر از  هاورقاعمال شود. تحلیل کمانش این نوع  غیرخطی

آوردن میدان تنش  دستبه، غیریکنواخت. زیرا در بار باشدمیاخت در معرض بار یکنو هایورقتحلیل 

را مورد مطالعه قرار داده  هاورقدشوار است. در ادامه به مرور تعدادی از مقالات که کمانش این نوع  کمانشپیش

 .شودمیاند، پرداخته 

جمله بارگذاری از  غیریکنواختمختلف بارگذاری  هایحالتمستطیلی که در معرض  هایورقکمانش 

مورد مطالعه  [25 ،21] 2و باسکار 1متمرکز، بارگذاری موضعی، بارگذاری سینوسی و ... قرار دارند، توسط جانا

را  کمانشپیشاصل جمع آثار، مساله  اساسبرتابع تنش ایری  قرار گرفت. آنها ابتدا با استفاده از ترکیب چندین

ورق، حل نمودند. این روش حل قادر است شرایط مرزی تنش در  ایصفحهبه منظور تعیین میدان تنش داخل 

تئوری  اساسبرورق را ارضا کند. پس از آن با استفاده از روش گالرکین به حل معادله کمانش ورق  هایلبه

آوردند. همچنین در مرجع  دستبهمختلف بارگذاری  هایحالتختند و بارکمانش ورق را برای کلاسیک پردا

استفاده و نتایج آن  ایصفحهآوردن میدان تنش داخل  دستبهبه منظور  6از روش کانتروویچ توسعه یافته [21]

 با حل مربوط به تابع تنش ایری مقایسه گردید.
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 غیریکنواختکه در معرض بار 1تابعی مدرجّ هایورقیک حل دقیق برای کمانش  [23]بداغی و سعیدی 

مورد بررسی توسط آنها بر روی یک بستر الاستیک قرار داشته و دارای  هایورققرار دارند، ارائه نمودند.  هالبهدر 

دیگر  هایلبهر بارگذاری شده و ترکیب شرایط مرزی ساده، گیردار و آزاد د هایلبهشرایط مرزی ساده در 

، معادله مربوط به کمانش به یک معادله دیفرانسیل معمولی با ضرایب متغیر 2لوی. با استفاده از روش باشدمی

تبدیل و برای حل دقیق این معادله دیفرانسیل، از روش سری های فروبینیوس استفاده شد و اثر پارامترهای 

مختلف بارگذاری و نیز شرایط مرزی بر  هایحالتو  مختلف همچون نسبت ظاهری ورق، سفتی بستر الاستیک

کامپوزیتی که در معرض  هایورقبه بررسی کمانش  [23] 1و راچاماندرا 6کومار روی بارکمانش بررسی گردید.

قرار دارند، پرداختند. در این مقاله از تئوری تغییر شکل  هالبهبه شکل خطی و سهمی در  غیریکنواختبارگذاری 

آوردن معادلات حاکم استفاده و چندین ترکیب مختلف برای شرایط مرزی  دستبهبرشی مرتبه بالاتر به منظور 

ورق یکنواخت نیست، محاسبه بارکمانش در طی  هایلبهباراعمالی بر  کهاینبا توجه به  .فته شدورق درنظر گر

، یک مساله الاستیسیته دوبعدی کمانشپیشدو مرحله انجام گرفت: در مرحله اول به منظور تعیین توزیع تنش 

تفاده از اصل حداقل انرژی حل شد و درمرحله دوم با استفاده از این میدان تنش، معادلات کمانش ورق با اس

آمد و برای حل این معادلات از روش گالرکین استفاده گردید. در این مقاله به منظور محاسبه  دستبهپتانسیل 

تعریف شده  ایگونه، از تابع تنش ایری با ضرایب ثابت مجهول استفاده شد. این تابع به کمانشپیشمیدان تنش 

 دستبه ایصفحهکردن انرژی کرنشی داخل  کمینهد و ضرایب ثابت آن با که شرایط مرزی نیرویی را ارضا کن

بررسی شد.  [28] 3و باسکار 5توسط برات  غیریکنواختاورتوتروپیک در معرض بار هایورق. کمانش آیندمی

همسانگرد به  هایورقبر روی بار کمانش نسبت به  هالبهنتایج این مقاله، تاثیر شکل توزیع بار در  اساسبر

های یعتوز درمعرض بارگذاری خطی با هاورقکمانش و ارتعاشات  [64 ،29] 3مراتب بیشتر است. لیسا و کانگ

بارگذاری  هایلبهدر  ورد بررسی دارای شرایط مرزی سادهم هایورق. دادندمختلف را مورد بررسی قرار 

، معادله کمانش ورق به یک yو  x برحسبحاصل ضرب دو تابع  صورتبه. با درنظر گرفتن حل مساله باشندمی

های فروبینیوس به کار ن معادله، روش سریرای حل ایمعادله دیفرانسیل معمولی با ضرایب متغیر تبدیل و ب

به  [61] 9و دوراکوندا 8. برتآمد دستبه، هالبهو بارکمانش ورق برای توزیع های مختلف بارگذاری در  گرفته شد
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، که در معرض بارگذاری سینوسی قرار هالبهمستطیلی با شرایط مرزی ساده در تمامی  هایورقبررسی کمانش 

تابع تنش ایری استفاده  یناز جمع چند کمانشپیش. در این مقاله برای محاسبه میدان تنش نددارند، پرداخت

آمده  دستبهتئوری کلاسیک  اساسبره ، معادله کمانش ورق کایصفحهشد. پس از محاسبه میدان تنش داخل 

 مربعاتی حل معادلات دیفرانسیل، روش هاروشاست، با استفاده از روش گالرکین حل شد. یکی از 

معرفی شد، یک  [62] 6و کاستی 2توسط بلمن 1931. این روش که برای اولین بار در سال باشدمی 1دیفرانسیلی

و همکاران  1. ونگباشدمیروش عددی به منظور حل معادلات با شرایط اولیه و نیز معادلات با شرایط مرزی 

قرار  هالبهکه درمعرض بارغیریکنواخت در  مستطیلی هایورقاز این روش برای محاسبه بارکمانش  [66-65]

و نیز بارگذاری به شکل  [61 ،66]. آنها تاثیر بارگذاری کسینوسی و بارگذاری خطی نددارند، استفاده نمود

با استفاده از ترکیب  [63]. جعفری و افتخاری ندرا بر روی بارکمانش ورق مورد بررسی قرار داد [65]سهمی 

ع بر مستطیلی اورتوتروپیک واق هایورقدیفرانسیلی، به بررسی کمانش و ارتعاشات  مربعاتروش ریتز و روش 

. در این روش ترکیبی، ابتدا مشتقات جزئی برحسب مختصات ورق، با استفاده روی یک بستر الاستیک پرداختند

. سپس باشدمیآن یک دستگاه معادلات دیفرانسیل معمولی  که نتیجه گسسته در آمدند صورتبهاز روش ریتز 

وش . آنها پس از بررسی همگرایی رل این دستگاه معادلات استفاده شددیفرانسیلی برای ح مربعاتاز روش 

های مختلف بارگذاری و نیز انواع مختلف شرایط های طبیعی ورق را برای حالتپیشنهادی، بار کمانش و فرکانس

 .نمودندزی محاسبه مر

 دارای گشودگی یهاورقکمانش  1-5-3

تک محوره  کششیکه درمعرض بار  دارای گشودگی کامپوزیت مربعی هایورقکمانش بر روی  [63] 5مارتین

های که در آن انتگرال باشدمیریتز -روش ریلی اساسبرقرار دارند، مطالعه نمود. تحلیل انجام شده در این کار، 

تی متقارن و نامتقارن و دوگانه به روش عددی محاسبه و نتایج عددی و تحلیلی مربوط به چندین ورق کامپوزی

مستطیلی اورتوتروپیک در معرض  هایورقکمانش  [68]و همکاران  3ارائه شد. مارشال دایرویدارای گشودگی 

-را به روش تحلیلی و تجربی مورد بررسی قرار دادند. نتایج تقریبی دایرویشودگی بارگذاری فشاری و دارای گ

 آمد. نمس و همکاران دستبهریتز -دارای شرایط مرزی ساده با استفاده از روش ریلی هایورقتحلیلی برای 

                                                           
1 Differential Quadrature Method (DQM) 
2 Bellman 
3 Casti 
4 Wang 
5 Martin 
6 Marshall 



11 

 

ه هستند را مورد مطالعه در مرکز صفح دایرویکامپوزیتی مستطیلی که دارای گشودگی  هایورقکمانش   [69]

و  کمانشپیشی استفاده نمودند که در آن معادلات مربوط به یک روش تقریب ا برای تحلیل ورق ازند. آنهقرار داد

گاه معادلات دیفرانسیل یک بعدی دستبهکمانش ورق، که به شکل دستگاه معادلات دیفرانسیل دوبعدی هستند، 

آمده  دستبهحل شدند. نتایج  1خطی با ضرایب متغیر تبدیل شدند. این معادلات با روش تفاضلات محدود

آمده از روش اجزای محدود و نیز نتایج تجربی برای تعدادی از  دستبهتحلیلی با حل -این حل تقریبی اساسبر

بررسی شده دارای شرایط تکیه گاهی ساده و  هایورقمقایسه و تطابق خوبی بین آنها مشاهده شد.  هاورق

 دایرویاورتوتروپیک دارای گشودگی  هایورقبه منظور محاسبه بارکمانش  [14] 6و کلانگ 2. اونندگیردار بود

با  [12 ،11] 1. همچنین بریتر شکل عرضی ورق استفاده نمودندتغیی در مرکز، از سری مثلثاتی به منظور تقریب

و استفاده از سری های مثلثاتی  کمانشپیشاستفاده از تئوری توابع پتانسیل مختلط برای محاسبه میدان تنش 

گشودگی بیضوی درمرکز  پیشنهاد شده توسط اون و کلانگ، به بررسی کمانش پنل های مستطیلی دارای

کامپوزیتی دارای گشودگی  هایورقنیز از روشی مشابه برای حل مساله کمانش  [16]و کلانگ  5. جونزپرداخت

و در معرض ترکیب بار فشاری دو محوره و بار برشی استفاده نمودند. در این مقاله برای تقریب جابجایی عرضی 

و  باشدمی 3، روش نوار محدودهاورقی تحلیل هاروش. یکی از ی های مثلثاتی دوگانه استفاده شدورق، از سر

و بدون گشودگی  دارای گشودگی هایورقاز این روش به منظور بررسی کمانش  [18-11]تعدادی از محققین 

ر اواخر دهه هفتاد معرفی شد، ابزاری د [54 ،19] 3. این روش که در ابتدا توسط چئونگاستفاده نمودند

دال و روش . این روش در واقع ترکیبی از روش مُباشدمیی ورق مانند هاسازهقدرتمند و فراگیر برای تحلیل 

ی مختلفی است. برای مثال در حالت عمومی و رایج مورد استفاده هاشکلو خود دارای  باشدمیاجزای محدود 

 یابل ورق در یک جهت و از توابع میانط به یک تیر برای تقریب زدن تغییر شکاین روش، از توابع ویژه مربو

که این روش برای تحلیل  دهدمی. نتایج نشان شودمیبرای تقریب آن در جهت دیگر استفاده  8هرمیتی برای

 کندیمتر و بهتر عمل (، نسبت به روش اجزای محدود موثرگیردار-یی با شرایط مرزی متداول )سادههاسازه

 اساسبر(  9یمه تحلیلی و روش اسپیلاین)روش ن از دو مدل روش نوار محدود [13]. اویسی و فضیلتی[51]

کامپوزیت نسبتا ضخیم  هایورقتئوری تغییر شکل برشی مرتبه سوم ارائه شده توسط ردی، به منظور تحلیل 
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بر روی بار کمانش و فرکانس  دایرویدارای گشودگی استفاده نمودند. آنها تاثیر وجود دو نوع گشودگی مربعی و 

با استفاده از روش نوار محدود به بررسی ناپایداری  [18] هاهمچنین آنر دادند. طبیعی را مورد ارزیابی قرا

 کی و کمانش پنل های کامپوزیت دارای گشودگی مربعی و تقویت شده در جهت طولی پرداختند.دینامی

 یهاورقتوابع اسپیلاین به منظور تحلیل کمانش  اساسبرنیز از روش نوار محدود  [11] 2و کونگ 1چئونگ

روش از یک  [52] 1و مادنسی 6د. باروترشی قرار دارند، استفاده نمودندارای گشودگی مربعی که در معرض بار ب

کامپوزیتی متقارن که در معرض بارگذاری حرارتی  هایورقو کمانش  کمانشپیشتحلیلی به منظور تحلیل نیمه

. باشندمیدارای گشودگی بیضوی با موقعیت و جهت اختیاری  هاورقو مکانیکی قرار دارند، استفاده کردند. این 

 هایایجملهیل با استفاده از توابع پتانسیل مختلط و چند انرژی پتانساصل حداقل  اساسبرآنها تحلیل خود را 

ی محلی در هاشکلهای شدید تنش و تغییر سیل مختلط قادر به توصیف گرادیانکامل انجام دادند. توابع پتان

)قیود الاستیک(  ورق به کمک فنرهای پیچشی و خطی هایلبه. همچنین شرایط مرزی در باشندمیاطراف ورق 

و در معرض  دایرویدارای گشودگی  هایورق کمانشپسکمانش و  [56] 5اسب مدل شدند. هرمانبا سفتی من

بارگذاری برشی را بررسی نمود. وی نتایج خود را با استفاده از روش اجزای محدود برای شش نمونه آزمایشی 

تهیه نموده است، به بررسی  ناساآورد. نمس در مقالات متعدد و نیز در گزارشات مختلفی که در موسسه  دستبه

با  [53]. وی در مرجع [53-51 ،69 ،5]دارای گشودگی پرداخته است  هایورق کمانشپسر کمانش و رفتا

 کمانشپساستفاده از روش تجربی و انجام آزمایشات متعدد بر روی نمونه های مختلف، به بررسی کمانش و 

های آزمایشی درمرکز پرداخت. نمونه دایرویاپوکسی و دارای گشودگی -مربعی ساخته شده از گرافیت هایورق

 اساسبردیگر بودند.  هایلبهزی ساده در بارگذاری شده و شرایط مر هایلبهوی، دارای شرایط مرزی گیردار در 

آمدند که تاثیر وجود سوراخ بر  دستبه ایصفحهجابجایی خارج  برحسبنتایج این آزمایشات، نمودارهای نیرو 

دهند. وی با انجام مطالعات و پس از کمانش نشان می کمانشپیشظرفیت تحمل بار توسط ورق را در حالت 

مختلف از جمله شرایط مرزی و اندازه سوراخ را بر روی رفتار کمانشی ارزیابی و نتایج  پارامتری، تاثیر پارامترهای

. او همچنین به مرور کارهای انجام شده در زمینه کمانش و [55]کار خود را با نتایج تجربی مقایسه کرد

 هایورقبه مطالعه رفتار کمانش  [53] 3و تسوکامورا 3. یاسوئی[5]دارای گشودگی پرداخت  هایورق کمانشپس

ز صفحه پرداختند. آنها برای و مربعی واقع در مرک دایرویکامپوزیتی با شرایط مرزی ساده و دارای گشودگی 
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تحلیل ورق از روش اجزای محدود استفاده نمودند. نتایج ارائه شده توسط آنها، دربردارنده تاثیر اندازه و شکل 

ی، با استفاده از روش محاسبات تجرب [58] 2و مو 1. ووباشدمیسوراخ و نیز نسبت ظاهری ورق بر بارکمانش 

همسانگرد و اورتوتروپیک با ابعاد محدود و دارای  هایورقروابطی را برای محاسبه ضرایب شدت تنش در 

. همچنین مطابقت خوبی بین بودنددر معرض بارگذاری تک محوره  هاورقند. این ارائه نمود دایرویگشودگی 

مستطیلی  هایورقکمانش  [59]قنادپور و همکاران  .کردندنتایج کار خود و روش اجزای محدود مشاهده 

کامپوزیتی را با استفاده از روش اجزای محدود بررسی و تاثیر پارامترهایی همچون اندازه و شکل سوراخ، نسبت 

ی که دارای هایورقنتایج این مقاله،  اساسبرظاهری و شرایط مرزی ورق بر بار کمانش را ارزیابی نمودند. 

کنند. اثر بدون گشودگی کمانش می هایورقرهای بیشتری نسبت به ها، در باگشودگی هستند در بعضی حالت

بررسی  [34]و همکاران  6کامپوزیتی با گشودگی مربعی، توسط آنیل هایورقبارگذاری دو محوره بر پایداری 

تئوری تغییر شکل برشی مرتبه بالا استفاده نمودند.  اساسبرشد. آنها برای تحلیل ورق از روش اجزای محدود 

گیری الیاف، مورد ضخیم و نازک نسبت به زاویه قرار کامپوزیتی متقارن هایورقنحوه تغییرات بار کمانش در 

 بر رفتار کمانشی ورق لحاظ شد.  مانشکپیشبررسی قرار گرفت. در این مقاله تاثیر میدان تنش 

کامپوزیتی دارای  هایورقدر مقالات خود به بررسی پایداری و شکست  [36-31] 1کومار و سینگ

د بررسی دارای گشودگی هایی به شکل دایره، مربع، لوزی، مور هایورقی مختلف پرداختند. هاشکلگشودگی با 

تئوری تغییر  اساسبر. تحلیل ورق با استفاده از روش اجزای محدود و باشندمیبیضی عمودی و بیضی افقی 

کارمن استفاده شد.  فن، از فرضیات غیرخطی هندسیو به منظور درنظر گرفتن  باشدمیشکل برشی مرتبه اول 

تاثیر شرایط مرزی و نیز تاثیر ترکیب بارگذاری فشاری تک محوره و بارگذاری برشی داخل در این مقالات 

به  [31] 3و اوزمان 5کامپوزیتی مورد ارزیابی قرار گرفت. توپال هایورقبر رفتار کمانشی و نیز شکست  ایصفحه

 هالبهو با شرایط مرزی ساده در تمامی  دایرویکامپوزیتی دارای گشودگی  هایورقبهینه سازی بارکمانش 

پرداختند. هدف بهینه سازی، بیشینه کردن بارکمانش ورق و متغیر بهینه سازی، جهت قرارگیری الیاف بوده و 

کامپوزیتی دارای  هایورقکمانش  [35] 9و آچور 8انجام شد. اویناس 3MFDبهینه سازی با استفاده از روش 
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را  بررسی کرده و بارکمانش آباکوسافزار با استفاده از روش اجزای محدود به کمک نرم گشودگی بیضوی را 

گیری و موقعیت سوراخ ارائه قطر بزرگ به قطر کوچک بیضی(، جهت)نسبت  برای مقادیر مختلف اندازه سوراخ

 ،33]و همکاران  1جان. ناتاراباشدمی دایرویکه کمترین بار کمانش مربوط به سوراخ  دهدمیدادند. نتایج نشان 

دارای ترک و  FGM هایورقروش اجزای محدود توسعه یافته به بررسی پارامتریک کمانش با استفاده از  [33

تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول استخراج و  اساسبرمعادلات ورق  [33]گشودگی پرداختند. در مرجع 

تغییرات ماده تنها در راستای ضخامت درنظر گرفته شد. تاثیر پارامترهای مختلفی همچون طول و موقعیت 

ترک، شعاع گشودگی و موقعیت آن، نسبت ظاهری و ضخامت ورق و نیز تاثیر شرایط مرزی بر روی بار کمانش 

نتایج این مقاله، بار کمانش با افزایش طول ترک، شعاع گشودگی و نیز ضریب گرادیان ماده  اساسبر. بررسی شد

کامپوزیتی دارای گشودگی که در  هایورقبه بررسی کمانش و ارتعاشات  [33]. آنها در مقاله یابدمیکاهش 

و بیضوی، هندسه ورق، میزان  دایرویمعرض رطوبت و تغییرات دما قرار دارند، پرداختند و تاثیر دو نوع سوراخ 

د تمرکز و انباشت رطوبت، گرادیان حرارتی و نیز شرایط مرزی بر فرکانس های طبیعی و بار کمانش را مور

کامپوزیتی مربعی دارای گشودگی به شکل دایره و  هایورقکمانش  [38]بررسی قرار دادند. کومور و همکاران 

یر موقعیت . در این مقاله تاثمورد مطالعه قرار دادند انسیسبیضی را با استفاده از روش عددی به کمک نرم افزار 

 دستبههای عددی داده اساسبرروی بار کمانش ورق بررسی و گیری سوراخ بیضوی بر و اندازه گشودگی و جهت

با لایه های ورقمقاومت بیشتری در مقایسه با  2گذاری متعامدلایهبا کامپوزیتی  هایورقکه  آمده، مشاهده شد

کامپوزیت دارای  هایورقدهند. کمانش و تحلیل حساسیت در مقابل کمانش از خود نشان می 6دارگذاری زاویه

 ،39]درمرکز که تحت اعمال همزمان بار مکانیکی و حرارتی قرار دارند، توسط نور و همکاران  دایرویودگی گش

که تحت اعمال بارحرارتی ناشی  هاورقاین  کمانشپسبه بررسی کمانش و  [34]مرجع  بررسی شد. آنها در [34

 [39]ورق قرار دارند، پرداختند و در مرجع  هایلبهاز تغییر دما در راستای ضخامت ورق و بارمکانیکی برشی در 

درمعرض بار حرارتی و بار مکانیکی فشاری را بررسی کردند. این نویسندگان در مقالات خود از روش  هایورق

ی تنش و یا کرنش های میانگین در هامنتجهی جابجایی و نیز هامولفهی مساله شامل هامتغیرعددی که در آن 

ای مربوط به مرز هخود را درقالب منحنی ، به منظور تحلیل ورق استفاده و نتایجباشندمیراستای ضخامت ورق 

و نیز ضرایب حساسیت که  کمانشپسنیرو برای توصیف رفتار  برحسبهای تغییر شکل عرضی پایدارای، منحنی

، باشدمیها به تغییرات سفتی ورق و جنس لایه ورق نسبت کمانشپسدهنده حساسیت پاسخ کمانش و نشان

پژند و دارای گشودگی توسط رضایی هایورقضریب تمرکز تنش در  ند. تحلیل تنش و محاسبهارائه نمود
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تئوری الاستیسیته اجسام ناهمسانگرد که توسط  اساسبر. آنها از یک روش تحلیلی انجام شد [36-31]جعفری 

مطرح شده است،  به منظور تعیین توزیع تنش و محاسبه ضریب تمرکز تنش استفاده و نتایج کار  خنیتسکیل

. ( و ) دایره، مربع، مثلث و .. . همچنین تاثیر هندسه گشودگیروش اجزای محدود مقایسه نمودندخود را با 

 .ار دادندا مورد بررسی قر)همسانگرد و ناهمسانگرد( ر گیری آن و نیز نوع مادهجهت

به مطالعه پارامتریک توزیع تنش و کرنش، جابجایی و محاسبه بار  [31]مروت و رحیمی در مقاله خود 

مپوزیتی با سه نوع گشودگی پرداختند. دراین مقاله از نرم افزار المان محدود های کاو پنل هاورقبحرانی کمانش 

های با پنل هاورق، مربعی و مربعی پخ دار و مقایسه رفتار دایرویبا گشودگی  هاورقبه منظور بررسی  انسیس

 هایورقبه بررسی تجربی رفتار کمانشی و شکست  [35]و همکاران  1خمیده متناظر استفاده شد. نائوس

 هایاندازهبا  دایرویکسی با شرایط مرزی ساده که دارای گشودگی اپو-مستطیلی کامپوزیت از جنس گرافیت

به  انسیسبا استفاده از روش اجزای محدود به کمک نرم افزار  [33] 2مختلف بودند، پرداختند. بیلی و وود

، مربع و بیضی و با هایی به شکل دایرهکامپوزیت دارای گشودگی هایورق کمانشپسبررسی رفتار کمانش و 

. در این اری دو محوره قرار دارند، پرداختندکه در معرض بارگذاری فش هالبهشرایط مرزی گیردار در تمامی 

 [33] 1و بالتاسی 6. باباابقت خوبی بین آنها گزارش شده استمقاله نتایج حل عددی با نتایج تجربی مقایسه و مط

زیتی کامپو هایورقو روش تجربی، به منظور بررسی رفتار کمانشی  انسیساز روش عددی به کمک نرم افزار 

در مرکز و دیگری سوراخ  دایرویند. مطالعه آنها بر روی دو نوع سوراخ، یکی سوراخ دارای گشودگی استفاده نمود

سه نوع شرط مرزی بر روی بار کمانش ارزیابی  انجام و تاثیر دو نوع ساختار کامپوزیتی و هالبهدر  دایروینیم

آمده برای بار کمانش بزرگتر از مقادیر پیش  دستبهمقایسه نتایج عددی و تجربی، مقادیر تجربی  اساسبرشد. 

ها، اورتوتروپی ماده و شرایط انجام دلایل این امر، نقص اولیه نمونه و باشندمیبینی شده از روش عددی 

 ه است.آزمایشات عنوان شد

ای همسانگرد دار هایورقبه منظور بررسی کمانش  3جابجایی مزدوج-از روش بار [38] 3و برون 5شاکرلی

و نوع بارگذاری، شامل بارگذاری فشاری تک محوره و ند. در این مقاله دگشودگی مستطیلی استفاده نمود

و بارکمانش ورق به  ، مورد بررسی قرار گرفتهالبهبارگذاری برشی و دو نوع شرط مرزی ساده وگیردار در تمامی 
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. روش دگیری آن نسبت به محورهای ورق محاسبه شهای مختلف قرارزای ابعاد مختلف گشودگی و موقعیتا

با تغییرات ناگهانی  هاورقبه منظور بررسی ارتعاشات و پایداری  [39]و همکاران  2متوسط تا 1سفتی منفی

سبتا ن هایورق. آنها از تئوری مندلین برای ودگی مورد استفاده قرار گرفتدارای گش هاورقضخامت و نیز 

ضخیم، به همراه روش اجزای محدود استفاده نمودند و اثر اندازه سوراخ و تغییر ضخامت را بر روی فرکانس 

طبیعی و بارکمانش ورق مورد ارزیابی قرار دادند. یکی از مزیتهای این روش آن است که استفاده از یک مش 

دارای گشودگی  هایورقخ را مدل نماید. کمانش د به خوبی اثر وجود سوراتوانمیی مرتبه بالا هاالماندرشت با 

مورد بررسی قرار  [84]مقابل قراردارند، توسط برون  هایلبهمستطیلی که در معرض بار متمرکز فشاری در 

مرزی و  جابجایی تلفیقی استفاده نمود و تاثیر محل اعمال بار متمرکز، چهار نوع شرط-گرفت. وی از روش نیرو

نتایج، با انتخاب مناسب ابعاد و  اساسبرنیز ابعاد سوراخ و نسبت ظاهری ورق بر بارکمانش را بررسی کرد. 

 اثر آن بر بار کمانش را تا حد زیادی کاهش داد. توانمیموقعیت قرارگیری سوراخ، 

مربعی دارای  هایورقتغییر شکل عرضی با استفاده از روش ریتز به تحلیل  [81] 6سینگ و پائول

پرداختند. برای تحلیل  در مرکز دایرویدارای سوراخ مربعی و  دایروی هایورقدر مرکز و نیز  دایرویسوراخ 

مساله، هندسه صفحه به چندین بخش که هربخش دارای مرزهای منحنی شکل است، تقسیم شد. سپس برای 

ن هندسه و میدان جابجایی هر بخش، از دو نوع توابع میان یاب متفاوت استفاده شد که درآن میدان جابجایی بیا

. در نهایت معادلات ماتریسی سیستم با استفاده از اصول حساب شودمییابی مرتبه بالا، میان هایایجملهبا چند 

ها نسبت به تعداد د، کم بودن تعداد بخشآمد. مزیت این روش نسبت به روش اجزای محدو دستبهتغییرات 

دارای گشودگی به شکل دایره، بیضی و  هایورقدر روش اجزای محدود است. ارتعاشات و کمانش  هاالمان

مورد  [82] 5و داتا 1کششی و فشاری قرار دارند، توسط پرابهاکارا ایصفحهمستطیل که در معرض بار داخل 

آمد و حل مساله با استفاده از  دستبهمطالعه قرار گرفت. معادلات ماتریسی سیستم با استفاده از روش انرژی 

نیز  هالبهد تحت اعمال نیروی کششی در توانمیروش اجزای محدود صورت گرفت. یک ورق دارای گشودگی 

ای در اطراف ، ناحیهگیردمیکشش قرار  دچار کمانش شود. علت این امر، آن است که هنگامی که ورق درمعرض

. وجود این ناحیه، باعث ایجاد کمانش محلی در باشدمیی فشاری هاتنشکه دارای  شودمیگشودگی ایجاد 

که با افزایش بار کششی، فرکانس ورق ابتدا  دهدمی. تحلیل رفتار ارتعاشی ورق نشان شودمیاطراف گشودگی 
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بیشتر بار، فرکانس روند کاهشی پیدا کرده که نشان دهنده آغاز وقوع کمانش  اما با افزایش یابد؛میافزایش 

دارای  هاورقبا استفاده از روش اجزای محدود به مطالعه کمانش  [86] 2و یوشیدا 1. شیمیزوباشدمیمحلی 

هری و ی ظاهانسبت، پرداختند و بار کمانش را برای باشندمیکششی  ایصفحهگشودگی که درمعرض بارداخل 

کمک ا استفاده از روش اجزای محدود بهب [81] 1و فوجیکوبو 6آوردند. هارادا دستبهعرض بارگذاری مختلف، 

مستطیلی دارای گشودگی و با شرایط مرزی ساده را مورد بررسی قرار  هایورقکمانش  MSC/MARCافزار نرم

مستطیلی دارای گشودگی با شرایط مرزی ساده و  هایورقبه بررسی کمانش  [85] 3و نظمی 5دادند. ال سوی

پرداختند.  انسیسدر معرض بارگذاری فشاری تک محوره با استفاده از روش اجزای محدود به کمک نرم افزار 

. باشدمیهای گرد و مستطیلی با گوشته دایرویط مختلف ورق قرار داشته و گشودگی از نوع مرکز سوراخ در نقا

دارند.  دایرویدارای گشودگی مستطیلی رفتار بهتری نسبت به گشودگی  هایورقنتایج این مقاله،  اساسبر

سوراخ نباید در ، یک ناحیه بحرانی تعریف شده است که مرکز دایرویدارای گشودگی  هایورقهمچنین برای 

و نزدیکترین لبه ورق که بارگذاری  دایرویاین ناحیه قرار گیرد. پیشنهاد شده است که فاصله بین لبه سوراخ 

. باشدمیعرض ورق )عرض لبه بارگذاری شده(  bنباشد که در آن  0.1bروی آن انجام نشده است، کمتر از 

مورد بررسی قرار گرفت و روابطی برای  [83] 8و اسچافر 3دارای چندین گشودگی توسط معن هایورقانش کم

. برای تحلیل ورق از نرم افزار ی بحرانی ورق ارائه شدهاتنشوجود یک و یا چند سوراخ بر روی تخمین تاثیر 

ها مورد بررسی قرار انی به اندازه و فاصله بین سوراخی بحرهاتنشاستفاده شد. همچنین حساسیت  آباکوس

ها، باعث افزایش و یا کاهش ختوجه به هندسه و فاصله بین سوراد با توانمینتایج، وجود سوراخ  اساسبرگرفت. 

دارای گشودگی که در معرض بارگذاری  هایورقی بحرانی نسبت به یک ورق بدون سوراخ شود. کمانش هاتنش

بررسی شد.  انسیسو به کمک نرم افزار  [83] 14و سونمز 9، توسط کومورباشندمی هالبهدر  غیرخطیخطی یا 

در راستای محور طولی ورق، تاثیر موقعیت سوراخ بر رفتار کمانشی  دایرویآنها با تغییر محل قرار گیری سوراخ 

دارای گشودگی به شکل دایره و مستطیل و  هایورقکمانش  [88]و همکاران  11ورق را ارزیابی نمودند. مایورانا

بررسی شده تنها در قسمتی  هایورقرا مورد مطالعه قرار دادند. بارگذاری  هالبهبا شرایط مرزی ساده در تمامی 
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متقارن است. به منظور تحلیل ورق، از روش اجزای محدود استفاده و بار کمانش برای  صورتبهاز لبه ورق و 

 اساسبریر مختلف عرض بارگذاری و نیز برای دو نوع گشودگی واقع در نقاط مختلف ورق محاسبه شد. مقاد

هایی در مورد موقعیت و نحوه قرارگیری گشودگی ارائه شد. ال سوی و آمده، پیشنهاد دستبهنتایج عددی 

که در  دایرویدارای گشودگی  هایورقاز روش اجزای محدود به منظور محاسبه بارکمانش  [89]همکاران 

، استفاده نمودند. ورق مورد بررسی دارای شرایط مرزی ساده در تمامی باشندمیمعرض بارگذاری دو محوره 

ی طولی و عرضی ورق، . آنها تاثیر پارامترهای مختلف همچون نسبت بار اعمالی در راستای محورهاباشدمی هالبه

نتایج، در اکثر موارد  اساسبرنسبت ظاهری ورق و قطر و موقعیت گشودگی را بر بارکمانش ورق مطالعه کردند. 

گذاری دومحوره کششی و ر. همچنین در نسبت بار منفی )بایابدمیبا افزایش قطر سوراخ، بار کمانش کاهش 

با استفاده از روش اجزای محدود اثر  [94]. فاضلی شودمیفشاری( وجود سوراخ باعث کاهش شدید بارکمانش 

ای تحت بار محوری را مورد بررسی قرار داد. وی با استفاده از نرم های استوانهپوستهگشودگی بیضوی بر کمانش 

آورد و با استفاده  دستبهمختلف اندازه و مکان گشودگی  هایحالتجابجایی را برای -منحنی بار ،آباکوسافزار 

از روش حداقل مربعات، روابطی را برای محاسبه نسبت بار به باربحرانی ارائه نمود. کمانش حرارتی و مکانیکی 

بررسی شد. آنها از روش اجزای  [91] 2و ادواردز 1و مربعی مرکزی، توسط کو دایرویدارای گشودگی  هایورق

رق، نوع سوراخ و اندازه آن بر مقاومت ورق در مقابل محدود به منظور بررسی اثر شرایط مرزی، نسبت ظاهری و

مقاومت  توانمینتایج این مطالعه، با افزایش اندازه سوراخ  اساسبرکمانش حرارتی و مکانیکی استفاده نمودند. 

 ورق را در برابر کمانش حرارتی افزایش داد. اما در مورد بارگذاری مکانیکی، این افزایش مقاومت در برابر کمانش،

و  دایرویبا سوراخ  هاورق. همچنین در بین دهدمیی ظاهری مشخصی رخ هانسبتتنها برای شرایط مرزی و 

با  هاورقبا سوراخ مربعی در مقابل کمانش، بیشتر از  هاورقمربعی که مساحت گشودگی یکسانی دارند، مقاومت 

به بررسی تاثیر نقص اولیه بر رفتار کمانشی ورق مستطیلی  [92]. شریعتی و فرجیان باشدمی دایرویسوراخ 

در نقاط مختلف ورق و  دایرویدگی با استفاده از روش تجربی و عددی پرداختند و تاثیر وجود سوراخ دارای گشو

آن را ارزیابی نمودند. اثر عرض بارگذاری بر روی کمانش  کمانشپسنیز تاثیر نقص اولیه بر رفتار کمانش و 

بررسی شد. در  [91 ،96] دادرسیصفحات مستطیلی دارای گشودگی به شکل مربع و دایره توسط شریعتی و 

-آوردن منحنی دستبهبه منظور  آباکوساین تحقیقات از روش تست تجربی و از روش عددی به کمک نرم افزار 

داد که با افزایش عرض بارگذاری از  جابجایی استفاده و نتایج حاصل با هم مقایسه شد. نتایج نشان-های بار

. همچنین یابدمیدارای گشودگی افزایش  هایورقحالت متمرکز به حالت گسترده، مقدار بار قابل تحمل توسط 

                                                           
1 Ko 
2 Edwards 
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 های ناقص فولادی دارای گشودگی مستطیلیبه بررسی کمانش مخروط [95]ای دیگر این نویسندگان در مقاله

ند. ط بر بارکمانش را ارزیابی نمودو تاثیر ابعاد گشودگی و نیز ارتفاع مخرو با نسبت اضلاع مختلف پرداختند

فولادی دارای  هایورقی کمانشپسبه بررسی تجربی و عددی رفتار کمانشی و  [93]و همکاران  فرجیان

بارگذاری  هایلبههای آزمایشی، های مختلف پرداختند. در نمونهگیریی شیاری شکل با ابعاد و جهتگشودگ

 دستبهربی نتایج تج اساسبر. باشندمیدیگر دارای شرایط مرزی آزاد  هایلبهشده دارای شرایط مرزی گیردار و 

 ارائه شد. هاورقیی به منظور پیش بینی بار کمانش این هافرمولآمده، 
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 دارای گشودگی هایورقخلاصه مقالات مرور شده در زمینه کمانش   1-6

Solution type Boundary condition Loading type Plate material Cutout shape Plate shape 

authors 
experimental numerical 

Semi-

analytic 
other clamped 

Simply 

support 
other shear compression composite isotropic other elliptical rectangle circular square rectangle 

*  *   *   * *     * *  Martin 
[73 ] 

*  *   *   * *     *  * Marshall 
[73 ] 

*  *  * *   * *     *  * Nemeth 
[97 ] 

  *     *  *     *  * Klang 
[04 ] 

  *    * *  *   *   *  Britt 
[04  ,04 ] 

  * *    * * * *    *   Jones [07 ] 

  * *    *  * *   *   * Cheung 
[00 ] 

  *  * *   * *    * *  * Ovesy 
[04 ] 

  *   *   * *    *   * Fazilat 
[03 ] 

  *   elastic   * *   *    * Barut [24 ] 

  *  * *  * *  *   *  *  Shakerley 
[33 ] 

  *  * *   *  *   *  *  Tham [39 ] 

  * *     *  *   *   * Brown 
[34 ] 

  *   *     *   * * *  Singh [34 ] 

 *    *  *  *     * *  Herman 
[27 ] 

 *  *  *   * *     * * * Nemeth 
[22 ] 
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Solution type Boundary condition Loading type Plate material Cutout shape Plate shape 

authors 
experimental numerical 

Semi-

analytic 
other clamped 

Simply 

support 
other shear compression composite isotropic other elliptical rectangle circular square rectangle 

*   *     *  *  * * * * * Nemeth 
[20 ] 

*    * *   * * *    * * * Nemeth 
[24 ] 

 *    *   * *    * *  * Yasui [23 ] 

 *     *  * * *    *  * Wu [23 ] 

 *  *  *   * *   *  *  * 
Ghannad

pour [29 ] 

 *  *     * *    *  *  Anil [44 ] 

 *    *   *  *    *  * Kumar 
[44 ] 

 *    * *   *     *  * Topal [40 ] 

 *  *     * *   *  * *  Ouinas 
[42 ] 

 *  *  * *  * FGM    *  * Natarajan 
[44 ] 

 *   * *   * *   *  *  * Natarajan 
[43 ] 

 *  *     * *   *  * *  Komur 
[43 ] 

 *    *  *  *     *  * Noor [49 ] 

 *    *   * *     *  * Noor  [34 ] 

 *    *   *  *  * * * *  Prabhakara 
[34 ] 

 *    *   *  *   * *  * Shimizu 
[37 ] 

 *    *  * *  *  *  *  * Harada 
[30 ] 
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Solution type Boundary condition Loading type Plate material Cutout shape Plate shape 

authors 
experimental numerical 

Semi-

analytic 
other clamped 

Simply 

support 
other shear compression composite isotropic other elliptical rectangle circular square rectangle 

 *    *   *  *   * *  * El-Sawy 
[32 ] 

 *  *  *   *  * *  *   * Moen [34 ] 

 *    *   *  *    *  * Komur 
[33 ] 

 *    *   *  *   * * * * Maiorana 
[33 ] 

 *    *   *  * *   *  * El-Sawy 
[39 ] 

 *  *     *  *   * *  * Ko [94 ] 

*   *     * *     *  * Knauss 
[32 ] 

    *  *   *   * * * *  Bailey 
[34 ] 

* *  * *    * *     *  * 
Okutan 

Baba [33 ] 

 شریعتی ]92[ *  *    *  *     *  * *

* *  *     *  *   * *  * 
شریعتی     

[95]  

* *  *     *  *   * *  * [91 ] شریعتی   

* *  *     *  * *     * [93 ] فرجیان   
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 بیان مساله و نوآوری 1-7

عوامل انواع مختلف آن پرداخته شد و  توضیح پدیده کمانش، چگونگی وقوع این پدیده و نیز ابتدا بهدر این فصل 

ت. سپس در و غیره مورد بررسی قرار گرف ، رفتار مادهشامل نوع بارگذاری، شرایط مرزی هاورقموثر در کمانش 

توضیح داده شد و پس از آن ها به طور مختصر و سیر تکامل آن هاورقبوط به تحلیل های مختلف مرمورد تئوری

های دارای گشودگی پرداخته شد. با مطالعه تاریخچه و مرور مقالات چاپ شده در زمینه کمانش ورقبه بررسی 

شود که یتا زمان حاضر که در این فصل به آنها اشاره شد، مشخص م 1932تحقیقات انجام گرفته از سال 

مربعات دیفرانسیلی و روش اجزای محدود،  روش عددی مانند هایروش بر اساسهای ارائه شده بسیاری از حل

ها ای در لبه. برای یک ورق بدون گشودگی که درمعرض باریکنواخت داخل صفحهاستروش تفاضلات محدود 

باشد. وجود گشودگی، میدان تنش داخل قرار دارد، میدان تنش به راحتی از معادلات تعادل قابل محاسبه می

کند و معادلات پایداری که از حل آنها شکل مد و کمانش( را به مختصات وابسته میای )میدان تنش پیشصفحه

 د شد.نصورت معادلات با مشتقات جزئی و با ضرایب متغیر تبدیل خواهباشند، بهبارکمانش قابل محاسبه می

تاکنون روش حل تحلیلی و یا نیمه تحلیلی برای این معادلات ارائه نشده است. دهد که مرور مقالات نشان می

های دارای گشودگی، در تحقیق حاضر، هدف ارائه یک حل بنابراین با توجه به اهمیت موضوع کمانش ورق

 نمود:صورت زیر بیان توان بههای رساله حاضر را میباشد. نوآوریها میریاضی برای رفتار کمانشی این ورق

 های خارجی ورقاعمال شرایط مرزی در لبه و استفاده از آن برایاساس انتگرال شرایط مرزی ارائه روشی بر-1

 .با استفاده از روش توابع پتانسیل مختلطکمانش نظور محاسبه میدان تنش پیشبه م محدود

اساس گشودگی دایروی برکمانش در یک ورق محدود با روش حل برای محاسبه میدان تنش پیش یک ارائه -2

 بسط تابع تنش در مختصات قطبی و اعمال شرایط مرزی با استفاده از انتگرال شرایط مرزی.

اساس تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول به کمک تئوری حل تحلیلی معادلات پایداری ورق حلقوی بر-6

 اغتشاشات.

یر برای حل معادلات پایداری در یک ورق مستطیلی  استفاده از توابع مشخصه مربوط به ارتعاشات آزاد یک ت -1

 مختلف با استفاده از روش ریتز.  دارای گشودگی با شرایط مرزی



 

 

 

 

 :دومفصل 

 استخراج معادلات حاکم 
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 مقدمه 2-1

. برای این منظور از روش کار مجازی شودمیمعادلات حاکم بر مساله کمانش پرداخته  استخراجدر این فصل به 

معادلات  ،تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول اساسبر. با در نظر گرفتن میدان جابجایی ورق شودمی استفاده

آوردن معادلات پایداری در مختصات  دستبهبرای  1. پس از آن از روش تعادل در مجاورتآیدمی دستبهتعادل 

 فرضیات مساله به صورت زیر است:  .شودمیاستفاده قطبی کارتزین و 

  باشد.و در ابتدا کاملا مسطح و بدون نقص اولیه می بوده رق همگن و همسانگردوجنس 

 شود که بر اساس آنمیدان جابجایی ورق بر اساس تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول تعریف می، 

 صفر است. برابر با در راستای ضخامت ورق zکرنش 

 شود مولفه تنش فرض میz .نیز برابر با صفر است 

 شوداز روابط غیرخطی فن کارمن برای تعریف سینماتیک مساله استفاده می. 

  واقع شده است. آنگشودگی در مرکز ورق دارای ابعاد محدود بوده و 

 ها به صورت فشاری است.ها و در تمامی جهتبارگذاری ورق در تمامی حالت 

 اری یکنواخت و غیریکنواخت به صورت سهمی شکل و کسینوسی و به شکل های مختلف بارگذحالت

 گیرد.تک محوره و دومحوره مورد بررسی قرار می

 ورق پس از کمانش  تحلیل رفتارآید و دست میبارکمانش با استفاده از حل یک مساله مقدارویژه به

 موردنظر نیست.

 اصل کار مجازی 2-2

جسم در حالت تعادل قرار داشته باشد، کار مجازی تمام نیروهای داخلی و اصل کار مجازی، اگر یک  اساسبر

 :[93] باشدمیبرابر با صفر  سازگار با قید های هندسی سیستم خارجی در طی یک جابجایی مجازی

(2-1) 0I EW W   

کار IW (1-2)در رابطه  کنند.ار مجازی، ثابت بوده و تغییر نمیتمامی نیروهای اعمالی در حین انجام ک

 :[93] شوندمیزیر تعریف  صورتبهکار مجازی نیروهای خارجی بوده و  EWمجازی نیروهای داخلی و 

                                                           
1 Adjacent Equilibrium Method 
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(2-2) 

 .

)

.

( x x y y z z xy xy xz xz yI z yzij ij

E

W dv

W dv ds

dv



           

 

 



 

 

  

  

    

 f u T u
 

 f. همچنین شودمیاست که به آن نیرو وارد قسمتی از مرز  و  تعریفدامنه   المان حجم، dv که در آن

 . باشندمیی جابجایی هامولفهبردار  u سطحی و 1اثربردار  Tبردار نیروهای حجمی،

 استخراج معادلات حاکم 2-3

 معادلات تعادل 2-3-1

در این روش . شودمیآوردن معادلات حاکم بر کمانش یک ورق، از اصل کار مجازی استفاده  دستبهبه منظور 

تئوری تغییر  اساسبر، تعادل ورق. در ادامه معادلات دآینمی دستبهعلاوه بر معادلات تعادل، شرایط مرزی نیز 

 :شودمیزیر درنظر گرفته  صورتبه. در این تئوری، میدان جابجایی آیندمی دستبهشکل برشی مرتبه اول 

(2-6)          0 1 0 1 0, , , , , , ,u u x y zu x y v v x y zv x y w w x y     

بیانگر چرخش خط عمود بر صفحه میانی  1vو  1uابجایی صفحه میانی ورق بوده، ی جهامولفه 0vو  0uکه در آن 

( صفحه میانی ایصفحهمربوط به تغییر شکل عرضی )خارج  0wو  باشندمی xو  yبه ترتیب نسبت به محور های 

 :[93] شودنوشته می زیر صورتبه 2لاگرانژ-بر اساس تانسور کرنش گرین جابجایی-شروابط کرن. باشدمی

(2-1) 

2 2 22 2 2

2 2 2

1 1
, ,

2 2

1 1
,

2 2

xx yy

zz xy

u u v w v u v w

x x x x y y y y

w u v w u v u u v v

z z z z y x x y x y

 

 

                    
                    
                       

                
              
                

,

1 1
,

2 2
xz yz

w w

x y

u w u u v v w w v w u u v v w w

z x x z x z x z z y y z y z y z
 

 
 

  

                 
            

                  

 

-( قابل صرفنظر کردن می1-2، کلیه جملات مرتبه دو در رابطه )6های کوچکبر اساس فرض کرنش

نهایتا ورق  ،، با افزایش بارگیردمیقرار  ایصفحههنگامی که یک ورق مسطح در معرض بار داخل باشند؛ اما 

تغییر شکل با بارداخل  . اینشودمی( ایصفحهپایداری خود را از دست داده و دچار تغییر شکل عرضی )خارج 

که در تحلیل مساله پایداری، باید جملاتی که بیانگر  دهدمیرابطه غیرخطی دارد. این رفتار نشان  ایصفحه

کارمن این  فند. تئوری نوارد شو بندیفرمولدر  ،باشندمیرابطه غیرخطی بین تغییرات بار و تغییر شکل عرضی 

                                                           
1 Traction 
2 Green-Lagrange Strain Tensor 
3 Small Strain 
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چرخش خطوط عمود بر صفحه میانی در حین تغییر  این تئوری،بر اساس . [98] گیردمیتاثیرات را درنظر 

جملات مرتبه دو شامل درجه( و بنابراین 15تا  14بوده )در حدود  1ورق ملایم شکل عرضی

2 2( ) , ( ) ,
w w w w

x y x y

   

   
( 1-2)بنابراین رابطه . [93]یسه با جملات مرتبه یک قابل صرفنظر کردن نیستند در مقا 

 : شودمیزیر ساده  صورتبه

(2-5)  

22 2
1 1 1

, ,
2 2 2

, ,

x y z

xy xz yz

u w v w w w

x x y y z z

u v w w u w v w

y x x y z x z y

  

  

         
         
         

           
          

           

 

 هاجابجایی اساسبرها ، مقادیر کرنش(5-2)در روابط  (6-2) اکنون با جایگذاری میدان جابجایی

 :آیندمی دستبه (3-2رابطه ) صورتبه

(2-3) 

22

0 0 0 01 1

0 0 0 0 0 01 1
1 1

1 1
, , 0
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 :شودمینتیجه ( در رابطه کار مجازی 3-2)ر مربوط به کرنش ها از معادلات اری مقادیبا جایگذ

(2-

3)  
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 :شودمیزیر نوشته  صورتبه (3-2)، رابطه تنشهای و با تعریف منتجه zگیری در راستای با انتگرال

(2-8)  
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هت قراردادی مثبت برای این . جشوندمیزیر تعریف  صورتبه و نیروهای برشی های تنشدر آن منتجه که

 ( نشان داده شده است. 1-2)ها در شکل منتجه

                                                           
1 Moderate 
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(2-9)  /2 /2 /2
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های برشی در حالت واقعی و بوده و برای درنظر گرفتن تفاوت بین نیروضریب تصحیح برشی  skکه در آن 

ی هاتنش. توضیح اینکه شودمیتئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول تعریف  اساسبرآمده  دستبهنیروهای برشی 

، درحالی که این باشندمی(، در راستای ضخامت ورق ثابت 6-2)میدان جابجایی  اساسبرآمده  دستبهبرشی 

 .   [99] هستندسهمی شکل  صورتبهدر حالت واقعی  هاتنش

 
 [6] های تنش وارد سطوح مختلف یک ورق: منتجه1-2شکل 

 :بازنویسی نمودزیر  صورتبه توانمیرا  ((8-2))رابطه  IWجملات موجود در انتگرال 

(2-14)  
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 ایصفحهخود تحت تاثیر نیروهای داخل  هایلبهمجازی نیروهای خارجی برای یک ورق که در  همچنین کار

 :[144] شودمیمحاسبه  (11-2رابطه ) صورتبهقرار دارد، 

(2-11)    0 0 0
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0 آنکه در  0 0, ,x y xyN N N  باشندمیورق در واحد طول  هایلبهاعمالی بر  ایصفحهو برشی داخل  عمودینیروهای 

 :شودمینتیجه ( 11-2)( و 14-2)( و 8-2)اکنون با استفاده از روابط  (.2-2)شکل
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 که در آن 
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 وارد بر یک ورق ایصفحهداخل  های نیرویمنتجه :2-2شکل

به انتگرال مرزی بر روی مرز  توانمی(، با استفاده از فرمول گرین، انتگرال دوم بر روی سطح را 12-2)در رابطه 

 :[141] باشدمیزیر  صورتبهتبدیل کرد. فرمول گرین  سازه
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P Q
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 :شودمی( نتیجه 16-2)( و 12-2)از روابط 
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 (2-11)  

0 رابطه انتگرالی بالا تنها در صورتی صادق است که ضرایب 0 1 1 0, , , ,u v u v w      در انتگرال اول بر روی

تئوری تغییر شکل  اساسبریک ورق  تعادل، صفر باشند. بنابراین معادلات سازهسطح و انتگرال دوم بر روی مرز 

 :آیندمی دستبهزیر  صورتبهبرشی مرتبه اول با استفاده از روش کار مجازی 

 (2-15) 
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(2-13) 
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 زیر است: صورتبهشرایط مرزی مساله شکل کلی 

(2-24)  
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توان را می bو عرض  aهای یک ورق مستطیلی با طول (، شرایط مرزی در لبه24-2بر اساس روابط )

 به صورت زیر نوشت:

 شرایط مرزی آزاد:

(2-21) 
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 شرایط مرزی گیردار:
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 برحسب جابجایی تعادل معادلات 2-3-2

رابطه  . بدین منظور بایدمیدان جابجایی نیز نوشتی هامولفهحسب بر توانمیرا  (19-2)( تا 15-2)معادلات 

 : [142] باشدمیزیر  صورتبهشکل کلی قانون هوک برای یک ماده الاستیک . عادلات شود، وارد مکرنش-تنش

(2-21) 2 , ( , 1,2,3)ij kk ij ijG i j      

 :شوندمیزیر تعریف  صورتبهثوابت لامه بوده و  و  Gدر رابطه بالا،

(2-25) 
    

,
1 1 2 2 1

E E
G




  
 

  
 

به  توانمی( را 21-2)بسط معادله باشند. ماده میبه ترتیب مدول الاستیک و ضریب پوآسون  و  Eکه در آن 

 شکل زیر نوشت:

(2-23)      
, ,

, ,xx xx yy zz yy yy xx zz zz zz xx yy

xy xy xz xz yz yz

A A A

G G G

              

     

        

  
 

2A که در آن G  و سپس  ((9-2))رابطه  تنشهای در منتجه (23-2)از رابطه  هاتنش. اکنون با جایگذاری

میدان ثوابت ماده و  برحسباین معادلات را  توانمی(، (19-2) ( تا15-2)معادلات ) تعادلقرار دادن در معادلات 

 :بازنویسی نمود زیر صورتبهجابجایی 

(2-23) 2 2 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 2 2

1 1
0

2 2

u w w v w w u v w w w w
A G

x x x x y y x y y x y y x y x y


                
            

                    
 

(2-28) 2 2 2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 2 2

1 1
0

2 2

v w w u w w v u w w w w
A G

y y y x y x x y x x y x x y y x


                
            

                    
 

(2-29) 2 2 2 23 3

1 1 1 1
12 2

0
12 12

s

u v u vh Gh w
A k Gh u

x x y y x y x


        
          

          
 

(2-64) 2 2 2 23 3

1 1 1 1
12 2

0
12 12

s

v u v uh Gh w
A k Gh v

y x y x x y y


         
          

          
 

(2-61) 2 2 2 2 2

1 1

2 2 2 2
2 0x y xy s

u vw w w w w
N N N k Gh

x y x y x y x y

      
       

        
 

 [98] معادلات پایداری 2-3-3

از روش انرژی و اصل حداقل انرژی پتانسیل استفاده نمود که در  توانمیآوردن معادلات پایداری،  دستبهبرای 

 های، متغیرهاورقآن اکسترمم فانکشنال انرژی پتانسیل نسبت به متغیرهای وابسته باید محاسبه شود. در مورد 

هستند.  ایصفحه)صفحه میانی( و خارج  ایفحهصی داخل هاجابجاییشامل  شوندمیوابسته که دچار تغییرات 
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 صورتبه توانمی. این تغییر انرژی را شودمیبا تغییر میدان جابجایی در جسم، انرژی پتانسیل نیز دچار تغییر 

 زیر نوشت:

(2-62) 
0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 1 1( , , , , ) ( , , , , )V V u u v v u u v v w w V u v u v w            

1 و بوده تابع پتانسیل V که در آن 1 0 0, , ,v u v u     وw  تغییرات ایجاد شده در میدان جابجایی هستند. تغییر

 با استفاده از سری تیلور بسط داد: توانمیایجاد شده در انرژی پتانسیل سیستم را 

(2-66) 2 31 1
...

2! 3!
V V V V       

1کشنالی است که تابعی خطی از تغییرات میدان جابجایی بیان کننده فان Vکه در آن  1 0 0( , , , , )w v u v u     

از تغییرات میدان جابجایی بوده و تغییرات  دوفانکشنالی است که تابعی مرتبه  2V. همچنین عبارت باشدمی

 کهاین. به دلیل شوندمیه شکلی مشابه تعریف . تغییرات مرتبه بالاتر نیز بشودمیدوم انرژی پتانسیل نامیده 

 ، رابطه زیر برقرار است:هستند 1خیلی کوچک ،تعریف اساسبرتغییرات میدان جابجایی 

(2-61) 2 3( ) ( ) ( ) ...O V O V O V     

)که در آن  )O باشد کمینهپتانسیل  انرژی کهاینعبارت داخل پرانتز است. شرط لازم برای  2به معنای مرتبه، 

0Vاین است که   بودن  کمینهآیند. شرط کافی برای می دستبه. با استفاده از این شرط، معادلات تعادل

2 صورتبه. این شرط آیدمی دستبهانرژی پتانسیل با بررسی تغییرات مرتبه بالاتر انرژی پتانسیل  0V  ان بی

2. البته در صورتی که شودمی 0V  ،تغییرات مرتبه بالاتر باید مورد بررسی قرار گیرد. به منظور اعمال  باشد

آوردن معادلات پایداری، باید به این نکته توجه کرد که میدان  دستبهاصل حداقل انرژی پتانسیل برای 

 توانمیو بنابراین  باشندمی 1سیل وابسته به یک پارامتر بارگذاری جابجایی و درنتیجه فانکشنال انرژی پتان

 زیر نوشت: صورتبهانرژی پتانسیل را 

(2-65)  0 1 0 1 1 1 1 1 1( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , ), ( , , )V V u x u v x y u x y v x y w x y     

2رابطه  پایدار بوده و بنابراین 1که حالت تعادل اولیه برای مقادیر کوچک  شودمیفرض  0V   برقرار

 6نیمه معین مثبت 2Vکه به ازای آن  1کوچکترین مقدار  صورتبه cr بحرانی است. پارامتر بارگذاری

ای حداقل یک مقدار از تغییرات جابجایی غیر صفر در . به عبارت دیگر در این حالت، برگرددمی، تعریف شودمی

2مجاورت تعادل اولیه،  0V   ،2بوده و برای بقیه مقادیر تغییرات جابجایی 0V   است. این موضوع بدان معنی

                                                           
1 Infinitesimal 
2 Order 
3 Positive Semi-Definite 
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0رات میدان جابجایی غیر صفر نسبت به تغیی 2Vاست که در حالت بحرانی، عبارت  0, ,...u v   در مجاروت

 :شودمیزیر بیان  صورتبه. این نتیجه باشدمی  1حالت تعادل اولیه، بدون تغییر

(2-63)  2

0 0 1 1 0 0 0 1 1 0( , , , , ) , , , , , 0pV u v u v w u v u v w        
 

 

بوده و دارای  آورد. این معادلات همگن دستبهمعادلات پایداری را  توانمی (63-2) با استفاده از رابطه

( و به دلیل باشندمی)زیرا تغییرات دوم انتگرال های شرایط مرزی همگی صفر  باشندمیشرایط مرزی همگن نیز 

که  1. با حل این مساله، مقادیر ویژه باشندمی، بیان کننده یک مساله مقدار ویژه 1وجود پارامتر بارگذاری 

 2. این معیار به عنوان معیار ترفتزآیندمی دستبهو نیز بردارهای ویژه و یا شکل مدها  باشدمیهمان بار کمانش 

 معین مثبتاز حالت  2Vهنگامی که  کندمی. به طور خلاصه، این معیار بیان شودمیدر بحث پایداری شناخته 

و برای این حالت  دهدمی، حالت بحرانی است که در آن کمانش رخ کندمیتغییر  نیمه معین مثبتبه حالت 

)2رابطه  ) 0V    باشدمیبرقرار. 

. اساس این توان از روش تعادل در مجاورت استفاده نموددست آوردن معادلات پایداری، میبرای به

وجود دارد که یکی حالت تعادل اولیه  6ار نزدیک به همدو حالت تعادل بسیروش آن است که در شرایط کمانش، 

و حالت تعادل در مجاورت با  R. اگر حالت تعادل اولیه با زیرنویس باشدمیو دیگری حالت تعادل پس از کمانش 

 :[144]نوشت  توانمی ،نشان داده شود Aزیرنویس 

(2-63) 0, 0R AV V   

 :شودمینتیجه در صورتی که دوحالت تعادل بسیار نزدیک به هم باشند، 

(2-68) 
A R RV V V  

 :نوشت (69-2)رابطه  صورتبه توانمیرا  (68-2)سمت راست عبارت 

(2-69) 2 31 1
...

2! 3!
R R R R R RV V V V V V        

31باصرفنظر کردن از عبارت 

3!
RV  ،آیدمی دستبهرابطه زیر و عبارت های مرتبه بالاتر در رابطه بالا: 

(2-14) 21

2!
A R R RV V V V    

0RV(، 63-2)رابطه  اساسبر   شودمینوشته  (11-2) رتصوبه (14-2)بوده و رابطه: 

                                                           
1 Stationary 
2 Trefftz 
3 Infinitesimally Close to One Another 
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(2-11) 21

2!
A R RV V V  

 :شودمینتیجه  (11-2)اکنون با محاسبه تغییرات دوطرف رابطه 

(2-12)  21

2!
A R RV V V     

0AV ،(63-2)رابطه  اساسبرنهایتا    0وRV  شودمیزیر ساده  صورتبه (12-2)رابطه و بنابراین  باشندمی: 

(2-16) 2( ) 0RV   

 کندمیکه در قسمت قبل توضیح داده شد و بیان  باشدمیاین رابطه دقیقا مشابه معیار پایداری ترفتز 

2که مقدار 

RV  2)شکل باشدمیبلکه نقطه عطف(  و کمینهو نه  بیشینهدر حالت کمانش بدون تغییر )لزوما نه-

6).  

 

 [144] بار در حالت تعادل  برحسبنمودار تغییرات دوم انرژی پتانسیل  :6-2شکل 

 ،این روش اساسبر. شودمیاستفاده  آوردن معادلات پایداری، از روش تعادل در مجاورت دستبهبرای 

0اگر  0 0 0

0 1 0 1, , ,u u v v  0و

0w های مربوط به حالت تعادل باشند، میدان جابجایی مربوط به حالت تعادل دیگر جابجایی

1ار دارد، به اندازه که در مجاورت تعادل اولیه قر 1 1 1

0 1 0 1, , ,u u v v  1و

0w بنابراین میدان جابجایی  با آن اختلاف دارد؛

 :[146]( نوشت 11-2)توان به شکل رابطه مربوط به حالت تعادل در مجاورت را می

(2-11) 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1, , ,,u u u v v v u u u v v v w w w          

ها را برای حالت های تنش، مقادیر این منتجهدر رابطه مربوط به منتجه (11-2)با جایگذاری روابط 

 به شکل زیر نوشت: توانمیتعادل در مجاورت 

(2-15) 0 1 0 1 0 1, ,x x x y y y xy xy xyN N N N N N N N N      
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که در آن 
1 1,x yN N  و

1xyN  1هایجابجایی با مطابق تنشهای تغییرات منتجهمربوط به بخش خطی 1 1 1

0 1 0 1, , ,u u v v  و
1

0w دلات تعادل( در معا15-2)( و 11-2)توان معادلات پایداری را با قرار دادن روابط می. اکنون باشندمی 

 ،کنندمعادلات تعادل را ارضا می کهاینآورد. در این صورت حاصل جمع جملات با اندیس صفر، به دلیل  دستبه

 :آیندمی دستبهزیر  صورتبه، معادلات پایداری غیرخطیصفر خواهد بود. نهایتا با صرفنظر کردن از جملات 

(2-13) 11 0
xyx

NN

x y


 

 
 

(2-13) 1 1
0

y xyN N

y x

 
 

 
 

(2-18) 2 1 2 1 2 1 2 13 3 1
11 1 1 1
12 2

0
12 12

s

u v u vh Gh w
A k Gh u

x x y y x y x


         
          

          
 

(2-19) 2 1 2 1 2 1 2 13 3 1
11 1 1 1
12 2

0
12 12

s

v u v uh Gh w
A k Gh v

y x y x x y y


         
          

          
 

(2-54) 1 12 1 2 1 2 1 2 1 2 1
0 0 0 1 1

2 2 2 2
2 0x y xy s

u vw w w w w
N N N k Gh

x y x y x y x y

      
       

        
 

)به دلیل  باشندمیهمگن نیز  همگن بوده و دارای شرایط مرزی صورتبه( 13-2) ( و13-2)معادلات 

( و اندشدهدر هنگام حل معادلات تعادل اولیه اعمال  ایصفحهشرایط مرزی مربوط به بارگذاری داخل  کهاین

 : [98] باشندمیبنابراین دارای جواب صفر 

(2-51) 1 1 10, 0, 0x y xyN N N   

که میدان جابجایی صفحه میانی، در حین تغییر شکل عرضی ورق،  شودمی( نتیجه 51-2)از رابطه 

دهند که با حل آن، بارکمانش و تشکیل یک مساله مقدار ویژه را می( 54-2)( تا 18-2)معادلات  .کندمیتغییر ن

0(، مقادیر 54-2). در معادله آیدمی دستبهشکل مدکمانش  0,x yN N  0و

xyN  مربوط به شرایط تعادل اولیه بوده و از

آیند. برای یک ورق که در ابتدا می دستبه( 28-2)( و 23-2)( و یا معادلات 13-2)( و 15-2)حل معادلات 

0)بدون نقص اولیه(،  باشدمیمسطح  0w   شوندمیبه شکل زیر ساده  دو معادله اخیربوده و بنابراین: 

(2-52)  
2 2 2

0 0 0

2 2
0

u v u
A G G

x x y y


  
   

   
 

(2-56)  
2 2 2

0 0 0

2 2
0

v u v
A G G

y x y x


  
   

    
 :باشدمیبنابراین حل مساله شامل دو مرحله 

آوردن  دستبههدف از حل این معادلات، : کمانشپیشحل معادلات مربوط به تعادل اولیه یا معادلات  -1

0مقادیر  0 0, ,x y xyN N N و ( 23-2)و یا معادلات  (13-2)و (15-2)از حل معادلات  توانمی. برای این کار باشدمی
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 استفاده کرد.( 2-28)

-2)( تا 18-2)آمده از مرحله قبل در معادلات  دستبهدر این مرحله با جایگذاری حل : حل معادلات پایداری-2

 .آیندمی دستبهقدار ویژه حاصل حل شده و مقادیر بار کمانش و شکل مدها ، مساله م(54

 [77] معادلات در مختصات قطبی 2-4

از روابط تبدیل تنش و تبدیل میدان جابجایی بین  توانمیآوردن معادلات درمختصات قطبی،  دستبهبرای 

 :باشدمیزیر  صورتبهمختصات کارتزین استفاده نمود. این روابط  مختصات قطبی و

(2-51)  

2 2

2 2

2 2

cos ( ) sin ( ) 2 sin( )cos( )

sin ( ) cos ( ) 2 sin( )cos( )

( )cos( )sin( ) cos ( ) sin ( )

cos( ) sin( )

sin( ) cos( )

x r r

y r r

xy r r

x r

y r

M M M M

M M M M

M M M M

Q Q Q

Q Q Q

 

 

 





   

   

   

 

 

  

  

   

 

 

 

rN,روابط مربوط به محاسبه  N  وrN   نیز دقیقا مشابه,rM M  وrM  همچنین روابط زیر باشدمی .

 بین مشتقات در مختصات قطبی و کارتزین برقرار است:

(2-55) 

sin( )
cos( )

cos( )
sin( )

x r r

y r r











  
 

  

  
 

  

 

، این معادلات در مختصات قطبی به شکل زیر نوشته ( در معادلات تعادل55-2) ( و51-2)با جایگذاری روابط 

 :شوندمی

(2-53) 1
0r r rN N N N

r r r

 



  
  

 
 

(2-53) 1
2 0r rN N N

r r r

  



 
  

 
 

(2-58) 1
0r r r

rz

M M M M
Q

r r r r

 



 
    

 
 

(2-59) 1 2
0r

r z

M M
M Q

r r r

 
 



 
   

 
 

(2-34) 2 2 2

2 2 2 2

2 21
0z r rrz rz

r

Q N N N NQ Q w w w w w
N

r r r r r r r r r r

    

   

      
       

       
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 جابجایی معادلات برحسب میدان 2-4-1

 :باشدمیزیر  صورتبهتئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول  اساسبرمیدان جابجایی در مختصات قطبی 

(2-31) 
0 1 0 1 0( , ) ( , ), ( , ) ( , ), ( , )r zu u r zu r u v r zv r u w r         

 :[93] شودمیکارمن در مختصات قطبی به شکل زیر نوشته  فنجابجایی -روابط کرنش

(2-32) 

2 20 1

2 20 01 1

2

2

0 01 1
0

1 1
( ) ( )

2 2

1 1 1 1 1
( ) ( ) ( )

2 2

1
( ) 0

2

1 1 1 1
( ) (

r z
r

r z

z z
z

r z z
r

uu u u w
z

r r r r r

u u vu u u v w
z z

r r r r r r r

u u

z z

u u u vu u u u v
z z v z

r r r r r r r r r




 





    




   

   
    
    

   
       

    

 
  
 

      
         

       
1

1

1

1
)

1 1z z z
z

r z z z
rz

w w
v

r r

u u u u
v

z r r z

u u u u w
u

z r z r r







 



 


 

   
   
   

    
    
    

 

 :به شکل زیر نوشت توانمیکرنش را -قانون هوک، روابط تنش اساسبر

(2-36) 
( ), ( ), ( )

, ,

r r z r z z z r

r r rz rz z z

A A A

G G G

   

   

              

     

        

  
 

ب میدان جابجایی برحس توانمیرا  (53-2)( و 53-2)لات (، معاد36-2)( و32-2)درنهایت با استفاده از روابط 

 زیر نوشت: صورتبه

(2-31) 
2 2 2

0 0 0 0 0
02 2 2 2 2 2

( ) ( ) 0
u u v v uAh Gh h Ah Ah Gh Gh

Ah u
r r r r r r r r r r



  

    
       

     
 

(2-35) 
2 2 2

0 0 0 0 0
02 2 2 2 2 2

( ) ( ) 0
v v u u vGh Gh h Gh Ah Gh Ah

Gh v
r r r r r r r r r r



  

    
       

     
 

زیر  صورتبههمچنین با استفاده از روش تعادل در مجاورت، معادلات پایداری در مختصات قطبی 

 :آیدمی دستبه

(2-33) 

2 1 2 1 1 1 1 1 2 1 2 13 3 3 1
11 1 1 1 1 1 1 1
12 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1

12 12 12
s

u v v u u v u vGh Ah h w
k Gh u

r r r r r r r r r r r r



    

            
             

             

 
(2-33) 

1 2 1 2 1 1 1 1 2 1 2 13 3 3
11 1 1 1 1 1 1 1
12 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1

12 12 12
s

u u v v v u v uGh Ah h
k Ghv

r r r r r r r r r r



    

         
          

           

 
(2-38) 

0 01 1 12 1 1 2 1 2 1 1 2 1 1
01 1 1

2 2 2

21 1 1 1r
s r

N Nv u uw w w w w w w
k Gh N

r r r r r r r r r r r r r

 

   

             
             

             
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0که در آن  0,rN N  0و

rN  معادلات و یا (53-2)و  (53-2)بوده و از حل معادلات  کمانشپیشهای تنش منتجه 

 .دآینمی دستبه( 35-2)و  (2-31)

 جمع بندی 2-5

و نحوه استخراج آنها در مختصات  هاورقدر این فصل ابتدا در مورد معادلات تعادل و سپس معادلات پایداری 

 اساسبرآوردن معادلات تعادل و شرایط مرزی، از روش کار مجازی  دستبهکارتزین و قطبی بحث شد. برای 

رمورد پایداری یک سیستم از دیدگاه انرژی توضیح د سپستئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول استفاده شد. 

 آوردن معادلات پایداری مورد استفاده قرار گرفت.   دستبهداده شد و روش تعادل در مجاورت برای 

  



 

 

 

 

 :سومفصل 

 عددی تحلیل 
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 مقدمه 3-1

محدود برای حل مسائل مربوط به تحلیل تنش و کمانش، استفاده از روش اجزای  یکی از روشهای عددی

ی میدان هامولفه. سپس شودمی. در این روش، ابتدا دامنه مساله به تعدادی المان تقسیم بندی باشدمی

طوری که ای دارند، به. این توابع خواص ویژهشوندمیجابجایی در هر المان با استفاده از توابع شکل تقریب زده 

، هاگرهو با داشتن مقدار تابع در  باشدمیه از المان ثوابت موجود در آنها، برابر با مقدار جابجایی در هر گر

که  شوندمیتعریف  ایگونهدر هرنقطه داخل المان را محاسبه کرد. همچنین این توابع به  مقدار آن توانمی

 دستبهروش اجزای محدود و  بندیفرمولکنند. به منظور تضمین  هاالمانرا در مرز بین  ای از پیوستگیدرجه

. پس از محاسبه شودمیاده ها، عموما از روش انرژی استفسفتی و بردار نیروی مربوط به الماناتریس آوردن م

و  هاالماننحوه ارتباط بین  اساسبرو بردارها  هاماتریسو بردار نیروی مربوط به هر المان، این  سفتی ماتریس

. در نهایت پس آیدمی دستبهی کل سیستم و بردار نیرو سفتیشده و ماتریس  مونتاژی مشترک بین آنها هاگره

ی مساله که هامتغیر. با حل این دستگاه، شودمیحاصل  جبری از اعمال شرایط مرزی، یک دستگاه معادلات

روش  بندیفرمولنحوه  در این فصل .شوندمی، محاسبه باشندمی هاگرهی میدان جابجایی در هامولفهمقدار 

در این رساله، از کد نویسی در محیط نرم افزار متلب . شودمیی توضیح داده اجزای محدود به کمک روش انرژ

 بندیفرمولدر انتهای فصل نیز روش مربعات دیفرانسیلی و نحوه  .استفاده شده است بندیفرمولاین  اساسبر

 .گیردمیمورد بررسی قرار  آن برای حل دستگاه معادلات دیفرانسیل

 حدودروش اجزای م بندیفرمول 3-2

آمد را  دستبهکارمن در فصل قبل  فنی کرنش هامولفه( که با جایگذاری میدان جابجایی در 3-2)رابطه 

 به شکل زیر نوشت: توانمی

21
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1

s

w
u

x

w
v

y



 
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(6-1)  
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 (1-6)که در رابطه 
L  و

NL  و همچنین  باشندمیی کرنش هامولفه غیرخطیو به ترتیب بیانگر قسمت خطی

s  باشدمیبیانگر بردار کرنش برشی. 

 شکل زیر نوشت: ماتریسی به صورتبه توانمیکرنش را -طه تنشقانون هوک، راب اساسبر

11 12
xz22

12 22
yz22

22

0
γ0

0 ,
γ0

0 0

xx xx
xz

yy yy
yz

xy xy

Q Q
Q

Q Q
Q

Q

 


 


 

    
            

          
               

 

 

(6-2)  

که در آن 
ijQ زیر تعریف  صورتبهبوده و  ایصفحهکاهش یافته برای حالت تنش  سفتیی ماتریس هامولفه

 :شوندمی

 11 12 11 222
, ,

2 11

E E
Q Q Q Q


  


 (6-6)  

 :شوندمیبه شکل زیر تعریف  ی تنشهامنتجههمچنین 

(6-1) 
/2 /2

/2 /2

, (1, ) ,

x x xh h
x xz

y y y s

y yzh h

xy xy xy

N M
Q

N M z dz k dz
Q

N M







 

     
        

          
        

     

  

 به شکل زیر نوشت: وانتمیی تنش را هامنتجهکرنش ، -اکنون با استفاده از روابط تنش

(6-5)                     1 2 1 2, , s sN A B M B D Q A         

,ی هاماتریس( 5-6)در رابطه  ,A B D  و نیز ماتریسsA شوندمیزیر تعریف  صورتبه: 

(6-3)          
/2 /211 12

222
12 22

22
/2 /2

22

0
0

, , 0 1, , ,
0

0 0

h h

s

h h

Q Q
Q

A B D Q Q z z dz A dz
Q

Q 

 
  

    
   

  

)ورق  انرژی پتانسیل کل )  به شکل زیر نوشت توانمیرا 

(6-3) 1 2Π U V V   

، باشدمیانرژی کرنشی بوده و مربوط به بخش خطی تانسور کرنش  Uکه در آن 
1V  اعمالی در کار نیروهای

و در حین تغییر شکل اولیه ورق ورق  هایلبه
2V  در حین تغییر شکل عرضی ورق  ایصفحهکار نیروهای داخل

ی تنش هامنتجه برحسب توانمیرا  Uانرژی کرنشی  .باشدمیبوده و مربوط به بخش غیرخطی تانسور کرنش 

 زیر نوشت: صورتبه

(6-8)             1 2

1

2

T T T

sU N M Q dA  



   
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زیر نوشته  صورتبهو پس از ساده سازی، انرژی کرنشی  (8-6) در معادله( 3-6)و ( 5-6) روابطبا جایگذاری 

 :شودمی

(6-9) 
       1

1 2
2

1

2

TTT T
s s s

A B
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B D


   




   
     

    
 

 کار
1V  به شکل زیر نوشت توانمیرا نیز: 

(6-14)    1

T

e e

C

V U P ds  

که در آن  eP ورق بوده و  هایلبهر گسترده وارد بر با  0 0{ }T

eU u v ار جابجایی نقاط واقع بر روی لبهبرد-

}بردار خود واقع است،  هایلبه. برای یک ورق که در معرض بارگذاری نرمال و برشی در باشدمیهای ورق  }eP 

 :شودمیزیر تعریف  صورتبه
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که در آن 
0 0,x yN N  و

0xyN کار. (2-6)شکل  باشندمیورق  هایلبهجی وارد بر خار ی نیرویهامنتجه 
2V  نیز

 :شودمیزیر بیان  صورتبه

(6-12) 
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  

 یزوپارامتریکالمان ا 3-3

همان طور که گفته شد، اولین مرحله در حل مساله به کمک روش اجزای محدود، المان بندی دامنه مساله 

و نیز اندازه آنها تاثیر زیادی بر دقت جواب نهایی دارد. در مورد شکل المان، یک المان  هاالمان. شکل باشدمی

های . اما در مورد هندسهباشدمیاست، بهترین المان  یکنسبت ظاهری آن برابر با  کهاینمربعی به دلیل 

. باشدمین پذیرامکانی مربعی در تمام دامنه مساله هاالمانپیچیده، مانند یک ورق دارای گشودگی، استفاده از 

. شودمیاستفاده  هاالمانو بردار نیروی  سفتیایزوپارامتریک برای محاسبه ماتریس  بندیفرمولدر این حالت از 

)ر این روش، با استفاده از توابع شکل مناسب، یک المان مرجع مربعی در مختصات طبیعی د , )s t  به یک المان

)چهارضلعی در مختصات عمومی  , )x y  ی میدان هامولفه(. همچنین در این روش، 1-6)شکل  شودمینگاشت

جابجایی 
0 0 1 1( , , , , )u v u v w  در دامنه المان مرجع، به کمک همان توابع شکلی که برای نگاشت المان استفاده شده

 :[141]نوشت  توانمیرا  (16-6)رابطه (. بنابراین شوندمییابی )میان شوندمیبود، تقریب زده 
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(6-16) 

00

004 4

1 1
11

11

,

i

i
i

ii i
ii i

i

i

uu

vv
xx

wwN N
yy

uu

vv

 

  
  
    
     
     
  
     

  

که در آن 
0 0 1 1, , , ,i i i i iu v w u v  باشندمیی المان مرجع هاگرهی میانیابی شده در هامتغیرمقدار. 

 

 [141] المان مرجع مربعی به المان چهارضلعی : نگاشت1-6شکل 

)مختصات المان مرجع  برحسبهمچنین توابع شکل  , )s t شوندمیزیر تعریف  صورتبه: 

(6-11)            
1 2 3 4

1 1 1 1 1 1 1 1
, , ,

4 4 4 4

s t s t s t s t
N N N N

       
    

)صات عمومی با استفاده از ماتریس ژاکوبین، مشتقات نسبت به مخت , )x y مشتقات نسبت به مختصات  برحسب

)طبیعی  , )s t شوندمیزیر نوشته  صورتبه: 

(6-15) 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( )( ) ( ) ( ) ( )

x y x y

s x s y s xs s s

x y x y

yt x t y t t t t

                           
     
             
                 

 

 :شودمینتیجه بنابراین 

(6-13) 1

( ) ( )

( ) ( )

x s
J

y t



   
    
    
    
      
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در فرم بوده و ماتریس ژاکوبین مربوط به نگاشت از مختصات طبیعی به مختصات عمومی  J، (13-6)در رابطه  

 :شودمیبه شکل زیر نوشته کلی 

(6-13)    1J
R V


 


 

 

که در آن   
T

R x y و  
T

V s t ی هاجابجایی اساسبرزیر  صورتبهمقادیر کرنش را  توانمیبنابراین . باشندمی

 :در المان مرجع نوشت ایگره

(6-18)           1
1 2 3

2

, ,

T

s

w w
B d B d B d

x y






    
     

   
 

که در آن    11 11 11 41 1

T
d vu uw vv  ی هاماتریسالمان مرجع بوده و  ایگرهی هاجابجاییبردار

     1 2 3, ,B B B  تابعی از مختصات طبیعی( , )s t  المان اولیه  ایگرهو نیز مختصات نقاط , , 1,2,3,4i ix y i  

 . باشندمی

 اعمال اصل حداقل انرژی پتانسیل 3-4

 :زیر نوشت صورتبه ایگرهی هاجابجاییبردار  برحسب توانمیاکنون انرژی پتانسیل کل را 

(6-19) 

               

            

1 2 1 1 3 3

0
2 2 0

1

2

T TTT T

s

TTT Tx xy

e e
xy y

C

A B
U V V d B B d d B A B d J dA

B D

N N
d B B d J dA d N P J dc

N N






 
    

 

  
    



 




 
 





 

 

dA.که در آن  ds dt  وdc  به ترتیب المان مساحت و المان طول در مختصات طبیعی بوده و[ ]eN  ماتریس توابع

اصل  اساسبر. باشدمیدترمینان ماتریس ژاکوبین  Jورق است. همچنین  هایلبهشکل محاسبه شده بر روی 

برابر با صفر  ایگرهی هاجابجاییمشتق انرژی پتانسیل نسبت به بردار  ،انرژی پتانسیل، در حالت تعادل حداقل

 :باشدمی

(6-24)  
 

1 2
0

U V V

d

  



 

 :آیدمی دستبهمعادله زیر  ،(19-6)رابطه  بربا اعمال این اصل 

(6-21)                    0
1 1 3 3 2 2 0

T T TT T x xy

s e e
xy y

C

N NA B
B B B A B B B J dA d N P J dc

N NB D




    
             
  
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 به شکل ساده شده زیر برای هر المان نوشت: توانمی( را 21-6)معادله 

(6-22)        0 0b s g i ii i i
K K K d F     

 (،22-6)در رابطه 
0{ }iF  بردار نیرو مربوط به المانi  المان محاسبه  هایلبهکه به ازای بارگذاری واحد در  بودهام

شده است و 
0  خمشی، برشی و هندسی و نیز بردارنیرو  سفتیهای . همچنین ماتریسشودمیامیده نضریب بار

 :شوندمیام به شکل زیر تعریف  iمربوط به المان 

             1 1 3 3,
T TT

b s si ii ii i i i

A B
K B B J dA K B A B J dA

B D

 
  

 
∬ ∬  

       0
2 2 0, { }

TT x xy

g i e ei ii i ii ixy y
i C

N N
K B B J dA F N P J dc

N N

 
     

 
∬  

(6-26)  

. برای شوندمیاسبه ( مح26-6)و نیز بردار نیرو برای هر المان با استفاده از روابط  سفتیی هاماتریس

. همچنین برای جلوگیری از وقوع شودمیگیری، از روش عددی گوس در دامنه المان مرجع استفاده انتگرال

]برشی  سفتی، برای محاسبه ماتریس  1پدیده قفل شدگی برشی ]s iK شودمی، از انتگرال کاهش یافته استفاده .

شده و پس از اعمال  ، مونتاژهاالمانبا توجه به نحوه اتصال  هاالمانو بردار نیروی  سفتیی هاماتریسدر نهایت 

. در این حالت آیدمی دستبهکل  ایگرهی هاجابجاییبردار نیرو و بردار  ،کل سفتیشرایط مرزی، ماتریس 

 :شودمیبه شکل زیر نوشته  برای کل مساله (22-6)معادله 

(6-21)        0 0b s gK K K d F     

، تغییر شکل کمانشپیشبرای یک ورق مسطح و بدون نقص اولیه، در حالت تعادل اولیه یا حالت 

 :روابط زیر برقرار استو  بودهعرضی برابر با صفر 

(6-25) 
1 10, 0, 0w u v   

 :شودمیزیر ساده  صورتبه( 22-6) معادله در این حالت بنابراین

(6-23) 
0 0 0[ ]{ } { }mK d F 

که در آن 
0{ }d  و  کمانشپیشدر حالت  ایگرهی هاجابجاییبردار[ ]mK  زیر  صورتبهغشایی بوده و  سفتیبردار

 :شودمیتعریف 

(6-23)        0 0 1 0 0, { } [ ]{ }
T T

mK B A B J dA B d ∬ 

( بردار 23-6)با استفاده از رابطه 
0{ }d شودمیزیر محاسبه  صورتبه: 

                                                           
1 Shear Locking 
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(6-28) 1

0 0 0{ } [ ] { }md K F  

پس از محاسبه بردار 
0{ }d ، ماتریس هندسی[ ]gK  را که تابعی از

0{ }d محاسبه نمود.  توانمی، باشدمی

 :شودمیبه شکل زیر نوشته ( 21-6)(، معادله یافته مانشبرای حالت تعادل ثانویه )ک

(6-29)      0 0b s gK K K d      

، یک مساله مقدار ویژه بوده و دستگاه معادلات حاصل، تنها به ازای مقادیر خاصی از (29-6)رابطه 
0 

اهد بود. مقادیر ، دارای جواب غیر صفر خوشوندمیکه مقادیر ویژه نامیده 
0  دستبهاز حل معادله مشخصه زیر 

 :آیندمی

(6-64)     0 0b s gK K K      

. به ازای هر مقدار باشدمیدترمینان ماتریس  .که در آن 
0 یک بردار ،{ }d  که نشان دهنده  شودمیمحاسبه

شکل مد کمانش مربوط به 
0  شودمیاست و بردار ویژه نامیده. 

 نتایج 3-5

ود که در قسمت قبل توضیح آمده با استفاده از روش اجزای محد دستبه بار کمانشدر این قسمت همگرایی 

از مش  اینمونه 2-6. در شکل شودمیک نرم افزار آباکوس ارائه و نیز مقایسه آن با نتایج حل به کم داده شد

 و مربعی نشان داده شده است.  دایرویمورد استفاده برای ورق دارای گشودگی 

آمده با استفاده از روش اجزای محدود برای ورق مربعی با گشودگی  دستبه بار کمانشهمگرایی نمودار 

)دایروی  / 0.6)D a  گشودگی مربعی  برای ورق مربعی با و 6-6ر شکل د( / 0.4)L a   و برای دو  1-6در شکل

طول مشخصه گشودگی مربعی  Lقطر کشودگی دایروی و  Dطول ورق،  a شرط مرزی نمایش داده شده است.

2 صورتبهبار کمانش . است 2

11/cr crN N b D شده است که در آن  بعدبیb  3عرض ورق و 2

11 /12(1 )D Eh   

یک عبارت چهارحرفی  صورتبهورق  های خارجیدر لبه شرایط مرزیهمچنین . باشدمیصلبیت خمشی ورق 

یانگر نوع شرط مرزی در لبه چپ و راست و دو حرف دوم بیانگر نوع شرط حرف اول ب که دو شده استنامگذاری 

 .رزی در لبه بالا و پایین ورق استم
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 الف(

 
 ب(

المان ب( ورق با گشودگی  818و  دایرویاز مش مورد استفاده در روش اجزای محدود الف( ورق با گشودگی  اینمونه: 2-6شکل 

 المان 1434مربعی و 

 
 CCCC الف(

 
 SSSS ب(

  برای دو نوع شرط مرزی مختلف دایروی: نمودار همگرایی بار کمانش برای یک ورق با گشودگی 6-6شکل 

 

7.20

7.25

7.30

7.35

7.40

7.45

7.50

7.55

7.60

7.65

7.70

100 300 500 700 900

Number of Elements

2.755

2.760

2.765

2.770

2.775

2.780

2.785

100 300 500 700 900

Number of Elements

crN  
crN  
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 CCCC الف(

 
 SSSS (ب

 برای دو نوع شرط مرزی مختلف  مربعی: نمودار همگرایی بار کمانش برای یک ورق با گشودگی 1-6شکل 

تفاده از روش اجزای محدود با نتایج حل عددی به کمک بار کمانش محاسبه شده با اس 1-6در جدول 

برای تحلیل کمانش  S4Rدر آباکوس از المان  نرم افزار آباکوس و برای شرایط مرزی مختلف مقایسه شده است.

یافته بوده و از گیری کاهش ، دارای چهار گره، با انتگرال1استفاده شده است. این المان از نوع المان پوسته

مناسب  هاپوستهنازک یا ضخیم و نیز  هایورقو برای تحلیل  کندمیاستفاده  2های بزرگکرنش یبندفرمول

ارائه شده از دقت بالایی  که حل اجزای محدود شودمیمشاهده  1-6با توجه به نتایج جدول  .[145] است

 ،پنجمدر فصل . باشدمی %1.1که بیشترین اختلاف نسبی آن با حل آباکوس حدود  طوریبهبرخوردار است، 

 دست آمده از حل اجزای محدود با نتایج حل تحلیلی مقایسه شده است.هنتایج ب

 

)بعد شده بی بار کمانش: مقایسه 1-3ل جدو )crN  حل آباکوس بابا استفاده از روش اجزای محدود محاسبه شده 
Boundary Condition 

Cutout 

Shape 
SSSF CCSF SSFF CCFF SSSS CCCC 

FEM آباکوس FEM آباکوس FEM آباکوس FEM آباکوس FEM آباکوس FEM آباکوس 

0.732 0.729 2.275 2.248 0.430 0.428 2.223 2.199 2.780 2.797 7.329 7.340 Circular 

1.046 1.043 3.350 3.330 0.648 0.646 3.057 3.040 3.023 3.027 8.064 8.013 Square 

 

 

                                                           
1 Shell Element 
2 Large-Strain 
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3.030

3.032

3.034

3.036

150 350 550 750 950 1150 1350 1550

Number of Elements
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 روش مربعات دیفرانسیلی 3-6

 ،. اصطلاح مربعاتباشدمی ی عددی برای حل معادلات دیفرانسیل، روش مربعات دیفرانسیلیهاروشیکی از 

گیری بین حدود قدار تابع در تعدادی نقطه نمونهمربوط به تقریب انتگرال یک تابع به کمک مجموع وزنی م

. روش مربعات دیفرانسیلی بر همین اساس و به عنوان گسترش مربعات انتگرالی برای محاسبه باشدمیانتگرال 

 .  [143] شد بندیفرمولمشتقات یک تابع توسط بلمن و کاستی 

گاه معادلات حاکم بر سیستم، از اصل حداقل انرژی پتانسیل دستبهدر روش اجزای محدود برای محاس 

مستقیم گسسته سازی شده و حل  صورتبهاما در روش حداقل مربعات، معادلات دیفرانسیل  ؛شودمیاستفاده 

. سپس مشتقات جزئی شودمیتقسیم بندی  1ایگره. در این روش ابتدا دامنه مساله به یک سری نقاط شوندیم

مجموع وزنی مقادیر تابع در تمام نقاط گسسته در آن جهت تقریب زده  صورتبهموجود در معادله دیفرانسیل 

 آورده شده است. نوع هندسه دوبرای  ایگرهاز شبکه نقاط  اینمونه 5-6. در شکل شودمی

 
 

 الف( ناحیه مستطیلی
 

 ( ناحیه قطاعیب

 [143] از شبکه نقاط در روش مربعات دیفرانسیلی اینمونه: 5-6شکل 

 ایگرهمحاسبه ضرایب وزنی و نقاط  3-6-1

) تابع rدر روش مربعات دیفرانسیلی، مشتق مرتبه  , )x y  نسبت بهx  و نیز مشتق مرتبهs  نسبت بهy  در نقطه

( , ) ( , )i jx y x y شوندمیزیر محاسبه  صورتبه: 

                                                           
1 Grid Points 
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(6-61) ( ) ( )

1 1

; 1,2,..., ; 1,2,...,
yx

i j

nnr s
r s

ik kj x jl il yr s
k lx x y y

A i n B j n
x y

 
 

  

 
   

 
  

و  xnکه در آن 
yn  در راستای محور  ایگرهبه ترتیب برابر با تعداد نقاطx  وy همچنین باشندمی .

kj  مقدار

)تابع  , )x y  محاسبه شده در نقطه( , )k jx y  وli مقدار آن در نقطه ( , )l ix y و  بوده( )r

ikA  و( )s

jlB  نیز ضرایب وزنی

زیر قابل  صورتبهگیری توابع دو متغیره، قوانین مشتق اساسبرمخلوط  جزئیمشتقات همچنین . باشندمی

 :باشندمیمحاسبه 

(6-62) 
( )

( ) ( )

1 1, ,

yx

i j i j

nnr s r s
r s

ik jl klr s r s
k lx y x y

A B
x y x y






 

   
  

    
  

نظور استفاده از این روش، ابتدا باید مقادیر ضرایب وزنی مشخص باشند. برای محاسبه این ضرایب به م

در دامنه مساله استفاده نمود. در این روش با داشتن مقدار تابع در نقاط  1آزمایشیاز تقریب توابع  توانمی

وجود دارد،  آزمایشیبرای توابع  های زیادیا در این نقاط مشخص نمود. انتخابضرایب وزنی ر توانمیمختلف، 

. دو عامل اصلی در دقت روش مربعات دیفرانسیلی، نحوه باشدمی ایجملهترین آنها، توابع چند اما یکی از مناسب

, 143] 6و ریچارد 2. برای محاسبه ضرایب وزنی با دقت بالا، شواستو نیز دقت ضرایب وزنی  ایگرهانتخاب نقاط 

. جملات خارج از قطر اصلی در ماتریس ضرایب شودمیند که در ادامه توضیح داده هایی را ارائه دادفرمول [148

 :شوندمیزیر محاسبه  صورتبهوزنی مربوط به مشتق مرتبه اول 

(6-66) (1) ( )
; , 1,2,..., ,

( ) ( )

i
ik x

i k k

x
A i k n k i

x x x


  

 
 

 :که در آن

(6-61) 
1, 1,

( ) ( ), ( ) ( )
x xn n

i i v k k v

v v i v v k

x x x x x x
   

       

 :شوندمیر اصلی برای مشتقات مرتبه بالاتر به کمک رابطه بازگشتی زیر محاسبه همچنین جملات خارج از قط

(6-65) 
( 1)

( ) ( 1) 1 ; , 1,2,..., ,
r

r r ik
ik ii ik x

i k

A
A r A A i k n k i

x x


 

    
 

 

2ن که در آ ( 1)xr N   . شوندمیزیر محاسبه  صورتبهجملات روی قطر اصلی در ماتریس ضرایب وزنی: 

(6-63) ( ) ( )

1,

; 1,2,...,
xn

r r

ii iv x

v v i

A A i n
 

   

                                                           
1 Test Functions 
2 Shu 
3 Richards 
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در مورد نحوه انتخاب نقاط  از روابط مشابه استفاده نمود. توانمینیز  yسبه مشتقات نسبت به برای محا

های اولیه و معمولا مناسب، انتخاب نقاط با فاصله یکسان از یکدیگر است. در این حالت ، یکی از انتخابایگره

 :شودمیزیر تعریف  صورتبهین نقاط مختصات ا

(6-63) 
1 1

, 1,2,..., , 1,2,...,
1 1

i x i y

x y

i i
x a i n y b i n

n n

 
   

 
 

با فواصل غیر یکسان، روش مربعات دیفرانسیلی نتایج  ایگرهدر اکثر مواقع، در صورت انتخاب نقاط 

متعامد  ایجملهتوابع چند هایریشه صورتبهرا  ایگرهنقاط  توانمیتری خواهد داشت. در این حالت دقیق

 :نتخاب نمودزیر ا صورتبه توانمیرا  ایگرهانتخاب نمود. برای مثال نقاط 

(6-68)   1 cos ( 1) / ( 1)1 cos ( 1) / ( 1)
; 1,2,..., ; 1,2,...,

2 2

yx

i x i y

i ni n
x a i n y b i n

        
    

د توانمیتلف مختصات در جهات مخ ایگرهدر روش مربعات دیفرانسیلی، نحوه انتخاب و نیز تعداد نقاط 

، با ایگرهپس از انتخاب نقاط  (.5-6اما فاصله بین این نقاط در هر جهت باید یکسان باشد )شکل  متفاوت باشد؛

تقریب زد. سپس  (63-6)تا  (66-6)ی هافرمولضرایب وزنی را با استفاده از  توانمین نقاط داشتن مختصات ای

، یک دستگاه معادلات (62-6)و  (61-6)روابط  اساسبربا جایگذاری مشتقات موجود در معادله دیفرانسیل 

 دستبه، باشندمی ایگره. با حل این دستگاه، مجهولات مساله که مقدار تابع در نقاط آیدمی دستبهجبری 

 .نمودموردنظر باشد، باید از میانیابی استفاده  ایگره. در صورتی که مقدار تابع در نقاطی غیر از نقاط آیندمی

 جمع بندی 3-7

روش اجزای  بندیفرمولی عددی برای حل معادلات دیفرانسیل بحث شد. ابتدا هاروشدر این فصل در مورد 

توضیح داده شد. در فصل  هاورقشکل برشی مرتبه اول برای حل مساله کمانش  تئوری تغییر اساسبرمحدود 

با نتایج حل  با استفاده از کد نویسی درمحیط نرم افزار متلب، آمده از حل اجزای محدود دستبهنتایج  پنجم

دن دست آورهتحلیلی مقایسه شده است. در انتهای فصل نیز در مورد روش مربعات دیفرانسیلی و نحوه ب

برای ارزیابی نتایج مربوط  ششمو ضرایب وزنی توضیح داده شد که از این روش در فصل  ایگرهمختصات نقاط 

 حلقوی استفاده شده است. هایورقبه کمانش 
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 :چهارمفصل 

 کمانشپیشحل مساله  
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 مقدمه  4-1

، ابتدا باید معادلات مربوط به حالت به منظور محاسبه بار کمانش یک ورقبیان شد،  دومهمان طور که در فصل 

. شودمیدر این فصل درمورد نحوه حل این معادلات توضیح داده  حل شوند. کمانشپیشتعادل اولیه یا معادلات 

قرار دارد، حل  غیریکنواخت ایصفحهابتدا این معادلات برای یک ورق بدون گشودگی که تحت بارگذاری داخل 

طیلی دارای گشودگی مست هایورقدر  کمانشپیشمحاسبه میدان تنش ل برای . پس از آن دو روش حشوندمی

توابع پتانسیل مختلط بوده و برای گشودگی مربعی از نگاشت استفاده  اساسبرروش حل اول  .شودمیارائه 

ط و استفاده از شکل انتگرالی شرای در مختصات قطبی . در روش حل دوم، با استفاده از بسط تابع تنششودمی

 .شودمیمحاسبه  دایرویبرای ورق با گشودگی  کمانشپیشمرزی، میدان تنش 

 غیریکنواختدر معرض بارگذاری  ان تنش ورق مستطیلی بدون گشودگیمید 4-2

زیر نوشته  صورتبهبرای یک ورق بدون نقص اولیه و بدون حضور نیروهای حجمی  کمانشپیش معادلات 

 :((13-2و  15-2روابط ) شوندمی

(1-1) 0, 0
xy y xyx

N N NN

x y y x

  
   

   
 

مقید  ایصفحهبا هندسه ساده )بدون گشودگی( که مرزهای آن نسبت به جابجایی داخل  هاورقبرای 

باشد، معادلات بالا به راحتی قابل حل  هالبهنشده باشد و در معرض بارگذاری یکنواخت و یا بارگذاری خطی در 

-1)و این تابع درمعادلات  باشدمی هالبهتابع بارگذاری در همان  ،حه. در این حالت توزیع تنش در صفباشدمی

 .باشدمیصدق کرده و بنابراین جواب مساله  و شرایط مرزی و نیز در معادلات سازگاری (1

 :(54-2و  19-2)روابط  شوندمیه زیر نوشت صورتبهمیدان جابجایی  برحسب (1-1)معادلات 

(1-2)    
2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0

2 2 2 2
0, 0

u v u v u v
A G G A G G

x x y y y x y x
 

     
       

       
 

. هدف از حل این معادلات، باشندمی( از نوع مسائل الاستیسیته دوبعدی 2-1)( و 1-1)معادلات 

. شوندمیکه به عنوان ضریب در معادلات پایداری ظاهر  باشدمیورق  کمانشپیشآوردن میدان تنش  دستبه

 حل شوند. (2-1)ا و ی (1-1)، باید معادلات کمانشپیشآوردن میدان تنش  دستبهبنابراین برای 
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 حل مسائل الاستیسیته دو بعدی 4-2-1

 روش وجود دارد: ی برای حل مسائل الاستیسیته دوبه طور کل

. پس از شوندمیمیدان جابجایی نوشته و حل  اساسبردر این روش معادلات  میدان جابجایی: اساسبرروش 

و پس از آن با  آیدمی دستبهی کرنش هافهمولجابجایی، -با استفاده از روابط کرنش ،هاجابجاییمحاسبه 

ازی به ارضای شرایط . در این حالت نیباشندمیی تنش قابل محاسبه هامولفه استفاده از روابط ساختاری

 .[142] سازگاری نیست

. در این حالت برای شوندمیی تنش نوشته هامولفه اساسبردر این روش معادلات  روش بر پایه میدان تنش:

مقداری باشد، باید معادلات ی کرنش، پیوسته و تکهامولفهگیری آمده از انتگرال دستبهمیدان جابجایی  کهاین

  ارضا شود.نیز سازگاری 

. باشدمیانتخاب یکی از دوروش ذکر شده برای حل معادلات تا حد زیادی وابسته به نوع شرایط مرزی 

جابجایی در مرزها مشخص شده باشد، اعمال آن با استفاده از حل  صورتبهدر صورتی که شرایط مرزی مساله 

نیروهای  صورتبهصورتی که شرایط مرزی تر خواهد بود و درته شده برحسب میدان جابجایی سادهمعادلات نوش

 تر است.مناسبمیدان تنش  برحسباستفاده از حل معادلات  تعریف شده باشد،اعمالی در مرزها 

 میدان جابجایی اساسبر حل معادلات 4-2-2

. برای حل باشندمیبه شکل معادلات دیفرانسیل با مشتقات جزئی کوپل شده و با ضرایب ثابت  (2-1)معادلات 

 :شودمیزیر درنظر گرفته  صورتبهاین معادلات، میدان جابجایی 

(1-6) 0 0 1 2 0 0 1 2( , ) ( ) , ( , ) ( )x y x yu x y A A x A y e v x y B B x B y e          

که در آن ثوابت 
iA  و, 0,1,2iB i  جابجایی در با جایگذاری این میدان .شوندمیمشخص  در ادامه روند حل

 :آیدمی دستبهزیر  صورتبهری ( ، دو معادله جب2-1)معادلات 

           
         

2 2 2 2

1 1 2 2

2 2

0 0 1 1 2 2

2 2 2 1 2 2 2 1

2 2 2 1 4 4 4 2 0

A B x A B y

A B A B A B

         

          

        

           
 (1-1)  

           
         

2 2 2 2

1 1 2 2

2 2

0 0 2 1 1 2

2 2 2 1 2 2 2 1

2 2 2 1 4 4 4 2 0

B A x B A y

B A B A B A

         

          

        

           
 (1-5)  
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و نیز مجموع جملات بدون ضریب برابر  yو  x این معادلات همواره برقرار باشند، باید ضرایب کهآنبرای 

به  توانمی. این دستگاه معادلات را آیدمی دستبهصفر باشند. بدین ترتیب یک دستگاه معادلات با شش معادله 

] شکل ]{ } 0H V   نوشت که در آن[ ]H  ماتریس ضرایب و{V}  شودمیزیر تعریف  صورتبهبردار ثوابت بوده و: 

(1-3)  0 1 2 0 1 2

T
V A A A B B B 

و برای داشتن جواب غیر صفر، باید دترمینان ماتریس  باشدمیده همگن آم دستبهدستگاه معادلات  

ضرایب برابر با صفر باشد. با صفر قرار دادن مقدار دترمینان ماتریس ضرایب، حل معادله مشخصه حاصل 

 :زیر خواهد بود صورتبه

(1-3) 0 .H i     

2که در آن  1i   برای محاسبه بردار ضرایب باشدمیمختلط  پارامتر .V مقدار ،i  در ماتریسH 

. با حل این دستگاه سه بردار مستقل خطی شودمیآمده حل  دستبهجایگذاری شده و سپس دستگاه معادلات 

 :آیندمی دستبهزیر  صورتبه

(1-8) 
 

4 3 4 3
, 0, 0,1,0,0 , , ,0,0,1,0 , ,0, ,0,0,1 .

T T

T
i i i i

 

 

    
      

   
1 2 3V V V 

iهمچنین بردارهای متناظر با مقدار ویژه    (  8-1)آمده در رابطه  دستبههای مزدوج مختلط بردار

 :به شکل زیر نوشت توانمی( را 2-1) . اکنون حل معادلاتباشندمی

(1-9) 
 i x y i x y

j j j

j

u x y
C e C e

v x y

     



 
  

 
 j

BV BV
3

0

1 2
10

( , )
.

( , )
 

که در آن 
1 jC  و

2 jC  ثوابت مساله بوده و
jV  بردار مزدوج مختلط

jV همچنین ماتریس باشدمی .B زیر  صورتبه

 :شودمیتعریف 

(1-14) 1 0 0 0
.

0 0 0 1

x y

x y

 
  
 

B 

)کنون با جایگذاری ا 1,2,3)jV j   به شکل زیر  توانمی( را 2-1)(، حل معادلات 2-1)( در 8-1)از معادلات

 آورد: دستبه

(1-11)   

  

0 1 4 6

2 3 5

( , ) cosh( y)cos( x) sinh( )cos( )

cosh( y)sin( x) sinh( )sin( )

u x y C C x C y y x

C C x C y y x

   

   

   

   
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(1-12) 
 

 

0 2 3 4 5

1 3 4 6

4 3 4 3
( , ) cosh( y)cos( x) sinh( )cos( )

4 3 4 3
cosh( y)sin( x) sinh( )sin( )

v x y C C x C C y y x

C C C x C y y x

 
   

 

 
   

 

   
        

  

   
       

  

 

) ثوابت موجود در معادلات بالا , )jC ،آیندمی دستبهعمال شرایط مرزی پس از ا. 

و جابجایی  قرار داشته xدرمعرض بارگذاری متقارن نسبت به محور که یک ورق مستطیلی :شرایط مرزی

. به دلیل وجود تقارن در (1-1مقید شده باشد، مفروض است )شکل   yدر راستای محور  آن ایصفحهداخل 

حذف شده و جواب نهایی را  (12-1)و  (11-1)روابط د در بارگذاری و شرایط مرزی ، تعدادی از جملات موجو

 :به شکل زیر نوشت توانمی

(1-16) 
0 4 2 5( , ) cosh( y)cos( x) cosh( y)sin( x) sinh( )sin( )u x y C x C C y y x        

(1-11) 
0 5 2 4 5 4

4 3 4 3
( , ) cosh( y)cos( x) sinh( )cos( ) sinh( )sin( )v x y C y C C C y x C x y x

 
     

 

  
      

 
 

 

 

 ها.در لبه غیریکنواختورق مستطیلی با بارگذاری  :1-1شکل 

 زیر است: صورتبه، شرایط مرزی 1-1شکل  اساسبر

(1-15)  xy xy x

b b a a
v x y N x y N x y N x y F y
       

                   
       

0 , 0; , 0; , 0; , .
2 2 2 2

 

 شوندمیدر دوحالت زیر ارضا  (15-1)سه شرط مرزی اول در رابطه 

(1-13) 2 5 4

4 3
1. 0, , 0.

2(2 1)
C C C







   


 

(1-13) 
5 2 4

sin( / 2)(4 4) a cos( / 2) 2
2. C 0, , ( 1,2,3,...).

2 sin( / 2)

a a n i
C C n

a b

    


 

 
    
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 :آیدمی دستبهزیر  صورتبه، دو دسته جواب (13-1)و  (13-1)روابط  اساسبر

(1-18) 
0 40 01. ( ,y) C x ; ( , ) 0u x v x y  

(1-19) 

 0 4

1

0 4

1

( ,y) cosh( )sin( ) cosh( )cos( )

2.
4 3

( , ) cosh( )sin( ) sinh( )cos( ) sinh( )sin( )

sin( / 2)(4 4) cos( / 2)
:

2 sin( / 2)

n n n n n n

n

n n n n n n n n

n n

n n n
n

n n

u x C A y x x y x

v x y C A y x y x x y x

a a a
Where A

a

   


     



   

 










 




        

 






.

 

اصل جمع آثار، جواب حاصل  اساسبرمعادلات دیفرانسیل حاکم بر مساله خطی است،  کهاینبا توجه به 

n...,0,1,2( و برای 19-1)( تا 13-1)آمده در معادلات  دستبهوع جواب های مبرابر با مج  در حل باشدمی .

بت نهایی، ثوا
4 , 0,1,2,..nC n   آمده شرایط مرزی نیرویی در  دستبهتعیین شوند که میدان تنش  ایگونهباید به

(( را ارضا کند. برای اعمال این شرط مرزی، مقدار 15-1)راست و چپ )چهارمین شرط مرزی در رابطه  هایلبه

xN حاسبه شده و مقدار آن به ازای با استفاده از میدان جابجایی م/ 2x a  این مقدار با بسط آیدمی دستبه .

)تابع بارگذاری  فوریه کسینوسی )F y  شودمیمساوی قرار داده: 

(1-24) 

 

  

 

 

0 0

1

1

1
cos

1 2 1

2cos sin cosh
2 2

.

2 1 si

( / 2,y) F(y

n

)

2

n

n

n n
n n

n

n n

xN
Ehn

b b y C
b

a a

x

a

C
a

a

Eh y



 

 
 












 
  

  

    




   
    


 





 
 

  



 

,اکنون برای محاسبه ثوابت  0,1,2,...nC n   دو طرف این رابطه در (24-1)رابطه در ،cos( / )m y b 

/ضرب شده و از عبارت حاصل در بازه  2b  تا/ 2b  این کار برای مقادیر مختلف شودمیانتگرال گرفته .

0,1,2,...n   و با حل این دستگاه، ثوابت  آیدمی دستبهاه معادلات جبری . در نتیجه، یک دستگشودمیانجام

nC  ی تنش و میدان هامنتجه. در این مرحله حل مساله کامل شده و با استفاده از روابط بین شوندمیمحاسبه

خاصی که ورق تحت برای حالت  آورد. دستبهی تنش در صفحه را هامولفهنحوه تغییرات  توانمیجابجایی، 

بارگذاری یکنواخت 
0N  میدان جابجایی برای دو نوع شرط باشدمیقرار دارد، حل بیان شده دارای نتایج دقیق .

 :باشدمیزیر  صورتبه yآزاد در راستای محور  هایلبهمقید شده و  هایلبهمرزی 

(1-21) 

0

2

0 0

(1 )(2 1)
( / 2) 0 : , 0

(1 )

( 1) ( 1)
( / 2) 0 : ,

N
v y b u x v

Eh

N N
v y b u x v y

Eh Eh

 



  

 
     



 
      
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 نتایج 4-2-3

 هایحالت 2-1آمده، چهارنوع بارگذاری درنظر گرفته شده است. در شکل  دستبهبرای بررسی دقت حل 

به منظور مقایسه نتایج،  یک ورق مستطیلی نمایش داده شده است. هایلبهدر  غیریکنواختمختلف بارگذاری 

های بارگذاری ) مقدار انتگرال بار معادل استاتیکی برای همه حالت
/2

/2

( )

b

b

F y dy


 .یکسان درنظر گرفته شده است ) 

 
 ب( بارگذاری سهمی شکل الف( بارگذاری یکنواخت

 
 د( بارگذاری مثلثی ج( بار گذاری کسینوسی

 یک ورق مستطیلی غیریکنواختهای مختلف بارگذاری حالت :2-1شکل 

 شود:های زیر تعریف میبه یکی از صورت این بارگذاری

)0ذاری کسینوسی: بارگ ) cos( )
2

F y N y
b

 
  

2بارگذاری سهمی شکل: 

0

2
( ) 3 ( )

y
F y N

b
  

0بارگذاری مثلثی: 

0

( ) 2 (1 2 / ) 0

( ) 2 (1 2 / ) 0

F y N y b y

F y N y b y

   


   
 

عرض ورق است. در حالت بارگذاری غیریکنواخت، با افزایش تعداد جملات درنظر گرفته شده برای  bکه در آن  

به منظور بررسی دقت حل  یابد.می((، دقت حل حاصل افزایش 19-1)در رابطه  nن جابجایی )مقدار میدا

در این  xN، مقدار 6-1بارگذاری شده، در شکل  هایلبهتحلیلی ارائه شده در ارضای شرایط مرزی نیرویی در 

) هالبه / 2)x a   5که ازحل تحلیلی و به ازایn  نوع تابع  اساسبربا مقدار دقیق آن  ،آمده است دستبه

برحسب دامنه بارگذاری  yبارگذاری در لبه ورق، برای سه نوع بارگذاری مقایسه شده است. در این شکل محور 

0N  .5مقدار  کهاینتوضیح نرمالیزه شده استn   آمده برای بار  دستبهبا توجه به بررسی همگرایی مقادیر

 صورتبهها کمانش ورق مورد استفاده قرار گرفته است. برای بارگذاری یکنواخت، شرایط مرزی نیرویی در لبه

 شود. دقیق ارضا می
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 الف(

 

 ب(

 

 ج(

برای  ارائه شدهآمده از حل  دستبهایسه مقدار مق :6-1شکل 
xN در لبه سمت راست و چپ ورق ( / 2)x a   با مقدار دقیق آن

 الف( بارگذاری سهمی شکل، ب( بارگذاری کسینوسی و ج( بارگذاری مثلثی
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وجود استفاده از تعداد جملات محدود، به شود که حل ارائه شده با مشاهده می 6-1با توجه به شکل 

های ورق و نقاط تیز بارگذاری، ها بوده و تنها در نزدیکی گوشهخوبی قادر به ارضای شرایط مرزی نیرویی در لبه

ی تنش هامنتجه، نحوه تغییرات 3-1تا  1-1های همچنین در شکل با مقدار دقیق شرایط مرزی تفاوت دارد.

مشاهده  هاشکلاین  اساسبرقعیت و برای سه نوع بارگذاری نشان داده شده است. در سه مو ایصفحهداخل 

که مقدار  شودمی
xyN  سمت راست و چپ ورق  هایلبهدر( / 2)x a   حل  دهدمیبرابر با صفر است که نشان

0xyNبدست آمده شرایط مرزی   همچنین دامنه تغییرات کندمیبه طور دقیق ارضا  هالبها در این ر .
xyN  در

/ 0x a   بارگذاری یکسان بوده و نسبت به دامنه تغییرات هایحالتتقریبا برای تمامیxN  و
yN .کوچکتر است 

)ورق  هایلبهاست که در  ایگونهنیز به  xNنحوه تغییرات  / 0.5)x a    شرایط مرزی نیرویی را ارضا کرده و

. همچنین با توجه یابدمی، دامنه تغییرات آن کاهش هالبهبنابراین مشابه تابع بارگذاری است، اما با دور شدن از 

بالا و پایین، حرکت ورق مقید شده است، مقدار  هایلبهبه اینکه در 
yN  و با  باشدمیبرابر با صفر ن هالبهدر این

، دامنه تغییرات هالبهدور شدن از 
yN  با سرعت بیشتری نسبت بهxN  یابدمیکاهش. 

 

 
 الف(

 
 ب(

 
 ج(

 در سه موقعیت مختلف برای بارگذاری سهمی شکل ایصفحهی تنش داخل هامنتجهتغییرات  :1-1شکل 

  𝑁𝑥𝑦 تنشمنتجه  ، ج( 𝑁𝑦 تنش، ب( منتجه  𝑁𝑥 تنشالف( منتجه  
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 الف(

 
 ب(

 
 ج(

 گذاری کسینوسیدر سه موقعیت مختلف برای بار ایصفحهی تنش داخل هامنتجهتغییرات  :5-1شکل 

 𝑁𝑥𝑦، ج( منتجه تنش  𝑁𝑦، ب( منتجه تنش  𝑁𝑥الف( منتجه تنش  

 

 
 الف(

 
 ب(

 
 ج(

 در سه موقعیت مختلف برای بارگذاری مثلثی ایصفحهی تنش داخل هامنتجهتغییرات : 3-1شکل 

 𝑁𝑥𝑦تنش  منتجه، ج(  𝑁𝑦، ب( منتجه تنش  𝑁𝑥تنش  منتجهالف( 

مختلف بارگذاری  هایحالتو برای  1منحنی تراز صورتبهی تنش در داخل ورق هامنتجهتغییرات  3-1در شکل 

 .نمایش داده شده است

                                                           
1 Contour Plot 
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 ی تنش در یک ورق مستطیلی هامنتجه: تغییرات 3-1شکل 

 ط( بارگذاری مثلثی-و( بارگذاری سهمی شکل، ز-ج( بارگذاری کسینوسی، د-الف
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 برای ورق دارای گشودگی کمانشپیشت حل معادلا 4-3

دگی از دقت برای محاسبه میدان تنش در یک ورق دارای گشو قبل آمده در قسمت دستبهاستفاده از حل 

گشودگی را ارضا نمود. به منظور  در مرزشرایط مرزی  توانمیبا استفاده از این حل ن زیرا ؛پایینی برخوردار است

توزیع تنش در یک ورق دارای گشودگی، از روش توابع پتانسیل مختلط  آوردن دستبهرفع این مشکل و 

با ابعاد محدود در این روش   هاورقوه اعمال شرایط مرزی برای نحو  بندیفرمولاستفاده شده است. در ادامه 

 .شودمیتوضیح داده 

 توابع پتانسیل مختلطروش  4-3-1

شد، درصورتی که شرایط مرزی مساله از نوع نیرویی  همان طور که گفته :1دوهمساز تعمیم یافته معادله

. این معادلات را برحسب شودمیآوردن توزیع تنش استفاده  دستبه( برای حل مساله و 1-1)باشد، از معادلات 

 :به شکل زیر نوشت توانمیی تنش هامولفه

(1-22) 0, 0
xy xy yx

x y x y

     
   

   
 

. در این است، استفاده از تابع تنش آوردن میدان تنش ستدبهو  (22-1)یک روش برای حل معادلات 

 :شوندمیزیر تعریف  صورتبه تابع تنش  اساسبری تنش هامولفه روش

(1-26) 
2 2 2

2 2
, ,x y xy

y x x y

  
  

  
   
   

 

ن معادلات ارضا در معادلات تعادل، ای (26-1)ی تنش از رابطه هامولفهکه با قرار دادن  شودمیمشاهده 

آورد. پس از آن با  دستبهی تنش را هامولفه توانمیمشخص باشد،  در صورتی که تابع تنش  .شوندمی

جابجایی، -و با توجه به روابط کرنش آیندمی دستبهی کرنش نیز هامولفهکرنش، -استفاده از روابط تنش

آمده پیوسته و یکتا  دستبهمیدان جابجایی  کهاینبه نمود. در این حالت برای میدان جابجایی را محاس توانمی

، معادله سازگاری ایصفحه. در حالت تنش [142]برقرار باشد ی کرنش شرایط سازگاری هامولفهباید بین  ،2باشد

 :شودمیزیر نوشته  صورتبه

(1-21) 
2 22

2 2
0

y xyx

y x x y

   
  

   
 

                                                           
1 Biharmonic 
2 Continuous and Single-Valued 



39 

 

نوشته شود. بدین منظور  تابع تنش  برحسبی تنش و نهایتا هامولفهاکنون باید معادله سازگاری بالا برحسب 

زیر بیان  صورتبهقانون هوک، رابطه بین تنش و کرنش  اساسبر روابط بین تنش و کرنش استفاده نمود. باید از

 :شودمی

(1-25) ,K C     

ی تنش و هامولفهبردارهایی شامل  نیز و  ماتریس نرمی بوده و  Cماتریس سفتی و  K، (25-1)در رابطه 

. همچنین با فرض صفر باشندمیبا صفر  برابر yzو  xzی هامولفه، ایصفحهبرای حالت تنش  .باشندمیکرنش 

0zبودن کرنش نرمال در راستای ضخامت  [149]به شکل زیر نوشت  توانمیکرنش را -، رابطه بین تنش: 

(1-23) 

11 12 13 16

12 22 23 26

13 23 33 36

16 26 36 66

0

x x y z xy

y x y z xy

x y z xy

xy x y z xy

c c c c

c c c c

c c c c

c c c c

    

    

   

    

   

   

   

   

 

اکنون با محاسبه 
z  ،به شکل زیر نوشت: توانمیی کرنش را هامولفهاز رابطه سوم و قرار دادن در بقیه روابط 

(1-23) 
11 12 16

12 22 26

16 26 66

x x y xy

y x y xy

xy x y xy

a a a

a a a

a a a

   

   

   

  

  

  

 

 که در آن

(1-28) 

2

11 33 13 12 33 13 23
11 12

33 33

2

16 33 13 36 22 33 23
16 22

33 33

2

26 33 23 36 66 33 36
26 66

33 33

,

,

,

c c c c c c c
a a

c c

c c c c c c c
a a

c c

c c c c c c c
a a

c c

 
 

 
 

 
 

 

تابع تنش، رابطه  ریفتعو سپس با استفاده از  (21-1) سازگاری معادلهکرنش در -با قرار دادن روابط تنش

 :شودمی تعیینزیر  صورتبه تابع تنش  برحسبسازگاری 

(1-29) 4 4 4 4 4

22 26 12 66 16 114 3 2 2 3 4
2 (2 ) 2 0a a a a a a

x x y x y x y y

        
     

       
 

 .باشدمی دوهمساز، حالت تعمیم یافته معادله (29-1)معادله 
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د دارد که این ثوابت مدول ، تنها دو ثابت الاستیک مستقل وجوبرای یک ماده همسانگرد :دوهمساز معادله

زیر  صورتبه، رابطه بین تنش کرنش ایصفحه. برای حالت تنش باشندمی و ضریب پواسون Eالاستیک 

 :]142[ شودمینوشته 

(1-64) 

2 2

2 2

0
1 1

0
1 1

0 0
2(1 )

x x

y y

xy xy

E E

E E

E



  


 
 

 



 
 
     

    
            
 
  

 

 صورتبهی تنش هامولفه برحسبی کرنش هامولفهماتریس نرمی، با معکوس کردن ماتریس سفتی و محاسبه 

 :شوندمیزیر نوشته 

(1-61) 

1
0

1
0

2( 1)
0 0

x x

y y

xy xy

E E

E E

E



 


 

 


 
 

    
        

       
 
  

 

، معادله سازگاری به شکل زیر استفاده از تعریف تابع تنشی کرنش در رابطه سازگاری و هامولفهبا قرار دادن 

 :شودمیساده 

(1-62) 4 4 4
4

4 2 2 4
0 2 0

y x y x

  


  
     

   
 

 .آیدمی دستبهاست که با حل آن، تابع تنش  دوهمساز، معادله (62-1)معادله 

) صورتبهجواب  ،دوهمسازبرای حل معادله تعمیم یافته : دوهمسازحل معادله  )F x y   گرفته  درنظر

 :آیدمی دستبهرابطه زیر  (29-1) با قرار دادن این جواب در معادله. شودمی

(1-66) 2 3 4

22 26 12 66 16 112 (2 ) 2 ( ) 0a a a a a a F x y             

برابر با صفر باشد. معادله حاصل، معادله  کروشهبرای آنکه رابطه بالا همواره برقرار باشد، باید عبارت داخل 

 زیر نوشت: صورتبه توانمیرا  آن جواب و شودمیمشخصه نامیده 

(1-61) 
1 1 2 2 3 3 4 4( ) ( ) ( ) ( )F x y F x y F x y F x y            

که در آن 
i معادله مشخصه بوده و  هایریشه

iF  معادله مشخصه  هایریشه .باشندمیتوابعی دلخواه
i  تابعی

د توانمیانرژی سیستم، معادله مشخصه ن اساسبرنشان داد که  لخنیتسکیاز ثوابت الاستیک ماده هستند. 
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ضرایب معادله مشخصه حقیقی هستند،  کهاین. همچنین با توجه به [149]باشد  های حقیقی داشتهریشه

 نوشت: توانمیین اعداد مختلط مزدوج خواهند بود. بنابرا صورتبهمعادله مشخصه  هایریشه

(1-65) 
1,2 1 1 3,4 2 2,i i         

 عبارت است از:جواب معادله  در نتیجه

(1-63) 
1 1 2 2 3 1 4 2( ) ( ) ( ) ( )F x y F x y F x y F x y            

 ی تنش باید حقیقی باشند،هامولفهتابع تنش و  کهاینهمچنین با توجه به 
3 1F F  و

4 2F F . تابع تنش بنابراین

 به شکل زیر بازنویسی کرد: توانمیرا 

(1-63) 
1 1 2 22Re( ( ) ( ))F z F z   

ن که در آ
1 1z x y   2و 2z x y .  ی تنش، دو تابع هامولفهآوردن  دستبهاکنون برای  و زیر  صورتبه

 :شوندمیتعریف 

(1-68) 1 2
1 2

1 2

(z ) , ( )
F F

z
z z

 
 

 
 

 

 :]114[ شوندمیزیر تعریف  صورتبهاین دوتابع  اساسبری تنش و نیز میدان جابجایی هامولفه

(1-69) 

2 ' 2 '

1 1 2 2

' '

1 2

' '

1 1 2 2

1 1 2 2 0

1 1 2 2 0

2Re[ ( ) (z )]

2Re[ ( ) (z )]

2Re[ ( ) (z )]

u 2Re[ ( ) ( )]

2Re[q ( ) ( )]

x

y

xy

z

z

z

p z p z wy u

v z q z wx v

    

  

    

 

 

 

 

  

   

   

 

  :که در آن

(1-14) 2 222 22
1 11 1 12 16 1 1 12 1 26 2 11 2 12 16 2 2 12 2 26

1 2

, , ,
a a

p a a a q a a p a a a q a a     
 

            

همچنین 
0 0,u v  وw باشندمیگیری بوده و بیانگر حرکت صلب گونه جسم ثوابت انتگرال. 

 براید از نوع نیرویی و یا جابجایی در مرزهای سیستم باشد. توانمیشرایط مرزی مساله : اعمال شرایط مرزی

شکل زیر  ی تنش بههامولفهب حسبر توانمیبر مرز را  سطحی واردی نیروی هامولفهشرایط مرزی نیرویی، 

 :]114[ نوشت

(1-11) cos( , ) cos( , ), cos( , ) cos( , )x x x xy y x xy y xy x y y xy yT n n n x n y T n n n x n y               
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 yو  xزاویه بین این بردار و محور  کسینوس ynو  xnبردار واحد عمود بر مرز سیستم بوده و  nکه در آن 

 (.8-1)شکل  باشندمی

 
 [114]بر مرز  عمودیک ورق دارای گشودگی و بردار  :8-1شکل 

dxبه شکل  توانمیرا بردار واحد مماس بر مرز سیستم  dy
t i j

ds ds
 

 
بنابراین بردار عمود بر مرز سیستم نوشت، 

 :باشدمیزیر  صورتبه

(1-12) , . 0x y

dy dx
n n i n j i j n t

ds ds
     

 به شکل زیر نوشت: توانمیدر مرز را  ی نیروی سطحی بر واحد طولهامولفه درنتیجه

(1-16) 
2 2 2 2

2 2
( ), ( )x x xy y xy y

dy dx dy dx d dy dx dy dx d
T T

ds ds y ds x y ds ds y ds ds x y ds x ds ds x

     
   

     
           

       
 

گیری از این نیروها بین دو نقطه بر روی مرز سیستم، . با انتگرالاندشدهاین نیروها نشان داده  9-1ل در شک

 برایند نیروی وارد بر مرز سیستم بین این دو نقطه را محاسبه کرد: توانمی

(1-11) 
1 1 1 2 2 2 1 22Re[ ( ) ( )] ( ), 2Re[ ( ) ( )] ( )x x y y

s s

T ds C z z p s T ds C z z p s
y x

 
     

 
           

   
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 [142] شرایط مرزی یک ورق و نیروهای وارد بر مرز :9-1شکل 

4صورتبهمعادله سازگاری ورق همسانگرد : همسانگرد ورقحل مربوط به  0   در این حالت .است، 

4 صورتبهمعادله مشخصه  22 1 0    1,2شکل به معادله  این هایریشه بوده و i    3,4و i    خواهند

 :شودمیبه شکل زیر عمل  در این حالت دوهمسازبرای حل معادله  بود.

zبا توجه به تعریف متغیر مختلط  x iy  روابط زیر برقرار است: 

(1-15) , ( )i
x z z y z z

     
   

     
 

4معادله بنابراین  0  متغیر مختلط  برحسبz  شودمیبه شکل زیر تبدیل: 

(1-13) 
4

2 2
0

z z




 
 

 :]142[استزیر  صورتبه (13-1)حل معادله 

(1-13) (z, z) 1/ 2( ( ) ( ) ( ) ( )) Re( ( ) ( ))z z z z z z z z z            

)اکنون با تعریف تابع  ) ( )z z   142[ به شکل زیر نوشت توانمیی تنش را هامولفه، ترکیب[: 

(1-18) 
2( ( ) ( ))

2 2 2( ( ) ( ))

x y r

y x xy r r

z z

i i z z z



 

     

       

     

       
 

 آورد: دستبهی تنش را به شکل زیر هامولفه توانمی، (18-1)با استفاده از روابط 

(1-19) 1 1 1 1
2Re[ (z) ( ) ( )], 2Re[ (z) ( ) ( )], Im[ ( ) ( )]

2 2 2 2
x y xyz z z z z z z z z                         

 :]142[ شودمیهمچنین در این حالت، رابطه مربوط به شرایط مرزی به شکل زیر نوشته 

(1-54) ( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ))x y

d d d d
T iT i i i i i z z z z

ds y x ds x y ds z ds

    
  

    
           

    
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بر روی مرز سیستم  (54-1)ز رابطه گیری ا. با انتگرالهستندبردارهای نیرو بر واحد سطح  yTو  xTکه در آن 

 (:9-5)شکل  آورد دستبهبرایند نیروی وارد بر مرز را به شکل زیر  توانمی

(1-51) ( ) ( ( ) ( ) ( )) [ ( ) ( ) ( )]
B B

B

x y x y A
A A

d
F iF T iT ds i z z z z ds i z z z z

ds
                  

، حل مساله نیاز به تعریف همسانگردو غیر همسانگردکه در هر دوحالت مربوط به ورق  شودمیمشاهده 

ی هامولفه توانمیه ارضای شرایط مرزی مساله باشند. با داشتن این دو تابع، دو تابع مختلط دارد که قادر ب

)1 صورتبهاین دو تابع  همسانگردکرنش و میدان جابجایی مساله را یافت. در ورق غیر  ،تنش )z  2و( )z  و در

)صورتبه همسانگردورق  )z  و( )z .از جمله محققینی بودند که با استفاده 2و ساوین 1لخنیتسکی بیان شدند ،

، بیضوی و مربعی را محاسبه دایرویو دارای گشودگی  نهایتبی همسانگرداز این روش، میدان تنش یک ورق 

استفاده  تنش فوریه برای محاسبه توابع از سری لخنیتسکی و 6کریستوفل-شوارتز نگاشتنمودند. ساوین از روش 

 .[114] باشدمیاما در عین حال نتایج هر دو روش یکسان  ؛نمود

روند حل مساله با استفاده از روش اعداد مختلط بدین صورت است که ابتدا یک شکل اولیه برای توابع 

. سپس شرایط مرزی شودمی، درنظر گرفته باشدمی( که دارای ضرایب ثابتی ایجملهتنش )مانند یک تابع چند 

. پس از مشخص شدن توابع ندآیمی دستبهمساله بر روی حل درنظر گرفته شده اعمال شده و ثوابت مساله 

 توانمیدر صورتی که هندسه مساله منظم نباشد،  .باشدمیی میدان تنش در ماده قابل محاسبه هامولفهتنش، 

تر نموده و پس از حل مساله برای هندسه نگاشت شده، گاشت مناسب، هندسه مساله را سادهبا استفاده از یک ن

آورد. در ادامه ابتدا در مورد نحوه محاسبه میدان تنش برای یک ورق  دستبهحل مساله را برای هندسه اولیه 

، سپس در مورد چگونگی اعمال شرایط مرزی در حالت ورق شودمیتوضیح داده  دایرویبا گشودگی  نهایتبی

و در نهایت روش نگاشت به منظور محاسبه میدان تنش برای یک ورق محدود با گشودگی  شودمیمحدود بحث 

 .گیردمیدایره مورد بررسی قرار غیر از 

 دایرویبا گشودگی  نهایتبیورق  4-3-2

 :[142] شوندمیدر این حالت توابع تنش به شکل زیر درنظر گرفته 

(1-52) 0 0

1 1

( ) , ( )n n

n n
n n

A B
z A z z B z

z z
 

 

 

     

                                                           
1 Lekhnitskii 
2 Savin 
3 Schwarz–Christoffel 
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0Aی هاجمله، (52-1)در رابطه  z  0وB z  که در  باشندمیمربوط به حل یک ورق نامتناهی بدون گشودگی

 دستبه (56-1رابطه ) صورتبه 0Bو  0Aخود در معرض تنش قرار داشته و در این حالت ضرایب  هایلبه

 :آیندمی

(1-56) 
0 0 0

0

0

0

2( ( ) ( )) 2( ) 4Re(A )

2Re( )
2 2( ( ) ( )) 2B

Im( )

x y

y x

y x xy

z z A A

B
i z z z

B

   

 
    



      

 
       



 

 گیرد:زیر قرار  صورتبهی نرمال و برشی هاتنشدر مرزهای خود در معرض  اگر ورق

(1-51) 0 0 0, ,x x y y xy xy        

ضرایب 
0A  0وBشوندمیزیر محاسبه  صورتبه: 

(1-55) 
0 0 0 0

0

0 0,
4 2

x y y x

xyA B i
   


 

   

0به شکل  xدر راستای محور  عمودیدر حالت خاصی که ورق مورد بررسی تنها در معرض تنش 

x s   قرار

 :شوندمی، توابع تنش به شکل زیر بیان داشته باشد

(1-53) 
1 1

( ) , ( )
4 2

n n

n n
n n

A Bs s
z z z z

z z
 

 

 


     

 ثوابتبرای محاسبه 
nA  و( 1,2,3,...)nB n   باید از شرط مرزی مربوط به مرز گشودگی استفاده نمود. در

به  توانمیصورتی که مرز گشودگی در معرض هیچ نوع تنشی نباشد، رابطه مربوط به شرایط مرزی برای آن را 

 ل زیر نوشت:شک

(1-53) '[ ( ) ( ) ( )] 0B

x y AF iF i z z z z        

izباشد، بر روی مرز گشودگی  aبه شعاع  دایرویدر صورتی که ورق دارای گشودگی  ae  با قرار .

ine ر دادن ضرایبقراصفر و مساوی  (53-1)در رابطه  zدادن این مقدار برای    ،ثوابتدر دو طرف معادله 
nA  و

( 1,2,3,...)nB n  آیندمی دستبهزیر  صورتبه: 

(1-58) 

2

1

2 4

1 2 3

, 0, 1
2

, 0, , 0, 3
2 2

n

n

S
A a A n

S S
B a B B a B n

  


    
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 :باشدمیبنابراین جواب نهایی برای توابع تنش به شکل زیر 

(1-59) 
2 2 4

3
( ) , ( )

4 2 2 2 2

S Sa S Sa Sa
z z z z

z z z
 


     

  .آورد دستبه( 19-1)با استفاده از رابطه ی تنش را هامولفه توانمیاکنون با داشتن توابع تنش، 

 [107] نگاشت 4-3-3

) صورتبه، از نگاشت دایرویآوردن توزیع تنش در یک ورق دارای گشودگی غیر  دستبهبرای  )z w  

اده از نگاشت (. استف14-1)شکل  باشدمیمتغیر نگاشت یافته  متغیر اولیه و  zکه در آن  شودمیاستفاده 

در ولی مزیتی که نگاشت دارد این است که اعمال شرایط مرزی  ؛شودیمتر شدن معادلات معمولا باعث پیچیده

 است.تر از ناحیه اولیه به شکل یک دایره است( بسیار راحت)که  یافتهدر ناحیه نگاشت  گشودگی مرز

 

 [142]و برعکس  به صفحه  zنگاشت از صفحه  :14-1شکل 

کریستوفل -از نگاشت شوارتز توانمیبرای نگاشت ناحیه خارج از یک چند ضلعی به ناحیه خارج از یک دایره،  

 :]149[ شودمییان زیر ب صورتبهاستفاده نمود. این نگاشت 

(1-34) 
1 2 11 1

1 2 2

1

( ) ( ) ( ) ....( ) n

n

dt
z w c t a t a t a d

t



         

موقعیت چندضلعی را مشخص و  مقیاسثوابت مختلطی هستند که  dو  cتعداد اضلاع چند ضلعی و  nکه در آن 

کنند. همچنین می
1 2, ,..., na a a ره در و درواقع نقاطی روی دای شوندمیکریستوفل نامیده -ثوابت انتگرال شوارتز

و  شوندمینگاشت  zدر صفحه  هستند که به رئوس چند ضلعی صفحه 
1 2, ,..., n    نشان دهنده زاویه خارجی
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. )برای مثال برای مربع مقدار باشندمی ضریبی از  برحسبهر راس چند ضلعی 
n  3برابر با /  t( و باشدمی 2

1tناحیه خارج از دایره  درنقطه ای   این نگاشت به جز در نقاط راس چند ضلعی که در آن باشدمی .( )w  

رابطه  ، در بقیه نقاط پیوسته است. همچنین برای یک چند ضلعی،شودمیصفر 
1 2 ... 2n n        برقرار

 به شکل زیر نوشت: توانمیرا  (34-1) است.  با توجه به این رابطه، انتگرال

(1-31) 1 2 11 11 2

1

( ) (1 ) (1 ) ....(1 ) nnaa a
w C dt d

t t t



        

و به همین دلیل از بسط عبارت زیر انتگرال  باشدمیمعمولا کار دشواری  (31-1) محاسبه دقیق انتگرال

1na کهاینبا توجه به . شودمیاستفاده    1وt  توانمی، هر یک از پرانتزهای موجود در انتگرال را باشدمی 

 نوشت: (32-1رابطه )به صورت  ایجملهیک سری در ناحیه خارج از دایره با استفاده از بسط دو صورتبه

(1-32) 0

2 3
1

2 3

( 1)...( 1
( ) ,

!

( 1) ( 1)( 2) ( 1)( 2)( 3)
(1 ) 1 ...

2 6
n

r r k k

k

n n n n n n n n n n

r r r r r k
x y x y

k k k

a a a a

t t t t

      








      
     

   

     
      


 

)هر چه تعداد جملات مورد استفاده در این بسط   )N  با بودبیشتر باشد، دقت نگاشت حاصل نیز بیشتر خواهد .

 شودمینتیجه  ،گیری از عبارت حاصل( و انتگرال31-1)رابطه  ( در32-1بر اساس )قرار دادن بسط هر پرانتز 

]149[: 

(1-36)   1 2
1 1 2 2 3

( ) C ( 1) ( 1) ... ( 1) ln ...n n

e e
w a a a d     

 

 
            

 
 

که در آن 
1 2, ,...e e  اکنون برای نگاشت یک باشندمیعبارت زیر انتگرال  ایجملهآمده از بسط دو دستبهضرایب .

رابطه  از در رابطه بالا صفر باشد و با استفاده lnناحیه همبند ساده به ناحیه همبند ساده دیگر، باید ضریب 

یکی از مقادیر  توانمی حاصل،
na  آورد. البته در صورتی که نقاط  دستبهمقادیر دیگر  برحسبرا

na  به شکل

صفر خواهد شد. در این حالت دایره به یک چندضلعی منتظم  lnخاصی بر روی دایره انتخاب شوند، ضریب 

نگاشت یک دایره با شعاع واحد به یک چند ضلعی با استفاده از این روش و به  11-1. در شکل شودمینگاشت 

خصوص در به دقت نگاشت ،Nبا افزایش که  شودمیمختلف نمایش داده شده است. مشاهده نقطه  Nازای تعداد 

    یابد.میافزایش  نقاط راس چندضلعی،
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N=20 

 
N=5 

 N: نگاشت یک دایره با شعاع واحد به یک چند ضلعی برای مقادیر مختلف 11-1ل شک
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39 

 

)پس از محاسبه رابطه نگاشت  )z w  متغیر  برحسب، باید شرایط مرزی نیز .برای این منظور از  نوشته شوند

 :شودمیزیر استفاده  صورتبهتبدیل مشتقات 

(1-31) ( )
f( ) ( ); ( ) ;

( )

dw df df d f
z f z w dz d

d dz d dz w

 
  

  


     


 

 :[111]به شکل زیر نوشت  توانمیی تنش را هامولفهدر این حالت رابطه مربوط به 

(1-35) 
2

2

22

( ) ( )
2

( ) ( )

2 ( ) ( ) ( )
2 ( 2 ) ( ) ( )

( ) ( )( )

x y

i

y x xy

w w

w
i i e w

w ww

 



  

   
   

 

     
        

  

  
     

  

   
        

   

 

( و زاویه بین محورهای مختصات محلی )محورهای مماس و عمود بر گشودگی در صفحه  که در آن 

همچنین رابطه مربوط به شرایط مرزی در صفحه  (.12-1)شکل  باشندمی zدر صفحه  yو  xمحورهای مختصات 

 زیر خواهد بود صورتبه: 

(1-33) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )
x y

w
i T iT ds

w


     


   

 

 

 

   [111]به صفحه z: تبدیل مختصات از صفحه 12-1شکل 

 محاسبه میدان تنش در یک ورق متناهی 4-3-4

آمده  دستبهاز حل  توانمیبرای محاسبه میدان تنش در یک ورق با ابعاد محدود، ن: [111] ل شوارتزانتگرا

استفاده نمود. دو مساله اساسی در زمینه حل معادلات برای ورق  نهایتبیدر قسمت قبل برای ورق با ابعاد 

آوردن توابع پتانسیل و چگونگی اعمال شرایط مرزی در اطراف گشودگی و مرزهای  دستبهمتناهی وجود دارد: 
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. شودمیتوابع پتانسیل مختلط از روش انتگرال شوارتز استفاده  دنآور دستبهخارجی ورق. در اینجا به منظور 

 توانمیاین روش، با داشتن مقدار یک تابع مختلط بر روی یک مرز، با استفاده از یک رابطه انتگرالی  اساسبر

رایط است. ش دایرویهمان گشودگی  ،آورد که در اینجا مرز موردنظر دستبهمقدار آن تابع را در دامنه مساله 

 به شکل زیر نوشت: توانمیمرزی در مرز گشودگی را 

(1-33) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )

( )( )

w w
f f

ww

 
           


      


 

تابع بیان کننده شرایط مرزی در مرز  f، معادله دوم مزدوج معادله اول بوده و (33-1)در رابطه 

ن گشودگی است. اکنون با استفاده از روابط بدو نهایتبی. این تابع مربوط به حل یک ورق باشدمیگشودگی 

)توابع  توانمیمربوط به محاسبه انتگرال مرزی در صفحه مختلط،  )   و( )   زیر محاسبه نمود:  صورتبهرا 

(1-38) 
1 1 ( ) ( )

( )
2 2 ( )( )C C

f w t t
dt dt

i t i w t t


 

   


  

 
  

(1-39) 1 1 ( ) ( )
( )

2 2 ( )( )
C C

f w t t
dt dt

i t i w t t


 

   


  

  

0قرار دارد، توابع پتانسیل  xدر راستای محور  Sبدون سوراخ که در معرض تنش  نهایتبیی یک ورق برا  ( )   و

0 ( )  شوندمیزیر بیان  صورتبه: 

(1-34) 
0 0( ) , ( )

4 2

SR SR
        

) بر روی مرز دایره  شودمیزیر بیان  صورتبه( 33-1)گذاری روابط بالا در معادله با جای fدر این صورت تابع  

1به شعاع واحد رابطه 



  باشدمیبرقرار): 

(1-31) ( ) 2 1 ( )
, 2

4 4 ( )( )

sR w sR w
f f

ww

 
 

  

  
         

   
 

0یک ورق متناهی، توابع پتانسیل برای محاسبه توزیع تنش در  .باشدمیشعاع دایره  Rکه در آن  ( )   0و ( )  

)و نیز  )   شوندمیبه شکل زیر درنظر گرفته: 

(1-32) 2 2 1 2
0 1 2 0 1 2 2

1 1 1

( ) ... ; ( ) ... ; ( ) ...n n n
n n

n n n

c c c
a a a b b b           

  

  

  

              

0که در آن  ( )   0و ( )   در این حالت توابع باشندمیتنش مربوط به ورق متناهی بدون گشودگی  توابع .f  و

f  0با قرار دادن توابع ( )   0و ( )   تابع  . پس از آنآیندمی دستبه( 33-1)در رابطه مربوط به شرایط مرزی

( )   ( محاسبه شده و ضرایب 38-1)با استفاده از رابطهnc ضرایب  برحسبna  وnb  اکنون با شوندمیمحاسبه .
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)داشتن مقدار تابع  )   (، مقدار تابع پتانسیل 39-1)رابطه و استفاده از( )   تا این مرحله، شودمیمحاسبه .

، اما شرایط مرزی در مرزهای کندمیآمده شرایط مرزی در مرز گشودگی را به طور دقیق ارضا  دستبهحل 

 naرق، ثوابت باقیمانده خارجی ورق هنوز اعمال نشده است. با اعمال شرایط مرزی مربوط به مرزهای خارجی و

 .شوندمینیز محاسبه  nbو 

خارجی ورق، در این  هایلبهبرای اعمال شرایط مرزی مربوط به : شرایط مرزی در مرزهای خارجی ورق

آمده، این روش  دستبهتایج ن اساسبراز روشی جدید به کمک انتگرال شرایط مرزی استفاده شده است.  رساله

 .شودمی. نحوه استفاده از این روش در ادامه توضیح داده باشدمیدر عین سادگی از دقت بالایی برخوردار 

آوردن معادلات تعادل از آن استفاده شد، برای مساله  دستبهبرای  دوماصل کار مجازی که درفصل  اساسبر

)الاستیسیته دو بعدی  0)w  رابطه زیر بدست آمد: 

(1-36) 

    

0 0

0 0 0 0

0 0 0

I E

A

xy y xyx

x xy x xy xy y y xy
C

N N NN
u v

x y y x

N dy N dx N dy N dx u N dy N dx N d

W W

x N dy v

dA

 

  
     

       
      

 
   

 

       





 

( برابر با صفر باشد 36-1)های معادله هر یک از انتگرال در 0vو  0uبرای برقراری تعادل، باید ضرایب 

. معادلات آیندمی دستبهل و نیز شرایط مرزی مساله که با مساوی صفر قرار دادن این ضرایب، معادلات تعاد

تعادل در قسمت قبل با استفاده از روش پتانسیل اعداد مختلط حل شدند و همان طور که بیان شد، حل 

. اکنون برای اعمال شرایط مرزی در کندمیآمده شرایط مرزی در لبه گشودگی را به طور دقیق ارضا  دستبه

 :شودمیانتگرال زیر استفاده خارجی ورق از  هایلبه

(1-31)     0 0 0 0

0 0 0x xy x xy xy y y xy
C

N dy N dx N dy N dx u N dy N dx N dx N dy v         

. معادلات شوندمیمحاسبه  0vو  0uی جابجایی هامولفهآمده،  دستبهابتدا با استفاده از میدان تنش 

 شوندمیزیر بیان  صورتبه، شوندمیشناخته  1ناویرمیدان جابجایی که تحت عنوان معادلات  برحسبتعادل 

[142]: 

(1-35) 2 ( ) ( . ) 0G G     u u 

                                                           
1 Navier’s Equations 
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ˆکه در آن   ˆi j
x y

 
  

 
اپراتور گرادیان و  

0 0{ , }Tu vu  با تعریف متغیر  ی جابجایی است.هامولفهبردار

0 صورتبهجابجایی مختلط  0U u iv   باز نویسی  (33-1)به شکل  توانمی، این معادلات را ناویردر معادلات

 :نمود

(1-33) 
2

( ) ( ) 2 0
U U U

G G
z z z z z


   

   
    

 

 :آیدمی دستبهزیر  صورتبهتابعی از توابع پتانسیل مختلط  برحسب U، متغیر (33-1)گیری از معادله با انتگرال

(1-33) 2 ( ) ( ) ( )GU z z z z     

3)  ایصفحهکه در آن برای شرایط تنش  ) / (1 )     0ی جابجایی هامولفه. بعد از محاسبه باشدمیu  0وv 

 باشندمیزیر قابل محاسبه  صورتبه 0vو  0u(، تغییرات 33-1)معادله  اساسبر

(1-38) 0 0
0 0,i i

i i

u v
u C v C

C C
   

 
 
 

 

که باید محاسبه شوند. اکنون برای اعمال شرایط مرزی، مقادیر  باشندمی نامعینیثوابت  iCکه در آن 

x,ی تنش هامنتجه yN N  و
xyN  0و نیز تغییراتu  0وv  (( جایگذاری 31-1)شرایط مرزی)رابطه در انتگرال

در عبارت حاصل مساوی  iC. در نهایت ضرایب شودمیشده و انتگرال حاصل بر روی مرز خارجی ورق محاسبه 

 iCبا حل این دستگاه، ثوابت  .آیدمی دستبهکه در نتیجه آن یک دستگاه معادلات  شوندمیبا صفر قرار داده 

 .شودمیخارجی ورق اعمال  هایلبهو بدین ترتیب شرایط مرزی در  شوندمیمحاسبه 

یک روش دیگر برای محاسبه توابع پتانسیل مختلط برای یک ورق متناهی، : بسط توابع پتانسیل مختلط

 :باشدمیزیر  صورتبهاستفاده از بسط این توابع 

(1-39) 
1 1 1 1

( ) , ( )
( )

n
n n n

n n n n

n n n n

a b c c
w


      



   


   

   


    

این روش نسبت به روش انتگرال شوارتز از پیچیدگی کمتری برخوردار بوده و در عین حال ازدقت 

,ثوابت  .یابدمیکمتری برخوردار است. البته با افزایش جملات سری، دقت نیز افزایش  ,n n na b c  وnd  با اعمال

. ابتدا شرایط مرزی در مرز گشودگی اعمال شده و سپس شرایط آیندمی دستبهحله شرایط مرزی در طی دو مر

. برای اعمال شرایط مرزی مربوط به گشودگی در شرایطی که در معرض شودمیورق اعمال  هایلبهمرزی در 

 :شوندمی( جایگزین 33-1)در رابطه (39-1)مختلط   تنش نیست، توابع پتانسیل 

(1-84) 1 1

1 1 1 1 1

( )
0

( ) ( )

n
n n n n n

n n n n n n

n n n n n

w
a b na nb c c

w w

 
    

 

    
    

    

 
       

  
     
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ieبر روی دایره به شعاع واحد رابطه  کهاینبا توجه به     در معادله  آن، با جایگذاری باشدمیبرقرار

ine( و مساوی صفر قرار دادن ضرایب 1-84)   که در آن  آیدمی دستبهدر رابطه حاصل، یک دستگاه معادلات

ثوابت دیگر  برحسب. با حل این دستگاه، تعدادی از ثوابت مساله باشدمید معادلات از تعداد مجهولات کمتر تعدا

. برای این آیندمی دستبهخارجی ورق  هایلبه. ثوابت باقی مانده از اعمال شرایط مرزی در شوندمیمحاسبه 

. در این صورت، حل شودمیاستفاده  کار، از روش انتگرال شرایط مرزی که در قسمت قبل توضیح داده شد

. پس کندمیورق رابه طور تقریبی ارضا  هایلبهحاصل شرایط مرزی گشودگی رابه طور دقیق و شرایط مرزی در 

ی تنش محاسبه هامولفه( 35-1)از اعمال شرایط مرزی، ثوابت مساله محاسبه شده و با استفاده از روابط 

 . شوندمی

 با استفاده از حل مساله در مختصات قطبی کمانشپیش محاسبه میدان تنش 4-3-5

از مختصات  توانمییکی از مرزها به شکل دایره است،  کهاین، با توجه به دایرویدر یک ورق دارای گشودگی 

زیر  صورتبهقطبی برای حل مساله و محاسبه توزیع تنش استفاده کرد. معادلات تعادل در مختصات قطبی 

 :باشدمی

(1-81) 1 1
0, 2 0r r r rr

r r r r r r

         

 

   
     

   
 

r,ی تنش هامولفهدر مختصات قطبی     وr [9] شوندمیزیر تعریف  صورتبه  تابع تنش برحسب: 

(1-82) 2 2

2 2 2

1 1 1
, , ( )r r

r r r r r r
 

   
  

 

    
    

    
 

 :[142] آیدمی دستبهزیر  صورتبهبرای یک ورق در غیاب نیروهای حجمی، شرط سازگاری 

(1-86) 2( ) 0r     

 زیر صورتبهتابع تنش  برحسب(، شرط سازگاری 86-1)در رابطه  (82-1)از رابطه  ی تنشهامولفهبا جایگذاری 

 : شودمینوشته 

(1-81) 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
0

r r r r r r r r

  

 

       
      

       
 

یکنواخت در مرز داخلی و  ایصفحهداخل  یا حلقوی که در معرض نیروی و دایرویبرای یک ورق 

و  rاز  ی تنش تابعیهامولفهاما برای مساله حاضر،  ؛باشندمی rی تنش تنها تابعی از هامولفهخارجی قرار دارد، 

  شودمیزیر درنظر گرفته  صورتبهخواهند بود. به همین دلیل برای حل مساله تابع تنش: 
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(1-85) 
0

1 1

(r, ) ( ) ( )cos( ) ( )sin( )
N N

n n

n n

P r P r n Q r n   
 

    

)cos( و مساوی صفر قرار دادن ضرایب 81-1)در معادله  (85-1)با جایگذاری رابطه  )n  وsin( )n  در

)0که با حل آنها، توابع  آیدمی دستبه r برحسبرابطه حاصل، یک سری معادلات دیفرانسیل  ), ( )nP r P r  و

( )nQ r شوندمیزیر محاسبه  صورتبه: 

(1-83) 2 2

0 0 0 0 0

3 2 21̀
1 1 1 1

3 2 21
1 1 1 1

( ) ln ln

( ) ln ; ( ) A , ( 2,3,...)

( ) ln ; ( ) , ( 2,3,...)

n n n n

n n n n n

n n n n

n n n n n

P r A r B r r C r D

B
P r A r C r D r r P r r B r C r D r n

r

F
Q r E r G r H r r Q r E r F r G r H r n

r

  

  

   

        

        

 

,( ثوابت 83-1)در رابطه  ,n n nA B C  وnD نیز ثوابت  و, ,n n nE F G  وnH  با آیندمی دستبهبا اعمال شرایط مرزی .

گشودگی به آسانی صورت در مرز، اعمال شرایط مرزی باشندمی و  r برحسبی تنش هامولفه کهاینتوجه به 

/. برای یک گشودگی که در معرض تنش نیست، شرایط مرزی در گیردمی 2r D 0 صورتبهr r   

ی تنش در این شرایط مرزی و مساوی صفر قرار هامولفهقطر گشودگی است. با جایگذاری  Dکه در آن  باشدمی

)cosدادن ضرایب  )n  وsin( )n  که در آن تعداد معادلات  آیدمی دستبهدر رابطه حاصل، یک دستگاه معادلات

 دستبهثوابت دیگر  برحسبدستگاه، تعدادی از ثوابت مساله . با حل این باشدمیاز تعداد مجهولات کمتر 

ورق، ثوابت باقی مانده نیز محاسبه شده و حل مساله کامل خواهد  هایلبه. با اعمال شرایط مرزی در آیندمی

. برای شودمیورق استفاده  هایلبهشد. در این حالت نیز از انتگرال شرایط مرزی برای اعمال شرایط مرزی در 

زیر تعریف  صورتبهی کرنش هامولفهمنظور ابتدا باید میدان جابجایی را محاسبه نمود. در مختصات قطبی  این

 :شوندمی

(1-83) 1 1
, ,r r r

r r

u u uu u u

r r r r r r

  
   

 

  
     
   

 

 :باشدمیزیر  صورتبه، رابطه بین تنش و کرنش ایصفحههمچنین برای شرایط تنش 

(1-88)    
 2 11 1 1

, ,r r r r r r
E E G E

     


        


      

 یهامولفه،ی کرنشهامولفهگیری از ( و سپس انتگرال88-1)ی تنش در رابطه هامولفهاری با جایگذ

)میدان جابجایی  , )ru u  ی هامولفه ((،31-1)منظور محاسبه انتگرال شرایط مرزی)رابطه . به شوندمیمحاسبه

x,ی تنش هامنتجهو نیز  0vو  0uجابجایی  yN N  و
xyN شوندمیزیر محاسبه  صورتبه: 

(1-89) 
0 0cos( ) sin( ), sin( ) cos( )r ru u u v u u        
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(1-94) 

 

 

 

2 2

2 2

2 2

cos ( ) sin ( ) 2 sin( )cos( )

sin ( ) cos ( ) 2 sin( )cos( )

( )sin( )cos( ) (cos ( ) sin ( ))

x r r

y r r

xy r r

N h

N h

N h

 

 

 

      

      

      

  

  

   
 

 :شوندمیزیر نوشته  صورتبه yو  x ببرحس و  rدر نهایت مقادیر 

(1-91) 2 2

2 2 2 2
, cos( ) , sin( )

x y
r x y

x y x y
    

 
 

این ( و محاسبه 31-1)و سپس جایگذاری در انتگرال ( 94-1)و ( 89-1)( در 91-1)با جایگذاری 

 دستبهو با حل این دستگاه، ثوابت باقیمانده  آیدمی دستبهورق، یک دستگاه معادلات  هایلبهدر  انتگرال

 . آیندمی

 نتایج 4-4

 دایرویورق با گشودگی  4-4-1

، به همراه پارامترهای هندسی باشدمیدر مرکز  دایرویهندسه یک ورق که دارای گشودگی  16-1در شکل 

 مربوطه نشان داده شده است.

 

  در مرکز: هندسه یک ورق دارای گشودگی دایروی 16-1شکل 

 دستبهبا مقادیر  ،گشودگی برای سه حالت بارگذاری مرزدر  آمده دستبه مماسی توزیع تنش 11-1در شکل 

نمودارهای ارائه شده در این کلیه در  .آمده از حل اجزای محدود به کمک نرم افزار آباکوس مقایسه شده است
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 ی تنش با استفاده از تنش مرجعهامولفهبخش، 
0  تنش اعمالی به مرزهای ورق است،  ماکزیممکه بیانگر

   .اندشده بعدبی

 

)با حل عددی  دایرویگشودگی  مرز: مقایسه توزیع تنش در 11-1شکل  / 0.5)D a  

ری یکنواخت تک محوره، گشودگی برای بارگذا مرزدر   مماسی ، توزیع تنش15-1در شکل 

D/ی مختلف هانسبتدومحوره و برشی و برای  a  نمایش داده شده است که در آنD  قطر گشودگی وa  طول

D/با توجه به این شکل، با افزایش نسبت  ورق است. a ، گشودگی بیشتر شده و بنابراین  مرزتغیرات تنش در

، بیشترین دایرویدارای گشودگی  نهایتبی. برای یک ورق یابدمیورق افزایش  در تاثیر گشودگی بر توزیع تنش

/0میزان نسبت تنش    با  .دباشمی 1و2،6برای بارگذاری تک محوره، دومحوره و برشی به ترتیب برابر با

D/، با کاهش نسبت 15-1توجه به شکل  a نهایت نزدیک میگشودگی به حالت ورق بی مرز، توزیع تنش در-

/شود؛ به طوری که برای مقادیر  0.1D a این  اساسبرنهایت درنظر گرفت. توان به عنوان ورق بی، ورق را می

 184°و توزیع تنش دارای تناوب  دهدمیرخ  94°ک محوره، بیشترین تنش در زاویه شکل، برای بارگذاری ت

رخ داده و توزیع تنش دارای  15°، در حالی که در حالت دومحوره و برشی، بیشترین تنش در زاویه باشدمی

گشودگی برای بارگذاری سهمی شکل و  مرزتوزیع تنش در  ،13-1و  13-1ی هاشکلدر  است. 94°تناوب 

 کسینوسی و در دو حالت تک محوره و دومحوره نشان داده شده است.بارگذاری 
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 ب(

 
 الف(

 
 ج(

برای بارگذاری یکنواخت الف( تک محوره، ب( دومحوره، ج( برشی دایرویگشودگی  مرز: توزیع تنش در 15-1شکل   

 

 



88 

 

 
 ب(

 
 الف(

سینوسی الف( تک محوره، ب( دومحورهبرای بارگذاری ک دایرویگشودگی  مرز: توزیع تنش در 13-1شکل   

 

 
 ب(

 
 الف(

برای بارگذاری سهمی شکل الف( تک محوره، ب( دومحوره دایرویگشودگی  مرز: توزیع تنش در 13-1شکل   

به عنوان ضریب  ،گشودگی به تنش مرجع مرزدارای گشودگی، نسبت بیشترین تنش در  هایورقدر 

تغییرات ضریب  18-1. در شکل شودمحسوب میطراحی در رهای مهم که از پارامت شودمیتعریف  1تمرکز تنش

D/نسبت  برحسبتمرکز تنش  a  این شکل،  اساسبر. مختلف بارگذاری نشان داده شده است هایحالتبرای

D/ضریب تمرکز تنش با افزایش نسبت  a  بیشترین میزان یابدمیافزایش  گذاریبار هایحالتبرای تمامی .

                                                           
1 Stress Concentration Factor (SCF) 
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ضریب تمرکز تنش مربوط به بارگذاری برشی و کمترین آن مربوط به بارگذاری سهمی شکل تک محوره 

. همچنین ضریب تمرکز تنش در حالت بارگذاری کسینوسی بیشتر از بارگذاری سهمی شکل است. در باشدمی

در حالت تک محوره بیشتر از بارگذاری دو محوره بارگذاری یکنواخت و کسینوسی، ضریب تمرکز تنش حالت 

 .باشدمیاست، درحالی که در بارگذاری سهمی شکل، عکس این قضیه صادق 

 

D/ حسببر: نمودار تغییرات ضریب تمرکز تنش 18-1شکل  a های مختلفبرای بارگذاری 

برای بارگذاری  کمانشپیشمیدان تنش  هایمولفهمنحنی تراز مربوط به  24-1و  19-1ی هاشکلدر 

 نسبتو  دایرویبرای یک ورق مربعی با گشودگی  ،محوره و نیز بارگذاری برشیمحوره و دویکنواخت تک

/ 0.6D a  نشان داده شده است. 
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x/0 (د  

 

x/0(الف  

 

(هـ
0/y  

 

(ب
0/y  

 

(و
0/xy  

 

(ج
0/xy  

 دایرویبرای یک ورق مربعی دارای گشودگی  کمانشپیشی تنش هامولفه: منحنی تراز 19-1شکل 

 تک محورهو( بارگذاری -محوره، د دوج( بارگذاری -الف 
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 21-1خارجی ورق، در شکل  هایلبهبررسی دقت حل ارائه شده در ارضای شرایط مرزی در  به منظور

/ورق برای حالت بارگذاری یکنواخت تک محوره و برای  هایلبهی تنش در هامولفهنمودار تغییرات  0.6D a  

، کندمیورق را ارضا  هایلبهرزی در که حل ارائه شده به خوبی شرایط م شودمینشان داده شده است. مشاهده 

سمت راست و چپ  هایلبهکه بیشترین اختلاف با مقدار واقعی شرایط مرزی مربوط به تنش برشی در  طوریبه

 است. %1بوده و کمتر از 

 

 

ب(
0/y  

 

x/0الف(   

 

xy/0ج(  

 تحت بارگذاری برشی دایرویبرای یک ورق مربعی دارای گشودگی  کمانشپیشی تنش هامولفه: منحنی تراز 24-1شکل 
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ب( تغییرات 

x  راست و چپ هایلبهدر 
 

الف( تغییرات 
y  بالا و پایین هایلبهدر 

  
د( تغییرات 

xy  راست و چپ هایلبهدر 
 

 
ج( تغییرات 

xy  بالا و پایین هایلبهدر 

/یک ورق تحت بارگذاری یکنواخت تک محوره برای  هایلبهی تنش در هامولفه: تغییرات 21-1شکل  0.6D a  

 ورق با گشودگی مربعی 4-4-2

در یک ورق دارای گشودگی مربعی، از روش اعداد مختلط استفاده  کمانشپیشمیدان تنش به منظور محاسبه 

. شودمیشده است. در این حالت ابتدا ناحیه خارجی یک دایره با شعاع واحد به ناحیه خارجی یک مربع نگاشت 

استفاده شده است. ی تنش هامولفهآوردن توابع پتانسیل و سپس محاسبه  دستبهسپس از انتگرال شوارتز برای 

ورق در قسمت قبل به طور  هایلبهمربوط به این محاسبات و نیز نحوه اعمال شرایط مرزی در  بندیفرمول

 . کامل توضیح داده شد
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)مربعی گشودگی مربعی واقع در یک ورق  مرزدر  تغییرات تنش مماسی  22-1در شکل  5)a  

تحت تنش یکنواخت 
0  به ازای  ،راست و چپ هایلبهدرN  پارامتر که نشان داده شده های مختلفN  برابر

ای محاسبه بر کهاینتوضیح  است.( 31-1)عبارات زیر انتگرال در رابطه  ایجملهجملات در بسط دو با تعداد

توزیع تنش در این حالت، از روش نگاشت استفاده شده است که در آن گشودگی مربعی، نگاشت یافته دایره با 

 .باشدمی شعاع واحد

 

 های مختلف Nگشودگی مربعی به ازای  مرز: توزیع تنش مماسی در 22-1شکل 

واقع در یک ورق  با ابعاد مختلف گشودگی مربعی مرزدر  تغییرات تنش مماسی  26-1در شکل 

5Nمتفاوت و برای ی ظاهری هانسبتبا  مستطیلی  نمودار تغییرات تنش مماسی دارای . نشان داده شده است

ی در امنه تغییرات تنش مماسد ،این شکل، با افزایش نسبت ظاهری ورق اساسبر .باشدمی 184°دوره تناوب 

افتد. همچنین برای هر اتفاق می 164°و  54°گشودگی افزایش یافته و بیشترین تنش مماسی در زوایای  مرز

 . یابدمینسبت ظاهری، با افزایش اندازه گشودگی، دامنه تغییرات تنش مماسی نیز افزایش 
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 b/a=0.5 الف(

 

 b/a=1ب( 

 

 b/a=2ج( 

 ی ظاهری مختلفهانسبتگشودگی مربعی واقع در یک ورق مستطیلی با  مرز: تغییرات تنش مماسی در 26-1شکل 
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برای بار گذاری  کمانشپیشمیدان تنش ی هامولفهمنحنی تراز مربوط به  23-1تا  21-1ی هاشکلدر 

ف نمایش داده ی ظاهری مختلهانسبتیکنواخت تک محوره برای یک ورق مستطیلی با گشودگی مربعی و برای 

)نیز گشودگی مربعی، نگاشت یافته دایره با شعاع واحد  هاشکلشده است. در این  )r  و به ازایN=5 باشدمی. 

 
x/0الف(   

 
ب( 

0/y  

 
ج( 

0/xy  

)برای یک ورق دارای گشودگی مربعی  کمانشپیشی تنش هامولفه : منحنی تراز21-1شکل  / 0.5)b a  
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ج( 

0/xy  

 
ب( 

0/y  

 
x/0الف(   

)عی برای یک ورق دارای گشودگی مرب کمانشپیشی تنش هامولفه: منحنی تراز 25-1شکل  / 1)b a  

 

 
x/0الف(   

 
ب( 

0/y  
 

ج( 
0/xy  

)برای یک ورق دارای گشودگی مربعی  کمانشپیشی تنش هامولفه: منحنی تراز 23-1شکل  / 2)b a  

 جمع بندی 4-5

پرداخته شد. ابتدا یک حل  کمانشپیشبه حل معادلات تعادل اولیه به منظور محاسبه میدان تنش دراین فصل 

قرار  غیریکنواختتحلیلی برای این معادلات و برای یک ورق مستطیلی بدون گشودگی که در معرض بارگذاری 

رق با ابعاد محدود و دارد، ارائه شد. سپس از روش توابع پتانسیل مختلط برای محاسبه میدان تنش در یک و
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بسط تابع تنش در مختصات  اساسبراستفاده شد. در نهایت یک حل تحلیلی  دایرویدارای گشودگی مربعی و 

ارائه شد. همچنین در این فصل روش  دایرویقطبی برای محاسبه میدان تنش در یک ورق دارای گشودگی 

انتگرال شرایط مرزی،  اساسبررای گشودگی خارجی یک ورق دا هایلبهجدیدی برای اعمال شرایط مرزی در 

دست آمد، در های تنش در حالت تعادل اولیه که در این فصل بهنتایج مربوط به نحوه توزیع مولفه معرفی شد.

 گیرد.کمک روش ریتز مورد استفاده قرار میفصل بعدی برای محاسبه بار کمانش به
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 :پنجمفصل 

 مستطیلی هایورقکمانش  
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 مقدمه 5-1

بدون  هایورق. در بخش اول، بار کمانش گیردمیمستطیلی مورد بررسی قرار  هایورقدر این فصل، کمانش 

نتایج مربوط به بار کمانش  ،و در بخش دوم شودمیمحاسبه  هالبهدر  غیریکنواختگشودگی تحت بارگذاری 

که -کمانشپیش. در هر دو حالت، میدان تنش شودمیئه و مربعی ارا دایرویمستطیلی دارای گشودگی  هایورق

بوده و بنابراین معادلات  غیریکنواخت -در فصل قبل در مورد نحوه محاسبه آن به طور کامل توضیح داده شد

. به دلیل پیچیده بودن این معادلات، امکان ارائه حل تحلیلی باشندمیپایداری از نوع معادلات با ضرایب متغیر 

پذیر حل تحلیلی معادلات پایداری امکاند ندارد. تنها در حالت ورق حلقوی تحت بارگذاری متقارن، دقیق وجو

. در این فصل از روش انرژی ریتز برای محاسبه بار گیردمیبه طور کامل مورد بررسی  بعدکه در فصل  باشدمی

 . شودمیکمانش استفاده 

 روش ریتز 5-2

ریتز نیز -. هرچند این روش به عنوان روش ریلی[112]شد  بندیفرمولتوسط ریتز  1949روش ریتز در سال 

ین این دو روش ریلی با روش ارائه شده توسط ریتز متفاوت است. تفاوت ب بندیفرمول، اما شودمیشناخته 

ش تر روبه طور کامل توضیح داده شده است. در واقع روش ریتز شکل تکامل یافته و عمومی [116]توسط لیسا 

 .شودمیو به همین دلیل در ادامه از آن به عنوان روش ریتز نام برده  باشدمیریلی 

شود. این اصل به صورت رابطه میریزی اساس اصل همیلتون پایهبردر مسائل مربوط به ارتعاشات، روش ریتز 

 :[111]یان می شود ( ب5-1)

(5-1) 
2

1

( T)dt 0

t

t

    

نیز زمان شروع و پایان حرکت هستند.  2tو  1tانرژی جنبشی سیستم بوده و  Tانرژی پتانسیل و  که در آن 

از روش  شود.ریزی میروش ریتز براساس اصل حداقل انرژی پتانسیل پایهدر مسائل مربوط به تعادل و پایداری، 

ین . اشودمی، استفاده آیندمی دستبهکردن یک فانکشنال که معادلات پایداری از آن  کمینهریتز، برای 

در واقع هنگامی که حل مستقیم دستگاه معادلات دیفرانسیل  .استسیستم  پتانسیل کل همان انرژی ،فانکشنال

به منظور ساختن فانکشنالی که معادل با دستگاه معادلات  1امکان پذیر نباشد، از فرمول بندی حساب تغییرات

                                                           
1 Variational Formulations 
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که مقدار اکسترمم این فانکشنال نسبت به  شود. برای حل مساله نیاز استدیفرانسیل اولیه است، استفاده می

 . [115]متغیرهای مساله محاسبه شود 

در حین تغییر  ایصفحهکه انرژی ناشی از کار نیروهای داخل  افتداه انرژی، کمانش هنگامی اتفاق میاز دیدگ

در تحلیل خطی، انرژی کرنشی ره شده در ورق کمانش یافته باشد. شکل عرضی ورق، برابر با انرژی خمشی ذخی

و به  کندمی، در حالت کمانش تغییر نکمانشپیشورق در حالت  ایصفحهاولیه ناشی از تغییر شکل داخل 

برقرار  (2-5). به همین دلیل در حالت کمانش خطی رابطه شودمیتحلیل انرژی، در نظر گرفته ن همین دلیل در

 : است

(5-2) 0crU V    
ییر شکل در حین تغ ایصفحهانرژی مربوط به کار نیروهای داخل  Vانرژی کرنشی خمشی،  Uکه در آن 

 :]1،93[ شوندمیزیر بیان  صورتبه Tو  Vو  U. مقادیر باشدمیمقدار ویژه  crعرضی و 

(5-6)    1 1 1 1
1 1

1
, , , , , , ,

2

T T

x y xy x y

S

u v u v w w
U M M M Q Q u v dS

x y y x x y

         
        
          

 

(5-1) 2 21
( ) ( ) 2 .

2
x y xy

S

w w w w
V N N N dS

x y x y

    
   

    
 

(5-5) 
2 2 2

1
( , , )

2
V

u v w
T x y z dxdydz

t t t


        
                 


 

)و  مساحت صفحه میانی Sکه در آن  , , )x y z  .اساس میدان جابجایی برهای تنش منتجهچگالی جسم است

 :شوندمیصورت زیر تعریف به

(5-3) 

1

13

1

1

1 1

0
1 0

0 , .
0 112

0 0

x

x

y s

y

xy

u

wxM A u
Qvh x

M A k Gh
wQy

vM G
yu v

y x





 
 

                   
                               

 
  

 

x,همچنین  yN N  و
xyN هایحالتها برای )تعادل اولیه( بوده که نحوه محاسبه آن کمانشپیشهای تنش منتجه 

( و با فرض 5-5)( در 6-2توضیح داده شد. با جایگذاری میدان جابجایی بر اساس رابطه ) قبلمختلف در فصل 

 شود:چگالی ثابت، نتیجه می

(5-3) 
2 2 23

1 1

24 2
S S

u vh h w
T dxdy dxdy

t t t

         
                

  
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 توان به صورت زیر درنظر گرفت:ق در حال ارتعاش، حل مساله را میبرای یک ور

(5-8) 1 1 1 1( , , ) ( , ) , ( , , ) ( , ) , ( , , ) ( , )i t i t i tu x y t u x y e v x y t v x y e w x y t w x y e     

1ی میدان جابجایی هامولفهدر روش ریتز، فرکانس طبیعی ورق است.  که در آن   1,v u  وw یک  صورتبه

 :شوندمیزیر در نظر گرفته  صورتبهسری از توابع با ضرایب مجهول 

1 , 1 1 1 , 2 2 , 3 3

1 1 1 1 1 1

u ( , ) ( ) ( ), ( , ) ( ) ( ), ( , ) ( ) ( )
M N M N M N

m n m n m n m n m n m n

m n m n m n

x y U x y v x y V x y w x y W x y     
     

    
 

)9-5( 

)توابع  )im x  و( ) ( 1,2,3)in y i  انتخاب شوند  ایگونه، باید به شوندمیشناخته  1که به نام توابع مجاز

مرزی اساسی یا هندسی مساله را ارضا نموده و نیز متعامد باشند. پس از تعیین این توابع و جایگذاری  که شرایط

 شود:تیجه میو سپس استفاده از روش ریتز ن (1-5)در رابطه 

(5-14) 
, , ,

( ) ( ) ( )
( T) 0 0, 0, 0

m n m n m n

T T T

U V W


        
      

  
 

 توان به شکل دستگاه معادلات زیر نوشت:( را می14-5)روابط 

(5-11) 2( ) 0   b GK K M d 
ضریب  بردار ثوابت و  dهای سفتی خمشی و هندسی، ماتریس GKو  bKماتریس جرم،  Mکه در آن 

ل دترمینان زیر برابر با صفر ص( تنها در صورتی جواب غیر صفر دارد که حا11-5)باشند. رابطه بارگذاری می

 باشد:

(5-12) 2 0   b GK K M 

 توان درنظر گرفت:ع مساله را می(، سه نو12-5)بر اساس رابطه  

0ای: در این حالت ارتعاشات آزاد در غیاب نیروهای داخل صفحه-1  صورت ( به12-5)ابطه و ر
2 0 bK M آیند.دست میهای طبیعی ورق بهشود.  با حل این معادله، فرکانسساده می 

مشخص بوده و با  ای قرار دارد: در این حالت مقدار ارتعاش یک ورق که در معرض بارگذاری داخل صفحه-2

 آید.دست میکانس ارتعاشات ورق تحت بارگذاری به( فر12-5حل معادله ) 

0کمانش ورق: در این حالت  -6   ( به صورت 12-5)و رابطه( ) 0 b GK K d شود. با حل این ساده می

 آید.دست میمعادله، بارکمانش ورق به

                                                           
1 Admissible 
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 توابع مجاز مورد استفاده در روش ریتز 5-2-1

در روش ریتز استفاده نمود، مانند توابع چند  توانمیمختلفی وجود دارد که از آن  1ه توابع مجازمجموع

انتخاب شوند که شرایط  ایگونه، توابع ویژه یا توابع مشخصه، توابع مثلثاتی و غیره. این توابع باید به ایجمله

بوده و زمان محاسبات را تا حد امکان مرزی هندسی مساله را ارضا نموده و همچنین دارای همگرایی مناسبی 

به مرور مقالات موجود در زمینه استفاده از روش  [113]و نیز کومار [113]کاهش دهند. گارسیا و همکاران 

 ریتز پرداخته و توابع مختلف مورد استفاده در این روش را بایکدیگر مقایسه نموده اند.

برنولی با شرایط مرزی مشابه با -مربوط به شکل مد ارتعاشی یک تیر اویلر در این رساله از توابع مشخصه

)شرایط مرزی ورق در دو لبه روبروی هم برای بیان توابع   ), ( )m nx y   استفاده شده است. برای محاسبه این

ه برای یک تیر با جرم بر واحد . این معادلشودمیتوابع، از حل معادله ارتعاشات آزاد تیر اویلر برنولی استفاده 

 :[118] شودمیزیر نوشته  صورتبه Iو ممان اینرسی  E، مدول الاستیک mطول 

(5-16) 
2 4

2 4

( , ) ( , )
0

w x t w x t
m EI

t x

 
 

 
 

) صورتبه( 16-5)تغییر شکل عرضی تیر است. حل معادله  wکه در آن  , ) ( )cos( )w x t x t   درنظر گرفته

)که در آن  شودمی )x  بوده و بیانگر شکل مد ارتعاشی تیر  فرکانس طبیعی تیر است. با جایگذاری حل

)(، معادله دیفرانسیل مربوط به 16-5)درنظر گرفته شده در معادله  )x آید:می دستبهزیر  صورتبه 

(5-11) 4
4

4

( )
( ) 0

d x
x

dx


   

4 صورتبه 4که در آن پارامتر  2m

EI
   به شکل زیر نوشت: توانمی( را 11-5). حل معادله شودمیتعریف 

(5-15) 
1 2 3 4( ) cos( x) sin( ) cosh( ) sinh( x)x C C x C x C        

,با اعمال شرایط مرزی در دو طرف تیر و حل مساله مقدار ویژه حاصل، ضرایب  1..4nC n   و نیز مقدار

 6یا توابع مشخصه 2. این توابع به عنوان توابع تیرآیدمی دستبهمحاسبه شده و بنابراین شکل مد  مشخصه 

 .شوندمینیز شناخته 

 

                                                           
1Set of Admissible Functions 
2 Beam Functions 
3 Characteristic Functions 
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 :آیندمی دستبهزیر  صورتبهتوابع تیر برای ترکیب های مختلف شرایط مرزی 

 تیر با شرایط مرزی ساده در دو لبه: 

(5-13) ( ) sin( x), , ( 1,2,...)ss

m m m

m
x m

a


     

 .باشدمیطول تیر  aکه در آن 

 تیر با شرایط مرزی گیردار در دو لبه:

(5-13)  
cos( a) cosh( a)

( ) sin( ) sinh( x) cosh( x) cos( x), ( 1,2,...)
sin( a) sinh( a)

cc m m
m m m m m

m m

x x m
 

    
 


    


 

)cosاز حل معادله  mکه در آن  a)cosh( a) 1 0m m    آیدمی دستبه. 

 ر سمت چپ و آزاد در سمت راست:تیر با شرایط مرزی ساده د

(5-18) 1

sinh( a)
( ) , ( ) sin( x) sinh( x), ( 2,3,...)

sin( a)

sf sf m
m m m

m

x x x m


   


    

1که در آن  0   و, 2,3,...m m   از حل معادلهtan( a) tanh( a) 0m m   آیدمی دستبه 

 تیر با شرایط مرزی آزاد در دو لبه:

(5-19) 
 

1 2( ) 1, ( )

cos( a) cosh( a)
( ) sin( ) cosh( x) cos( x) sinh( x), ( 3,4,...)

sin( a) sinh( a)

ff ff

ff m m
m m m m m

m m

x x x

x x m

 

 
    

 

 


    



 

1ر آن که د 2 0    3,4و,...m   از حل معادلهcos( a)cosh( a) 1 0m m    آیدمی دستبه. 

)توابع  )n y  مربوط به شرایط مرزی مختلف نیز با جایگزینیx  وa  وm  به ترتیب باy  وb  وn  در

)تابع  )m x  سمت راست  هایلبه. به عنوان مثال، برای یک ورق با شرایط مرزی ساده در آیندمی دستبهمربوطه

 زیر خواهد بود: صورتبهبالا و پایین، میدان جابجایی  هایلبهزی گیردار در و چپ و شرایط مر

(5-24) 1 , 1 , ,

1 1 1 1 1 1

u ( , ) ( ) ( ), ( , ) ( ) ( ), ( , ) ( ) ( )
M N M N M N

ss cc ss cc ss cc

m n m n m n m n m n m n

m n m n m n

x y U x y v x y V x y w x y W x y     
     

      

عمود باقی  صورتبهشود خطوط عمود بر صفحه میانی بعد از تغییر شکل نیز در تئوری کلاسیک فرض می

 نوشت: توانمی. در این حالت مانندمی
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(5-21) 
1 1,

w w
u v

x y

 
   

 
 

 :شودمیزیر درنظر گرفته  صورتبه wروش ریتز، میدان جابجایی  اساسبرلاسیک نیز در تئوری ک

(5-22) ,

1 1

( , ) ( ) ( )
M N

m n m n

m n

w x y W x y 
 

 

 نتایج 5-3

 ورق مستطیلی بدون گشودگی 5-3-1

مختلف بارگذاری  هایحالتدر معرض  یک ورق مستطیلی بدون گشودگی که کمانش و ارتعاشاتدر این قسمت 

اشاره شد،  سومهمان طور که در فصل . گیردمی( مورد بررسی قرار 2-1قرار دارد )شکل  هالبهدر  غیریکنواخت

2 صورتبهدر نتایج ارائه شده، بار کمانش  2

11/cr crN N b D شده است که در آن  بعدبیb  و عرض ورق
3 2

11 /12(1 )D Eh    آمده برای یک ورق  دستبهمقدار بار کمانش  1-5. در جدول باشدمیصلبیت خمشی ورق

که مطابقت  دهدمینشان  1-5جدول  با نتایج موجود مقایسه شده است. هالبهبا شرایط مرزی ساده در تمامی 

مقادیر بار کمانش  2-5رد. همچنین در جدول آمده با نتایج مراجع دیگر وجود دا دستبهخوبی بین نتایج 

5nدو تئوری کلاسیک و تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول با درنظر گرفتن  اساسبرآمده  دستبه   در رابطه(

b/عرض به ضخامت  . در این جدول بار کمانش برای نسبتاندشده( ( ، با نتایج عددی مقایسه 1-24) h  مختلف

a/و همچنین نسبت ظاهری  b  مختلف، ارائه شده است. در این جدول برای نسبت ضخامت/ 10b h  اختلاف ،

نسبی بین تئوری کلاسیک و تئوری تنش برشی مرتبه اول و نیز بین تئوری تنش برشی مرتبه اول و آباکوس 

اشاره شد، به منظور مقایسه نتایج، بار معادل  قبلدرصد نشان داده شده است. همان طور که در فصل برحسب 

مقدار انتگرال )های بارگذاری استاتیکی برای همه حالت
/2

/2

( )

b

b

F y dy


.یکسان درنظر گرفته شده است ) 

)شده  بعدبی: مقایسه بار کمانش 1-5جدول  )crN های مختلف با نتایج مراجع دیگربرای بارگذاری 

a/b 

Cosine  Constant  Parabolic  Triangular 

Present 
DQ 

[33] 

Stress 
Functio

n [31] 

Stress 
Function 

[25] 

FE 

[33] 
 Present 

DSC1 

[119] 
 Present 

Stress 
Function 

[27] 

 Present 
Stress 

Function 

[25] 

0.5 7.387 7.450 7.841 ------ 7.410  6.037 5.990  ------ ------  ------ ------ 

1 5.402 5.420 5.146 5.419 5.420  3.944 3.928  5.241 5.241  3.338 3.339 

3 5.857 5.850 5.748 ------ 5.820  ------ ------  5.649 5.547  ------ ------ 

های حالت تئوری کلاسیک برای تمامی اساسبرآمده  دستبه، بار کمانش 2-5با توجه به جدول 

های تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول است. همچنین برای تمامی حالت اساسبربارگذاری، بزرگتر از بار 

                                                           
1 Discrete Singular Convolution 
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ی ظاهری کوچک کاهش هانسبتبارگذاری، با افزایش ضخامت ورق، دقت تئوری کلاسیک به خصوص برای 

. تاثیر یابدمیتئوری تنش برشی افزایش آن با مقادیر عددی و  اساسبرآمده  دستبهیافته و اختلاف بار کمانش 

که برای بارگذاری سهمی شکل، با  طوریبه باشد؛مینسبت ظاهری ورق بر بار کمانش وابسته به نوع بار گذاری 

های بارگذاری، افزایش نسبت ظاهری حالتدیگر اما برای  یابد؛میافزایش این نسبت بار کمانش همواره کاهش 

/یا افزایش بار کمانش شود. در عین حال یک ورق با نسبت ظاهری د منجر به کاهش توانمی 0.5a b  ، همواره

 . باشدمیدارای بیشترین بار کمانش 

تئوری تغییر شکل برشی مرتبه  اساسبرشده یک ورق با نسبت ظاهری و ضخامت مختلف  بعدبی: مقایسه بار کمانش 2-5جدول 

 حل عددی.  کلاسیک و اول  با تئوری

a/b 
Method b/h Loading 

0.5 1 1.5 2 3 

5.814 3.077 2.796 2.841 2.803 CPT 

40 

Uniform 

5.763 3.066 2.796 2.835 2.796 FSDT 

5.775 3.068 2.797 2.837 2.797 FE 

5.616 3.034 2.774 2.816 2.774 FSDT 
20 

5.627 3.036 2.776 2.818 2.776 FE 

5.096 2.913 2.693 2.744 2.693 FSDT 
10 

5.104 2.915 2.695 2.746 2.695 FE 

14.089 5.630 3.825 3.535 4.085 
Diff (%) between 

CPT and FSDT 
10 

0.156 0.068 0.073 0.073 0.074 
Diff (%) between 

FSDT and FE 

10.913 4.298 3.145 3.047 3.035 CPT 

40 

Parabolic 

10.800 4.283 3.145 3.041 3.029 FSDT 

10.673 4.277 3.247 3.046 2.965 FE 

10.474 4.239 3.121 3.021 3.011 FSDT 
20 

10.330 4.230 3.220 3.025 2.941 FE 

9.011 4.069 3.030 2.943 2.942 FSDT 
10 

9.128 4.049 3.116 2.940 2.849 FE 

21.107 5.628 3.795 3.533 3.162 
Diff (%) between 
CPT and FSDT 

10 

1.298 0.491 2.838 0.102 3.161 
Diff (%) between 

FSDT and FE 

4.514 2.662 2.636 2.739 2.743 CPT 

40 

 

4.485 2.659 2.557 2.740 2.741 FSDT 

Cosine 

4.474 2.645 2.570 2.688 2.664 FE 

4.370 2.631 2.520 2.722 2.715 FSDT 
20 

4.359 2.617 2.551 2.670 2.643 FE 

3.962 2.425 2.383 2.652 2.613 FSDT 
10 

3.951 2.512 2.474 2.598 2.562 FE 

13.932 9.773 10.617 3.281 4.975 
Diff (%) between 

CPT and FSDT 
10 

0.278 3.588 3.819 2.036 1.951 
Diff (%) between 

FSDT and FE 

4.023 2.605 2.650 2.756 2.505 CPT 

40 

 

4.151 2.596 2.643 2.750 2.498 FSDT 

Triangular 

4.255 2.568 2.525 2.654 2.632 FE 

4.044 2.569 2.623 2.732 2.480 FSDT 
20 

4.144 2.541 2.505 2.635 2.611 FE 

3.666 2.466 2.546 2.663 2.407 FSDT 
10 

3.754 2.439 2.429 2.564 2.530 FE 

9.738 5.637 4.085 3.492 4.071 
Diff (%) between 

CPT and FSDT 
10 

2.400 1.095 4.595 3.718 5.110 
Diff (%) between 

FSDT and FE 
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طوریکه برای بارگذاری های ها است، بهبار کمانش ورق تا حد زیادی وابسته به نوع بارگذاری در لبه

مقادیر بار کمانش مربوط به بارگذاری سهمی شکل بوده و پس از  مختلف با معادل استاتیکی یکسان، بیشترین

. در بین بارگذاری کسینوسی و مثلثی شکل نیز در باشدمیآن بارگذاری یکنواخت دارای بیشترین بار کمانش 

/ی ظاهری هانسبتالبته برای  باشد.میحالت بارگذاری کسینوسی بار کمانش بیشتر  1.5,2a b ار کمانش در ، ب

 بارگذاری مثلثی تا حدی بیشتر از بارگذاری کسینوسی است.

ها و با نسبت با شرایط مرزی ساده در تمامی لبه های طبیعی یک ورق مربعیفرکانس 6-5در جدول 

/ضخامت  40a h  آباکوس ای غیریکنواخت قرار دارد، ارئه و با نتایج که در معرض بارگذاری داخل صفحه

0مقایسه شده است. در این جدول، اثر  / crN N های طبیعی ورق بررسی شده است. مشاهده میبر روی فرکانس-

0شود که با افزایش نسبت بار  / crN N0یابد و درحالت ، فرکانس تمام مدها کاهش می / 1crN N  فرکانس مد اول ،

شود که به معنی وقوع کمانش است. همچنین بر اساس نتایج این جدول، فرکانس مد اول برای تمامی فر میص

دست آمده با حل آباکوس، های بارگذاری با هم برابر بوده و تنها وابسته به نسبت بار است. مقایسه نتایج بهحالت

 دهد.تطابق خوبی را نشان می

 ایق مربعی تحت بارگذاری داخل صفحه: فرکانس ارتعاشات یک ور6-5جدول 

Load Profile Mode 

Analytical Solution  ABAQUS 

N0/Ncr  N0/Ncr 

0 0.25 0.5 0.75 1  0 0.25 0.5 0.75 1 

Constant 

1 1201.67 1040.68 849.71 600.84 0  1201.20 1041.20 851.85 605.66 0 

2 2914.95 2748.42 2571.13 2380.66 2173.57  2996.00 2793.00 2574.20 2334.60 2067.30 

3 2914.95 2821.63 2725.11 2625.04 2521.00  2996.00 2894.20 2788.70 2679.00 2564.70 

4 4425.81 4297.80 4165.85 4029.59 3888.55  4777.20 4627.90 4473.80 4313.90 4147.90 

Parabolic 

1 1201.67 1040.68 849.71 600.84 0  1201.20 1043.00 855.18 610.79 0 

2 2914.95 2803.77 2687.99 2567.00 2440.01  2996.00 2812.60 2614.50 2398.10 2157.70 

3 2914.95 2854.30 2792.32 2728.94 2664.05  2996.00 2856.40 2709.40 2553.80 2387.90 

4 4425.81 4300.25 4170.90 4037.41 3899.36  4777.20 4575.90 4365.00 4143.10 3908.30 

Cosine 

1 1201.67 1040.68 849.71 600.84 0  1201.20 1041.40 851.85 605.37 0 

2 2914.95 2729.93 2531.41 2315.95 2078.26  2996.00 2787.10 2560.90 2312.10 2032.60 

3 2914.95 2810.21 2701.41 2588.04 2469.48  2996.00 2907.60 2816.40 2722.10 2624.40 

4 4425.81 4296.33 4162.81 4024.87 3882.04  4777.20 4646.70 4512.40 4373.80 4230.70 

Triangular 

1 1200.77 1039.90 849.07 600.39 0  1201.20 1041.40 851.90 605.36 0 

2 2990.84 2776.56 2544.31 2288.60 2000.46  2996.00 2786.00 2558.30 2307.60 2025.40 

3 2990.84 2901.61 2809.55 2714.37 2615.72  2996.00 2911.00 2823.50 2733.10 2639.60 

4 4766.15 4635.62 4501.30 4362.85 4219.86  4777.20 4652.60 4524.60 4392.70 4256.60 

و نسبت ضخامت مختلف ای بر فرکانس ارتعاشات یک ورق با نسبت ظاهری تاثیر بارگذاری داخل صفحه

ها نحوه تغییرات فرکانس با افزایش دامنه بار نشان نشان داده شده است. در این شکل 6-5تا  1-5های در شکل
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2بعد شده داده شده است. محور افقی دامنه بار بی 2

0 0 11/N N b D دهد و محور عمودی برحسب را نشان می

2بعد شده فرکانس بی

11/b h D   گیرد، ای قرار میباشد. هنگامی که یک ورق درمعرض بارداخل صفحهمی

یابد. با نزدیک شدن بار به بارکمانش، سفتی آن کاهش یافته و درنتیجه فرکانس ارتعاشات عرضی نیز کاهش می

-مشاهده می 6-5تا  1-5کند. این رفتار در شکل های فرکانس به صفر نزدیک شده و در نهایت ورق کمانش می

های بارگذاری دیگر است. شود. بار کمانش و فرکانس ورق تحت بارگذاری سهمی شکل همواره بیشتر از حالت

ها تحت بارگذاری های با بارگذاری یکنواخت، دارای بار کمانش و فرکانس بالاتری نسبت به ورقهمچنین ورق

ثیر نوع بارگذاری بر فرکانس طبیعی کاهش یافته و کسینوسی و مثلثی هستند. با افزایش نسبت ظاهری ورق، تا

شوند. همچنین فرکانس طبیعی با افزایش نسبت ظاهری های ظاهری بزرگ، نمودارها مشابه میبرای نسبت

 یابد.کاهش می

 
 a/b=0.5( ب

 
 a/b=1الف( 

 
 a/b=2( د

 
 a/b=3( ج

)ای لف تحت بارگذاری داخل صفحه : فرکانس مد اول یک ورق با نسبت ظاهری مخت1-5شکل  / 40)b h  

تاثیر ضخامت ورق بر فرکانس مد اول یک ورق مربعی تحت بارگذاری سهمی شکل نشان  1-5در شکل 

آید. بر اساس این شکل، فرکانس دست میهای دیگر بارگذاری نیز نمودار مشابهی بهداده شده است. برای حالت

0

10

20

30

40

50

60

0 2 4 6 8 10 12 14

constant

parabolic

cosine

triangular

0

5

10

15

20

25

0 1 2 3 4 5

constant

parabolic

cosine

triangular

0

2

4

6

8

10

12

14

0 1 2 3

constant
parabolic
cosine
triangular

0

2

4

6

8

10

12

0 1 2 3

constant
parabolic
cosine
triangular

𝜔
 

𝜔
 

𝜔
 

𝜔
 

0N  
0N  

0N  0N  



149 

 

)0رق بدون بارگذاری مد اول برای یک و 0)N   در بازه مورد بررسی، دارای تغییرات خطی نسبت به ضخامت

است. در یک ورق تحت بارگذاری فشاری، فرکانس همواره نسبت به حالت بدون بار و یا بارگذاری کششی کمتر 

کاهش یافته و نهایتا در هنگام  است. در ورق تحت بارگذاری فشاری، با کاهش ضخامت ورق، فرکانس به سرعت

شود. در یک ورق تحت بارگذاری کششی، نمودار دارای یک نقطه کمینه است. در این حالت با کمانش صفر می

یابد. در حقیقت افزایش ضخامت ورق، فرکانس تا رسیدن به نقطه کمینه کاهش یافته و پس از آن افزایش می

ه کاهش فرکانس را به دنبال دارد. از سوی دیگر بار کششی، سفتی شود کافزایش ضخامت باعث افزایش جرم می

شود که تاثیر آن پس از نقطه کمینه نمودار، غالب است. ورق را افزایش داده و باعث افزایش فرکانس می

یابد، رفتار ارتعاشی ورق برای سه حالت مورد بررسی به هم نزدیک همچنین هنگامی که ضخامت افزایش می

 یابد.ای بر فرکانس کاهش میر بارداخل صفحهشده و تاثی

  
 a/b=1الف(  a/b=0.5( ب

  
 a/b=3( ج a/b=2( د

)ای : فرکانس مد اول یک ورق با نسبت ظاهری مختلف تحت بارگذاری داخل صفحه 2-5شکل  / 20)b h  
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 a/b=0.5( ب

 
 a/b=1الف( 

 
 a/b=2( د

 
 a/b=3( ج

)ای : فرکانس مد اول یک ورق با نسبت ظاهری مختلف تحت بارگذاری داخل صفحه 6-5شکل  / 10)b h  

 

 : تاثیر ضخامت ورق بر فرکانس مد اول یک ورق مربعی تحت بارگذاری سهمی شکل1-5شکل 
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 دایروی دارای گشودگی مربعی هایورقکمانش  5-3-2

و مربعی  دایرویمربوط به محاسبات بار کمانش برای یک ورق مستطیلی دارای گشودگی  در این قسمت نتایج

ورق و نیز  هایلبهدر مرکز ارائه و تاثیر پارامترهای مختلف مانند اندازه گشودگی، شرایط مرزی مختلف در 

، تاثیر ویدایرنسبت ظاهری ورق بر بار کمانش بررسی شده است. همچنین برای یک ورق مربعی با گشودگی 

شامل دو نوع  غیریکنواختمختلف بارگذاری تک محوره، دو محوره و بارگذاری برشی و نیز بارگذاری  هایحالت

آمده در این  دستبه( بر بار کمانش بررسی شده است. نتایج 2-1بارگذاری کسینوسی و سهمی شکل )شکل 

ده در نرم افزار متلب و نیز مراجع دیگر قسمت با نتایج حل عددی با استفاده از کد اجزای محدود نوشته ش

با توجه به اینکه  توضیح داده شده است. سوم روش اجزای محدود در فصل بندیفرمولمقایسه شده است. نحوه 

باشد، در ابتدا با استفاده از تحلیل ( می9-5دقت محاسبات، وابسته به تعداد مدهای مورد استفاده در رابطه )

بعد دونمونه از نمودار همگرایی بار کمانش بی 5-5 دست آمد. در شکلمناسب بههمگرایی، تعداد مدهای 

/برحسب تعداد مد برای ورق مربعی با گشودگی دایروی با نسبت  0.6D a   که تحت بارگذاری یکنواخت تک

ده برای محاسبه بارکمانش محوره قرار دارد، نشان داده شده است. بر اساس این شکل، تعداد مدهای مورد استفا

 شود.با استفاده از روش ریتز برابر با شش مد درنظر گرفته می

 
 CCCCالف( 

 
 SSSSب( 

)ورق مربعی با گشودگی دایروی  : نمودار همگرایی بارکمانش5-5شکل  / 0.6)D a   برحسب تعدادتحت بار یکنواخت تک محوره 

 برای دونوع شرط مرزی مد

به ترتیب طول و  bو  aنشان داده شده است که در آن  3-5هندسه ورق در شکل  گذاری یکنواخت:بار

1باشد. همچنین ضخامت ورق می hقطر گشودگی و  Dعرض ورق،   و  فشاری بیانگر بارگذاری دو محوره
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0  شود صورت یک عبارت چهارحرفی نامگذاری میشرایط مرزی ورق به باشد.بیانگر بارگذاری تک محوره می

لا و که دوحرف اول بیانگر نوع شرط مرزی در لبه چپ و راست و دو حرف دوم بیانگر نوع شرط مرزی در لبه با

های راست و چپ و مربوط به یک ورق با شرایط مرزی ساده در لبه SSSFپایین ورق است. برای مثال عبارت 

 بالا و شرط مرزی آزاد در لبه پایین است.

 
 الف(

 
 ب(

 : هندسه ورق دارای گشودگی تحت بار گذاری الف( برشی، ب( دو محوره3-5شکل 

برای دو نوع شرط  دایرویده برای یک ورق مربعی دارای گشودگی ش بعدبیمقدار بار کمانش  1-5در جدول 

 [85]و  [83]در مراجع  ، با نتایج مربوط به مراجع دیگر مقایسه شده است.هالبهمرزی ساده و گیردار در تمامی 

ار کمانش استفاده شده است. در مرجع از روش اجزای محدود با استفاده از نرم افزار انسیس برای محاسبه ب

های بر پایه میدان کرنش )به جای میدان جابجایی( برای محاسبه از روش اجزای محدود بر اساس المان [124]

ش استفاده شده است. بیشترین اختلاف نسبی های خمشی برای محاسبه بار کمانکمانش و المانمیدان پیش

است، درحالی که برای شرایط  %6و درحالت بارگذاری تک محوره و دومحوره حدود  SSSSبرای شرایط مرزی 

است.  %7و برای بارگذاری دو محوره حدود  %13این اختلاف برای بارگذاری تک محوره حدود  CCCCمرزی 

تواند است که علت آن می [124]های ذکر شده، با نتایج مرجع امی حالتتوضیح اینکه بیشترین اختلاف برای تم

 استفاده از مش درشت در این مرجع باشد. 

)های مختلف شرایط مرزی در مرزهای ورق و نیز نسبت قطر به طول ورق تاثیر ترکیب / )D a  بر بار

های جدولبرای دو نوع بارگذاری تک محوره و دو محوره به ترتیب در  دایرویکمانش ورق مربعی با گشودگی 

آمده با استفاده از روش ریتز با حل اجزای محدود  دستبهنتایج  هاجدولارائه شده است. در این  3-5و  5-5

بار کمانش ورق مربعی دارای گشودگی تحت بارگذاری برشی برای ، 3-5مقایسه شده است. همچنین در جدول 

 .ارائه و با نتایج روش اجزای محدود مقایسه شده است هالبهدو نوع شرایط مرزی ساده و گیردار در تمامی 
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) شده بعدبی: مقایسه بار کمانش 1-5جدول  )crN  جودبا نتایج مو دایرویورق مربعی با گشودگی 

D/a 

 Uniaxial   Biaxial 

SSSS  CCCC  SSSS  CCCC 

Present 

Sabir 

and 
Chow 

[120] 

El-Sawy 

and 
Nazmy 

[85] 

Komur 

and 
Sonmez 

[87] 

 Present 

Sabir and 

Chow 
[120] 

 Present 

Sabir 

and 
Chow 

[120] 

 Present 

Sabir 

and 
Chow 

[120] 

0 3.986 ------ 4.000 4.002  9.914 ------  1.993 ------  5.234 ------ 

0.1 3.924 3.691 3.859 3.861  9.723 9.530  1.962 1.849  5.207 4.843 

0.2 3.571 3.445 3.531 3.527  8.958 ------  1.794 1.766  5.019 4.714 

0.3 3.230 3.185 3.240 3.230  8.735 8.534  1.640 1.640  5.307 5.086 

0.4 3.023 3.049 3.040 3.037  8.381 8.728  1.568 1.545  6.128 5.986 

0.5 2.890 2.840 2.914 2.906  7.801 9.005  1.554 1.473  7.215 7.514 

0.6 2.818 ------ 2.829 2.817  7.099 ------  1.586 ------  8.529 ------ 

 

 

)شده  بعدبی: بار کمانش 5-5جدول  )crN یک ورق مربعی تحت بارگذاری تک محوره برای شرایط مرزی مختلف 

D/a 

Boundary Condition 

SSSS CCCC SSFF CCFF SSSF CCSF 

Present FE  Present FE  Present FE  Present FE  Present FE  Present FE 

0 3.986 4.002  9.914 10.116  0.960 0.954  3.911 3.957  1.417 1.399  4.373 4.403 

0.1 3.924 3.851  9.723 9.529  0.942 0.928  3.845 3.873  1.403 1.371  4.320 4.316 

0.2 3.571 3.521  8.958 8.803  0.865 0.853  3.607 3.627  1.334 1.287  4.108 4.052 

0.3 3.230 3.228  8.735 8.532  0.759 0.750  3.347 3.322  1.213 1.170  3.790 3.707 

0.4 3.023 3.024  8.381 8.374  0.649 0.643  3.085 3.042  1.065 1.038  3.459 3.337 

0.5 2.890 2.886  7.801 7.958  0.543 0.535  2.732 2.682  0.912 0.892  3.031 2.844 

0.6 2.818 2.780  7.099 7.329  0.442 0.430  2.287 2.223  0.754 0.732  2.464 2.275 

  

)شده  بعدبی: بار کمانش 3-5جدول  )crN یک ورق مربعی تحت بارگذاری دو محوره برای شرایط مرزی مختلف 

D/a 

Boundary Condition 

SSSS CCCC SSFF CCFF SSSF CCSF 

Present FE  Present FE  Present FE  Present FE  Present FE  Present FE 

0 1.993 2.001  5.234 5.323  0.941 0.932  2.755 2.720  1.077 1.050  2.864 2.832 

0.1 1.962 1.923  5.207 5.051  0.923 0.909  2.777 2.781  1.067 1.036  2.874 2.810 

0.2 1.794 1.770  5.019 4.885  0.853 0.840  2.718 2.688  1.030 0.989  2.797 2.711 

0.3 1.640 1.641  5.307 5.222  0.753 0.743  2.603 2.553  0.965 0.916  2.653 2.553 

0.4 1.568 1.570  6.128 6.185  0.648 0.640  2.420 2.363  0.874 0.830  2.441 2.363 

0.5 1.554 1.555  7.215 7.844  0.544 0.535  2.169 2.102  0.766 0.732  2.172 2.107 

0.6 1.586 1.587  8.529 8.186  0.440 0.433  1.867 1.803  0.644 0.619  1.859 1.804 
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)شده  بعدبی: بار کمانش 3-5جدول  )crN یک ورق مربعی تحت بارگذاری برشی برای دو نوع شرط مرزی مختلف 

D/a 

Boundary Condition 

SSSS CCCC 

Present FE Error(%)  Present FE Diff (%)  

0 9.235 9.429 2.057  14.371 14.882 3.434  

0.1 8.683 8.685 0.026  13.317 13.499 1.346  

0.2 7.054 7.086 0.459  10.785 11.016 2.094  

0.3 5.465 5.497 0.587  8.662 8.742 0.918  

0.4 4.089 4.114 0.606  6.853 6.856 0.041  

0.5 2.998 3.007 0.310  5.158 5.403 4.536  

0.6 2.185 2.186 0.033  4.059 4.356 6.811  

، در حالت بارگذاری تک محوره با افزایش قطر سوراخ بار کمانش 3-5 و 5-5ی هاجدولنتایج  اساسبر

گذاری دومحوره و برای شرایط  در حالی که در حالت بار یابد؛میبرای تمامی شرایط مرزی بررسی شده کاهش 

D/، با افزایش نسبت  CCCCمرزی  a ، بنابراین در این یابدمیبار کمانش ابتدا کاهش یافته و سپس افزایش .

وه تغییرات بار کمانش ورق مقاومت ورق در برابر کمانش را افزایش داد. نح توانمیحالت با افزایش قطر سوراخ 

به  SSFFو  CCCCبا شرایط مرزی  هایورقکه  طوریبه، باشدمیزه گشودگی وابسته به نوع شرایط مرزی اندا با

، میزان کاهش بار CCCCبار کمانش هستند. در ورق با شرایط مرزی تغییرات  بیشترینو  کمترینترتیب دارای 

/کمانش برای  0.6D a   و در ورق با شرایط مرزی  %28.39با نسبت به ورق بدون گشودگی برابرSSFF  برابر با

. در حالت بارگذاری دو محوره، بیشترین کاهش بار کمانش مربوط به ورق با شرایط مرزی باشدمی 54.01%

SSFF   در حالی که در ورق با شرایط مرزی  است؛  %53.21و به میزانCCCC،  62.95بار کمانش به میزان% 

بار کمانش ورق در حالت بارگذاری دومحوره کوچکتر از مقدار آن در حالت بارگذاری  . همچنینیابدمیافزایش 

  تک محوره است.

نشان داده  کمانشپیشحساسیت بار کمانش نسبت به میدان تنش  9-5و  8-5 ، 3-5ی هاشکلدر 

مقدار واقعی آن محاسبه و با  کمانشپیش، بار کمانش با فرض ثابت بودن میدان تنش هاشکلشده است. در این 

0 صورتبهمقایسه شده است. این میدان تنش ثابت برای بار گذاری تک محوره 

x xN N،0yN    0وxyN   و

0 صورتبهبرای بار گذاری دو محوره 

x xN N ،0

y xN N 0 وxyN   0 صورتبهو برای بار گذاری برشیxN  ،

0yN   0و

xy xyN N حساسیت بارکمانش نسبت به میدان تنش 9-3تا  3-3های با توجه به شکل .باشدمی ،

D/مرزی ورق و نیز نسبت کمانش وابسته به نوع بارگذاری، شرایط پیش a  ،است. در حالت بارگذاری تک محوره

طوری که حداکثر اختلاف کمانش داشته، بهکمترین حساسیت را نسبت به میدان پیش SSFFبار کمانش ورق 
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کمانش نسبت به توزیع تنش پیش CCFFاست، درحالی که بار کمانش ورق با شرایط مرزی  %10.67برابر با 

است. در حالت بار گذاری دو محوره،   %63.89بسیار حساس بوده و بیشترین اختلاف در این ورق برابر با 

کمانش داشته و کمترین و بیشترین حساسیت را نسبت به توزیع میدان تنش پیش CCSFو  SSFFهای ورق

های مختلف ست. در میان حالتا %40.24و  %12.81حداکثر اختلاف برای این دو حالت به ترتیب برابر با 

، 9-5اساس شکل طوری که بربارگذاری بررسی شده، بیشترین حساسیت مربوط به بارگذاری برشی است، به

D/است. با افزایش   %375حدود   SSSSو  CCCCحداکثر اختلاف بارکمانش برای هر دونوع شرط مرزی  a ،

به ورق بدون گشودگی غیریکنواخت تر شده و بنابراین حساسیت بار کمانش کمانش نسبت توزیع تنش پیش

قابل مشاهده  9-5تا  3-5های یابد. این موضوع در شکلکمانش افزایش مینسبت به توزیع میدان تنش پیش

D/طوری که با افزایش است، به aخامت ورق بر روی بار کمانش تاثیر ضیابد. ، فاصله بین دو نمودار افزایش می

نشان داده شده است. در این جدول مقدار بار کمانش محاسبه  8-5برای حالت بارگذاری تک محوره در جدول 

برشی مرتبه اول و نیز نتایج  تغییر شکلآمده از تئوری  دستبهشده با استفاده از تئوری کلاسیک با نتایج 

ی برشی عرضی برابر هاتنشفرضیات تئوری کلاسیک،  اساسبر. مربوط به حل اجزای محدود مقایسه شده است

) باشندمیبا صفر  0)xz yz  در  هاتنشمقدار این  مرتبه اول، برشی تغییر شکلدر حالی که در تئوری  ؛

شده  بعدبی. مقدار بار کمانش استراستای ضخامت ثابت 
crN ک مستقل از نسبت ضخامت در تئوری کلاسی

( / )a h 3این بدان معنی است که بار کمانش متناسب با  .استh  است. دقت تئوری کلاسیک در محاسبه بار

ی برشی عرضی در محاسبه هاتنشزیرا با افزایش ضخامت، تاثیر  یابد؛میکمانش با افزایش ضخامت ورق کاهش 

. همچنین شودمیصرفنظر  هاتنشدر حالی که در تئوری کلاسیک از تاثیر این  یابد؛میر کمانش افزایش با

اختلاف بین نتایج تئوری کلاسیک و تئوری تغییر شکل برشی تا حد زیادی وابسته به شرایط مرزی ورق نیز 

ن اختلاف بین دو تئوری برابر با ، بیشتری CCCC، برای ورق با شرایط مرزی 9-5نتایج جدول  اساسبر باشد.می

 است. %4 حدودبیشترین اختلاف  SSFFو برای ورق با شرایط مرزی  73.55%
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 SSSSب( 
 

  CCCC الف(

 
 

  SSFFد( 
 

  CCFFج( 

 
 

  SSSFو( 
 

 CCSFهـ( 

 برای بارگذاری تک محوره کمانشپیش: حساسیت بار کمانش نسبت به میدان تنش 3-5شکل 
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  SSSS ب( 

 

  CCCC الف(

 

  SSFF د( 

 

  CCFF ج(

 

  SSSF و( 

 

  CCSF هـ(

 برای بارگذاری دو محوره کمانشپیش: حساسیت بار کمانش نسبت به میدان تنش 8-5شکل 
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 SSSS الف(

 
 CCCC ب(

 برای بارگذاری برشی کمانشپیش: حساسیت بار کمانش نسبت به میدان تنش 9-5شکل 

 ی ضخامت مختلفهانسبتی مختلف برای هاتئوری اساسبر: بار کمانش ورق تحت بار گذاری تک محوره 8-5 جدول
Boundary 
condition 

D/a CPT 
a/h=40  a/h=20  a/h=10 

FSDT FE  FSDT FE  FSDT FE 

CCCC 

0 10.037 9.914 10.116  9.561 9.582  8.358 8.310 

0.1 9.843 9.723 9.529  9.381 9.027  8.210 7.863 

0.2 9.070 8.958 8.803  8.638 8.349  7.537 7.231 

0.3 8.889 8.735 8.532  8.318 8.044  6.978 6.721 

0.4 8.600 8.381 8.374  7.812 7.694  6.153 6.018 

0.5 8.097 7.801 7.958  7.083 7.080  5.239 5.145 

0.6 7.454 7.099 7.329  6.258 6.231  4.295 4.145 

SSFF 

0 0.943 0.960 0.954  0.935 0.944  0.912 0.923 

0.1 0.925 0.942 0.928  0.917 0.914  0.895 0.893 

0.2 0.855 0.865 0.853  0.847 0.840  0.825 0.819 

0.3 0.755 0.759 0.750  0.747 0.741  0.728 0.724 

0.4 0.650 0.649 0.643  0.643 0.635  0.627 0.621 

0.5 0.546 0.543 0.535  0.539 0.529  0.526 0.519 

0.6 0.442 0.442 0.430  0.436 0.425  0.425 0.418 

یکنواخت فشاری تحت بارگذاری  دایرویشکل مد کمانش یک ورق مربعی با گشودگی اولین  14-5در شکل 

/دومحوره و برای  0.6D a  است. نمایش داده شده 

در این قسمت نتایج مربوط به بار کمانش یک ورق مربعی با گشودگی دایروی تحت  :بارگذاری غیریکنواخت

های دست آمده با حل اجزای محدود مقایسه شده است. در شکلشود. نتایج بهبارگذاری غیریکنواخت ارائه می

ه و تک محوره کسینوسی قرار دارد، تغییرات بار کمانش یک ورق که تحت بار گذاری دو محور 12-5و  5-11

)برحسب نسبت قطر به طول ورق  / )D a  و برای شرایط مرزی مختلف نشان داده شده است. همچنین در

نمودار تغییرات بار کمانش برای حالت بارگذاری دو محوره و تک محوره سهمی شکل  11-5و  16-5های شکل

 نشان داده شده است. 
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 CCCC ف(ال

 
 CCFF ب(

 
 CCSF ج(

 
 SSFF د(

 
 SSSF هـ(

 
 SSSSو( 

دومحوره برای  یکنواخت فشاری تحت بار گذاری دایرویشکل مد مربوط به کمانش ورق مربعی با گشودگی اولین : 14-5 شکل

  (FE) شرایط مرزی مختلف

بار کمانش در حالت  شود که در بارگذاری کسینوسی،مشاهده می 11-5تا  11-5های شکل اساسبر

تک محوره همواره از دومحوره بیشتر است. همچنین در بارگذاری تک محوره، بار کمانش با افزایش اندازه سوراخ 

بار کمانش ابتدا کاهش و سپس افزایش  ،CCCCیابد، اما در حالت دو محوره و برای ورق همواره کاهش می

/طوری که بار کمانش ورق با یابد، بهمی 0.6D a   بیشتر است. در  %52.65نسبت به ورق بدون سوراخ به میزان

 SSFFو کمترین آن مربوط به ورق  CCCCحالت بارگذاری کسینوسی، بیشترین بار کمانش مربوط به ورق 

 است.
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، بار کمانش نسبت CCSFدر بارگذاری سهمی شکل و در حالت تک محوره به جز ورق با شرایط مرزی 

در این نوع بارگذاری و در هردوحالت تک محوره و دو  SSSSبه حالت دو محوره بیشتر است. بار کمانش ورق 

، افزایش بار کمانش CCCCدر مورد ورق  .یابدیش اندازه سوراخ ابتدا کاهش و سپس افزایش میمحوره، با افزا

/برای  0.6D a    است. ورق  %98.58نسبت به ورق بدون گشودگی در حالت بارگذاری دومحوره برابرباCCCC 

با افزایش اندازه سوراخ، بار کمانش طوری که تحت بارگذاری سهمی شکل تک محوره رفتار سینوسی دارد، به

یابد که این رفتار در هیچ یک از نمودارهای دیگر مشاهده ابتدا کاهش، سپس افزایش و مجددا کاهش می

 شود.نمی

در حالت دومحوره، بار کمانش ورق تحت بارگذاری سهمی شکل همواره بیشتر از بارگذاری کسینوسی 

ن بارکمانش در این دونوع بارگذاری وابسته به شرایط مرزی ورق است. است، اما در حالت تک محوره، تفاوت بی

 SSFFها با شرایط مرزی شود که نمودار تغییرات بارکمانش با اندازه گشودگی در ورقهمچنین مشاهده می

 سهمی شکل( و نیز نوع بارگذاری-کسینوسی-مشابه بوده و تقریبا مستقل از شکل بارگذاری )یکنواخت  SSSFو

و  CCCCهای بررسی شده، بیشترین بار کمانش مربوط به ورق در بین کلیه حالت دومحوره( است.-محوره)تک 

و بارگذاری کسینوسی تک محوره  SSFFبارگذاری سهمی شکل تک محوره و کمترین بار کمانش مربوط به ورق 

 است. 0.426و  12.438بعد شده برای این دو حالت به ترتیب برابر با باشد. مقدار بار کمانش بیمی

دست آوردن ، از برازش منحنی برای به11-5تا  3-5های دست آمده در شکلبا توجه به داده های به

تابعی که بیانگر تغییرات بار کمانش 
crN نسبت قطر گشودگی به طول ورق  برحسب/D a  باشد، استفاده

)صورت ع بهشود. این تابمی / )K

crN D a d  مقدار ثوابت  9-5شود. در جدول درنظر گرفته می, ,K d  و نیز

های بارگذاری مختلف گزارش شده است. همان طور معیار ضریب تعیین برای شرایط مرزی مختلف و برای حالت

دست آمده از دقت ک نزدیک تر باشد، منحنی بهکه در فصل ششم اشاره شد، هرچه ضریب تعیین به عدد ی

 ها برخودار است.بالاتری برای پیش بینی داده

و به خصوص در حالت  SSSSو  CCCC، منحنی برازش برای شرایط مرزی 9-5با توجه به جدول 

بارگذاری کسینوسی و سهمی شکل از دقت پایین تری نسبت به شرایط مرزی دیگر برخوردار است و کمترین 

بوده و مربوط به بارگذاری سهمی شکل تک محوره و شرایط  0.4087قدار برای معیار ضریب تعیین برابر با م

 است. CCCCمرزی 
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): ثوابت رابطه 9-5جدول  / )K

crN D a d   دایرویگشودگی  دارایمربوط به برازش منحنی کمانش ورق 

BC Constants 

Loading Type  

Uniform 

Uniaxial 

Uniform 

Biaxial 

Cosine 

Uniaxial 

Cosine 

Biaxial 

Parabolic 

Uniaxial 

Parabolic 

Biaxial 

CCCC 

  -5.054 17.34 -4.712 12.37 2.862 18.69 

K  1.209 3.13 0.8821 2.887 1.673 2.54 

d  9.915 5.092 8.9 4.504 12.08 6.084 

R-Squared 0.9832 0.9879 0.9861 0.9578 0.4087 0.9441 

SSSS 

  -2.083 -0.7261 -2.07 -0.7149 -1.533 -0.5488 

K  0.8809 0.6929 0.9601 0.7524 0.5262 0.303 

d  4.047 2.02 3.487 1.744 5.548 2.824 

R-Squared 0.9601 0.8894 0.9784 0.9340 0.8076 0.5305 

CCFF 

  -3.595 -3.059 -3.763 -1.793 -3.018 -4.516 

K  1.573 2.36 1.39 1.69 1.743 2.25 

d  3.915 2.776 3.932 2.351 3.492 3.557 

R-Squared 0.9985 0.9986 0.9980 0.9978 0.9997 0.9958 

SSFF 

  -1.093 -1.072 -1.13 -1.074 -1.024 -1.06 

K  1.37 1.412 1.325 1.402 1.507 1.426 

d  0.9733 0.9524 0.9892 0.9526 0.9039 0.9392 

R-Squared 0.9962 0.9972 0.9964 0.9974 0.9983 0.9977 

CCSF 

  -4.305 -3.068 -5.152 -2.021 -3.76 -4.111 

K  1.715 2.13 1.568 1.928 2.15 1.854 

d  4.391 2.884 4.488 2.358 3.543 3.751 

R-Squared 0.9995 0.9989 0.9985 0.9996 1.0000 0.9996 

SSSF 

  -1.589 -1.161 -1.679 -1.005 -1.302 -1.172 

K  1.642 1.901 1.5 1.638 1.918 1.812 

d  1.431 1.081 1.513 1.049 1.188 1.112 

R-Squared 0.9978 0.9996 0.9971 0.9996 0.9996 0.9994 

 

 دایروی دارای گشودگی های مستطیلیورقکمانش  5-3-3

های ظاهری مختلف و دارای گشودگی های مستطیلی با نسبتدر این قسمت نتایج مربوط به بار کمانش ورق

دست آمده با استفاده از روش ریتز با نتایج مقادیر بار کمانش به 14-5شود. در جدول ائه میدایروی در مرکز، ار

 مشخصات ورق به صورت زیر است: . مقایسه شده است (]91[)مرجع  تجربی

100 , 150 , 2.07 , 218 , 0.33, 33.84a mm b mm h mm E Gpa D mm      

نحوه  15-5ل دست آمده است. در شکبه INSTRON8802سرو هیدرولیک نتایج تجربی با استفاده از دستگاه 

در دو لبه بالایی و  های آزمایش. نمونهنشان داده شده است و اعمال شرایط مرزی و بارگذاری انجام آزمایش

دست مقایسه نتایج به هستند. آزادپایینی دارای تکیه گاه ساده و یا گیردار بوده و در دولبه دیگر دارای تکیه گاه 

 د استفاده در محاسبه بار کمانش ورق دارای گشودگی است.روش ریتز مور آمده، نشان دهنده دقت بالای



123 

 

 

 گشودگی دایروی با نتایج تجربی داراییک ورق مستطیلی  (KN): مقایسه بار کمانش 14-5جدول 

Error(%) Experimental Method [94] Ritz Method Boundary Condition 

3.41 6.194 5.983 FFSS 

2.27 13.372 13.676 FFSC 

 

 

 

 ]INSTRON8802 ]91: محاسبه بار کمانش ورق دارای گشودگی به روش تجربی با استفاده از دستگاه 15-5ل شک

 

های نحوه تغییرات بار کمانش برای یک ورق مستطیلی دارای گشودگی دایروی برای نسبت 13-5در شکل 

 ظاهری مختلف نشان داده شده است.
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با افزایش نسبت  CCSFو  SSFF  ،CCFF  ،SSSFبا شرایط مرزی  هاورق، در 13-5با توجه به شکل 

/بار کمانش مربوط به نسبت ظاهری  هاورقاین  . دریابدمیظاهری ورق، بار کمانش نیز افزایش  2b a   اختلاف

/، بارکمانش در حالت CCCCی ظاهری دیگر دارد. در ورق با شرایط مرزی هانسبتقابل توجهی با  0.5b a   با

/ر کمانش مربوط به که با طوریبه، یابدمیافزایش اندازه سوراخ ابتدا کاهش و سپس افزایش  0.6D a   نسبت

ی ظاهری دیگر این روند همواره هانسبتبیشتر است، اما در مورد   %51.32به ورق بدون گشودگی به میزان 

/کاهشی است. همچنین با افزایش اندازه سوراخ و به ازای  0.4D a  بار کمانش ورق با نسبت ظاهری ،

/ 0.5b a   بالاتر از نسبت ظاهری/ 1b a   در ورق گیردمیقرار .SSSS  و برای نسبت ظاهری/ 0.5b a  بار ،

/. در این حالت بار کمانش برای شودمیکمانش با افزایش اندازه سوراخ همواره زیاد  0.6D a  ورق  نسبت به

بار کمانش ورق مربعی همواره کوچکتر  SSSS. در ورق دهدمیافزایش نشان   %33.86بدون گشودگی به میزان

/از ورق مستطیلی است. با افزایش اندازه سوراخ و به ازای  0.4D a  بار کمانش ورق با نسبت ظاهری ،

/ 0.5b a  رق با نسبت ظاهری بالاتر از بار کمانش و/ 2b a   گیردمیقرار . 

 مربعی دارای گشودگیهای ورقکمانش  5-3-4

های ظاهری مختلف و دارای گشودگی در این قسمت نتایج مربوط به بار کمانش یک ورق مستطیلی با نسبت

طول مشخصه گشودگی بوده و  Lها ارائه شده است. در این نمودار  19-5تا  13-5های مربعی در مرکز در شکل

a  وb باشند. ورق تحت بارگذاری یکنواخت تک محوره قرار داشته و نسبت به ترتیب طول و عرض ورق می

دست آمده از روش است. نتایج به 24( برای همه حالت ها برابر با a/hیا  b/hکوچکترین طول به ضخامت ورق )

طوریکه بیشترین اختلاف و مطابقت خوبی بین نتایج وجود دارد، بهریتز با حل اجزای محدود مقایسه شده است 

کمانش است. در این نمودارها همچنین حساسیت بار کمانش نسبت به میدان تنش پیش %6نسبی در حدود 

دست آمده با فرض ثابت بودن میدان تنش مورد بررسی قرار گرفته است. بدین منظور مقدار بار کمانش به

)0کمانش پیش , 0, 0)x x y xyN N N N   نیز رسم شده است . 
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 CCCCالف( 

 
 SSSSب( 

 
 CCFFج( 

 
 SSFFد( 

 
 CCSFهـ( 

 
 SSSFو( 

)شده ورق مستطیلی با گشودگی مربعی و برای شرایط مرزی مختلف  بعدبی: بار کمانش 13-5شکل  / 0.5)b a  
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 CCCCالف( 

 
 SSSSب( 

 
 CCFFج( 

 
 SSFFد( 

 
 CCSFهـ( 

 
 SSSFو( 

)شده ورق مستطیلی با گشودگی مربعی و برای شرایط مرزی مختلف  بعدبی: بار کمانش 18-5شکل  / 1)b a  
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 CCCCالف( 

 
 SSSS ب(

 
 CCFF ج(

 
 SSFF د(

 
 CCSF هـ(

 
 SSSF و(

)مستطیلی با گشودگی مربعی و برای شرایط مرزی مختلف  شده ورق بعدبی: بار کمانش 19-5شکل  / 2)b a   
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، در شرایط 0.5شود که برای ورق با نسبت ظاهری مشاهده می 19-5تا  13-5های با توجه به شکل

بار کمانش ابتدا کم و  CCCCی شود و در شرایط مرزبار کمانش با افزایش اندازه گشودگی زیاد می SSSSمرزی 

در مقایسه با   CCCCو  SSSSهای شود. در این نسبت ظاهری، افزایش نسبی بار کمانش برای ورقسپس زیاد می

است. در بقیه حالتها، بار کمانش با افزایش اندازه   %13.49و  %14.43ورق بدون گشودگی به ترتیب برابر با 

و کمترین آن  CCCC ، بیشترین بارکمانش مربوط به ورقهر نسبت ظاهری یابد. برایگشودگی همواره کاهش می

های ظاهری مختلف، بیشترین بار کمانش مربوط به ورق بدون است. در بین نسبت SSFFمربوط به ورق 

، 0.5و کمترین بار کمانش مربوط به ورق با نسبت ظاهری  CCCCگشودگی با نسبت ظاهری یک و شرایط مرزی 

/با اندازه گشودگی  0.53L b   و شرایط مرزیSSFF بعد شده مربوط به این حالتها به است. مقادیر بار کمانش بی

است. در ورق با گشودگی مربعی نیز همانند گشودگی دایروی، با افزایش اندازه  0.151و  9.657ترتیب برابر با 

یابد. بیشترین حساسیت مربوط به کمانش افزایش میت به میدان تنش پیشگشودگی حساسیت بار کمانش نسب

و کمترین آن مربوط به ورق با نسبت ظاهری یک و شرایط  CCCCورق با نسبت ظاهری دو و شرایط مرزی 

کمانش ثابت در باشد. اختلاف نسبی بین بار کمانش در حالت واقعی با حالت میدان تنش پیشمی SSFFمرزی 

شکل مد کمانش ورق دارای اولین  24-5در شکل است.  %0.55و  %38.31الت به ترتیب برابر با این دوح

/ تحت بارگذاری یکنواخت تک محوره به ازای گشودگی مربعی 2.5a L  نشان داده شده است. 

 
 CCCC الف(

 
 CCFF ب(

 
 CCSF ج(

 
 SSFF د(

 
 SSSF هـ(

 
 SSSS و(

برای شرایط مرزی  تحت بارگذاری یکنواخت تک محوره شکل مد مربوط به کمانش ورق دارای گشودگی مربعیولین ا: 24-5شکل 

  (FE) مختلف
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 جمع بندی 5-4

های های مستطیلی بدون گشودگی در معرض بارگذاری غیریکنواخت و نیز ورقدر این فصل کمانش ورق

د بررسی قرار گرفت. برای محاسبه بار کمانش این مستطیلی دارای گشودگی دایروی و مربعی در مرکز، مور

های مختلف بارگذاری، شرایط مرزی و اندازه ها، از روش ریتز استفاده شد. مقادیر بارکمانش ورق برای حالتورق

ها با دهد که در ورقگشودگی محاسبه و با نتایج حل عددی به روش اجزای محدود مقایسه شد. نتایج نشان می

 یابد.بعضی حالات، با افزایش اندازه سوراخ بار کمانش نیز افزایش میر و د SSSSو  CCCCشرایط مرزی 
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 :فصل ششم

 حلقوی هایورقکمانش  
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 مقدمه 6-1

 سنجیعلت پرداختن به این موضوع، امکان .گیردمیحلقوی مورد بررسی قرار  هایورقدر این فصل کمانش 

دست آمده برای ورق حلقوی به منظور حل معادلات پایداری یک ورق مستطیلی با گشودگی استفاده از حل به

توان به صورت یک ورق حلقوی درنظر گرفت که دایروی است. یک ورق مستطیلی دارای گشودگی دایروی را می

. با نوشتن معادلات پایداری در مختصات قطبی، شرایط مرزی در ستا و  rمرز خارجی آن تابعی از مختصات 

در مرزخارجی، شرایط مرزی برحسب مختصات دکارتی است که باید اما  شوند؛لبه گشودگی به راحتی اعمال می

بنابراین حل مساله در این حالت شامل دوبخش اصلی است: حل معادلات  آن را به شکل قطبی تبدیل کرد.

های خارجی مختصات قطبی و اعمال شرایط مرزی در لبه گشودگی و اعمال شرایط مرزی در لبهپایداری در 

-ورق. در این فصل حل معادلات پایداری در مختصات قطبی و برای مدهای متقارن محوری و نامتقارن ارئه می

سپس معادلات . دشونمیحل  کمانشپیشمربوط به میدان تنش ، ابتدا معادلات ای محاسبه بار کمانشبرشود. 

شده و در حالت متقارن محوری با درنظر گرفتن نسبت شعاع داخلی به شعاع خارجی ورق به  بعدبیپایداری 

. در نهایت برای محاسبه بار شودمیعنوان پارامتر کوچک، از تئوری اغتشاشات برای حل این معادلات استفاده 

آمده با نتایج روش  دستبهاستفاده شده و مقادیر  1از روش حلقه زدن ،کمانش مربوط به مدهای غیر متقارن

 .شوندمیمربعات دیفرانسیلی مقایسه 

  کمانشپیشحل معادلات  6-2

( برای یک ورق حلقوی کمانشپیشبیان شد، معادلات مربوط به تعادل اولیه ) دومهمان طور که در فصل 

 (:51-2و  56-2)روابط  زیر است صورتبه

(3-1) 1 1
0, 2 0r r r rrN N N N N NN

r r r r r r

    

 

   
     

   
 

برابر  (، تغییرات نسبت به 1-3قرار دارد )شکل  هالبهدر  متقارنکه در معرض بارگذاری  حلقوی برای یک ورق

 :شوندمیزیر ساده  صورتبه (1-3)با صفر خواهد بود و بنابراین معادلات 

(3-2) 
0, 2 0r r rrN N N dNdN

r dr r dr

  
    

                                                           
1 Ringing Method 
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 داخلی و خارجی هایلبهدر  بر واحد طول حلقوی تحت بارمتقارن: ورق 1-3شکل 

 صورتبهمقدار منتجه تنش برشی  (،2-3رابطه ) از حل معادله دوم
2r

C
N

r
  

که در آن  آیدمی دستبه

C مقدار کهایناما با توجه به  گیری است؛انتگرال ثابت
rN 

0Cدر مرزها باید برابر با صفر باشد،   .  بنابراین در

0rN ،قارن محوریتحالت م   تنها معادله باقی مانده، معادله زیر است: در نتیجه و 

(3-6) 
0r rN N dN

r dr


 

 
میدان  کهاینی تنش، برای هامولفه اساسبرحل ش رودر طور که در فصل قبل اشاره شد، همان

ی تنش برقرار باشد. هامولفهآمده تک مقداری و منحصر به فرد باشد، باید رابطه سازگاری بین  دستبهجابجایی 

 :شودمیزیر نوشته  صورتبه و برای شرایط متقارن محوریمعادله سازگاری در مختصات قطبی 

(3-1) 2

2

1
( )( ) 0r

d d
N N

dr r dr
  

 
N( مقدار 6-3معادله ) اساسبر

) صورتبه  )r

d
N rN

dr
  اکنون با جایگذاری آیدمی دستبه .N

در  

 :شودمینتیجه ( 1-3)معادله 

(3-5) 2

2

1
( )( ( )) 0r r

d d d
N rN

dr r dr dr
  

 
 خواهد بود: به شکل زیر (5-3)حل معادله دیفرانسیل 

(3-3) 3
1 2 2

lnr

C
N C C r

r
  
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Nمقدار بنابراین 
 :آیدمی دستبهزیر  صورتبه 

(3-3) 3
1 2 2

( ) (ln 1)r

Cd
N rN C C r

dr r
      

با  زیرا باشد، ( برابر با صفر3-3در رابطه ) 2C ضریبمیدان جابجایی تک مقداری باشد، باید  کهاینبرای 

 3Cو  1C. در نهایت ضرایب [121] شودمیضرب  که این ضریب در  شودمیمحاسبه میدان جابجایی مشاهده 

1rN ،قرار دارد 1Nکه در مرز خود تحت بار  دایروی. برای یک ورق آیندمی دستبهاز شرایط مرزی  N N   و

همچنین برای یک ورق حلقوی که در مرز خارجی . باشدمیبنابراین ورق در شرایط کشش یا فشار یکنواخت 

 (3-3و ) (3-3با اعمال شرایط مرزی در روابط ) ،قرار دارد 2Nو در مرز داخلی تحت بار  1Nخود تحت بار 

 :آیندمی دستبهزیر  صورتبه نیروی هامنتجهمقادیر 

(3-8) 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2 1 1 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

( ) ( )
;

( ) ( )
r

R R N N R N N R R R N N R N N R
N N

R R r R R R R r R R


    
   

   
 

 حل معادلات پایداری 6-3

 دستبهزیر  صورتبهن جابجایی میدا اساسبرداری برای یک ورق در مختصات قطبی معادلات پای سومدر فصل 

 (:35-6و  31-6و  36-6)معادلات  آمد

(3-9) 

2 2 2 23 3 3

1 1 1 1 1 1 1 1
12 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1
0

12 12 12
s

u v v u u v u vGh Ah h w
k Gh u

r r r r r r r r r r r r



    

           
              

             
 

2 2 2 23 3 3

1 1 1 1 1 1 1 1
12 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1
0

12 12 12
s

u u v v v u v uGh Ah h
k Ghv

r r r r r r r r r r



    

         
           

           
 

2 2 2 2

1 1 1

2 2 2 2 2

2 21 1
0r r

s r

N N N Nv u uw w w w w w w
k Gh N

r r r r r r r r r r r r r

   

   

         
          

          
 

 :باشدمیزیر  صورتبههمچنین شرایط مرزی مساله 

(3-14) 
1 10 0; 0 0, 0 0r r rz r

w
u or M v or M w or Q N

r



      


 

زیر  صورتبهو محاسبه بار کمانش، میدان جابجایی در حالت تعادل ثانویه  معادلات پایداریبرای حل 

 :شودمیدرنظر گرفته 

(3-11) 
1 1 1 1( , ) ( )cos(n ), ( , ) ( )sin(n ), ( , ) ( )cos(n )u r u r v r v r w r w r        

 

 :آیندمی دستبه (12-3)(، معادلات 9-3در معادلات ) (11-3)با قرار دادن حل 
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(3-12) 

23 2 3 3

1 1 1 1 1
1 1 1 12 2 2 2 2

1
cos( ) 0

12 12 12
s

dv du u d u dvGh n n n Ah n h n dw
u v v k Gh u n

r r dr r r dr r r dr r dr dr




     
                     

 

23 3 2 3

1 1 1 1 1
1 1 1 12 2 2 2 2

1
sin( ) 0

12 12 12
s

du d v dv v duGh n Ah n n h n
u n u v k Ghv n

r dr dr r dr r r r r dr




    
             

    
22 2

1 1
1 2 2 2 2

2 21
cos( ) 0r r

s r

n N nN N nNdu un d w dw dw dw d w
k Gh v w N w n

r dr dr r r dr r r dr r dr dr r

    
  

           
  

 

 :شوندمیبه شکل زیر تعریف  بعدبی، پارامترهای (12-3) سازی معادلات بعدبیبرای 

(3-16) 2

* * * 2
1 1 1 1 2 1*

1 1 1 1

, , , , , , , ,sk GRr w h N
w u u h p N N N N

R h R R A R Ah
            

بوده و  بعدبیبه معنی پارامتر  *که در آن علامت 
2 1/N N   بعدبی. شکل شودمیبه عنوان نسبت بار تعریف 

 :آیدمی دستبه (11-3روابط ) صورتبهپایداری شده معادلات 

(3-11) 

2

2

2 * 2 * * ** *
* * * * * *1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 12 2 2 2 2

* 2 * * ** 2
* * * *1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 12 2 2 2 2

1 1
0

12

12

s s s

s s s s s

d u p n p n dv dv du p nh n n dw
u v v u p u h p

d k k d A d d k d

p n du p d v du p n p dv ph n n n
v u u v

k d k d A d k k d k



           



          

 
          

 

 
      



*
* *1

1 1 0
h p n

p v w


  
 

2 2 2 2 2

2

2 2 2

2

** * 2 * * * * *
* * 1

12 2 2 3 3

2

* 2 ** 2 * 2 * 2
* * *1 1 1 1
1 1 12 2 4 4

* * 2* 2

1 1
1 2 2

h ph h d w h h h dw
h h p

d d

p n h p n p duh n h n h n
v w u p

d

du h p nh n
p

d

    


       


  

      



  

    
                   

 
  

         
  


  


 

2

2

**2 * * *
* * * * *1 1 1

1 1 12
0

p h p p nd w h dw
w h p h u v

d d




     

  
            

  

 

 است:زیر  صورتبهشرایط مرزی  بعدبیهمچنین شکل 

(3-15) 

 
2 2

2 2
* * * *

* * * 2 * * *

1 1 1 1 1 12 2

*
* *1
1 1

*
* *1
1 1

0 0

1
0 ( ) 0

1
0

rz r

r

r

w h h dw dw
Q N h h p p u h h p p u

r d d

du n
M u v

d A

dv n
M v u

d


 
  

   



  

  

  
                 

    

    

 

 .آیدمی دستبهام n مربوط به مد، بار کمانش و شکل مد کمانش (11-3)با حل معادلات 

 حالت متقارن محوری 6-3-1

0nدر حالت متقارن محوری    حالتاین در . شودمیحذف  ((12-3معادلات )از )و بنابراین معادله دوم پایداری 

1 0v   شوندمیزیر ساده  صورتبهبوده و معادلات پایداری: 
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(3-13) 

2 2 * * ** *
* *1 1 1

1 1 12 2

1
0

12

d u du uh dw
h p p u

d d d    

 
     

  

 
 

* ** * 2 * * * * *
* * * 21 1 1

1 1 12 2 2 2 2

* * * *2 * *
1* * 1 1 1

1 12
0

du p uh h d w h h h dw
h h p h p p

d d d

h p h du p ud w dw
h h p p

d d d

   
    

        




    

    
             

    


     

 

 :شوندمیزیر نوشته  صورتبهمیدان جابجایی  برحسبشده در این حالت  بعدبیهمچنین شرایط مرزی 

(3-13) 
 

*
* *1
1 1

* * * *
* * * * 2 * * *

1 1 1 1 1 12 2

0 0

0 0

du
u or u

d A

h h dw dw
w or h h p p u h h p p u

d d



 

 
  

   

  

  
           

  

 

بسط  صورتبهتئوری اغتشاشات، حل مساله  اساسبر: حل مساله با استفاده از تئوری اغتشاشات

 :شودمیبه شکل زیر درنظر گرفته   برحسبیکنواخت 

(3-18) * * 2 * 4 * * * 2 * 4 * 2 4

1 10 12 14 0 2 4 0 2 4...; ...; ...u u u u w w w w                     

 صورتبه ی مختلف هامرتبهنسیل مربوط به معادلات دیفرا (،13-3در معادلات ) (18-3)با جایگذاری بسط 

 :آیندمی دستبهزیر 

 
 

2* 2 * * * *
* * * * * *10 10 10 0

1 10 0 1 10 0 1 1 102 2

0

* *2 * * * *
1* * * * * * 0 0 10 1 10

2 10 0 2 10 0 0 1 12

1
( , ) 0 ( , )

12
( ) :

( , ) 0 ( , )

h d u du u dw
L u w where L u w h p p u

d d d
O

h p hd w dw du p u
L u w where L u w h h p p

d d d

    





    

  
       

 


 
     



 

(3-19) 

* *

1 12 2

* * 2 *
* * * * *0 0 0

2 12 2 0 2 12 2 22

* * * * * *
* *0 0 0 10 1 10

0 2 1 12 2

( , ) 0

( , )
( ) :

L u w

h h d w
L u w h h h p

dO

h h h dw du p u
h h p p

d d

 
   

  

 
   

     

 


 
       

  


            

 

(3-24)  

2

2

* *

1 14 4

* * 2 * * * * *
* * * * * * *0 0 2 0 0 2

2 14 4 0 2 1 0 2 12 2 2 2 24

* 2 * *
* *12 1 2 2 0 2 2

1 12 2 4 2 42 2 2 2 2

( , ) 0

( , )
( ) :

L u w

h h d w h h h dw
L u w h h h p h h p

d dO

du p d w h
p u h

d d

   
       

      

   
       

       



   
              

   

 
            

 

*

0dw

d








 
   

 

(3-12)  

 ی مختلف هامرتبهوط به (، شرایط مرزی مرب13-3( در شرایط مرزی )18-3جایگذاری بسط )با همچنین 

 :شوندمیحاصل زیر  صورتبه
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 

*
* *10
10 10

0

*
* * * *0
0 0 1 1 10

0 0

( ) :

0 0

du
u or A u

d
O

dw
w or h h p p u

d



 






  



     


 

(3-22)  

 

*
* *12
12 12

2

**
* * * * * * * 0 0 02
2 0 1 1 12 10 2 0 12 2

0 0

( ) :

0 ( ) ( ) 0

du
u or A u

d
O

dwdw
w or h h p p u u h h p

d d



 


 
  

   


  




                

 
(3-26)  

 

2

*
* *14
14 14

* *
* * * * * * * 0 04 24
4 0 1 1 14 12 2 0 12 2

*
* 02 2

4 22 2

0 0

0 ( ) ( )( ) :

0

du
u or A u

d

dw dw
w or h h p p u u h h pO

d d

dw
h

d



 

 
  

   

 
 

  


  


  

            
 

  
       
  

 

(3-21)  

، مقادیر مربوطهو اعمال شرایط مرزی  های مختلف یل مربوط به مرتبهبا حل معادلات دیفرانس

0 2 4, , ,...   2رابطه  اساسبر. پس از آن آیندمی دستبه 4

0 2 4 ...         مقدار بار کمانش محاسبه ،

 .آیدمی دستبه. با افزایش مرتبه حل، تقریب بهتری برای بارکمانش شودمی

)0معادلات دیفرانسیل  )O   باشندمیزیر  صورتبههمگن بوده و دارای جواب دقیق: 

(3-25) 

* 1 02
10 3 1 4 1 * *

0 1

* 2 1
0 1 3 6 0 4 6 0 6* * *

0 1

3
(2 ) (2 );

( )

ln (2 ) (2 );
2 ( )K

pC
u C J K C Y K K

h h p

C p
w C C a J K C a Y K a

h h h p


 

 

  


   


    
 

 

)که در آن  )nJ x  و( )nY x  توابع بسل نوع اول و دوم مرتبهn ( در 22-3. با اعمال شرایط مرزی )باشندمی

. مقدار آیدمی دستبه(، یک دستگاه معادلات جبری همگن 25-3معادلات )
0  از حل معادله مشخصه

 .شودمیاین دستگاه معادلات محاسبه )دترمینان ماتریس ضرایب( 

برای محاسبه دومین تقریب بار کمانش 
2( ) 2، معادلات( )O   کهاینمی بایست حل شوند. با توجه به 

)0قسمت همگن معادلات  )O   2و( )O   2معادلات غیر همگن  1اصل فردهولم اساسبر، باشندمیمشابه( )O  

)2برقرار باشد. برای معادلات  2ریتنها در صورتی دارای جواب غیر صفر هستند که یک شرط حل پذی )O   این

 :[122] شودمیبیان  (23-3رابطه ) صورتبهشرط 

                                                           
1 Fredholm 
2 Solvability Condition 
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(3-23) 

2 1

1

*

2

/R R

W P d d  

*که در آن 

2W 1تابع الحاقی *

2w  آیدمی دستبهبوده و از حل معادله دیفرانسیل الحاقی ،d  پارامتر مربوط به

)2قسمت ناهمگن معادله  Pشرایط مرزی بوده )مقدار آن برای شرایط مرزی همگن برابر با صفر است( و  )O  

 :باشدمی

(3-23) 2 2 2 2 2 2

2 2
* * 2 * * * * * * * * *

* * *0 0 0 0 0 2 0 1 0 10 1 10
0 2 1 12 2 2 3 3

h h d w h h h h h p dw du p u
P h h h p p

d d d

     
     

          

   
                   
   

 

آوردن شرط حل  دستبهصر نحوه مخت صورتبهدر این قسمت : آوردن شرط حل پذیری دستبه نحوه

شکل ماتریسی معادلات  .شودمیتوضیح داده  ((23-3پذیری )رابطه )
2( )O  باشدمیزیر  صورتبه: 

(3-28) 

2 2

2

2

2

* *
**

1* * *12 2
12 12 12

2 * * ** *
2 2 21* * 0 1

0 1 1

0
0120 12

12

00

h h
h p ph

u u ud d

Pd dw w wph h p
h h p p

 

 




   
       

                                         
    

 

معادلات دیفرانسیل الحاقی و شرایط مرزی مربوطه با ضرب کردن سمت چپ رابطه بالا در عبارت  * *

12 2U W  و

 :آیندمی دستبهزیر  صورتبهگیری از عبارت حاصل انتگرال

(3-29)  

2 2

2

2

2
2 1

* *
**

11 * * *12 2
* * 12 12 12

12 2 2 * * ** *
2 2 2/ 1* * 0 1

0 1 1

0
120 12

12

00
R R

h h
h p ph

u u ud d
U W d

d dw w wph h p
h h p p

 


 




    
       

                                       

 

*که در آن 

12U  و*

2W  به ترتیب توابع الحاقی*

12u  و*

2w رابطه ءبه جز ءبا استفاده از انتگرال جز . اکنونباشندمی ،

 :شودمینوشته  (64-3رابطه ) صورتبه( 3-29)

(3-64) 

 
2 2

2

2 1
2 1 2 1

2

2 1 2 1 2 1

2 2

* *1 1 1
* * * * * * * * * * * *

12 12 12 12 0 1 2 2 2 2 12 12 // /

* *
1 1 1

* * * * * * *0 1
1 2 12 1 12 2 2 2/ / /

2 * ** *

12 12
12

12 12

12 12

R RR R R R

R R R R R R

h h
U u U u h p h W w W w U u

h h p
p W u h p U w W w

d U dUh h
p U

d d








  

                  

 
            

  

 

2 1

2 2

2

2 1

1 *
* * *2 1
12 1 2 12

/

1 * *2 * * * * *
* * * * *0 02 1 2 1 12

0 1 2 1 22 2 2

/

R R

R R

dW p
p W u d

d

h hd W h p dW h p dU
h h p W h p w d

d d d


 

 
 

      

 
   

 

    
                 

    





 

                                                           
1 Adjoint 
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*ضرایب 

12u  و*

2w زیر بیان  صورتبهابراین در قسمت انتگرالی رابطه بالا، معادلات دیفرانسیل الحاقی بوده و بن

 :شوندمی

(3-61) 
 

2 2

2 2

2

2 * * ** *
* *12 12 2 1

1 12 1 22

* *2 * * * * *
* * * *0 02 1 2 1 12

0 1 2 12 2 2

0
12 12

0

d U dU dW ph h
p U p W

d d d

h hd W h p dW h p dU
h h p W h p

d d d

    

 


      

    

   
              

   

 

 است:زیر  صورتبه (61-3)حل معادلات 

(3-62) * *0 0
12 2 3 1 4 1 2 1 2 3 0 4 0* *

6 6
(2 ) (2 ); W ln (2 ) (2 )U C C J K C Y K C C C J K C Y K

h K h K

 
                

,ثوابت  1,2,3,4nC n   این شرایط آیندمی دستبه، با استفاده از شرایط مرزی الحاقی (62-3)در رابطه .

زیر  صورتبه ( 64-3انتگرالی رابطه )فاده از قسمت غیرمرزی وابسته به شرایط مرزی مساله اولیه بوده و با است

 :آیندمی دستهب

(3-66) 
 

2 2

2

2 1
2 1 2 1

2

2 1 2 1 2 1

* *1 1 1
* * * * * * * * * * * *

12 12 12 12 0 1 2 2 2 2 12 12 // /

* *
1 1 1

* * * * * * *0 1
1 2 12 1 12 2 2 2/ / /

12 12 R RR R R R

R R R R R R

h h
U u U u h p h W w W w U u

h h p
p W u h p U w W w








                  

 
            

 

در صورتی که شرایط مرزی مساله اولیه همگن باشد، شرایط مرزی مساله الحاقی نیز همگن بوده و 

-3اما در صورتی که شرایط مرزی مساله اولیه غیر همگن باشد، رابطه ) صفر خواهد بود؛ (66-3)بنابراین رابطه 

( در 28-3خواهد داشت. اکنون با ضرب کردن سمت راست عبارت ) dنام ای به ( باقیمانده66 * *

12 2U W  و

 :[122] آیدمی دستبهزیر  صورتبهشرط حل پذیری  گیری،انتگرال

(3-61)  
2 1 2 1

1 1

* * *

12 2 2

/ /

0

R R R R

U W d d W Pd d
P

 
 

   
 

  

، مقدار شرط حل پذیری اساسبر
2  2بدون حل معادلات دیفرانسیل  توانمیرا( )O  آورد. اما  دستبه

)2برای حل معادلات مرتبه بالاتر، معادلات  )O   باید حل شوند. حل این معادلات شامل یک حل عمومی و یک

*( است )تنها با این تفاوت که 25-3. حل عمومی دقیقا مشابه رابطه )باشدمیحل خصوصی 

12u  و*

2w  جایگزین
*

10u  و*

0w 2معادلات  شکل انتگرالی حل خصوصی 1روش تغییر پارامترها اساسبر(. شوندمی( )O  زیر  صورتبه

 :آیدمی دستبه

                                                           
1 Method of Variation of Parameters 
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(3-65) 

 

 2

*

12 0 1 0 1* *

0 0

2

0 1 0 1*

0

*

2 1 1 0 1 1 0* *

0 1 0

(2 ) (2 ) J (2 ) Y (2 )

1
(2 ) (2 ) (2 ) (2 )

(2 ) (2 ) (2 ) (2 )
( )

P

P

P K P K
u Y K d J K K d K

h h

P K
J K Y K Y K J K d

h

K
w p J K P Y K d p Y K P J K d d

h h p

 
     

 


    

 


          

  



   
     

   

 
  

 

 
    



 



  

  2

* 2

1 0 0 1 0 1* *

0 1 0

( ) (2 ) (2 ) (2 ) (2 )
( )

K
p h P J K Y K Y K J K d d

h h p
       

  

 
    

 

 

این عبارتهای زیر دقیق محاسبه کرد. بدین منظور  صورتبه توانمیرا ن (65-3معادلات انتگرالی )

)یک سری با تعداد جملات کافی  صورتبهنتگرال ها ا )k  محاسبه شودمیکه منجر به همگرایی جواب نهایی ،

-ا انتگرالو سپس ب شوندمییک سری در عبارات انتگرالی جایگذاری  صورتبه. در این روش توابع بسل شوندمی

 صورتبه. شکل سری توابع بسل آیدمی دستبهانتگرالی گیری از تک تک جملات حاصل، شکل سری عبارات 

 :باشدمیزیر 

  

(2 )

0

2 4 6 8

0

3 5 7

1 0

( 1) ( / 2)
( ) , ( 0,1,2,...)

! !

1 1 1 1
0 : ( ) 1 ...

4 64 2304 147456

1 1 1 1
( ) ( ) ...

2 16 384 18432

k k n

n

k

J n
k n k

for n J

d
J J

d



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     







 



      

      



 

 

(3-63)  

   

(2 ) (2 )

0 0

(2 ) (2 )

2 2
0 0

1 ( 1) ( / 2) ( 1) ( / 2)
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  



 


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0.5772156649(Euler's constant)
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
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
 

(3-63)  

)0آمده برای معادلات  دستبهبا جایگذاری حل  )O   2و( )O   4در قسمت ناهمگن معادلات( )O   و

اعمال شرط حل پذیری، مقدار 
4 مرتبه بالاتر نیز انجام  برای حل معادلات توانمی. این روند را آیدمی دستبه

 . یابدمیاما با افزایش مرتبه حل، حجم محاسبات موردنیاز نیز افزایش  داد؛
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با شرایط مرزی  در حالت متقارن محوری حلقوی هایورقه بار کمانش در این قسمت نتایج مربوط ب: نتایج

2 صورتبهو نمودار ها، بار کمانش  هاجدول. در شودمیمختلف ارائه 

1 11/N N R D شده است که در آن  بعدبی
3 2

11 /12(1 )D Eh    .شوندمییر تعریف ز صورتبهمختلف شرایط مرزی  هایحالتصلبیت خمشی ورق است 

 (:15-3)روابط 

,0: (S)تکیه گاه ساده  0;rw M  

,0  : (F) تکیه گاه آزاد 0r r r

dw
Q N M

dr
   

: (C)تکیه گاه گیر دار 
10, 0;w u  

بیان کننده  که در آن حرف اول شودمییک عبارت دوحرفی نمایش داده  صورتبهدر ادامه شرایط مرزی ورق 

 .باشدمیشرط مرزی در لبه خارجی و حرف دوم بیان کننده شرط مرزی در لبه داخلی ورق 

)تعداد جملات مورد استفاده در بسط عبارت های زیر kدر ابتدا به منظور تعیین مقدار مناسب برای 

. در شده استبرای شرایط مرزی مختلف محاسبه  k( تغییرات بار کمانش برحسب 65-3انتگرال در رابطه )

  (CF)نمودار این تغییرات برای یک ورق با شرایط مرزی گیردار در مرز خارجی و آزاد در مرز داخلی  2-3شکل 

25kکه مقدار  شودمینشان داده شده است. مشاهده   1-3ناسب است. در جدول برای همگرایی بار کمانش م 

 برای شرایط مرزی مختلف آورده شده است. kمقدار 

 

 
 CFبرای ورق با شرایط مرزی  k برحسب:نمودار تغییرات بار کمانش 2-3شکل 
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 برای همگرایی بارکمانش در شرایط مرزی مختلف k: مقدار مناسب 1-3جدول 
Boundary Condition SF FS CC CF FC SS 

k 25 25 50 25 25 40 

)مقدار بار کمانش  6-3و  2-3 هایجدولدر  )N  برای دو نوع شرط مرزیSF  وCF  ارائه شده و با نتایج

مقدار بار کمانش  هاجدول. در این روش مربعات دیفرانسیلی مقایسه شده است آمده با استفاده از دستبهعددی 

، بار کمانش به آمده، با افزایش مرتبه حل دستبهنتایج  اساسبری مختلف حل محاسبه شده است. هاهمرتببرای 

و در اکثر موارد، بار کمانش محاسبه شده با استفاده از روش  شودمیهمگرا از پایین سمت مقدار نهایی 

، سرعت همگرایی کاهش  . البته با افزایش مقداراست DQروش  اساسبراغتشاشات، کوچکتر از بار کمانش 

سرعت  SF هایورقکه برای طوریبه، باشدمی. همچنین سرعت همگرایی وابسته به شرایط مرزی مساله یابدمی

اختلاف نسبی بین نتایج روش اغتشاشات و روش مربعات  است. CFبا شرایط مرزی  هایورقهمگرایی بیشتر از 

مربوط به بیشترین اختلاف  SFو برای ورق با شرایط مرزی  یابدمییش نسبت شعاع، افزایش دیفرانسیلی با افزا
* 0.01h  با افزایش مقدار باشدمی %3  بوده و حدود .*h این اختلاف نسبی کاهش یافته و برای ،* 0.3h   به

*، بیشترین اختلاف نسبی برای CFر ورق با شرایط مرزی می رسد. د 2.65% 0.01h   است. در  %9.8حدود

*، اختلاف نسبی کاهش یافته و برای h*این نوع ورق نیز با افزایش  0.3h   می رسد. %4.7به حدود 

 SFبا شرایط مرزی لبه خارجی تکیه گاه ساده و لبه داخلی آزاد : بار کمانش ورق حلقوی 2-3جدول 

  
( )nO

n


 

*h  

0.01 0.05 0.1 0.2 0.3 

Perturbation DQM Perturbation DQM Perturbation DQM Perturbation DQM Perturbation DQM 

0.1 

0 3.906 

3.981 

3.896 

3.971 

3.864 

3.938 

3.740 

3.811 

3.550 

3.617 
2 3.980 3.970 3.937 3.811 3.617 

4 3.981 3.971 3.938 3.811 3.617 

6 3.981 3.971 3.938 3.811 3.617 

            

0.2 

0 3.245 

3.535 

3.238 

3.527 

3.216 

3.502 

3.129 

3.406 

2.995 

3.256 
2 3.509 3.501 3.477 3.384 3.239 

4 3.533 3.525 3.500 3.405 3.256 

6 3.534 3.527 3.502 3.406 3.256 

            

0.3 

0 2.600 

3.105 

2.596 

3.099 

2.581 

3.081 

2.525 

3.010 

2.438 

2.899 
2 2.997 2.991 2.975 2.910 2.809 

4 3.084 3.078 3.060 2.992 2.884 

6 3.101 3.096 3.076 3.008 2.897 

            

0.4 

0 2.109 

2.763 

2.106 

2.758 

2.096 

2.745 

2.059 

2.691 

2.000 

2.607 
2 2.537 2.533 2.522 2.477 2.407 

4 2.687 2.683 2.670 2.621 2.544 

6 2.738 2.734 2.721 2.669 2.588 

            

0.5 

0 1.751 

2.500 

1.749 

2.497 

1.742 

2.486 

1.717 

2.444 

1.676 

2.377 
2 2.150 2.147 2.139 2.108 2.057 

4 2.337 2.335 2.326 2.290 2.234 

6 2.425 2.422 2.412 2.375 2.314 
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با مراجع دیگر  CFو SF  شرایط مرزیآمده برای  دستبهمقدار بار کمانش  5-3و  1-3ی هاجدولدر 

برای مدلسازی ورق استفاده شده و برای حل معادلات  FSDTاز تئوری   [126]در مرجع  مقایسه شده است.

 ، بار کمانش با استفاده از روش [121]مورد استفاده قرار گرفته است، درحالی که در مرجع  DQپایداری روش 

همچنین نتایج دست آمده است. رزینر به-اساس تئوری مندلیناجزای محدود و به کمک المان متقارن محوری بر

 دستبه. بار کمانش )[125])مرجع  آورده شده است هاجدولدر این  CPTآمده با استفاده از تئوری  دستبه

. مقایسه نتایج نشان دهنده مطابقت خوب بین آنها به ویژه باشدمیمستقل از ضخامت ورق  CPTآمده از تئوری 

و این  یابدمی. همچنین با افزایش ضخامت ورق، دقت تئوری کلاسیک کاهش باشدمی برای مقادیر کوچک 

زیرا در تئوری کلاسیک، اثر تغییر  کند؛میپیش بینی  FSDTتئوری بارکمانش بزرگتری را در مقایسه با تئوری 

در حالی که با افزایش ضخامت ورق، تاثیر تغییر شکل برشی بر روی بار  شود؛میشکل برشی در نظر گرفته ن

 .یابدمیکمانش افزایش 

  CF قوی با شرایط مرزی لبه خارجی گیردار و لبه داخلی آزاد: بار کمانش ورق حل6-3جدول 

  
( )nO

n


 

*h  

0.01 0.05 0.1 0.2 0.3 

Perturbation DQM Perturbation DQM Perturbation DQM Perturbation DQM Perturbation DQM 

0.1 

0 13.145 

13.942 

13.027 

13.815 

12.673 

13.435 

11.432 

12.102 

9.827 

10.383 
2 13.925 13.801 13.426 12.110 10.410 

4 13.943 13.817 13.437 12.103 10.378 

6 13.942 13.815 13.435 12.102 10.383 

            

0.2 

0 10.904 

13.599 

10.823 

13.491 

10.577 

13.163 

9.698 

11.992 

8.518 

10.434 
2 13.120 13.022 12.727 11.669 10.250 

4 13.545 13.441 13.123 11.986 10.459 

6 13.602 13.494 13.168 12.002 10.444 

            

0.3 

0 10.158 

14.958 

10.087 

14.840 

9.874 

14.482 

9.103 

13.199 

8.056 

11.482 
2 13.289 13.197 12.918 11.910 10.540 

4 14.434 14.330 14.014 12.873 11.321 

6 14.817 14.706 14.368 13.150 11.498 

            

0.4 

0 10.886 

18.549 

10.805 

18.383 

10.561 

17.884 

9.684 

16.113 

8.507 

13.789 
2 14.834 14.724 14.391 13.197 11.593 

4 16.815 16.686 16.296 14.896 13.016 

6 17.776 17.634 17.204 15.663 13.596 

            

0.5 

0 13.286 

25.747 

13.166 

25.454 

12.805 

24.577 

11.538 

21.554 

9.906 

17.782 
2 18.293 18.128 17.631 15.887 13.639 

4 21.363 21.165 20.570 18.483 15.792 

6 23.216 22.994 22.324 19.978 16.954 

 

 

 

 

 



118 

 

 با مراجع دیگر SF: مقایسه بار کمانش برای ورق با شرایط مرزی 1-3جدول 

  Method 
*h  

0.01 0.05 0.1 0.2 0.3 

0.1 

Present 3.981 3.971 3.938 3.811 3.617 

Ref [123] 3.984 3.970 3.930 3.781 3.560 

Ref [126] 3.981 3.970 3.936 3.805 - 

CPT [125] 4.047 4.047 4.047 4.047 4.047 

       

0.2 

Present 3.535 3.527 3.502 3.406 3.256 

Ref [126] 3.535 3.527 3.501 3.404 - 

CPT [125] 3.611 3.611 3.611 3.611 3.611 

       

0.3 

Present 3.101 3.096 3.078 3.008 2.897 

Ref [123] 3.107 3.098 3.073 2.976 2.830 

Ref [126] 3.105 3.099 3.081 3.010 - 

CPT [125] 3.140 3.140 3.140 3.140 3.140 

       

0.4 

Present 2.738 2.734 2.721 2.670 2.588 

Ref [126] 2.763 2.758 2.745 2.691 - 

CPT [125] 2.775 2.775 2.775 2.775 2.775 

       

0.5 

Present 2.425 2.422 2.412 2.375 2.314 

Ref [123] 2.500 2.495 2.478 2.410 2.305 

Ref [126] 2.500 2.497 2.486 2.444 - 

CPT [125] 2.504 2.504 2.504 2.504 2.504 

 

 با مراجع دیگر CF: مقایسه بار کمانش برای ورق با شرایط مرزی 5-3جدول 

  Method 
*h  

0.01 0.05 0.1 0.2 

0.1 Present 13.942 13.815 13.435 12.102 

Ref [123] 13.974 13.805 13.328 11.741 

Ref [126] 13.941 13.793 13.353 11.863 

CPT [125] 14.131 14.131 14.131 14.131 

      

0.2 Present 13.602 13.494 13.168 12.002 

Ref [126] 13.598 13.468 13.076 11.731 

CPT [125] 13.755 13.755 13.755 13.755 

      

0.3 Present 14.817 14.706 14.368 13.150 

Ref [123] 14.986 14.819 14.324 12.662 

Ref [126] 14.957 14.807 14.360 12.837 

CPT [125] 15.037 15.037 15.037 15.037 

      

0.4 Present 17.776 17.634 17.204 15.663 

Ref [126] 18.546 18.328 17.681 15.530 

CPT [125] 18.593 18.593 18.593 18.593 

      

0.5 Present 23.216 22.994 22.324 19.978 

Ref [123] 25.802 25.390 24.174 20.351 

Ref [126] 25.742 25.342 24.178 20.504 

CPT [125] 25.787 25.787 25.787 25.787 

نسبت شعاع  برحسبتغییرات بار کمانش متقارن محوری  6-3در شکل 
2 1/R R  برای شرایط مرزی

، با افزایش نسبت شعاع، بار  FS و SFاین شکل، به غیر از شرایط مرزی  اساسبرمختلف نمایش داده شده است. 

بار کمانش در این حالت بوده و  CCش مربوط به ورق با شرایط مرزی کمانش افزایش یافته و بیشترین بار کمان
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با هم برابر است و این  FSو  SF هایورقحساسیت بیشتری نسبت به تغییرات شعاع دارد. همچنین بار کمانش 

نشان داده  1-3ل در شک h*نسبت ضخامت  برحسببه یک شکل کمانش می کنند. تغییرات بار کمانش  هاورق

با شرایط  هایورقکه در  طوریبه، باشدمیشده است. تاثیر ضخامت بر روی بار کمانش وابسته به شرایط مرزی 

 هایورق، درحالی که در کندمی، بار کمانش با تغییر ضخامت به طور قابل توجهی تغییر  CFو  SSو  CCمرزی 

به  توانمیشده ناچیز است. این رفتار را  بعدبیوی بار کمانش تاثیر ضخامت بر ر FCو  SF ، FSبا شرایط مرزی 

میزان تغییر شکل برشی در ورق کمانش یافته نسبت داد که وابسته به شرایط مرزی و ضخامت ورق است. هرچه 

ورق مقیدتر باشد، میزان تغییر شکل برشی در ورق کمانش یافته بیشتر بوده و بنابراین تاثیر ضخامت بر روی بار 

 .کندمیکمانش اهمیت بیشتری پیدا 

 

)*نسبت شعاع برای شرایط مرزی مختلف  برحسب: تغییرات بار کمانش 6-3شکل  0.1)h  
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 CC  الف( SS ب( 

 SF ج(  FS  د(

 FC  هـ( CF  و(

 لف: تاثیر نسبت ضخامت بر بار کمانش ورق حلقوی با شرایط مرزی مخت1-3شکل 

10

20

30

40

50

60

0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

R2/R1

h*=0.01
h*=0.05
h*=0.1
h*=0.2

10

60

110

160

210

260

0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

R2/R1

h*=0.01
h*=0.05
h*=0.1
h*=0.2

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

4.5

0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

R2/R1

h*=0.01
h*=0.05
h*=0.1
h*=0.2

2.00

2.50

3.00

3.50

4.00

4.50

0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

R2/R1

h*=0.01
h*=0.05
h*=0.1
h*=0.2

10.0

12.8

15.6

18.4

21.2

24.0

0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

R2/R1

h*=0.01
h*=0.05
h*=0.1
h*=0.2

3

5

7

9

11

13

0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

R2/R1

h*=0.01
h*=0.05
h*=0.1
h*=0.2

N  N  

N  N  

N  N  



151 

 

 CC الف(  SS  ب(

 SF ج(  FS  د(

 FC هـ(  CF  و(

): تاثیر نسبت بار 5-3شکل  )  حلقوی با شرایط مرزی مختلف  هایورقبر روی بار کمانش*( 0.1)h  

10

19

28

37

46

55

0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

R2/R1

α=0

α=0.5

α=1

30

55

80

105

130

155

0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

R2/R1

α=0
α=0.5
α=1
α=2

1.00

1.63

2.26

2.89

3.52

4.15

0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

R2/R1

α=0
α=0.5
α=1
α=2

1.00

1.63

2.26

2.89

3.52

4.15

0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
R2/R1

α=0

α=0.5

α=1

α=2

5

9

13

17

21

25

0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

R2/R1

α=0
α=0.5
α=1
α=2

4.0

5.6

7.2

8.8

10.4

12.0

0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

R2/R1

α=0
α=0.5
α=1
α=2

N  N  

N  N  

N  N  



152 

 

*حلقوی برای نسبت ضخامت  هایورقبار کمانش  0.1h   در  ایصفحهکه در معرض بارگذاری داخل

نشان داده شده است. در این شکل نمودار بارکمانش برای  5-3در شکل  ،مرز داخلی و خارجی قرار دارند

ی مختلف بار هانسبت
2 1/N N   .این شکل، برای تمامی شرایط مرزی مورد  اساسبرنشان داده شده است

که با کاهش شعاع داخلی ورق،  شودمی. همچنین مشاهده یابدمی، مقدار بار کمانش کاهش  بررسی، با افزایش

همگرا  تاثیر بارگذاری در لبه داخلی بر روی بار کمانش کاهش یافته و مقدار بار کمانش برای تمامی مقادیر 

که در طوریبه زی ورق وابسته است؛نسبت شعاع به شرایط مر برحسبار کمانش . همچنین تغییرات بشودمی

با  هایورقدر حالی که در  یابد؛می، بار کمانش با افزایش نسبت شعاع پیوسته افزایش FCو  SSو  CC هایورق

ت ، با افزایش نسب CFبا شرایط مرزی  هایورق، عکس این موضوع صادق است. در  FSو  SFشرایط مرزی 

 .کندمیشعاع، ابتدا بار کمانش کاهش یافته و پس از رسیدن به نقطه مینیمم، شروع به افزایش 

برحسب  Nای را بین بار کمانش ، رابطه1توان با استفاده از برازش منحنی، می1-3با توجه به شکل 

2نسبت شعاع  1/R R صورت شود که رابطه توانی بهبررسی توابع مختلف، مشاهده میدست آورد. با به

2 1( / )KN R R d  مقدار  3-3باشد. در جدول به خوبی بیانگر تغییرات بارکمانش برحسب نسبت شعاع می

ایط مرزی مختلف و ضخامت های مختلف گزارش شده است. این مقادیر با استفاده برای شر dو  Kو  ثوابت 

و اینکه منحنی  2دست آمده است. برای بررسی نیکویی برازشاز جعبه ابزار برازش منحنی در نرم افزار متلب به

از معیار  1-3ول های مختلفی وجود دارد. در جدها است، معیاربینی دادهدست آمده با چه دقتی قادر به پیشبه

 شود :صورت زیر تعریف میبرای بررسی نیکویی برازش استفاده شده است. این معیار به  6ضریب تعیین

(3-68) 2 2

1 1

ˆ( ) / ( )
n n

i i

i i

R Squared y y y y
 

     

ˆتعداد داده های موجود،  nکه در آن 
iy زش، دست آمده از منحنی براداده بهiy  داده اولیه وy ها میانگین داده

 ها است.هرچه این معیار به عدد یک نزدیک تر باشد، به معنی دقت بالاتر منحنی در پیش بینی داده است.

 

 

 

                                                           
1 Curve Fitting 
2 Goodness of Fit 
3 R-Squared 
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: ثوابت رابطه 3-3جدول 
2 1( / )KN R R d  مانش ورق حلقوی برای شرایط مرزی مختلفمربوط به برازش منحنی ک 

BC Constants 
*h  

0.01 0.05 0.1 0.2 0.3 

CC 

  929.3 747.6 435.6 123.5 39.7 

K  2.517 2.38 2.064 1.446 0.9048 

d  51.83 49.22 42.74 28.43 17.43 

R_squared 0.99896 0.99917 0.99961 0.99999 0.99931 

SS 

  267 250.2 206.9 112 54.69 

K  2.785 2.742 2.618 2.236 1.826 

d  18.31 17.98 17.02 14.03 10.82 

R_squared 0.99971 0.99973 0.99978 0.99990 0.99997 

SF and 

FS 

  -3.763 -3.704 -3.704 -3.483 -3.156 

K  0.6935 0.6992 0.6992 0.7216 0.7562 

d  4.739 4.684 4.684 4.478 4.176 

R_squared 0.99947 0.99948 0.99948 0.99952 0.99957 

FC 

  50.01 49.26 47.01 39.45 30.43 

K  2.771 2.762 2.736 2.64 2.505 

d  4.404 4.389 4.343 4.17 3.913 

R_squared 0.99926 0.99927 0.99930 0.99943 0.99959 

CF 

  147.5 143.3 131.4 96.1 63.13 

K  3.939 3.913 3.836 3.566 3.225 

d  13.63 13.52 13.16 11.89 10.23 

R_squared 0.99683 0.99693 0.99721 0.99803 0.99868 

 

 نامتقارن  کمانش 6-3-2

0nحالت کمانش نامتقارن، در   حسب بر بوده و بنابراین سه معادله دیفرانسیل کوپل شده با ضرایب متغیر 

. برخلاف حالت متقارن محوری، دراین حالت حل دقیقی برای معادلات اولیه و (11-3) معادلات  باید حل شوند

. در شودمیعادلات الحاقی وجود ندارد. در اینجا به منظور حل این معادلات، از روش فضای حالت استفاده نیز م

 :شودمیزیر تبدیل  صورتبهاین روش، دستگاه معادلات اولیه به یک دستگاه معادلات مرتبه اول 

(3-69) { } [ ]{ }X A X 
}که در آن  }X ی مساله و هامتغیردار بر[ ]A  ماتریس ضرایب است. بردار{ }X شودمیزیر تعریف  صورتبه: 

(3-14) 
* * *

* * * 1 1
1 1{ } { , , , , , }Tdu dv dw

X u v w
d d d  

 

 است:( به شکل زیر 69-3حل دستگاه معادلات )

(3-11) { } [E ][ ]{ }vX Q K 
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]که در آن  ]vE های آن از بردارهای ویژه ماتریس ضرایب ماتریسی است که ستون[ ]A  ،تشکیل شده است[ ]Q 

 :آیدمی دستبهزیر  صورتبهیک ماتریس قطری بوده و 

(3-12) 1 2[ ] ( , ,..., )nmm mQ diag e e e
  

 

,که در آن  1,2,...,im i n  مقادیر ویژه ماتریس[ ]A  هستند. همچنین{ }k  که پس از  باشدمیبردار ثوابت حل

. بنابراین برای حل مساله، ابتدا باید مقادیر ویژه و بردارهای ویژه ماتریس آیدمی دستبهاعمال شرایط مرزی 

]ضرایب  ]A  های این ماتریس، تابعی از متغیر که درایهاینمحاسبه شوند. با توجه به  مقدار ویژه مسالهو نیز  

. در این شودمی، از روش حلقه زدن استفاده به همین دلیل برای حل مسالهنیست.  پذیرامکانهستند، این امر 

برابر با شعاع متوسط حلقه  منه مساله به تعدادی حلقه با ضخامت یکسان تقسیم و در هر حلقه مقدار روش دا

 i. بنابراین برای حلقه شودمی. سپس معادلات فضای حالت برای هرحلقه به طور جداگانه حل شودمیقرار داده 

 :نوشت توانمیام 

(3-16) { } [ ] [ ] { }i v i i iX E Q K 
در نهایت باید شرایط مرزی در مرزهای داخلی و خارجی ورق و نیز شرایط پیوستگی در مرز بین حلقه ها اعمال 

 :شودمیزیر نوشته  صورتبه در مرز بین حلقه ها شود. شرایط پیوستگی

(3-11) 1 1 1

1 1 1

* * * * * *

1 1 1 1 1 1 1/2 /2 /2 /2 /2 /2

1 1 1/2 /2 /2 /2 /2 /2

( ) ( ) ; ( ) ( ) ; ( ) ( )

( ) ( ) ; ( ) ( ) ; ( ) ( )

i i i i i i

i i i i i i

i i i i i it t t t t t

r i r i r i r i r i r it t t t t t

u u v v w w

M M M M Q Q

           

            

  

  

             

             

  

  
 

  است.ضخامت حلقه  tکه در آن 

. در واقع است مشکلی که در حل مساله کمانش وجود دارد، وابستگی ماتریس ضرایب به مقدار ویژه 

]برای محاسبه ماتریس ضرایب  ]A ( و سپس محاسبه مقادیر ویژه و بردارهای ویژه این ماتریس، 69-3در رابطه )

خود یکی از مجهولات اصلی مساله است که باید محاسبه  مشخص باشد، در حالی که مقدار  باید مقدار 

باید  . در واقع مقدار شودمیاستفاده  1نصف کردن، از روش شود. در اینجا برای حل مساله و محاسبه مقدار 

برابر با صفر شود.  حاصل در شرایط مرزی، دترمینان ماتریس محاسبه شود که با جایگذاری  ایگونهبه 

راری و با استفاده از یک فرایند تک ، با توجه به تغییر علامت این دترمینان، مقدار نصف کردنروش  اساسبر

 .شودمیبررسی نحوه تغییرات علامت دترمینان، محاسبه 

                                                           
1 Bisection 
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) مقدار بار کمانش مربوط به مدهای مختلف 3-3در جدول : نتایج )n  در یک ورق حلقوی با استفاده از روش

روش  به کمکت آمده با نتایج حاصل از حل معادلا دستبهمحاسبه شده است. در این جدول مقادیر  حلقه زدن

 مربعات دیفرانسیلی مقایسه شده است.

نسبت  برحسب بعدبینحوه تغییرات بار کمانش  3-3در شکل 
2 1/R R  برای مد های مختلف( )n  و برای

تر ش مدهای بالاشود که بار کمانمیاین شکل مشاهده  اساسبرشرایط مرزی مختلف نمایش داده شده است. 

تر باشد که این موضوع به شرایط مرزی و نیز نسبت کوچکتر از بار کمانش مدهای پاییند توانمی
2 1/R R  وابسته

. این بدان معنی است که شماره مد مربوط به کوچکترین بار کمانش یا بار کمانش بحرانی، لزوما مد باشدمی

)متقارن محوری  0)n   بار کمانش  8-3. در جدول باشدمینیست و وابسته به شرایط مرزی و نیز هندسه ورق

بحرانی ورق حلقوی برای شرایط مرزی مختلف و هندسه های مختلف به همراه شماره مد مربوطه نمایش داده 

 شده است.
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 CCالف( 

 
 SSب( 

 
 SFج( 

 
 FSد( 

 
 FCهـ( 

 
 CF( و

 با شرایط مرزی متفاوت در مدهای مختلف  : بار کمانش یک ورق حلقوی 3-3شکل 
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و روش حلقه زدن برای مد های مختلف DQ: مقایسه بار کمانش ورق حلقوی با استفاده از روش 3-3جدول 
1( / 0.2)h R   

BC 

n  
2 1/R R  

SF FS FC CF CC SS 

DQ 

Method 

Ringing 

Method 

DQ 

Method 

Ringing 

Method 

DQ 

Method 

Ringing 

Method 

DQ 

Method 

Ringing 

Method 

DQ 

Method 

Ringing 

Method 

DQM 

Method 

Ringing 

Method 

11.170 11.659 0.441 0.655 1.549 1.781 19.532 20.197 27.347 27.656 12.974 13.225 1 

0.1 

18.106 18.709 2.352 2.677 2.473 2.775 25.426 26.176 27.169 27.714 18.257 18.830 2 

25.645 26.174 6.415 6.851 6.419 6.855 32.441 33.055 32.632 33.237 25.656 26.183 3 

32.368 32.853 11.408 12.008 11.408 12.018 38.323 38.851 38.338 38.867 32.369 32.854 4 

38.388 38.833 16.878 17.673 16.878 17.673 43.477 43.926 43.478 43.928 38.388 38.833 5 

10.415 10.531 0.912 1.000 2.830 2.765 17.533 17.835 35.589 35.728 16.038 16.113 1 

0.2 

16.454 16.755 2.215 2.454 2.759 2.956 22.174 22.526 30.231 30.324 18.294 18.536 2 

23.525 23.802 6.153 6.482 6.226 6.550 28.397 28.686 31.539 31.697 24.153 24.402 3 

30.145 30.418 10.983 11.437 10.990 11.445 34.439 34.722 35.686 35.873 30.382 30.635 4 

35.947 36.215 16.248 16.832 16.248 16.833 39.627 39.932 40.239 40.418 36.055 36.304 5 

8.943 8.954 1.271 1.317 4.294 4.332 15.892 16.150 45.331 45.428 20.373 20.435 1 

0.3 

14.362 14.481 2.153 2.309 3.510 3.626 19.102 19.317 36.783 36.781 20.248 20.339 2 

20.006 20.138 5.708 5.935 6.084 6.298 23.379 23.572 33.131 33.108 23.326 23.406 3 

25.703 25.841 10.245 10.552 10.333 10.639 28.132 28.336 33.868 33.852 27.840 27.900 4 

30.851 31.023 15.169 15.555 15.189 15.575 32.542 32.812 36.425 36.406 32.462 32.507 5 

7.450 7.448 1.573 1.682 6.282 6.308 16.139 16.396 56.819 56.865 26.687 26.751 1 

0.4 

12.304 12.353 2.207 2.301 4.909 4.971 17.303 17.479 46.434 46.429 24.496 24.539 2 

16.624 16.700 5.186 5.328 6.315 6.440 19.785 19.933 38.335 38.283 24.640 24.660 3 

20.940 21.030 9.218 9.402 9.647 9.828 22.987 23.132 35.038 34.974 26.690 26.685 4 

24.976 25.100 13.635 13.856 13.795 14.017 26.285 26.453 34.724 34.656 29.518 29.580 5 

6.215 6.217 1.841 1.859 9.324 9.347 19.023 19.276 69.611 69.540 35.936 35.985 1 

0.5 

10.552 10.579 2.381 2.438 7.338 7.364 17.340 17.512 58.870 58.845 31.827 31.855 2 

13.968 14.017 4.740 4.823 7.366 7.425 17.887 18.016 47.330 47.293 28.990 28.994 3 

17.150 17.214 8.075 8.175 9.389 9.478 19.557 19.670 39.916 39.862 28.190 28.175 4 

20.151 20.230 11.792 11.901 12.449 12.556 21.664 21.785 36.241 36.181 28.747 28.716 5 

 

 و شماره مد مربوطه  با شرایط مرزی مختلف : بار کمانش بحرانی ورق حلقوی8-3جدول 
BC 

2 1/R R  SF FS FC CF CC SS 

n crN  n crN  n crN  n crN  n crN  n crN  

0 3.811 1 0.655 1 1.781 0 12.102 1 27.656 1 13.225 0.1 

0 3.406 1 1.000 1 2.765 0 12.002 2 30.324 1 16.113 0.2 

0 3.008 1 1.317 2 3.626 0 13.150 3 33.108 2 20.339 0.3 

0 2.669 1 1.682 2 4.971 0 15.663 5 34.656 2 24.539 0.4 

0 2.375 1 1.859 2 7.364 2 17.512 5 36.181 4 28.175 0.5 

 

محاسبه بار کمانش ورق  برای نامتقارن سنجی استفاده از حل ورق حلقویامکان 6-4

 دایروی مستطیلی دارای گشودگی

برقرار است. بر اساس  و  rای بین یک ورق مستطیلی، رابطه خارجی مرزهای درهمان طور که گفته شد، 

)tan نوشته می شود که در آن (15-3)به صورت  این رابطه بر روی مرزهای مختلف ورق ،3-3شکل  ) /b a . 
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(3-15) 
1: 3:

2cos( ) 2cos( )

2 : 4 : 2
2sin( ) 2sin( )

a a
boundary r boundary r

b a
boundary r boundary r

       
 

        
 

           

           

 
 

 

 محاسبه رابطه هر مرز در مختصات قطبی برای گشودگی دایروی با مستطیلیشماره گذاری مرزهای خارجی یک ورق  :3-3شکل 

 ای با شعاع زیر تعریف کرد:توان دایرهبراین مرزخارجی را میبنا

(3-13) 0

2cos( )

2sin( )

2cos( )

2
2sin( )

a

b

R
a

a

  


   


    


    



  




  


 
    


    


 

 از: سری فوریه این تابع عبارت است

(3-13) 

 

   

0

1 1 sin( ) 1 cos( )
ln ln

2 1 sin( ) 1 cos( )

1 1 sin( ) 1 cos( )
4 sin( ) cos( ) ln ln cos( )

1 sin( ) 1 cos( )

1 4 1 sin( )
sin(3 ) cos(3 ) 4 sin( ) bcos( ) ln

3 1

R a b

a b a b

a b a a

 

  

 
  

  


   



     
     

     

     
        

     


    



     

1 cos( )
ln cos(4 )

sin( ) 1 cos( )

4 4
sin(5 ) cos(5 ) sin(3 ) cos(3 ) 4 sin( ) bcos( )

5 31
cos(6 ) ...

1 sin( ) 1 cos( )
ln ln

1 sin( ) 1 cos( )

b

a b a b a

a b




 

     


 

 

    
    

    

 
     

  
     

          
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 آیند:دست میمرزهای خارجی ورق به صورت زیر بههای تنش در منتجهها و همچنین مقادیر جابجایی

 (3-18) 

   

   

1 1 1

1 1 1

( , ) ( , )

( , ) ( , )cos( ) ( , )sin( )

( , ) ( , )sin( ) ( , )cos( )

1 cos(2 ) 1 cos(2 ) sin(2 )
2 2

1 cos(2 ) 1 cos(2 ) sin(2 )
2 2

1
( )sin(2 ) cos(2 )

2

cos

r
x r

r
y r

xy r r

x r

w x y w r

u x y u r v r

v x y u r v r

MM
M M

MM
M M

M M M M

Q Q







 



   

   

  

  

 



 

 

    

    

  

 ( ) sin( )

sin( ) cos( )y r

Q

Q Q Q





 

 



 

 

های تنش در فصل چهارم، منتجهبرای یک ورق مستطیلی دارای گشودگی دایروی، بر اساس حل ارائه شده 

 :وندشنوشته میکمانش برای حالت بارگذاری یکنواخت تک محوره به صورت زیر پیش

(3-19) 

3 2 4 3 5

00 20 31 33 42 44 53 55

2 3 2 4 3 5

00 20 22 31 33 42 44 53 55

2

20 22 3

cos(2 ) ( )cos(3 ) ( )cos(4 ) ( )cos(5 ) ...

( )cos(2 ) ( )cos(3 ) ( )cos(4 ) ( )cos(5 ) ...

( )sin( ) (

r

r

N a a a r a r a r a r a r a r

N b b b r b r b r b r b r b r b r

N c c r c





   

   



        

         

    3 2 4 3 5

1 33 42 44 53 55)sin(3 ) ( )sin( ) ( )sin( ) ...r c r c r c r c r c r          
 

شوند. در این صورت یک میجایگذاری  ( 9-3سوم رابطه ) قسمتدر  (19-3)برای حل معادلات پایداری، روابط  

د. برای آیدست میبه و  r برحسببا مشتقات جزئی و با ضرایب متغیر  کوپل شده دستگاه معادلات دیفرانسیل

 :شودصورت زیر درنظر گرفته میحل این معادلات، جواب به

(3-54) 

1 1 1 1

1 1

1 1 1 1

1 1

1 1

( , ) ( ) ( )cos( ) ( )sin( )

( , ) ( ) ( )cos( ) ( )sin( )

( , ) ( ) ( )cos( ) ( )sin( )

N N

nc ns

n n

N N

nc ns

n n

N N

nc ns

n n

u r u r u r n u r n

v r v r v r n v r n

w r w r w r n w r n

  

  

  

 

 

 

  

  

  

 

 

 
 

)cosضرایب  جداسازی( در معادلات پایداری و 54-3با جایگذاری روابط ) )n  وsin(n )  در معادلات حاصل، یک

1توابع  برحسبتگاه معادلات دس 1 1 1 1 1( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( )nc nc nc ns ns nsu r v r w r u r v r w r u r v r w r این شودحاصل می .

توان از است. برای حل این معادلات می r برحسبدستگاه معادلات به صورت کوپل شده و دارای ضرایب متغیر 

 معادلات به روش حلقه زدن، بایدروش حلقه زدن که در قسمت قبل توضیح داده شد، استفاده نمود. پس از حل 

شرایط ها اعمال شوند. ر مرز حلقههای خارجی ورق و نیز شرایط پیوستگی دشرایط مرزی در لبه گشودگی و لبه
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های خارجی ورق به شود. همچنین شرایط مرزی در لبه( بیان می14-3مرزی در لبه گشودگی بر اساس روابط )

 :((26-2( تا )21-2)روابط ) دنصورت زیر نوشته می شو

 شرایط مرزی آزاد:

0

0

/ 2 : 0, 0, 0

/ 2 : 0, 0, 0

x x x xy

y y y xy

w
x a Q N M M

x

w
y b Q N M M

y


     




     



 

 :شرایط مرزی گیردار

1 1

1 1

/ 2 : 0, 0, 0

/ 2 : 0, 0, 0

x a w u v

y b w u v

    

    
 

 :شرایط مرزی ساده

1

1

/ 2 : 0, 0, 0

/ 2 : 0, 0, 0

x

y

x a w M v

y b w M u

    

     

راحتی قابل انجام است، اما شرایط ز گشودگی بهاعمال شرایط مرزی در مراساس این فرمول بندی، بر

مربوط به اعمال  دست آمدهمطلوب به راحتی اعمال کرد. با توجه به نتایجتوان بهورق را نمیهای مرزی در لبه

که درفصل چهارم  کمانشهای میدان تنش پیشبرای محاسبه مولفه شرایط مرزی با استفاده از روش انتگرالی

-عمال شرایط مرزی در لبهتوان از روشی مشابه برای انیز می مساله حاضررسد در توضیح داده شد، به نظر می

های ورق استفاده نمود . انجام این کار به مطالعه و صرف زمان بیشتری نیاز دارد که در این رساله میسر نشد و 

   شود.ادامه تحقیق حاضر و توسعه آن پیشنهاد میبه عنوان یکی از موضوعات برای 

 جمع بندی 6-5

داخلی و خارجی مورد بررسی قرار گرفت.  هایلبهمتقارن در حلقوی با بارگذاری  هایورقدر این فصل کمانش 

 صورتبه پایداری آمد. پس از آن معادلات دستبهورق برای این نوع بارگذاری  کمانشپیشابتدا میدان تنش 

جداگانه بررسی شدند.  صورتبهمتقارن نانوشته شدند. برای حل این معادلات، دو حالت متقارن محوری و  بعدبی

لت متقارن محوری، از تئوری اغتشاشات به منظور حل معادلات و محاسبه بار کمانش استفاده شد. در در حا

و به همین دلیل  باشدمین پذیرامکانبه دلیل پیچیدگی معادلات، استفاده از تئوری اغتشاشات  ،متقارنناحالت 
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-هچنین به منظور ارزیابی نتایج باز روش حلقه زدن برای حل معادلات پایداری در این حالت استفاده شد. هم

توضیح داده شد،  سومکه در فصل  DQدست آمده، مقادیر بار کمانش با نتایج دیگر مراجع و نیز نتایج روش 

دست آمده برای ورق حلقوی به منظور حل در انتهای فصل نیز در مورد امکان استفاده از حل به مقایسه شدند.

 ی دارای گشودگی دایروی توضیح داده شد.معادلات پایداری در یک ورق مستطیل
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 گیرینتیجه 7-1

بدین منظور  و مربعی مورد بررسی قرار گرفت. دایرویهمسانگرد دارای گشودگی  هایورقدر این رساله کمانش 

پس از محاسبه میدان تنش کمانش حل شدند. شابتدا معادلات تعادل اولیه برای محاسبه میدان تنش پی

مطالعه شد و  حلقوی هایورقو در فصل هفتم کمانش  مستطیلی هایورق، در فصل ششم کمانش کمانشپیش

 .تاثیر عوامل مختلف مانند نوع بارگذاری، اندازه گشودگی و شرایط مرزی بر بار کمانش مورد بررسی قرار گرفت

 توان به موارد زیر اشاره کرد: له میاز دستاوردهای اصلی این رسا

  روش اول بر ، دو روش ارائه شدکمانشپیشبرای حل معادلات تعادل اولیه و محاسبه میدان تنش :

با استفاده از انتگرال شوارتز و روش دوم استفاده از بسط تابع  توابع پتانسیل مختلطمحاسبه اساس 

 .اصلتنش در مختصات قطبی و حل معادلات دیفرانسیل ح

 یک رابطه انتگرالی از  ،خارجی ورق هایلبهبه منظور اعمال شرایط مرزی در  بیان شده، در هر دو روش

این انتگرال که از  آوردن یک دستگاه معادلات جبری و محاسبه ثوابت مساله استفاده شد. دستبهبرای 

حاصل نتایج دست آمد. هآن به عنوان انتگرال شرایط مرزی نام برده شد، بر اساس اصل کار مجازی ب

و بنابراین قابل  کندمیکه این روش در عین سادگی، شرایط مرزی را با دقت بالایی ارضا  دهدمینشان 

 .باشدمیتعمیم به مسائل دیگر که دارای شرایط مرزی پیچیده هستند، 

  ها و اعمال ، عدم نیاز به انتخاب نقاط گسسته برروی مرز1گذارینقطهبرتری این روش نسبت به روش

گذاری نقطهچرا که در روش  ،شودمیهمین امر باعث افزایش دقت  شرایط مرزی در این نقاط است.

. گذاردی آنها با یکدیگر بر روی نتایج تاثیر میعداد نقاط برروی مرز و نیز فاصلهچگونگی انتخاب ت

 خوردار است.گفت روش ارائه شده دراین رساله از عمومیت بیشتری بر توانمیبنابراین 

 برنولی به عنوان توابع مشخصه در روش -در این رساله از توابع مربوط به شکل مد ارتعاشی تیر اویلر

 و تجربی عددیحل دست آمده با استفاده از روش ریتز با نتایج مقایسه بارکمانش بهریتز استفاده شد. 

 باشند.ر کمانشی ورق میبینی رفتااین توابع با دقت بالایی قادر به پیشدهد که نشان می

                                                           
1 Collocation 
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 های مختلف بارگذاری برشی و های دارای گشودگی دایروی تحت حالتدر این رساله کمانش ورق

یکنواخت، شامل بارگذاری کسینوسی و سهمی شکل و به صورت تک محوره و فشاری یکنواخت و غیر

 دومحوره مورد بررسی قرار گرفت و نتایج حاصل با یکدیگر مقایسه شد.

 نمودار دارای گشودگی کمانش بر روی بار کمانش ورقظور بررسی تاثیر میدان تنش پیشبه من ،

با مرور که های مختلف رسم شد. توضیح اینحساسیت بارکمانش نسبت به این میدان برای حالت

های دارای تحقیقات صورت گرفته در زمینه کمانش ورقاز در تعدادی مقالات، مشاهده شد که 

درنظر گرفته  های ورقکمانش به شکل یکنواخت و برابر با بارگذاری در لبهتنش پیش میدان گشودگی،

شده است؛ درحالی که وجود گشودگی باعث ایجاد تغییر در توزیع تنش ورق شده و همین امر بررسی 

 کند.ها را دشوار میکمانش این نوع ورق

 تابعی از فاصله شعاعی  کمانشدر یک ورق حلقوی با بارگذاری متقارن، میدان تنش پیشr  بوده و

بنابراین حل تحلیلی معادلات پایداری دشوار است. در این رساله به منظور محاسبه بارکمانش ورق 

دهنده دست آمده نشانحلقوی در حالت متقارن محوری، از تئوری اغتشاشات استفاده شد. نتایج به

 اسبه بارکمانش به خصوص برای نسبت شعاع کوچک است.دقت بالای این روش برای مح

 که بار کمانش ورق تا حد زیادی وابسته به شرایط مرزی است. در  دهدمینشان  آمده دستبه نتایج

حلقوی با افزایش نسبت شعاع داخلی به خارجی، بار کمانش برای اکثر شرایط مرزی افزایش  هایورق

 یابدمیطیلی، بار کمانش عموما با افزایش اندازه گشودگی کاهش مست هایورق، درحالی که در یابدمی

، بار کمانش با افزایش اندازه SSSSو  CCCCبا شرایط مرزی  هاورقها و در و تنها در بعضی حالت

زیر بیان  صورتبه توانمیمختلف را  هایحالتآمده برای  دستبه. خلاصه نتایج شودمیگشودگی زیاد 

 کرد:

 ستطیلی بدون گشودگیمورق  7-1-1

  تئوری تنش  اساسبرآمده با استفاده از تئوری کلاسیک همواره بیشتر از مقدار آن  دستبهبار کمانش

 باشد.برشی مرتبه اول می
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 برای بارگذاری سهمی شکل، با افزایش نسبت ظاهری ورق، مقاومت آن در مقابل کمانش کاهش می-

تواند بارکمانش را کاهش و یا گذاری، افزایش این نسبت میهای دیگر باریابد، درحالی که برای حالت

 افزایش دهد.

 طوریکه برای بارگذاری با معادل باشد بهبار کمانش ورق تا حد زیادی وابسته به نوع بارگذاری می

استاتیکی یکسان، یک ورق با بارگذاری سهمی شکل دارای بیشترین بار کمانش بوده و پس از آن 

 باشد.ش مربوط به بارگذاری یکنواخت میبیشترین بار کمان

 دایرویورق مستطیلی دارای گشودگی  7-1-2

  با شرایط مرزی  هاورقدر بارگذاری یکنواخت، بیشترین و کمترین بار کمانش به ترتیب مربوط به

CCCC  وSSFF .است 

 وره است.در بارگذاری یکنواخت، بار کمانش در حالت دو محوره همواره کمتر از بارگذاری تک مح 

  تا حد زیادی وابسته به شرایط مرزی و نیز اندازه  کمانشپیشحساسیت بار کمانش به توزیع تنش

، زیرا در این شرایط تغییرات شودمیگشودگی است. این حساسیت با افزایش اندازه گشودگی زیاد 

 نسبت به ورق بردن گشودگی بیشتر است. کمانشپیشمیدان تنش 

 هایورقواخت تک محوره، بار کمانش در حالت بارگذاری یکن SSFF  کمترین حساسیت و بار کمانش

دارد. در بارگذاری یکنواخت دو  کمانشپیشبیشترین حساسیت را نسبت به تنش  CCFF هایورق

به ترتیب کمترین و بیشترین حساسیت را نسبت به میدان تنش  CCSFو  SSFF هایورقمحوره 

 دارند. کمانشپیش

 کمانش محاسبه شده با استفاده ازتئوری  تفاوت بین بارCPT وFSDT وابسته به شرایط مرزی ورق ،

، زیرا در این تئوری اثر تغییرات برشی یابدمیبا افزایش ضخامت ورق کاهش CPT  بوده و دقت تئوری

، در حالی که با افزایش ضخامت، تاثیر آن بر روی بار کمانش  شودمیدر راستای ضخامت در نظر گرفته ن

 قابل توجه است.

  در بارگذاری کسینوسی، بار کمانش در حالت تک محوره همواره از دومحوره بیشتر است. همچنین در

، اما در حالت دو محوره یابدمیبارگذاری تک محوره، بار کمانش با افزایش اندازه سوراخ همواره کاهش 

در حالت بارگذاری کسینوسی،  .یابدمی، بار کمانش ابتدا کاهش و سپس افزایش CCCCو برای ورق 

 است. SSFFو کمترین آن مربوط به ورق  CCCCبیشترین بار کمانش مربوط به ورق 
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  در بارگذاری سهمی شکل و در حالت تک محوره به جز ورق با شرایط مرزیCCSF بار کمانش نسبت ،

حالت تک  دودر این نوع بارگذاری و در هر SSSSبه حالت دو محوره بیشتر است. بار کمانش ورق 

  .یابدمیمحوره و دو محوره، با افزایش اندازه سوراخ ابتدا کاهش و سپس افزایش 

  ورقCCCC  ،که با افزایش اندازه  طوریبهتحت بارگذاری سهمی شکل تک محوره رفتار سینوسی دارد

از  که این رفتار در هیچ یک یابدمیسوراخ، بار کمانش ابتدا کاهش، سپس افزایش و مجددا کاهش 

 .شودمینمودارهای دیگر مشاهده ن

  در حالت دومحوره، بار کمانش ورق تحت بارگذاری سهمی شکل همواره بیشتر از بارگذاری کسینوسی

است، اما در حالت تک محوره، تفاوت بین بارکمانش در این دونوع بارگذاری وابسته به شرایط مرزی 

 ورق است.

 ن بار کمانش مربوط به ورق در بین کلیه حالتهای بررسی شده، بیشتریCCCC بارگذاری سهمی  در

بارگذاری کسینوسی تک محوره  در SSFFشکل تک محوره و کمترین بار کمانش مربوط به ورق 

 است. 0.426و  12.438شده برای این دو حالت به ترتیب برابر با  بعدبی. مقدار بار کمانش باشدمی

 ورق مستطیلی دارای گشودگی مربعی 7-1-3

 در شرایط مرزی 0.5ای ورق با نسبت ظاهری بر ،SSSS  بار کمانش با افزایش اندازه گشودگی زیاد

. در بقیه حالتها، بار شودمیبار کمانش ابتدا کم و سپس زیاد  CCCCو در شرایط مرزی  شودمی

 .یابدمیکمانش با افزایش اندازه گشودگی همواره کاهش 

 ظاهری، بیشترین بارکمانش مربوط به ورق   برای هر نسبتCCCC  و کمترین آن مربوط به ورقSSFF 

ی ظاهری مختلف، بیشترین بار کمانش مربوط به ورق بدون گشودگی هانسبتاست. همچنین در بین 

، 0.5و کمترین بار کمانش مربوط به ورق با نسبت ظاهری  CCCCبا نسبت ظاهری یک و شرایط مرزی 

/با اندازه گشودگی  0.53L b   و شرایط مرزیSSFF .است 

  با افزایش اندازه گشودگی حساسیت بار دایرویدر ورق با گشودگی مربعی نیز همانند گشودگی ،

. بیشترین حساسیت مربوط به ورق با نسبت یابدمیافزایش  کمانشپیشکمانش نسبت به میدان تنش 

و کمترین آن مربوط به ورق با نسبت ظاهری یک و شرایط مرزی  CCCCو شرایط مرزی  ظاهری دو

SSFF باشدمی. 
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 ورق حلقوی 7-1-4

در این رساله برای محاسبه بار کمانش ورق حلقوی در مدهای متقارن محوری از روش اغتشاشات و در مدهای 

 د:دست آمنا متقارن از روش حلقه زدن استفاده شد و نتایج زیر به

  هایورقنرخ همگرایی بار کمانش در روش اغتشاشات به نوع شرایط مرزی وابسته است و برای SF 

 است. CF هایورقبیشتر از 

  هایورقبار کمانش SF  وFS  به یک شکل  هاورقدرحالت متقارن محوری باهم برابر است و این

 کمانش می کنند.

 هایورقبه ترتیب مربوط به  بیشترین و کمترین بارکمانش در مد متقارن محوری CC  وSF .است 

  ،که در  طوریبهتاثیر نسبت شعاع داخلی به خارجی بر بار کمانش وابسته به شرایط مرزی است

کاهش  FSو  SF هایورقبار کمانش با افزایش نسبت شعاع بیشتر شده و در  FCو  CC  ،SS هایورق

 .یابدمی

  کتر از بار کمانش مدهای پایین تر باشد که این موضوع به شرایط د کوچتوانمیبار کمانش مدهای بالا تر

مرزی و نیز نسبت شعاع وابسته است. این بدان معنی است که شماره مد مربوط به کوچکترین بار 

)کمانش یا بار کمانش بحرانی، لزوما مد متقارن محوری  0)n   نیست و وابسته به شرایط مرزی و نیز

 .باشدمیدسه ورق هن

 پیشنهاد ها 7-2

 به موارد زیر اشاره کرد: توانمیاز جمله موضوعات برای مطالعه و تحقیق بیشتر 

  تابعی  مدرجّ هایورقکامپوزیت و نیز  هایورقاستفاده از روش حل ارائه شده برای حل مساله کمانش

 .هاورقن دارای گشودگی و بررسی تاثیر پارامترهای مختلف در بار کمانش ای

  صورتبهدارای گشودگی تحت بار حرارتی و نیز تحت بار حرارتی و مکانیکی  هایورقبررسی کمانش 

 .همزمان

  غیریکنواخت در الاستیک و نیز شرایط مرزی دارای گشودگی با شرایط مرزی  هایورقبررسی کمانش

 .هالبه

  از مرکز(.با گشودگی واقع در نقاط مختلف ورق )غیر  هاورقبررسی کمانش 
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  ی دارای هاپوستهدر  کمانشپیشبررسی امکان تعمیم روش انتگرال شرایط مرزی برای حل مساله

 گشودگی.

  دارای گشودگی که تحت بارگذاری داخل  هایورقاستفاده از حل ارائه شده برای تحلیل ارتعاشات

 .قرار دارند ایصفحه

 ر محاسبه بار کمانش یک ورق مستطیلی دارای دست آمده برای ورق حلقوی به منظواستفاده از حل به

 .گشودگی دایروی
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Abstract 

In this thesis the buckling of homogeneous and isotropic rectangular plates with centrally located 

cutout is studied. The plate is initially perfect and it has finite dimensions and the effect of 

circular and square cutouts with different sizes on the buckling load is investigated. The buckling 

load is presented for different combinations of free, clamped and simply supported boundary 

conditions at the plate outer edges and for different aspect ratios. The buckling load is calculated 

in two steps: solving the equations of the initial state of equilibrium and using the obtained 

results to solve the stability equations. The buckling load calculation is performed for three 

different cases: a rectangular plate without cutout under non-uniform in-plane loading, annular 

plate and rectangular plate with circular and square cutouts in the center. In a rectangular plate 

under in-plane loading, the existence of cutout changes the distribution of stress field. This stress 

field must satisfy the boundary conditions at the cutout edges and also at the plate edges. In this 

thesis two solutions are presented for this problem. In the first solution the stress field is 

calculated by using the complex potential functions and domain mapping. The second solution is 

based on the harmonic expansion of stress function in polar coordinates. In both solutions, the 

boundary condition at the plate edges is applied by using an integral which is derived from the 

virtual work method and it is called the boundary integral. As a result, the obtained solution 

satisfies the boundary condition at the cutout edges exactly and the boundary conditions at the 

plate edges with good accuracy. After calculating the prebuckling stress field, the stability 

equations have to solve to obtain the buckling load and mode shape. In the annular plate and for 

the axisymmetric case, the perturbation technique is used to solve the stability equations and for 

the non-axisymmetric case, the ringing method is used to solve these equations. In a rectangular 

plate with cutout, the prebuckling stress components are too complicated and as a result the Ritz 

energy method is used for buckling load calculation. In this method the out of plate displacement 

components are approximated by admissible functions representing the lateral vibration mode 

shapes of a beam. The buckling load is calculated for different uniform and non-uniform 

loadings, boundary conditions and cutout sizes. The solution method is validated by comparing 

the results with numerical solution based on the finite element method and also with other 

references. 

Keywords: Prebuckling Stress Field-Buckling Load- Circular and Square Cutout-Numerical 

and Analytical Solution 
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