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 تقدیم به پدر و مادر عزیزم  

ام انجام آمیزی که در دوران مختلف زندگیهای محبّتبه پاس قدردانی از تمام تلاش

 ،دادند

 

 و برادر عزیزم

 .باشدی دلگرمی من میگاه من در طول زندگی و وجودش مایهکه تکیه

 



 
 

هربان و پشتیبانی م های زندگی همواره یاوری دلسوز و ها و دشواری که در سختی، از پدر و مادر عزیزم 

 ؛محکم و مطمئن برایم بودند

یت ها  و استاد ارجمندم، جناب آقای دکتر اردشیر کرمی محمّدی، که بدون راهنماییو  هدا

 نامه دشوار بود؛ایشان تدوین این پایان

 نهایت تشکّر و امتنان را دارم. 
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دانشگاه صنعتی شاهرود  مکانیکدانشکده  مهندسی مکانیکدانشجوی دوره کارشناسی ارشد رشته فاطمه جوینی اینجانب 

دکتر تحت راهنمائی  تحلیل ارتعاشات غیرخطّی تیر متغیّر تابعی ویسکوالاستیک تحت بار متحرّکنویسنده پایان نامه 

 متعهد می شوم . محمّدیاردشیر کرمی

  تحقیقات در این پایان نامهه توسها اینجانهب انجهام شهده اسهت و او صهحت و اصها ت

 برخوردار است .

 . در استفاده او نتایج پژوهشهای محققان دیگر به مرجع مورد استفاده استناد شده است 

  خود یا فرد دیگری برای دریافهت ههین نهو  مطا ب مندرج در پایان نامه تاکنون توسا

 مدرک یا امتیاوی در هین جا ارائه نشده است .

   کلیه حقوق معنوی این اثر متعلق به دانشهگاه صهنعتی شهاهرود مهی باشهد و مقها ت

  Shahrood  University  of» و یها « دانشهگاه صهنعتی شهاهرود » مستخرج با نام 

Technology  ».به چاپ خواهد رسید 

 گهاار  تهثثیراصهلی پایهان نامهه  جحقوق معنوی تمام افرادی که در به دست آمهدن نتهای

 رعایت می گردد. پایان نامهمقا ت مستخرج او  اند دربوده

    در کلیه مراحل انجام این پایان نامه، در مواردی که او موجود ونده ) یها بافتههای آنهها

 شده است.استفاده شده است ضوابا و اصول اخلاقی رعایت 

  در کلیه مراحل انجام این پایان نامه، در مواردی که به حووه اطلاعات شخصی افراد

دسترسی یافته یا استفاده شده است اصل راوداری، ضوابا و اصول اخلاق انسانی رعایت 

                                                                                                                                                                     شده است.
                                                                    تاریخ                                                                                      
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 مالکیت نتایج و حق نشر

  کلیه حقوق معنوی این اثر و محصو ت آن )مقا ت مستخرج ، کتاب ، برنامه های رایانه ای ، نرم افزار ها و

در تجهیزات ساخته شده است   متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود می باشد . این مطلب باید به نحو مقتضی 

 تو یدات علمی مربوطه ذکر شود .

 بدون ذکر مرجع مجاو نمی باشد استفاده او اطلاعات و نتایج موجود در پایان نامه. 

 



 
 

 چکیده:

تحت بار متحرّک مورد بررسی  تیر متغیّر تابعی ویسکوا ستیکغیرخطّی نامه ارتعاشات در این پایان

قرار گرفته است. نخست معاد ت حاکم بر رفتار ارتعاشات خطّی تیر ساخته شده او موادّ متغیّر تابعی 

و با استفاده او اصل همیلتون ویت -دل ویسکوا ستیک کلوینمو برنو ی -بر اساس تئوری تیر او ر

های گاهتیر با تکیهی و فاکتور استهلاک های مربوط به فرکانس طبیعاستخراج شده است. سپس ترم

اند که با با استفاده او روش جداساوی متغیّرها و روش نیمه تحلیلی گلرکین به دست آمدهساده 

مقایسه با مراجع پیشین مطابقت بسیار خوبی دارند. سپس جواب عمومی و خصوصی ناشی او 

ی ارتعاش آواد ستخراج شده و همچنین معاد هارتعاشات آواد و ارتعاشات اجباری ناشی او بار متحرّک ا

پس او گاشتن بار او روی تیر به دست آمده است. تثثیر پارامترهای متغیّر تابعی بر روی فرکانس 

مورد بررسی قرار گرفته است. در بخش بعدی اوّل  و فاکتور استهلاک بدون استهلاکاوّل طبیعی 

برنو ی و با -کارمن و تئوری تیر او ر-ی حرکت ارتعاشات غیرخطّی تیر با فرض کرنش ونمعاد ه

-ارتعاشات آواد غیرخطّی نیز با استفاده او روش مقیاساستفاده او اصل همیلتون استخراج شده است. 

های چندگانه مورد تحلیل قرار گرفته است و فرکانس طبیعی غیرخطّی و پاسخ تیر استخراج گردیده 

ی ارتعاشات مود اوّل و پاسخ تیر بر حسب ومان رسم شده ست که به عنوان نمونه، تغییرات دامنها

حا ت دائم با استفاده او  است. در فصل آخر برای ارتعاشات اجباری غیرخطّی تیر، روونانس اوّ یه و حلّ

پارامترهای متغیّر ی نیروی تحریک و های چندگانه مورد تحلیل قرار گرفته و تثثیر دامنهروش مقیاس

 تابعی بر روی منحنی پاسخ فرکانسی مورد بررسی قرار گرفته است.

 کلمات کلیدی

های برنو ی، روش مقیاس-ویت، تئوری تیر او ر-موادّ متغیّر تابعی، مدل ویسکوا ستیک کلوین
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 لفصل اوّ 

 مهمقدّ 
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 مهمقدّ -1-1

های تحلیل و طراحی در مهندسی است. در کنار ترین ومینهها، یکی او مهمی ارتعاشات سیستممطا عه

ترین مسث ه، بروو ارتعاشات کند، عمدهها ایجاد میکاربردهای مطلوبی که ارتعاشات برای برخی سیستم

کند. به این منظور، جاب و کاهش ارتعاشات به ناخواسته است که عملکرد مجموعه را دچار اختلال می

 های پژوهشی و صنعتی بوده است.صورت بهینه و با درنظر گرفتن فاکتورهای مختلف، همواره او دغدغه

ختاری او یک مادّه به ی جدیدی او موادّ غیرهمگن هستند که با تغییرات ریزسا، دسته5موادّ متغیّر تابعی

طور پیوسته در یک یا چند رو، مشخّصات مواد بهشوند. او اینی دیگر با یک شیب مشخّص تو ید میمادّه

ساود تا ای، این ویژگی، این دسته او موادّ را قادر می یه-کند. برخلاف موادّ کامپوویتی  یهجهت تغییر می

دهنده را بدون ایجاد تمرکز تنش ناشی او تغییر ناگهانی مادّه داشته باشند. با تشکیل یمزایای هر دو مادّه

در کاربردهای مختلف مهندسی همچون ا کترونیک، صنایع مدارهای  FGتوجّه به قابلیت یاد شده، موادّ 

است. ا کتریکی کامپیوتر، اپتیک، مهندسی هوافضا، صنایع نظامی، صنایع نیمه رساناها و ... گسترش یافته 

بنابراین  .در کاربردهای گوناگون، گسترش یافته است FGاخیراً نیز ریزساختارهای ساخته شده او موادّ 

حائز اهمّیّت بوده و تاکنون  FGبررسی رفتار استاتیکی و دینامیکی ریزساختارهای ساخته شده او موادّ 

ده بر روی ریزساختارهایی چون مطا عات بسیاری در این ومینه انجام شده است. اکثر تحقیقات انجام ش

، با فرض تغییر خصوصیّات مادّه در راستای ضخامت بوده و مطا عات FGمیکروتیر ساخته شده او موادّ 

، که خصوصیّات فیزیکی و 2به بررسی رفتار میکروتیر ساخته شده او موادّ متغیّر تابعی محورینیز اندکی 

شده است. مقاومت مکانیکی و حرارتی که کند، پرداخته یمکانیکی مادّه در آن در راستای طول تغییر م

شود تا بتوان او آنها در ساخت میکروتیرهای ساخته شده او موادّ متغیّر تابعی محوری دارند سبب می

                                                            
1 Functionally Graded Materials (FGM) 
2 Axially Functionally Graded (AFG) 
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ی هاهای داغ و بهبود عملکرد سیستمکننده محیاروبش، 1های نیرو اتمیمیکروسکوپ

 میکروا کترومکانیکی استفاده کرد.

ات دهند. فلزّویسکوا ستیک او خود نشان می ب خواصّها و مواد مرکّها،  ستیکی همچون پلاستیکموادّ

های با  این ای مثل برخورد یا سرعتدهند که در شرایا ویژهنیز رفتار ویسکوا ستیک او خود نشان می

 ها، استفاده او موادّ و  ستیک بی مواد مرکّکند. با توجه به کاربرد فزایندهرفتار نمود بیشتری پیدا می

های ماکسول، کلوین ویت و مدل سه جزئی او جمله ویسکوا ستیک افزایش پیدا کرده است. مدل

ی دینامیکی در این ویسکوا ستیک هستند که ضریب ویسکوویته ی پیشنهاد شده برای موادّهای خطّ مدل

 باشد.ی خاصیت ا ستیک میدهندهی خاصیت ویسکوو و ضریب ا ستیسیته نیز نشاندهندهها نشانمدل

ها و ... تحت اثر یک بار بر روی آنها یکی او ها، ورقها او قبیل تیرها، قابتحلیل رفتار دینامیکی ساوه

قین و مهندسین ویادی را به خود مشغول باشد که محقّو کاربردی در مهندسی مکانیک می مباحث جا ب

ه قرار گرفت که ک او ومانی بیشتر مورد توجّساخته است. تحلیل دینامیکی تیرهای تحت اثر بار متحرّ

ای افزایش یافت. این امر سبب شده است که سرعت و وون خودروها و قطارها به طور قابل ملاحظه

های دینامیکی بیشتری نسبت ی این خودروها و قطارها تحت تثثیر ارتعاشات و تنشهای حمل کنندهساوه

تر او هایی که این خودروها باید بر روی آنها حرکت کنند، بسیار سبکبه قبل قرار گیرند. و در مقابل ساوه

 شوند.قبل ساخته می

ستند که به علّت وون کم و مقاومت مکانیکی با ، اخیراً ه جدیدی او موادّ یی دستههای پلیمری و فلزّفوم

اند . بهترین مدل برای بررسی این دسته او مواد، مدل متغیّر تابعی احان قرار گرفتهمورد توجّه طرّ

باشد. در این مطا عه، آنا یز ارتعاشات غیرخطّی تیر متغیّر تابعی   میFGV) 2ویسکوا ستیک

                                                            
1 Atomic Force Microscopy (AFM( 
2 Functionally Graded Viscoelastic 
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 یشود که خصوصیات مکانیکی مادهگیرد. فرض میک مورد بررسی قرار میویسکوا ستیک تحت بار متحرّ

با استفاده او  FGVتیر ناهمگن در راستای ضخامت تیر تغییر کند. معاد ت حاکم بر رفتار ارتعاشی تیر 

شود و سپس با بکارگیری آنا یز خطّی و غیرخطّی، رفتار ارتعاشی آن به اوای اصل هامیلتون استخراج می

 یا مروی مختلف مورد بررسی قرار خواهد گرفت.شرا

 ویسکوالاستیک موادّ -1-2

ا ستیک، ویسکوو و ویسکوا ستیک اعمال کنیم، کرنش به    را به مواد5ّ-5اگر بارگااری مطابق شکل )

وجود آمده در این مواد به ترتیب به صورت نمودارهای )ب ، )پ  و )ت  همانند شکل خواهد بود. با شرو  

ی ا ستیک بلافاصله به مقدار نهایی رسیده و با حاف تنش، کرنش بلافاصله او هاعمال تنش، کرنش مادّ

ی ویسکوو )سیال نیوتنی  با شرو  تنش، کرنش با شیب ثابتی به هشود. در مادّمیرود و صفر بین می

ی هشود. در مادّبه افزایش کرده و با حاف تنش، مقدار کرنش ثابت می  صورت خطّی شرو

ویسکوا ستیک با شرو  تنش ابتدا یک افزایش کرنش با شیب ویاد داریم و سپس کرنش با شیب کم به 

کند. با حاف تنش یک کاهش کرنش با شیب ویاد داریم و سپس نرخ کاهش یل مییک مقدار حدّی م

 تواند صفر باشد.کند که این مقدار نهایی میکرنش کم شده و کرنش به یک مقدار نهایی میل می
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 [5] ویسکوا ستیک یهویسکوو )ت  مادّ یها ستیک )پ  مادّ یهمادّنمودار کرنش )ا ف  نمودار تنش )ب    5-5شکل )

ر خزش شود. دویسکوا ستیک بررسی می برای موادّ 2و آوادساوی تنش 1به طور معمول دو معیار خزش

-دهند و تغییرات کرنش را در طول ومان بررسی میت تنش ثابت قرار میه را برای مدت طو نی تحمادّ

شود. تغییرات تنش در ومان بررسی میدهند و ه را در کرنش ثابت قرار میکنند. در آوادساوی تنش، مادّ

هایی پیشنهاد شده است که در این قسمت سه مدل ویسکوا ستیک مدل برای دستیابی به ویژگی موادّ

 شوند.معرفی می سه جزئیویت و -ی ماکسول، کلوینخطّ

 3مدل ماکسول -1-2-1

 ی سری تشکیل شده است.  او یک فنر و میراکننده2-5این مدل مطابق شکل )

                                                            
1 Creep 
2 Stress Relaxation 
3 Maxwell Model 
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   مدل ماکسول2-5شکل)

ی صفر فنر دچار   نشان داده شده است، در  حظها ف-9-5در بررسی خزش این مدل که در شکل )

شود که این پاسخ ا ستیک مدل است. سپس در حا یکه طول فنر ثابت است، کرنش ای میانبساط  حظه

میراکننده در این مدل سری هستند، شود. با توجه به این که فنر و ی ویاد میدر میراکننده به صورت خطّ 

-5شوند. در نمودار مربوط به آوادساوی تنش که در شکل )های ا ستیک و ویسکوو با هم جمع میکرنش

 کند.به صفر میل می  یه  نمایش داده شده است، تنش به صورت نمایی او مقدار تنش اوّ ب-9

 

 [5] به )ا ف  خزش )ب  آوادساوی تنش ماکسول پاسخ ومانی مدل  9-5) شکل
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  بیان شده است. با 5-5ی )های فنر و میراکننده در معاد هی تنش کرنش برای هر یک او ا مانرابطه

  به 2-5ی )ی تنش کرنش این مدل در فرم دیفرانسیلی به صورت معاد هاستفاده او این دو معاد ه، رابطه

، σ ،ε ،𝜀𝑠 ،𝜀𝑑  بیان شده است. در این روابا 9-5ی )نیز در معاد هها ی بین کرنشآید. رابطهدست می

𝐸  و𝜂 ی فنر و ضریب میراکننده به ترتیب تنش، کرنش، کرنش فنر، کرنش میراکننده، ضریب ا ستیسیته

 هستند.

σ = 𝐸𝜀𝑠 = 𝜂𝜀𝑑̇                         (5-5   

𝜀 = 𝜀𝑠 + 𝜀𝑑  →   𝜀̇ = 𝜀𝑠̇ + 𝜀𝑑̇       (5-2  

𝜂𝜀̇ = 𝜆𝜎̇ + 𝜎      𝜆 =
𝜂

𝐸
        (5-9  

توانیم پاسخ مدل را در خزش و آوادساوی تنش به ی تنش کرنش به دست آمده، میبا استفاده او رابطه

  1-5ی )ی کرنش در خزش است و رابطه  بیان کننده4-5) یصورت تابع ومانی محاسبه نماییم. رابطه

  بیان شده، 9-5ه در شکل)همانطور ک 𝜎0دهد. در این رابطه در آوادساوی تنش را نشان میتنش تابع 

  یه است.تنش اوّ

ε =
𝜎0

𝐸
(1 +

𝑡

𝜆
)         (5-4   

𝜎 = 𝜎0𝑒−𝑡/𝜆          (5-1  
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 1ویت-مدل کلوین -1-2-2

-  تشکیل شده است. این مدل می4-5ی ویسکوو مواوی مطابق شکل )این مدل او یک فنر و میراکننده

 ی بزرگ او مواد ویسکوا ستیک را بهتر او مدل ماکسول بیان کند.خزشی یک دستهتواند رفتار 

 ، نمودار کرنش این مدل تحت بارگااری تنش نشان داده شده در همان شکل ترسیم شده 1-5در شکل )

است. با شرو  اعمال تنش مثبت، فنر تمایل دارد که به طور ناگهانی کشیده شود و میراکننده با این 

نماید. بعد او این افزایش طول و نیروی فنر، روی فشاری اعمال مییسریع مخا فت کرده و به فنر نحرکت 

و با  𝑡1کند. بعد او ومان یابد و مدل به کندی به مقدار نهایی کرنش میل میسرعت حرکت کاهش می

کاهش تنش محوری، فنر تمایل دارد که که به سرعت کاهش طول دهد که میراکننده با این حرکت 

کند. در نتیجه به مجمو  کرنش نهایی در حا ت تعادل مخا فت کرده و به فنر نیروی کششی اعمال می

 رسد.می

 

 ویت-  مدل کلوین4-5شکل )

                                                            
1 Kelvin-Voigt 
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 [5] ویت-ومانی کرنش مدل کلوین  نمودار تنش بارگااری شده و پاسخ 1-5شکل )

بیان شده است. با توجه به اینکه کرنش در هر دو   1-5ی )روابا تنش کرنش فنر و میراکننده در معاد ه

-5ی )ی تنش کرنش را برای این مدل به صورت رابطهتوانیم رابطه ، می 7-5 یا مان برابر است ) معاد ه

   به دست آوریم.8

σ = 𝜎𝑠 + 𝜎𝑑 = 𝐸𝜀𝑠 + 𝜂𝜀𝑑̇        (5-1  

𝜀 = 𝜀𝑠 = 𝜀𝑑          (5-7  

𝜎 = 𝐸𝜀 + 𝜂𝜀̇          (5-8  

توانیم تابع کرنش را نسبت به ومان در حا ت خزش به دست ی تنش کرنش مدل میبا استفاده او رابطه

 آوریم.
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ε =
𝜎0

𝐸
(1 − 𝑒−𝑡/𝜆)         (5-3  

 1مدل سه جزئی -1-2-3

ویت تشکیل شده است و نام دیگر این مدل، مدل -یک ا مان کلوین ک فنر سری شده بااین مدل او ی

 باشد.می 2استاندارد خطّی

 

   مدل سه جزئی1-5) شکل

  نشان داده شده 55-5  و )51-5ی )های این مدل در رابطهی تنش کرنش برای هر یک او ا مانرابطه

 است

𝜎 = 𝐸𝜀𝑠          (5-51  

𝜎 = 𝐸′𝜀𝑠
′ + 𝜂 𝜀𝑠̇

′         (5-55  

-5ی ). با استفاده او این معاد ه و معاد ه[5] قابل محاسبه است  52-5)ی ی کرنش کلی او معاد هرابطه

 رسیم  می59-5ی )ساوی به معاد ه  و با ساده55

                                                            
1 Three-Element Model 
2 Standard Linear Model 
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ε = 𝜀𝑠 + 𝜀𝑠
′   →   𝜀𝑠

′  = 𝜀 − 𝜀𝑠       (5-52  

σ = 𝐸′(𝜀 − 𝜀𝑠) + 𝜂(𝜀̇ − 𝜀𝑠̇)       (5-59  

ی تنش کرنش مدل   را باونویسی کرده و به رابطه59-5ی )توانیم رابطه  می51-5ی )به کمک رابطه

   بیان شده است.54-5ی )ی تنش کرنش مدل در معاد هبرسیم. رابطه

(𝐸 + 𝐸′)𝜎 + 𝜂𝜎̇ = 𝐸𝐸′𝜀 + 𝜂𝜀̇       (5-54  

ابع    و ت51-5ی )ی تنش کرنش برای این مدل، تابع کرنش در خزش به صورت معاد هبا استفاده او رابطه

آید. نمودار پاسخ این مدل در خزش و به دست می  51-5ی )صورت معاد ه تنش در آوادساوی تنش به

   نمایش داده شده است.ب-7-5  و )ا ف-7-5ترتیب در نمودارهای )آوادساوی تنش به 

 

 [5]  به )ا ف  خزش )ب  آوادساوی تنشسه جزئی   پاسخ ومانی مدل 7-5)ل شک
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𝜀 =
𝜎0

𝜉1
{𝜆 (1 − 𝑒−

𝑡

𝜆) + 𝜉2𝑒−
𝑡

𝜆}       𝜉1 =
𝐸𝜂

𝐸+𝐸′
 ,   𝜉2 =

𝜂

𝐸+𝐸′
   (5-51  

𝜎 = 𝐸∞𝜀0(1 − 𝑒−𝑡/𝜉2) + 𝜎0𝑒−𝑡/𝜉2             𝐸∞ =
𝐸𝐸′

𝐸+𝐸′
     (5-51  

 FGM  موادّ -1-3

 یهای اجزاصهی هستند که برای به وجود آوردن تغییرات تدریجی در مشخّموادّ  FGMطبق تعریف 

شود. به عنوان ر مواد نسبت به مکان میروند که منجر به عملکرد متغیّریزساختارها یا ترکیبات به کار می

پرّه باید محکم و مقاوم در برابر خزش باشد، در حا یکه سطوح  یی یک توربین، بدنهمثال در مورد پرّه

 ونگ باشد. خارجی آن باید سخت و ضدّ 

 باشد:به شرح ویر می ءهای مکانیکی و ترمودینامیکی اجزاصهتابعی بهبود مشخّ  ترین کاربرد موادّمهم

باشد، تمرکز تنش نسبت به ی دیگر تدریجی میاو آنجا که در این مواد انتقال او یک مادّه به مادّه .5

 موادّی که تغییرات ناپیوسته دارند، بسیار کاهش یافته است.

م گردد، همچنین نواحی بحرانی که ماکزیمم تنش حرارتی تواند مینیمی تنش حرارتی میانداوه  .2

 تواند کنترل گردد.آید، میدر آن قسمت به وجود می

 تواند با تثخیر اتفاق بیفتد.شرو  تسلیم پلاستیک و شکست برای بارگااری مکانیکی و حرارتی می .9

ترکیب  یپیوستهمقاومت باندهای واسا بین جامدات غیرهمگون مانند فلز و سرامیک با کاهش  .4

 تواند افزایش پیدا کند.مکانیکی می دار کردن تغییر خواصّیا جهت

قادر به تحمّل درجات حرارت بسیار با  و اختلاف درجه حرارت بسیار با  بوده و مقاوم در برابر  .1

 باشد.خوردگی، ساییدگی و شکست می
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مکانیکی  ندی پیوسته خواصّبقرارگیری پوشش سخت روی یک مادّه با جنس نرم به وسیله درجه .1

 تر شود.تواند آسانمواد، می دار کردن تغییر خواصّو جهت

 ب با خواصّ تابعی دارای ساختار متا ورژیکی متفاوت هستند. بنابراین موادّی مرکّ  موادّ .7

تابعی آنها  ا تغییرات پیوسته در میکروساختار موادّشوند، امّمیکروسکوپی غیرهمگن محسوب می

باشد و به تدریج او تغییرات تدریجی می ،تابعی ساود. در موادّب متعارف مجزا میمرکّ  را او موادّ

 گردد.ی دیگر اضافه میهه کاهش و به مادّیک مادّ

هایی نظیر مقاومت متفاوت در جهات مختلف جدید که دارای ویژگی برای رفع نیاو صنعت به موادّ 

گران قرار ب مورد نظر دانشمندان و صنعتمرکّ مقاومت به وون با  باشند، موادّو همچنین نسبت 

ب باعث افزایش چشمگیر کاربرد آنها در صنایع مختلف شد. برای مرکّ  گرفت. این ویژگی موادّ

شود. و ی تغییر مثال امرووه او این مواد به صورت گسترده در صنایع نظامی و هوایی استفاده می

ها را افزایش ها و جدایش  یهدر این مواد، احتمال ایجاد تمرکز تنش در بین  یهگسسته خواص 

 دهد.می

ی دو فاو مختلف را با تغییر در نحوه ترکیب یایده [2] دووو، بور و 5372نخستین بار در سال 

ی مکانیکی مطرح کردند. ایده آرایش و ترتیب هر کدام او فاوها در هر  یه در جهت بهبود خواصّ

 .ب در بسیاری او کاربردها بودمرکّ آنها عموماً مربوط به ضعف موادّ

ی با تغییر مورد استفاده در صنایع به فکر ساخت موادّ ی موادّی توسعهدانشمندان در ادامه

تابعی  موادّگویند. مفهوم ج و یا هدفمند میتابعی مدرّ ی خواص افتادند که به آن، موادّپیوسته

باشد، توسّا می Functionally Graded Materialکه مخفف  FGMج با نام علمی مدرّ

ی فضایی بودند. در این گروهی او دانشمندان در ژاپن مطرح گردید که مشغول کار بر روی پروژه

ین ی کلودرجه 2111میلیمتر باشد و بتواند دمای  51پروژه نیاو به مخزنی بود که دارای ضخامت 
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 .[9]کلوین را در طول ضخامت خود تحمل نماید یدرجه 5111را در سطح خارجی و همچنین 

ی موجود در آن ومان چنین قابلیتی نداشتند و دانشمندان با استفاده او  ایده یک او موادّ نهی

 های مرتبا با این موادا یتج، موفق به برطرف کردن این مشکل شدند. اکثر فعّتابعی مدرّ موادّ

ا کاربرد این مواد در حال افزایش است و امرووه این مواد در ی تئوریک دارند امّبیشتر جنبه

کاری و ا کترونیک و ... مورد های گوناگون علوم او جمله هوافضا، بیومکانیک، ابزارآ ت ماشنشاخه

 گیرند.استفاده قرار می

ی هشوند. مادّفلزات مختلف ساخته میاین مواد عموماً او مخلوط سرامیک با فلز و یا ترکیبی او 

ی هباشد و او طرفی مادّسرامیک مقاومت دمایی با یی را به خاطر رسانایی گرمایی کم دارا می

 آورد.خوار، او شکستگی یا ترک به خاطر تنش حرارتی ممانعت به عمل میی چکشفلزّ

 

 های تولیدروش -1-3-1

 توان به موارد ویر اشاره نمود:ی آنها میچندین روش وجود دارد که او جمله FG برای تهیه موادّ 

 های شیمیایی یا فیزیکیا روشنشت بخار مواد توسّ  .5

 اسپری پلاسما .2

 متا ورژی پودر .9

 سنتز احتراقی خود انتشار .4

ه فلز و سرامیک به چه صورتی توویع شده است. در کباید مشخص شود  FGMقبل او ساخت 

یت است. در مواقع دیگر هدف یافتن یک پروفیل با توجه به کمینه کردن یک کمّ بعضی مقا ت

شود و یک پارامتر برای اهداف بهینه یا کمینه کردن یک پروفیل توویع فلز و سرامیک انتخاب می

 شود.یت در آن در نظر گرفته میکمّ
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 تابع توزیع -1-3-2

ی خواص ارائه شده است که او آن جمله چند نو  پروفیل برای تغییرات پیوسته FGMبرای مواد 

 .شودتوان به قانون توانی و قانون نمایی اشاره نمود که در ویر به روابا آنها پرداخته میمی

 قانون نمایی

(5-57  𝑃(𝑧) = 𝑃0 𝑒𝑥𝑝 [−𝛿 (1 −
2𝑧

ℎ
)] ,       𝛿 =

1

2
𝑙𝑜𝑔 (

𝑃𝑈

𝑃𝐿
) 

 

 قانون توانی

(5-58  𝑃 = (𝑃𝑈 − 𝑃𝐿) (
𝑧

ℎ
+

1

2
)

𝑘

+ 𝑃𝐿 

ضخامت  hی میانی تیر واقع است، باشد و مبدأ آن روی  یهدر جهت ضخامت تیر می zدر این روابا 

ه در راستای ضخامت تیر را باشد که شکل تغییر مادّ پارامتری نامنفی می 𝑘تیر مورد بررسی و 

-مربوط به سطح با یی و پایینی تیر می ه به ترتیبهای متناظر مادّ ویژگی 𝑃𝐿و  𝑃𝑈کند. ص میمشخّ 

 .[4] باشد

معروف است،  خصوصیّات فیزیکی و  او این نو  مواد که به موادّ متغیّر تابعی محوریدر نو  دیگری 

با فرض  AFGکند. بررسی تیرهای ساخته شده او مواد مکانیکی مادّه در آن در راستای طول تغییر می

 شود.ی انجام میتابع توویع خطّ 

 کتحلیل ارتعاشات تیر تحت بار متحرّ -1-4

ک را با استفاده او تیموشنکو برای او ین بار پاسخ تحلیلی یک تیر دوسر مفصل تحت اثر یک بار متحرّ

-روش جمع مود محاسبه نمود. پس او وی نیز با توجه به کاربردهای متنو  و متعدد، این گونه تحلیل
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قین بوده است. برخی او کاربردهای ی مهندسین و محقّعلاقههای دینامیکی همواره او موضوعات مورد 

 بندی کرد:توان به صورت ویر دستهک را میتحلیل دینامیکی تیرهای محدود تحت اثر بار متحرّ

ها در اثر عبور قطار و یا خودروهای های دینامیکی ایجاد شده در پلا ف  تحلیل ارتعاشات و تنش

 ؛عبوری

 ؛هاها و اتصا ت پلتخمین عمر ساوهب  تحلیل خستگی و 

 ؛هاج  تحلیل نویز منتشر شده در محیا در اثر عبور قطار و خودروها او روی پل

 ؛هاد  تحلیل راحتی سفر قطارهای تندرو در هنگام عبور او روی پل

 ؛هاه  تحلیل پایداری و ایمنی سفر قطارهای تندرو در هنگام عبور او روی پل

 ؛های دینامیکی در قطعات تحت ماشینکاریت و تنشو  تحلیل ارتعاشا

 ؛های سقفیهای دینامیکی در جرثقیلو  تحلیل ارتعاشات و تنش

 ؛وی پرتاب موشک و هواپیماهای بدون سرنشینهای دینامیکی در سکّح  تحلیل ارتعاشات و تنش

 .ی هواپیماهای ناوبرهای دینامیکی در عرشهط  تحلیل ارتعاشات و تنش

 

 های پیشینمروری بر پژوهش -1-5

، اهمیّت دانستن رفتار استاتیکی و FGکاربرد موادّ  یگسترده یها و دامنهصهاخیراً، به  حاظ مشخّ

ج تابعی مدرّ  مفهوم موادّدینامیکی آنها افزایش یافته است. همانطور که در قسمت قبل نیز اشاره شد، 
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باشد، توسّا گروهی او می Functionally Graded Materialکه مخفف  FGMبا نام علمی 

  [.2]ی فضایی بودند دانشمندان در ژاپن مطرح گردید که مشغول کار بر روی پروژه

رفتار ارتعاشی تیر همگن ا ستیک ایزوتروپیک با شرایا مروی  5333در سال  [1]و همکاران  لالابوه

: وی حاکم در این مسا ه عبارتند او. شرایا مرک را آنا یز کردندعمومی تحت اثر بار هارمنیک متحرّ

گاه ساده و تیر یک سر ، یک سر گیردار و یک سر تکیهدار، دو سر گیری تیرگاه ساده در دو انتهاتکیه

ده و حرکت شون، کندشونده: حرکت تندحرکت را برای بار در نظر گرفتند . آنها سه نو دارگیر

ک را بر روی رفتار دینامیکی س نیروی متحرّثیر سرعت حرکت و فرکانهمچنین تث آنها. یکنواخت

پاسخ دینامیکی تیر  [1]ای دیگر همچنین در مقا ه ویند. ها به تفصیل مورد بررسی قرار دادتیر

. سیستم او دو تیر ا ستیک همگن ک بررسی کردو ی را تحت بار ثابت متحرّبرن-دوتایی او ر

ی ویسکوا ستیک به هم متصلند.  یهی یک وسیلهرنو ی تشکیل شده است که به ب-ایزوتروپیک او ر

 یکسان و مواوی . دو تیر کاملأستی ویسکوا ستیک با یک فنر و دمپر مواوی مدل شده اکه این  یه

ثیر سرعت حرکت بار و میرایی و ثدر این مقا ه ت وی. شرایا مروی هر دو تیر برابر است باشند ومی

. ا بر روی پاسخ دینامیکی تیر با جزئیات مورد بررسی قرار دادر ی وسکوا ستیکی  یها ستیسیته

تر های سیستم بر این نیرو نیز مورد بررسی قرار مثیر پاراثهمچنین نیروی انتقال یافته بین دو تیر و ت

  گرفته است .

کردند. آنها گاه ساده را ارائه تکیه بار تابعی تحلیل ارتعاشات آواد تیر متغیّ [7]آیدوگدو و تسکین 

ه را بر اساس توویع نمایی و نیز توویع توانی در نظر گرفتند و معاد ت حاکم را با تغییرات خواص مادّ

استفاده او اصل هامیلتون استخراج نمودند. آنها در پژوهش خود روش حل ناویر را برای به دست 

ل خود او تئوری تغییر شکل آوردن فرکانس طبیعی مورد استفاده قرار دادند. آنها همچنین در تحلی
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های کلاسیک نیز در به دست آوردن فرکانس طبیعی و شکل مود با تر و تئوری یبرشی مرتبه

  استفاده نمودند.

ر تابعی را تحت بار متمرکز هارمونیک نیز ارتعاشات اجباری و آواد تیر متغیّ [4]سیمسک و همکارانش 

–رکت با استفاده او روش  گرانژ تحت فرضیات تیر او ری حک مورد بررسی قرار دادند. معاد همتحرّ

یی عرضی و جابهف جا. در پاسخ دینامیکی تیر، توابع مستقل او ومان معرّبرنو ی استخراج شده است

شود که خصوصیات مواد در راستای ضخامت . فرض میای ایجاد شده استمحوری به فرم چندجمله

توانی و نمایی استفاده شده است . معاد ت حرکت با استفاده او کند و او توابع توویع تیر تغییر می

، سرعت بار ثثیرات توویع مختلف مواد. همچنین تستفاده شده استا -Newmark انتگرال ومانی

  و فرکانس تحریک بر روی پاسخ دینامیکی مورد بررسی قرار گرفته است . 

ر تابعی را به دست آوردند. آنها او یک روش تحلیلی ارتعاشات آواد تیر متغیّ، به [8]سینا و همکاران 

. ای تحلیل ارتعاشات استفاده کردند، برلاوّ یی مرتبهش، متفاوت او تئوری تغییر شکل برتئوری جدید

کند و اساس کانون توانی تغییر می در راستای ضخامت تیر و برصات تیر مشخّفرض می شود که 

حلیلی و آنا یز حرکت با استفاده او اصل همیلتون استخراج شده است و با استفاده او روش تمعاد ت 

و تغییر شکل برشی بر روی  کسر حجمی، ثیر شرایا مرویث. همچنین تمودال حل شده است

 .ها بررسی شده استعی و شکل مودهای طبیفرکانس

برنو ی را مورد -ر تابعی تیموشنکو و او رمتغیّهای اش رفتار استاتیکی و دینامیکی تیردر مقا ه [3] ی 

برنو ی و ریلی که او تقلیل در تئوری تیر -. به عنوان دو مورد خاص تئوری های او ربررسی قرار دارند

ه در راستای ضخامت تغییر . خصوصیات مادّاست شوند مورد بررسی قرار گرفتهتیموشنکو نتیجه می
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. ه دست آمده استیک سرگیردار ب FGع تنش برای یک تیر نتایج استاتیکی خیز و تووی .کندمی

 نیز مورد بررسی قرار گرفته است. ارتعاشات آواد و فرکانس طبیعی تیر 

را مورد  ک سینوسیر تابعی ویسکوا ستیک تحت بار متحرّتیر متغیّ  یپاسخ ا ستیسیته [51]سناکار 

کند نمایی در راستای ضخامت تغییر می صورت. در این پژوهش مدول ا ستیسیته به بررسی قرار داد

-مایی ضرایب سختی ا ستیک باعث می. تغییرات نواسون ثابت در نظر گرفته شده استو ضریب پ

برای . همچنین او دریافت که این تئوری اد ت ا ستیسیته حاصل شودشوند پاسخ دقیقی برای مع

است و تمرکز تنش نیز در تیرهای کوتاه و  بارگااری معتبری آهسته، باریک و تغییر تیرهای بلند

، ه استبارگااری شد FG. همچنین تمرکز تنش هنگامی که سطح نرمتر تیر ضخیم اتفاق می افتد

   .کمتر استت همگن حا نسبت به 

ک تابعی تیموشنکو تحت بار متحرّ ری تیر متغیّخطّدر مقا ه ای ارتعاشات غیر [55]سیمسک 

ه در راستای ضخامت و مادّ ساده را مورد بررسی قرار داد. او فرض کرد که خواصّگاه هارمونیک با تکیه

و تئوری تیر  1کارمن-ی حرکت با فرض کرنش وونمعاد هکند. براساس تابع توویع توانی تغییر می

هایی عرضی و محوری ف جابه. توابع معرّ ی  گرانژ به دست آمده استتیموشنکو و با استفاده او معاد ه

ی با استفاده او خطّخاذ شده است. معاد ت حرکت غیرجمله ای اتّچرخش سطح مقطع به فرم چندو 

، های بزرگ، توویع موادجاییثیر جابهثبه همراه روش تکرار حل شده است . ت Newmark-βروش 

های تیر به تفصیل مورد بررسی جایی، خمش و جابهت بار و فرکانس تحریک بر روی تنشسرعت حرک

 .ی در پاسخ دینامیکی تیر دارد. نتایج نشان داده است که موارد فوق نقش مهمّ ر گرفته استقرا

ر تابعی براساس تئوری تنش کوپل و ی میکروتیر متغیّارتعاشات آواد غیرخطّ [52] همکارانش که و 

مدل غیرکلاسیک تیر در چارچوب تئوری کارمن را مورد بررسی قرار دادند. -ی وونکرنش غیرخطّ
                                                            
1 Von-Karman 
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ه در راستای ضخامت براساس تابع باشد . خصوصیات مادّتیموشنکو شامل پارامتر مقیاس طو ی می

ده او اصل با تر و شرایا مروی با استفا یی مرتبهخطّ. معاد ت حرکت غیرکندتوویع توانی تغییر می

ی خطّ نس غیره دست آوردن فرکادیفرانسیلی برای ب او او روش عددی تربیع. همیلتون اتخاذ شده است

، نرخ باریکی همادّ ، تغییرات خواصّاس طو ی. همچنین تثثیر پارامتر مقیمیکروتیر استفاده کرده است

 .تفصیل مورد بررسی قرار گرفته استی به خطّهای ارتعاشی آواد غیرصهها بر مشخّ گاهو تکیه

رت تحلیلی مورد به صور تابعی را ی تیر متغیّخطّی ارتعاشات غیرادر مقا ه [59]و همکاران  که 

فاده کارمن است-ی وونخطّبرنو ی و کرنش غیر-در این مقا ه او تئوری تیر او ر . آنهابررسی قرار دادند

س قانون توانی یا نمایی تغییر ه در راستای ضخامت براساشود که خصوصیات مادّنمودند. فرض می

های با ترم 2ی یل معمو ی مرتبهدیفرانس یدست آوردن معاد هه . او روش گلرکین برای بکندمی

کوتا -انگگیری عددی مستقیم و روش ر. او روش انتگرالاستفاده شده است 9و  2ی ی مرتبهخطّغیر

. ایا مروی متفاوت استفاده شده استبا شر FGی تیر خطّه دست آوردن پاسخ ارتعاش غیربرای ب

 . پاسخ مورد بررسی قرار گرفته است ه و شرایا مروی مختلف بر رویتثثیرات توویع مادّ

جرم در سر آوادش م میرایی در یک تیر یک سر گیردار با یک زدر مقا ه ای مکانی [54]بنک و همکارانش 

، هیستریزیس مکانی مکانیزم میرایی شامل میرایی هوا، میرایی نرخ کرنش . آنها چهار نو را مطا عه کردند

 ج تجربی مورد بررسی قرار دادند . به همراه نتایرا و هیستریزیس ومانی 

برنو ی را با روش جداساوی متغیّرها مورد تحلیل قرار -نیز ارتعاشات تیر ویسکوا ستیک او ر [51]اینمن 

 .دهدبه همراه هیستریزیس نمایش میآنا یز مودال را  ،. نتایجداد

اد ت . آنها معسی قرار دادندی را مورد بررخطّر دینامیکی تیر ویسکوا ستیک غیررفتا [51] چن و چانگ

تیر او  . موادّه دست آوردندانتگرا ی تیر همگن ویسکوا ستیک را ب-جزئی-رفتار دینامیکی دیفرانسیلی
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-گاه ساده می. تیر مورد نظر دارای شرایا مروی تکیهکندتبعیت می Leadermanی ی غیرخطّرابطه

ساوی شده است و انتگرا ی ساده-ی دیفرانسیلیمعاد ه. مدل ریاضی با استفاده او روش گلرکین به باشد

 .دیفرانسیلی معمو ی تبدیل شده است یسپس به معاد ه

 ، به بررسی پایداری دینامیکی تیر کامپوویت یک سر گیردار با خواصّ [57] و همکارشکیم  

ک برای ته با بار متحرّجهکامپوویت یک نظر او موادّ اند. تیر موردک پرداختها ستیک تحت بار متحرّویسکو

بررسی ویسکوا ستیسیته بر روی بار بحرانی جهت مطا عه انتخاب شده است. با در نظر گرفتن تئوری 

مقدار  یلتون استخراج و مسث هیحرکت با استفاده او اصل هم یل با معاد هاوّ یتغییر شکل برشی مرتبه

 ویژه با استفاده او روش ا مان محدود حل شده است.

ک محوری ا ستیک متحرّرسی دینامیک و پایداری تیر ویسکو، در مقا ه ای به بر[58] و همکارش  ی

مدل  1ی و با استفاده او انتگرال ارثیطّ ویسکو ا ستیک به صورت خ یهتحت کشش محوری پرداختند. مادّ

ساوی اعتبار حل تحلیلی دقیق مقایسه و وهش با استفاده او روش ا مان محدود وژشده است. دقت این پ

ثیر ویسکوا ستیسیته و سرعت حرکت را بر روی دینامیک و است. همچنین آنها در این پژوهش تثشده 

 اند.پایداری تیر به صورت عددی بررسی کرده

ک محوری که با سرعت وابسته به ، پایداری روونانس پارامتری را در یک تیر متحرّ[53] و همکارش چن

 یررسی کردند. مدل ویسکوا ستیک انتخابی او نو  کلوین بوده و معاد هومان در حال حرکت است را ب

ا به م نیوتن استخراج گردیده است. هنگامی که تیر با یک سرعت متوسّ استفاده او قانون دوّ حرکت با

توان تیر را به صورت یک سیستم ژیروسکوپیک تحت می ،کندتغییرات هارمونیک اندک حرکت میهمراه 

                                                            
1 Hereditary Integral 
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های چندگانه برای به دست آوردن اخلی در نظر گرفت و او روش مقیاسپریودیک و میرایی دتحریکات 

 پاسخ انتخاب شده است.

-گاهک محوری ویسکوا ستیک با تکیهارتعاشات و پایداری تیر متحرّ [21] ای دیگرآنها همچنین در مقا ه

های طبیعی و توابع مودال با استفاده او دادند. آنها برای محاسبه فرکانس های هیبرید را مورد بررسی قرار

چنین برای یک تیر با مدل عت ثابت، روشی را ارائه کردند. همک با سرشرایا مروی تیر ا ستیک متحرّ

ارتعاشات آواد های چندگانه اثر ویسکوا ستیک را بر ک کلوین با استفاده او روش مقیاسویسکوا ستی

ا و ویسکوا ستیسیته را نمایش ختی قیر، سرعت محوری متوسّ های عددی تثثیر سبررسی کردند. مثال

 دهد.می

ارتعاشات تیر ویسکوا ستیک تحت بار فشاری خارج او مرکز و بار متمرکز  [25] کوکاتورک و همکارش

برنو ی و با استفاده او روش  گرانژ -ار دادند. با فرض تئوری تیر او رک را مورد بررسی قرهارمونیک متحرّ

ای در نظر جملهجایی تیر به صورت چندهحرکت استخراج شده و در این تحقیق توابع مصرف جاب یمعاد ه

یابد. توابع سیستمی با معاد ت جبری تقلیل میگرفته شده است. با استفاده او معاد ت  گرانژ، مسث ه به 

ساوی عددی برای مقادیر ر نظر گرفته شده است. نتایج شبیهای دجملهجایی به صورت چندهمصرفی جاب

شده است ک ارائه مختلف خروج او مرکز، نیروی فشاری خارج او مرکز، فرکانس تحریک و سرعت بار متحرّ

فوق را  یمسث ه [22]دیگری  یچنین در مقا هبرنو ی مقایسه شده است. او هم-و با پاسخ دقیق تیر او ر

 برای تیر تیموشنکو بررسی کردند.

ویت را -ی تیر ویسکوا ستیک با مدل کلوینخطّای ارتعاشات آواد غیردر مقا ه [29]و همکاران محمودی 

سه را در نظر گرفتند و با استفاده او اصل  یی مرتبهخطّردند. آنها در این پژوهش ترم غیربررسی ک

-های چندگانه فرکانسکردند. با استفاده او روش مقیاس ی را استخراجخطّی حرکت غیرهمیلتون معاد ه
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عاد ت ومانی و ها را به دست آوردند. سپس روش گلرکین را برای جداساوی معی و شکل مودهای طبی

ی خطّ ی، علاوه بر جملات غیرخطّهای دمپینگ غیراند. معاد ت حرکت، وجود جملهمکانی اعمال کرده

گی ی هندسی و اینرسی باعث وابستخطّهای غیردهند. وجود جملهاینرسی و هندسی را نشان می

شود. به علاوه وابستگی شکل مودها به توان ثابت ارتعاشات می یی به دامنهخطّهای طبیعی غیرنسفرکا

دو سر مفصل و یک وابسته به ومان نشان داده شده است. نتایج تحلیلی برای شرایا مروی  یسوم دامنه

 گیردار به دست آمده است و با نتایج عددی مقایسه شده است.سر مفصل و یک سر

ک محوری ی و پایداری تیر ریلی متحرّخطّای ارتعاشات پارامتری غیردر مقا ه [24]و همکاران قایش 

باشد و با استفاده او ویت می-انتخابی ویسکوا ستیک مدل کلوین ویسکوا ستیک را بررسی کردند. مدل

-آمده و با استفاده او روش مقیاس بزرگ به دست یحرکت ارتعاشات با دامنه یم نیوتن معاد هقانون دوّ

ی استخراج شده است. خطّی و غیرهای خطّها و فرکانسپایری، شکل مودشرایا حل دگانه وهای چن

ایی به ومان وابسته است. در نهایت پارامترهای سیستم مشود دامنه به صورت نطور که مشاهده میهمان

 گرفته است.بر روی رفتار ارتعاشی، پایداری مورد بررسی قرار 

ک محوری با روونانس داخلی را در مقا ه ای دیگر ارتعاش اجباری تیر ویسکوا ستیک متحرّ [21]قایش 

م نیوتن به دست آمده است. مدل حرکت با استفاده او قانون دوّ  یمورد تحلیل قرار داده است. معاد ه

-کیهگلرکین برای شرایا مروی ت ویت می باشد. با استفاده او روش-ویسکوا ستیک انتخابی، مدل کلوین

 حل شده است.  pseudo-arclengthدار گاه ساده در دو سمت معاد ت جداساوی شده و با روش ادامه

حرکت با  یی را بررسی کردند و معاد هپاسخ دینامیکی غیرخطّ [21] در مقا ه ای دیگراو همچنین 

رامترهای سیستم بر روی فرکانس طبیعی های چندگانه حل شده است. اثر پااستفاده او روش مقیاس

 پاسخ بررسی شده است.-های فرکانسی، پاسخ ارتعاشی و منحنیی و غیرخطّخطّ
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ک محوری با سرعت نیز در پژوهشی ارتعاشات عرضی تیر ساندویچی ویسکوا ستیک متحرّ [27]ال وی 

انتخابی مدل کلوین بوده و  ر با کشش محوری وابسته به ومان را بررسی کردند. مدل ویسکوا ستیکمتغیّ

گانه برای به های چندم نیوتن استخراج شده است. روش مقیاسحرکت با استفاده او قانون دوّ یمعاد ه

های طبیعی اعمال شده است. با کمک نتایج عددی، نشان مختلا و فرکانس یدست آوردن توابع ویژه

فاو و ارتعاشات  ینوسان محوری، واویه یان دامنهتوی مناسب، می یهداده شد که با استفاده او کشش اوّ

 هی کنترل کرد.تیر ساندویچی را به طور قابل توجّ 

ر متغیّ ، کمانش ترموا ستیک و رفتار ارتعاشی تیر ساندوچی ساخته شده او موادّ[28]و همکارانش  بنگال

ورد بررسی قرار دادند . تیر ید را با استفاده او روش ا مان محدود مقی ویسکوا ستیک متابعی با هسته

ه به قانون ر تابعی در راستای ضخامت با توجّمتغیّ موادّ باشد . خواصّتحت شرایا مروی دو سر گیردار می

ی ی بیرونی بر رواو هسته تا  یه kتوانی توویع شده است. نتایج عددی شامل تثثیر شاخص قانونی توانی 

. به علاوه تثثیر دما برروی فرکانس طبیعی و فاکتور شده است رفتار ارتعاشی تیر بررسیپیچش حرارتی و 

 بررسی شده است .  نیزاستهلاک 

ر تابعی ا کترورئو وژیکال را مورد بررسی قرار رفتار دینامیکی تیر متغیّ ،[23]و همکاران واده وردیالله 

ال ا کترو وژیکال ل او سیّمیانی متشکّ یباشد که با یک  یهمی FGتیر  ونظر آنان د مدّ  یدادند. هندسه

ویسکوا ستیک با مدول برشی قابل  یپراکنده یمیانی به عنوان یک  یه یساندویچی شده که این  یه

باشد. مدل مورد نظر با استفاده او روش ا مان محدود بررسی شده و نتایج حاصل با نتایج تجربی کنترل می

ویسکوا ستیک  ی، میدان ا کتریکی و ضخامت هستهFGثیر شاخص ثتیر کامپوویت مقایسه شده است. ت

 های طبیعی وفاکتور استهلاک مورد بررسی قرار گرفته است.بر روی فرکانس
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میانی ویسکوا ستیک را مورد  یبا یک  یه FGای رفتار وابسته به ومان تیر ورقه ،[91]و همکاران   ی

ی استاندارد، میانی ویسکوا ستیک را با مدل خطّ یبررسی قرار دادند. به عنوان یک مدل ساده آنها  یه

 تحلیلی را با استفاده او روش تبدیل  پلاس و ا مان محدود به دست آوردند. مدل کردند و حلّ

های ویسکوا ستیک را گاهر تابعی با تکیهواد تیر متغیّنیز در مقا ه ای ارتعاشات آ [،95] و همکارش دمیر

تخراج ی  گرانژ اسبرنو ی و با استفاده او معاد ه-حرکت با فرض تیر او ر یمعاد ه .مورد بررسی قرار دادند

مواد در راستای  شده و با روش ا مان محدود حل شده است. در این پژوهش فرض شده که خواصّ

یا مروی مختلف بر روی پاسخ مختلف و شرا کند. تثثیر توویع موادّ توانی تغییر میمت بر اساس قانون ضخا

 یل بررسی شده است.به تفص

ر تابعی ای متغیّنیز ارتعاشات پنل استوانه [92]و همکاران  حسینی هاشمی، هادر آخرین پژوهش

ستفاده او تئوری تغییر شکل . آنها با اوی متفاوت مورد بررسی قرار دادندویسکوا ستیک را تحت شرایا مر

ر تابعی ی متغیِر در راستای ضخامت، مادهی ونر با خصوصیات متغیّل برشی و مدل خطّاوّ یمرتبه

 . با روش ا مان محدود مقایسه کردندساوی کردند و نتایج حاصل را ویسکوا ستیک را مدل

 جمع بندی  -1-6

ر متغیّ ، موادّهای مکانیکی آنویسکوا ستیک و مدل موادّای چون  یهفی مفاهیم اوّدر این فصل ابتدا به معرّ

. ی پرداخته شدک و ارتعاشات غیرخطّت بررسی ارتعاشات تحت بار متحرّیّ، اهمّهای آنتابعی و کاربرد

تیر خاصیت ویسکوا ستیسیته ی هندسه ایدهد که تاکنون برسپس مروری بر تحقیقات پیشین نشان می

ر ی تیر متغیّخطّ ی و غیرنامه ارتعاشات خطّ شده است. در این پایاننر تابعی در نظر گرفته به صورت متغیِ

بر روی رفتار  FGو تثثیر پارامترهای  ک مورد بررسی قرار گرفته استتابعی ویسکوا ستیک تحت بار متحرِ

 .ی تیر مورد بررسی قرار گرفته استارتعاش
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 مهمقدّ  -2-1

تیر متغیّر تابعی ویسکوا ستیک مورد بررسی قرار گرفته است. پیش  تحلیل ارتعاشات خطّی فصلدر این 

های مختلفی بر روی تیر ویسکوا ستیک همگن و تیر با خاصیت متغیّر تابعی انجام شده او این پژوهش

مربوط به خاصیت ویسکوا ستیک به صورت متغیّر تابعی در ها ترم است. اما در هین یک او این پژوهش

ویت، -نظر گرفته نشده است. در تحقیق حاضر با در نظر گرفتن این ویژگی و مدل ویسکوا ستیک کلوین

برنو ی و با استفاده او اصل همیلتون استخراج شده -معاد ت حاکم بر حرکت، بر اساس تئوری تیر او ر

کند. بر اساس قانون توانی تغییر می ه در راستای ضخامت تیرمادّ اصّاست. فرض شده است که خو

رها گاه ساده و با روش جداساوی متغیّهای طبیعی تیر با در نظر گرفتن شرایا مروی تکیهفرکانس

همچنین  که با مقایسه با نتایج مراجع پیشین تطابق کاملی میان آنها مشاهده شده است. انداستخراج شده

امترهای مختلف نیز بر روی فرکانس طبیعی بدون استهلاک و فاکتور استهلاک مورد بررسی قرار تثثیر پار

 گرفته است.

 

 مفاهیم اوّلیه -2-2

، ندیابد که سطوح مقطع بعد او آنکه تیر دچار تغییر شکل شدترین تئوری تیرها با این فرضیه آغاو میساده

ط یا تارهای شود، خطوهنگامی که تیر دچار تغییر شکل میمانند. واضح است که ح باقی میهمچنان مسطّ 

شوند. در این بین نیز تارهایی وجود دارند که نه بعضی دیگر فشرده میکه در حا یشوند، صی کشیده میمشخّ 

شود که شوند. فرض مییابند. این تارها، تار خنثی نامیده میشوند بلکه فقا انحراف میفشرده و نه کشیده می

این فرضیات  مانند.مقطع عمود بر تار خنثی پس او تغییر شکل نیز همچنان عمود بر تار خنثی باقی میسطوح 

 شوند.برنو ی اتلاق می-های او ربه فرضیه
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 ویت-مدل ویسکوالاستیک کلوین -2-2-1

-تعریف میویت به صورت ویر -ی بین تنش و کرنش در مدل کلوینرابطه تر توضیح داده شد،همانطور که پیش

 شود:

(2-5  𝜎 = 𝜎𝑒 + 𝜎𝑣 = 𝐸𝜀 + 𝐶𝜀̇ = 𝐸𝜀 + 𝐸𝜂𝜀̇ 

ضریب  𝐶، تنش مربوط به بخش ویسکوا ستیک 𝜎𝑣تنش مربوط به بخش ا ستیک،   𝜎𝑒،ی فوقکه در رابطه

 .[99] باشدمیثابت تناسبی میرایی داخلی تیر ویسکوا ستیک  𝜂میرایی داخلی و 

  ر تابعیمتغیّ موادّ -2-2-2

بر اساس  کند.ه در راستای ضخامت، طبق قانون توانی تغییر میهای مادّژگیشود ویاین پژوهش فرض میدر 

  تواند به صورت ویر تعریف شود:می، 𝑃، هر مادّقانون اختلاط، ویژگی مؤثّ

(2-2  𝑃 = 𝑃𝑈𝑉𝑈 + 𝑃𝐿𝑉𝐿 

باشد. همچنین با یی و پایینی تیر میطح مربوط به سبه ترتیب ه های متناظر مادّویژگی 𝑃𝐿و  𝑃𝑈که در آن 

𝑉𝑈  و𝑉𝐿 ی ویر با یکدیگر مرتبا باشد که طبق رابطهنیز کسر حجمی مربوط به سطح با یی و پایینی تیر می

 باشند:می

(2-9  𝑉𝑈 + 𝑉𝐿 = 1 

 شود:کسر حجمی جزء مربوط به سطح با یی تیر به صورت ویر در نظر گرفته می

 (2-4  𝑉𝑈 = (
𝑧

ℎ
+

1

2
)

𝑘

 

 hو  ندکه در راستای ضخامت تیر را مشخص میباشد که شکل تغییر مادّپارامتری نامنفی می 𝑘که در آن 

ی ویر ه به صورت رابطهر مادّ ، ویژگی مؤثّ 4-2  تا )2-2. بنابراین طبق روابا )باشدضخامت تیر مورد بررسی می

 شود:تعریف می
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(2-1  𝑃 = (𝑃𝑈 − 𝑃𝐿) (
𝑧

ℎ
+

1

2
)

𝑘

+ 𝑃𝐿 

 ر تیر عبارت خواهند بود او:های مؤثّبرای تیر مورد بررسی در این پژوهش، ویژگیدر نتیجه 

 مدول ا ستیسیته:

(2-1  𝐸 = (𝐸𝑈 − 𝐸𝐿) (
𝑧

ℎ
+

1

2
)

𝑘

+ 𝐸𝐿 

 چگا ی:

(2-7  𝜌 = (𝜌𝑈 − 𝜌𝐿) (
𝑧

ℎ
+

1

2
)

𝑘

+ 𝜌𝐿 

 ثابت تناسبی میرایی داخلی تیر ویسکوا ستیک:و 

(2-8  𝜂 = (𝜂𝑈 − 𝜂𝐿) (
𝑧

ℎ
+

1

2
)

𝑘

+ 𝜂𝐿 

 لهأبندی مسفرمول  2-3

که  𝑄تحت بار عرضی متحرّک  ℎو ضخامت  𝑏، پهنای 𝑙تیر متغیّر تابعی ویسکوا ستیک مطابق شکل با طول 

باشد. ویت می-کند مفروض است. مدل ویسکوا ستیک انتخابی، مدل کلوینبر روی تیر حرکت می 𝑣با سرعت 

کند که به تفصیل در ادامه قانون سری توانی تغییر  ه در راستای ضخامت بر اساسشود خصوصیات مادّفرض می

 توضیح داده خواهد شد.

 
 های ساده تحت بار متحرّکگاه  تیر متغیّر تابعی ویسکوا ستیک با تکیه5-2شکل )
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یابد، سپس آنا یز ارتعاشی توسعه میویسکوا ستیک  FGM برنو ی-حاکم بر تیر او ر یدر این قسمت، معاد ه

 شود:در این پژوهش فرضیات ویر در نظر گرفته میشود. آن ارائه می

 شود.ی تیر صفر در نظر گرفته میباشد. در واقع شرایا اوّ یهتیر در ابتدا در حا ت سکون می .5

 باشد.ت حرکت با تیر در تماس میمدّ باشد و بار نیز در کلّسرعت بار متحرّک ثابت می .2

  شود:صورت ویر بیان میبرنو ی به-یک تیر او ر 𝒖جایی های بردار جابهفهمؤ ّ

(2-3   
𝑢1 = −𝑧

𝜕𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
 

(2-51   𝑢2 = 0 

(2-55   𝑢3 = 𝑤(𝑥, 𝑡) 

ی محور خنثی دهندهنشان 𝑥دهند و ترتیب نشان میرا به 𝑧و  𝑥 ،𝑦جایی در راستاهای جابه  𝑢3و 𝑢1 ،𝑢2که 

 در راستای طول تیر است.

 آید:ی ویر به دست میبرنو ی کرنش طبق رابطه-تیر او ربر اساس تئوری 

(2-52  𝜀𝑥 = −𝑧
𝜕2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
   

 شود:در مواد ا ستیک خطّی به صورت ویر تعریف می 𝑈0 یچگا ی انرژی کرنشی ذخیره شده

(2-59  𝑈0 = ∫ 𝜎𝑥𝑑𝜀𝑥

𝜀𝑥

0

= ∫ 𝐸𝜀𝑥𝑑𝜀𝑥

𝜀𝑥

0

 

 گیری خواهیم داشت:که پس او انتگرال

(2-54  𝑈0 =
1

2
𝐸𝜀𝑥

2 =
1

2
𝜎𝑥𝜀𝑥 

بایستی او چگا ی انرژی کرنشی بر روی حجم انتگرال ذخیره شده در تیر می انرژی کرنشی کلّ یبرای محاسبه

 گرفت. بنابراین،
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(2-51  𝑈 = ∫ 𝑈0𝑑𝑉
𝑉

0

=
1

2
∫ ∫ 𝜎𝑥𝜀𝑥𝑑𝐴 𝑑𝑥

 

𝐴

𝑙

0

 

-استفاده می 𝜎𝑒ی انرژی کرنشی تیر او تیر مورد بررسی برای محاسبه یت خاصیت ویسکوا ستیسیتهبه علّ

 شود.به علت ایجاد دمپینگ داخلی در ترم مربوط به کار غیرکانسرواتیو وارد می 𝜎𝑣کنیم و 

 ی فوق خواهیم داشت:ا کرنش و تنش ا ستیک در رابطهبنابراین با جایگااری رواب

(2-51  
𝑈 =

1

2
∫ ∫ 𝜎𝑒𝜀𝑥𝑑𝐴 𝑑𝑥

 

𝐴

𝑙

0

=
1

2
∫ ∫ 𝐸(𝑧)𝑧2 (

𝜕2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
)

2

𝑑𝐴 𝑑𝑥
 

𝐴

𝑙

0

=
1

2
∫ (𝐸𝐼)𝑒𝑞 (

𝜕2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
)

2

𝑑𝑥
𝑙

0

 

 که در این رابطه

(2-57  (𝐸𝐼)𝑒𝑞 = ∫ 𝐸(𝑧)𝑧2𝑑𝐴
 

𝐴

 

 FGVتیر     برای𝑇نظر کردن او اینرسی چرخشی، انرژی جنبشی )برنو ی و با صرف-با در نظر گرفتن مدل او ر

 شود.صورت ویر بیان می به

(2-58  

𝑇 =
1

2
∫ ∫ 𝜌(𝑧) (

𝜕𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
)

2

𝑑𝐴
 

𝐴

𝑑𝑥
𝐿

0

=
1

2
∫ (𝜌𝐴)𝑒𝑞 (

𝜕𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
)

2

𝑑𝑥
𝑙

0

 

 که در این رابطه

(2-53  (𝜌𝐴)𝑒𝑞 = ∫ 𝜌(𝑧)𝑑𝐴
 

𝐴

 

ک کار نیروهای غیرکانسرواتیو نیز او دو بخش، یکی مربوط به تنش ویسکوا ستیک و دیگری مربوط به بار متحرّ

 در نتیجه  گردد.فی میمعرّک با استفاده او تابع د تای دیراک رّباشد که بار متحعرضی می
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(2-21  

𝛿𝑊𝑛𝑐 = − ∫ 𝑄𝛿(𝑥 − 𝑣𝑡)𝛿𝑤𝑑𝑥
𝑙

0

− ∫ ∫ 𝜎𝑣𝛿𝜀𝑑𝐴 𝑑𝑥
 

𝐴

𝑙

0

=

= − ∫ 𝑄𝛿(𝑥 − 𝑣𝑡)𝛿𝑤𝑑𝑥
𝑙

0

− ∫ ∫ 𝐸(𝑧)𝜂(𝑧) (−𝑧
𝜕3𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝜕𝑡
) (−𝑧𝛿𝑤,𝑥𝑥

)𝑑𝐴 𝑑𝑥
 

𝐴

𝑙

0

= − ∫ 𝑄𝛿(𝑥 − 𝑣𝑡)𝛿𝑤𝑑𝑥
𝑙

0

− ∫ (𝐶𝐼)𝑒𝑞 (
𝜕3𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝜕𝑡
) 𝛿𝑤,𝑥𝑥

𝑑𝑥
𝑙

0

 

 هاین رابطکه در 

 

(2-25  
(𝐶𝐼)𝑒𝑞 = ∫ 𝐸(𝑧)𝜂(𝑧)𝑧2𝑑𝐴

 

𝐴

 

 به دست آوردن معادلات حرکت -2-4

آید. دست میمیلتون بهبا استفاده او اصل ه FGVحرکت حاکم بر رفتار ارتعاشی تیر  یدر این قسمت معاد ه

بر اساس اصل هامیلتون با کمینه کردن  شود.رها انجام میسپس آنا یز ارتعاشات با روش جداساوی متغیّ

دست آوردن شرایا مروی حرکت و عبارتی برای به یپایر، معاد ه  یک سیستم تغییر شکلℒ گرانژین )

 شود.استخراج می

(2-22  𝛿 ∫ ℒ 𝑑𝑡 = ∫ (𝛿𝑇 − 𝛿𝑈 + 𝛿𝑊𝑛𝑐) 𝑑𝑡 = 0
𝑡1

𝑡0

𝑡1

𝑡0

 

 ی فوق خواهیم داشت:در رابطه مجاویهای انرژی پتانسیل، انرژی پتانسیل و کار با جایگااری ترم
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(2-29  

𝛿 ∫ ∫ {
1

2
(𝜌𝐴)𝑒𝑞 (

𝜕𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
)

2

−
1

2
(𝐸𝐼)𝑒𝑞 (

𝜕2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
)

2𝐿

0

𝑡1

𝑡0

− 𝑄𝛿(𝑥 − 𝑣𝑡)𝛿𝑤

− (𝐶𝐼)𝑒𝑞 (
𝜕3𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝜕𝑡
) 𝛿𝑤,𝑥𝑥

} 𝑑𝑥  𝑑𝑡 = 0 

 شوند.صورت ویر حساب میترتیب بهفوق به یهای معاد هتک جملهتک

𝛿 ∫
1

2

𝑡1

𝑡0

∫ (𝜌𝐴)𝑒𝑞 (
𝜕𝑤

𝜕𝑡
)

2𝐿

0

𝑑𝑥 𝑑𝑡 = ∫ ∫ (𝜌𝐴)𝑒𝑞 (
𝜕𝑤

𝜕𝑡
) 𝛿𝑤,𝑡

𝐿

0

𝑑𝑥 𝑑𝑡
𝑡1

𝑡0

= ∫ (𝜌𝐴)𝑒𝑞 (
𝜕𝑤

𝜕𝑡
) 𝛿𝑤 |

𝑡1

𝑡0
𝑑𝑥

𝐿

0

− ∫ ∫ (𝜌𝐴)𝑒𝑞 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
) 𝛿𝑤

𝐿

0

𝑑𝑥 𝑑𝑡
𝑡1

𝑡0

 

(2-24   

 

(2-21  

𝛿 ∫
1

2

𝑡1

𝑡0

∫ (𝐸𝐼)𝑒𝑞 (
𝜕2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
)

2𝐿

0

𝑑𝑥 𝑑𝑡

= ∫ ∫ (𝐸𝐼)𝑒𝑞 (
𝜕2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
)

𝐿

0

𝛿𝑤,𝑥𝑥

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑥𝑑𝑡

= ∫ (𝐸𝐼)𝑒𝑞 (
𝜕2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
) 𝛿𝑤,𝑥

𝑡1

𝑡0

|
𝐿
0

− ∫ ∫
𝜕

𝜕𝑥
((𝐸𝐼)𝑒𝑞

𝜕2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
)

𝐿

0

𝛿𝑤,𝑥

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑥𝑑𝑡

= ∫ (𝐸𝐼)𝑒𝑞 (
𝜕2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
) 𝛿𝑤,𝑥

𝑡1

𝑡0

|
𝐿
0

− ∫
𝜕

𝜕𝑥
((𝐸𝐼)𝑒𝑞

𝜕2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
) 𝛿𝑤

𝑡1

𝑡0

|
𝐿
0

+ ∫ ∫
𝜕2

𝜕𝑥2
((𝐸𝐼)𝑒𝑞

𝜕2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
) 𝛿𝑤

𝐿

0

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑥𝑑𝑡 
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 (2-21  

∫ ∫ (𝐶𝐼)𝑒𝑞 (
𝜕3𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝜕𝑡
) 𝛿𝑤,𝑥𝑥

𝐿

0

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑥 𝑑𝑡

= ∫ (𝐶𝐼)𝑒𝑞 (
𝜕3𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝜕𝑡
) 𝛿𝑤,𝑥

𝑡1

𝑡0

|
𝐿
0

− ∫ ∫
𝜕

𝜕𝑥
((𝐶𝐼)𝑒𝑞

𝜕3𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝜕𝑡
)

𝐿

0

𝛿𝑤,𝑥

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑥𝑑𝑡

= ∫ (𝐶𝐼)𝑒𝑞 (
𝜕3𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝜕𝑡
) 𝛿𝑤,𝑥

𝑡1

𝑡0

|
𝐿
0

− ∫
𝜕

𝜕𝑥
((𝐶𝐼)𝑒𝑞

𝜕3𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝜕𝑡
) 𝛿𝑤

𝑡1

𝑡0

|
𝐿
0

+ ∫ ∫
𝜕2

𝜕𝑥2
((𝐶𝐼)𝑒𝑞

𝜕3𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝜕𝑡
) 𝛿𝑤

𝐿

0

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑥𝑑𝑡 

ر تابعی ویسکوا ستیک به صورت ویر به ی حرکت تیر متغیّ ، معاد ه29-2ی )با جایگااری روابا فوق در رابطه

 دست خواهد آمد:

(2-27  

(𝜌𝐴)𝑒𝑞 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
) +

𝜕2

𝜕𝑥2
((𝐸𝐼)𝑒𝑞

𝜕2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
)

+
𝜕2

𝜕𝑥2
((𝐶𝐼)𝑒𝑞

𝜕3𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝜕𝑡
) = 𝑄𝛿(𝑥 − 𝑣𝑡) 

 دست خواهد آمد.صورت ویر بههمچنین شرایا مروی عمومی مرتبا با آن به

(2-28  𝛿𝑊,𝑥 |
𝐿
0

=  یا 0
(𝐸𝐼)𝑒𝑞

𝜕2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
|
𝐿
0

+ (𝐶𝐼)𝑒𝑞 (
𝜕3𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝜕𝑡
) |

𝐿
0

= 0 
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(2-23  𝛿𝑊 |
𝐿
0

=  یا 0
(𝐸𝐼)𝑒𝑞

𝜕

𝜕𝑥
(

𝜕2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
) |

𝐿
0

+ (𝐶𝐼)𝑒𝑞

𝜕

𝜕𝑥
(

𝜕3𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝜕𝑡
) |

𝐿
0

= 0 

 گاه ساده شرایا مروی به صورت ویر خواهد بود:با استفاده او روابا فوق برای تیر با تکیه

(2-91  𝑊(0, 𝑡) =  و 0
(𝐸𝐼)𝑒𝑞

𝜕2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
|

 
𝑥 = 0

+ (𝐶𝐼)𝑒𝑞 (
𝜕3𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝜕𝑡
) |

 
𝑥 = 0 = 0 

(2-95  𝑊(𝐿, 𝑡) =  و 0
(𝐸𝐼)𝑒𝑞

𝜕2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
|

 
𝑥 = 𝐿

+ (𝐶𝐼)𝑒𝑞 (
𝜕3𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝜕𝑡
) |

 
𝑥 = 𝐿 = 0 

 تحلیلی حلّ -2-5

کنیم. یعنی پاسخ را به صورت رها استفاده میاو روش جداساوی متغیّارتعاش آواد برای بدست آوردن پاسخ 

 گیریم:حاصل ضرب توابع مکانی و ومانی در نظر می

(2-92  𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑊(𝑥)𝑃(𝑡) 

 خواهیم داشت:  27-2ی )در رابطه  92-2)ی با جایگااری رابطه

(2-99  (𝜌𝐴)𝑒𝑞𝑊𝑃̈ + ((𝐸𝐼)𝑒𝑞𝑊′′)
′′

𝑃 + ((𝐶𝐼)𝑒𝑞𝑊′′)
′′

𝑃̇ = 0 

 ،𝑒𝑞(𝜌𝐴) ترم تقسیم طرفین رابطه بربا 

(2-94  𝑊𝑃̈ + (
(𝐸𝐼)𝑒𝑞

(𝜌𝐴)𝑒𝑞
𝑊′′)

′′

𝑃 + (
(𝐶𝐼)𝑒𝑞

(𝜌𝐴)𝑒𝑞
𝑊′′)

′′

𝑃̇ = 0 

 ساوی روابا فوق:بپس او مرتّ
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(2-91  𝑊𝑃̈ + 𝑊′′′′ (
(𝐸𝐼)𝑒𝑞

(𝜌𝐴)𝑒𝑞
𝑃 +

(𝐶𝐼)𝑒𝑞

(𝜌𝐴)𝑒𝑞
𝑃̇) = 0 

 خواهیم داشت: 𝑊𝑃 ترم ی فوق بربا تقسیم رابطه

(2-91  𝑃̈

𝑃
+

𝑊′′′′

𝑊
(

(𝐸𝐼)𝑒𝑞

(𝜌𝐴)𝑒𝑞
+

(𝐶𝐼)𝑒𝑞

(𝜌𝐴)𝑒𝑞

𝑃̇

𝑃
) = 0 

)ی ی فوق بر جملهبا تقسیم رابطه
(𝐸𝐼)𝑒𝑞

(𝜌𝐴)𝑒𝑞
+

(𝐶𝐼)𝑒𝑞

(𝜌𝐴)𝑒𝑞

𝑃̇

𝑃
 رسیمی ویر میبه رابطه (

(2-97  

𝑃̈
𝑃

(
(𝐸𝐼)𝑒𝑞

(𝜌𝐴)𝑒𝑞
+

(𝐶𝐼)𝑒𝑞

(𝜌𝐴)𝑒𝑞

𝑃̇
𝑃

)

+
𝑊′′′′

𝑊
= 0 

  ومانی برقرار است 97-2)ی باشد. بنابراین رابطهمی xم تابع ی دوّو جمله tی اوّل تابع ی فوق جملهدر رابطه

 دو جمله برابر با یک عدد صحیح باشند. یعنی:که 

(2-98  
𝑃̈

(
(𝐸𝐼)𝑒𝑞

(𝜌𝐴)𝑒𝑞
𝑃 +

(𝐶𝐼)𝑒𝑞

(𝜌𝐴)𝑒𝑞
𝑃̇)

= −
𝑊′′′′

𝑊
= −𝛼4 = −𝜔2 

 

,𝑤(𝑥ی او آنجایی که رابطه 𝑡) = 𝑊(𝑥)𝑃(𝑡) ( را نیز ارضاء کند، در 95-2  و )91-2باید شرایا مروی  

 نتیجه خواهیم داشت:

(2-93  𝑤(0, 𝑡) = 0 

(2-41  𝑤(𝐿, 𝑡) = 0 

(2-45  𝑤′′(0, 𝑡) = 0 

(2-42  𝑤′′(𝐿, 𝑡) = 0 

 ی مکانی ویر را استخراج نمود:توان معاد ه  می98-2او معاد ه )
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(2-49  𝑊′′′′ − 𝛼4𝑊 = 0 

 گیریم:دیفرانسیل فوق پاسخی به شکل ویر در نظر می یمعاد هبرای 

(2-44  𝑊(𝑥) = 𝐴 𝑐𝑜𝑠ℎ 𝛼𝑥 + 𝐵 𝑠𝑖𝑛ℎ 𝛼𝑥 + 𝐶 𝑐𝑜𝑠 𝛼𝑥 + 𝐷 𝑠𝑖𝑛 𝛼𝑥 

 با اعمال شرایا مروی به دست خواهند آمد. Dو  A ،B ،Cکه ثوابت 

(2-41  𝑊(0) = 0 → 𝐴 + 𝐶 = 0 

(2-41  𝑊′′(0) = 0 → 𝐴 − 𝐶 = 0 

 شود که:می او دو شرط مروی فوق نتیجه

(2-47  
𝐴 = 𝐶 = 0 

 

 با اعمال دو شرط مروی دیگر نیز خواهیم داشت:

(2-48  
𝑊(𝐿) = 0 →  𝐵 𝑠𝑖𝑛ℎ 𝛼𝐿 + 𝐷 𝑠𝑖𝑛 𝛼𝐿 = 0 

 

(2-43  𝑊′′(𝐿) = 0 →  𝐵 𝑠𝑖𝑛ℎ 𝛼𝐿 − 𝐷 𝑠𝑖𝑛 𝛼𝐿 = 0 

 برای پاسخ غیربدیهی بایستی دترمینان ماتریس ضرایب را برابر صفر قرار دهیم:

(2-11  𝑠𝑖𝑛ℎ 𝛼𝐿 𝑠𝑖𝑛 𝛼𝐿 = 0 

𝛼𝐿برای هر  که او آنجایی ≠ 0، 𝑠𝑖𝑛ℎ 𝛼𝐿 ≠  باشد، در نتیجهمی 0

(2-15  𝑠𝑖𝑛 𝛼𝑙 = 0 

 دهد:این معاد ه نتیجه می باشد. حلّمسئله می یصهی مشخّ ی فوق در واقع معاد هکه معاد ه

(2-12  𝛼 =
𝑛𝜋

𝐿
,                        𝑛 = 1,2, … , ∞   

𝐵شود که   نتیجه می48-2) و( 15-2)با در نظر گرفتن معاد ت  = در نتیجه شکل مود برابر خواهد . 0

 بود با:
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(2-19  𝑊𝑛(𝑥) = 𝐷 𝑠𝑖𝑛
𝑛𝜋𝑥

𝐿
,           𝑛 = 1,2, … , ∞   

 ام، پاسخ به شکل ویر خواهد بود:-nدر نتیجه برای شکل مود 

(2-14  𝑤𝑛(𝑥, 𝑡) = 𝑃𝑛(𝑡) 𝑠𝑖𝑛
𝑛𝜋𝑥

𝐿
 

𝛼و با در نظر گرفتن   98-2) یمعاد هاو  =
𝑛𝜋

𝐿
 :ی ومانی ویر را استخراج کنیمتوانیم معاد همی 

(2-11  𝑃𝑛̈ +
(𝐸𝐼)𝑒𝑞

(𝜌𝐴)𝑒𝑞

𝑛4𝜋4

𝐿4
𝑃𝑛 +

(𝐶𝐼)𝑒𝑞

(𝜌𝐴)𝑒𝑞

𝑛4𝜋4

𝐿4
𝑃𝑛̇ = 0 

 ی فوق را به فرم ویر در نظر بگیریم:توانیم معاد هساوی میبه عنوان ساده

(2-11  𝑃𝑛̈ + 2𝜁𝑛𝜔𝑛𝑃𝑛̇ + 𝜔𝑛
2𝑃𝑛 = 0 

 باشند که عبارتند او:فاکتور استهلاک می 𝜁𝑛فرکانس طبیعی بدون استهلاک و  𝜔𝑛که در این رابطه 

(2-17  (𝐸𝐼)𝑒𝑞

(𝜌𝐴)𝑒𝑞

𝑛4𝜋4

𝐿4
= 𝜔𝑛

2  →  𝜔𝑛 =
𝑛2𝜋2

𝐿2 √
(𝐸𝐼)𝑒𝑞

(𝜌𝐴)𝑒𝑞
 

(2-18  
(𝐶𝐼)𝑒𝑞

(𝜌𝐴)𝑒𝑞

𝑛4𝜋4

𝐿4
= 2𝜁𝑛𝜔𝑛  →  𝜁𝑛 =

𝑛2𝜋2(𝐶𝐼)𝑒𝑞

2𝐿2√(𝐸𝐼)𝑒𝑞(𝜌𝐴)𝑒𝑞

 

 در نتیجه فرکانس تیر دارای دمپینگ داخلی عبارت خواهد بود او:

(2-15  Ω𝑛 = −𝜁𝑛𝜔𝑛 ± 𝑖(𝜔𝑛√1 − 𝜁𝑛
2) 

 به دست آوردن پاسخ -2-6

 ی ویر استخراج گردید:ی حرکت به صورت معاد هدر قسمت قبل معاد ه

(2-11  

(𝜌𝐴)𝑒𝑞 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑡2
) +

𝜕2

𝜕𝑥2
((𝐸𝐼)𝑒𝑞

𝜕2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
)

+
𝜕2

𝜕𝑥2
((𝐶𝐼)𝑒𝑞

𝜕3𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2𝜕𝑡
) = 𝑄𝛿(𝑥 − 𝑣𝑡) 
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 گیریمی فوق پاسخ را به صورت ویر در نظر میدر معاد ه

(2-15  𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑤𝐻(𝑥, 𝑡) + 𝑤𝑃(𝑥, 𝑡) 

,𝑤𝐻(𝑥که در این رابطه،  𝑡) ( بار عرضی صفر است  و برای وقتی که پاسخ همگن معاد ه𝑤𝑃(𝑥, 𝑡)  پاسخ

 باشند.  میخصوصی معاد ه )در حضور بار عرضی

 گیریم. یعنیی پاسخ را با استفاده او روش بسا توابع ویژه به فرم ویر در نظر میفرم کلّ

(2-12  𝑤(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑃𝑗(𝑡)

∞

𝑗=1

𝑊𝑗(𝑥) 

ی ی فوق در معاد هرابطهبا جایگااری باشند. مختصات مودال متناظر با آن می 𝑃𝑗(𝑡)ویژه و  عتواب 𝑊𝑗(𝑥)که 

 حرکت

(2-19  
∑(𝜌𝐴)𝑒𝑞𝑊𝑗𝑃̈𝑗 + ((𝐸𝐼)𝑒𝑞𝑊′′

𝑗)
′′

𝑃𝑗 + ((𝐶𝐼)𝑒𝑞𝑊′′
𝑗)

′′
𝑃̇𝑗

∞

𝑗=1

= 𝑄𝛿(𝑥 − 𝑣𝑡) 

 همانطور که او قبل داشتیم

(2-14  𝑊′′′′ − 𝜔𝑛
2 𝑊 = 0 

 خواهیم داشت:  60-2)ی با در نظر گرفتن این رابطه و جایگااری در رابطه

(2-11  
∑(𝜌𝐴)𝑒𝑞 [𝑃̈𝑗 + 𝜔𝑗

2
(𝐸𝐼)𝑒𝑞

(𝜌𝐴)𝑒𝑞

 

𝑃𝑗 + 𝜔𝑗
2

(𝐶𝐼)𝑒𝑞

(𝜌𝐴)𝑒𝑞
𝑃̇𝑗] 𝑊𝑗

∞

𝑗=1

= 𝑄𝛿(𝑥 − 𝑣𝑡) 

و با در نظر گرفتن شرایا تعامد خواهیم  Lتا  0ی گیری در باوهو انتگرال 𝑊𝑘با ضرب طرفین رابطه فوق در 

 داشت:
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(2-11  (𝜌𝐴)𝑒𝑞 [𝑃̈𝑘 + 𝜔𝑘
2

(𝐸𝐼)𝑒𝑞

(𝜌𝐴)𝑒𝑞

 

𝑃𝑘 + 𝜔𝑘
2

(𝐶𝐼)𝑒𝑞

(𝜌𝐴)𝑒𝑞
𝑃̇𝑘]

𝐿

2
= 𝑞(𝑥, 𝑡) 

 که در آن:

(2-17  𝑞(𝑥, 𝑡) = ∫ 𝑄𝛿(𝑥 − 𝑣𝑡)𝑊𝑘𝑑𝑥
𝑙

0

= 𝑄 𝑠𝑖𝑛
𝑘𝜋𝑣𝑡

𝐿
 

 دینامیکی مودال ویر می رسیم: یدر نهایت به معاد ه

(2-18  𝑃̈𝑘 + 𝜔𝑘
2

(𝐶𝐼)𝑒𝑞

(𝜌𝐴)𝑒𝑞
𝑃̇𝑘 + 𝜔𝑘

2
(𝐸𝐼)𝑒𝑞

(𝜌𝐴)𝑒𝑞

 

𝑃𝑘 =
2𝑄

(𝜌𝐴)𝑒𝑞𝐿
𝑠𝑖𝑛

𝑘𝜋𝑣𝑡

𝐿
 

 نویسیم:معاد ه را به فرم استاندارد ویر می ،ساویبرای ساده

(2-13  𝑃̈𝑘 + 2𝜁𝑘𝜔𝑘𝑃̇𝑘 + 𝜔𝑘
2𝑃𝑘 =

2𝑄

(𝜌𝐴)𝑒𝑞𝐿
𝑠𝑖𝑛

𝑘𝜋𝑣𝑡

𝐿
 

:جواب عمومی ناشی از ارتعاش آزاد 2-6-1  

 دهیم:ی فوق را برابر با صفر قرار میهمگن ناشی او ارتعاش آواد، معاد هبرای به دست آوردن پاسخ 

(2-71  𝑃̈𝑘 + 2𝜁𝑘𝜔𝑘𝑃̇𝑘 + 𝜔𝑘
2𝑃𝑘 = 0 

 باشد که پاسخی به شکل ویر دارد:ارتعاش آواد تیر با استهلاک می یی فوق در واقع معاد همعاد ه

(2-75  

𝑃𝑘𝐻
= 𝐴𝑘𝑒−𝜁𝑘𝜔𝑘𝑡 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑘√1 − 𝜁𝑘

2𝑡)

+ 𝐵𝑘𝑒−𝜁𝑘𝜔𝑘𝑡 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑘√1 − 𝜁𝑘
2𝑡) 

 با استفاده او شرایا او یه به دست خواهند آمد. 𝐵𝑘و  𝐴𝑘که ضرایب ثابت 
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:جواب خصوصی ناشی از ارتعاش اجباری 2-6-2  

 به دست آمده برای ارتعاش اجباری ویر یدر معاد ه

(2-72  𝑃̈𝑘 + 2𝜁𝑘𝜔𝑘𝑃̇𝑘 + 𝜔𝑘
2𝑃𝑘 =

2𝑄

(𝜌𝐴)𝑒𝑞𝐿
𝑠𝑖𝑛

𝑘𝜋𝑣𝑡

𝐿
 

 گیریم:میی ناهمگن فوق را به صورت ویر در نظر معاد ه خصوصی پاسخ

(2-79  𝑃𝑘𝑃
= 𝐹𝑘 𝑠𝑖𝑛

𝑘𝜋𝑣𝑡

𝐿
+ 𝐺𝑘 𝑐𝑜𝑠

𝑘𝜋𝑣𝑡

𝐿
 

 خواهیم داشت:  69-2)یی فوق در معاد هبا جایگااری رابطه

(2-74  

−𝐹𝑘

𝑘2𝜋2𝑣2

𝐿2
𝑠𝑖𝑛

𝑘𝜋𝑣𝑡

𝐿
− 𝐺𝑘

𝑘2𝜋2𝑣2

𝐿2
𝑐𝑜𝑠

𝑘𝜋𝑣𝑡

𝐿

+ 2𝜁𝑘𝜔𝑘 (𝐹𝑘

𝑘𝜋𝑣

𝐿
𝑐𝑜𝑠

𝑘𝜋𝑣𝑡

𝐿
− 𝐺𝑘

𝑘𝜋𝑣

𝐿
𝑠𝑖𝑛

𝑘𝜋𝑣𝑡

𝐿
)

+ 𝜔𝑘
2 (𝐹𝑘 𝑠𝑖𝑛

𝑘𝜋𝑣𝑡

𝐿
+ 𝐺𝑘 𝑐𝑜𝑠

𝑘𝜋𝑣𝑡

𝐿
)

=
2𝑄

(𝜌𝐴)𝑒𝑞𝐿
𝑠𝑖𝑛

𝑘𝜋𝑣𝑡

𝐿
 

𝑠𝑖𝑛با مساوی صفر قرار دادن ضرایب 
𝑘𝜋𝑣𝑡

𝐿
𝑐𝑜𝑠و  

𝑘𝜋𝑣𝑡

𝐿
به شرح ویر  𝐺𝑘و  𝐹𝑘ی فوق، ضرایب ثابت در معاد ه 

 به دست خواهند آمد:

(2-71  𝐹𝑘 =

2𝑄
(𝜌𝐴)𝑒𝑞𝑙

(𝜔𝑘
2 −

𝑘2𝜋2𝑣2

𝑙2 ) 

(𝜔𝑘
2 −

𝑘2𝜋2𝑣2

𝑙2 )2 + 4𝜁𝑘
2𝜔𝑘

2 𝑘2𝜋2𝑣2

𝑙2

 

(2-71  𝐺𝑘 =

−
4𝑄

(𝜌𝐴)𝑒𝑞𝑙
𝜁𝑘𝜔𝑘

𝑘𝜋𝑣
𝑙

(𝜔𝑘
2 −

𝑘2𝜋2𝑣2

𝑙2 )2 + 4𝜁𝑘
2𝜔𝑘

2 𝑘2𝜋2𝑣2

𝑙2
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 پاسخ کامل تیر او مجمو  پاسخ همگن و خصوصی به دست می آید. یعنی:

(2-77  

𝑤(𝑥, 𝑡) = ∑ (𝐴𝑘  𝑒−𝜁𝑘𝜔𝑘𝑡 𝑐𝑜𝑠 (𝜔𝑘√1 − 𝜁𝑘
2𝑡)

∞

𝑘=1

+ 𝐵𝑘𝑒−𝜁𝑘𝜔𝑘𝑡 𝑠𝑖𝑛 (𝜔𝑘√1 − 𝜁𝑘
2𝑡)) 𝑠𝑖𝑛

𝑘𝜋𝑥

𝑙

+ ∑(𝐹𝑘 𝑠𝑖𝑛
𝑘𝜋𝑣𝑡

𝑙
+ 𝐺𝑘 𝑐𝑜𝑠

𝑘𝜋𝑣𝑡

𝑙
) 𝑠𝑖𝑛

𝑘𝜋𝑥

𝑙

∞

𝑘=1

 

خواهیم یه را اعمال کنیم که در این صورت  ستی شرایا اوّیبا 𝐵𝑘و 𝐴𝑘دست آوردن ضرایب ثابت بهبرای 

 داشت:

(2-78  𝑤(𝑥, 0) = 0 →  ∑(𝐴𝑘 + 𝐺𝑘) 𝑠𝑖𝑛
𝑘𝜋𝑥

𝑙

∞

𝑘=1

= 0 

(2-73  

𝑤,𝑡(𝑥, 0) = 0  

→  ∑(−𝐴𝑘𝜁𝑘𝜔𝑘 + 𝐵𝑘𝜔𝑘√1 − 𝜁𝑘
2 + 𝐹𝑘

𝑘𝜋𝑣

𝑙
) 𝑠𝑖𝑛

𝑘𝜋𝑥

𝑙

∞

𝑘=1

= 0 

𝑠𝑖𝑛ضرب داخلی طرفین روابا فوق در با 
𝑚𝜋𝑥

𝑙
 ساوی خواهیم داشت:و ساده 

(2-81   𝐴𝑘 = −𝐺𝑘       و     𝐵𝑘 =
−𝐹𝑘

𝑘𝜋𝑣
𝑙

− 𝐺𝑘𝜁𝑘𝜔𝑘

𝜔𝑘√1 − 𝜁𝑘
2

 

 دست خواهد آمد.ه بدین ترتیب خیز تیر ب
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 ارتعاش آزاد پس از گذشتن بار از روی تیر -2-6-3

حال حرکت است، در واقع تا هنگامی که معتبر است که بار بر روی تیر در  تا وقتی  77-2)ی معاد ه 

0
L

t
v

 جایی و هگیرد. جابتیر تحت ارتعاشات آواد قرار میشود . به محض اینکه بار او روی تیر رد می

ftی در  حظه  77-2)ی سرعت تیر در ابتدای ارتعاشات آواد او معاد ه
L

v
 آید.  اا:به دست می 

 𝑤(𝑥, 𝑡𝑓
+) = 𝑤(𝑥, 𝑡𝑓

−)     →      𝑃𝑘(𝑡𝑓
+) = 𝑃𝑘(𝑡𝑓

−) 

(2-85  𝑤,𝑡(𝑥, 𝑡𝑓
+) = 𝑤,𝑡(𝑥, 𝑡𝑓

−)     →      𝑃𝑘̇(𝑡𝑓
+) = 𝑃𝑘̇(𝑡𝑓

−) 

ftکه برای  t شود:پاسخ ومانی به شکل ویر در نظر گرفته می 

(2-82  
𝑃𝑘(𝑡) = 𝐶𝑘𝑒−𝜁𝑘𝜔𝑘𝑡 𝑐𝑜𝑠(𝜔𝑘√1 − 𝜁𝑘

2𝑡)

+ 𝑆𝑘𝑒−𝜁𝑘𝜔𝑘𝑡 𝑠𝑖𝑛(𝜔𝑘√1 − 𝜁𝑘
2𝑡) 

ftی در  حظه  58-2)باشند که با استفاده او شرایا ضرایب ثابت می 𝑆𝑘و  𝐶𝑘که  t :عبارت خواهند بود او 

(2-

89  

𝐶𝑘

=
1

𝐿 (𝜔𝑘√1 − 𝜁𝑘
2)

{𝑒+𝜁𝑘𝜔𝑘𝑡𝑓 [𝐹𝑘𝐿 (𝜔𝑘√1 − 𝜁𝑘
2) 𝑐𝑜𝑠 (𝜔𝑘√1 − 𝜁𝑘

2𝑡𝑓) 𝑠𝑖𝑛
𝑘𝜋𝑣𝑡𝑓

𝐿

− 𝐹𝑘𝑘𝜋𝑣 𝑠𝑖𝑛 (𝜔𝑘√1 − 𝜁𝑘
2𝑡𝑓) 𝑐𝑜𝑠

𝑘𝜋𝑣𝑡𝑓

𝐿

+ 𝐺𝑘𝐿𝜔𝑘√1 − 𝜁𝑘
2 𝑐𝑜𝑠 (𝜔𝑘√1 − 𝜁𝑘

2𝑡𝑓) 𝑐𝑜𝑠
𝑘𝜋𝑣𝑡𝑓

𝐿

+ 𝐺𝑘𝑘𝜋𝑣 𝑠𝑖𝑛 (𝜔𝑘√1 − 𝜁𝑘
2𝑡𝑓) 𝑠𝑖𝑛

𝑘𝜋𝑣𝑡𝑓

𝐿
+ 𝐴𝑘𝐿 (𝜔𝑘√1 − 𝜁𝑘

2) 𝑒−𝜁𝑘𝜔𝑘𝑡𝑓

− 𝐹𝑘𝐿𝜁𝑘𝜔𝑘 𝑠𝑖𝑛 (𝜔𝑘√1 − 𝜁𝑘
2𝑡𝑓) 𝑠𝑖𝑛

𝑘𝜋𝑣𝑡𝑓

𝐿

− 𝐺𝑘𝐿𝜁𝑘𝜔𝑘 𝑠𝑖𝑛 (𝜔𝑘√1 − 𝜁𝑘
2𝑡𝑓) 𝑐𝑜𝑠

𝑘𝜋𝑣𝑡𝑓

𝐿
]} 
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(2-84  

𝑆𝑘

=
1

𝐿 (𝜔𝑘√1 − 𝜁𝑘
2)

{𝑒+𝜁𝑘𝜔𝑘𝑡𝑓 [𝐹𝑘𝐿 (𝜔𝑘√1 − 𝜁𝑘
2) 𝑠𝑖𝑛 (𝜔𝑘√1 − 𝜁𝑘

2𝑡𝑓) 𝑠𝑖𝑛
𝑘𝜋𝑣𝑡𝑓

𝐿

+ 𝐹𝑘𝑘𝜋𝑣 𝑐𝑜𝑠 (𝜔𝑘√1 − 𝜁𝑘
2𝑡𝑓) 𝑐𝑜𝑠

𝑘𝜋𝑣𝑡𝑓

𝐿

+ 𝐺𝑘𝐿𝜔𝑘√1 − 𝜁𝑘
2 𝑠𝑖𝑛 (𝜔𝑘√1 − 𝜁𝑘

2𝑡𝑓) 𝑐𝑜𝑠
𝑘𝜋𝑣𝑡𝑓

𝐿

− 𝐺𝑘𝑘𝜋𝑣 𝑐𝑜𝑠 (𝜔𝑘√1 − 𝜁𝑘
2𝑡𝑓) 𝑠𝑖𝑛

𝑘𝜋𝑣𝑡𝑓

𝐿
+ 𝐵𝑘𝐿 (𝜔𝑘√1 − 𝜁𝑘

2) 𝑒−𝜁𝑘𝜔𝑘𝑡𝑓

+ 𝐹𝑘𝐿𝜁𝑘𝜔𝑘 𝑐𝑜𝑠 (𝜔𝑘√1 − 𝜁𝑘
2𝑡𝑓) 𝑠𝑖𝑛

𝑘𝜋𝑣𝑡𝑓

𝐿

− 𝐺𝑘𝐿𝜁𝑘𝜔𝑘 𝑐𝑜𝑠 (𝜔𝑘√1 − 𝜁𝑘
2𝑡𝑓) 𝑐𝑜𝑠

𝑘𝜋𝑣𝑡𝑓

𝐿
]} 

 عبارت است او پس او بارگااری در نتیجه پاسخ ارتعاشات آواد

(2-81  
𝑤(𝑥, 𝑡) = ∑ (𝐶𝑘  𝑒−𝜁𝑘𝜔𝑘𝑡 𝑐𝑜𝑠 (𝜔𝑘√1 − 𝜁𝑘

2𝑡)

∞

𝑘=1

+ 𝑆𝑘𝑒−𝜁𝑘𝜔𝑘𝑡 𝑠𝑖𝑛 (𝜔𝑘√1 − 𝜁𝑘
2𝑡)) 𝑠𝑖𝑛

𝑘𝜋𝑥

𝑙
 

 

 روش گلرکین -2-7

رکین تخمین او روش گل گاه سادهدیفرانسیلی برای شرایا مروی تکیه یدر این قسمت، فرکانس طبیعی معاد ه

 شود:صورت ویر فرض میلرکین یک حلّ تقریبی بهده شده است. بر اساس روش معمول گو

(2-81       
1

,
N

j j

j

w x t P t W x


  

که در آن  jW x   تابع آومون روش گلرکین و jP t باشد.  این تابع آومون مختصات مودال تعمیم یافته می

های متفاوتی وجود دارد. اما در کند. برای انتخاب این تابع روشتمام شرایا مروی و هندسی را بایستی ارضاء 
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sinتابع حدس وده شده این مورد 
j x

L

 و ضرب   99-2ی )ی فوق در رابطهبا جایگااری رابطهباشد. می

طرفین در  kW x گیری بر حسب و انتگرالx :خواهیم داشت 

(2-87  
¨

M 0P CP KP    

 شوند:صورت ویر تعریف میهای ماتریس معاد ه فوق بهکه در این رابطه درایه

(2-88       
1

0

kj j keq
M A w x w x dx   

 

(2-83   
 

 
21 2

2 2

0

j

kj keq

w x
C CI w x dx

x x

 
     
  

 

(2-31   
 

 
21 2

2 2

0

j

kj keq

w x
K EI w x dx

x x

 
     
  

 گیریم:در ارتعاشات آواد مختصات مودال تعمیم یافته را به صورت ویر در نظر می

(2-35    i t

j jP t a e   

 ی ویر خواهیم رسید:  به رابطه87-2ی )ی فوق در رابطهبا جایگااری رابطه

(2-32  2 0Ma i Ca Ka      

 باشد که با صفر قرار دادن دترمینان ماتریس فوق به دست خواهد آمد.فرکانس طبیعی مختلا می که 

 آید:ی ویر به دست میفاکتور استهلاک نیز او طبق رابطه
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(2-39  
 Re 




  

ی فوق که در رابطه Re باشد.، بخش حقیقی فرکانس می 

 

 نتایج عددی  -2-8

در این بخش نتایج عددی مربوط به فرکانس طبیعی و فاکتور استهلاک و تغییرات فرکانس طبیعی 

و ضریب میرایی  ، چگا یا ستیسیتههای مدول بدون استهلاک اول و فاکتور استهلاک بر حسب نسبت

 صات هندسی و مکانیکی سطح با یی تیر عبارتند او:شود. مشخّداخلی ویسکوا ستیک استخراج می

 

 

 صات هندسی و مکانیکی تیرمشخّ  5-2)جدول 

 مقدار صاتمشخّ

 m  20طول تیر )

 MPa  34000مدول ا ستیسیته )

 Kg/m  1000چگا ی بر واحد سطح )

 s  0.0023میرایی ویسکوا ستیک )ضریب 

 m  0.9ضخامت تیر )

 m  0.6پهنای تیر )

 همچنین بر طبق تعریف:

(2-34      ,           ,      U U U
ratio ratio ratio

L L L

E
E

E

 
 

 
    
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برای  (22-2)ی در رابطه Cدر جدول ویر فرکانس طبیعی بدون استهلاک تیر با صفر قرار دادن ماتریس 

ratioE  1حا ت همگن یعنی   ،  1ratio   و  1ratio   به اوایk=1  که با نتایج به به دست آمده است

 کاملاً مطابقت دارد. [91]و  [94] دست آمده او مراجع

 فرکانس طبیعی بدون استهلاک حا ت همگن مودهای یکم تا پنجم  2-2)جدول 

 

تیر متغیّر تابعی را بر حسب نسبت مدول  بدون استهلاک  تغییرات فرکانس طبیعی اوّل 2-2در شکل )

1ratio  به اوای  ratioEا ستیسیته )   و مقادیر مختلف توانk دهد. همانطور که پیداست نمایش می

بر روی  kبه اوای مقادیر کوچکتر  ratioEهمچنین  یابد.افزایش می ratioEل با افزایش فرکانس طبیعی اوّ

بر فرکانس طبیعی  ratioEیابد، تثثیر افزایش افزایش می kرتر است. یعنی همانطور که فرکانس طبیعی مؤثّ

1ratioEیابد. همچنین کلیه نمودارها در کاهش می  .با یکدیگر تقاطع دارند 

 

 𝜔1  𝜔2  𝜔3  𝜔4  𝜔5  

Galerkin method 42.7366 170.9465 384.6297 683.7862 1068.4160 

Timoshenko and 
young [34] 

42.7366 170.9465 384.6297 683.7862 1068.4160 

Fyrba [35] 42.7366 170.9465 384.6297 683.7862 1068.4160 
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  به ratioEتیر متغیّر تابعی بر حسب نسبت مدول ا ستیسیته )بدون استهلاک تغییرات فرکانس طبیعی اوّل   2-2)شکل 

 kاوای مقادیر مختلف توان 
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  به اوای مقادیر ratio) چگا یتیر متغیّر تابعی بر حسب نسبت بدون استهلاک تغییرات فرکانس طبیعی اوّل   9-2)شکل 

 kمختلف توان 

 

1ratioبه اوای   kتیر متغیّر تابعی بر حسب توان بدون استهلاک تغییرات فرکانس طبیعی اوّل   4-2)شکل    و مقادیر

  ratioEمختلف مدول ا ستیسیته )
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1ratioEبه اوای   kتیر متغیّر تابعی بر حسب توان بدون استهلاک تغییرات فرکانس طبیعی اوّل   1-2)شکل    و مقادیر مختلف

  ratio) چگا ی

   چگا یتیر متغیّر تابعی را بر حسب نسبت  بدون استهلاک  تغییرات فرکانس طبیعی اوّل 9-2در شکل )

(ratio  1  به اوایratioE   و مقادیر مختلف توانk پیداست فرکانس طور که دهد. هماننمایش می

بر روی فرکانس  kبه اوای مقادیر کوچکتر  ratioهمچنین  یابد.می کاهش ratioل با افزایش طبیعی اوّ

بر فرکانس طبیعی کاهش  ratioیابد، تثثیر افزایش افزایش می kرتر است. یعنی همانطور که طبیعی مؤثّ

1ratioنمودارها در  ییهیابد. همچنین کلّمی  .با یکدیگر تقاطع دارند 

به اوای   kتیر متغیّر تابعی را بر حسب توان  بدون استهلاک  نیز تغییرات فرکانس طبیعی اوّل 4-2شکل )

1ratio  ( و مقادیر مختلف مدول ا ستیسیتهratioEدهد. مطابق شکل، فرکانس طبیعی اوّل   نمایش می

بیشتر او یک  ratioE هنگامی کهیابد و کمتر او یک است، افزایش می ratioE هنگامی که  kتیر با افزایش 
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به فرکانس  kیابد. در هر دو حا ت واضح است که فرکانس طبیعی اوّل تیر با افزایش است، کاهش می

 شود.طبیعی اوّل تیر همگن نزدیک می

به اوای   kتیر متغیّر تابعی را بر حسب توان  بدون استهلاک  نیز تغییرات فرکانس طبیعی اوّل 1-2شکل )

1ratioE  ( و مقادیر مختلف مدول ا ستیسیتهratioدهد. مطابق شکل، فرکانس طبیعی اوّل   نمایش می

بیشتر او یک  ratio هنگامی کهیابد و می کاهشکمتر او یک است،  ratioهنگامی که  kتیر با افزایش 

به فرکانس  kیابد. در هر دو حا ت واضح است که فرکانس طبیعی اوّل تیر با افزایش می فزایشااست، 

 شود.طبیعی اوّل تیر همگن نزدیک می

 

  به اوای ratioتغییرات فاکتور استهلاک اوّل تیر متغیّر تابعی بر حسب نسبت ضریب میرایی ویسکوا ستیک )   1-2)شکل 

1ratio   ،1ratioE  مقادیر مختلف توان وk 

  تغییرات فاکتور استهلاک اوّل تیر متغیّر تابعی را بر حسب نسبت ضریب میرایی 1-2در شکل )

1ratio  به اوای ratioترموا ستیک )  ،1ratioE   مقادیر مختلف توان وk طور دهد. هماننمایش می
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طور یابد. همانافزایش می ratioل، فاکتور استهلاک نیز با افزایش که پیداست همانند فرکانس طبیعی اوّ

نمودارها در  ییهیابد. همچنین کلّبر فاکتور استهلاک کاهش می ratioیابد، تثثیر افزایش افزایش می  kکه 

1ratio  .با یکدیگر تقاطع دارند 

 

  به اوای ratioE) مدول ا ستیسیتهتغییرات فاکتور استهلاک اوّل تیر متغیّر تابعی بر حسب نسبت    7-2)شکل 

1ratio   ،1ratio  مقادیر مختلف توان و k 

          تغییرات فاکتور استهلاک اوّل تیر متغیّر تابعی را بر حسب نسبت مدول ا ستیسیته 7-2در شکل )

(ratioE 1  به اوایratio  ،1r a t i o  مقادیر مختلف توان  وk طور که پیداست دهد. هماننمایش می

افزایش   kیابد. همانطور که افزایش می ratioEل، فاکتور استهلاک نیز با افزایش همانند فرکانس طبیعی اوّ

1ratioEنمودارها در  ییههمچنین کلّیابد. بر فاکتور استهلاک کاهش می ratioEیابد، تثثیر افزایش می   با

 یکدیگر تقاطع دارند.
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  به اوای ratio) چگا ی  تغییرات فاکتور استهلاک اوّل تیر متغیّر تابعی را بر حسب نسبت 8-2در شکل )

1ratioE  ،1r a t i o   مقادیر مختلف توان وk دهد. فاکتور استهلاک نیز با افزایش نمایش میratio 

یابد. همچنین بر فاکتور استهلاک کاهش می ratioیابد، تثثیر افزایش می  kیابد. همانطور که می کاهش

1ratioنمودارها در  ییهکلّ   یکدیگر تقاطع دارند.با 

 

1ratio  به اوای ratio)چگا ی تغییرات فاکتور استهلاک اوّل تیر متغیّر تابعی بر حسب نسبت    8-2)شکل   ،

1ratioE   مقادیر مختلف توانو k 

کمتر او یک است، افزایش  ratio هنگامی که k، فاکتور استهلاک اوّل تیر با افزایش نیز  3-2در شکل )

یابد. در هر دو حا ت واضح است که فاکتور بیشتر او یک است، کاهش می ratio هنگامی کهیابد و می

 شود.اوّل تیر همگن نزدیک میبه فاکتور استهلاک  kاستهلاک اوّل تیر با افزایش 
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1ratioبه اوای   kتغییرات فاکتور استهلاک اوّل تیر متغیّر تابعی بر حسب توان   3-2)شکل   ،1ratioE   و مقادیر

  ratioمختلف ضریب میرایی ترموا ستیک )
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1ratioبه اوای   kتغییرات فاکتور استهلاک اوّل تیر متغیّر تابعی بر حسب توان   51-2)شکل   ،1ratio   و مقادیر مختلف

  ratioE) مدول ا ستیسیته

 

1ratioEبه اوای   kتغییرات فاکتور استهلاک اوّل تیر متغیّر تابعی بر حسب توان   55-2)شکل   ،1ratio   و مقادیر مختلف

  ratio) چگا ی

کمتر او یک است، افزایش  ratioE هنگامی که k، فاکتور استهلاک اوّل تیر با افزایش نیز  51-2در شکل )

 یابد. بیشتر او یک است، کاهش می ratioE هنگامی کهیابد و می

 ratio هنگامی که k، فاکتور استهلاک اوّل تیر با افزایش برخلاف نمودارهای قبلی  55-2در شکل )اما 

 نیز حا ت  اینیابد. در می افزایشبیشتر او یک است،  ratio هنگامی کهیابد و می کاهشکمتر او یک است، 

 شود.به فاکتور استهلاک اوّل تیر همگن نزدیک می kفاکتور استهلاک اوّل تیر با افزایش 

ی در نقطه پاسخ تیر  نمودار 52-2در آخر نیز در شکل )
2

L
x   کیلو  11بر حسب ومان را به اوای بار

35vهای سرعت نیوتن و در KN 50وv KN  در حین گاشتن بار او روی تیر و پس او گاشتن بار

 نمایش داده شده است:
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ی نمودار پاسخ تیر در نقطه  25-2شکل )
2

L
x   های کیلو نیوتن و در سرعت 11بر حسب ومان به اوای بار

35v KN 50وv KN 

35v در سرعتشود طور که مشاهده میمود رسم شده است. همانشکل   9به اوای   52-2شکل ) KN 

0.57tتیر تا ومان    ثانیه تحت ارتعاشات اجباری بوده و او آن ومان به بعد تحت ارتعاشات آواد قرار

50vگرفته است. در سرعت  KN  0.4نیز به همین ترتیب تا ومانt   ثانیه تیر ارتعاشات اجباری

رود تیر هنگامی که تحت که انتظار می طورهمانکند. داشته و پس او آن نیز به صورت آواد ارتعاش می

ارتعاشات اجباری است به خوبی حا ت چند فرکانسی بودن را به نمایش گااشته است. پس او گاشتن بار 

مقادیر  kبا افزایش  kSو  kCدر ضرایب  𝑒+𝜁𝑘𝜔𝑘𝑡𝑓رود اما به علت ترم او روی تیر نیز چنین انتظاری می

𝜔𝑘  و𝜁𝑘 یابد که موجب افزایش ترم افزایش می𝑒+𝜁𝑘𝜔𝑘𝑡𝑓 شود که این افزایش در هر مرحله موجب می

ی قبل ظاهر ی متفاوت او مرحلها  در مرتبه84-2ی )شود که ضرایب سینوس و کسینوس در معاد همی

 باشد.محسوس نمیشود که به همین د یل چند فرکانسی بودن نمودار 
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 مفصل سوّ 

 یارتعاشات آزاد غیرخطّ 
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 مهمقدّ  -3-1

ر تابعی ویسکوا ستیک پرداخته شده است. در ابتدا با ی تیر متغیّدر این فصل به بررسی ارتعاشات غیرخطّ 

ی استخراج شده ی حرکت غیرخطّکارمن و با استفاده او اصل همیلتون معاد ه-در نظر گرفتن کرنش ون

مورد بررسی قرار گرفته و شکل 1های چندگانهمقیاساست. سپس ارتعاشات آواد تیر با استفاده او روش 

واد بر حسب ومان و آمودها و فرکانس طبیعی تیر به دست آمده است. سپس نمودارهای پاسخ ارتعاشات 

 ه است.استخراج گردیدو فرکانس بر حسب دامنه ی ارتعاش بر حسب ومان دامنه

 ی:حرکت غیرخطّ یبه دست آوردن معادله -3-2

  شود:صورت ویر بیان می برنو ی به-یک تیر او ر 𝒖جایی های بردار جابهفهمؤ ّ

(9-5  
 

𝑢1 = −𝑧
𝜕𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
 

(9-2   𝑢2 = 0 

(9-9   𝑢3 = 𝑤(𝑥, 𝑡) 

ی محور دهندهنشان 𝑥دهند و نشان میترتیب  را به 𝑧و  𝑥 ،𝑦جایی در راستاهای جابه  𝑢3و 𝑢1 ،𝑢2که 

 خنثی در راستای طول تیر است.

 شود:ی ویر تعریف میکارمن نیز طبق رابطه-کرنش ون

(9-4  𝜀𝑥 =
𝜕𝑢1

𝜕𝑥
+

1

2
(

𝜕𝑢3

𝜕𝑥
)

2

 

 ی فوق، کرنش به صورت ویر به دست خواهد آمد:در رابطه 𝑢3و  𝑢1با جایگااری روابا مربوط به 

(9-1  𝜀𝑥 = −𝑧𝑤,𝑥𝑥 +
1

2
𝑤,𝑥

2 

                                                            
1 The Multiple Scales Method 
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ر تابعی ویسکوا ستیک او اصل همیلتون استفاده خواهیم کرد. ی حرکت تیر متغیّبرای به دست آوردن معاد ه

طبق اصل  پرداویم.انرژی جنبشی و پتانسیل و کار نیروهای غیرکنسرواتیو می یپیش او آن به محاسبه

 همیلتون

(9-1  𝛿 ∫ ℒ 𝑑𝑡 = ∫ (𝛿𝑇 − 𝛿𝑈 + 𝛿𝑊𝑛𝑐) 𝑑𝑡 = 0
𝑡1

𝑡0

𝑡1

𝑡0

 

 

 FGVتیر     برای𝑇نظر کردن او اینرسی چرخشی، انرژی جنبشی )برنو ی و با صرف-با در نظر گرفتن مدل او ر

 شود:صورت ویر بیان میبه

(9-7  𝑇 =
1

2
∫ ∫ 𝜌(𝑧)𝑤,𝑡

2𝑑𝐴𝑑𝑥
 

𝐴

𝐿

0

=
1

2
∫ 𝐼1𝑤,𝑡

2𝑑𝑥
𝐿

0

 

 که در این رابطه

(9-8  𝐼1 = ∫ 𝜌(𝑧)𝑑𝐴
 

𝐴

 

 جنبشی عبارت خواهد بود او:در نتیجه تغییرات انرژی 

(9-3  𝛿𝑇 = ∫ 𝐼1𝑤,𝑡𝛿𝑤,𝑡𝑑𝑥
𝐿

0

 

ی انرژی ی تیر مورد بررسی برای محاسبهت خاصیت ویسکوا ستیسیتهاشاره شد به علّ 2همانطور که در فصل 

 کنیم.یعنی ترم مربوط به تنش ا ستیک استفاده می  𝜎𝑒کرنشی تیر او 

(9-51  
𝑈 =

1

2
∫ ∫ 𝜎𝑒𝜀𝑥𝑑𝐴 𝑑𝑥

 

𝐴

𝑙

0

=
1

2
∫ ∫ 𝐸(𝑧) (−𝑧𝑤,𝑥𝑥 +

1

2
𝑤,𝑥

2)
2

𝑑𝐴 𝑑𝑥
 

𝐴

𝑙

0

 

 در نتیجه



 

62 
 

(9-55  

𝛿𝑈 = ∫ ∫ 𝐸(𝑧)𝜀𝛿𝜀𝑑𝐴𝑑𝑥
 

𝐴

𝐿

0

= ∫ ∫ 𝐸(𝑧) [−𝑧𝑤,𝑥𝑥 +
1

2
𝑤,𝑥

2] [−𝑧𝛿𝑤,𝑥𝑥

 

𝐴

𝐿

0

+ 𝑤,𝑥𝛿𝑤,𝑥]𝑑𝐴𝑑𝑥 

 

(9-52  
𝛿𝑈 = ∫ ∫ 𝐸(𝑧) (𝑧2𝑤,𝑥𝑥𝛿𝑤,𝑥𝑥 − 𝑧𝑤,𝑥𝑤,𝑥𝑥𝛿𝑤,𝑥

 

𝐴

𝐿

0

−
1

2
𝑧𝑤,𝑥

2𝛿𝑤,𝑥𝑥 +
1

2
𝑤,𝑥

3𝛿𝑤,𝑥) 𝑑𝐴𝑑𝑥 

 ی فوق خواهیم داشت:که در رابطه

(9-59  (𝐴11, 𝐵11, 𝐶11) = ∫ 𝐸(𝑧)(1, 𝑧, 𝑧2)𝑑𝐴
 

𝐴

 

ک کار نیروهای غیرکانسرواتیو نیز او دو بخش، یکی مربوط به تنش ویسکوا ستیک و دیگری مربوط به بار متحرّ

 گردد. در نتیجهک با استفاده او تابع د تای دیراک معرفی میباشد که بار متحرّعرضی می

(9-54  

𝛿𝑊𝑛𝑐 = − ∫ 𝑄𝛿(𝑥 − 𝑣𝑡)𝛿𝑤 𝑑𝑥
𝐿

0

− ∫ ∫ 𝐸(𝑧)𝜂(𝑧)𝜀̇
 

𝐴

𝐿

0

𝛿𝜀𝑑𝐴𝑑𝑥

= − ∫ 𝑄𝛿(𝑥 − 𝑣𝑡)𝛿𝑤 𝑑𝑥
𝐿

0

− ∫ ∫ 𝐸(𝑧)𝜂(𝑧)(−𝑧𝑤,𝑥𝑥𝑡 + 𝑤,𝑥𝑤,𝑥𝑡)(−𝑧𝛿𝑤,𝑥𝑥

 

𝐴

𝐿

0

+ 𝑤,𝑥𝛿𝑤,𝑥)𝑑𝐴𝑑𝑥 
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(9-51  

𝛿𝑊𝑛𝑐 = − ∫ 𝑄𝛿(𝑥 − 𝑣𝑡)𝛿𝑤 𝑑𝑥
𝐿

0

− ∫ ∫ 𝜂(𝑧)[−𝑧2𝑤,𝑥𝑥𝑡𝛿𝑤,𝑥𝑥 + 𝑧𝑤,𝑥𝑤,𝑥𝑡𝛿𝑤,𝑥𝑥

 

𝐴

𝐿

0

+ 𝑧𝑤,𝑥𝑥𝑡𝑤,𝑥𝛿𝑤,𝑥 − 𝑤,𝑥
2𝑤,𝑥𝑡𝛿𝑤,𝑥)𝑑𝐴𝑑𝑥 

 ی فوق:که در رابطه

(9-51  (𝐷11, 𝐸11, 𝐹11) = ∫ 𝐸(𝑧)𝜂(𝑧)(1, 𝑧, 𝑧2)𝑑𝐴
 

𝐴

 

   خواهیم داشت:1-9ی )  در رابطه51-9  تا )3-9اری روابا )ابا جایگ

(9-57  

∫ ∫ 𝐼1𝑤,𝑡𝛿𝑤,𝑡𝑑𝑥
𝐿

0

𝑑𝑡
𝑡

0

+ ∫ ∫ (−𝐶11𝑤,𝑥𝑥𝛿𝑤,𝑥𝑥 + 𝐵11𝑤,𝑥𝑤,𝑥𝑥𝛿𝑤,𝑥

𝐿

𝑜

𝑡

0

+
1

2
𝐵11𝑤,𝑥

2𝛿𝑤,𝑥𝑥 −
1

2
𝐴11𝑤,𝑥𝑥

3𝛿𝑤,𝑥) 𝑑𝑥𝑑𝑡

− ∫ ∫ 𝑄𝛿(𝑥 − 𝑣𝑡)𝛿𝑤 𝑑𝑥
𝐿

0

𝑡

0

+ ∫ ∫ [−𝐹11𝑤,𝑥𝑥𝑡𝛿𝑤,𝑥𝑥 + 𝐸11𝑤,𝑥𝑤,𝑥𝑡𝛿𝑤,𝑥𝑥

𝐿

0

𝑡

0

+ 𝐸11𝑤,𝑥𝑥𝑡𝑤,𝑥𝛿𝑤,𝑥 − 𝐷11𝑤,𝑥
2𝑤,𝑥𝑡𝛿𝑤,𝑥]𝑑𝑥𝑑𝑡 = 0 

 کنیم:های انتگرال فوق را به ترتیب محاسبه میترمتک تک 

(9-58  
∫ ∫ 𝐼1𝑤,𝑡𝛿𝑤,𝑡𝑑𝑥

𝐿

0

𝑑𝑡
𝑡

0

= ∫ 𝐼1𝑤,𝑡𝛿𝑤 |
𝑡
0

𝑑𝑡 −
𝐿

𝑜

∫ ∫ 𝐼1𝑤,𝑡𝑡𝛿𝑤𝑑𝑥
𝐿

0

𝑑𝑡
𝑡

0
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(9-53  

∫ ∫ −𝐶11𝑤,𝑥𝑥𝛿𝑤,𝑥𝑥𝑑𝑥𝑑𝑡
𝐿

0

𝑡

0

= ∫ −𝐶11𝑤,𝑥𝑥𝛿𝑤,𝑥 |
𝐿
0

𝑡

0

𝑑𝑡 + ∫ 𝐶11𝑤,𝑥𝑥𝑥𝛿𝑤 |
𝐿
0

𝑡

0

𝑑𝑡

− ∫ ∫ 𝐶11𝑤,𝑥𝑥𝑥𝑥𝛿𝑤𝑑𝑥𝑑𝑡
𝐿

0

𝑡

0

 

(9-21  

∫ ∫ 𝐵11𝑤,𝑥𝑤,𝑥𝑥𝛿𝑤,𝑥𝑑𝑥𝑑𝑡
𝐿

0

𝑡

0

= ∫ 𝐵11𝑤,𝑥𝑤,𝑥𝑥𝛿𝑤 |
𝐿
0

𝑡

0

𝑑𝑡

− ∫ ∫ 𝐵11(𝑤,𝑥𝑥
2 + 𝑤,𝑥𝑤,𝑥𝑥𝑥)𝛿𝑤𝑑𝑥𝑑𝑡

𝐿

0

𝑡

0

 

(9-25  

∫ ∫
1

2
𝐵11𝑤,𝑥

2𝛿𝑤,𝑥𝑥𝑑𝑥𝑑𝑡
𝐿

0

𝑡

0

= ∫
1

2
𝐵11𝑤,𝑥

2𝛿𝑤,𝑥 |
𝐿
0

𝑡

0

𝑑𝑡

− ∫ 𝐵11𝑤,𝑥𝑤,𝑥𝑥𝛿𝑤 |
𝐿
0

𝑡

0

𝑑𝑡

+ ∫ ∫ 𝐵11(𝑤,𝑥𝑥
2 + 𝑤,𝑥𝑤,𝑥𝑥𝑥)𝛿𝑤𝑑𝑥𝑑𝑡

𝐿

0

𝑡

0

 

(9-22  

∫ ∫ −
1

2
𝐴11𝑤,𝑥𝑥

3𝛿𝑤,𝑥𝑑𝑥
𝐿

0

𝑑𝑡
𝑡

0

= ∫ −
1

2
𝐴11𝑤,𝑥

3𝛿𝑤 |
𝐿
0

𝑡

0

𝑑𝑡

+ ∫ ∫
3

2
𝐴11𝑤,𝑥

2𝑤,𝑥𝑥𝛿𝑤𝑑𝑥𝑑𝑡
𝐿

0

𝑡

0
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(9-29  

∫ ∫ −𝐹11𝑤,𝑥𝑥𝑡𝛿𝑤,𝑥𝑥𝑑𝑥
𝐿

0

𝑑𝑡
𝑡

0

= ∫ −𝐹11𝑤,𝑥𝑥𝑡𝛿𝑤,𝑥 |
𝐿
0

𝑡

0

𝑑𝑡 + ∫ 𝐹11𝑤,𝑥𝑥𝑥𝑡𝛿𝑤 |
𝐿
0

𝑡

0

− ∫ ∫ 𝐹11𝑤,𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡𝛿𝑤𝑑𝑥
𝐿

0

𝑑𝑡
𝑡

0

 

(9-24  

∫ ∫ 𝐸11𝑤,𝑥𝑤,𝑥𝑡𝛿𝑤,𝑥𝑥𝑑𝑥
𝐿

0

𝑑𝑡
𝑡

0

= ∫ 𝐸11𝑤,𝑥𝑤,𝑥𝑡𝛿𝑤,𝑥 |
𝐿
0

𝑡

0

𝑑𝑡

− ∫ 𝐸11(𝑤,𝑥𝑥𝑤,𝑥𝑡 + 𝑤,𝑥𝑤,𝑥𝑥𝑡)𝛿𝑤 |
𝐿
0

𝑡

0

+ ∫ ∫ 𝐸11(𝑤,𝑥𝑥𝑥𝑤,𝑥𝑡 + 𝑤,𝑥𝑥𝑤,𝑥𝑥𝑡 + 𝑤,𝑥𝑥𝑤,𝑥𝑥𝑡

𝐿

0

𝑡

0

+ 𝑤,𝑥𝑤,𝑥𝑥𝑥𝑡)𝛿𝑤𝑑𝑥 𝑑𝑡 

(9-21  

∫ ∫ 𝐸11𝑤,𝑥𝑥𝑡𝑤,𝑥𝛿𝑤,𝑥𝑑𝑥
𝐿

0

𝑑𝑡
𝑡

0

= ∫ 𝐸11𝑤,𝑥𝑥𝑡𝑤,𝑥𝛿𝑤 |
𝐿
0

𝑡

0

𝑑𝑡

− ∫ ∫ 𝐸11(𝑤,𝑥𝑥𝑡𝑤,𝑥𝑥 + 𝑤,𝑥𝑥𝑥𝑡𝑤,𝑥)𝛿𝑤𝑑𝑥
𝐿

0

𝑑𝑡
𝑡

0

 

(9-21  

∫ ∫ −𝐷11𝑤,𝑥
2𝑤,𝑥𝑡𝛿𝑤,𝑥𝑑𝑥𝑑𝑡

𝐿

0

𝑡

0

= ∫ −𝐷11𝑤,𝑥
2𝑤,𝑥𝑡𝛿𝑤 |

𝐿
0

𝑡

0

𝑑𝑡

+ ∫ ∫ 𝐷11(𝑤,𝑥𝑥𝑡𝑤,𝑥
2 + 2𝑤,𝑥𝑥𝑤,𝑥𝑤,𝑥𝑡)𝛿𝑤𝑑𝑥

𝐿

0

𝑑𝑡
𝑡

0

 



 

66 
 

 ی ویر خواهیم رسید:ی حرکت غیرخطّدر نهایت به معاد ه

(9-27  

𝐼1𝑤,𝑡𝑡 + 𝐶11𝑤,𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝐹11𝑤,𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡 −
3

2
𝐴11𝑤,𝑥

2𝑤,𝑥𝑥

− 𝐷11(𝑤,𝑥𝑥𝑡𝑤,𝑥
2 + 2𝑤,𝑥𝑥𝑤,𝑥𝑤,𝑥𝑡)

− 𝐸11(𝑤,𝑥𝑥𝑡𝑤,𝑥𝑥 + 𝑤,𝑥𝑥𝑥𝑤,𝑥𝑡) = 𝑄𝛿(𝑥 − 𝑣𝑡) 

 ی ال وی و همکاران کاملاً مطابقت داردی به دست آمده در مقا هی فوق در حا ت همگن با معاد هکه معاد ه

[27]. 

 ی:تحلیل ارتعاشات آزاد غیرخطّ  -3-3

ی اصلی استفاده او روش کنیم. ایدههای چندگانه استفاده میروش مقیاسبرای تحلیل ارتعاشات آواد او 

بسطی استفاده کنیم که به جای اینکه پاسخ، تابعی او یک متغیّر باشد، های چندگانه این است که او مقیاس

های دیگر این است که برای تابعی او چندین متغیّر یا مقیاس مستقل باشد. برتری این روش نسبت به روش

-سپس متغیّرهای مستقلی به شکل ویر تعریف می. باشدهای دارای استهلاک بسیار مناسب میتحلیل سیستم

 کنیم:

(9-28  𝑇𝑛 = 𝜖𝑛𝑡   ,    𝑛 = 0,1,2, … 

 باشد. می Book keepingدر این رابطه پارامتر  𝜖که 

ای نسبت به های پارههایش مشتقشود که ترمبه پیرو تعریف فوق، مشتق نسبت به ومان به بسطی تبدیل می

𝑇𝑛 بنابراین[36] خواهند بود . 

(9-23  𝑑

𝑑𝑡
=

𝑑𝑇0

𝑑𝑡

𝜕

𝜕𝑇0
+

𝑑𝑇1

𝑑𝑡

𝜕

𝜕𝑇1
+ ⋯ = 𝐷0 + 𝜖𝐷1 + ⋯ 

(9-91  𝑑2

𝑑𝑡2
= 𝐷0

2 + 2𝜖𝐷0𝐷1 + ⋯ 

 گیریم:سپس پاسخ را به صورت بسا ویر درنظر می 
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(9-95  𝑤𝑛(𝑥, 𝑡, 𝜖) = 𝑤𝑛0(𝑥, 𝑇0, 𝑇1) + 𝜖𝑤𝑛1(𝑥, 𝑇0, 𝑇1) + 𝑂(𝜖2) 

ای دارد که بسا طبق آن انجام های ومانی مستقل مورد نیاو بستگی به مرتبه وم به ذکر است که تعداد مقیاس

 مورد نیاو است. 𝑇1و  𝑇0انجام شده باشد، متغیّرهای  𝑂(𝜖2)شده است. اگر بسا تا 

 کنیم:پایری ظاهر شوند، فرض میی هر دو در شرط حلدر این سیستم برای اینکه ترم میرایی و غیرخطّ

(9-92  𝐴11 = 𝜖𝐴11̂ 

(9-99  𝐸11 = 𝜖𝐸11̂ 

(9-94  𝐹11 = 𝜖𝐹11̂ 

(9-91  𝐷11 = 𝜖𝐷11̂ 

 ، خواهیم داشت:نظر او علامت و صرف ی حرکت  در معاد ه19-9  تا )28-9با جایگااری روابا )

(9-91  

𝐼1(𝐷0
2 + 2𝜖𝐷0𝐷1)(𝑤𝑛0 + 𝜖𝑤𝑛1) + 𝐶11(𝑤𝑛0,𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜖𝑤𝑛1,𝑥𝑥𝑥𝑥)

+ 𝜖𝐹11̂(𝐷0 + 𝜖𝐷1)(𝑤𝑛0,𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝜖𝑤𝑛1,𝑥𝑥𝑥𝑥)

−
3

2
𝐴11𝜖(𝑤𝑛0,𝑥 + 𝜖𝑤𝑛1,𝑥)

2
(𝑤𝑛0,𝑥𝑥 + 𝜖𝑤𝑛1,𝑥𝑥)

− 𝜖𝐸11̂(𝑤𝑛0,𝑥𝑥 + 𝜖𝑤𝑛1,𝑥𝑥)(𝐷0 + 𝜖𝐷1)(𝑤𝑛0,𝑥𝑥

+ 𝜖𝑤𝑛1,𝑥𝑥)

− 𝜖𝐸11̂(𝑤𝑛0,𝑥𝑥𝑥 + 𝜖𝑤𝑛1,𝑥𝑥𝑥)(𝐷0 + 𝜖𝐷1)(𝑤𝑛0,𝑥

+ 𝜖𝑤𝑛1,𝑥)

− 𝜖𝐷11(𝐷0 + 𝜖𝐷1)(𝑤𝑛0,𝑥𝑥

+ 𝜖𝑤𝑛1,𝑥𝑥)(𝑤𝑛0,𝑥 + 𝜖𝑤𝑛1,𝑥)
2

− 2𝜖𝐷11(𝑤𝑛0,𝑥 + 𝜖𝑤𝑛1,𝑥)(𝑤𝑛0,𝑥𝑥 + 𝜖𝑤𝑛1,𝑥𝑥)(𝐷0

+ 𝜖𝐷1)(𝑤𝑛0,𝑥 + 𝜖𝑤𝑛1,𝑥) = 0 

 و پس او مرتب ساوی خواهیم داشت: 𝜖با مساوی صفر قرار دادن ضرایب مختلف 
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(9-97  𝐼1(𝐷0
2𝑤𝑛0) + 𝐶11𝑤𝑛0,𝑥𝑥𝑥𝑥 = 0 𝑂(𝜖0): 

(9-98  𝐼1𝐷0
2𝑤𝑛1 + 𝐶11𝑤𝑛1,𝑥𝑥𝑥𝑥

= −2𝐼1𝐷0𝐷1𝑤𝑛0 − 𝐹11𝐷0𝑤𝑛0,𝑥𝑥𝑥𝑥

+
3

2
𝐴11(𝑤𝑛0,𝑥)

2
𝑤𝑛0,𝑥𝑥 + 𝐸11𝑤𝑛0,𝑥𝑥𝐷0𝑤𝑛0,𝑥𝑥

+ 𝐸11𝑤𝑛0,𝑥𝑥𝑥𝐷0𝑤𝑛0,𝑥 + 𝐷11𝐷0𝑤𝑛0,𝑥𝑥(𝑤𝑛0,𝑥)
2

+ 2𝐷11𝑤𝑛0,𝑥𝑤𝑛0,𝑥𝑥𝐷0𝑤𝑛0,𝑥 

𝑂(𝜖1):   

-باشد که با استفاده او روش جدایش متغیّرها قابل حل میی می  یک معاد ه مشتق جزئی خط97ّ-9ی )معاد ه

 گیریم:پاسخ را به صورت ویر در نظر میاشد. ب

(9-93  𝑤𝑛0(𝑥, 𝑇0, 𝑇1) = [𝐴𝑛(𝑇1)𝑒𝑖𝜔𝑛0𝑇0 + 𝐴𝑛
̅̅̅̅ (𝑇1)𝑒−𝑖𝜔𝑛0𝑇0]𝑌𝑛(𝑥) 

-و شکل مود خطّی می بدون استهلاک به ترتیب فرکانس طبیعی خطّی 𝑌𝑛(𝑥)و  𝜔𝑛0ی فوق، که در رابطه

𝐴𝑛تابع مختلا نامعلوم و  𝐴𝑛(𝑇1)باشند. همچنین 
̅̅̅̅ (𝑇1) باشد.مزدوج مختلا آن می 

 رسیم:  به معاد ه دیفرانسیل ویر می97-9ی )  در رابطه93-9ی )با جایگااری رابطه

(9-41  −𝜔𝑛0
2𝐼1𝑌𝑛 + 𝐶11𝑌𝑛

′′′′ = 0 

   به صورت 41-9ی )با در نظر گرفتن پاسخ معاد ه

(9-45  𝑌𝑛(𝑥) = 𝐵𝑛𝑒𝛽𝑛𝑥 

 خواهیم داشت:

(9-42  
𝐶11

𝐼1
𝛽𝑛

4 − 𝜔𝑛0
2 = 0 

(9-49  𝛽𝑛 = ±√
𝐼1

𝐶11
𝜔𝑛0

2
4

, ±𝑖 √
𝐼1

𝐶11
𝜔𝑛0

2
4

 



 

69 
 

 در نتیجه

(9-44  𝑌𝑛(𝑥) = 𝐵1 cosh 𝛽1𝑥 + 𝐵2 sinh 𝛽2𝑥 + 𝐵3 cos 𝛽3𝑥 + 𝐵4 sin 𝛽4𝑥 

 گاه ساده خواهیم داشت:بر اساس شرایا مروی تیر با دو تکیه

(9-41  𝑤𝑛0(0, 𝑡) = 𝑤𝑛0(𝑙, 𝑡) = 𝑤𝑛0,𝑥𝑥(0, 𝑡) = 𝑤𝑛0,𝑥𝑥(𝑙, 𝑡) = 0 

 که در نتیجه

(9-41  𝑌𝑛(0, 𝑡) = 𝑌𝑛(𝑙, 𝑡) = 𝑌𝑛
′′(0, 𝑡) = 𝑌𝑛

′′(𝑙, 𝑡) = 0 

 با اعمال شرایا مروی فوق خواهیم داشت:

(9-47  𝑌𝑛(0, 𝑡) = 0  →   𝐵1 + 𝐵3 = 0 

(9-48  𝑌𝑛
′′(0, 𝑡) = 0  →   𝐵1 − 𝐵3 = 0 

(9-43   𝐵1 = 𝐵3 = 0 

(9-11  𝑌𝑛(𝑙, 𝑡) = 0  →   𝐵2 sinh 𝛽2𝑙 + 𝐵4 sin 𝛽4𝑙 = 0 

(9-15  𝑌𝑛(𝑙, 𝑡) = 0  →   𝐵2 sinh 𝛽2𝑙 + 𝐵4 sin 𝛽4𝑙 = 0 

 با برابر صفر قرار دادن دترمینان ماتریس ضرایب خواهیم داشت:

(9-12  
sinh 𝛽2𝑙 sin 𝛽4𝑙 = 0  →    sin 𝛽4𝑙 = 0   →    𝛽4 =

𝑛𝜋

𝑙
    ,  

  𝑛 = 1, 2, … , ∞  

 که در نتیجه فرکانس طبیعی برابر خواهد بود با

(9-19  𝜔𝑛0 =
𝑛2𝜋2

𝑙2
√

𝐶11

𝐼1
      , 𝑛 = 1, 2, … , ∞  
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 شکل مود خطّی برابر خواهد بود با و

(9-14  𝑌𝑛(𝑥) = 𝐵𝑛 sin
𝑛𝜋

𝑙
𝑥 

   خواهیم داشت:98-9ی )  در رابطه93-9ی )با جایگااری رابطه

(9-11  

𝐼1𝐷0
2𝑤𝑛1 + 𝐶11𝑤𝑛1,𝑥𝑥𝑥𝑥

= −2𝐼1𝑖𝜔𝑛0𝐷1(𝐴𝑛(𝑇1)𝑒𝑖𝜔𝑛0𝑇0)𝑌𝑛 − 𝐹11𝑖𝜔𝑛0𝐴𝑛(𝑇1)𝑒𝑖𝜔𝑛0𝑇0𝑌𝑛
′′′′

+
3

2
𝐴11 (𝐴𝑛(𝑇1)2𝑒2𝑖𝜔𝑛0𝑇0 + 𝐴𝑛(𝑇1)𝐴𝑛

̅̅̅̅ (𝑇1)) 𝑌′2
 
𝐴𝑛(𝑇1)𝑒𝑖𝜔𝑛0𝑇0𝑌𝑛

′′

+ 𝐸11𝐴𝑛(𝑇1)𝑒𝑖𝜔𝑛0𝑇0𝑌𝑛
′′(𝑖𝜔𝑛0𝐴𝑛(𝑇1)𝑒𝑖𝜔𝑛0𝑇0𝑌𝑛

′′)

+ 𝐸11𝐴𝑛(𝑇1)𝑒𝑖𝜔𝑛0𝑇0𝑌𝑛
′′′(𝑖𝜔𝑛0𝐴𝑛(𝑇1)𝑒𝑖𝜔𝑛0𝑇0𝑌𝑛

′)

+ 𝐷11(𝑖𝜔𝑛0𝐴𝑛(𝑇1)𝑒𝑖𝜔𝑛0𝑇0𝑌𝑛
′′) (𝐴𝑛(𝑇1)2𝑒2𝑖𝜔𝑛0𝑇0

+ 𝐴𝑛(𝑇1)𝐴𝑛
̅̅̅̅ (𝑇1)) 𝑌𝑛

′2

+ 2𝐷11𝐴𝑛(𝑇1)𝑒𝑖𝜔𝑛0𝑇0𝑌𝑛
′𝐴𝑛(𝑇1)𝑒𝑖𝜔𝑛0𝑇0𝑌𝑛

′′(𝑖𝜔𝑛0𝐴𝑛(𝑇1)𝑒𝑖𝜔𝑛0𝑇0𝑌𝑛
′)

+ 𝑐. 𝑐. 

cکه  .c  باشد.به معنای مزدوج مختلا می .

 خواهیم داشت: 1های سکو ربا برابر صفر قرار دادن ترم

(9-11  

−2𝐼1𝑖𝜔𝑛0𝐷1𝐴𝑛(𝑇1)𝑌𝑛 − 𝐹11𝑖𝜔𝑛0𝐴𝑛(𝑇1)𝑌𝑛
′′′′

+
3

2
𝐴11𝐴𝑛(𝑇1)2𝐴𝑛

̅̅̅̅ (𝑇1)𝑌′2
𝑌𝑛

′′

+ 𝐷11𝑖𝜔𝑛0𝐴𝑛(𝑇1)2𝐴𝑛
̅̅̅̅ (𝑇1)𝑌𝑛

′2
𝑌𝑛

′′ = 0 

 خواهیم داشت Lتا  0گیری او ضرب داخلی کرده و با انتگرال 𝑌𝑚ی فوق را در معاد ه

                                                            
1 Secular Terms 
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(9-17  𝑖𝐷1𝐴𝑛(𝑇1) + 𝜇𝑛𝐴𝑛(𝑇1) + 𝜒𝑛𝐴𝑛(𝑇1)2𝐴𝑛
̅̅̅̅ (𝑇1) = 0 

 عبارتند او: 𝜒𝑛و  𝜇𝑛که در آن ضرایب 

(9-18  𝜇𝑛 =
𝐹11𝑖𝜔𝑛0 ∫ 𝑌𝑛

′′′′𝑌𝑚𝑑𝑥
𝑙

0

2𝐼1𝜔𝑛0 ∫ 𝑌𝑛𝑌𝑚𝑑𝑥
𝑙

0

 

(9-13  𝜒𝑛 = −

3
2

𝐴11 ∫ 𝑌′2
𝑌𝑛

′′𝑌𝑚𝑑𝑥
𝑙

0

2𝐼1𝜔𝑛0 ∫ 𝑌𝑛𝑌𝑚𝑑𝑥
𝑙

0

−
𝐷11𝑖𝜔𝑛0 ∫ 𝑌′2

𝑌𝑛
′′𝑌𝑚𝑑𝑥

𝑙

0

2𝐼1𝜔𝑛0 ∫ 𝑌𝑛𝑌𝑚𝑑𝑥
𝑙

0

 

 گیریم:را به فرم قطبی در نظر می 𝐴𝑛(𝑇1)  بهتر است که 17-9ی )برای حل معاد ه

(9-11  𝐴𝑛(𝑇1) =
1

2
𝑎𝑛(𝑇1)𝑒𝑖𝛽𝑛(𝑇1) 

ی با جایگااری رابطهباشند. به ترتیب دامنه و فاو پاسخ میبوده و  𝑇1توابع حقیقی او   𝛽𝑛(𝑇1)و  𝑎𝑛(𝑇1)که 

 های حقیقی و موهومی خواهیم داشت:  و جدا کردن قسمت17-9ی )  در رابطه9-11)

(9-15  

𝑖 [
1

2
𝑎𝑛

′(𝑇1)𝑒𝑖𝛽𝑛(𝑇1) +
1

2
𝑎𝑛(𝑇1)𝑖𝛽𝑛

′(𝑇1)𝑒𝑖𝛽𝑛(𝑇1)]

+ 𝜇𝑛

1

2
𝑎𝑛(𝑇1)𝑒𝑖𝛽𝑛(𝑇1)

+ 𝜒𝑛

1

4
𝑎𝑛

2(𝑇1)𝑒2𝑖𝛽𝑛(𝑇1)
1

2
𝑎𝑛(𝑇1)𝑒−𝑖𝛽𝑛(𝑇1) = 0 

(9-12  

𝐼𝑚 = 0   →    𝑎𝑛
′(𝑇1) +

1

4
𝐼𝑚(𝜒𝑛)𝑎3 = 0   →               

 𝑎𝑛(𝑇1) =
1

√−
1
2

𝐼𝑚(𝜒𝑛)𝑇1 + 𝐶
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(9-19  

𝑅𝑒 = 0   →  −𝛽𝑛
′(𝑇1)𝑎𝑛(𝑇1) + 𝑎𝑛(𝑇1)𝑅𝑒(𝜇𝑛)

+
1

4
𝑎𝑛

3(𝑇1)𝑅𝑒(𝜒𝑛) = 0 

(9-14  𝛽𝑛
′(𝑇1) = 𝑅𝑒(𝜇𝑛) +

1

4
𝑎𝑛

2(𝑇1)𝑅𝑒(𝜒𝑛) 

(9-11  𝛽𝑛(𝑇1) = [𝑅𝑒(𝜇𝑛) +
1

4
𝑎𝑛

2(𝑇1)𝑅𝑒(𝜒𝑛)] 𝑇1 + 𝛽0 

 آیند. یه یه دست میاعمال شرایا اوّ با 𝛽0و  𝐶که 

شود. صفر در نظر گرفته می ی یهکوچک و مخا ف صفر و سرعت اوّ ی یه یه به صورت جابجایی اوّشرایا اوّ

 بنابراین:

 (9-19  {
𝑤𝑛 

(
𝐿

2
, 0) = 𝑊0

𝑤𝑛,𝑡
(

𝐿

2
, 0) = 0

 

0 یه و با در نظر گرفتن با اعمال شرایا اوّ 2W   مقادیر𝐶  و𝛽0 :عبارت خواهد بود او 

(9-14  {
𝐶 = 0.5016

𝛽0 = 0
 

ی و جایگااری آن در رابطه 𝐴𝑛(𝑇1)ی مربوط به و قرار دادن در رابطه 𝛽𝑛(𝑇1)و  𝑎𝑛(𝑇1)به دست آوردن  با

   در نهایت پاسخ به شکل ویر به دست خواهد آمد:9-95)
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(9-11  

𝑤𝑛(𝑥, 𝑡) = 𝑤𝑛0(𝑥, 𝑇0, 𝑇1) + 𝜖𝑤𝑛1(𝑥, 𝑇0, 𝑇1)

= ∑ {𝑎𝑛(𝑇1) cos [𝜔𝑛0𝑇0

∞

𝑛=1

+ [𝑅𝑒(𝜇𝑛) +
1

4
𝑎𝑛

2(𝑇1)𝑅𝑒(𝜒𝑛)] 𝑇1

+ 𝛽0]} sin
𝑛𝜋𝑥

𝑙
+ 𝑂(𝜖2) 

 

 خواهد بود او:و همچنین فرکانس طبیعی عبارت 

(9-11  𝜔𝑛 = 𝜔𝑛0 + [𝑅𝑒(𝜇𝑛) +
1

4
𝑎𝑛

2(𝑇1)𝑅𝑒(𝜒𝑛)] 𝜖 + 𝑂(𝜖2) 

 

 آننتایج ی نمونه و مسأله 3-4

 0.05و با فرض   5-2صات هندسی و فیزیکی اشاره شده در جدول )در این بخش طبق مشخّ

 بر حسب ومان رسم شده است. اوّل ات مودارتعاش پاسخ ارتعاشات آواد تیر نسبت به ومان و دامنه
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0و  0.05برای  بر حسب ومان مود اوّل ی ارتعاشات  نمودار تغییرات دامنه5-9شکل ) 2W  

 



 

75 
 

 𝜖بر حسب ومان بر اساس مقادیر مختلف  مود اوّل ی ارتعاشات  نمودار تغییرات دامنه2-9شکل )

بر حسب ومان رسم شده است که با  ارتعاشات مود اوّلی شود دامنهطور که مشاهده می  همان5-9شکل )در 

  نیز تغییرات 2-9یابد؛ شکل )طبیعی است که با افزایش ومان کاهش می   کاملا13ً-9ی )ه به رابطهتوجّ

تر و بیشتر کاهش دامنه سریع 𝜖دهد که با افزایش مقادیر بر حسب ومان را نشان می ی ارتعاشات مود اوّلدامنه

 باشد.می

 
ی   نمودار پاسخ تیر در نقطه9-9شکل )

2

L
x   0.05برای  بر حسب ومان  0و 2W  

ی نمودار پاسخ تیر در نقطه  نیز 9-9و در شکل )
2

L
x    0.05بر حسب ومان برای  0و 2W   به اوای

میرایی ایجاد شده بر اثر خاصیت ویسکوا ستیک تیر با افزایش ومان نمودار  تبه علّیک مود رسم شده است که 

 شود.میرا می
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 مود اوّل ی ارتعاشاتحسب دامنهتیر بر    نمودار فرکانس4-9شکل )

ی فرکانس و دامنه طّص است در ارتعاشات غیرخمشخّ  11-9) یطور که او رابطه  نیز همان4-9در شکل )

 یابد.رکانس نیز افزایش میفباشند و با افزایش دامنه، ر وابسته میبه یکدیگ کاملاً
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 فصل چهارم

 ی اجباری ارتعاشات غیرخطّ 
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 مهمقدّ -4-1

شود. در اجباری تیر متغیّر تابعی ویسکوا ستیک پرداخته می غیرخطّی در این بخش به بررسی ارتعاشات

های مقیاس در این فصل با استفاده او روشی تحریک کوچک باشد. شود که دامنهفرض می تحقیقاین 

ر تابعی بر پاسخ پارامترهای متغیّو در نهایت تثثیر ی پاسخ فرکانسی به دست آمده است. چندگانه معاد ه

 فرکانسی در قا ب نمودار نمایش داده شده است.

 تحلیلی حلّ -4-2

 ی که در فصل پیشین به دست آمد عبارت است او:ی حرکت غیرخطّمعاد ه

(4-5  

𝐼1𝑤,𝑡𝑡 + 𝐶11𝑤,𝑥𝑥𝑥𝑥 + 𝐹11𝑤,𝑥𝑥𝑥𝑥𝑡 −
3

2
𝐴11𝑤,𝑥

2𝑤,𝑥𝑥

− 𝐷11(𝑤,𝑥𝑥𝑡𝑤,𝑥
2 + 2𝑤,𝑥𝑥𝑤,𝑥𝑤,𝑥𝑡)

− 𝐸11(𝑤,𝑥𝑥𝑡𝑤,𝑥𝑥 + 𝑤,𝑥𝑥𝑥𝑤,𝑥𝑡) = 𝑄𝛿(𝑥 − 𝑣𝑡) 

شود. یعنی پاسخ را به ی فوق او روش بسا توابع ویژه استفاده میبرای به دست آوردن پاسخ معاد ه

 گیرند.صورت بسطی شامل حاصلضرب توابع ویژه در تابع ومان در نظر می

(4-2  𝑤(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑊𝑛(𝑥)𝑢𝑛(𝑡)

∞

𝑛=1

 

که برای  باشدشکل مود خطّی به دست آمده در تحلیل ارتعاشات آواد می 𝑊𝑛(𝑥)ی فوق، در رابطهکه 

)sinگاه ساده برابر با تیر با تکیه )
n x

l

   و𝑢𝑛(𝑡) باشد. با جایگااری بسا فوق در مختصات مودال می

   خواهیم داشت5-4ی )معاد ه
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(4-9  

∑ (𝑢𝑛̈𝑊𝑛 +
𝐶11

𝐼1
𝑊𝑛

′′′′𝑢𝑛 +
𝐹11

𝐼1
𝑊𝑛

′′′′𝑢𝑛̇)

∞

𝑛=1

−
3

2

𝐴11

𝐼1
∑ ∑ 𝑊𝑛

′2
𝑢𝑛

2𝑊𝑚
′′𝑢𝑚

∞

𝑚=1

∞

𝑛=1

−
𝐸11

𝐼1
∑ ∑ 𝑊𝑛

′′𝑢𝑛𝑊𝑚
′′𝑢𝑚̇

∞

𝑚=1

∞

𝑛=1

−
𝐸11

𝐼1
∑ ∑ 𝑊𝑛

′′′𝑢𝑛𝑊𝑚
′ 𝑢𝑚̇

∞

𝑚=1

∞

𝑛=1

−
𝐷11

𝐼1
∑ ∑ 𝑊𝑛

′2
𝑢𝑛

2𝑊𝑚
′′𝑢𝑚̇

∞

𝑚=1

∞

𝑛=1

− 2
𝐷11

𝐼1
∑ ∑ ∑ 𝑊𝑛

′𝑢𝑛𝑊𝑚
′′𝑢𝑚𝑊𝑘

′𝑢𝑘̇

∞

𝑘=1

∞

𝑚=1

∞

𝑛=1

=
𝑄

𝐼1
𝛿(𝑥 − 𝑣𝑡) 

 0گیری او ضرب داخلی کرده و با انتگرال 𝑊𝑛ی فوق را در ومانی و مکانی، رابطه یبرای جداساوی معاد ه

 :خواهیم داشت Lتا 

(4-4  
𝑢𝑛̈ + 𝑀1𝑢𝑛 + 𝑀2𝑢𝑛̇ −

3

2
𝑀3𝑢𝑛

3 − 𝑀4𝑢𝑛̇𝑢𝑛 − 𝑀5𝑢𝑛̇𝑢𝑛

− 𝑀6𝑢𝑛
2𝑢𝑛̇ − 2𝑀7𝑢𝑛

2𝑢𝑛̇ = 𝐹(𝑡) 

 به ترتیب عبارتند او: 𝑀7تا  𝑀1ی فوق ضرایب که در معاد هآید ی ومانی به دست میمعاد هبدین ترتیب 

(4-1  𝑀1 =
𝐶11 ∫ 𝑊𝑛

′′′′𝑊𝑛𝑑𝑥
𝑙

0

𝐼1 ∫ 𝑊𝑛𝑊𝑛𝑑𝑥
𝑙

0

 

(4-1  𝑀2 =
𝐹11 ∫ 𝑊𝑛

′′′′𝑊𝑛𝑑𝑥
𝑙

0

𝐼1 ∫ 𝑊𝑛𝑊𝑛𝑑𝑥
𝑙

0

 

(4-7  𝑀3 =
𝐴11 ∫ 𝑊𝑛

′2
𝑊𝑛

′′𝑊𝑛𝑑𝑥
𝑙

0

𝐼1 ∫ 𝑊𝑛𝑊𝑛𝑑𝑥
𝑙

0

 

(4-8  𝑀4 =
𝐸11 ∫ 𝑊𝑛

′′𝑊𝑛
′′𝑊𝑛𝑑𝑥

𝑙

0

𝐼1 ∫ 𝑊𝑛𝑊𝑛𝑑𝑥
𝑙

0
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(4-3  𝑀5 =
𝐸11 ∫ 𝑊𝑛

′′′𝑊𝑛
′𝑊𝑛𝑑𝑥

𝑙

0

𝐼1 ∫ 𝑊𝑛𝑊𝑛𝑑𝑥
𝑙

0

 

(4-51  𝑀6 =
𝐷11 ∫ 𝑊𝑛

′′𝑊𝑛
′2

𝑊𝑛𝑑𝑥
𝑙

0

𝐼1 ∫ 𝑊𝑛𝑊𝑛𝑑𝑥
𝑙

0

 

(4-55  𝑀7 =
𝐷11 ∫ 𝑊𝑛

′𝑊𝑛
′′𝑊𝑛

′𝑊𝑛𝑑𝑥
𝑙

0

𝐼1 ∫ 𝑊𝑛𝑊𝑛𝑑𝑥
𝑙

0

 

(4-52  𝐹(𝑡) =
∫ 𝑄𝛿(𝑥 − 𝑣𝑡)𝑊𝑛𝑑𝑥

𝑙

0

𝐼1 ∫ 𝑊𝑛𝑊𝑛𝑑𝑥
𝑙

0

=
2𝑄

𝐼1𝑙
sin

𝑛𝜋𝑣𝑡

𝑙
= 𝐹0 sin Ω𝑡 

𝑀1ی فوق در رابطه = 𝜔𝑛
 .باشدتیر می بدون استهلاک فرکانس طبیعی خطّی 𝜔𝑛که  باشدمی 2

 گیریم:سپس پاسخ را به صورت بسا ویر درنظر می

(4-59  𝑢𝑛(𝑡, 𝜖) = 𝑢𝑛0(𝑇0, 𝑇1) + 𝜖𝑢𝑛1(𝑇0, 𝑇1) + 𝑂(𝜖2) 

 

 کنیم:پایری ظاهر شوند، فرض میی هر دو در شرط حلغیرخطّدر این سیستم برای اینکه ترم میرایی و 

(4-54  𝑀2 = 𝜖𝑀2̂ 

(4-51  𝑀3 = 𝜖𝑀3̂ 

(4-51  𝑀4 = 𝜖𝑀4̂ 

(4-57  𝑀5 = 𝜖𝑀5̂ 

(4-58  𝑀6 = 𝜖𝑀6̂ 

(4-53  𝑀7 = 𝜖𝑀7̂ 
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(4-21  𝐹0 = 𝜖𝐹0̂ 

و با استفاده او روش  نظر او علامت و صرف ی حرکت  در معاد ه21-4  تا )59-4با جایگااری روابا )

 خواهیم داشت: های چندگانهمقیاس

(4-25  

(𝐷0
2 + 2𝜖𝐷0𝐷1)(𝑢𝑛0 + 𝜖𝑢𝑛1) + 𝑀1(𝑢𝑛0 + 𝜖𝑢𝑛1)

+ 𝜖𝑀2̂(𝐷0 + 𝜖𝐷1)(𝑢𝑛0 + 𝜖𝑢𝑛1)

−
3

2
𝑀3𝜖(𝑢𝑛0 + 𝜖𝑢𝑛1)3 − 𝜖(𝑀4̂

+ 𝑀5̂)(𝑢𝑛0 + 𝜖𝑢𝑛1)(𝐷0 + 𝜖𝐷1)(𝑢𝑛0 + 𝜖𝑢𝑛1)

− 𝜖(𝑀6

+ 2𝑀7)(𝑢𝑛0 + 𝜖𝑢𝑛1)2(𝐷0 + 𝜖𝐷1)(𝑢𝑛0 + 𝜖𝑢𝑛1)

= 𝜖𝐹0 sin Ω𝑡 

 1هتحلیل رزونانس اوّلی 4-2-1

به عنوان پارامتر مورد بررسی، پارامتری به  Ωدر این حا ت عموماً به جای استفاده او فرکانس تحریک 

 گیرند. به عبارتیبهره می Ωبه  𝜔𝑛ی نزدیکی دهندهکنند و او آن به عنوان نشانرا تعریف می 𝜎2شکل 

(4-222  Ω = 𝜔𝑛 + 𝜖𝜎 

 در نتیجه:

(4-29  Ωt = 𝜔𝑛𝑡 + 𝜖𝜎𝑡 = 𝜔𝑛𝑇0 + 𝜎𝑇1 

 ب ساوی خواهیم داشت:و پس او مرتّ 𝜖با مساوی صفر قرار دادن ضرایب مختلف 

(4-24  𝐷0
2𝑢𝑛0 + 𝜔𝑛

2𝑢𝑛0 = 0 𝑂(𝜖0): 

                                                            
1 Primary Resonance 
2 Detuning Parameter 
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(4-21  𝐷0
2𝑢𝑛1 + 𝜔𝑛

2𝑢𝑛1

= −2𝐷0𝐷1𝑢𝑛0 + 𝑀2𝐷0𝑢𝑛0 +
3

2
𝑀3𝑢𝑛0

3

+ (𝑀4 + 𝑀5)𝑢𝑛0𝐷0𝑢𝑛0

+ (𝑀6 + 2𝑀7)𝑢𝑛0
2 𝐷0𝑢𝑛0 + 𝐹0 sin Ω𝑡 

𝑂(𝜖1):   

 گیرند:  را به فرم ویر در نظر می24-4ی )پاسخ معاد ه

(4-21  𝑢𝑛0 
= 𝐴𝑛(𝑇1)𝑒𝑖𝜔𝑛𝑇0 + 𝐴𝑛

̅̅̅̅ (𝑇1)𝑒−𝑖𝜔𝑛𝑇0 

𝐴𝑛تابع مختلا نامعلوم و  𝐴𝑛(𝑇1)که 
̅̅̅̅ (𝑇1) ی فوق در با جایگااری رابطه باشد.مزدوج مختلا آن می

   21-4)ی رابطه

(4-27  

𝐷0
2𝑢𝑛1 + 𝜔𝑛

2𝑢𝑛1

= −2𝑖𝜔𝑛𝐷1(𝐴𝑛(𝑇1)𝑒𝑖𝜔𝑛𝑇0)

− 𝑀2𝑖𝜔𝑛𝐴𝑛(𝑇1)𝑒𝑖𝜔𝑛𝑇0

+
3

2
𝑀3[𝐴𝑛(𝑇1)3𝑒3𝑖𝜔𝑛𝑇0

+ 3𝐴𝑛(𝑇1)2𝐴𝑛
̅̅̅̅ (𝑇1)𝑒𝑖𝜔𝑛𝑇0]

+ (𝑀4 + 𝑀5)𝑖𝜔𝑛𝐴𝑛(𝑇1)𝑒𝑖𝜔𝑛𝑇0𝐴𝑛(𝑇1)𝑒𝑖𝜔𝑛𝑇0

+ (𝑀6 + 2𝑀7)[𝐴𝑛(𝑇1)2𝑒2𝑖𝜔𝑛𝑇0

+ 𝐴𝑛(𝑇1)𝐴𝑛
̅̅̅̅ (𝑇1)]𝑖𝜔𝑛𝐴𝑛(𝑇1)𝑒𝑖𝜔𝑛𝑇0

+ 𝐹0(−
𝑖

2
𝑒𝑖(𝜔𝑛𝑇0+𝜎𝑇1)) + 𝑐. 𝑐. 

 خواهیم داشت: های سکو ربا برابر صفر قرار دادن ترم
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(4-28  

−2𝑖𝜔𝑛𝐷1(𝐴𝑛(𝑇1)) − 𝑀2𝑖𝜔𝑛𝐴𝑛(𝑇1) +
9

2
𝑀3𝐴𝑛(𝑇1)2𝐴𝑛

̅̅̅̅ (𝑇1)

+ (𝑀6 + 2𝑀7)𝑖𝜔𝑛𝐴𝑛(𝑇1)2𝐴𝑛
̅̅̅̅ (𝑇1) − 𝐹0

𝑖

2
𝑒𝑖𝜎𝑇1

= 0 

 گیریم:را به فرم قطبی در نظر می 𝐴𝑛(𝑇1)بهتر است که   28-4)ی برای حل معاد ه

(4-23  𝐴𝑛(𝑇1) =
1

2
𝑎𝑛(𝑇1)𝑒𝑖𝛽𝑛(𝑇1) 

ی با جایگااری رابطهباشند. به ترتیب دامنه و فاو پاسخ میو  𝑇1توابع حقیقی او  𝛽𝑛(𝑇1)و  𝑎𝑛(𝑇1)که 

 های حقیقی و موهومی خواهیم داشت:کردن قسمت  و جدا 28-4ی )  در رابطه4-23)

(4-91  

−2𝑖𝜔𝑛 [
1

2
𝑎𝑛

′(𝑇1)𝑒𝑖𝛽𝑛(𝑇1) +
1

2
𝑎𝑛(𝑇1)𝑖𝛽𝑛

′(𝑇1)𝑒𝑖𝛽𝑛(𝑇1)]

− 𝑀2𝑖𝜔𝑛

1

2
𝑎𝑛(𝑇1)𝑒𝑖𝛽𝑛(𝑇1)

+
9

2
𝑀3

1

4
𝑎𝑛(𝑇1)2𝑒2𝑖𝛽𝑛(𝑇1)

1

2
𝑎𝑛(𝑇1)𝑒−𝑖𝛽𝑛(𝑇1)

+ (𝑀6 + 2𝑀7)𝑖𝜔𝑛

1

4
𝑎𝑛

2(𝑇1)𝑒2𝑖𝛽𝑛(𝑇1)
1

2
𝑎𝑛(𝑇1)𝑒−𝑖𝛽𝑛(𝑇1)

− 𝐹0

𝑖

2
𝑒𝑖(𝜎𝑇1) = 0 

(4-95  

𝐼𝑚 = 0   →   −𝜔𝑛𝑎𝑛
′(𝑇1) −

1

2
𝑀2𝜔𝑛𝑎𝑛(𝑇1)

+
(𝑀6 + 2𝑀7)

4
𝑎𝑛

3(𝑇1)𝜔𝑛 −
𝐹0

2
cos(𝜎𝑇1 − 𝛽) 

(4-92  

𝑎𝑛
′(𝑇1) = −

1

2
𝑀2𝑎𝑛(𝑇1) +

(𝑀6 + 2𝑀7)

4
𝑎𝑛(𝑇1)3

−
𝐹0

2𝜔𝑛
cos(𝜎𝑇1 − 𝛽) 
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(4-99  

𝑅𝑒 = 0  →    𝑎𝑛(𝑇1)𝛽𝑛
′(𝑇1) +

9

16
𝑀3𝑎𝑛(𝑇1)3

+
𝐹0

2
sin(𝜎𝑇1 − 𝛽) = 0 

(4-94  𝑎𝑛(𝑇1)𝜔𝑛𝛽𝑛
′(𝑇1) = −

9

16
𝑀3

𝑎𝑛(𝑇1)3

𝜔𝑛
−

𝐹0

2𝜔𝑛
sin(𝜎𝑇1 − 𝛽) 

در عبارات فوق به صورت مستقیم ظاهر شده است در این حا ت به اصطلاح سیستم  𝑇1او آنجایی که 

 با تعریف او این امر جلوگیری کنیم.  اا 𝑇1بوده و باید در ابتدا با حاف کردن  5خودگردان

(4-91  𝜎𝑇1 − 𝛽 = 𝛾 

 خواهیم داشت: 𝑇1گیری نسبت به با مشتق

(4-91  𝛽′ = 𝜎 − 𝛾′ 

 کنیم  جایگااری می94-4  و )92-4ی )  را در رابطه91-4  و )91-4روابا )

(4-97  𝑎𝑛
′(𝑇1) = −

1

2
𝑀2𝑎𝑛(𝑇1) +

(𝑀6 + 2𝑀7)

4
𝑎𝑛(𝑇1)3 −

𝐹0

2𝜔𝑛
cos 𝛾 

(4-98  𝑎𝑛(𝑇1)𝛾′ = 𝑎𝑛(𝑇1)𝜎 +
9

16
𝑀3

𝑎𝑛(𝑇1)3

𝜔𝑛
+

𝐹0

2𝜔𝑛
sin 𝛾 

 

 

 

                                                            
1 Autonomous 
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 1حل حالت دائم 4-2-2

′𝑎دهد که پاسخ حا ت دائم ومانی رخ می = 𝛾′ = -4ی )معاد ه 2. این شرایا متناظر با نقاط منفرد0

sinهای باشد.  اا با اعمال شرط فوق و جدا کردن ترم  می98-4  و )97 𝛾  وcos 𝛾 رساندن  2، به توان

 طرفین و جمع کردن دو معاد ه خواهیم داشت:

(4-93  

𝐹0
2

4𝜔𝑛
2

= [(−
1

2
𝑀2 +

(𝑀6 + 2𝑀7)

4
𝑎𝑛(𝑇1)2)

2

+ (−𝑎𝑛(𝑇1)𝜎 −
9

16
𝑀3

𝑎𝑛(𝑇1)2

𝜔𝑛
)] 𝑎𝑛(𝑇1)2 

به عنوان  𝑎𝑛ی پاسخ ی مستقیمی بین دامنهی پاسخ فرکانسی بوده و در واقع رابطهاین معاد ه، معاد ه

 کند. در نتیجهایجاد می 𝐹0ی تحریک و دامنه 𝜎تابعی او پارامتر تنظیم 

(4-41  

𝜎 = ± [
𝐹0

2

4𝜔𝑛
2𝑎𝑛(𝑇1)2

− (−
1

2
𝑀2 +

(𝑀6 + 2𝑀7)

4
𝑎𝑛(𝑇1)2)

2

]

−
9

16
𝑀3

𝑎𝑛(𝑇1)2

𝜔𝑛
 

 ی پاسخ سیستم به صورت ویر خواهد بود:واقع شکل کلّدر 

                                                            
1 Steady State 
2 Singular Points 
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(4-93  

𝑤𝑛(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑎𝑛 cos(𝜔𝑛 𝑡 + 𝛽𝑛)𝑊𝑛(𝑥)

∞

𝑛=1

= ∑ 𝑎𝑛 cos(𝜔𝑛 𝑡 + 𝜎𝑇1 − 𝛾)𝑊𝑛(𝑥)

∞

𝑛=1

= ∑ 𝑎𝑛 cos(Ω 𝑡 − 𝛾)(𝑥)

∞

𝑛=1

𝑊𝑛(𝑥) 

 ی نمونه و نتایج آنمسأله 4-3

 ، ratioرا بر حسب تغییرات پارامترهای   مود اوّل ی پاسخ فرکانسیدر نمودارهای ویر تغییرات معاد ه ratio

 ،ratio،E  توانk :و نیروهای مختلف را مشاهده می کنیم 

 

 ی تحریکنیروی دامنهبر حسب تغییرات  مود اوّل نمودار تغییرات پاسخ فرکانسی  5-4شکل)
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 kبر حسب تغییرات توان  مود اوّل نمودار تغییرات پاسخ فرکانسی  2-4)شکل 

دهد. ی تحریک را نشان مینیرو یدامنه   نمودار تغییرات پاسخ فرکانسی بر حسب تغییرات5-4شکل)در 

بیشتر خواهد ی ارتعاشات نیز ی تحریک میزان دامنهشود با افزایش مقدار دامنهطور که مشاهده میهمان

0نسبت به محور های پاسخ فرکانسی شد و منحنی  شوند که نشان به سمت راست منحرف می

 باشد.ی سخت شوندگی سیستم میدهنده

دهد. طبق نتایج به را نشان می k  نمودار تغییرات پاسخ فرکانسی بر حسب تغییرات توان 2-4شکل )

های پاسخ فرکانسی تثثیر به سزایی در منحنی kشود که افزایش یا کاهش مقادیر دست آمده مشاهده می

 کند.ایجاد نمی
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 ratioEبر حسب تغییرات  مود اوّل نمودار تغییرات پاسخ فرکانسی  9-4)شکل 

طور هماننمایش داده شده است.  ratioE  نمودار تغییرات پاسخ فرکانسی بر حسب تغییرات 9-4شکل )در 

 گردد.شوندگی بیشتری میدچار سخت پاسخ فرکانسی نمودار ratioEشود با افزایش مقدار که مشاهده می
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 بر حسب تغییرات  مود اوّل نمودار تغییرات پاسخ فرکانسی  4-4)شکل  ratio 

 

 ratioبر حسب تغییرات  مود اوّل تغییرات پاسخ فرکانسینمودار   1-4)شکل 
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   نمودار تغییرات پاسخ فرکانسی بر حسب تغییرات 4-4شکل )در  ratio  نشان داده شده است. تثثیر

 تغییرات  ratio  بر نمودار پاسخ فرکانسی همانند تثثیر تغییر مقادیرk باشد. د یل این امر کوچک کم می

 باشد. می Eدر مقایسه با مقادیر  بودن مقادیر 

نشان داده شده است.  ratioنمودار تغییرات پاسخ فرکانسی بر حسب تغییرات نیز   1-4شکل )در 

کند و او میزان پیدا می ی حرکت افزایشدامنه ratioشود با افزایش مقادیر همانطور که مشاهده می

 شود.شوندگی کم میسخت
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 فصل پنجم

 های پیشنهادگیری و ارائهنتیجه
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 مقدّمه -5-1

ارتعاشات غیرخطّی تیر متغیّر تابعی ویسکوا ستیک تحت بار متحرّک مورد بررسی قرار  در این پژوهش

بر  FGنخست به بررسی ارتعاشات خطّی آواد و اجباری پرداخته شده و تثثیر پارامترهای گرفته است. 

روی فرکانس طبیعی و فاکتور استهلاک مورد بررسی قرار گرفته است. سپس به ارتعاشات آواد و اجباری 

های پاسخ فرکانسی استخراج شده است. غیرخطّی پرداخته شده و فرکانس، پاسخ ارتعاشات آواد و منحنی

این  اداتی جهت ارتقاییافته شده است و پیشنه در ادامه به نتایجی که در طول این پژوهش به آن دست

  گردد.های بعدی ذکر میی پژوهشپژوهش و مقدّمه

 هاگیرینتیجه -5-2

  1فرکانس طبیعی بدون استهلاک تیر برای حا ت همگن یعنی  ratioE  ،  1ratio   و  1ratio  

کاملاً مطابقت  [94]و  [99] نتایج به دست آمده او مراجعکه با به دست آمده است  k=1به اوای 

 دارد.

  فرکانس طبیعی اوّل با افزایشratioE یابد. افزایش می 

  همچنینratioE  به اوای مقادیر کوچکترk  بر روی فرکانس طبیعی مؤثّرتر است. یعنی همانطور که

k یابد، تثثیر افزایش میratioE یابد.بر فرکانس طبیعی کاهش می 

  فرکانس طبیعی اوّل تیر با افزایشk  هنگامی که ratioE یابد و کمتر او یک است، افزایش می

 یابد.بیشتر او یک است، کاهش می ratioE هنگامی که

  فرکانس طبیعی اوّل با افزایشratioیابد. می کاهش 

  همچنینratio  به اوای مقادیر کوچکترk  بر روی فرکانس طبیعی مؤثرتر است. یعنی همانطور که

k یابد، تثثیر افزایش میratio یابد. بر فرکانس طبیعی کاهش می 
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  فرکانس طبیعی اوّل تیر با افزایشk  هنگامی کهratio  ،یابد و می کاهشکمتر او یک است

 یابد.می فزایشابیشتر او یک است،  ratio هنگامی که

  فاکتور استهلاک اوّل نیز با افزایشratio یابد. همانطور که افزایش میk یابد، تثثیر افزایش می

ratio یابد.بر فاکتور استهلاک کاهش می 

  فاکتور استهلاک اوّل تیر با افزایشk هنگامی که ratio یابد و کمتر او یک است، افزایش می

 یابد.بیشتر او یک است، کاهش می ratio هنگامی که

  فاکتور استهلاک نیز با افزایشratio یابد. همانطور که می کاهشk  یابد، تثثیر افزایش میratio  بر

 یابد.فاکتور استهلاک کاهش می

  فاکتور استهلاک اوّل تیر با افزایشk هنگامی که ratioE یابد و کمتر او یک است، افزایش می

 یابد.بیشتر او یک است، کاهش می ratioE هنگامی که

  فاکتور استهلاک نیز با افزایشratioE یابد. همانطور که افزایش میk  یابد، تثثیر افزایش افزایش می

ratioE یابدبر فاکتور استهلاک کاهش می. 

 ّیابد؛ با افزایش ومان کاهش می ی ارتعاشات مود اوّلدامنهی نیز در بخش ارتعاشات آواد غیرخط

 باشد.تر و بیشتر میکاهش دامنه سریع 𝜖با افزایش مقادیر همچنین 

 ّباشند و با افزایش دامنه، به یکدیگر وابسته می ی، فرکانس و دامنه کاملاًدر ارتعاشات آواد غیرخط

 یابد.فرکانس نیز افزایش می
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 ّی ارتعاشات نیز ی تحریک میزان دامنهبا افزایش مقدار دامنه ی،در ارتعاشات اجباری غیرخط

0های پاسخ فرکانسی نسبت به محور بیشتر خواهد شد و منحنی   منحرف به سمت راست

 باشد.ی سخت شوندگی سیستم میشوند که نشان دهندهمی

  افزایش یا کاهش مقادیرk کند.های پاسخ فرکانسی ایجاد نمیتثثیر به سزایی در منحنی 

  با افزایش مقدارratioE گردد.شوندگی بیشتری مینمودار پاسخ فرکانسی دچار سخت 

  تثثیر تغییرات  ratio  بر نمودار پاسخ فرکانسی همانند تثثیر تغییر مقادیرk باشد. د یل این کم می

 باشد. می Eدر مقایسه با مقادیر  امر کوچک بودن مقادیر 

  با افزایش مقادیرratio شوندگی کم میاو میزان سختکند و پیدا می ی حرکت افزایشدامنه-

 شود.

 پیشنهادها -5-3

 ؛ساخته شده او موادّ متغیّر تابعی محوریتیر  و اجباری تحلیل ارتعاشات آواد 

  ؛غیرموضعی ا ستیسیته ه او تئوریبا استفاد تیر ساخته شده او موادّ متغیّر تابعی ارتعاشاتبررسی 

 ؛جزئیمدل ماکسول و سههای ویسکوا ستیک همچون استفاده او سایر مدل 

  ؛او مدل های باریک شونده و نامتقارناستفاده 

  ؛ ...در هندسه هایی چون صفحه، پوسته، استوانه و تحلیل 

  گیردار کشویی، تیر متحرّک و ...شرایا دو سر گیردارتحلیل مسث ه در سایر شرایا مروی او جمله ، 
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Abstract 

In this rsearch, nonlinear vibration of a functionally graded viscoelastic beam under 

the action of a moving load have been studied. First, the governing equation of 

linear vibration of a FGV beam, based on Euler-bernoulli beam theory and Kelvin-

voigt viscoelastic model, using Hamilton principle is derived. Natural frequencies 

and damping factors of a simply supportd beam have been obtained using the 

method of varaiable separation and the approximate method of Galerkin. By 

comparing them with the previous references, very good overlap between results 

have been observed. Then the general solution to the free vibration and particular 

solution to the forced vibration have been obtained. Also the free vibration when the 

force leaves the beam have been obtained and the effects of functionally graded 

parameters on the first natural frequency and damping factor have been investigated. 

In the next section, the nonlinear equation of motion considering Von-Karman strain 

relation and Euler-bernoulli beam theory using Hamilton principle is derived. 

Nonlinear free vibration of beam using multiple-scales have been analyzed and 

nonlinear natural frequency and the solution of nonlinear free vibration is obtained 

and variation of the amplitude of the first vibration mode and vibration of beam 

versus time have been investigated. In the lasr section the forced nonlinear vibration, 

primary resonance and steady state solution using the method of multiple-scales 

have been analyzed and the effects of the amplitude of excitation and functionally 

graded parameters on the frequency response have been studied. 

Key words: Functionally graded materias, Kelvin-voigt viscoelastic model, Euller-

bernoulli beam theory, The multiple-scales method 
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