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عزیزانی که وجودم برایشان همه رنج بود و وجودشان برایم  د،که راه زندگی را به من آموختن هاآن تقدیم به

گرمی کلامشان و روشنی  ،آنان که فروغ نگاهشان ،مویشان سپیدی گرفت تا رویم سپید بماند ،همه مهر

آنان که راستی قامتم در شکستگی قامتشان تجلی  .د بودنبوده و خواه امزندگیجاودانی  هایسرمایهرویشان 

مملو از عشق و محبت بر دستانشان  بادلینهم و زانوی ادب بر زمین می شانگرامیدر برابر وجود  .یافت

 .زنممیبوسه 

 عزیزم برادر وخواهر  ،پدر ،تقدیم به مادر

 اندیشندمیکسانی که  یهمهتقدیم به 
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 تشکر و قدردانی:

تکامل برداشته و وجود خویش  سویبهی رحمتش توانستم گامی یزدان پاک را که در سایه ،و سپاست منّ

و را در صراط و بندگی ابرگزینم تا ستایش  طریقی وشاکر باشم  ،آیم باشد که به خود را به زینت علم بیارایم.

 ورم و در خدمت خلق او باشم.آمستقیم بر

 دانم از تمامی کسانیبر خود لازم می ،به اتمام رسیده است نامهپایاناکنون که به یاری خداوند متعال این 

 و ضمن سپاس فراوان کمال تشکر را داشته باشم ،اندکردهیاری  نامهپایانرا در انجام  جانباین نوعیبهکه 

اهم که هرگز فراموششان نخواهم کرد تشکر و ی دوستان همیشه همراز همه دانملازم می ،از خانواده عزیزم

همچنین  ،این بزرگواران آرزوی سعادت روزافزون دارم یهمهقدردانی کرده و از درگاه خداوند متعال برای 

که فراتر از یک استاد در کنارم بودند کمال تشکر و  دکتر شاطرزاده از استاد فاضل و بزرگوارم جناب آقای

 .قدردانی را دارم
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دسی مهندانشکده  طراحی کاربردیمهندسی مکانیک گرایش دانشجوی دوره کارشناسی ارشد رشته  علیرضا ضرغامیان جانباین

عی از مواد مدرج تاب شدهساختهتحلیل کمانش و ارتعاشات نانوصفحه  نامهپایاننویسنده  مکانیک دانشگاه صنعتی شاهرود

 .شومیممتعهد   شاطرزادهدکتر  راهنماییتحت  تحت بارگذاری حرارتی و مکانیکی با استفاده از تئوری الاستیسیته سطحی

  است و از صحت و اصالت برخوردار است. شدهانجام جانبنیاتوسط  نامهانیپاتحقیقات در این 

  استناد شده است. مورداستفادهمحققان دیگر به مرجع  یهاپژوهشدر استفاده از نتایج 

  تاکنون توسطططط خود یا فرد دیگری برای دریافت هیو نود مدرک یا امتیازی در هیو جا ارانه نشطططده   نامهانیپامطالب مندرج در

 است.

  و یا « شاهرود  صنعتی دانشگاه» و مقالات مستخرج با نام  باشدیمکلیه حقوق معنوی این اثر متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود«   

Shahrood  University  of  Technology  ».به چاپ خواهد رسید 

   ست آمدن صلی   جینتاحقوق معنوی تمام افرادی که در به د ستخرج از   اندبودهتأثیرگذار  نامهانیپاا ت  رعای نامهانیپادر مقالات م

 .گرددیم

  ( اسططتفاده شططده اسططت ضططوابط و اصططول    هاآن یهابافت، در مواردی که از موجود زنده ) یا  نامهانیپادر کلیه مراحل انجام این

 اخلاقی رعایت شده است.

  است اصل  شدهاستفاده، در مواردی که به حوزه اطلاعات شخصی افراد دسترسی یافته یا نامهانیپادر کلیه مراحل انجام این

 شده استاصول اخلاق انسانی رعایت رازداری ، ضوابط و 

 

  تاریخ

 علیرضا ضرغامیان   امضای دانشجو                                  

 

 

 

 

 

 

 

 مالکیت نتایج و حق نشر

  ،ی هابرنامهکلیه حقوق معنوی این اثر و محصولات آن )مقالات مستخرج، کتاب

است ( متعلق به دانشگاه صنعتی  شدهساختهو تجهیزات  افزارهانرمی، اانهیرا

 . این مطلب باید به نحو مقتضی در تولیدات علمی مربوطه ذکر شود.باشدیمشاهرود 

 

  باشدینمبدون ذکر مرجع مجاز  نامهانیپااستفاده از اطلاعات و نتایج موجود در. 

 تعهدنامه

 

Article I.  

Article II.  

Article III.  

Article IV.  

Article V.  

Article VI.    
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 چکیده

زیکی خواص فی است. قرارگرفته موردبررسی هدفمندی مستطیلی شکل کمانش و ارتعاشات یک نانوصفحه

و  کند. معادله حرکتدر راستای ضخامت تغییر می توزیع توانیی مورد بررسی بر مبنای قانون نانوصفحه

ست دبا استفاده از اصل همیلتون و به شود.شرایط مرزی متناظر، با استفاده از اصل همیلتون استخراج می

 یدله دیفرانسیل غیرکلاسیک بر حسب جابجایی و فرض پاسخ عمومی جابجایی برای نانوصفحهآوردن معا

های سطحی در اثرات تنش بینی کرد. توان پاسخ ارتعاشی و کمانشی نانوصفحه را پیشمورد نظر، می

 -گورتین ی تئوری الاستیسیتهاز تئوری الاستیسیته سطحی که بر پایه گیریبهرهمعادلات استفاده شده با 

ه بار ترمومکانیکی مورد مطالع تأثیرتحلیل کمانش این نانوصفحات تحت   ، اعمال شده است.باشدمیمورداک 

های حرارتی که بارگذاری استنود بارگذاری حرارتی متفاوت استفاده شده  دودر این رساله از گیرد. قرار می

ر د .باشدنانوصفحه به صورت خطی و غیرخطی میمفروض، ناشی از اختلاف دمای دو سطح بالا و پایین 

مدول یانگ سطحی و همچنین تغییرات توانی،  تابعقسمت نتایج، اثرات پارامترهای مختلف شامل شاخص 

 یبر پاسخ ارتعاشی و کمانشی نانوصفحههای پسماند سطحی و اثرات تنشمکانیکی  نیروهای حرارتی و

 گیرد.مورد بررسی قرار می موردنظر

صفحه، مواد هدفمند،   :ات کلیدیکلم سطح، ک نانو شات، اثرات  بارگذاری ترمومکانیکی، تئوری  مانش، ارتعا

 مورداک -الاستیسیته سطحی گورتین
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 فصل اول
 مقدمه و تعریف
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مقدمه -1-1  

ی حاضر به تحلیل کمانش نانوصفحه هدفمند تحت بارگذاری ترمومکانیکی با استفاده از تئوری  نامهپایاندر 

باشد که ابتدا کلیاتی در مورد آنچه که استفاده میگونه ی حاضر به این نامهپایانباشد. ساختار سطحی می

صل پرداخته و در ف نامهپایانشود، سپس به معرفی معادلات اساسی و بنیادی مربوط به شده است بیان می

رم ، در فصل چهاشودپرداخته میسوم به حل روابط و استخراج معادلات لازم برای تحلیل رفتاری نانوصفحه 

ست آمده و دشود و در فصل پنجم و ششم به ترتیب به بیان نتیجه بهایج پرداخته میبه ارائه و تفسیر نت

 .پردازیممی نامهپایانهمچنین مراجع مورد استفاده در 

کلیات -1-2  

  مواد هدفمند -1-2-1

ند. کپیوسته با مکان تغییر می طوربهو خواص آن  شدهتشکیلای است که از دو یا چند جزء ماده 1FGماده 

 ید،آماده در طی ساخت آن به وجود می دهندهتشکیلبا تغییر تدریجی درصد حجمی اجزای  خاصیتاین 

. از مزایای استفاده از این مواد این است که به علت تغییرات گیرندقرار میلذا این مواد در زمره مواد ناهمگن 

 شده حذفمتفاوت  یدو ماده مشکلات موجود در فصل مشترک ،تدریجی در ساختار و خصوصیات ماده

اهش بسیار ک ،ایمرکب لایه موادنسبت به  ،های پسماند و عامل تمرکز تنشهای حرارتی، تنشو تنشاست 

ا هباشند که خواص مکانیکی آنمی د کامپوزیتی با ریزساختار ناهمگنموا ،تابعی هدمفمند مواد یابد.می

ییر یکنواخت تغ وسیلهبهکند. این خاصیت ویژه دیگر تغییر میطور ملایم و پیوسته از یک سطح به سطح به

  وبا مقاومت بالا در برابر بار حرارتی  آید. نیاز به مواددست میها بهدهنده آنتشکیل مواددر نسبت حجمی 

 ای برای تولید مواد هدفمند تبدیلو قابلیت تحمل گرادیان شدید حرارتی، به انگیزه بارگذاری مکانیکی

                                                           
1- Functionally graded 
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اخت س منظوربههای بسیار زیادی شود. هرچند تلاشهای فضایی نیز استفاده میاز این مواد در سازه ؛گشت

فته های اخیر صورت گرهای تحقیقاتی در سالهای پژوهشی و آزمایشگاهد در محیطو کاربرد مواد هدفمن

ر د گردد.عیان می یشازپبیشهای آینده این مواد در صنعت، در دهه ولی رشد و شکوفایی بیشتر ،است

تجهیزات صنایع هوافضا و دیگر ها، ها، راکتورموتورهای پرقدرت الکتریکی، توربین های اخیر با توسعهسال

ه یک نیاز ضروری ب ،مکانیکی ازلحاظلات صنعتی، استفاده از موادی با مقاومت حرارتی بالا و مقاوم آماشین

ایی هجهت استفاده در محیط ویژهبه ،پرکاربردترین مواد در صنعتتابعی یکی از هدفمند  رود. موادشمار می

برای مواد هدفمند کاربردهای فراوانی  د.روای به شمار میهای هستهبا درجه حرارت بسیار بالا مانند راکتور

ولید تزای موتورهای انفجاری، صال فلز به سرامیک، اجتوربین، ات هایهپرتوان به تولید که می اندپیداکرده

پوشش محافظ احتراق  ب پلیمری با مقاومت بالا،ها، مواد مرکابزار برش، وسایل اطفای حریق در ساختمان

ترکیب  ،نوع رایج این مواد پیشران موشک، مواد پیزوالکتریک و کاربردهایی در مهندسی پزشکی اشاره نمود.

 املاًککه تغییر فلز و سرامیک از یک سطح به سطح دیگر طوریباشد، بهها میو سرامیک ای از فلزاتپیوسته

تغییر خاصیت مواد سازنده نانوصفحه از یک سطح به سطح دیگر در راستای ضخامت بر . باشدمیپیوسته 

 گیرد. حسب توزیع توانی صورت می

 1کمانش -1-2-2

 حالتابهدانشمندان علم مکانیک بوده است. از آن زمان  موردتوجه ،پدیده کمانش از حدود یک قرن پیش

 ها بوده و سپساست که نخستین مطالعات، مربوط به ستون شدهانجامهای بسیاری در این زمینه پژوهش

برای بارهای کوچک،  ؛ای در معرض بار قرار گیردچنانچه سازه .ندقرار گرفت موردتوجه و صفحات هاپوسته

قدار از بار که م برای مقدار خاصی ،دهد. چنانچه مقدار بار اعمالی افزایش یابدتغییر شکل می سختیبهسازه 

تواند نیروی اعمالی را تحمل کند و از این نقطه به بعد سازه وارد تغییر ود، سازه نمیشبحرانی نامیده می

                                                           
1- Buckling 
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، مقدار بار کمانش باشدن دزیا موردنظر یسازهخامت چنانچه ض ،در بسیاری از موارد شود.شکل بزرگی می

رت صو. در چنین مواردی طراحی بر اساس بار بحرانی کمانش شوده از مقدار تنش تسلیم آن کمتر میساز

 پدیده کمانش از اهمیت بالایی برخوردار خواهد بود.از این جهت و  گیردمی

 1فناوری نانو -1-2-3

نانومتر است. این  111تا  1ها و ساختارهایی با ابعاد بین مولکول یمطالعه اصل اولیه ،علم نانو به بیان ساده

ها ستمها و سیمد مواد، دستگاهتولید کارآ نانوتکنولوژی نیز نامند.یا مواد نانوساختار می نانوموادساختارها را 

 های نوظهوری است که دربرداری از خواص و پدیدهیاس طولی نانومتر و همچنین بهرهه در مقبا کنترل ماد

اوری نای آن است. این فچند رشته یبهم نانوتکنولوژی، جنهای مهاند. یکی از ویژگیمقیاس نانو توسعه یافته

، شیمی، فیزیک، کنترل فرآیند و بسیاری از علوم دیگر کاربرد شناسیزیستر علم پزشکی، مهندسی، د

 یدیدج رشته ،ست که این علمبیانگر این حقیقت ا ،ولوژیای بودن نانوتکنوسیعی دارد. اصل چند رشته

 .یردگبرمیهای مختلف علم و فناوری را در ها است و تمام عرصهجدید در تمام رشته یبلکه رویکرد نیست؛

تمامی مطالب  یدربرگیرنده ،در این بخش شدهانجامپژوهش  ،مقدمه گفته شد که در قسمت طورهمان

ی سیتهالاستیباشد که برای تحلیل و حل آن از تئوری در یک قالب می هدفمندبه نانو، کمانش و مواد  مرتبط

 استفاده شده است. سطحی

 1-2-4- تئوری الاستیسیتهی سطحی2

داخلی   ای با فضایملاحظهطور قابلکه خواص فیزیکی آن در نزدیکی سطح به شوددر نظر گرفته میای بدنه

شود. که در آن، مرز بدنه به صورت یک سطح ماده مدل میصورت به بدنهآن متفاوت است. این منطقه از 

ح رفتار آن ناحیه از سط دهندهبرای آن یک ساختار که نشان و شود جسم دوبعدی پیوسته درنظر گرفته می

                                                           
1- Nanotechnology 
2- Surface elasticity theory 
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 با یک تنسور تنش سطحی نمایش را شودکنیم. تنشی که در یک ناحیه از سطح متمرکز میباشد فرض می

به آن،  توجه باگیرد و می نظر دراتمی را بین هایکنشبرهمی وسیعی از حدودهاین تئوری، م .دهیممی

 های مختلفی در مقیاس نانواین تئوری برای سازه. کندارائه می اندازه نانوصفحههایی وابسته بهنتیجه

-وهای نانبرای سازه آمدهدستبهاست که نتایج  شدهدادهنشان  شدهارائههای شده است. در مقاله کاربردهبه

بسیار  هایتحقیقباشند. با استفاده از این تئوری، اطمینان میقابل مقیاس، با استفاده از این تئوری نیز

 مقیاس صورت گرفته است. های نانوزیادی پیرامون سازه

 لهمساتعریف  -1-3

در  اتمیمقیاس کوچک و نیروهای بین باید اثرات ،مقیاسنانو ی وسایل و قطعاتبرای انجام طراحی بهینه

 ودولی برخوردار شاز دقت قابل قب موردنظرهای داده شود تا نتایج تحلیل اثرنانومقیاس  هایمؤلفهتحلیل 

 .دهدنشان می 2در مقیاس نانورا ه رفتار ماد ]4[ بودن 1وابسته به اندازه ،این خصوصیت درواقع ،]1-3[

برجسته  اگاه هاها در تغییرات پارامترهای کمانشی و ارتعاشاتی آناندازه نانوسازه کوچک، هایدر مقیاس 

سازه  اندازه تاثیربین  ،کوچک هاینشان داده است که در مقیاس اتمی و تجربی هایسازیشبیهنتایج  است.

اثرها و نیروهای پوشی از این ای برقرار است که چشمگونهی مفهومی بهرابطه های مکانیکی آن،و خاصیت

ای هاشتباه باشد. اگرچه روش کاملاً گرفتهانجامطراحی  درنتیجه ها وشود نتایج پاسخباعث می اتمیبین

ا را ثبت کنند، ام اتمیبینتوانند این اثرها و نیروهای می نیز ]5[سازی مکانیک مولکولیاتمی مانند شبیه

ابراین . بننیستصرفه بهها، مقرونبه دلیل زیاد بودن تعداد اتم حجم محاسبات ازنظرها، استفاده از این روش

-. اگرچه روش مکانیک کلاسیک حلگیردانجام می ]6[با استفاده از مکانیک کلاسیک موردنظرهای تحلیل

 بنابراین، گیرد.نمی نظر دراتمی را و نیروهای بین کوچک هایمقیاس اتاثر کند اماارائه می های منطقی

وری ، تئهای اخیراطمینان باشد. در سالهای نانومقیاس، قابلسازه برای تحلیل ممکن نیست که این روش

                                                           
1- Size depended 
2- Nano scale 
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د. باشتحقیقات نانو می یدرزمینهها ترین و پرکاربردترین تئوریاز مهمیکی  ]7[1محلیالاستیسیته غیر

ن باشد، ایاتمی ضروری میکوچک و بین هایمقیاس اثرات هر تحقیق در زمینه نانو، در نظر گرفتنبرای 

ی، با در تئوری الاستیسیته غیرمحل؛ شودلف در مقیاس نانو استفاده میهای مختتئوری برای سازه

-اسمقی اثراتنظر، محدوده مورد نوان تابعی از کرنش در تمامی نقاطعبه درنظرگرفتن تنش در یک نقطه

 2یاساسی برای یک جسم غیرمحل معادلاتاین تئوری،  اساس بر. شوندلحاظ می سازیمدلکوچک در های

 . آورد دست توان بهمی ،نظر از نیروهای حجمیی را، با صرفیک همگن ایزوتروپیک خطالاست

چهارچوبی  ]13[  کموردا-تیک یک نانوساختار، گورتینهای سطحی در رفتار الاستنش تأثیراتبرای نمایش 

ی های سطحی که دارای قابلیتی بسیار عالاثرات تنش گرفتن نظربا در  یک محیط پیوستهی بر مکانمبتن

های سطح در پاسخ مکانیکی یک نانوساختار است را در نظر گرفتند، از این تئوری در برای اثر دادن تنش

وری ی تئمورداک بر پایه -تئوری گورتین درواقع های گذشته استفاده شده است.بسیاری از مطالعات سال

لازم به ذکر است در کار حاضر شرایط مرزی در نظر گرفته شده برای شود. کلاسیک بیان می صفحات

 باشد.می 3نانوصفحه هدفمند، ساده

 پیشینمروری بر کارهای  -1-4 

ای، های مستطیلی و دایرهها، ورقتیرهای مستقیم یا خمیده، ستون ازجملههای مکانیکی کمانش سازه

. ]8-12 [مختلف بوده است مواره از موضوعات تحقیقات در ادوارمخروطی و کروی های، های استوانهپوسته

ل عوام ازجملهابعاد هندسی  یا سالم بودن سازه و ناقص ،ل هندسی، نوع بارگذاریها، شکشرایط مرزی سازه

 نماید. ترگسترده روزروزبهتواند تحقیقات در زمینه کمانش را باشد که میمهم بر مساله ناپایداری سازه می

 ایهجتوهایی که قسمت قابل های زیادی را به بررسی سیستمعلاقه ،نانو ر تکنولوژیوظه ،های اخیردر سال

                                                           
1- Nonlocal elasticity theory 

2- Nonlocal 

3- Simply supported 
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ها و ها، نانوسیمنانوصفحه ویژهبهدارند، جلب کرده است.  جسمدر  حاضرهای سطحی نسبت به اتم اتم

ر د معمولاً ،باشدمی که بخش داخلی و غیر سطحی آن نانوصفحهای از ، بخش عمدهنانوصفحاتنانوذرات. در 

ندی سطح بباعث تغییر شکل در شبکه ،کند. این کرنش الاستیک در بدنهبرابر تنش سطحی کمانش می

 صورتهبباید این مشکل  ،بدنه به هم متصل هستند بخش خارجی بدنه و بخش داخلی کهازآنجاییشود. می

 فاوتکه با بدنه مت هستیمنیازمند یک مدل کمیتی از خواص سطح  ،مشکل. برای حل این  پیوسته حل شود

 1-1مطابق شکل شود، بیان می مورداک -سطحی که بر اساس تئوری گورتین در تئوری الاستیسیهباشد. 

، وردنظرم تقسیمسطح شود. ی بدنه در نظر گرفته میترین لایهی سطحی و خارجیسطح تقسیم بین لایه

 . ]14[باشدای به فاصله نصف ضخامت از وسط بدنه میلایه سطح موجود در

 

 نانوصفحه سطح تقسیم نمایش1-1شکل 

ی تنش سطحی در مواد جامد ارائه کردند که در آن بهخود را برای محاس در ابتدا گورتین و مورداک تئوری

 انوصفحهنای که بدنه را قسمتی از به گونه کند،تقسیم میرا به دو قسمت با خواص فیزیکی متفاوت  نانوصفحه

با داخل بدنه متفاوت  ایملاحظهقابل صورتبهگیریم که خواص فیزیکی آن در نزدیک سطح در نظر می

 یای جداگانه به توضیح و معرفی چندین تئوری برای الاستیسیتهدر مقاله ]14[باشد. همیلتون و ولفر 

له نیز به معرفی و تاکید بر اهمیت تئوری الاستیسیته سطحی ، در این مقاسطحی در مواد نانو پرداخته است

ل ی متشکیک نانوصفحه کمانش و ارتعاش ]15[. انصاری و همکارانش مورداک پرداخته شده است -گورتین
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تحلیل و بررسی کردند، در این سطح تحت بار حرارتی  یتئوری الاستیسیته سرا بر اسا از مواد هدفمند

 ی کرنشی و سپس با استفاده از اصل همیلتون اقدامانرژ مقادیر کار، انرژی جنبشی،  آوردندست هب مقاله با

بررسی رفتار خمش و کمانش نانوصفحات  ]16[انصاری و غلامی . به استخراج معادلات حرکت کردند

 یانیک مورداک با در نظر گرفتن اثرات سطحی تحلیل و بررسی کردند. -تئوری گورتینبر اساس را میندلین 

طح را با در نظر گرفتن انرژی س نانوصفحهنالیز ترمومکانیکی یک آمورداک  -به کمک تئوری گورتین ]17[

ای، شاخص تابع توانی و در این تحقیق اثرات پارامترهایی از قبیل دمای محیط، سرعت زاویه ، اوانجام داد

کمانش حرارتی  ]18[براتی و شاهوردی  .مورد بررسی قرار داد نانوصفحهبر رفتار این اثرات انرژی سطح را 

در محیط حرارتی قرار دارد و خواص مواد در راستای ضخامت طبق مدل که و مکانیکی یک نانوصفحه را 

و اثر نسبت طول به ضخامت را بر بار کمانش بحرانی  قراردادندمورد تحلیل  ،کندتغییر می  تاناکا-موری

 یبرپایهرا که کمانش در یک نانوتیر های پسمشخصهدر تحقیق خود انصاری و محمدی   .بررسی کردند

ج برای استخرا هاآن ،قراردادندمورد بررسی مورداک  -ل گورتینی سطحی بر اساس مدتئوری الاستیسیته

انصاری و . کردنداز روش نیوتن و نرمالایز کردن معادلات استفاده  کاراین معادلات غیرخطی موجود در 

سطحی انجام دادند، ی ی تئوری الاستیسیتهرا بر پایه 1ارتعاش اجباری یک تیر تیموشینکو ]11[همکاران 

صورت غیرخطی در نظر گرفته شده است و برای حل در این تحقیق نیروهای وارد بر تیر تیموشینکو به

ی و همکاران  ارتعاشات غیرخطی یک انصار اند.کارمن استفاده کرده -وجود آمده از روابط ونمعادلات به

رای استخراج بها آنسطحی تحلیل و بررسی کردند، ی ی تئوری الاستیسیتهنانوتیر تیموشینکو را بر پایه

 ند.از اصل همیلتون استفاده کردله شرایط مرزی حاکم بر مسأمعادلات مربوط به حرکت و 

ترین موضوعات در تحلیل به عنوان یکی از مهمتحلیل پایداری و مطالعه رفتار کمانش صفحات، همواره 

مار ش ی کاری نانو بهنیز تئوری مهمی در زمینهها مورد توجه بوده است. تئوری الاستیسیته غیرمحلی سازه

                                                           
1- Timoshenko beam 
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کمانش غیر  ]21[سینز و مرمو  .اشدبمقیاس کوچک و نیروهای بین اتمی میکه در برگیرنده اثرات آید می

 ،کردند ی غیرمحلی بررسیی تئوری الاستیسیتهنانو تحت بار دومحوری را بر پایهای محلی سیستم دوصفحه

ثیر دادن اثرات خیلی کوچک در تغییر مودهای ی برای تأی غیرمحلدر این تحقیق از تئوری الاستیسیته

در این تحقیق تفاوت بین کمانش یک محوره و دومحوره را  هاآن، ارتعاشی و کمانشی استفاده شده است

ارتعاشات واداشته غیرخطی نانوتیرهای ساخته  ]21[. انصاری و پوراشرف مورد تحقیق و بررسی قرار دادند

مورد تحلیل و  محلیو غیر  1با در نظر گرفتن اثرات تنش سطحی حرارتی در محیطرا شده از مواد هدفمند 

مورداک  -در این تحقیق برای در نظر گرفتن اثرات سطحی از تئوری الاستیسیته گورتین، بررسی قرار دادند

 الاستیسیته غیر محلیی در معادلات از تئور غیرمحلیثرات ا در نظر گرفتناستفاده شده است و برای 

 ایکمانش یک نانوتیر تیموشینکو را تحت بارهارتعاشات و پس ]22[استفاده شده است. انصاری و غلامی 

در این ها آن ،مورد بررسی قرار دادند ی غیر محلیبر اساس تئوری الاستیسیته دمایی، مکانیکی و الکتریکی

و روابط غیرخطی  2شرایط مرزی مساله از اصل همیلتون معادلات مربوط به حرکت و تحقیق برای استخراج

 ی ساخته شده از موادکمانش حرارتی یک نانوصفحه  ]23[قربان نامی و جان. کردندون کارمن استفاده 

تحلیل  3می سوبر اساس تئوری غیرمحلی تغییرشکل برشی مرتبه با درنظر گرفتن اثرات سطح را هدفمند

بر  روی کمانش نانوصفحات مستطیلی را کوچک بر هایاثرات مقیاس ]24[کرمانجانی و هاشمی ردند. ک

 ]25[نژاد هاشمی و ناظم .اساس تئوری غیرمحلی تغییرشکل برشی مرتبه سوم تحلیل و بررسی کردند

مستطیلی را با استفاده از تئوری تغییر شکل برشی مرتبه سوم با شرایط  صفحاتنانوکمانش و ارتعاشات 

و میکرو بر اساس تئوری  در مقیاس نانو را کمانش صفحات ]26[نرندر   .گیردار و ساده بررسی کردندمرزی 

این تحقیق  داد، نرندردومتغیره و با در نظر گرفتن اثرات غیر محلی مورد مطالعه و بررسی قرار  صفحات

                                                           
1- Surface stress 
2- Hamilton principle 

3- Nonlocal third-order shear deformation 
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کمانش و پیچش وابسته  .استفاده کرد 1کار مجازی اصل ی حرکت، ازمعادلات غیرخطدست آوردن برای به

ها این بررسی بررسی شد، آن ]27[  سطح توسط چان و چناثرات با در نظر گرفتن به اندازه در صفحات نانو 

ررسی ب تئوری تنش سطحی مرتبه بالا تحقیق مشابه بدون در نظر گرفتن اثرات سطحی حاصله از نتیجهبا  را

ارتعاشات آزاد وابسته به  ]28[شکرانی و کریمی  .و تفاوت رفتاری را در این دو حالت نمایش دادندکردند 

 هاآن.بررسی کردند را توسط روش تفاضل محدود اندازه را در یک نانوصفحه با در نظر گرفتن اثرات سطح

 های ناویر و روش تفاضل محدود استفاده کردند.از روشتحقیق در این 

صنعتی،  آلاتدیگر ماشین ها، راکتورها وطبق آنچه بیان شد، با توسعه موتورهای پرقدرت الکتریکی، توربین

رد کاربرود. مکانیکی یک نیاز ضروری به شمار می ازلحاظی با مقاومت حرارتی بالا و مقاوم استفاده از مواد

های جهت استفاده در محیط ویژهبه های مطلوب، روز به روز در حال افزایشمواد هدفمند با توجه به ویژگی

تحقیقی در خصوص بررسی رفتار ارتعاشی و کمانشی نانوصفحات  تاکنون. باشدمیبا درجه حرارت بالا 

FGM  نوع بارگذاری حرارتی  دواز  نامهپایان. در این اری ترمومکانیکی صورت نگرفته استتحت بارگذ

اختلاف دمای دو سطح بالا و پایین های حرارتی مفروض، ناشی از بارگذاری که متفاوت استفاده شده است

 نامهایانپ. قابل ذکر است بارگذاری حرارتی پیش فرض در این باشدخطی و غیرخطی مینانوصفحه به صورت 

و اهمیت  FGM. بنابراین با توجه به کاربردهای نانوصفحات باشدغیرخطی می اختلاف دما به صورتناشی از 

لایی از اهمیت با FGMیافتن یک مدل ریاضی مناسب برای بررسی دقیق نانوصفحات  ،این مواد در صنعت

  پردازیم.به آن می نامهپایانبرخوردار است که در این 

 

                                                           
1- Virtual work 
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فصل دوم
 

بندیفرمول  
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مقدمه -2-1   

ای هبر اساس تئوری مورد نظر، با توجه به خواسته برای بررسی رفتار ارتعاشی و کمانشی نانوصفحه مورد نظر

 .کنیممساله، اقدام به استخراج معادلات لازم می

 اساسی و بنیادی مکانیکمعادلات  -2-2

ای اتمی در همستقل از ویژگی ،کلاسیک مکانیک محیط پیوسته دلمتوسط  شدهبینیپیشرفتار مکانیکی 

ی هپیوست هایمدل ،پیوسته هایمحیطسادگی و کارا بودن معادلات مکانیک  به دلیلنانوساختارها است. 

 در این بخش یک مدل ی معمولی ترکیب کنند.زنجیرهمختلفی توسعه یافتند تا اثرات اندازه را به روش 

ه تا بتوانیم معادلات صریح را ک کنیممیمورداک معرفی  -بر اساس روش گورتین را غیرکلاسیکی پیوسته

ثرات ا در نظر گرفتنبا  هدفمند استاز مواد  شدهساختهی ی پاسخ ارتعاشی و کمانشی نانوصفحهدهندهنشان

 های سطحی بیابیم.تنشهای کوچک و مقیاس

توان با استفاده از تئوری جامدات ی بین تنش و کرنش برای سطح یک نانوصفحه را میخطی رابطه شکل

ک بیان شد استخراج کرد. بر اساس این تئوری برای هر کدام از سطوح ن و مورداگورتیالاستیک که توسط 

 گیریم.در نظر می را یانگ، چگالی و ...، خواص مواد از قبیل ضریب پواسون، مدول هدفمند نانوصفحه

 :]13[شودزیر بیان می صورتبهبر اساس معادلات کلاسیک  معادلات اساسی

𝑑𝑖𝑣 𝜎𝛼𝛽 = 𝜌 𝑢̈⃗⃗⃗   (2-1)  

𝜎𝛼𝛽 = 𝜆𝜀𝛾𝛾𝛿𝛼𝛽 + 𝜇𝜀𝛼𝛽 (2-2)  

 :]13[با معادلات سطح خواهیم داشت بالا در صورت کوپل در نظر گرفتن معادلات

𝑑𝑖𝑣𝜎𝛼𝛽
𝑠 = 𝜎𝛼𝛽𝑛 + 𝜌0𝑢̈ (2-3)  

𝜎𝛼𝛽
𝑠 = 𝜏𝑠𝛿𝛼𝛽 + (𝜇

𝑠 − 𝜏𝑠)𝜀𝛼𝛽 + (𝜆
𝑠 + 𝜏𝑠)𝜀𝛾𝛾𝛿𝛼𝛽 + 𝜏

𝑠
𝜕𝑢𝛼
𝜕𝑥𝛽

 
(2-4)  

𝜎𝛼𝑧
𝑠 = 𝜏𝑠

𝜕𝑢𝑧
𝜕𝑥𝛼

 
(2-5)  
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, 𝑢  های در روابط بالا، عبارت 𝜎𝛼𝛽باشند. ثوابتمی موردنظری در بدنهو جابجایی  تنش به ترتیب معرف  

𝜇, 𝜆،  باشند. می موردنظری در بدنه 1ضرایب لامه𝜀𝛼𝛽 , 𝜎𝛼𝛽
𝑠  تنش و کرنش سطحی  یدهندهشینمانیز

که در بالا و  باشدمی ماندهکشش سطحی باقی یدهندهشینما𝜏𝑠 ثابت  باشد.می موردنظر ینانوصفحهدر 

رو  است که جهت آن د نظررموی بردار نرمال صفحه 𝑛. یکنواخت توزیع شده است طوربه نانوصفحهپایین 

 به بیرون است.

 :]13[داریم ()دلتای کرونکر δαβو   𝜀𝛾𝛾روابط بالا برای مقادیر در 

εγγ = εαα + εββ (2-6)  

δαβ = {
 1   if α = β
0   if α ≠ β

 
(2-7)  

 𝜆𝑠, 𝜇𝑠 15[باشندضرایب لامه مربوط به سطح می[. 

𝜇 =
𝐸

2(1 + 𝜈)
 𝜆 =

𝐸𝜈

(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)
 

 

𝜇𝑠 =
𝐸𝑠

2(1 + 𝜈)
 𝜆𝑠 =

𝐸𝑠𝜈

(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)
 

 

(2-8)  

,𝐸بالا در روابط  𝜈, 𝐸𝑠 و  3، نسبت پواسوننانوصفحهمربوط به سطح  2مدول یانگ یدهندهبه ترتیب نشان

 باشد. می موردنظر ینانوصفحهی مدول یانگ مربوط به بدنه

 هدفمندی حرکت آزاد نانوصفحه معادلات -2-3

باشد می ℎو ارتفاع  𝑏، عرض  𝑎طول  با هدفمنداز مواد  شدهساختهای نانوصفحه دهندهنمایش 2-2شکل

فحه را صنانو پایینو مواد سطح  را سرامیک بالااگر مواد سطح  است. که از مواد فلز و سرامیک تشکیل شده

                                                           
1- Lame constants 
2- Young's modulus 
3- Poisson's ratio 
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راستای  مواد دروردن خواص دست آهبرای ب ،2تاناکا -موری 1سازیفلز در نظر بگیریم بر اساس تئوری همسان

 :]11[بین دو سطح خواهیم داشت ضخامت

𝑃(𝑧) = 𝑃𝑚 + 𝑃𝑐𝑚𝑉𝑓(𝑧) 

𝑃𝑐𝑚 = 𝑃𝑐 − 𝑃𝑚 (2-11)  

گر خواص مواد نشان 𝑃و  یک و فلز داردمبه ترتیب اشاره به خاصیت سرا 𝑚, 𝑐 یهاسیرنویزدر روابط بالا 

 .]11[زیر در نظر گرفت صورتبهتوان . کسر حجمی سرامیک و فلز را میباشدهدفمند می

𝑉𝑓(𝑧) = (
1

2
+
𝑧

ℎ
)𝑘 

(2-11)  

 خص تابع توانی دارد.اشاره به شا 𝑘در رابطه بالا 

 . ]15[شودزیر تعریف می صورتبهتابعی  ل از مواد هدفمندت متشکمحور خنثی برای نانوصفحا

𝑧0 =
∫ 𝑧𝐸(𝑧)𝑑𝑧
(ℎ/2)

−(ℎ/2)

∫ 𝐸(𝑧)𝑑𝑧
(ℎ/2)

−(ℎ/2)

 

 

(2-12)  

 

 نمای شماتیک نانوصفحه با لایه سطحی 1-2شکل 

                                                           
1- Homogenization method 
2- Mori–Tanaka 
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های غیرصفر تنسور کرنش، به مطابق قانون هوک برحسب مولفهتنسور مربوط به تنش بدنه های مولفه

 .]31[صورت زیر قابل بیان است

𝜎𝑥𝑥
𝑏 =

𝐸(𝑧)

1 − 𝜈(𝑧)2
(𝜀𝑥𝑥 + 𝜈(𝑧)𝜀𝑦𝑦) 

()الف  

𝜎𝑦𝑦
𝑏 =

𝐸(𝑧)

1 − 𝜈(𝑧)2
(𝜀𝑦𝑦 + 𝜈(𝑧)𝜀𝑥𝑥) 

()ب  

𝜎𝑥𝑦
𝑏 =

𝐸(𝑧)

2(1 + 𝜈(𝑧))
𝜀𝑥𝑦 

(ج)  

(2-13)  

 :]31[دباشی نانوصفحه باشد، به صورت زیر میگر تنش مربوط به بدنههای تنش غیر صفر که بیانمولفه

𝜎𝑥𝑥
𝑏 =

𝐸(𝑧)

1 − 𝜈(𝑧)2
(𝜀𝑥𝑥 + 𝜈(𝑧)𝜀𝑦𝑦) +

𝜈(𝑧)

1 − 𝜈(𝑧)
𝜎𝑧𝑧 

()الف  

𝜎𝑦𝑦
𝑏 =

𝐸(𝑧)

1 − 𝜈(𝑧)2
(𝜀𝑦𝑦 + 𝜈(𝑧)𝜀𝑥𝑥) +

𝜈(𝑧)

1 − 𝜈(𝑧)
𝜎𝑧𝑧 

()ب  

𝜎𝑥𝑦
𝑏 =

𝐸(𝑧)

2(1 + 𝜈(𝑧))
𝜀𝑥𝑦 

(ج)  

(2-14)  

 :]31[اندزیر فرض شده صورتبههای مربوط به بدنه کرنش بالادر روابط 

𝜀𝑥𝑥 = −𝑧
𝜕2𝑊(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥2
 

(الف)  

𝜀𝑦𝑦 = −𝑧
𝜕2𝑊(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦2
 

(ب)  

𝜀𝑥𝑦 = −2𝑧
𝜕2𝑊(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

(ج)  

(2-15)  

𝑊  باشد. جابجایی هر نقطه از صفحه در راستای محورهایمی موردنظری جانبی صفحه انحرافنشانگر 

,𝑧 مختصات 𝑦, 𝑥  31[شودمی انیبزیر  صورتبهبر اساس تئوری کلاسیک[: 

𝑢𝑥 = −𝑧
𝜕𝑊(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑥
 

()الف  

𝑢𝑦 = −𝑧
𝜕𝑊(𝑥, 𝑦, 𝑡)

𝜕𝑦
 

(ب)  
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𝑢𝑧 = 𝑊(𝑥, 𝑦, 𝑡) (ج)  

(2-16)  

تنش در راستای محور ضخامت در  یمؤلفهی قابل توجه این است که نکته ،صفحات کلاسیک در تئوری 

 .]13[شودصفر در نظر گرفته می باًیتقرو  تنش بسیار ناچیز یهامؤلفهدیگر  مقایسه

𝜎𝑧𝑧 = 0 (2-17)  

ر ها برای غلبه بحلیکی از راه شود.ارضا نمیمورداک  -گورتینشرایط سطحی  ،در نظر گرفتن این فرضبا 

مورداک، فرض متغیر بودن مقدار تنش در راستای  -ن شرایط سطحی مدل گورتینو ارضا کرد این مشکل

 صورتبهتنش در راستای ضخامت دارای مقدار است و مقدار تنش را  یمؤلفه کهیطوربه ،ضخامت است

 ]15[گیریمدر نظر میزیر 

𝜎𝑧𝑧 =
1

2
[(
𝜕𝜎𝑥𝑧

𝑠+

𝜕𝑥
+
𝜕𝜎𝑦𝑧

𝑠+

𝜕𝑦
) + (

𝜕𝜎𝑥𝑧
𝑠−

𝜕𝑥
+
𝜕𝜎𝑦𝑧

𝑠−

𝜕𝑦
)]

+
𝑍

ℎ
[(
𝜕𝜎𝑥𝑧

𝑠+

𝜕𝑥
+
𝜕𝜎𝑦𝑧

𝑠+

𝜕𝑦
) − (

𝜕𝜎𝑥𝑧
𝑠−

𝜕𝑥
+
𝜕𝜎𝑦𝑧

𝑠−

𝜕𝑦
) ] 

 

(2-18)  

شد، ادیده ن هامؤلفهاز تنش است که در تئوری کلاسیک در مقایسه با دیگر  یامؤلفهدر بالا  شدهانیبتنش 

به صورتی که ذکر شد از تنش را  مؤلفهمورداک لازم است این  -ارضا شدن شرایط تئوری گورتین اما برای

 .در محاسبات لحاظ کنیم

 1معادلات حرکت غیرکلاسیک -2-4

سته ی تئوری الاستیسیته صفحات پیوبر پایه یسطحبا در نظر گرفتن تنش را انرژی کرنشی نانوصفحات 

 :]15[در نظر گرفتزیر  صورتبهتوان می

𝑆 =
1

2
∫ ∫ 𝜎𝑖𝑗

ℎ/2

−(ℎ/2)

𝜀𝑖𝑗𝑑𝑧𝑑𝐴 +
1

2
∫ 𝜎𝑖𝑗

𝑠 𝜀𝑖𝑗𝑑𝑆 +
1

2
∫ 𝜎𝑖𝑗

𝑠 𝜀𝑖𝑗𝑑𝑆
 

𝑠−

 

𝑠+

 

𝐴

 
(2-11)  

                                                           
1- Non-classical equation of motion 
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ال انتگر است، نانوصفحهح بالا و پایین وسط و نانوصفحهی مجموع انرژی کرنشی بدنه ی بالا بیانگررابطه

ی انرژی کرنشی سطح بالایی دهندهانتگرال دوم نشان ،موردنظر نانوصفحهبدنه  1ابتدایی بیانگر انرژی کرنشی

 باشد.می نانوصفحهو انتگرال سوم نمایشگر انرژی کرنشی موجود در سطح پایینی  نانوصفحه

 هدفمند مورد بررسی،ی نانوصفحهبا جرم و مجذور سرعتش متناسب است. در  نانوصفحهیک  2انرژی جنبشی

خواهیم  ،باشدبدنه و سطوح بالا و پایین می انرژی که شامل نانوصفحه ن انرژی کلدآور دست بهبرای 

 :]15[داشت

 K = 1

2
∫ I1(

∂W

∂t
)2

 

A
dA الف()  

I1 = I0 + [ρ
s+ + ρs−] ب()  

𝐼0 = ∫ 𝜌(𝑧)
ℎ/2

−ℎ/2

𝑑𝑧 

 

(ج 2-21)  

,+𝜌𝑠ی بالا عبارت در رابطه 𝜌𝑠−  پایین و بالا است و  3به ترتیب بیانگر چگالی جرمی سطوح𝐼0  بیانگر

 .است موردنظر نانوصفحه بدنه یجرمچگالی 

ی نوع درواقعکار وجود دارد. فیزیکی روشن،  تعنوان یک کمیتعریف کار به برایروابط مفید و متعددی 

 یبررس موردشود. در سیستم وارد و یا از آن خارج می نانوصفحهانرژی است که توسط یک نیروی خارجی به 

در  ایشود که توسط نیروهای خارجیتعریف می یایانرژ صورتبه کار ،است هدفمند یصفحه نانوکه یک 

,𝑦راستای محورهای  𝑥  15[شودمی نانوصفحهشود و باعث جابجایی و تغییر شکل در وارد می نانوصفحهبه[. 

Wext =
1

2
∫[Nx(

∂W

∂x
)2 + Ny(

∂W

∂y
)2]dA

 

A

 
(2-21)  

                                                           
1- Strain energy 

2- Kinetic energy 
3- Surface mass density 
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, 𝑁𝑦ی بالا هدر رابط 𝑁𝑥  مختصات هایی اعمالی در جهت محورهانیرو 𝑦, 𝑥 د که ممکن است نباشمی

  یهامؤلفهباشد و  مؤلفهمتشکل از چند 
𝜕𝑊

𝜕𝑦
,
𝜕𝑊

𝜕𝑥
 در راستای محورهای نانوصفحه هایجابجایی راتتغیی  

,𝑦 مختصات 𝑥 هستند. 

 .]15[ شودمعادله حرکت از اصل همیلتون استفاده می برای استخراج

∫ (𝛿𝐾 − 𝛿𝑆 + 𝛿𝑊𝑒𝑥𝑡)
𝑡2

𝑡1

𝑑𝑡 = 0 

 

(2-22)  

نسبت به جابجایی  را  به انرژی کرنشی، انرژی جنبشی و کارتغییرات مربوط  1عملگر وریشنی بالا در رابطه

 دهد.نشان میدر بازه زمانی معین 

 دمایی بارگذاری انواع -2-5

 صورتاست.بارگذاری به بارگذاریهای متنوع حالتتحت  نانوصفحهرفتار  هدف بررسی نامهپایاندر این 

تای دمایی است که در راس اختلافناشی از  حرارتیبار  .باشدمی بارگذاری مکانیکیو  حرارتیترکیبی از بار 

بر رفتار ارتعاشی و ها اثر آن نامهپایانتغییرات دمایی را که در این حالاتی از  ادامهدر  .باشدمیضخامت 

 .کنیمرا بیان می خواهد گرفتمورد بررسی قرار  نانوصفحهکمانشی 

 یدمای خط اختلاف -2-5-1

منظور به .کندتغییر می 2خطی صورتبهدما در راستای ضخامت  افزایش است کهدر این حالت فرض بر این 

که دمای سطح بالا، دمای و فرض این حرارتاز رابطه انتقال  یریگبهرهاستخراج رابطه دما در این حالت با 

 :]21[سطح سرامیک و دمای سطح پایین، دمای سطح فلز باشد، خواهیم داشت

𝐾
𝑑2𝑇

𝑑𝑧2
= 0 ,   𝑇 (𝑧 =

ℎ

2
) = 𝑇𝑐         𝑇 (𝑧 = −

ℎ

2
) = 𝑇𝑚 

(2-24)  

                                                           
1-Variation 
2- Linear Temperature Distribution(LTD) 
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با  .شده استباشد که ثابت در نظر گرفته در راستای ضخامت می حرارتیضریب هدایت  𝐾ی بالا در رابطه

 :در نظر گرفتن شرایط مرزی مساله خواهیم داشت همچنین ی مربوط به تغییرات دما وحل معادله

𝑇(𝑧) =
∆𝑇

ℎ
(𝑧 +

ℎ

2
) + 𝑇𝑚, ∆𝑇 = 𝑇𝑐 − 𝑇𝑚 

(2-25)  

 .شودگراد فرض میدرجه سانتی 35برابر با  𝑇𝑚ی بالا دمای مربوط به سطح فلز در رابطه

 یدمای غیرخط اختلاف -2-5-2

برای  شدهانجام، با فرض ایمفرض کرده 1غیرخطی صورتبهدما را در راستای ضخامت  افزایشدر این حالت 

 فرضتوانی  توزیعتحت را همانند خواص مواد که  حرارتیضریب هدایت  ،تغییرات دما در راستای ضخامت

 :]11[گیریمدر نظر می ،قابل مشاهده است (11-2) معادلهو در شده است 

𝐾(𝑧) = 𝐾𝑚 + 𝐾𝑐𝑚 [
2𝑧 + ℎ

2ℎ
]
𝑘

 
(2-26)  

 :که در آن

𝐾𝑐𝑚 = 𝐾𝑐 − 𝐾𝑚 (2-27)  

 موجود برای نانوصفحهعادله انتقال حرارت و شرایط مرزی برای م پایادر نظر گرفتن حالت است. با 

 :]31[داریم

𝑑

𝑑𝑧
[𝐾(𝑧)

𝑑𝑇

𝑑𝑧
] = 0  ;   𝑇 (𝑧 =

ℎ

2
) = 𝑇𝑐     ;    𝑇 (𝑧 = −

ℎ

2
) = 𝑇𝑚 (2-28)  

 :ی موجود برای تغییرات در راستای ضخامت خواهیم داشتبا اعمال شرایط مرزی بالا و حل معادله

𝑇(𝑧) = 𝑇𝑚 +
∆𝑇

𝐶
[(
2𝑧 + ℎ

2ℎ
) −

𝐾𝑐𝑚
(𝐾 + 1)𝐾𝑚

(
2𝑧 + ℎ

2ℎ
)
𝑘+1

 

+
𝐾𝑐𝑚
2

(2𝑘 + 1)𝐾𝑚2
(
2𝑧 + ℎ

2ℎ
)
2𝑘+1

−
𝐾𝑐𝑚
3

(3𝑘 + 1)𝐾𝑚
3 (
2𝑧 + ℎ

2ℎ
)
3𝑘+1

 

+
𝐾𝑐𝑚
4

(4𝑘 + 1)𝐾𝑚4
(
2𝑧 + ℎ

2ℎ
)
4𝑘+1

−
𝐾𝑐𝑚
5

(5𝑘 + 1)𝐾𝑚
5 (
2𝑧 + ℎ

2ℎ
)
5𝑘+1

] 

 

 

 

(2-21)  

                                                           
1- Nonlinear Temperature Distribution(NTD) 
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 :شودزیر تعریف می صورتبه 𝐶ی بالا، در رابطه

𝐶 = 1 −
𝐾𝑐𝑚

(𝑘 + 1)𝐾𝑚
+

𝐾𝑐𝑚
2

(2𝑘 + 1)𝐾𝑚2
−

𝐾𝑐𝑚
3

(3𝑘 + 1)𝐾𝑚
3 +

𝐾𝑐𝑚
4

(4𝑘 + 1)𝐾𝑚4
 

−
𝐾𝑐𝑚
5

(5𝑘 + 1)𝐾𝑚
5  

 

 

(2-31)  

 بارگذاری مکانیکی انواع -22-6

 .باشدهدفمند به صورت زیر میمکانیکی مفروض برای نانوصفحه  فشاری های مختلف بارگذاریحالت

  1محورهتک یبارگذار -2-6-1

و در  رهمحوتک صورتبهمورد نظر  نانوصفحهوارد بر  بارگذاری مکانیکیفرض بر این است که در این حالت  

 :شودبه نانوصفحه وارد می 𝑦  مختصات کند، در این حالت نیرو در سمت محوریک راستا بر نانوصفحه اثر 

 
 𝑦در راستای محور بارگذاری  الف( 

 
 𝑥در راستای محور بارگذاری  ب( 

 بارگذاری تک محوره 2-2شکل 

                                                           
1- Uni axial 
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 1دومحورهگذاری ربا -2-6-2

تحت بارگذاری مکانیکی از هر دو جهت  موردنظر است که نانوصفحهدر این حالت از بارگذاری فرض بر این 

 شماتیک نمایش داده شده است. صورتبهمحورهای مختصات باشد، که در شکل زیر 

 

 بارگذاری دومحوره 3-2شکل

توانیم رفتار نانوصفحه هدفمند مورد نظر ها میدر این فصل تمامی معادلات و مفاهیم اصلی که با داشتن آن

 .تحت بارگذاری بررسی و تحلیل کنیم را، به دست آورده و معرفی کردیمرا 

 
 
 
 
 
 

                                                           
1- Bi axial  
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 فصل سوم
 حل معادلات
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 مقدمه -3-1

بیان شد. هدف از حل این  نامهپایانپردازیم که در فصل دوم این در این فصل به اثبات و حل روابطی می

پیش بینی رفتار نانوصفحه تحت بارگذاری حرارتی و ی و منطقی برای دست آوردن یک راه حل کلروابط به

تخراج اس جابجایی برحسبفصل قبل یک معادله دیفرانسیل  حاصل از معادلات با حلباشد. مکانیکی می

 مورد بررسی رفتار ارتعاشی و کمانشی نانوصفحه راتوانیم خواهد شد. به روش ارائه شده در ادامه فصل می

 . دهیمقرار 

 های غیرکلاسیک تنشمولفه -3-2

,𝑦)های با جایگذاری مختصه 𝑥)  به جای(𝛽, 𝛼) ( برای به4-2در فرمول )های تنش دست آوردن منتجه

 ،خواهیم داشت:موردنظرنانوصفحه 

𝜎𝑥𝑥
𝑠−
+

= 𝜏𝑠 + (2𝜇𝑠 + 𝜆𝑠)
𝜕𝑢𝑥

𝜕𝑥
+ (𝜆𝑠 + 𝜏𝑠)

𝜕𝑢𝑦

𝜕𝑦
 = 𝜏𝑠 ∓

ℎ

2
((2𝜇𝑠 + 𝜆𝑠) (

𝜕2𝑊

𝜕𝑥2
) +

(𝜆𝑠 + 𝜏𝑠) (
𝜕2𝑊

𝜕𝑦2
) 

 

(الف)  

σyy
s−
+

= τs + (2μs + λs)
∂uy

∂y
+ (λs + τs)

∂ux

∂x
 = τs ∓

h

2
((2μs + λs) (

∂2W

∂y2
) +

(λs + τs) (
∂2W

∂x2
)) 

 

()ب  

σxy
s−
+

= μs (
ux

y
+
uy

x
) − τs (

uy

x
)  =  ∓

h

2
(2μs − τs) (

∂2W

∂y2
()ج (  

σxz
s−
+

= τs
∂W

∂x
 

(د)  

σyz
s−
+

= τs
∂W

∂y
 

()هـ  

(3-1)  

 یمؤلفهتوانیم می ،دیانجاممورداک می -که به ارضا شدن شرایط تئوری گورتین (18-2) توجه به رابطهبا 

 :زیر بازنویسی کنیم صورتبهتنش در راستای ضخامت را 
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𝜎𝑧𝑧 =
1

2
[(𝜏𝑠+ + 𝜏𝑠−) (

𝜕2𝑊

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑊

𝜕𝑦2
)] +

𝑧

ℎ
[(𝜏𝑠+ − 𝜏𝑠−) (

𝜕2𝑊

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑊

𝜕𝑦2
)] 

(3-2)  

ا به ر نانوصفحهی تنش مربوط به بدنه یهامؤلفهتوانیم بنابراین با داشتن تنش در راستای ضخامت می

-( و جای14-2ی )( در رابطه6-3)ی گذاری رابطهبا جایمورداک را ارضا کند  -صورتی که تئوری گورتین

 :دست آمده خواهیم داشتی به( در رابطه15-2ی )گذاری رابطه

𝜎𝑥𝑥
𝑏 = −

𝐸(𝑧)𝑧

1 − 𝜈(𝑧)2
(
𝜕2𝑊

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑊

𝜕𝑦2
) +

𝜈(𝑧)

(1 − 𝜈(𝑧))
(𝜎𝑧𝑧) 

= −
𝐸(𝑧)𝑧

1 − 𝜈(𝑧)2
(
𝜕2𝑊

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑊

𝜕𝑦2
) +

𝜈(𝑧)

(1 − 𝜈(𝑧))
(
1

2
(𝜏𝑠+ + 𝜏𝑠−) 

𝑧

ℎ
(𝜏𝑠+ − 𝜏𝑠−))(

𝜕2𝑊

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑊

𝜕𝑦2
) 

(الف)  

𝜎𝑦𝑦
𝑏 = −

𝐸(𝑧)𝑧

1 − 𝜈(𝑧)2
(
𝜕2𝑊

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑊

𝜕𝑥2
) +

𝜈(𝑧)

(1 − 𝜈(𝑧))
(𝜎𝑧𝑧) 

= −
𝐸(𝑧)𝑧

1 − 𝜈(𝑧)2
(
𝜕2𝑊

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑊

𝜕𝑥2
) +

𝜈(𝑧)

(1 − 𝜈(𝑧))
(
1

2
(𝜏𝑠+ + 𝜏𝑠−) 

+
𝑧

ℎ
(𝜏𝑠+ − 𝜏𝑠−)) (

𝜕2𝑊

𝜕𝑦2
+
𝜕2𝑊

𝜕𝑥2
) 

 

 

 

 

(ب)  

σxy
b = −

E(z)z

(1 + ν(z))

∂2W

∂x∂y
 

(ج)  

(3-3)  

 انرژی کرنشی نانوصفحه -3-3

ظر ن در را محاسبه کردیم، با های مربوط به بدنهسطحی و تنشتنش اعم از  ،تنش یهامؤلفهحال که تمامی 

انرژی  (24-2از فرمول ) استفادهبا  و وجود دارندضخامت های خیلی کوچکی که در راستای گرفتن تنش

 :]15[ کنیمرا محاسبه می هدفمندی کرنشی مربوط به نانوصفحه
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𝑆 =
1

2
∫[𝑀̅𝑥𝑥

 

𝐴

(
𝜕2𝑊

𝜕𝑥2
) + 𝑀̅𝑦𝑦 (

𝜕2𝑊

𝜕𝑦2
) + 2𝑀̅𝑥𝑦 (

𝜕2𝑊

𝜕𝑥𝜕𝑦
) + 𝑄𝑥

𝜕𝑊

𝜕𝑥
+ 𝑄𝑦

𝜕𝑊

𝜕𝑦
]𝑑𝐴 

 

(3-4)  

Qy ی بالادر رابطه
s , Qx

s , M̅̅̅̅ xy, M̅yy, M̅xx شوند:زیر تعریف می صورتبه 

𝑀̅𝑥𝑥 = 𝑀𝑥𝑥 +𝑀𝑥𝑥
𝑠

=
ℎ

2
(𝜏𝑠− − 𝜏𝑠+) + (𝐴11 + 𝐴11

𝑠 (𝜏𝑠+ + 𝜏𝑠−) + 𝐵11
𝑠 (𝜏𝑠+ − 𝜏𝑠−) 

−
ℎ2

4
(2𝜇𝑠+ + 𝜆𝑠+ + 𝜆𝑠− + 2𝜇𝑠−))

𝜕2𝑊

𝜕𝑥2
+ (𝐵11 + 𝐴11

𝑠 (𝜏𝑠+ + 𝜏𝑠−)

+ 𝐵11
𝑠 (𝜏𝑠+ − 𝜏𝑠−) −

ℎ2

4
(𝜆𝑠+ + 𝜏𝑠+ + 𝜏𝑠− + 𝜆𝑠−))

𝜕2𝑊

𝜕𝑦2
 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

()الف  

𝑀̅𝑦𝑦 = 𝑀𝑦𝑦 +𝑀𝑦𝑦
𝑠

=
ℎ

2
(𝜏𝑠+ − 𝜏𝑠−) + (𝐵11 + 𝐴11

𝑠 (𝜏𝑠+ + 𝜏𝑠−) + 𝐵11
𝑠 (𝜏𝑠+ − 𝜏𝑠−)   

−
ℎ2

4
(𝜆𝑠+ + 𝜏𝑠+ + 𝜏𝑠− + 𝜆𝑠−))

𝜕2𝑊

𝜕𝑥2
+ (𝐴11 + 𝐴11

𝑠 (𝜏𝑠+ + 𝜏𝑠−) + 𝐵11
𝑠 (𝜏𝑠+ − 𝜏𝑠−) 

−
ℎ2

4
(2𝜇𝑠+ + 𝜆𝑠+ + 𝜆𝑠− + 2𝜇𝑠−))

𝜕2𝑊

𝜕𝑦2
 

 
 

 

 

 

 

()ب  

𝑀̅𝑥𝑦 = 𝑀𝑥𝑦 +𝑀𝑥𝑦
𝑠 = (𝐷11 −

ℎ2

4
(2𝜇𝑠− − 𝜏𝑠+ + 2𝜇𝑠− − 𝜏𝑠−))

𝜕2𝑊

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

()ج  

𝑄𝑥
𝑠 = 𝜎𝑥𝑧

𝑠+ + 𝜎𝑥𝑧
𝑠− = 𝜏𝑠+

𝜕𝑊

𝜕𝑥
+ 𝜏𝑠−

𝜕𝑊

𝜕𝑥
 

()د  

𝑄𝑦
𝑠 = 𝜎𝑦𝑧

𝑠+ + 𝜎𝑦𝑧
𝑠− = 𝜏𝑠+

𝜕𝑊

𝜕𝑦
+ 𝜏𝑠−

𝜕𝑊

𝜕𝑦
 

(هـ)  

(3-5)  

,−𝑠 در روابط بالا 𝑠+ عبارات باشند. سطح بالا و پایین نانوصفحه می یکنندهبیان

(𝐴11, 𝐵11, 𝐷11, 𝐴11
𝑠 , 𝐵11

𝑠  شوند:به صورت زیر تعریف می (

{

𝐴11
𝐵11
𝐷11
𝐵11
𝑠

} = ∫ 𝑧2

{
 
 
 
 

 
 
 
 −

𝐸(𝑧)

1 − 𝜈(𝑧)2

−
𝐸(𝑧)𝜈(𝑧)

1 − 𝜈(𝑧)2

−
𝐸(𝑧)

1 + 𝜈(𝑧)

𝜈(𝑧)

(1 − 𝜈(𝑧))ℎ}
 
 
 
 

 
 
 
 

ℎ/2

−(ℎ/2)

𝑑𝑧 

 

 

(3-6)  
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𝐴11
𝑠 = ∫

𝜈(𝑧)

2(1 − 𝜈(𝑧))
𝑧𝑑𝑧

ℎ/2

−ℎ/2

 
(3-7)  

 معادله دیفرانسیل غیرکلاسیک -3-4

به اصل همیلتون و آنچه در  توجه با برای استخراج معادله دیفرانسیل غیرکلاسیک مربوط به نانوصفحه

 :گفته شد، خواهیم داشت (22-2فرمول )

∫ (𝛿𝐾 − 𝛿𝑆 + 𝛿𝑊𝑒𝑥𝑡)
𝑡2

𝑡1

𝑑𝑡 = 0 
(3-8)  

∫ (𝛿 (
1

2
𝐼0 (

𝜕𝑊

𝜕𝑡
)
2

) − 𝛿(𝑀̅𝑥𝑥 (
𝜕2𝑊

𝜕𝑥2
) + 𝑀̅𝑦𝑦 (

𝜕2𝑊

𝜕𝑦2
) + 2𝑀̅𝑥𝑦 (

𝜕2𝑊

𝜕𝑥𝜕𝑦
)

𝑡2

𝑡1

+ 𝑄𝑥
𝜕𝑊

𝜕𝑥
+ 𝑄𝑦

𝜕𝑊

𝜕𝑦
) + 𝛿(

1

2
(𝑁𝑥 (

𝜕𝑊

𝜕𝑥
)
2

+ 𝑁𝑦 (
𝜕𝑊

𝜕𝑦
)
2

))) 𝑑𝑡 = 0 

 

 

(3-1)  

جایگذاری انرژی جنبشی، انرژی کرنشی و کار انجام شده توسط نیروهای پس از با توجه به اصل همیلتون، 

و برابر قرار دادن  1جزءجزءبهپس از اعمال عملگر وریشن و استفاده از انتگرال  (،8-3خارجی در فرمول )

روابط زیر که بیانگر معادله حرکت و شرایط مرزی حاکم بر نانوصفحه هستند،  با صفر، آمدهدستبهی معادله

 قابل استخراج است.

𝜕2𝑀̅𝑥𝑥

𝜕𝑥2
+ 2

𝜕2𝑀̅𝑥𝑦

𝜕𝑥𝜕𝑦
+
𝜕2𝑀̅𝑦𝑦

𝜕𝑦2
− 𝑁𝑥 (

𝜕2𝑊

𝜕𝑥2
) − 𝑁𝑦 (

𝜕2𝑊

𝜕𝑦2
) +

𝜕𝑄𝑥
𝑠

𝜕𝑥
 

+
𝜕𝑄𝑦

𝑠

𝜕𝑦
= 𝐼1

𝜕2𝑊

𝜕𝑡2
 

 

(3-11)  

𝛿𝑊 = 0 𝑜𝑟 [
𝜕𝑀̅𝑥𝑥

𝜕𝑥
+
𝜕𝑀̅𝑥𝑦

𝜕𝑦
+ 𝑄𝑥

𝑠 − 𝑁𝑥 (
𝜕𝑊

𝜕𝑥
)] 𝑛𝑥 

+[
𝜕𝑀̅𝑥𝑦

𝜕𝑥
+
𝜕𝑀̅𝑦𝑦

𝜕𝑦
+ 𝑄𝑦

𝑠 − 𝑁𝑦 (
𝜕𝑊

𝜕𝑦
)] 𝑛𝑦 = 0 

 

()الف  

𝛿 (
𝜕𝑊

𝜕𝑥
) = 0 𝑜𝑟 [𝑀̅𝑥𝑥𝑛𝑥 + 𝑀̅𝑥𝑦𝑛𝑦] = 0 

()ب  

                                                           
1- Integrating by parts 
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𝛿 (
𝜕𝑊

𝜕𝑦
) = 0 𝑜𝑟 [𝑀̅𝑥𝑦𝑛𝑥 + 𝑀̅𝑦𝑦𝑛𝑦] = 0 

(ج)  

(3-11)  

𝑛𝑦در عبارات بالا پارامترهای  , 𝑛𝑥  معادلات گذاری جایبا  .دارندای اشاره به شرایط مرزی درون صفحه

 ( خواهیم داشت:11-3در معادله ) ( 3-5)

𝑀̅𝑥𝑥 =
ℎ

ℎ
(𝜏𝑠+ − 𝜏𝑠−) + 𝛼1

𝜕2𝑊

𝜕𝑥2
+ 𝛼3

𝜕2𝑊

𝜕𝑦2
 

()الف  

𝑀̅𝑦𝑦 =
ℎ

ℎ
(𝜏𝑠+ − 𝜏𝑠−) + 𝛼3

𝜕2𝑊

𝜕𝑥2
+ 𝛼1

𝜕2𝑊

𝜕𝑦2
 

()ب  

𝑀̅𝑥𝑦 = 𝛼2
𝜕2𝑊

𝜕𝑥𝜕𝑦
 

()ج  

𝑄𝑥
𝑠 = [𝛼4]

𝜕𝑊

𝜕𝑥
 

()د  

𝑄𝑦
𝑠 = [𝛼4]

𝜕𝑊

𝜕𝑦
 

(هـ)  

(3-12)  

,α5در معادلات بالا   α4, α3, α2, α1 اندشدهگرفتهزیر در نظر  صورتبه: 

𝛼1 = 𝐴11 + 𝐴11
𝑠 (𝜏𝑠+ + 𝜏𝑠−) + 𝐵11

𝑠 (𝜏𝑠+ − 𝜏𝑠−)

−
ℎ2

4
(2𝜇𝑠+ + 𝜆𝑠+ + 2𝜇𝑠− + 𝜆𝑠+) 

 

()الف  

𝛼2 = 𝐷11 −
ℎ2

4
(2𝜇𝑠− − 𝜏𝑠+ + 2𝜇𝑠− − 𝜏𝑠−) 

 

()ب  

𝛼3 = 𝐵11 + 𝐴11
𝑠 (𝜏𝑠+ + 𝜏𝑠−) + 𝐵11

𝑠 (𝜏𝑠+ − 𝜏𝑠−)

−
ℎ2

4
(𝜆𝑠+ + 𝜏𝑠+ + 𝜆𝑠− + 𝜏𝑠−) 

 

 

()ج  
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𝛼4 = 𝜏
𝑠+ + 𝜏𝑠− د()  

𝛼5 = 𝛼3 + 𝛼2 (هـ)  

(3-13)  

-3جابجایی هستند در معادله ) برحسب هایی از تنش و کرنشکه منتجه (12-3) معادلاتبا جایگذاری 

 شود:زیر استخراج می صورتبه جابجایی برحسب ،معادله دیفرانسیل غیرکلاسیک ،(11

𝛼1
𝜕4𝑊𝑥𝑥
𝜕𝑥4

+ 2𝛼5
𝜕4𝑊𝑥𝑦

𝜕𝑥2𝜕𝑦2
+ 𝛼1

𝜕4𝑊𝑦𝑦

𝜕𝑦4
− 𝑁𝑥 (

𝜕2𝑊

𝜕𝑥2
) 

−𝑁𝑦 (
𝜕2𝑊

𝜕𝑦2
) + 𝛼4

𝜕2𝑊

𝜕𝑥2
+ 𝛼4

𝜕2𝑊

𝜕𝑦2
= 𝐼1

𝜕2𝑊

𝜕𝑡2
 

 

(3-14)  

 حل مساله -3-5

 ،است فمندهدکه یک نانوصفحه  ،مورد نظر نانوصفحهنالیز و بررسی پاسخ ارتعاشی و پس کمانشی آ منظوربه

رت پاسخ را به صو در نتیجه، در نظر گرفتتابعی از جابجایی و زمان  صورت به صفحه راباید معادله حرکت 

 گیریم:تابع زیر که شرایط مرزی ساده را ارضا کند در نظر می

𝑊(𝑥, 𝑦, 𝑡) = 𝐴𝑚𝑛 𝑠𝑖𝑛 (
𝑚𝜋𝑥

𝑎
) 𝑠𝑖𝑛 (

𝑛𝜋𝑦

𝑏
) 𝑒𝑖Ω𝑡 (3-15)  

 گیریم:زیر در نظر می صورتبهرا  نانوصفحهنیروهای اعمالی به 

𝑁𝑥 = 𝛤𝑁𝑇 + 𝜓𝑁𝑚 الف()  

𝑁𝑦 = 𝛷𝑁𝑇 + 𝜑𝑁𝑚 (ب)  

(3-16)  

,𝜓)پارامترهای  ی بالادر رابطه 𝛷, 𝜑, 𝛤)  یهامؤلفهشوند. تعریف می 1و1به صورت ضرایبی با مقادیر 

فحه به وارد بر ص بارگذاری مکانیکی .شوندزیر تعریف می صورتبه حرارتیو  بارگذاری مکانیکیبه  مربوط

 شود:ی زیر استخراج میصورتی که بارحرارتی از رابطهباشد در صورت ثابت می



31 
 

𝑁𝑇 = ∫ 𝜎𝑥𝑥
𝑇

ℎ/2

−ℎ/2

𝑑𝑧 
(3-17)  

𝜎𝑥𝑥
𝑇 = −

𝐸(𝑧)𝛼(𝑧)(𝑇 − 𝑇0)

1 − 𝜈(𝑧)
 

(3-18)  

بسته به نوع حالت دمایی  𝑇و  دارد نانوصفحهی اشاره به دمای اولیه 𝑇0ی بالا قابل ذکر است که در رابطه

 31 نامهپایاندر این   𝑇0مقدار فرضی برای  گیریم متفاوت خواهد بود.بار حرارتی در نظر می رای توزیعکه ب

با   مای دو سطح فلز و سرامیک برابردکه . به این ترتیب هنگامیگراد در نظر گرفته شده استدرجه سانتی

و  𝑇0( برابر با اختلاف دماهای 18-3ی )در رابطه 𝑇( مقدار پارامتر 25-2)ی رابطهباشد، با توجه به  صفر

𝑇𝑚 در واقع هنگامی  شود.گراد میدرجه سانتی 5، برابر با  نامهپایانشود که با توجه به فرضیات در این می

شود، بارگذاری صفر نبوده و بارگذاری ناشی از یک که اختلاف دمای سطوح بالا و پایین نانوصفحه صفر می

توان به صورت بارگذاری ناشی از اختلاف دمای یکنواخت در یمرا  ای است که آندرجه 5اختلاف دمای 

 نظر گرفت. 

 کنیم.زیر تعریف می صورتبه بعدبیپارامتر دمایی  ،موردنظر نانوصفحه هایفرکانستحلیل و بررسی  برای

(3-11) 
𝜆𝑇 = ∆𝑇

𝑎2

ℎ2
𝛼𝑚 

 باشد.فلز می 1ضریب انبساط حرارتی یدهندهشینما، 𝛼𝑚ی بالا در رابطه

که بر اساس جابجایی و تغییرات جابجایی نسبت به ( 14-3)ی در رابطه (15-3)ی با جایگذاری رابطه 

, 𝑦مختصات  محورهای 𝑥 دست آوردبهرا  موردنظری طبیعی نانوصفحه هایفرکانستوان می ،است. 

Ω𝑚𝑛
2 = −

1

𝐼1𝑎4𝑏4
[(𝜋4𝛼1𝑎

4𝑛4 + 𝑁𝑇(𝛤𝜋
2𝑚2𝑏4𝑎2 + 𝛷𝑎4𝑛2𝑏2𝜋2) 

+𝑁𝑚(𝜓𝜋
2𝑚2𝑏4𝑎2 + 𝜑𝑎4𝑛2𝑏2𝜋2) + 2𝜋4𝛼2𝑏

2𝑎2𝑚2𝑛2) 

+𝜋4𝛼1𝑏
4𝑚4 − 𝛼3 (𝜋

2𝑚2𝑏4𝑎2 + 𝑏2𝜋2𝑎4𝑛2)] 

 
 

 

(3-21)  

                                                           
1- Thermal expansion coefficient 
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ن رابطه توان با استفاده از ایباشد که میمی موردنظری ارتعاشی نانوصفحه فرکانس یکنندهانیبی بالا رابطه

,𝜓)و تغییر پارامترهای  𝛷, 𝜑, 𝛤) بینیهای مختلف پیشرا تحت بارگذاری نانوصفحهارتعاشی  فرکانس 

 .کرد

 کنیم.بعد میبی به شکل زیر رای نانوصفحه طبیعیفرکانس 

ωmn = Ωmna
2√

I0
−A11

 

 

(3-21)  

همانند آنچه در مورد رفتار  موردنظر هدفمند نانوصفحه متشکل از موادرفتار کمانش برای تجزیه و تحلیل 

انجام دادیم نیز پیش خواهیم رفت با این تفاوت که در مورد بررسی رفتار کمانشی  نانوصفحهارتعاشی 

پارامتر زمان دخیل نخواهد بود و  ،موردنظر ینانوصفحهآوردن بار بحرانی کمانش  دست بهو  نانوصفحه

 :زیر فرض کرد صورتبه یرفتار کمانش ینیبشیپتوان پاسخ عمومی جابجایی را برای می جهیدرنت

W(x, y) = Amn sin (
mπx

a
) sin (

nπy

b
) (3-22)  

شی بحرانی های کمانی مورد نظر با دوحالت مختلف برای پیش بینی باربرای تحلیل رفتار کمانشی نانوصفحه

با مساوی صفر قرار دادن مقدار مربوط به فرکانس طبیعی نانوصفحه  وارد بر نانو صفحه مواجه خواهیم شد.

 آید.دست می کمانش بهپیشبار بحرانی  ( آمده است، 42-3)که در رابطه 

 بارگذاریو هدف به دست آوردن معلوم باشد  وارد بر نانوصفحه حرارتی: اگر فرض کنیم که بار حالت اول

 صورت خواهیم داشت:بحرانی وارد بر نانوصفحه باشد؛ در این مکانیکی

𝑁𝑚 = −
1

(𝜓𝜋2𝑚2𝑏4𝑎2 + 𝜑𝑎4𝑛2𝑏2𝜋2)
[(𝜋4𝛼1𝑎

4𝑛4 

+𝑁𝑇(𝛤𝜋
2𝑚2𝑏4𝑎2 + 𝛷𝑎4𝑛2𝑏2𝜋2) + 2𝜋4𝛼2𝑏

2𝑎2𝑚2𝑛2) 

+𝜋4𝛼1𝑏
4𝑚4 − 𝛼3 (𝜋

2𝑚2𝑏4𝑎2 + 𝑏2𝜋2𝑎4𝑛2)] 

 

 

(3-23)  
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وارد بر نانوصفحه معلوم باشد و هدف به دست آوردن بار  مکانیکیبارگذاری اگر فرض کنیم که : حالت دوم

 صورت خواهیم داشت:حرارتی بحرانی وارد بر نانوصفحه باشد؛ در این

𝑁𝑇 = −
1

(𝛤𝜋2𝑚2𝑏4𝑎2 +𝛷𝑎4𝑛2𝑏2𝜋2)
[(𝜋4𝛼1𝑎

4𝑛4 

+𝑁𝑚(𝜓𝜋
2𝑚2𝑏4𝑎2 + 𝜑𝑎4𝑛2𝑏2𝜋2) + 2𝜋4𝛼2𝑏

2𝑎2𝑚2𝑛2) 

+𝜋4𝛼1𝑏
4𝑚4 − 𝛼3 (𝜋

2𝑚2𝑏4𝑎2 + 𝑏2𝜋2𝑎4𝑛2)] 

 
 

 

 

(3-24)  

انوصفحه نمختلف و روابط بیانگر رفتار ارتعاش و فرکانس طبیعی  یدماها عیتوزداشتن روابط مربوط به  با

وی رتری تحلیل دقیقتوانیم می ،و همچنین روابط مربوط به کمانش نیروهای دمایی و مکانیکیهدفمند 

یم مفصل به آن خواه صورتبهو فصل بعد  نامهپایاناین ی را داشته باشیم که در ادامه موردنظری نانوصفحه

 پرداخت.

آید و همچنین با دست میبار کمانش مکانیکی به (23-3)در رابطه  𝑁𝑇بدیهی است با صفر قرار دادن مقدار 

 آید.دست میمجزا بهبار کمانش حرارتی به صورت  (24-3)در رابطه  𝑁𝑚صفر قرار دادن مقدار 

𝑁𝑚 = −
1

(𝜓𝜋2𝑚2𝑏4𝑎2 + 𝜑𝑎4𝑛2𝑏2𝜋2)
[𝜋4𝛼1𝑎

4𝑛4 

+2𝜋4𝛼2𝑏
2𝑎2𝑚2𝑛2 + 𝜋4𝛼1𝑏

4𝑚4 − 𝛼3 (𝜋
2𝑚2𝑏4𝑎2 + 𝑏2𝜋2𝑎4𝑛2)] 

 

 

 

(3-25)  

𝑁𝑇 = −
1

(𝛤𝜋2𝑚2𝑏4𝑎2 +𝛷𝑎4𝑛2𝑏2𝜋2)
[𝜋4𝛼1𝑎

4𝑛4 

+2𝜋4𝛼2𝑏
2𝑎2𝑚2𝑛2 + 𝜋4𝛼1𝑏

4𝑚4 − 𝛼3 (𝜋
2𝑚2𝑏4𝑎2 + 𝑏2𝜋2𝑎4𝑛2)] 

 

 

 

(3-26)  
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فصل چهارم
 

 نتایج
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 مقدمه -4-1

ردازیم پرفتار نانوصفحه تحت بارگذاری ترمومکانیکی میبه تحلیل  حرکت، پس از به دست آوردن معادلات

 شود.لازم برای بررسی رفتار ارتعاشی و کمانشی نانوصفحه می نتایجکه منجر به استخراج 

 است. (1-4)جدول  خواص سازه مورد نظر، مطابق

 ]15[ خواص ماده مورد استفاده در تحلیل حاضر( 1-4جدول )

𝐴𝑙 𝑆𝑖 𝑃𝑟𝑜𝑝𝑒𝑟𝑡𝑦 

70 210 𝐸(𝐺𝑃𝑎) 

0.35 0.24 𝜈 

23.6 × 10−6 5 × 10−6 𝛼(𝐾−1) 

2700 2331 
𝜌 (
𝑘𝑔

𝑚3
) 

5.46 × 10−7 3.17 × 10−7 
𝜌𝑠 (

𝑘𝑔

𝑚2
) 

+6.09 −10.036 
𝐸𝑠 (

𝑁

𝑚
) 

+0.9108 +0.6048 
𝜏𝑠 (

𝑁

𝑚
) 

250 148 
𝐾(

𝑊

𝑚 𝑘
) 

 

 211نانومتر،  211 در تمام حالات طول، عرض، ضخامت و شاخص تابع توانی نانوصفحه به ترتیب مقادیر

مگر در حالاتی که خلاف آن ذکر شده باشد. همچنین در هر  .باشدمی ،11نانومتر و عدد ثابت  11نانومتر، 

به صورت غیر خطی در بار حرارتی ذکر نشده است، و بارگذاری مکانیکی که نوع توزیع حرارت قسمت 

اطر خهمچنین ضریب پواسون به به صورت دومحوره انتخاب شده است. بارگذاری مکانیکیراستای ضخامت و 

 در نظر گرفته شده است. 24/1فرض ساده سازی، در حالت توزیع دمای غیرخطی 
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 اعتبار سنجی نتایج -4-2 

 نامهایانپبین نتایج استخراج شده در این  یاسهیمقا،  نامهپایانبررسی صحت کار صورت گرفته در این برای 

 .( ارائه شده است3-4( و )2-4جداول )صورت گرفته است که نتایج این مقایسه در  ]15[و  ]21[با مراجع 

برای نتایج پرداختیم.  ]21[حاضر با مرجع  نامهپایاناز  آمدهدستبه(، به مقایسه نتایج 2-4در جدول )

است که به  ذکرقابلدر نظر گرفته شده است.  یرخطیغ صورتبهدر هر دو حالت توزیع بار  آمدهدستبه

تر مجبور به استفاده از مرجع مذکور شدیم که در آن اثرات علت کمبود مراجع برای بررسی نتایج دقیق

 .سطح را نادیده گرفته است

 ]21[با مرجع  تئوری کلاسیک مطابقصفحه  دمای بحرانیمقایسه ( 2-4جدول )

∆𝑇𝑐𝑟(℃) 𝑎/ℎ 𝑘  

363.07 20 1 Ref.[31] 

363.1 20 1 Present work 

 

پرداختیم. برای نتایج  ]15[حاضر با مرجع  نامهپایاناز  آمده(، به مقایسه نتایج به دست 3-4در جدول )

 است. شدهگرفتهخطی در نظر  صورتبهدر هر دو حالت توزیع بار  آمدهدستبه

 ]15[با مرجع  کلاسیکغیرتئوری  مطابق فرکانس طبیعی نانوصفحه مقایسه (3-4جدول )

𝜔11 𝑘 ℎ(𝑛𝑚)  

19.3 0.5 1 Ref.[15] 

19.28 0.5 1 Present work 

سه کار به مقای پردازیم، برای انجام اینمی نامهپایانبه بررسی صحت نتایج ارائه شده در این  1-4شکل در  

 پردازیم.می ]15[با مرجع  نامهپایاننتایج  ارائه شده در این 



36 
 

 
 سطحی مختلفهایتنش برای دماییپارامتر برحسبفرکانس طبیعی اعتبار سنجی . 1-4شکل 

ار کپردازیم، برای انجام این می نامهپایاندر این شکل به بررسی صحت نتایج ارائه شده در این  2-4شکل 

 پردازیم.می ]21[با مرجع  نامهپایانبه مقایسه نتایج  ارائه شده در این 

 
 مختلفتابع توانی  هایشاخص برای ضخامت هبنسبت ضلع  برحسب دمای بحرانیاختلاف اعتبار سنجی . 2-4شکل 

  ارائه و تفسیر نتایج -4-3 

، تحلیل رفتاری نانوصفحه از چند شودپرداخته میبه ارائه نتایج استخراج شده  نامهپایاندر این بخش از 

تواند مورد بررسی قرار گیرد که در ادامه به بررسی تحلیل های مختلف رفتاری نانوصفحه هدفمند جهت می

 پردازیم.می
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 تحلیل فرکانسی -4-3-1

پارامتر دمایی برای توزیع دماهای مختلف در  برحسبهای طبیعی نانوصفحه نمایشگر فرکانس 3-4شکل 

غیر  نسبت به تئوریتوان نتیجه گرفت تئوری کلاسیک باشد. میدو حالت کلاسیک و غیرکلاسیک می

ریافت که توان د. همچنین با توجه به شکل میکندبینی میپیش کمترکلاسیک، مقدار فرکانس طبیعی را 

 ود.شی بیشتری باشند، مقدار فرکانس طبیعی نیز کمتر میشوندههرچقدر توزیع دماها شامل فرضیات ساده 

 
 کلاسیک: تئوری الف

 
 کلاسیکغیر : تئوریب

 توزیع دماهای مختلف برای پارامتر دمایی برحسب. فرکانس طبیعی 3-4شکل 
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های طبیعی نانوصفحه برحسب پارامتر دمایی با شاخص تابع توانی مختلف در دو حالت فرکانس  4-4شکل 

توان نتیجه گرفت تئوری کلاسیک نسبت به تئوری غیر کلاسیک، می. دهدنشان میکلاسیک و غیرکلاسیک 

 یهرچقدر خواص نانوصفحهشود همچنین مشاهده می. کندبینی میکمتر پیشمقدار فرکانس طبیعی را 

 باشد.تر باشد، فرکانس طبیعی نانوصفحه کمتر مید نظر به خواص فلز نزدیکمور

 
 : تئوری غیرکلاسیکالف

 
 : تئوری کلاسیکب

 تابع توانی مختلف هایشاخص برای پارامتر دمایی برحسب. فرکانس طبیعی 4-4شکل 
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های مختلف پارامتر دمایی برای ضخامت برحسبهای طبیعی نانوصفحه دهنده فرکانسنشان 5-4شکل 

توان نتیجه گرفت با افزایش ضخامت نانوصفحه، فرکانس طبیعی مربوط به نانوصفحه می باشد.نانوصفحه می

 یابد.کاهش می

 
 (a=b=20h) های مختلفضخامت برای پارامتر دمایی برحسب. فرکانس طبیعی 5-4شکل 

ف های سطحی مختلپارامتر دمایی برای تنش برحسبهای طبیعی نانوصفحه فرکانس مایشگرن 6-4شکل 

های سطحی موجود در نانوصفحه، فرکانس طبیعی توان نتیجه گرفت، با کاهش تنشباشد. مینانوصفحه می

 یابد.هدفمند کاهش می ینانوصفحه

 
 های مختلفسطحیتنش برای پارامتر دمایی برحسب. فرکانس طبیعی 6-4شکل 
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حه سطحی مختلف نانوصفپارامتر دمایی برای مدول یانگ برحسبهای طبیعی نانوصفحه فرکانس 7-4شکل 

. هرچند تاثیر مدول یانگ سطحی در فرکانس طبیعی نانوصفحه ناچیز است، اما با کاهش دهدرا نشان می

 کند.مقدار مدول یانگ سطحی در نانوصفحه، فرکانس طبیعی نانوصفحه کاهش پیدا می

 
 مختلف سطحی هایمدول یانگ برای پارامتر دمایی برحسب. فرکانس طبیعی 7-4شکل 

 انسیفرکپارامتر دمایی برای مودهای مختلف  برحسبهای طبیعی نانوصفحه دهنده فرکانسنشان 8-4شکل 

رکانس فتر از بزرگ ،فرکانس طبیعی نانوصفحه در مودهای بالاتر شودبه وضوح دیده میباشد. نانوصفحه می

 تر است.طبیعی نانوصفحه نسبت به مودهای پایین

 
 (a=b=20h)مختلف هایفرکانسی مود برای پارامتر دمایی برحسب. فرکانس طبیعی 8-4شکل 
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صفحه فرکانسی نانو برای مودهای مختلف بارمکانیکی محوری برحسبفرکانس طبیعی  مایشگرن 1-4شکل 

عی از فرکانس طبی تربزرگتوان نتیجه گرفت فرکانس طبیعی نانوصفحه در مودهای بالاتر باشد. میمی

 تر است. نانوصفحه نسبت به مودهای پایین

 
 (a=b=20h) های مختلفیمود فرکانس برای بحرانی بارگذاری مکانیکی برحسب. فرکانس طبیعی 1-4شکل 

 را نشانپارامتر دمایی برای نسبت اضلاع مختلف نانوصفحه  برحسبهای طبیعی فرکانس 11-4شکل 

توان نتیجه گرفت با زیاد شدن طول نانوصفحه در راستای امتداد اثر نیروی خارجی، فرکانس می. دهدمی

  .شودطبیعی نانوصفحه بیشتر می

 
 مختلف اضلاعنسبت  برای پارامتر دمایی برحسب. فرکانس طبیعی 11-4شکل 
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. دهدان میرا نش برای نسبت اضلاع مختلف بحرانی بارگذاری مکانیکی برحسبکانس طبیعی فر .11-4شکل 

هرچقدر افزایش یابد، فرکانس طبیعی نانوصفحه  بارگذاری مکانیکیشود که طول ضلع تحت اثر مشاهده می

 یابد.افزایش می

 
 مختلف نسبت اضلاع برای بحرانی بارگذاری مکانیکی برحسب. فرکانس طبیعی 11-4شکل 

 یکیبارگذاری مکانبحرانی ، برای توزیع  کمانشنیروی  برحسبفرکانس طبیعی  یدهندهنشان 12-4شکل 

انوصفحه ، نشدهاعمالتوان نتیجه گرفت برای نیروی کششی و فشاری . با توجه به شکل میباشدمی مختلف

دارد،  دیأکت آمدهدستبه جِینتای درستبهی قابل تذکر که دهد. نکتهرفتار ارتعاشی متفاوتی از خود نشان می

𝑁𝑚 هانقطه تلاقی نمودار = توان نتیجه گرفت نانوصفحه تحت نیروی فشاری دومحوره است. همچنین می  0

کمترین مقدار فرکانس طبیعی را دارد که این رفتار در هنگام اعمال نیروی کششی دومحوره دقیقا برعکس 

 کند.نانوصفحه بیشترین فرکانس طبیعی را پیدا می درواقعشود و می
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 (a=b=20h) های مختلفتوزیع نیرو برای بارگذاری مکانیکی برحسب. فرکانس طبیعی 12-4شکل 

برای حه نانوصف ضخامت برحسبفرکانس طبیعی غیرکلاسیک به کلاسیک سبت ننمایشگر  .13-4شکل 

اثرات  ریثتأشود، گرفت هرچقدر ضخامت نانوصفحه کمتر میتوان نتیجه . میاست شاخص تابع توانی مختلف

صفحه بینیم که رفتار نانوهای بالا میشود. همچنین در ضخامتغیر کلاسیک بر رفتار نانوصفحه بیشتر می

ت هرچقدر توان نتیجه گرفاز دیدگاه کلاسیک و غیرکلاسیک تفاوت زیادی با یکدیگر ندارند. علاوه بر این می

 شود.تر باشد، تفاوت نتایج در دو دیدگاه بیشتر میحه به خواص فلز نزدیکخواص نانوصف

 
  توانی مختلفتابعهایبرای شاخص ضخامت برحسب. نسبت فرکانس طبیعی 13-4شکل 
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 تحلیل کمانش حرارتی -4-3-2

نسبت طول به ضخامت نانوصفحه  برحسب کمانش ی بحرانیی پارامتر دمادهندهنمایش 14-4در شکل 

ود شتوان نتیجه گرفت هرچقدر ضخامت نانوصفحه کمتر مختلف است. می هایبرای شاخص تابع توانی

دن تر شبا نزدیک نتیجه گرفت توانگذارد. همچنین میی بحرانی میتاثیر کمتری بر پارامتر دما خواص

ی هاو این موضوع برای ضخامت یابدنانوصفحه کاهش می دمای بحرانیخواص نانوصفحه به خاصیت فلز، 

 .بالاتر مشهودتر است

 

 مختلف تابع توانی هایشاخص برای نسبت ضلع به ضخامت برحسب. پارامتر دمایی 14-4شکل 

ان را نشبرحسب نسبت ضلع به ضخامت نانوصفحه برای توزیع دماهای مختلف  دمای بحرانی  15-4شکل 

ود ش، همچنین مشاهده می یابدافزایش می دمای بحرانی، ضخامتبا افزایش توان نتیجه گرفت . میدهدمی

 ود. شنانوصفحه نیز کمتر می دمای بحرانیبیشتری باشد،  شونده سادههرچقدر توزیع دما شامل فرضیات 
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 دماهای مختلف توزیع برای به ضخامتنسبت ضلع  برحسب دمای بحرانی. 15-4شکل 

اضلاع  طول به ضخامت نانوصفحه برای نسبتنسبت  برحسب دمای بحرانی دهندهشینما 16-4شکل 

 رانیدمای بحتوان نتیجه گرفت هرچقدر طول ضلع تحت اثر بارحرارتی بلندتر باشد، باشد. میمختلف می

فت که توان گنیز بیشتر است. در مورد تاثیر ضخامت نانوصفحه بر مقدار بار کمانش بحرانی نانوصفحه می

 یابد.نیز افزایش می دمای بحرانیدر حالت کلی با افزایش ضخامت نانوصفحه، مقدار 

 
 مختلف برای نسبت اضلاع نسبت ضلع به ضخامت برحسبدمای بحرانی  .16-4شکل 
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برای  ضخامتنسبت طول به  برحسب غیرکلاسیک به کلاسیک دمای بحرانیسبت نشانگر ن .17-4شکل 

با کاهش ضخامت نانوصفحه، اثرات غیرکلاسیک تاثیر بیشتری در رفتار است.  شاخص تابع توانی مختلف

ابد و یگذارند. در نتیجه با افزایش ضخامت تاثیر اثرات غیرکلاسیک کاهش مینانوصفحه تحت بارگذاری می

واص نتیجه گرفت هرچقدر ختوان همچنین میشوند. دیدگاه کلاسیک و غیرکلاسیک به یکدیگر نزدیک می

 شود.تر باشد، تفاوت نتایج در دو دیدگاه بیشتر مینانوصفحه به خواص فلز نزدیک

 
 مختلف توانیتابعهایشاخصبرای ضخامتبهنسبت طول برحسببحرانی  . نسبت دمای17-4شکل 

 (b=100nm; a=100 nm) 

 ضخامتنسبت طول به  برحسبدر دو حالت کلاسیک و غیرکلاسیک   دمای بحرانیسبت ن .18-4شکل 

اثرات غیر  ریتأثشود، . هرچقدر ضخامت کمتر میکندرا بیان می مختلف توزیع دماهایبرای نانوصفحه 

ه های بالا بررسی رفتار نانوصفحه از دیدگاشود. همچنین در ضخامتکلاسیک بر رفتار نانوصفحه بیشتر می

وزیع توان نتیجه گرفت هرچقدر تلاسیک تفاوت زیادی با یکدیگر ندارند. علاوه بر این میکلاسیک با غیرک

 شود.ی بیشتری باشد، اختلاف نتایج در دو دیدگاه کمتر میشونده سادهدما شامل فرضیات 
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 مختلفدماهایبرای توزیع ضخامتنسبت طول به  برحسب. نسبت اختلاف دمای بحرانی 18-4شکل 

 (a=100 nm; b=100 nm) 

ول نسبت ط برحسبدر دو حالت کلاسیک و غیرکلاسیک   دمای بحرانیسبت ی ندهندهشینما 11-4شکل 

با افزایش ضخامت نانوصفحه، اثرات غیرکلاسیک  باشد.نسبت اضلاع مختلف میبرای نانوصفحه  ضخامتبه 

کاهش ضخامت تاثیر اثرات گذارند. در نتیجه با تاثیر کمتری در رفتار نانوصفحه تحت بارگذاری می

علاوه نند. کیابد و دیدگاه کلاسیک و غیرکلاسیک تفاوت بیشتری با یکدیگر پیدا میغیرکلاسیک افزایش می

توان نتیجه گرفت با افزایش طول ضلع تحت تاثیر بارحرارتی، اختلاف این دو دیدگاه بیشتر بر این می

 شود.می

 
 مختلف نسبت اضلاع برای ضخامتنسبت طول به  رحسبب. نسبت اختلاف دمای بحرانی 11-4شکل 
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 تحلیل کمانش مکانیکی -4-3-3

نسبت طول  ضخامت نانوصفحه را برای شاخص تابع  برحسبنمایشگر نیروی کمانش بحرانی  21-4شکل 

ند. کمحوره بیان مینیروهای دومحوره و تک اثر توانی مختلف در دوحالت کلاسیک و غیر کلاسیک و تحت

، که یابدکند، نیروی کمانش بحرانی کاهش میخواص نانوصفحه به سمت خواص فلز سوق پیدا میهرچقدر 

توان دریافت که نیروی کمانش بحرانی در . با توجه به شکل میهای بالاتر مشهودتر است برای ضخامت

ی هفحبینیم که نانوصاست. همچنین می کمترتئوری غیرکلاسیک نسبت به تئوری کلاسیک نانوصفحه 

ر ی تحت اثدرمقایسه با نانوصفحه بزرگتریمحوره دارای نیروی کمانش بحرانی تکبارگذاری تحت اثر 

 باشد.دومحوره می بارگذاری

  

 دومحوره بارگذاری، ب( تئوری کلاسیک دومحوره بارگذاری، کلاسیکغیرالف( تئوری 

  

 𝑥در راستای  محورهتک بارگذاری، لاسیک( تئوری کد 𝑥در راستای  محورهتک بارگذاری، کلاسیکغیر( تئوری ج

 (a=b=50 nm) مختلف تابع توانی هایشاخصبرای  نسبت ضلع به ضخامت برحسب بارگذاری مکانیکی. 21-4شکل 
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 های مختلفنسبت طول به ضخامت نانوصفحه برای  نسبت برحسبنیروی کمانش بحرانی  21-4شکل 

. در این شکل فرض بر این است که نیرو در جهت دهدرا نمایش میکلاسیک غیراضلاع با دیدگاه تئوری 

توان نتیجه گرفت که هرچقدر طول ضلع تحت اثر نیرو بلندتر باشد، شود. میبه نانوصفحه اعمال می 𝑥محور 

شود که هرچقدر ضخامت نانوصفحه کم شود، شود. همچنین مشاهده مینیرو کمانش بحرانی نیز بیشتر می

 یابد.تاثیر نسبت اضلاع بر نیروی کمانش بحرانی کاهش می

 
 ختلفم اضلاعنسبت برای  نسبت ضلع به ضخامت برحسب بارگذاری مکانیکی. 21-4شکل 

 تحلیل ترمومکانیکی -4-3-4

 پردازیم.مختلف می ترمومکانیکی هایدر ادامه به بررسی رفتار نانوصفحه تحت بارگذاری

دهد. حالت الف، ی کار، چهار نوع بار گذاری ترمومکانیکی را مورد بحث قرار میادامههای ذکر شده در شکل

-ی بار مکانیکی تک، نشان دهندهبباشد. حالت ی توزیع بار مکانیکی و حرارتی دومحوره میدهندهنشان

 دومحوره و مکانیکی، توزیع بار ترمومکانیکی را به صورت بار جحالت  .محوره استمحوره و بار حرارتی دو

و در انتها حالت د، توزیع بار ترمومکانیکی را به صورت بار مکانیکی  کندمحوره بیان میبار حرارتی تک

به    𝑥وره، همگی در راستای محقابل ذکر است بارهای تک .کندمحوره بیان میمحوره و بار حرارتی تکتک

 .شوندنانوصفحه وارد می
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ن در شکل زیر نشامختلف  هایشاخص تابع توانیازای برای نانوصفحه به نمودار ناحیه پایداری 22-4شکل 

ناحیه پایداری کوچک کند، . هرچقدر خواص نانوصفحه به سمت فلز بودن سوق پیدا میداده شده است

در حالت  بحرانی شود بار بحرانی در حالت دو محوره، دو برابر مقدار بارهمچنین مشاهده می. شودمی

 باشد.محوره میتک

 
 بارگذاری مکانیکی و حرارتی دومحورهالف( 

 

 و حرارتی دومحوره 𝑥 در راستای محورهبارگذاری مکانیکی تک( ب
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 𝑥 در راستای محورهبارگذاری مکانیکی دومحوره و حرارتی تک( ج

 

 𝑥 در راستای د( بارگذاری مکانیکی و حرارتی تک محوره

 (h=4nm) مختلفتوانی  تابعهای شاخص. ناحیه پایداری نانوصفحه با بارگذاری ترمومکانیکی برای 22-4شکل 
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ازای مدول یانگ سطحی مختلف در شکل زیر نشان نمودار ناحیه پایداری برای نانوصفحه به 23-4شکل 

 .شودداده شده است. با کاهش مقدار مدول یانگ ناحیه پایداری به صورت جزئی کوچک می

 
 بارگذاری مکانیکی و حرارتی دومحورهالف( 

 

 و حرارتی دومحوره 𝑥 در راستای محورهبارگذاری مکانیکی تک( ب
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 𝑥 در راستای محورهبارگذاری مکانیکی دومحوره و حرارتی تک( ج

 

 𝑥 در راستای د( بارگذاری مکانیکی و حرارتی تک محوره

 (h=4nm)سطحی مختلف های یانگمدول  ناحیه پایداری نانوصفحه با بارگذاری ترمومکانیکی برای .23-4شکل 
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های سطحی مختلف است. تنش یازا بهناحیه پایداری برای نانوصفحه  دهندهشینمانشانگر  24-4شکل 

شود مشاهده می تر است.های سطحی کمتر باشند، ناحیه پایداری کوچکتوان نتیجه گرفت هرچقدر تنشمی

 ی پایداری بیشتر از اثر مدول یانگ سطحی است.به طور محسوسی اثر تنش سطحی در ناحیه

 

 
 بارگذاری مکانیکی و حرارتی دومحورهالف( 

 

 و حرارتی دومحوره 𝑥 در راستایمحوره بارگذاری مکانیکی تک( ب
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 𝑥 در راستای محورهبارگذاری مکانیکی دومحوره و حرارتی تک( ج

 

 𝑥 در راستای د( بارگذاری مکانیکی و حرارتی تک محوره

 مختلفهای سطحیتنش  ناحیه پایداری نانوصفحه با بارگذاری ترمومکانیکی برای .24-4شکل 
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ه جتوان نتیهای مختلف است. میضخامت یازا بهناحیه پایداری برای نانوصفحه  دهندهشینما 25-4شکل 

ل پایداری در مقاب رفتار نانوصفحه متفاوت خواهد بود. با کاهش ضخامت نانوصفحه، ناحیهبا کاهش ضخامت، 

  یابد.بار حرارتی افزایش و در مقابل بارگذاری مکانیکی کاهش می

 
 بارگذاری مکانیکی و حرارتی دومحورهالف( 

 

 و حرارتی دومحوره  𝑥 در راستای محورهبارگذاری مکانیکی تک( ب
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  𝑥 در راستای محورهبارگذاری مکانیکی دومحوره و حرارتی تک( ج

 

  𝑥 در راستای د( بارگذاری مکانیکی و حرارتی تک محوره

 های مختلفضخامت نانوصفحه با بارگذاری ترمومکانیکی برایناحیه پایداری  .25-4شکل 
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وان تنسبت اضلاع مختلف نانوصفحه است. می یازا بهی ناحیه پایداری نانوصفحه دهندهنشان 26-4شکل 

 شود.می تربزرگتر شدن نانوصفحه، ناحیه پایداری نتیجه گرفت با کشیده

 

 
 دومحورهبارگذاری مکانیکی و حرارتی الف( 

 

 حرارتی دومحوره و 𝑥 در راستای محورهبارگذاری مکانیکی تک( ب



 

59 
 

 

  𝑥 در راستای محورهبارگذاری مکانیکی دومحوره و حرارتی تک( ج

 

  𝑥 در راستای و حرارتی تک محورهد( بارگذاری مکانیکی 

 مختلف  نسبت اضلاع ترمومکانیکی برایناحیه پایداری نانوصفحه با بارگذاری  .26-4شکل 

توان نتیجه گرفت ، میدهددماهای مختلف نشان میناحیه پایداری نانوصفحه به ازای توزیع 27-4شکل 

د. دهدر مقابل بارگذاری حرارتی و مکانیکی نشان میرفتار متفاوتی  ،سازی در حل مسالهفرضیات ساده

اری ی پایدی بیشتری باشد، محدودهشونده سادهتوان نتیجه گرفت هرچقدر توزیع دما شامل فرضیات می

که مقدار بار مکانیکی به ازای هر دو توزیع حرارتی ثابت است، درحالی یابد.برای بارگذاری حرارتی کاهش می
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ر مکانیکی بحرانی است. دلیل این مساله، صفر بودن مقدار اختلاف دما در هنگام مشخص شدن مقدار با

شود به خاطر فرض ساده اختلاف کمی که در اندازه مقدار بار مکانیکی بحرانی برای دو توزیع دما دیده می

 ایم.باشد که ضریب پواسون را ثابت فرض کردهسازی در توزیع دمای غیرخطی می

 
 بارگذاری مکانیکی و حرارتی دومحورهالف( 

 

 و حرارتی دومحوره 𝑥 در راستایمحوره تکبارگذاری مکانیکی ( ب



 

61 
 

 

 𝑥 در راستای محورهبارگذاری مکانیکی دومحوره و حرارتی تک( ج

 

 𝑥 در راستای د( بارگذاری مکانیکی و حرارتی تک محوره

 دماهای مختلفتوزیع . ناحیه پایداری نانوصفحه با بارگذاری ترمومکانیکی برای27-4شکل 
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فصل پنجم
 

گیرینتیجه  
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 مقدمه -5-1

از مواد مدرج تابعی تحت بارگذاری حرارتی  شدهساختهتحلیل کمانش و ارتعاشات نانوصفحه نامه در این پایان

 است. شدهانجام و مکانیکی با استفاده از تئوری الاستیسیته سطحی

های گوناگون دنیای صنعت هر روز امروزه بنا به پیشرفت علوم مهندسی استفاده از مواد هدفمند در بخش

شود نتایج ارائه شده از دقت قابل قبولی شود. تحلیل و بررسی مواد در مقیاس نانو باعث میتر میگسترده

رجه هایی با دیجه تحلیل صورت گرفته دقیق باشد. مواد هدفمند بیشتر در محیطدرنتبرخوردار باشند و 

رار ق بارگذاری مکانیکیاثر  شود که تحتمی کاربردهبههایی از صنعت حرارت بسیار بالا و یا در قسمت

کته توان به این نهای صورت گرفته میهای این تحقیق در مقایسه با دیگر پژوهشگیرد. از مزایا و برتریمی

مواد هدفمند تحت بار ترمومکانیکی از دیدگاه نانو و بارگذاری غیرخطی  نامهپایاناشاره نمود که در این 

 مورد بررسی قرار گرفته است. 

 بررسی عوامل موثر بر نانوصفحه -5-2

ئوری پردازیم. تبه بررسی عوامل موثر بر رفتار ارتعاشی و کمانشی نانوصفحه می نامهپایاندر این بخش از 

از اثرات سطحی نانوصفحه، مقدار فرکانس طبیعی نانوصفحه را نسبت به  یپوشچشمکلاسیک به دلیل 

هرچقدر اثرات سطحی دارای مقدار کمتری باشند نانوصفحه  روینازادهد. نشان می کمترتئوری غیرکلاسیک 

 باشد.دارای مقدار فرکانس طبیعی بیشتری می

ی مورد بررسی دهد که هرچقدر خواص نانوصفحهنمودارهایی که در بخش قبل نمایش داده شد، نشان می 

 د، فرکانس طبیعیتر باشتر باشد یا به عبارتی هرچقدر شاخص تابع توانی بزرگبه خواص فلز نزدیک

-اشد، بهبمی توجهقابلشود. رفتار ارتعاشی نانوصفحه در مقابل ضخامت نانوصغحه نیز نانوصفحه کمتر می

ار در بررسی صورت گرفته بر روی رفت یابدمی خامت فرکانس طبیعی نانوصفحه کاهشکه با افزایش ضطوری

اشد، تغییرات برد نظر تحت بار ترمومکانیکی میی موارتعاشی و کمانشی نانوصفحه به دلیل اینکه نانوصفحه



 

65 
 

 دمای بحرانیباشند. در مورد بر نانوصفحه از عوامل کمانش نانوصفحه می واردشدهدما و همچنین نیروی 

نین یابد. همچنیز افزایش می دمای بحرانیانتظار داشتیم، با افزایش ضخامت نانوصفحه مقدار  آنچهمطابق 

 د.یابکاهش می دمای بحرانیتر باشد، مقدار مورد بررسی به خواص فلز نزدیکی هرچقدر خواص نانوصفحه

از اثرات سطحی نانوصفحه، مقدار نیروی کمانش بحرانی را در مقایسه  یپوشچشمتئوری کلاسیک به دلیل  

اشد بدهد. در مورد طول ضلعی از نانوصفحه که تحت اثر نیرو مینمایش می کمتربا تئوری غیرکلاسیک 

گونه نتیجه گرفت که با افزایش طول ضلع نانوصفحه، مقدار نیروی بحرانی کمانش نیز افزایش توان اینمی

ه با ی است کاگونهبه دمای بحرانییابد. تفاوت دیدگاه کلاسیک و غیر کلاسیک در مورد بررسی مقدار می

توزیع دما  در راستای در  ساده شوندهشود. هرچقدر فرض ها کمتر میافزایش ضخامت، تفاوت دیدگاه

فتار های ربینییشپشود و ضخامت بیشتر باشد، تفاوت دو دیدگاه کلاسیک و غیرکلاسیک کمتر می

 .شودنانوصفحه از این دو دیدگاه نزدیک به هم می

تحلیل کمانش و ارتعاشات نانوصفحه تحت عنوان  نامهپایاندر کنار بررسی عددی صورت گرفته در این 

 از مواد مدرج تابعی تحت بارگذاری حرارتی و مکانیکی با استفاده از تئوری الاستیسیته سطحی شدهساخته

وجود های مرا با نتایج آزمایشگاهی مقایسه کنیم، که به دلیل محدودیت آمدهدستبهبهتر بود که نتایج 

 مقدور نبود.

 هاشنهادپی -5-3

  گرفتن اثرات سطح و اثرات غیرمحلیدر نظر تحلیل کمانش ترمومکانیکی صفحات نانو با. 

  نانوصفحه هدفمند تحت بارگذاری ترمومکانیکی با در نظر گرفتن اثرات سطحتحلیل پس کمانش. 

 نانوصفحه هدفمند تحت بارگذاری ترمومکانیکی با در نظر گرفتن اثرات  و ارتعاشات  تحلیل کمانش

 .غیرمحلی
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 ارگذاری ترمومکانیکی با در نظر گرفتن اثرات تحلیل کمانش و ارتعاشات نانوصفحه هدفمند تحت ب

 سطح و اثرات غیرمحلی در محیط مرطوب

  تحلیل کمانش و ارتعاشات نانوصفحه هدفمند تحت بارگذاری پیچشی مکانیکی با در نظر گرفتن

 اثرات سطح و اثرات غیرمحلی

 سطح  فتن اثراتتحلیل کمانش و ارتعاشات نانوتیوب ها تحت بارگذاری ترمومکانیکی با در نظر گر

 و اثرات غیرمحلی
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Abstract 

The buckling and vibration responses of nanoplates made of functionally graded materials 

(FGMs) subjected to Thermomechanical loading under four types of thermal loads are 

studied in prebuckling domain with considering The effect of surface stress. Types of 

thermal loads is, Linear Temperature Distribution and Nonlinear Temperature Distribution. 

Mechanical load is constant. To accomplish this purpose, Gurtin–Murdoch elasticity theory 

is incorporated in to the classical plate theory to develop a non-classical plate model 

including the surface effects. The material properties of FGM nanoplate are considered to 

be gradedin the thickness direction on the basis of the power law function. Hamilton's 

principle is utilized to derive size-dependent governing differential equations of motion and 

associated boundary conditions. Selected numerical results are presented to indicate the 

importance of surface stress effect. It is revealed that in the presence of surface stress effect, 

the influence of material property gradient index on the critical thermal buckling load is more 

prominent for FGM nanoplates with lower length-to-thicknessr atios. Also, by increasing the 

natural frequency of FGM nanoplate, the role of surface stress effect in the value of critical 

thermal buckling load is more prominent. 

Keywords: Nanoplate, Functionally graded material, Surface stress, Vibration, Buckling, 

Thermomechanical loading, Gurtin–Murdoch elasticity theory. 
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