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 تقدیم به :

اندیشند و عقل و منطق را پیشه خود ردانی که نیک میو به تمام آزاد مدلسوز و مهربانم  مادر و پدر

دانشمندان، بزرگان، و جوانمردانی . نموده و جز رضای الهی و پیشرفت و سعادت جامعه، هدفی ندارند

 .نمایندکه جان و مال خود را در حفظ و اعتلای این مرز و بوم فدا نموده و می
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دانشکده   مهندسی مکانیک شجوی دوره کارشناسی ارشد رشته       دان وحید محمدهاشمی ، اینجانب

سی      نامه یانپاشگگاهرود نویسگگنده صگگنعتی دانشگگهاه  مکانیک سخ فرکان شات غیرخطی و پا ارتعا

 های پیزوالکتریکی سیال پوشیده شده با لایهدهندهی انتقالی خمیدهنانولوله

 م.شویممتعهد  حبیب احمدی ودکتر امیر جلالی یی راهنماتحت 

 نامه توسط اینجانب انجام شده است و از صحت و اصالت برخوردار است.تحقیقات در این پایان 

 های محققان دیهر به مرجع مورد استفاده استناد شده است.در استفاده از نتایج پژوهش 

      در هیو جا ارائه     نامه تاکنون توسگگگط خود یا فرد دیهری برای دریافت هیو نود مدرا یا امتیازی          مطالب مندرج در پایان

 نشده است.

   روددانشهاه صنعتی شاه»باشد و مقالات مستخرج با نام شاهرود میصنعتی کلیه حقوق معنوی این اثر متعلق به دانشهاه  »

 به چاپ خواهد رسید.« Shahrood University of Technology» و یا

 هنامپایاناند در مقالات مسگگتخرج از مه تأثیرگذار بودهنااصگگلی پایان جینتادسگگت آمدن حقوق معنوی تمام افرادی که در به  

 گردد.رعایت می

 صول          های آننامه، در مواردی که از موجود زنده )یا بافتدر کلیه مراحل انجام این پایان ضوابط و ا ست  شده ا ستفاده  ها( ا

 اخلاقی رعایت شده است.

 ست             نامه، در مواردی که به حودر کلیه مراحل انجام این پایان شده ا ستفاده  سی یافته یا ا ستر صی افراد د شخ زه اطلاعات 

 اصل رازداری، ضوابط و اصول اخلاق انسانی رعایت شده است.
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 مالکیت نتایج و حق نشر

  یانه ا امه های ر اثر و محصولات آن )مقالات مستخرج، کتاب، برن این  کلیه حقوق معنوی 

افزار ها و تجهیزات ساخته شده است شاهرود می صنعتی ق به دانشهاه متعل (ای، نرم 

اید به نحو مقتضی   در تولیدات علمی مربوطه ذکر شود.باشد. این مطلب ب

 ایان نامه و نتایج موجود در پ  .بدون ذکر مرجع مجاز نمی باشد استفاده از اطلاعات 
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 چکیده

ی سیال پوشیده شده با دهندهانتقالی خمیدهی کربنی ر این پژوهش، ارتعاشات غیرخطی نانولولهد

ی به به منظور دستیاببرنولی -الکتریک، مورد مطالعه قرار گرفته است. از تئوری تیر اولرهای پیزولایه

بنی ی کربرای رفتار ارتعاشی سیستم استفاده شده است. شرط مرزی لغزشی نانولولهمعادله حرکت 

ی سیال بر اساس عدد نادسن فرض شده است و مدل ریاضی سازه با استفاده از اصل دهندهانتقال

سازی معادله حرکت استفاده شده و لتون توسعه یافته است. سپس از روش گلرکین برای گسستههمی

متریک بر پارا اولیه وهای زمانی چندگانه برای تحریکپاسخ فرکانسی سیستم با استفاده از روش مقیاس

تاژ ولاساس پیزوالکتریک استخراج شده است. در نهایت تاثیر پارامترهای مختلف از جمله ضخامت و 

عدد نادسن و پارامتر غیرمحلی بر فرکانس طبیعی و پاسخ میزان خمیدگی نانولوله، ی پیزوالکتریک، لایه

 فرکانسی سیستم بررسی شده است. 

 

 های کلیدی:واژه

عدد  ،های مبتنی بر پیزوالکتریکی سیال، نانوسیستمدهندهانتقالی خمیده، نانولوله کربنی ینانولوله

 نادسن.
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 یکربن هایخواص و کاربرد نانولوله .5-5

ای است که ابتدا های اصلی کربن با شکل استوانهیکی از آلوتروپ (CNTs) یهای کربننانولوله

فرد کربن، . در واقع با توجه به خواص منحصر به[1] کشف شدند 1991توسط ایجیما در سال 

 .[2]های مختلفی مانند الماس، گرافیت، فولرین، گرافن و ... برای این عنصر یافت شده است فرم

ها هستند. در الماس هر تری نسبت به سایر آلوتروپشده های شناختهه، فرمدو مورد اول ذکر شد

 های کربن تنها در دوخورد در حالی که در گرافیت اتماتم کربن به چهار اتم کربن دیهر پیوند می

شوند که با ی فولرین شناخته میاعضای خانواده ها به عنوان یکی ازCNT. [2]جهت پیوند دارند 

ضلعی از اتمی ششها به صورت شبکهشوند. شکل اتمی این ورقورق گرافن ساخته می رول کردن

ی رول کردن ورق بستهی دارد. قطر این سازه میهای کربن است و خواص استثنایی آنها به طریقه

 هاCNT. [3]متر برسد میلی 1تواند تا نانومتر متفاوت باشد و طول آنها می 111تا  1تواند از 

 به طول نسبت و 3g/cm 3/1 حدود چهالی ،TPa 1 از بیش یانگ مدول دارای همچنین

 [4.5]هستند  13111111قطر

جداره های چندو نانولوله  (SWNT)جدارهی تکبه طور کلی، دو نود نانولوله وجود دارد، نانولوله 

(MWNT) .SWNT ها از رول کردن تنها یک ورق گرافن وMWNT ها از رول کردن چند

دارای سه شکل  SWNT. [6]آیند های متحدالمرکز به وجود میی گرافن به صورت استوانهلایه

بردار کایرال  SWNTبه منظور تعیین نود  .[7]است  1ساختاری ازجمله کایرال، زیکزاا و آرمچیر

𝐶ℎی مطابق رابطه = 𝑛𝑎1 + 𝑚𝑎2 شود که در آن تعریف می(n,m)  تعداد مراحل گذر از طول

از نود زیکزاا و اگر با  CNTرول شود  (n,0)یوند کربن هستند. چنانچه ورق گرافن با شاخص پ

مشخص  (n,m)سایر موارد با شاخص  نیز شود ورول شود از نود آرمچیرتولید می (n,n)شاخص 

 . [8.9]نشان داده شده است 1 شکل در SWNT ساختار سه شوند.  شماتیکمی

                                                      
1 Chiral, Zigzag and Armchair   
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 فنشماتیک ورق گرا .5-5شکل 

 
 ی کربنیشماتیک سه نود اصلی نانولوله .2-5شکل 

ها به دلیل داشتن مدول CNTها این نکته قابل ذکر است که CNTدر بیان خواص مکانیکی 

باشند به همین دلیل از این بسیار زیادی می 2و استحکام کششی 1ی بالا دارای سفتیالاستیسیته

تصویری از  2شکل  [7.11]و خمشی استفاده کرد  های چرخشی، پیچشیتوان درمکانیزممواد می

هد. دکه توسط میکروسکوپ الکترونی با وضوح بالا گرفته شده است را نشان میخمیده  CNTیک 

گردد، هیو گونه تغییر شکل ی خود باز میبه حالت اولیه CNTمشاهده شده است وقتی که 

 .[11]شود پلاستیکی ناشی از خمش، در آن دیده نمی

                                                      
 1 Stiffness 

 2 Tensile strength 
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 [11]خمیده   CNTتصویر با وضوح بالا میکروسکوپ الکترونی از یک .9-5کل ش

دمای اتاق نیز رسانایی الکتریکی بالایی را  ها با توجه به ساختار ریزشان حتی درCNTبرخی از 

 دهند در نتیجه این مواد قادر خواهند بود که جربان الکتریکی زیادی را از خود عبور دهند.نشان می

های الکترونیکی، بسیار مورد توجه باعث شده است که استفاده از این مواد در دستهاه این خاصیت

تنها در  SWNTدهد که مقاومت الکتریکی . تحقیقات در این زمینه نشان می[7.12]قرار گیرند 

 .[13]درجه سانتیهراد است  27 در دمای ohm 4-11حدود 

های مهندسی مناسب کرده بسیاری از کاربردها را برای این سازه ،CNTفرد خواص منحصر به

، از این CNTبسیار زیاد هیدروژن توسط 1است. با توجه به خاصیت فوق العاده جذب و بازکشت

. همچنین از این مواد به عنوان [14]شود رفیت بالا استفاده میظسازه برای مخازن هیروژن با 

. یکی [15]شود استفاده می 3پسماند ولتاژو  2الکترودهای باتری به دلیل ظرفیت غیر قابل برگشت

ایده آل برای سازه 4یپرکننده ها به عنوان موادها استفاده از این سازهCNTاز کاربردهای اساسی 

 ی. در واقع، وزن سبک، استحکام بالا، و خواص حرارتی فوق العاده[16.17]های کامپوزیتی است 

CNTهای کامپوزیتی با چقرمهی بالا، استحکام اخت سازه، آنها را به مواد بسیار جذاب برای سها

ها، می توان CNT. علاوه بر این، از [18]بالا، و رسانایی الکتریکی و حرارتی بالا تبدیل کرده است 

برای ساخت نوسانهرهای مکانیکی با فرکانس طبیعی بسیار بالا به دلیل مدول الاستیسیته زیاد آنها 

 .[19]استفاده کرد 

ها و یا انتقال دارو و پروتئین ها استفاده از آنها درکاوش سلولCNTهای مهم از کاربردیکی دیهر 

ی . همچنین خاصیت بدون اصطکاا بودن دیواره[21]به سلول با حداقل نفوذ و آسیب دیدگی است 

                                                      
 1 Reversible and adsorption   

 2 Irreversible capacities 

 3 Voltage hysteresis 

 4 Filler 
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، باعث شده است از این مواد به عنوان نانولوله برای انتقال سیال با سرعت زیاد در CNTداخلی 

ی سیال را انتقال دهنده CNT. تصاویر زیر نمایی از یک [21]های بیولوژیکی استفاده شود الکان

 دهند.نشان می

  
 [21]انتقال دهنده سیال  CNTتصاویر میکروسکوپ الکترونی از یک  .4-5شکل 

قبیل های نانوالکترومکانیکی از توان در سیستمرا می CNTهای دیهری از ، کاربردعلاوه بر این

 .[25]های دیهر دید و بسیاری از کاربرد [24]ها ، نانوکلید[23]ها ، نانوروبات[22]ها نانویاتاقان

 مواد پیزوالکتریک .5-2

اشند. بشود که دارای خواص الکتریکی و مکانیکی میبه مواد کریستالی گفته می پیزوالکتریک

 را پیزوالکتریک خاصیت م، 1817 سال فرانسوی، در شناسکانی آئوئی، ژوست رونه بار نخستین

 پیزوالکتریک هایمیان پدیده موجود ارتباط آزمایشهاهی اثبات نخستین کرد. اما معرفی

 میان از شد. کوری انجام پیئر توسط م 1881 سال در آنها ساختارکریستالوگرافی و ماکروسکوپی

-نشان می از خود را یسیتهپیزوالکتر خاصیت بیشترین راشل و نمک کوارتز آنها، بررسی مورد مواد

های مختلفی برای مواد پیزوالکتریک تعریف شده است. برخی از مواد پیزو بندی. دسته[2.26]دادند 

به عنوان مواد پیزوالکتریک طبیعی مانند کوارتز، نمک پتاسیم، فسفات آمونیوم و پارافین و برخی 

 ،(PbZrTiO3–PbTiO3)تیتانات دیهر به عنوان مواد پیزوالکتریک مصنوعی مانند زیرکونات 

شوند شناخته می  (PLZT)زیرکونات تیتانات و لید لانتانیم  (BaSTO)باریم تیتانات استرانسیوم

. زمانی که میدان الکتریکی به این مواد اعمال می شود، تنش و یا کرنش مکانیکی در رفتار [27]

 مکانیکی نیروی ی دیهر، اعمال یکگویند و از سوشود که به آن اثر مستقیم میآنها مشاهده می

گویند. از اثر شود که به آن اثر معکوس میمی پیزوالکتریک مواد ولتاژ در ایجاد موجب فشار، مانند

های فشار و از اثر معکوس در مبدل ها و مبدلسنجمستقیم در ساخت حسهرها مانند شتاب

 .[28]شود یدرولیکی استفاده میالکترومکانیکی مانند ژنراتورها و عملهرهای پنوماتیکی و ه
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منتشر شد که آغازگر حل عددی مسائل مربوط به مواد جامد پیزوالکتریک  1961چند مقاله در سال 

دارد  الکترومغناطیسی وجود-ی مکانیکیبودند. برای توصیف رفتار مواد پیزوالکتریک، پنج رابطه

[29]: 

 روابط تنش در حرکت/تعادل؛ -1

 جایی؛ جابه-روابط کرنش -2

 ی شارژ الکترواستاتیک؛معادله -3

 پتانسیل الکتریکی؛-روابط میدان الکتریکی -4

 معادلات ساختاری. -5

 شوند:که این روابط به صورت زیر بیان می

(1-1) τ
𝑖𝑗,𝑖

= 𝜌�̈�𝑗            (𝑓𝑗 = 0) 

τکه در این رابطه 
𝑖𝑗

نیروهای   𝑓𝑗شتاب وهای مولفه �̈�𝑗ی ماده، دانسیته ρهای تنش، مولفه 

 باشند.خارجی می

(1-2) 𝑆𝑖,𝑗 =
1

2
(𝑢𝑖,𝑗 + 𝑢𝑗,𝑖) 

 های جابجایی هستند.مولفه 𝑢𝑖های کرنش و مولفه 𝑆𝑖,𝑗در این رابطه 

(1-3) 𝐷𝑖,𝑗 = 0 

 .دباشنمی iهای جابجایی الکتریکی یا چهالی شار الکتریکی در جهت مولفه 𝐷𝑖که 

(1-4) 𝐸𝑘 = −𝜙,𝑘 

 .پتانسیل الکتریکی است 𝜙و  kمیدان الکتریکی در جهت ی مولفه 𝐸𝑘که در اینجا 

 شوند:معادلات ساختاری پیزوالکتریک مطابق روابط زیر تعریف می

(a) میدان تنش، میدان کرنش و میدان الکتریکی؛ 

(b) .جابجایی الکتریکی، میدان کرنش، و میدان الکتریکی 

 توان به صورت زیر نوشتآنها را می که

(1-5-1) 𝜏
𝑖,𝑗

= 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝑆𝑘𝑙 − 𝑒𝑘𝑖𝑗𝐸𝑘 

(1-5-2) 𝐷𝑖 = 𝑒𝑗𝑘𝑙𝑆𝑘𝑙 + 𝜀𝑖𝑘𝐸𝑘  
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𝑒𝑘𝑖𝑗های الاستیک،ثابت 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙که در این روابط  تریک های دی الکثابت 𝜀𝑖𝑘ضرایب پیزوالکتریک و   

ی ترتوان به فرم سادههای هندسی این روابط را میسازیهستند. با توجه به نود ماده و برخی ساده

 .[27]سازی ریاضی نوشت برای مدل

-های کوچک )نانو و میکرو(، با توجه به ویژگیها در سازههای اخیر استفاده از پیزوالکتریکدر سال

 ها ازبرای محققان تبدیل شده است. در برخی از پژوهشفرد آنها به موضود جالبی های منحصر به

. [27]اند ها استفاده کردهسنج و عملهرها در کنترل  نانوسازهاین مواد به عنوان حسهرهای موقعیت

وه بر موارد ذکر شده از پیزوالکتریک ها در تولید انرژی در برداشتهرهای انرژی در ابعاد کوچک علا

موفق به ساخت  PFLعنوان مثال پژوهشهران در آزمایشهاه سملب دانشهاه شود. به نیز استفاده می

شده اند که این  2cm2w/gµ 8/11با چهالی توانی  3mm 87/14گر انرژی در ابعاد یک برداشت

 .[31]دهد گرهای انرژی پیزوالکتریکی را نشان میکار توانایی بالای برداشت

 تئوری غیرمحلی .5-9

ها در صنعت بسیار مورد توجه قرار گرفته است. بر این اساس سازهز نانوهای اخیر استفاده ادر سال

ها به موضوعی جالب برای محققان تبدیل شده سازی دینامیکی و آنالیز ارتعاشات این سازهمدل

هایی همراه ی کوچک آنها، با اختلافها همواره به خاطر اندازهسازی دینامیکی نانوسازهاست. ، مدل

 های مختلفی از قبیل روشهایها، تکنیکاساس برای بررسی رفتار مکانیکی این سازه است. بر این

 .[31]آزمایشهاهی، دینامیک مولکولی و مکانیک محیط پیوسته ارائه شده است 

های آن بسیار دشوار و محدود هستند و های آزمایشهاهی با توجه به محدودیتدر این میان روش

به روابط طولانی و دشوار بسیار چالش برانهیز است، بر این اساس  روش دینامیک ملکولی با توجه

ست. ها تبدیل شده اکاربرد مکانیک محیط پیوسته به روشی جالب برای تجزیه و تحلیل این سازه

های کوچک نیروهای بین مولکولی و پیکربندی اتمی، نقش بسیار لازم به ذکر است که در مقیاس

های کلاسیک مکانیک محیط پیوسته در نظر گرفته ن عوامل در تئوریکنند که ایمهمی را بازی می

های غیرکلاسیک به منظور درج این اثرات توسعه یافته اند. یکی از شوند. بنابر این، تئورینمی

 هایتئوری های غیرکلاسیک، تئوری ارینهن است. مطابق با این تئوری، برخلافمهمترین تئوری

 هایتئوری آن نقطه، در کرنش از است تابعی نقطه یک در تنش کنندمی فرض که محلی

 محیط نقاط در تمام کرنش از تابعی نقطه یک در تنش که کنندمی فرض غیرمحلی یالاستیسیته

 .[32]است  پیوسته

دلخواه  یدر هر نقطه σمحلی محلی ارینهن، تانسور تنش غیری غیری الاستیسیتهمطابق با نظریه

y انتهرال زیر توضیح داد.توان با را می 
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(1-6) σ = ∫𝐾(|�́� − 𝑦|, 𝜂)𝑧(�́�)𝑑�́�

𝑉

 

𝐾(|�́�که در آن  − 𝑦|, 𝜂) محلی و ی مدول غیرتابع کرنل است که نشان دهندهη  ثابت ماده

�́�|ی طول داخلی و خارجی بستهی دارد.  است که به مشخصه − 𝑦|  فاصله و𝑧(�́�)   ماتریس

 توان نوشتاست. مطابق قانون هوا می yسیک در نقطه تنش ماکروسکوپی کلا

(1-7) 𝑧(𝑦) = 𝑐(𝑦): 𝜀(𝑦) 

 ماتریس الاستیک مرتبه چهار است. Cکه 

-1ی )کنند. رابطه( معادلات ساختاری رفتار غیر محلی یک جسم را بیان می7-1( و )6-1روابط )

قاط موجود در میدان کرنش چه تنش در یک نقطه از جسم هریک از نمقدار کند که در ( بیان می6

 سهمی دارند.

توان را می آورد از این رو این رابطه( مشکلات فراوانی را برای حل به وجود می1-6) ی انتهرالیرابطه

 به فرم زیر نوشت.

(1-8) (1 − 𝜂2𝑙𝑒
2𝛥2)𝜎 = 𝑧       ,           𝜂 =

𝑒0𝑙𝑖
𝑙𝑒

 

 های طول داخلی و خارجی هستند.مشخصه elو  ilه،  ثابت ماد  0eکه در آن 

 :تنش در تئوری غیر محلی

توان تنش در هر نود تئوری تیر را برحسب کرنش به دست آورد. ( می8-1ی )با استفاده از رابطه

ی خطی وجود دارد، در تئوری غیرمحلی روابط برخلاف  تئوری محلی که بین تنش و کرنش رابطه

 شوند.ی دیفرانسیلی بین تنش و کرنش میایجاد یک رابطهساختاری منجر به 

 توان روابط زیر را برای یک تیر نوشت( می8-1ی )با استفاده از روبط ساختاری در معادله

(1-9) μ = 𝑒0
2𝑙𝑖

2 
σ

𝑥𝑥
−

𝜕2𝜎𝑥𝑥

𝜕𝑥2
= 𝐸𝜀𝑥𝑥  

σ
𝑥𝑧

−
𝜕2𝜎𝑥𝑧

𝜕𝑥2
= 2𝐺𝜀𝑥𝑧 

 مدول برشی است. Gمدول یانگ و  Eدر این روابط  

ای هبرنولی، تیموشنکو و تئوری-های تیر اولربرای تئوری شدههای ارئهاکثر مدلمحلی در تئوری غیر

محلی خمش غیر یبرنولی رابطه-باشد. براساس تئوری تیر اولرتیر با تغییر شکل برشی مرتبه بالا می

 ر نوشت.توان به صورت زیرا می
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(1-11) 𝑀 − µ
𝜕2𝑀

𝜕𝑥2
= 𝐸𝐼𝑘            ,            𝑘 = −

𝜕2𝑊

𝜕𝑥2
 

 محلی را در معادلات اعمال کرد.توان تاثیر تئوری غیری بالا میاز رابطه

 

 مروری بر کارهای پیشین .5-4

 هاسازی دینامیکی و ارتعاشات نانولولهمدل.  5-4-5

ی کاربرد آنها در صنایع مختلف ها، نقش بسیار مهمی در توسعهعاشی نانولولهدرا درست رفتار ارت

های مبتنی بر دارد. از این رو، بسیاری از مقالات پژوهشی به بررسی دینامیک و ارتعاشات سازه

های ریز، به استفاده از ساختار .ها پرداخته اندفرد این سیستمنانولوله، با توجه به خواص منحصر به

ها، مهندسان در حوضه ارتعاشات را وادار به مطالعه ها در سنسورها و محراCNTخاص،  طور

 تجربی و نظری در خصوص خواص ارتعاشی این ساختارها کرده است .

، در آزمایشهاه از یک CNTگیری خواص مکانیکی و الکتریکی یک به عنوان مثال به منظور اندازه

با  CNT. در این آزمایش، فرکانس تشدید یک [32]د میکروسکوپ انتقال الکترون استفاده ش

را در حالت  CNT. شکل زیر نمایی از یک [23]دست آمد استفاده از ولتاژ هارمونیک اعمالی به

 دهد.و در حالت نوسانی نشان می 1پایا

 
 .[32]در حالت پایا و نوسانی تحت تحریک ولتاژهای مختلف  CNTنمای . 1-5شکل 

                                                      
 1 Stationary 
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از قوانین ارتعاشات استفاده  CNTگیری جرم متصل به انتهای آزاد یک ر اندازهبه منظو همچنین

. شکل زیر تصویر [32]دست آمد به fg 22شده برای توده زدهشد. در این کار جرم تخمین

 دهد.شده از این کار را نشان میمیکروسکوپی گرفته

 
 .[32]وسانی در حالت پایا و ن CNTجرم متصل به انتهای آزاد  .6-5شکل 

 

مورد بررسی قرار دادند.  1نوسانهر توسط مکانیک سازه مولکولی CNTلی و چو فرکانس تشدید یک 

دست آمد و تاثیر آن بر و فرکانس تشدید به CNTی بین جرم متصل شده به در این کار، رابطه

 .[33]فرکانس طبیعی سیستم مورد بررسی قرار گرفت 

 هایسازی دینامیک مولکولی، خواص الاستیک نانوسازهاز شبیهکیم و همکارانش، با استفاده 

بر روی  2. آنها با مقایسه تاثیر مقیاس ابعادی[43]دست آوردند سیلیکونی مانند مدول یانگ را به

های سازی مکانیک محیطهای آزمایشهاهی و مدلدست آمده، با یافتهی بهمدول الاستیسیته

. در پژوهش دیهری [34]امتر چهونه به مقیاس ابعاد وابسته است پیوسته نشان دادند که این پار

ای با قطر ها انجام شده بود نشان داده شد که مدول یانگ به طور قابل ملاحظهCNTکه بر روی 

س تواند مدول یانگ و به تبع آن فرکانکند ، بر این اساس تئوری کلاسیک خطی نمیسازه تغییر می

 .[35]بینی کند  ها را به دقت پیشCNTتشدید 

                                                      
1 Molecular structural mechanics 
2 Dimensional scaling 
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، مشاهده شده  CNTشده از نوسانهرهای نانومکانیکی ساخته خواص الاستیک و در بررسی رفتار

که میرایی به شدت بر  میرایی این سیستم ها از نود غیرخطی است. همچنین مشخص شده که

رد ده کتوان از ترم میرایی غیرخطی به جای خطی استفامیزان دامنه حرکت تاثیر گذار است و می

عنوان افزاینده میرایی سیستم استفاده کردند. به  CNT. درکار دیهری راجوریا و جلیلی از [36]

به عنوان  CNTکارگیری در بهزایش میرایی نسبت به افزایش سفتی در این کار مشاهده شدکه اف

افزایش همچنین نشان داده شد که  .های نانومکانیکی بسیار موثرتر استتقویت کننده در سیستم

برابر میرایی را  711نانوتیوب اپوکسی چندجداره در مقایسه با نانوتیوب اپوکسی تک جداره حدود 

 . [37]دهدافزایش می

به عنوان نانوحسهر  CNTی غیرمحلی مورمو و همکارانش ارتعاشات با استفاده از تئوری الاستیسیته

ی دست آوردن رابطهز اصل انرژی برای به. در این پژوهش ا[38] دادندمورد بررسی قرار را زیستی 

پی بردن به درستی نتایج از جدید فرکانس غیرمحلی سنسور استفاده شد. در این پژوهش برای 

  .سازی دینامیک مولکولی نیز استفاده شد و تنایج هر دو تئوری با هم مقایسه شدندشبیه

ژانگ و همکارانش ، به بررسی  غیرمحلی یسیتهبا استفاده از تئوری الاستیدر پژوهش دیهری 

دهد پرداختند. نتایج این کار نشان می (DWNT)ی کربنی دوجداره ارتعاشات آزاد یک نانولوله

. مشابه به این کار، [39]محلی به شدت بر فرکانس طبیعی سیستم تاثیرگذار است که پارامتر غیر

همکارانش ثابت کردند که  مورد  بررسی  قرار گرفت. در این کار، لی و  MWNTارتعاشات  

با قطر خارجی مشابه است. آنها همچنین  SWNTکمتر از  11، تقریبا % DWNTفرکانس طبیعی 

 .[41]شود از فرکانس سوم تشدید شرود می 1غیرمحوری DWNTنشان دادند که ارتعاشات

 حامی جرم باکتری در نوا آن با استفاده از تئوری DWNTهای فرکانس طبیعی و شکل مود

های پیوسته مورد بررسی قرار گرفت. سیستم مورد نظر توسط روش تفاضل محدود حل و محیط

های مختلف امتحان شد. نتایج این پژوهش نشان میدهد که از جابجایی فرکانس برای باکتری با جرم

 .[41]های بسیار کوچک استفاده کرد توان برای تشخیص تودهاین سیستم می

ی های نانو الکترومکانیکی تحت تحریک نیرو الکترواستاتیکت اجباری سیستمتجزیه و تحلیل ارتعاشا

سیستم پیشنهادی با استفاده از  یک الکترود توسط قاسم و همکارانش مورد مطالعه قرار گرفت.

توسعه داده و با در نظر گرفتن منابع  دو سر گیرداربرای شرط مرزی  2روش گالرکین و میانهین

رت تحلیلی حل شد. در این پژوهش بیشتر بر روی تاثیر میدان الکتریکی خطی مختلف به صوغیر

 . [42]بر پاسخ ارتعاشی تمرکز شده بود 

                                                      
3 Non-coaxial 
 1 Averaging 
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مورد  فلتی کربنی تحت میدان الکترومغناطیسی توسط نوردنو نانولوله 1نوار-ارتعاشات خمشی نانو

عاشی بالاتر سیستم در مودهای ارت 2بررسی قرار گرفت. در این مطالعه امکان وجود خودتحریکی

یک میدان مغناطیسی ثابت در مدل به منظور دستیابی به  از همچنین مورد بررسی قرار گرفت.

 .[43]دامنه مورد نظر، استفاده شد 

 ی سیالدهندههای انتقالارتعاشات نانوسازه.  5-4-2

ها، CNT کاا بودن سطح داخلیطفرد بدون اصهمان طور که از قبل بیان شد، خاصیت منحصر به

ی دهندهی انتقالها به عنوان نانولولهها در بسیاری از نانوسیستمموجب شده است که از این سازه

های ذخیره سازی ها  به طور قابل توجهی درسیستمCNTسیال استفاده شود. به عنوان مثال از 

ای انتقال دارو ههای پزشکی برای مکانیزمگاز، ذخیره سازی مایع، حمل و نقل مایع و در دستهاه

این شناخت رفتار مکانیکی، به خصوص پاسخ ارتعاشی و تجزیه و تحلیل . بنابر [44]شود استفاده می

 ها مورد توجه بسیاری از محققان قرارگرفته است.فرکانس این سیستم

 ها با استفاده از تئوریCNTتاثیر حرکت سیال در داخل نانولوله، بر روی ارتعاشات آزاد و پایداری 

هد دبرنولی توسط یون و همکارانش مورد بررسی قرار گرفت. نتایج آنها نشان می-کلاسیک تیر اولر

که حرکت سیال به شدت برروی فرکانس تشدید تاثیر گذار است. همچنین نشان داده شد که این 

 .[45]با قطر زیاد است  CNTبا طول زیاد بیشتر از  CNTتاثیر بر روی 

های کلاسیک حاوی سیال با استفاده از روش MWNTحرانی برای یک عبارت فرکانس و سرعت ب

-دست آمد. در این پژوهش، سیستم با استفاده از تئوری تیر اولرتبار بهتوسط خسرویان و رفیعی

استوا مدل شد و پایداری سیستم مورد برسی قرار گرفت. هدف -ی خطی نویربرنولی و معادله

برنولی و تیموشنکو و بررسی تاثیر -سازی تیر به روش اولراصلی این پژوهش مقایسه بین مدل

های . در کار دیهری که از روش[46]های پایین بود هرکدام بر روی پایداری سیستم در سرعت

ی انتقال سیال تحت بارگذاری محوری مورد بررسی کلاسیک استفاده شده بود، ارتعاشات نانولوله

ال بر خطی و سرعت سی بستره برای این سیستم و تاثیر دامن-قرار گرفت. پاسخ غیرخطی فرکانس

دست آمد. نسبت ابعاد سیستم و مقدار بار محوری از جمله پارامترهای مهمی روی پاسخ فرکانسی به

بودند که در این پژوهش مورد بررسی قرار گرفتند و حساسیت پایداری سیستم نسبت به این دو 

 .[47]پارامتر سنجیده شد 

                                                      
 2 nano-ribbon 

 3 Self-excitation 
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حاوی سیال  DWNTکلاسیک پوسته، یان و همکارانش به بررسی پایداری بر اساس مدل 

پرداختند. آنها در نتایج خود به این نکته اشاره کردند که سرعت بحرانی و پایداری سیستم به شدت 

 . [48]بین سیال و سازه و همچنین نسبت ابعاد سیستم بستهی دارد به نیروی واندروالس ما

توانند به درستی گویای رفتار سیستم های کلاسیک نمیه شد، تئوریهمان طور که از قبل اشار

های محققان جای های غیرکلاسیک به سرعت در پژوهشباشند بر این اساس استفاده از تئوری

 توان به موارد زیر اشاره کرد:گرفت. به  عنوان مثال می

حاوی  DWNTپایداری  در پژوهشی، با درنظرگرفتن تاثیر اندازه کوچک، ارتعاشات غیرخطی و

های پیوسته، مورد بررسی قرار گرفت. نتایج این تحقیق با استفاده از تئوری مکانیک محیط سیال

ی کوچک در این سیستم به شدت بر فرکانس طبیعی دهد که در نظرگرفتن تاثیر اندازهنشان می

 .[49]سیستم تاثیرگذار است ولی تاثیر چندانی بر سرعت بحرانی سیال ندارد 

ی سیال را دهندهانتقال SWNTلی و چانگ با استفاده از تئوری الاستیک غیرمحلی ارتعاشات 

مورد بررسی قرار دادند. آنها نشان دادند که در نظر گرفتن اندازه کوچک سازه بر روی فرکانس و  

ود ششکل مودها تاثیر گذار است و این تاثیر در کاهش سرعت بحرانی سیال بیشتر احساس می

 .[51]خصوصا در مودهای مرتبه بالاتر م

حاوی سیال  SWNTبرنولی، قوانلو و همکارانش به بررسی ارتعاشات -با استفاده از تئوری تیر اولر

الاستیک پرداختند. در این پژوهش خواص ساختار پی و سرعت  بسترغیرلزج قرارگرفته بر روی 

ر روی پاسخ فرکانسی سیستم بحث شد حرکت سیال از جمله پارامترهایی بودند که تاثیر آنها ب

س یابی به فرکانفر، از روش تعادل انرژی به منظور دستسلطانی و فرشیدیان در کار دیهری .[51]

ی حاوی سیال غیر لزج استفاده کردند. آنها با استفاده از تئوری طبیعی غیرخطی برای نانولوله

دست این سیستم به صورت تحلیلی به را برای 1های تناوبیغیرمحلی عبارت فرکانس و راه حل

آوردند وبا روش های عددی مقایسه کردند. همچنین تاثیر شرایط اولیه، تنش محوری، پارامتر غیر 

پاسترناا بر تغییر فرکانس طبیعی غیرخطی را مورد -محلی، سرعت سیال و پی الاستیک وینکلر

 .[52]ارزیابی قرار دادند 

توسط سلطانی و همکارانش مورد بررسی قرار  لزج سیال تحت تحریک حرکت SWNTارتعاشات  

 حساسیت ویت جای گرفته بود،-گرفت. در این مدل که نانولوله، در داخل پی الاستیک کلوین

 .[53]پایداری سیستم و پاسخ فرکانسی به پارامترهای پی الاستیک سنجیده شد 

                                                      
1 Periodic solution 
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حرکت ضربانی سیال  حاوی سیال لزج تحت تحریک SWNTدرکار متفاوت دیهری ارتعاشات 

ده های نانو الکترومکانیکی دیتوسط لیانگ و سو بررسی شد. این فرض آنها در بسیاری از سیستم

ای هشود. در این کار آنها با استفاده از روش میانهین پایداری سیستم را بررسی و با نتایج مدلمی

 .[54]کلاسیک مقایسه کردند 

 های خمیدهدینامیک نانولوله.  5-4-9

شده  هگرفت نظر ها  به صورت کاملا مستقیم )بدون خمیدگی( درنانولوله ،فوق شده ذکر مطالعات در

 مستقیم همیشه ها CNT که دهدمی نشان الکترونی، توسط میکروسکوپ شدهگرفته تصاویر اند اما

مکانیکی توانید نقش مهمی در رفتار این انحنا می .[55]بلکه دارای انحنای خاصی هستند  نیستند

سیستم بازی کند. بنابر این بررسی تاثیر انحنا بر رفتار مکانیکی سیستم یک امر مهم در توسعه 

 آید.شمار میها بهکاربرد این سیستم

توسط آرتان و تپ مورد بررسی قرار گرفت. در این پژوهش  CNTتاثیر خمیدگی بر رفتار مکانیکی 

 .[56]محلی به منظور بررسی اثر خمیدگی ارائه شد یک مدل ساده در قالب تئوری الاستیسیته غیر

بررسی خمیدگی اولیه بر فرکانس طبیعی و شکل مود عملهرهای مبتنی بر نانولوله، توسط اوآکاد و 

یونس انجام شد. تاثیر پارامترهای مختلف سیستم بر روی فرکانس طبیعی و همچنین تاثیر شکل 

 .[57]بررسی در این پژوهش بود  سازه بر پایداری سیستم از جمله مباحث مورد

ای شکل را مورد مطالعه قرار با خمیدگی دایره CNTعسهری و همکارانش ارتعاشات غیرخطی 

ند و دست آوردپرتوربیشن فرکانس طبیعی سیستم را به-هموتوپی دادند. آنها با استفاده از روش

ط اولیه بر رفتار ارتعاشی ، شعاد انحنا و شرایCNTتاثیر پارامترهای مختلف از قبیل ضخامت 

 .[58]نانولوله را بررسی کردند 

منحنی شکل را مورد بررسی قرار دادند.  CNT 1مایوف و حوا ارتعاشات غیرخطی و حرکت آشفته

دست آمد، همچنین یک ی الاستیک بههای پیوستهمعادله حاکم بر اساس تئوری مکانیک محیط

ی های غیرخطشد. در این کار آنها دریافتند که ترم نیروی هارمونیک برای سیستم در نظر گرفته

ی تناوب و به تبع آن ایجاد حرکت برخواسته از شکل منحنی نانولوله، باعث دوبرابر شدن دوره

 .[59]شود آشفته درسیستم می

                                                      
1 Chaotic motion 
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های برای مدل سازی ارتعاشات نانولوله NURBS 1در کار دیهری عسهری روشی جدیدی با عنوان 

در این مطالعه انواد خمیدگی که ممکن است در ساختار نانولوله  نامعین ارائه داد.خمیده با شکل 

 .[61]دیده شود در نظر گرفته شد و اثر شکل خمیدگی  بر پاسخ فرکانسی مورد مطالعه قرار گرفت 

 ی حاوی سیالبر اساس مدل ارائه شده توسط عسهری، سعادت نیا و همکارانش، ارتعاشات نانولوله

وندگی شگی درجه دو را بررسی کردند. آنها دریافتند که رفتار غیرخطی سیستم از قبیل نرمبا خمید

 .[61]شوندگی به شدت به انحنای نانولوله وابسته است و سخت

ای از سیکلیک، نمونههای آروماتیک پلیهای خمیده در جذب هیدروکربنCNTبررسی نقش 

 .[62]های خمیده انجام شده است لولهی کاربرد ناونوهایی است که در زمینهپژوهش

 

 های پیزوالکتریک:های میکرو و نانو مبتنی بر لایهارتعاشات سازه.  5-4-4

 ها به طور گسترده برایها از جمله موادی هستند که در نانوسازهمواد هوشمند از قبیل پیزوالکتریک

ای مهم هد پیزوالکتریک و کاربردی مواشوند. خواص فوق العادهکنترل پایداری سیستم استفاده می

های الکترومکانیکی، توجه دانشمندان را به بررسی دینامیک و رفتار ارتعاشی آنها در نانوسازه

 .های مبتنی بر پیزوالکتریک جلب کرده استنانوسازه

ی بیعط تاثیر اثرات سطحی و مواد سازنده نانوتیر مانند آلومینیوم و سیلیکون بر فرکانسدر پژوهشی 

 و . در این کار ارتعاشات آزاد نانو تیر مورد بررسی قرار گرفتسیستم مورد آزمایش قرار گرفت

 . [63]تر است د که آلومینیوم نسبت به سیلیکون به اثرات سطح حساسمشخص ش

عه را مورد مطال الکتریکشده از مواد پیزو یان و جیانگ ارتعاشات و رفتار کمانشی نانوتیر ساخته

برای سیستم دریافتند که پایداری و فرکانس تشدید  2د. آنها با درنظر گرفتن اثرات سطحیقرار دادن

سیستم به شدت به این اثرات بستهی دارد. همچنین آنها توانستند با تغییر در ولتاژ، فرکانس تشدید 

 .[64]را تنظیم کنند 

ای هه با استفاده از تئوریی ساخته شده از بورون نیترات دو جداررفتار پیچشی و کمانش نانولوله

ار گرفته ای قری استوانهمحلی و پیزوالکتریک بررسی شد. در این پژوهش، سازه به صورت پوستهغیر

ست دبر روی پی وینکلر و پسترناا مدل شد و معادله حرکت سیستم با استفاده از روش انرژی به

                                                      
1 Non-Uniform Rational B-Spline 
2 Surfaces effects 
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رهای غیرمحلی، تغییر درجه حرارت دهد که بار کمانش به پارامتآمد. نتایج این پژوهش نشان می

 .[65]های پی بسیار حساس است و مشخصه

 

یر محلی و تهای غیرارتعاشات غیرخطی نانوتیر ساخته شده از مواد پیزو با درنظر گرفتن تئوری

تیموشنکو توسط کی و همکارانش مورد بررسی قرار گرفت. ارتعاشات آزاد این مدل به منظور 

و  فرکانس طبیعی سیستم با استفاده از روش دیفرانسیل مربعی حل شد. یابی به شکل مود دست

ر دهد که تغیی. نتایج نشان میمحلی بررسی شددر این پژوهش تاثیر پارامترهای ولتاژ، دما و غیر

دهد همچنین پاسخ دامنه ولتاژ از مقادیر مثبت به مقادیر منفی، نسبت فرکانس را کاهش می

 . [66]ما و پارامتر غیرمحلی است سیستم بسیار حساس به د

نیترات تحت تاثیر حرکت سیال مورد بررسی قرار گرفت.  -ی بوروندر کار دیهری ارتعاشات نانولوله

یابی به معادلات غیرخطی و همچنین روش انرژی، برای دست 1ی دونلدر این کار از تئوری پوسته

آن است که افزایش سرعت سیال منجر حاکم بر حرکت استفاده شد. نتایج این پژوهش حاکی از 

نیترات به -های بورون. همچنین نشان داده شد که جهت نانولوله[67]شود به ناپایداری سیستم می

ات ای بر رفتار ارتعاشهای کامپوزیتیی تاثیر قابل ملاحظهعنوان الیاف پیزوالکتریک در داخل سازه

 .[67]مدل دارد 

ریک ی پیزوالکتنیا انجام شد، ارتعاشات نانولولهتوسط سعادت در یکی از جدیدترین پژوهش ها که

ی سیال مورد بررسی قرار گرفت. در این کار سازه به صورت دوجداره فرض شده است دهندهانتقال

ی خارجی از جنس پیزوالکتریک است. تشدیدهای مختلف ی داخلی از جنس کربن و لایهکه لایه

دست آمد و تاثیر پارامتر های مختلف از سیستم بر روی تلف بهاز سیستم با توجه شرایط مرزی مخ

 .[68]آنها به طور مفصل تشریح شد 

 

 

 

 

 

                                                      
1 Donnell’s shell theory 
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 معرفی طرح 5-1

ی سیال پوشیده شده دهندهی انتقالی کربنی خمیدهدر این پژوهش، ارتعاشات غیرخطی نانولوله

تیابی برنولی به منظور دس-ئوری تیر اولرهای پیزوالکتریک، مورد مطالعه قرار گرفته است. از تبا لایه

 یبه معادله حرکت برای رفتار ارتعاشی سیستم استفاده شده است. شرط مرزی لغزشی نانولوله

با استفاده از اصل انرژی و  ی سیال بر اساس عدد نادسن فرض شده است.دهندهکربنی انتقال

یال ن تاثیر خمیدگی نانولوله بر سرعت سبا درنظر گرفتحاکم بر ارتعاشات سیستم  یرابطههمیلتون 

ظر ثابت در ن ولتاژ لایه پیزوالکتریک به دو صورت هارمونیک وبه دست آمده است. در این پژوهش  

گرفته شده است. تاثیر پارامترهای مختلف از سیستم بر روی فرکانس طبیعی و تشدید اولیه و 

 مورد بررسی قرار گرفته است. پارامتریک

 

 

 

 

 وری طرح نوآ 5-6

های خمیده، بسیار مورد توجه محققان بوده است و در همان طور که اشاره شد، بررسی نانولوله

ها نشان میها پرداخته شده است. بررسیهای زیادی به بررسی رفتار دینامیکی این سازهپژوهش

ی سیال دهندههای خمیده انتقالدهد تعداد محدودی از محققان به بررسی رفتار دینامیکی نانولوله

. صرفه نظر کرده اندبالا  مرتبههای سیال ترماز تاثیر پرداخته اند. در بسیاری از این مطالعات 

همچنین در اکثر مطالعات از تاثیر خمیدگی نانولوله بر سرعت سیال صرفه نظر شده و این گونه 

 کند. ی بدون خمیدگی عبور میاند که سیال از داخل نانولولهفرض کرده

رهای پارامتی سیال با هدف بررسی تاثیر ی انتقال دهندهی خمیدهر این پژوهش ارتعاشات نانولولهد

ای سیال هتاثیر خمیدگی بر سرعت سیال و همچنین تاثیر ترم مختلف از سیستم با درنظر گرفتن

 بالا بر رفتار سیستم مورد بررسی قرار گرفته است. مرتبه
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 سازی ریاضیمدل.  2-5

ای هسیال که با لایه یدهندهانتقال یی کربنی خمیدهخطی نانولولهدر این فصل ارتعاشات غیر

پیزوالکتریک پوشیده شده است مورد بررسی قرار گرفته است. بدین منظور با استفاده از تئوری تیر 

 دست آمده، سپسی ارتعاشات این سیستم بهعادلهبرنولی، روش انرژی و تئوری غیرمحلی، م-اولر

بوطه با دیفرانسیل مر یسازی معادلهلرکین برای گسستهنظور یافتن پاسخ سیستم، از روش گبه م

مانی ز مشتقات جزئی استفاده شده است. در نهایت برای حل معادله دیفرانسیل از تکنیک مقایس

ی پیزوالکتریک به دو صورت ثابت و متغیر تاژ لایهاستفاده شده است. در این پژوهش ول 1چندگانه

ک را در پارامتری تشدید تشدید اولیه وبا زمان در نظر گرفته شده است که شرایط متفاوتی از جمله 

 آورد. سیستم به وجود می

ی، ی پیزوالکتریک، پارامتر غیرمحلتاثیر ولتاژ اعمالی، ضخامت لایه تاثیر پارامترهای مختلف از جمله

 مواردی استاز جمله  ،سیستم بر فرکانس طبیعی و پاسخ فرکانسیو سرعت سیال  2دد نادسنع

 مورد بررسی قرار گرفته است.که در این پژوهش 

 برای درا بهتر مدل، نمایی از سیستم در شکل زیر ارائه شده است.

 )آ(

                                                      
1 Multiple time scale method  
2 Knudsen number 
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 )ب(

ی سیال تحت دهندهالمانی از تیر انتقال )ب(سیال.  یدهندهانتقال یلولهنمایی از مدل نانو )آ( .5-2شکل 

 تغییر شکل 

 یی داخلی، نانولوله، نانولوله به صورت دوجداره مدل شده است که لایه.)آ(2-1مطابق با شکل 

ی بیرونی از جنس مواد پیزوالکتریک است و فرض شده است که دو جداره به یکدیهر کربنی و لایه

 اصطکاکی بین آنها وجود ندارد. گونه چسبیده اند وهیو

-ههای جاببرنولی مدل شده است. بر این اساس، میدان-در این پژوهش، نانولوله به صورت تیر اولر

 .[69]توان به صورت زیر نوشت برای تیر خمیده را می مماسیجایی در دو راستا عمودی و 

(2-1-1) 
   

   
 

, , ,

,
, , ,   

w x z t w x t

w x t
u x z t u x t z

x




 

 

مماس جایی در راستای بردار جابه uجایی در راستای عمود بر تیر، ر جابهبردا w روابط که در این

 فاصله از تار خنثی است.  yو  بر تیر

ی یهلا برایفرض  این با توجه بهدر این پژوهش نانولوله به صورت باریک و بلند فرض شده است. 

 ت:زیر نوش خلاصه شدهتوان به فرم پیزوالکتریک، روابط ساختاری ارائه شده در فصل قبل را می

(2-1-2) 1 1

1 1

xx xx x

x xx x

s d e E

D e є E
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, 𝑠𝑥𝑥در روابط بالا  ɛ𝑥𝑥 کارمن و تنش و کرنش ونxE  است  مماسیمیدان مغناطیسی در راستای

𝐸𝑥توان آنرا به صورت و می = −
𝜕𝜑

𝜕𝑥
= −𝜑𝑥 که  نوشت𝜑(𝑥, 𝑡) پتانسیل الکتریکی است 

بیانهر ثابت  1eجایی الکتریکی در راستای مماسی، بیانهر جابه xDدر این رابطه  همچنین .[68]

این نکته قابل ذکر است که با توجه به فرض باشد. الکتریک میبیانهر ثابت دی 1єپیزوالکتریک و 

ادلات در معالکتریکی در راستاهای دیهر  پیزوالکتریک تاثیر میدان یباریک وبلند بودن لایه

 ری ظاهر نشده است. ساختا

توان به برنولی خمیده برای هر لایه را می-برای تیر اولر محوریروابط کرنش، خمش و نیروی 

 .[69] صورت زیر نوشت

(2-1-3)  
     

2

0

, ,

, ,1
,

2

i i

xx i x i

w x t w x w x t
u x t

x x x


     
     

     
 

(2-1-4) 

 

 ,

.

.

              1,2

i

i

i xx i i

A

i xx i i

A

M y s dA

N s dA i



 




 

ی داخلی و بیرونی و با لایه متناظر به ترتیب i=2و  i=1و ی تیرخمیدگی اولیه 0w که در اینجا

A .سطح مقطع هر لایه است 

یابی به معادلات حاکم بر حرکت، از روش انرژی و اصل هامیلتون استفاده شده به منظور دست

 :توان به صورت زیر نوشتتابع لاگرانژ برای سیستم را می است. بر این اساس

(2-1-5) L T U W   
کار نیروهای خارجی برای همه اجزای  wانرژی پتانسیل و  U، یانرژی جنبش Tدر این رابطه 

، تغییر تابع لاگرانژ در یک دوره از زمان صفر خواهد 1با استفاده از روش تغییرات سیستم است.

 توان نوشت:بود و در نتیجه می

(2-1-6)  
2 2

1 1

0
t t

t t

Ldt T U W dt      
 نیاز است که انرژیی حاکم بر ارتعاشات سیستم معادلهبرای رسیدن به ی بالا با توجه به رابطه

 دهمچنین کار نیروهای خارجی را در صورت وجو جنبشی و پتانسیل تک تک اجزای سیستم و

 دست آورد.به

 توان به صورت زیر نوشت:ی دوجداره را میانرژی پتانسیل برای نانولوله

                                                      
 1 Variational 
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(2-1-7) 
1 2

,1 ,1 1 ,2 ,2
0 0

2( . ) ( . )
L L

xx xx x x xx xx
A A

U s D E dA dx s dA dx       
بیانهر  ی پیزوالکتریک و دومین انتهرالاولین انتهرال بیانهر انرژی پتانسیل برای لایهدر این رابطه 

𝑠𝑥𝑥است. لازم به ذکر است طبق رابطه هوا  CNTانرژی پتانسیل برای  = 𝐸. ɛ𝑥𝑥  کهE  مدول

 .برای هر لایه است یالاستیسیته

توان انرژی پتانسیل نانولوله را ( می7-1-2ی )( در رابطه3-1-2( و )2-1-2با جایهذاری روابط )

 به صورت زیر نوشت:

(2-1-8) 
 

2 2 4 2 2 3
0 0 0

0
2 2 2

1 1 0 1 1

1
21 4

2
2

x x x

x

L x x x x x x x x

xx x x x x x x x

EA u u w w w w u w w w w
U dx

EIw e A u w w w Є A   

   
   

   
  

  
  

    


    


 
ها با یکدیهر برابر جایی جدارهدیهر چسبیده اند، جابهبا توجه به این فرض که دو جداره به یک

 ی بالا را به صورت زیر نوشت:توان رابطهاست. بر این اساس می

(2-1-9) 

 

2 2 4 2 2 3

0 0 0

0
2 2 2

1 1 0 1 1

1
21 4

2
2

x x x

x

L x x x x x x x x

xx x x x x x x x

EA u u w w w w u w w w w
U dx

EIw e A u w w w Є A   

  
      

   
     
 



 

𝐸𝐴̅̅که در این رابطه   ̅̅ = 𝐸1𝐴1 + 𝐸2𝐴2 و 𝐸𝐼̅̅ ̅ = 𝐸1𝐼1 + 𝐸2𝐼2 . 

انرژی جنبشی توان جایی آنها در دو راستا، میبا توجه به جرم نانولوله و همچنین سرعت جابه

 :نوشت صورت زیر را بهبرای هر جداره 

(2-1-11)    2 2 2 2

1 1 2 2

0 0

1 1

2 2

L L

t t t tT A w u dx A w u dx     
 

 توان به صورت زیر نوشت:( را نیز می11-1-2(، رابطه )9-1-2مطابق با رابطه )

(2-1-11)  2 2

0

1

2

L

t tT A w u dx  
𝜌𝐴̅̅̅̅در این رابطه  = 𝜌1𝐴1 + 𝜌2𝐴2  که𝜌1  چهالی پیزوالکتریک و 𝜌2 چهالیCNT .ن یا است

ی کوچک نانولوله از اینرسی چرخشی صرفه نظر شده است نکته قابل ذکر است که با توجه به اندازه

[68]. 

ی زیر رابطهتوان از سرعت سیال در داخل نانولوله را میبه بردار انرژی جنبشی سیال با توجه 

 :دست آوردبه
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(2-1-12) 
0

.  
f

L

f f f
A

T V V dA dx  
 

 .یال استبردار سرعت س  �⃗�و به ترتیب چهالی و سطح مقطع سیال   fAو   fρکه 

سرعت سیال عبوری از داخل نانولوله، با در نظر گرفتن تاثیر بردار .)ب( 1-2مطابق با شکل 

 توان به صورت زیر نوشت:خمیدگی بر سرعت سیال را می

(2-1-13)                   ,     t tV vcos u i w vsin j         
 

که در بردارهای ی jو  iو سرعت متوسط سیال بدون درنظر گرفتن شرط لغزش  v که در این رابطه

 عمودی هستند. و های مماسیجهت

بنابر این شرط عدم  .است 11-2ها بزرگتر از این نکته قابل ذکر است که عدد نادسن برای نانولوله

دیهر صادق نیست و باید از یک مدل اصلاح شده استفاده شود. در داخل نانولوه  لغزش برای سیال

ی زیر از یک ضریب تصحیح برای سرعت سیال مطابق رابطه [71]بر این اساس بهادینی و حسینی 

 استفاده کرده اند.

(2-1-14) * .v v 
ضریب تصحیح است که طبق   γسرعت متوسط سیال با در نظر گرفتن شرط لغزش و   v*که 

 آید.دست میی زیر بهرابطه

(2-1-15)  
2

1 4 1
1

v
k

v

Kn
a Kn

Kn






    
          

. [71] شوددر نظر گرفته می 7/1است که برابر  ضریب تطابق ممان 𝜎𝑣 عدد نادسن و Knدر اینجا  

 آید:دست میمطابق زیر به kaضریب 

(2-1-16)   1

0 1

2
ka a tan a kn




 

  0aشوند. ضریب در نظر گرفته می 4/1و  4تجربی هستد که به ترتیب برابر  اعدادی β و 1aکه 

 شود.به صورت زیر تعیین می نیز

(2-1-17) 0

64

4
3 1  

a

b


 
 

  
 .[71] است b=1که 

 ( به صورت زیر است:13-1-2ی )رابطه ی( شکل تصحیح شده17-1-2( تا )14-1-2بنابر روابط )
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(2-1-18)      * *

t tV v cos u i w v sin j    
 

شود: نیروی گریز از مرکز .)ب( دو نیروی اصلی از طرف سیال به سیستم وارد می1-2مطابق شکل 

و نیروی مماسی. با توجه به ثابت بودن سرعت سیال نیروی مماسی برابر صفر خواهد بود. بنابر این 

این نکته قابل ذکر است که در این پژوهش از  شود.تنها نیروی گریز از مرکز به سیستم وارد می

 .[69]حاصل از آن صرفه نظر شده است  هایویسکوزیته سیال و مطابق با آن از کار نیرو

�⃗� 𝑖جایی استفاده از تعریف بردار جابه با + �⃗⃗� 𝑗 ، حاصل کار نیروی خارجی بردار نیرو و مطابق با آن

 د.شونبه شکل زیر تعریف میاز حرکت سیال درون نانولوله 

(2-1-19)       *2

0 sin cos
xxc f f xxF A v w w i j     

 

(2-1-21)        *2

0
0

sin cos .
c xx

L

F f f xx i jW A v w w i j u w dx            
ت آمده برای انرژی پتانسیل، انرژی جنبشی و کار نیروهای خارجی دسهای بهبا جایهذاری معادله

 ( داریم:6-1-2) یدر معادله

(2-1-21) 

     

    

  

3 2 2

0 0 0

* * *

* *2
0

0

0

1 1

1 3

2 2

2

cos

1

2

x x x

xx

x

tt x x x x x x

L xt xx t tt xt

f f

xx t xx

x x

xxxx

Aw EA u w w w w u w w w
x

v sin u v cos w u w v cos w
w A dx

v sin w w v w w

w w
A e EIw

x



  
 

 



            
   
  

     
   
      

  
   
   

  



    

2

0 1 1

0
* *2

0

2

1 1 0 1 1

0

1 1

2 2

sin

        0
2

x

xx

x

L tt x x x xx

f f xt f f tt f f xx

L

x
x x xx

Au EA u w w w A e
xu dx

A v sin w A u A v w w

w
A e u w w A є dx

x

 


    

 






    
       

     
     

  

  
      

   




 

( روابط زیر 4-1-2ی )طهو اعمال راببه صورت جداگانه   𝛿𝜑و  𝛿𝑤با برابر صفر قرار دادن ضرایب  

 آیند:دست میبه
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(2-1-22) 
     

    

  

3 2 2

0 0 0

* * *

* *2

0

0

1 1

1 3

2 2

2

cos

1

2

x x x

xx

x

xx tt x x x x x x

xt xx t tt xt

f f

xx t xx

x x

M Aw EA u w w w w u w w w
x

v sin u v cos w u w v cos w
A

v sin w w v w w

w w
A e

x



  


 



  
      

  

   
 
   
 

 


 

(2-1-23) 
2

1
0

1

φ
0

x 2 x

x x
x x

we
u w w

є x

  
    

    
ی کوچک، از تئوری غیرمحلی ارینهن استفاده شده در این پژوهش به منظور اعمال تاثیر اندازه

 :[68] شودزیر برای ممان خمشی تیر نوشته می یبرنولی، رابطه-است. بدین منظور برای تیر اوالر

(2-1-24) 2

0( ) xx xxM e a M EIw  
ی کوچک پارامتر غیرمحلی است که به  منظور اثر اندازه a)0(eممان سطح و  Iکه در این رابطه 

 درج شده است.

به معادله زیر  ( در آن22-1-2ی )جایهذاری رابطه ( و24-1-2) یدو بار مشتق گرفتن از رابطهبا 

 رسیم:می

(2-1-25) 

     

    

  

3 2 2

0 0 0

* * *

* *2

0

0

1 1

3 2

0 0

2
2

0 2

1 3

2 2

2

cos

1

2

1 3

2

( )

x x x

xx

x

x x

xxxx tt x x x x x x

xt xx t tt xt

f f

xx t xx

x x

tt x x x x x

EIw Aw EA u w w w w u w w w
x

v sin u v cos w u w v cos w
A

v sin w w v w w

w w
A e

x

Aw EA u w w w w u w
x

e a
x



  


 





  
      

  

   
 
   
 

 





    








     

    

  

2

0

* * *

* *2

0

0

1 1

2

2
0

cos

1

2

x

xx

x

x

xt xx t tt xt

f f

xx t xx

x x

w w

v sin u v cos w u w v cos w
A

v sin w w v w w

w w
A e

x

  


 



 
   

  
 

    
   
     

 
  

 
  

ی حرکت سیستم با درنظر گرفتن تاثیر اندازه کوچک است. در این رابطهدلهی بالا، معارابطه

x x

V
E

L
  . 
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,𝑢(0برای نانولوله با طول زیاد و شرایط مرزی غیرقابل حرکت ) 𝑡) = 𝑢(𝐿, 𝑡) = ( تغییرات 0

 . بنابر این داریم:[69]قابل صرف نظر کردن خواهد بود  محوری ینیرو

(2-1-26) 0
N

x




 
جایی در ی بین جابهرابطه(، 26-1-2ی )( در رابطه4-1-2( و )1-1-2های )با جایهذاری رابطه

با ابتدا و انتهای غیر قابل حرکت به صورت  یو عمودی سیستم برای تیر خمیده مماسیراستای 

 :[69] شودزیر بیان می

(2-1-27) 2 2

0 0
0 0

1 1

2 2x x

x x

x x x x

x
u w w w dx w w w dx

L

   
       

    
 

 شوند:ی اصلی سیستم به صورت زیر نوشته میبعد برای معادلهامتر های بیپار 

ˆx Lx  ˆt t  ˆw Lw  
  4

 
f fA A L

EI

 



  

0
0

e a

L
   1 1 0

0
ˆ A e V L

V
EI

  1 1 1
1

A e V L
V

EI
  

*

ˆ v
U

L



  

0 0
ˆw Lw  

* 3

f fA v L

EI





    

سرعت متوسط بی بعد  U و 1Ωدامنه ولتاژ هارمونیک با فرکانس  1Vدامنه ولتاژ ثابت،  0Vکه  

 سیال است.

ی بعد معادله( و استفاده از پارامترهای بی25-1-2ی )( در رابطه27-1-2ی )با جایهذاری رابطه

شود. این نکته قابل ذکر است که به دلیل کوچک بعد سیستم به صورت زیر نوشته میحرکت بی

𝜃 ،𝑠𝑖فرض شدن اندازه  𝑛(𝜃) ≈ 𝜃 ≈ 𝑤𝑥 + 𝑤0𝑥
𝑐𝑜𝑠 (𝜃)و   ≈ 1. 
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(2-1-28) 

 
1 224 2 2 2 2

0 0 0

4 2 2 2

0

122 2 2
0 0 0

0

ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ
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 روش حل  2-2

  لرکینااز روش گ ،دیفرانسیل معمولی وابسته به زمان دست آوردن معادلهبرای به در این پژوهش

 شود:به صورت زیر فرض می مماسی جایی در راستایاستفاده شده است. بر این اساس جابه

(2-2-1)    
1

,ˆ )ˆ ˆˆ(ˆ
n

i i

i

w x t X x q t



 

 تابع اورتوگونالی است که باید  iXتابع پاسخ زمانی و  iq های آزادی، تعداد درجه n در این رابطه

 iX انتوبرای شرایط مرزی یک سر گیردار و یک سر مفصل می .ا نمایدضشرایط مرزی سیستم را ار

 :[68] نوشت  را به صورت زیر
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(2-2-2)           
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X x z x z x z x z x

z z
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z cosh z





   


 



 

 ( داریم:28-1-2ی )( در رابطه2-2-2( و )1-2-2با جایهذاری روابط )
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 توابع متعامد:

 :متعامد هستند اگر  }i: if ={..,1,2,3 عضای یک دنباله از توابعا

(2-2-4) 
,. ( ) ( ) ( )i j i j i jf f f x f x w x 




  

i j

i j



   
,

1

0
i j


 
 

 .شودتابع وزن نامیده می w(x)این رابطه در 

 برای مدل یک درجه آزادی اعمال شرط اورتوگونال و( 3-2-2ی )با نوشتن تنها یک مود برای رابطه 

 معادله دیفرانسیل معمولی غیرخطی سیستم به صورت زیر به دست میآید

(2-2-5)    2 2 2 3

0 1 1 1 2 3 4 0 1 1cos 2 cosˆ ˆq q C t q q d q q d qq d q d q F F t           
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 است: که ضرایب این رابطه به صورت زیر
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ˆ
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(2-2-7) 
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(2-2-11) 

       

   

     

1 1
' ' 2 ' '' 2 '' 2

0 0 0 0 0
0 0

1
' ' ' ''

2 0 0 0 0
0 0

0

1

ˆ1

0 0

ˆ

ˆ1

0

' ' 2 ' '' 2

0 0 0 0
0

2
2 ''

0 02

0

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

2

ˆ ˆ
ˆ

2

x

x

x

w X w X dx X w X dx w x dx w x x dx

d X w X dx X x w X dx XX w XX w
a

w X w X dx X w X dx w x dx

w x x
x





   

  

     

     

    

 

  


 








 

 







     

1

0

1 1
2 ' '

0 0
0 0 0

ˆ

' ''

0 0

ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ

x

Xdx

dx X w X dx X x w X dx

XX w XX w

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
  
   
  
  

    


   



 





  

 

(2-2-11) 
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(2-2-12) 
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(2-2-13) 
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F Uw Uw Xdx
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(2-2-14) 
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0
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F V w V w Xdx
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(2-2-15) 

ود، شتحریک استاتیکی به سیستم اعمال میعدد ثابت است که همانند   0F(، 5-2-2ی )در رابطه

 :با زمان تقسیم کرد. به عبارتی توان پاسخ زمانی سیستم را به دو قسمت ثابت و متغیرلذا می

(2-2-16)  s dq q q t 
 

 شود.پاسخ دینامیکی سیستم نامهذاری می dqپاسخ استاتیکی و   sqکه در این رابطه 

 ( داریم:5-2-2ی )( در رابطه16-2-2ی )با جایهذاری رابطه

(2-2-17) 
      

       

22

0 1 1 1

2 3

2 3 4 0 1 1

cos 2

cos ˆ

d s d s d d s d d

s d d s d s d

q q C t q q q d q q q

d q q q d q q d q q t

q

F F

        

         

 های وابسته به زمان و نیز مشتقات زمانیاتیکی، با برابر صفر قرار دادن ترمبرای محاسبه پاسخ است

 ( داریم:17-2-2) یدر رابطه

(2-2-18) 2 2 3

0 3 4 0s s sq d q d q F    

 یدر رابطه  sqآید. با جایهذاری مقدار به دست می 0Fبر حسب  sqی بالا مقدار که از حل رابطه

( از طرفین آن، 18-2-2) ی( و حذف جملات رابطه17-2-2) ی(، ساده سازی رابطه2-2-16)

 دست می آید:هغیرخطی حاکم بر پاسخ دینامیکی سیستم بصورت زیر ب یمعادله

(2-2-19) 
     

       

2 2 2

0 3 4 1 1 1 2

2 2 3

1 1 2 3 4 4 1 1 1

2 3 cos 2

2 3 cos ˆ

d s s d d s s d

d d s d d s d d s

d q d q q C t q d q d q q

d q q d q d q q d d q q d q F C t

q

q

        

        
 

 توان به صورت زیر نوشت:ی بالا را میرابطه

(2-2-21)    2 2 2 3

1 1 1 2 3 4 1cos 2 cos ˆ
d d d d d d d d d dq C t q q k q q k q q f tq k q k q          

 

 ورت زیر هستند:به صکه ضرایب این رابطه 
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(2-2-21) 2 2 2

0 3 42 3s sd q d q    
(2-2-22) 2

1 22 2 s sd q d q    
(2-2-23) 

1 1k d 
(2-2-24) 

2 1 22 sk d q d  
(2-2-25) 

3 3 43 sk d d q  

(2-2-26) 
4 4k d 

(2-2-27) 
1 1 sf F C q 

 

بدین  های زمانی چندگانه استفاده شده است.دست آوردن حل این معادله از روش مقیاسبرای به

ضریب  (21-2-2ی )رابطهدر  ،های میرایی، غیرخطی و تحریکمنظور برای متعادل سازی تاثیر ترم

1C  1به صورتC2ε، ضریب𝜉  به صورت𝜉22ε،  1ضریبk  1به صورتk2ε،  2ضریبk  به صورت

2εk ، 3ضریبk  3به صورتεk 4، ضریبk  4به صورتk2ε  و ضریبf  به صورتf2ε شودنوشته می 

 :. بنابر این داریم[71]

(2-2-28) 
 

 

2 2 2 2 2

1 1 1

2 2 3 2

2 3 4 1

cos 2

cos ˆ

d d d d d d

d d d d

q C t q q k q q

k q q k q k q f

q

t

    

   

    

    
 

های زمانی چندگانه بر اساس روش مقیاس کوچک است. 1بعد اغتشاشپارامتر بی εکه در این رابطه 

و مشتقات زمانی به صورت زیر های زمانی ، مقیاس(28-2-2ی )رانسیل رابطهبرای حل معادله دیف

 :شوندتعریف می

(2-2-29) 2

0 1 2
ˆ ˆ      ,            ,   ˆ  T t T t T t    

(2-2-31) 

 

20 1
0 1 2

0 1

2
2 2 2

0 0 1 0 0 12
2 2

dT dTd
D D D

dt dt T dt T

d
D D D D D D

dt

 

 

 
    

 

    
 

شود از )خاطر نشان می زنیمبا توجه به روش حل، در ابتدا جواب را به صورت سری زیر تخمین می

 qاز علامت  dqه جای علامت بن متن برای ساده نوشتن روابط و جلوگیری از اشتباه این پس در ای

 :(استفاده شده است

                                                      
 1 Perturbation 
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(2-2-31 )        2

0 0 1 2 1 0 1 2 2 0 1 2, , , , , ,q t q T T T q T T T q T T T    
 

 داریم: εمختلف از  هایمرتبه( و جداسازی ضرایب 28-2-2ی )ی بالا در رابطهبا جایهذاری رابطه

0 2 2

0 0 0:      0D q q   (2-2-32) 

1 2 2 2

0 1 1 0 1 0 3 0 2 0 0 0:      2D q q D D q k q k q D q      
(2-2-33) 

   

2 2 2 2

0 2 2 0 2 0 0 0 1 0 0 1 1

2

1 0 0 0 2 0 1 0 3 0 1 2 0 1 0 2 0 0 1

3

4 0 1 0 1 1

:      2 2 2

2

  cos ˆ cos ˆ

D q q D D q D q D q D D q

k q D q k q D q k q q k q D q k q D q

k q C q t f t

       

    

    
 

(2-2-34) 

 باشد:( به صورت زیر می32-2-2ی )حل عمومی رابطه

   0 1 1 2 0   , exp . .q A T T i T c c 
 

(2-2-35) 

 ( داریم:33-2-2ی )ی بالا در رابطهبا جایهذاری رابطه

    
 

2 2 2

0 1 1 1 0 3 0

2

2 0

2 exp exp 2 2

exp 2 .

D q q i D A i T k A i T AA

k A i i T c c

   

 

    

 
 (2-2-36) 

 بالا داریم: یهای رابطهصفر قرار دادن سکولار ترم با برابر

1 0D A  (2-2-37) 

 ینیست. بنابر این با توجه به حل بخش خصوصی رابطه 1Tتابعی از  Aکه این به بدین معناست که 

 ( داریم:2-2-36)

𝑞1 =
1

𝜔2 (
−2𝑘3𝐴�̅� +

(−𝑘3𝐴
2−𝑘2𝑖𝜔𝐴2)

−3
𝑒𝑥𝑝(2𝑖𝜔𝑇0)

+
(−𝑘3�̅�

2+𝑘2𝑖𝜔�̅�2)

−3
𝑒𝑥𝑝(−2𝑖𝜔𝑇0)

)   (2-2-38) 

 ( داریم:34-2-2ی )( در رابطه38-2-2( و )35-2-2حال با جایهذاری روابط )
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f
C A i T A i T k AAi i T C C



           
 

 

(2-2-39) 

دهد که این تشدیدها به پارامتریک در سیستم رخ میی بالا تشدیدهای اولیه و با توجه به رابطه

 آیند.ی پیزوالکتریک به وجود میی وجود ولتاژ هارمونیک لایهواسطه

 

 

 تشدید اولیه . 2-2-5

ارمونیک هدر اینجا این گونه فرض شده است که فرکانس طبیعی سیستم نزدیک به فرکانس ولتاژ 

 "این دو فرکانس به صورت زیر استی بین رابطهپیزوالکتریک باشد. بنابر این 

(2-2-41) 
1     

 یستمس متر تنظیم است که میزان انحراف فرکانس تحریک از فرکانس طبیعیاراپ σدر این رابطه 

 دهد.را نشان می

 شوند:ها مطابق زیر تعیین میسکولارترم(، 39-2-2ی )( در رابطه41-2-2ی )جایهذاری رابطهبا 

 
2

2 2 2 23
1 2 3 4 2 12

141 7 1 1
2 3 exp 0

2 8 3 23

k
i A A k A A k k A A k k A A f i T  



  
         

   



 
(2-2-41) 

𝐴حال با استفاده از فرم قطبی  =
1

2
𝑎 𝑒𝑥𝑝(𝑖𝜃) ی بالا و جداسازی قسمتو جایهذاری در رابطه-

 رسیم:کوپل شده زیر می یهای حقیقی و موهومی آن به دو رابطه

   
2

2 33
4 2 2

141 1 1
3 cos 0

8 3 23

k
a k k a f   



 
       

  

(2-2-42) 

 3 3

1 2 3

1 7 1
sin 0

8 32 2
a a k a a k k f         

 
(2-2-43) 
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𝛾که  = 𝜎𝑇0 + 𝜃 

 سازی ریاضیاتیباید صفر باشند. بنابر این بعد از کمی ساده �́�و �́� پاسخ حالت پایا رسیدن به برای 

 توان روابط بالا را به صورت زیر نوشت:می

22 2
3 3 2 3 23

1 2 3 4 2 2

141 7 1 1 1
3

8 32 8 3 43

k
a k a a k k a k k a f   



   
                  

(2-2-44) 

 است.  اولیهی پاسخ فرکانسی سیستم برای حالت تشدید که این رابطه، معادله

 

 

  تشدید پارامتریک . 2-2-2

ی پیزوالکتریک، دو برابر فرکانس در این قسمت فرض شده است که فرکانس ولتاژ هارمونیک لایه

 ی بین این دو فرکانس به صورت زیر است این رابطهطبیعی سیستم باشد. بنابر این 

(2-2-45) 
1 2    

 آیند:دست میها به صورت زیر بهسکولار ترم( 38-2-2ی )بالا در رابطه یبا جایهذاری رابطه

(2-2-46)  
2

2 2 2 23
1 2 3 4 2 1 12

141 7 1 1
2 3 exp 0

2 8 3 23

k
i A A k A A k k A A k k A A C A i T  



  
         




   

𝐴مطابق با حالت قبل با استفاده فرم قطبی  =
1

2
𝑎 𝑒𝑥𝑝(𝑖𝜃) ی پاسخ فرکانسی برای رابطه

 آید:دست میتحریک پارامتریک به صورت زیر به

22 2
3 3 2 3 2 23

1 2 3 4 2 12

141 7 1 1 1
3

8 32 8 3 163

k
a k a a k k a k k a C a   



   
                  

(2-2-47) 
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سن، ی پیزوالکتریک، عدد ناددر این فصل تاثیر پارامترهای مختلف سیستم از جمله ضخامت و ولتاژ لایه

سرعت سیال، مقیاس خمیدگی و پارامتر غیرمحلی بر پاسخ فرکانسی سیستم مورد بررسی قرار خواهد 

 های مواد در جدول زیر آورده شده اند:و ویژگی گرفت. ابعاد هندسی

 [61.72] . پارامترهای فیزیکی و هندسی سیستم5جدول 

 مقدار پارامتر

 1 E(GPa)ی پیزوالکتریک مدول الاستیسیته

 CNT  (TPa)2 Eی مدول الاستیسیته

 kg/m 1ρ)3(چهالی پیزوالکتریک 

 CNT  )3(kg/m 2ρچهالی 

 1R (nm)شعاد پیزوالکتریک 

 CNT  (nm) 2Rشعاد 

 1 t(nm)ضخامت پیزوالکتریک 

 CNT  (nm)2 Rضخامت 

 L (nm)طول 

 kg/mf ρ)3(چهالی سیال 

 Cm1 e)-2(ضریب پیزوالکتریک 

129 

2/1-1 

7511 

2311-1211 

21-1 

6-5/1 

21-5 

6/1-2/1 

111-11 

1111 

22/1 

 

نمایی از میزان  1-3است. شکل  ی نانولوله از تابع درجه دو استفاده شدهبرای مدل سازی خمیدگی اولیه

و ی دی میانی به فاصلهنسبت ارتفاد نانولوله در نقطه rدهد. در این شکل نانولوله را نشان می خمیدگی

 .شودمنجر به تغییر میزان خمیدگی نانولوله می rی اندازهدر انتهای تیر است. در واقع تغییر 

𝑤0(𝑥)صورت  تابع در نظر گرفته شده برای خمیدگی اولیه به = 4𝑟(𝑥2 − 𝑥)  .است 
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 rی نانولوله با توجه به مقادیر مختلف . خمیدگی اولیه5-9شکل 

 

 بررسی تاثیر پارامترهای مختلف بر فرکانس طبیعی   .9-5

، تغییرات فرکانس طبیعی سیستم نسبت به سرعت جریان سیال با توجه به 6-3تا  2-3های شکل

ها با افزایش سرعت جریان فرکانس دهد. با توجه به این شکلسیستم را نشان میپارامترهای مختلف از 

داری ناپای ییابد. در فرکانس صفر و در سرعت جریان مشخصی، سیستم وارد منطقهطبیعی کاهش می

توان گفت که بیشترین گویند. از طرف دیهر میشود که به این سرعت جریان، سرعت بحرانی میمی

 افتد که سیال در داخل نانولوله ساکن باشد.طبیعی سیستم زمانی اتفاق می مقدار فرکانس

نشان داده شده است. مطابق با این شکل،  2-3تاثیر عدد نادسن بر فرکانس طبیعی سیستم در شکل 

ای غیر هدر سرعت جریان برابر صفر، تغییر عدد نادسن تاثیری بر فرکانس طبیعی ندارد. ولی در سرعت

-1-2)یابند. مطابق با روابط ایش عدد نادسن فرکانس طبیعی و سرعت بحرانی کاهش میصفر با افز

افزایش عدد نادسن باعث افزایش ضریب تصحیح و مطابق با آن باعث افزایش سرعت  (17-1-2)تا ( 14

ظاهر شده است. اما با  (5-2-2)ی شود. سرعت سیال به دو صورت مثبت و منفی در رابطهسیال می
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هد دیابد. این موضود نشان میعدد نادسن )افزایش سرعت سیال( فرکانس طبیعی کاهش میافزایش 

 اند تاثیر بیشتری در رفتار سیستم دارند.هایی که در پارامتر غیرمحلی ضرب شدهکه ترم

ه دهد. همان طور که نشان دادتاثیر پارامتر غیرمحلی بر فرکانس طبیعی سیستم را نشان می 3-3شکل 

ود. ش، افزایش پارامتر غیرمحلی منجر به کاهش سرعت بحرانی و فرکانس طبیعی سیستم میشده است

ی ارتعاشات سیستم ، پارمتر غیرمحلی بر تمامی ضرایب معادله(13-2-2)تا  (4-2-2)مطابق با روابط

های رمتتاثیرگذار است. تغییر در مقدار این پارامتر منجر به تغییر در تمامی ضرایب از جمله میرایی و 

شود که این حاکی از نقش مهم پارامتر غیرمحلی در سیستم است. بنابر این در غیرخطی سیستم می

 های کلاسیک امری ضروری است.نظر گرفتن این پارامتر در مقایسه با تئوری

ی پیزوالکتریک بر فرکانس طبیعی سیستم است. همان طور که بیانهر تاثیر ضخامت لایه 4-3شکل 

یابد و برای فرکانس کاهش می ،، با افزایش ضخامت411های حدودا کمتر از شود در سرعتمشاهده می

نابر این یابد. بکند و با افزایش ضخامت فرکانس افزایش میرفتار سیستم تغییر می 411مقادیر بیشتر از 

قابل  هشوندگی سیستم شود. این نکتشوندگی و هم نرمتواند باعث سختضخامت پیزوالکتریک هم می

ذکر است که این مقدار خاص به مقادیر پارامترهای سیستم بستهی دارد. بنابر این انتخاب پارامترهای 

 هندسی و فیزیکی سیستم بسیار حائز اهمیت است.

های کلی نانولوله بر فرکانس طبیعی سیستم در شی پیزوالکتریک و خمیدگی اولیهتاثیر ولتاژ ثابت لایه

ها افزایش این دو پارامتر باعث افزایش فرکانس شده است. مطابق با این شکل نشان داده 6-3و  3-5

 یی پیزوالکتریک نیز همانند سرعت سیال در رابطهشود. ولتاژ ثابت لایهطبیعی و سرعت بحرانی می

های مثبت و منفی ظاهر شده است ولی افزایش ولتاژ منجر به افزایش  فرکانس به شکل ترم (2-2-5)

 شود. یستم میطبیعی س
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 تاثیر عدد نادسن بر فرکانس طبیعی سیستم .2-9شکل 

 
 . تاثیر پارامتر غیرمحلی بر فرکانس طبیعی سیستم9-9شکل 
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 ی پیزوالکتریک بر فرکانس طبیعی سیستم. تاثیر ضخامت لایه4-9شکل 

 
 سیستم ی پیزوالکتریک بر فرکانس طبیعیتاثیر ولتاژ ثابت لایه .1-9شکل 
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 بر فرکانس طبیعی سیستم (r)تیر  تاثیر مقدار خمیدگی اولیه .6-9شکل 

 

 تم در تشدید اولیهسپاسخ فرکانسی سیبررسی تاثیر پارامترهای مختلف بر   .9-2

های مختلف از سیستم بر پاسخ فرکانسی در حالت تشدید اولیه را تاثیر پارمتر 12-3تا  7-3های شکل

 دهند.نشان می

 7-3نشان داده شده است. مطابق با شکل  7-3تاثیر عدد نادسن بر پاسخ فرکانسی سیستم در شکل 

شده است. این نکته قابل ذکر است که مقادیر  نوسانات یافزایش عدد نادسن منجر به کاهش دامنه

هر بیان Kn >1 <11/1توان گفت های مختلف سیال است. در واقع میمختلف عدد نادسن بیانهر رژیم

 Kn >1/1<11سیال،  2بیانهر رژیم جریان لغزشی Kn>11/1<1/1سیال،  1یرژیم جریان پیوسته

سیال است. مطابق با شکل  4بیانهر رژیم جریان ملکول آزاد Kn>11سیال و  3بیانهر رژیم جریان انتقالی

 1/1ر براب Knشوندگی سیستم شده است به طوری که در افزایش این پارامتر باعث کاهش سخت 3-7

شونده قرار گرفته است. بنابر این، این شکل نشان )رژیم جریان انتقالی( سیستم به کلی در ناحیه نرم

                                                      
1 Continuum flow regime 
2 Slip flow regime 
3 Transition flow regime 
4 Free molecular flow regime 
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سازی ریاضی و واقعیت به وجود دهد که در نظر نهرفتن ضریب تصحیح تفاوت فاحشی را بین مدلمی

 آورد.می

افزایش  7-3دهد. همانند شکل تاثیر پارامتر غیرمحلی بر پاسخ فرکانسی سیستم را نشان می 8-3شکل 

و  μ=1شود. مقایسه حالت شوندگی سیستم میپارامتر غیرمحلی منجر به کاهش دامنه و کاهش سخت

1/1=μ شونده و در حالت دوم دهد. در حالت اول سیستم سختدو نتیجه کاملا متفاوت را نشان می

یرمحلی غ ئوری کلاسیک و تئوریشونده است که این خود دلیلی بر تفاوت فاحش بین  تسیستم نرم

 است.

نود  دهد در این  شکل سهخمیدگی اولیه بر پاسخ فرکانسی سیستم را نشان میمیزان تاثیر  9-3شکل 

شوندگی دارد. سیستم به شدت رفتار سخت rرفتار متفاوت از سیستم وجود دارد. برای مقادیر کوچک از 

سیستم خطی  r=149/1ود به طوری که در مقدار بحرانی شاز مقدار سختی کاسته می rبا افزایش مقدار 

شود. همراه با این تغییرات دامنه نیز کاهش شونده میشده و با ادامه روند افزایش، رفتار سیستم نرم

)شکل  [61]عسهری های نتایج حاصل از این شکل در تطابق کامل با نتایج ارائه شده در پژوهش. یابدمی

 است.)ج((  9-3)شکل  [68] نیاسعادت)ب(( و  3-9

نشان داده شده است. در  11-3 ی پیزوالکتریک بر پاسخ فرکانسی سیستم در شکلتاثیر ضخامت لایه

این  شکل همانند حالت قبل سه نود رفتار متفاوت از سیستم وجود دارد. برای مقادیر کوچک ضخامت، 

ن شود.  همراه با ایشونده میتم سختشوندگی دارد با افزایش ضخامت، رفتار سیسسیستم رفتار نرم

همان طور که توضیح داده شده بود تغییر در  4-3یابد. با توجه به شکل تغییرات دامنه نیز افزایش می

تواند منجر به افزایش و هم کاهش فرکانس طبیعی شود. ولی با توجه به ضخامت پیزوالکتریک هم می

(. بنابر 75است )حدود  411بعد سیال کمتر از ، سرعت بیهای سیستممقادیر انتخاب شده برای پارامتر

شود از طرفی افزایش ضخامت منجر به افزایش جرم می این افزایش ضخامت منجر به کاهش فرکانس

شوندگی باعث افزایش سختافزایش ضخامت پیزوالکتریک  11-3شود. مطابق با شکل سیستم نیز می

یر افزایش جرم سیستم از تاثیر کاهش فرکانس بیشتر بوده دهد تاثشده است که این نشان میسیستم 

 .است

هد. در اینجا دی پیزوالکتریک بر پاسخ فرکانسی سیستم را نشان میتاثیر ولتاژ ثابت لایه 11-3شکل 

، شوندگیی ولتاژ ثابت باعث به وجود آمدن سه حالت سختنیز همانند دو حالت قبل تغییر در اندازه

 11-3و  11-3، 9-3های شود. با توجه به نتایج حاصل از شکلطی در سیستم میشوندگی و یا خنرم

، ضخامت و ولتاژ ثابت پیزوالکتریک به عنوان سه پارامتر اساسی در کنترل، rتوان از سه پارامتر می

های مبتنی بر پیزوالکتریک برای رسیدن به حالت مطلوب نرم، سخت سازی نانو سیستمطراحی و مدل

 ی استفاده کرد.و یا خط
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هد. در دی پیزوالکتریک بر پاسخ فرکانسی سیستم را نشان میتاثیر ولتاژ هارمونیک لایه 12-3شکل 

ولتاژ هارمونیک به دو صورت مثبت و منفی ظاهر شده است که افزایش مقدار ولتاژ ( 13-2-2ی )رابطه

ی تحریک در حالت دامنه  1F ضریب (43-2-2) یشود. با توجه به رابطهمی  1Fباعث افزایش ضریب 

ساس  شود. بر این اتشدید اولیه است. بنابر این افزایش ولتاژ هارمونیک باعث افزایش دامنه تحریک می

 افزایش ولتاژ هارمونیک تنها باعث افزایش دامنه نوسانات شده است. 12-4در شکل 

 
 لیهتشدید او در . تاثیر عدد نادسن بر پاسخ فرکانسی سیستم7-9شکل 
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 تشدید اولیه در . تاثیر پارامتر غیرمحلی بر پاسخ فرکانسی سیستم8-9شکل 

 
 )الف(
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 )ب( 

 
 )ج(

 ید اولیه( بر پاسخ فرکانسی سیستم در تشدrخمیدگی اولیه تیر )مقدار تاثیر . 3-9شکل 

 [68] نیا، )ج( سعادت[61] )الف( پژوهش حاضر، )ب( عسهری
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  تشدید اولیه در پیزوالکتریک بر پاسخ فرکانسی سیستمی لایهت . تاثیر ضخام50-9شکل 

 
 تشدید اولیه در پیزوالکتریک بر پاسخ فرکانسی سیستم یلایه تاثیر ولتاژ ثابت. 55-9شکل 
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 تشدید اولیهدر  . تاثیر ولتاژ هارمونیک پیزوالکتریک بر پاسخ فرکانسی سیستم52-9شکل 

 13-3. شکل دهندرا نشان میپاسخ برای تشدید اولیه  نمونه از منحنیدو  14-3و  13-3های کلش

دهد. مطابق با این شکل برای مقادیری از تاثیر ضخامت پیزوالکتریک بر منحنی پاسخ را نشان می

مقداره ( منحنی پاسخ به صورت تک11-3شوندگی دارد )باتوجه به شکل ضخامت که سیستم حالت نرم

ا آید. بمقداره در میشونده است منحنی پاسخ به صورت چندبه صورت سخت و در حالتی که سیستم

با افزایش مقدار ضخامت،  ،مقداره است تککه پاسخ به صورت  به ازای مقادیری کهتوجه به شکل 

. سپس با ادامه روند افزایش مقدار یابد(شود )دامنه افزایش میجا میجابهمنحنی پاسخ به سمت بالا 

ی نوسانات به شدت افزایش یافته است. دامنه سیستم به صورت خطی است رفتار ی کهضخامت، زمان

ایش ر پیدا کرده و با افزیشونده است رفتار سیستم تغیدر نهایت زمانی که سیستم در به حالت سخت

ا ب در اینجا این نکته قابل توجه است که شود.جا میمقدار ضخامت منحنی پاسخ به سمت پایین جابه

ی نوسانات ( دامنهnm 25/11=tpدر ضخامتی که سیستم به صورت خطی است ) 11-3ه به شکل توج

تواند به عنوان یک نقطه بحرانی برای کند. بنابر این این ضخامت میبه طور ناگهانی افزایش پیدا می

 سیستم باشد.

ه شده است. در نشان داد 14-3بر منحنی پاسخ در شکل  تاثیر خمیدگی اولیه 13-3مطابق با شکل 

 .شود)نقطه بحرانی( افزایش ناگهانی در دامنه دیده می r=149/1این شکل نیز در 
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 تشدید اولیه در . تاثیر ضخامت پیزوالکتریک بر منحنی پاسخ سیستم59-9شکل 

 
  تشدید اولیه در بر منحنی پاسخ سیستم (rتیر ) . تاثیر خمیدگی اولیه54-9شکل 

�̂�1  

�̂�1  
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ای دیهر هتوان نحوه تاثیر پارامترهای پاسخ، میهای مربوط به پاسخ فرکانسی و منحنیبا توجه به شکل

 بینی کرد.را بر منحنی پاسخ سیتم در حالت تشدید اولیه پیش

 

 ریکپارامتتم در تشدید س.  بررسی تاثیر پارامترهای مختلف بر پاسخ فرکانسی سی9-9

 رکانسی سیستم در حالت تحریک پارامتریک را نشانتاثیر ضخامت پیزوالکتریک بر پاسخ ف 15-4شکل 

 بالاتری هایفرکانسشود پدیده پرش در دهد. مطابق با این شکل افزایش مقدار ضخامت باعث میمی

 شود. ی میانی میاتفاق بیافتد. همچنین افزایش مقدار ضخامت باعث کاهش ناحیه

نشان داده  16-4حریک پارامتریک در شکل تاثیر خمیدگی اولیه بر پاسخ فرکانسی سیستم در حالت ت

تاثیر چندانی بر ناحیه میانی ندارد ولی پدیده پرش در  rشده است. مطابق با این شکل تغییر در مقدار 

وندگی شافتد. نحوه تاثیر ضخامت پیزوالکتریک و خمیدگی اولیه بر سختاتفاق میتر های پایینفرکانس

 امتریک همانند تشدید اولیه است.شوندگی در حالت تحریک پارویا نرم

 
 . تاثیر ضخامت پیزوالکتریک بر پاسخ فرکانسی سیستم درتحریک پارامتریک51-9شکل 
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 بر پاسخ فرکانسی سیستم درتحریک پارامتریک( r)اولیه تیر  تاثیر خمیدگی .56-9شکل 

د. در اینجا نیز در همانند دهای از منحنی پاسخ در تحریک پارامتریک را نشان مینمونه 17-4شکل 

شود. در تحریک ی نوسانات دیده میبحرانی، افزایش ناگهانی در دامنه rحالت تشدید اولیه در مقدار

 افتد.های بالاتر اتفاق میپارمتریک بر خلاف تشدید اولیه، پدیده پرش در ولتاژ
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 .ر تحریک پارامتریک( بر منحنی پاسخ فرکانسی دrتاثیر خمیدگی اولیه تیر ) .57-9شکل 

 

ها از تاثیر خمیدگی بر سرعت همان طور که در قسمت نوآوری طرح گفته شد، در بسیاری از پژوهش

سیال صرفه نظر شده است. در این مطالعه سعی شده است که تاثیر خمیدگی بر سرعت سیال لحاظ 

شود. با توجه به م میو میرایی در سیست  2dگردد. در نظر گرفتن این فرض باعث ظاهر شدن ضریب 

چهار پارامتر: ضخامت پیزوالکتریک، پارامتر غیرمحلی، عدد نادسن و خمیدگی اولیه بر  (7-3)یرابطه

به ترتیب تاثیر ضخامت پیزوالکتریک،  21-3و  19-3، 18-3های میرایی سیستم تاثیر گذارند. در شکل

 rها به ازای یک ت. مطابق با این شکلپارامتر غیرمحلی و عدد نادسن بر میرایی نشان داده شده اس

ثابت، افزایش ضخامت پیزوالکتریک منجر به کاهش میرایی و افزایش پارامتر غیرمحلی و عدد نادسن 

شوند. بر این اساس تاثیر کلی این پارامترها بر میرایی سیستم و به تبع آن منجر به افزایش میرایی می

قابل تشخیص نیست. از این رو برای درا درست از این که تاثیر فرض تاثیر خمیدگی بر سرعت سیال، 

ارئه شده است. در این شکل نمودار  21-3این فرض چه مقدار بر رفتار سیستم تاثیر گذار است شکل 

پاسخ فرکانسی سیستم در حالت تشدید اولیه یک بار با در نظر گرفتن تاثیر خمیدگی بر سرعت سیال 

ن فرض رسم شده است. مطابق با این شکل در نظر گرفتن این فرض، و یک بار بدون در نظر گرفتن ای

 شوندگی ندارد.شوندگی ویا نرمی نواسانات شده و تاثیری بر سختتنها منجر به کاهش دامنه

�̂�1  
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 . تاثیر ضخامت پیزوالکتریک بر میرایی سیستم58-9شکل 

 
 . تاثیر پارامتر غیرمحلی بر میرایی سیستم53-9شکل 

ξ 

 

ξ 
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 تاثیر عدد نادسن بر میرایی سیستم. 20-9ل شک

 
 . تاثیر فرض تاثیر خمیدگی بر سرعت سیال در تشدید اولیه25-9شکل 

ξ 
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 جمع بندی

ای هی سیال پوشیده شده با لایههای کربنی انتقال دهندهدر این پژوهش ارتعاشات غیرخطی نانولوله

ستم با ی ارتعاشات سیار گرفته است. معادلهپیزوالکتریک تحت تاثیر میدان مغناطیسی مورد برسی قر

های زمانی چندگانه دست آمده و با استفاده از روش گلرکین و روش مقیاساستفاده از روش انرژی به

حل شده است. سپس پاسخ فرکانسی سیستم تحت تحریک پارامتریک مورد بررسی قرار گرفته و نتایج 

 .دست آمده استزیر به

  دد های غیرمحلی و عو سرعت بحرانی سیال به شدت تحت تاثیر ترمفرکانس طبیعی سیستم

زی را به ساتواند مدلها برای سیستم مینادسن قرار دارند بنابر این در نظر نهرفتن این پارامتر

 .ت دور سازدیگیری از واقعطور چشم

  دارند از  مای بر فرکانس طبیعی سیستی پیزوالکتریک تاثیر قابل ملاحظهو ولتاژ لایهضخامت

ها های اساسی در طراحی و کنترل نانوسازهتوان از این دو پارامتر به عنوان پارامتراین رو می

 استفاده کرد. 

 هد ددر مقادیر بالا ولتاژ هارمونیک پیزوالکتریک، وقتی سیستم رفتار خطی از خود نشان می

 یابد.دامنه نوسانات به شدت افزایش می

ای ههای مبتنی بر نانولولهسازی و کنترل سیستمتواند در طراحی، مدلش مینتایج حاصل از این پژوه

 انتقال سیال به کارگرفته شود.
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Abstract  

In this study, nonlinear vibration of a curved carbon nanotube conveying fluid is 

investigated which is covered by a piezoelectric layer. The Euler–Bernoulli beam theory 

is employed to establish the governing equations of motion for the vibration behavior of 

the system. The slip boundary conditions of CNT conveying fluid is considered based on 

Knudsen number and the mathematical modeling of the structure is developed by means 

of Hamilton’s principle. Then, the Galerkin method is employed to discretize the equation 

of motion and the frequency response of the system is extracted by applying the multiple 

scale method for piezoelectric based primary and parametric excitation. Finally effect of 

various parameters such as applied voltage, piezoelectric thickness, initial curvature 

Knudsen number and small scale parameter on the frequency responses of the system is 

investigated. 
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