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 مالکیت نتایج و حق نشر
 ها و ای ، نرم افزاررایانههای کلیه حقوق معنوی این اثر و مح ولات آن )مقالات مستيرج ، کتاب ، برنامه

ر دتجهیزات سااته شده اسک ( متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود می باشد . این مطلب باید به نحو مقتضی 

 تولیدات علمی مربوطه ذکر شود .

 بدون ذکر مردع مجاز نمی باشد نامهاستفاده از اطلاعات و نتایج مودود در پایان. 
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 چکیده 

نازي ارائه شده اسک.  ای ددارهای استوانهدر پژوهش حاضر، تحلیل دینامیکی و ارتعاشات آزاد پوسته

ی های از دنس مادّی استوانهفرض تقارن محوری در مسأله برقرار و ضيامک استوانه ثابک اسک. پوسته

توزیع نمایی اواص در راستای طولی با ضریب پواسون ثابک بوده و رفتار همسانگرد و ناهمگن تابعی با 

کمک تئوری دایی بهاسک. در استيراج معادلات، میدان دابه شده ه الاستیک اطی در نظر گرفتهمادّ

ی اطی دایدابه-های نازي تيمین زده شده و سینماتیک مسأله بر اساس روابم کرنشکلاسیک پوسته

کمک اصل همیلتون استيراج شده اند. شرط مرزی در تحلیل فرکانسی، گیردار معادلات، بهباشد. این می

له، فشار داالی متحري با سرعک ثابک اسک. دینامیکی، ساده اسک. بارگراری مسأو ساده و در تحلیل 

 ی کوپل شده با مشتقات دزئیهای حاکم بر حرکک پوسته، یک دستگاه معادلات دیفرانسیل اطّمعادله

کمک بسم توابع ویژه و روش مودال حل شده اند. همچنین ر هستند که با روش تحلیلی بهو ضرایب متغیّ

کمک نرم افزار انسیس انجام گرفته اسک. با توده به نتایج حاصل از سازی المان محدود مسأله، بهمدل

رانی، کی، سرعک بحتحلیل، تأثیر تغییرات پارامترهای هندسی، ناهمگنی و بارگراری بر پاسخ دینامی

ج دسک آمده از تحلیل، با نتایهای طبیعی بررسی شده اسک. نتایج بهضریب بار دینامیکی و فرکانس

دسک آمده از روش المان محدود، مقایسه و اعتبارسنجی مودود در مرادع ميتلف و همچنین نتایج به

 شده اسک.

لیل های نازي، تحتئوری کلاسیک پوسته ای ددار نازي، بار متحري،ی استوانهپوسته:واژگان کلیدى

 با تغییرات طولی اواص، روش المان محدود FGی ناهمگن ارتعاشی، روش بسم توابع ویژه، ماده
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  پیشگفتار -1-1

ی های ميتلف، مورد علاقههای ددار نازي، تحک بارگراریی رفتار سازههای اایر، مطالعهدر دهه

 ها،ها، ورقهای ميتلفی مانند پوستهی ددار نازي در شکلهادانشمندان زیادی قرار گرفته اسک. سازه

زي ای ددار ناهای استوانهشوند. پوستهکار گرفته میها و ... بهها، ستونها، ریلهای ساندویچی، تیرپنل

ای در صنعک دارند. باشند و کاربرد گستردههای ددارنازي میترین نوع سازهآمدترین و کاراز رایج

مهم در طراحی این  یای تحک اثر عبور بار متحري یک ملاحظههای استوانهو نوسانات پوسته ارتعاشات

 ای دریک ویژهای از اهمّهای استوانههای ارتعاشی و آکوستیک در پوستهرود. بررسیشمار میها بهسازه

، تحلیل پاسخ ها براوردار اسک. اندرکنش میان سازه و بار متحريتحلیل، طراحی و سااک این سازه

تر ر و طولانیتها بسیار پیچیدهکند و ازآنجائیکه معادلات حاکم بر پوستهدینامیکی را بسیار پیچیده می

های ها دارای پیچیدگیهایی در پوستهها اسک؛ لرا چنین بررسیها و تیراز معادلات مشابه در ورق

ده های بسیاری بوموضوع کنکاش و پژوهشباشد. لرا این پدیده ها میها و تیربیشتری نسبک به ورق

های عددی و المان ها، با استفاده از روشهای انجام شده بر روی پوستهکه اکثر تحلیل طوریاسک، به

 یلی استفاده شده اسک.های تحلها، کمتر، از حلمحدود بوده و برای معادلات حاکم بر پوسته

 های آن، مروریبندیها و طبقهپژوهش حاضر، شامل پوستهدر این ف ل، ابتدا در مورد مفاهیم بنیادین 

ی ها مطالبسازی ریاضی آنی مدلهای نازي، بار متحري و نهایتاً موادّ ناهمگن و شیوهبر تئوری پوسته

 گردد.ی مرتبم، ميت را مرور میهای انجام گرفتهشود. سپس سایر پژوهشبیان می

 [1] هاپوسته -1-2

ها و ورق تیرها، کلی گروه سه بهای سازه ادزای بارگراری، و هندسه به دهتو با مکانیک مهندسی در

ر ها )بعد محوری( نسبک به دو بعد دیگهایی هستند که یک بعد آنها سازهشوند. تیرها تقسیم میپوسته

های امشی، محوری، پیچشی و برش عرضی را تحمل کنند. تر اسک و قادرند بارگراریبه مراتب بزرگ

 روند.شمار میهای ااص تیر بهها حالکها، ادزای ارپا و ستونها، رشتههایی مانند کابلسازه
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اشد. بها )بعد ضيامک( نسبک به دو بعد دیگر کوچک میهایی مسطح هستند که یک بعد آنها سازهورق

برش  ها بتوانند انواع بارگراری امشی، محوری، پیچشی، برش عرضی وورق که انتظار اسک معمولاً

ها هستند که به دلیل ضيامک ناچیز تنها ل کنند. غشاها حالک ااصی از ورقای را تحمّدرون صفحه

 ای شامل کشش و برش را تحمل نمایند.قادرند بارهای درون صفحه

ها هستند که در دنیای فیزیکی ترین انواع سازهترین و متنوعای، از فراوانهای پوستهها یا سازهپوسته

ف های ميتلهای مهندسی بسیار پرکاربردی هستند که در زمینهها سازهشوند. پوستها پیدا میاطراف م

از دمله مهندسی عمران، مکانیک، هوافضا و علوم دریایی )و زیر دریایی( کاربردهای فراوانی دارند. برای 

مایع و تانکرهای آب، های حمل توان در سازهها در مهندسی عمران را میترین کاربردهای پوستهاز مهم

صد طبقه نام برد. به همین های چندها، گنبدهای بتونی و سااتمانهای نگهدارنده در نیروگاهسازه

توان استفاده وسیع در اطوط انتقال، ها در مهندسی مکانیک را میهای پوستهترتیب از دمله مثال

های متنوعی مانند بال و بدنه مثال های توربین و ميازن تحک فشار دانسک. در مهندسی هوافضادیسک

ا در هها قابل بیان اسک و بالااره در علوم دریانوردی نیز پوستهها و راککهواپیماها، فضاپیماها، موشک

پیکر کاربرد فراوان دارند. یکی از ددیدترین کاربردهای این های غولها و کشتیسااک بدنه زیردریایی

انیک اسک؛ بدین ترتیب که در سااک دمجمه و حتی چشم از انواع های مهندسی در رشته بیومکالمان

ی سر های طبیعی مانند دمجمهها، در شکلگردد. این نوع از سازهها استفاده میااصی از پوسته

 یشوند. لرا استفادهها و حیوانات و نیز ادزای محافظ اندام دانوری مانند لاي و صدف مشاهده میانسان

ز ها را بیش اهای دینامیکی آنیزات با این نوع شکل هندسی، نیاز به شنااک ویژگیروزافزون از تجه

 پیش نمایان سااته اسک.

ها نسبک به شعاع انحنا و ابعاد طولی هایی امیده هستند که ضيامک آنطور کلی سازهها بهپوسته

د شده، در بالاترین کوچک اسک و از دهک کیفیک رفتاری و مقاومک در برابر نیروها و لنگرهای وار

که وریطها بسیار تعیین کننده اسک؛ بهگیرند. پارامتر انحنا در پوستهها قرار میی تکاملی سازهمرتبه

ای، ميروطی، کروی، سهموی، های استوانههای ميتلف با توده به انحناهای متفاوت به پوستهپوسته
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-ی بهاهای استوانههای گفته شده، پوستهوستهشوند. از میان انواع پبندی میهرلولوی دستهبیضوی و 

-رشتهها از گگونه از پوستهی رفتار اینتری براوردار هستند. مطالعهیک ویژهدلیل فراوانی کاربرد، از اهمّ

پژوهان ی نه چندان دور تا به امروز مورد توده بسیاری از دانشمندان بوده و همچنان ادامه دارد. دانش

نواع ها را در برابر ااند که بتوانند مقاومک آنها بودهی پوستهتغییرات بر روی هندسه و مادهپیگیر اعمال 

ها را کاهش دهند. در علوم مهندسی های مکانیکی و حرارتی افزایش و در صورت امکان، وزن آنتنش

کام به نسبک استح ای و استحکام بالا،بنا به برای از دلایل مانند حمل بار بسیار اوب، یکنوااتی سازه

گردد. علاوه بر علل ذکر ی بسیاری میها استفادهای مناسب از پوستهسازهوزن بالا و ودود فضای درون

وان یکی تکنند. لرا میها ایجاد میها در کاربرد، زیبایی بیشتری نسبک به انواع دیگر سازهشده، این سازه

زیبایی در کاربرد دانسک. به تناسب مطلوبیک رفتاری این ها را از علل غیر مهندسی استفاده از این سازه

های تحلیلی تقریبی مودود برای باشد. روشها نیز حائز اهمیک میها، پیچیدگی تحلیل آننوع از سازه

 دهند.  ها را تشکیل میها بر اساس فرضیاتی اسک که تئوری پوستهتحلیل پوسته

 [2] هابندی پوستهدسته 1-2-1

 شوند.بندی میی و رفتاری دستهها، از دیدگاه هندسی، مادّپوستهدر این بيش 

روه ها به دو گبندی کرد. از یک دیدگاه، پوستهها را به چند شکل تقسیمتوان پوستهاز نظر هندسه می

های حاصل از دوران، شوند. پوستهتقسیم می 2های حاصل از انتقالو پوسته 1های حاصل از دورانپوسته

یی هستند که از دوران کامل و یا دزئی یک منحنی یا سطح مولد حول یک محور دوران پدید هاپوسته

طح اليم منحنی یا ساليم و یا منحنیهای حاصل از انتقال، از انتقال مستقیمآیند. در مقابل پوستهمی

 یمجموعهرها را زیتوان ورقشود. با توده به این دیدگاه، میمولد بر روی یک مسیر مشيص حاصل می

 ها دانسک.پوسته

                                                 
1 Shells of Revolution 
2 Shells of Translation 
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-نیز دسته 2های ضيیمو پوسته 1های نازيتوان با توده به ضيامک، به دو گروه پوستهها را میپوسته

امند که نای را نازي میبندی نسبک ضيامک به شعاع انحنا اسک. پوستهبندی کرد. مبنای این تقسیم

نظر کردن باشد. برای سه با مقدار واحد، قابل صرفحداکثر مقدار ضيامک به شعاع انحنا در آن، در مقای

های نازي نسبک اینکه از این موضوع یک حس فیزیکی ادراي گردد باید گفک که در پوسته

1 1

1000 20

h

R
  ترین مقداری اسک که در اکثر مرادع بیان باید برقرار باشد که این نسبک معروف

پوسته هستند.  3ترتیب ضيامک پوسته و شعاع انحنای سطح میانی، بهRو  hشده اسک. پارامترهای 

نامند. البته در عمل تنها این میهای ضيیم را پوسته ها این نامساوی برقرار نباشدهایی که در آنپوسته

نسبک تعیین کننده نازي یا ضيیم بودن پوسته نیسک و پارامترهای دیگری همچون شرایم مرزی، 

ااردی بر روی سطح پوسته و ... نیز تعیین کننده اواهند بود. راه دیگر در تعیین تغییرات اطی بارهای 

ترین کوچک 1/0هایی به ضيامک کمتر از نازکی و یا ضيیمی یک پوسته بدین صورت اسک که پوسته

ترین طول موج را کوچک 05/0هایی با ضيامک کمتر از طول موج )مود تغییر شکل( را ضيیم و پوسته

 .[3] نامندنازي می

بندی هندسی دیگر نیز ودود دارد. اگر نسبک طول ای، یک تقسیمهای استوانهطور ااص برای پوستهبه

شود؛ و گویند، بزرگ باشد استوانه بلند نامیده می 4( که به آن نسبک لاغریL/Rاستوانه به شعاع آن )

 اگر این نسبک کوچک باشد استوانه کوتاه اسک.

-های همگن، پوستههستند. پوسته 6و یا ناهمگن 5ها، همگنها، مانند تمام سازهپوستهی، از دیدگاه مادّ 

های ناهمگن دارای ها در تمام نقاط ثابک باشد. در مقابل پوستههایی هستند که اواص مکانیکی آن

 مککاواصی هستند که تابع موقعیک نقاط اسک. اگر تغییرات اواص مکانیکی نقاط پوسته را بتوان به

                                                 
1 Thin Shells 
2 Thick Shells 

3 Midsurface 
4 Slenderness Ratio 

5 Homogeneous 
6 Heterogeneous 
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توانند ها میشود. همچنین پوستهیا تابعی گفته می FGM1یک تابع ریاضی بیان کرد، به پوسته 

ترین های ناهمسانگرد وابسته به دهک اسک. مهمباشند. اواص در پوسته 3و یا ناهمسانگرد 2همسانگرد

 4ارتوتروپیک اند، موادترین حجم مطالعات را به اود اات اص دادهگروه از مواد ناهمسانگرد که بیش

هستند. در این مواد، اواص مکانیکی در یک دهک نسبک به دو دهک دیگر متفاوت اسک. مواد مرکب 

 رود.شمار میهایی از این دسته بهسنتی و آلیاژهای نورد شده، مثال

که  5وچکهای کشوند. پوسته با تغییر شکلبندی میها به انواع ميتلفی دستهاز دیدگاه رفتاری، پوسته

باری کوچک اسک و رفتار اطی از نظر هندسی را دایی هرنقطه از پوسته بین شرایم بارداری و بیدابه

دایی هرنقطه از پوسته بین شرایم که دابه 6های بزرگباشد. نوع دیگر، پوسته با تغییر شکلدارا می

 7سانپوسته با رفتار کشباشد. باری کوچک نیسک و رفتار غیراطی از نظر هندسی را دارا میبارداری و بی

نظر  کنند و ازکرنش از قانون عمومی هوي پیروی می-پریرند و روابم تنشها بازگشککه تغییر شکل

پریرند و روابم ها بازگشک ناکه تغییر شکل 8مادی رفتار اطی دارند. نوع دیگر پوسته با رفتار مومسان

 ی رفتار غیراطی دارند.ر مادّ کنند و از نظکرنش از قانون عمومی هوي پیروی نمی-تنش

 های نازکتئوری پوسته -1-3

ی بنا اط ایی هستند که بر مبنای الاستیسیتۀهها، تئوریهای مطرح شده در پوستهترین تئوریرایج

بعدی دارای سطوح انحنادار هستند. در واقع در محاسبات، یک ها، ادسام سهاند. پوستهنهاده شده

بعدی شود. معادلات سهاطی، بر آن اعمال می فته و فرضیات الاستیسیتۀدر نظر گربعدی را ی سهپوسته

                                                 
1 Functionally Graded Materials 
2 Isotropic 

3 Anisotropic 
4 Ortotropic Materials 

5 Small Deflection 
6 Large Deflection 

7 Elastic Behavior 
8 Plastic Behavior 
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ه از با استفاد شکل نوشته شود، پیچیده اواهد بود و عموماً الاستیسیته، وقتی در ميت ات منحنی

 هایهمه تئوری پردازند. تقریباًسازی معادلات میفرضیات مشي ی، برای کاربردهای ااص، به ساده

بعدی و یا شعاع انحنای کوچک، مسائل سهپوسته ازدمله نازي، ضيیم، با شعاع انحنای بزرگ 

با حرف ميت ات عمود بر  دهد و این کار، معمولاًبعدی کاهش میی دوالاستیسیته را به یک مسأله

با اعمال  .شودگیرد و فقم به تحلیل سطح میانی پوسته پردااته میسطح پوسته، در معادلات صورت می

دقک نتایج ارائه شده، در ارتباط با  .شوددایی در سطح میانی محاسبه میاین فرضیات، میدان دابه

بعدی الاستیسیته دارد. اولین فرضیات را سازی روابم سهی سادهها، بستگی به دردههای پوستهتئوری

کار گرفته شد. ها بهوری پوستهها ارائه کرد که پس از آن در بسم تئی ورق( درباره1850) 1کریشهوف

 3لاو .ها را مبتنی بر فرضیات کریشهوف معرفی کرد، اما کار وی کامل نبود( تئوری پوسته1874) 2ارون

( اولین محققی بود که تحلیل قابل قبولی در تئوری اطی و کلاسیک پوسته ارائه نمود. لاو، 1888)

های کریشهوف در ورق را همراه با کرنش، فرض-نشدایی و روابم تدابه-سازی روابم کرنشسادهبرای 

-ها اعمال نمود. تئوری لاو در پوستههای نازي بودن و کوچک بودن ایز پوسته، در تحلیل پوستهفرض

تئوری  عنوانشود که اکنون بههای الاستیک و نازي، تئوری پوسته با تقریب مرتبه اول نیز نامیده می

( با استفاده از فرضیات 1912) 5کریشهوف مشهور اسک. رایسنر-ری لاویا تئو 4های نازيکلاسیک پوسته

( اولین کسی اسک 1932) 7را ارائه نمود. فلوگه 6های حاصل از دوران متقارن محوریلاو، تحلیل پوسته

ی دوم را با لحاظ کردن ایزهای کوچک ارائه کرد. معادلات وی، ها با تقریب مرتبهکه تئوری پوسته

ای با مقطع های استوانهبرای پوستهشود و های نازي شنااته میمعادلات استاندارد پوستهعنوان به

رین تکند. یکی از بزرگهایی را اعمال میها، پیچیدگیای، کاربرد مناسبی دارد و در سایر پوستهدایره

                                                 
1 Kirchhoff 

2 Aron 
3 Love 

4 Classical Shell Theory 
5 Reissner 

6 Axisymmetric Shell of Revolution 
7 Flugge 
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تئوری ميتلف  12اسک. وی حدود  1ها، مطالعات انجام شده توسم لیسای پوستهمرادع مودود در زمینه

 .[4] های نازي را مورد ارزیابی قرار داده اسکدر پوسته

، دو تئوری 3و تئوری امشی 2ها ودود دارد. تئوری غشاییطور کلی دو روش دامع برای تحلیل پوستهبه

 مطرح در این زمینه هستند.

  ساده و مناسبرود، یک تئوری کار مین استاتیکی بههای معیّتئوری غشایی که برای تحلیل سازه

ود. شای از پوسته وارد میگیرد که نیرو یا ... به بيش عمدهزمانی مورد استفاده قرار می باشد و معمولاًمی

بعدی پریر دویک غشا اواه مسطح و اواه امیده، دسمی اسک که همان شکل ورق یا پوسته انعطاف

ها بسیار کم آن 4هایی که سيتی امشیل کند. پوستهتواند نیروهای محوری را تحمّرا دارد و فقم می

ند. در شوتوانند لنگرهای امشی را تحمل کنند، با این تئوری تحلیل میاسک و از نظر فیزیکی نمی

؛ باشندال میشود که فقم نیروهای واقع در سطح میانی پوسته فعّتئوری غشایی، چنین فرض می

 6ایو کرنش صفحه 5ایسائل در حالک تنش صفحهدایی سطح میانی توصیف و مدایی پوسته با دابهدابه

 شوند.پوشی از تنش عمودی و کرنش عمودی در راستای شعاعی، تحلیل میبا چشم

شود. به عبارت دیگر، در این تئوری، هم نیروهای غشایی و در تئوری امشی، تأثیرات امش لحاظ می

و تواند دنیروها و لنگرهای مودود میشود. هم نیروهای عمود بر سطح میانی پوسته در نظر گرفته می

نیروی برشی، دو نیروی محوری، دو نیروی برشی عمود بر پوسته، دو لنگر امشی و دو لنگر پیچشی 

های نامعین را دارد و از این رو تحلیل سازه بسیار پیچیده باشد. تئوری امشی، توانایی تحلیل سازه

 ی محدودی انقطاعات در توزیع تنش که در یک ناحیهاسک. همچنین این نظریه، امکان بحث را درباره

ی هاکند. به هر حال، آگاهی از تنشافتد را فراهم میاز سازه )در مجاورت بار با انقطاع هندسی( اتفاق می

                                                 
1 Leissa 
2 Membrane Theory 

3 Bending Theory 
4 Bending Stiffness 

5 Plane Stress 
6 Plane Strain 
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 های امشی اسک. تئوری امشی، عموماً تر از دانستن تنشاز نظر عملی، مهم غشایی پوسته، معمولاً

سک که در نواحی دارای تأثیرات انقطاعی بردسته، ت حیح شده اسک. مشتمل بر یک حل غشایی ا

از  های ناشیها و کرنشاین هدف این تئوری، بهبود حل غشایی نیسک، بلکه تحلیل تنش اینبنابر

تواند آن را انجام دهد. شایان های متمرکز اسک که تئوری غشایی محض نمیای یا بارگرارینیروهای لبه

طور کامل با شرایم تعادل استاتیکی باشند و بهای غشایی، مستقل از امش میذکر اسک که نیروه

ن شود، بنابر ایکار گرفته نمیگونه اواص ماده در استيراج این نیروها بهگردند و چون هیچتعریف می

ل اعمال اسک )مانند پوستۀ ای که سااته شده باشد، قابها، از هر مادهی پوستهتئوری غشایی برای همه

(. لازم به ذکر اسک که برای 1ی ساندویچی شکل، فیلم صابون، تيته چند لایهفلزی، بتن مسلح، پوسته

لنهاری اهای ن فهای نازي که دارای تغییرات ناگهانی در ضيامک، شیب یا انحنا نیستند، تنشپوسته

غشایی و تئوری امشی )تئوری کلاسیک( را در امتداد ضيامک دیواره یکنوااک اسک. فرضیات تئوری 

 :[4] نامند که عبارتند ازکریشهوف می-فرضیات لاو

 ینسبک ضيامک پوسته به شعاع انحنای سطح میانی در مقایسه با واحد، کوچک اسک ) پوسته -1

 نازي(؛

 ایزها در مقایسه با ضيامک پوسته، کوچک هستند )ایز کوچک(؛ -2

)تنش  پوشی اسکهای تنش، قابل چشمفهنسبک به سایر مؤلّ  ی تنش عمود بر سطح میانیفهمؤلّ -3

 ای(؛صفحه

مقاطع مستوی و عمود بر سطح میانی پوسته، پس از بارگراری و تغییر شکل، همچنان مستوی  -4

ی کرنش عمود بر سطح میانی، فههای برشی و مؤلّمانند. با این فرض، کرنشو عمود باقی می

 شوند.    صفر در نظر گرفته می

                                                 
1 Plywood 
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 1بار متحرک -1-4

های تحک بارگراری متحري مورد توده بسیاری از طراحان و مهندسین قرار دارند؛ چرا که اکثر سازه

ی کاربردی این گردد. این موضوع حوزهصورت دینامیکی اعمال میها بههای اعمالی بر سازهبارگراری

ر اودرو و وسایل نقلیه تحک بار توان به پلی که همواره در اثر عبومی دهد. مثلاًموارد را گسترش می

شاره شود، اگیرد، یا لوله تفنگ و لوله توپ دنگی که در اثر انفجار درون آن مرتعش میمتحري قرار می

های گازی در صنعک نفک و گاز، ای دایگاه ااصی دارند. ام لولههای استوانهکرد. در این حوزه پوسته

ا ههایی از موارد کاربرد این پوستهای، همگی نمونهتراي ضربه های تحک فشار در هواپیما و موتورهایلوله

ای بارگراری از نوع فشار متحري داالی اسک. حرکک موج فشاری های استوانههستند. در اکثر پوسته

ای پوسته به گردد. بنابر این پاسخ سازهای در داال آن میدر داال پوسته باعث تحریک امواج سازه

برابر فشار استاتیک معادل آن اواهد شد. یکی از انواع مهم بارگراری دینامیکی  فشار متحري چندین

صورت یک فشار متحري با سرعک ثابک اسک که در طول پوسته حرکک ها، بارگراری فشاری بهدر پوسته

های اصلی این بارگراری، ماکزیمم فشار و سرعک حرکک موج فشاری اسک. تغییرات کند. مشي همی

دد. یکی از گرزمان، بستگی به مکانیزمی دارد که باعث تغییر ناگهانی فشار می به مکان و فشار نسبک

اسک. موج شاي  2دهند موج شايها رخ میطور معمول در پوستههای ایجاد فشار متحري که بهمکانیزم

 یمادّتواند در محیم یک نوع اغتشاش پیشرو اسک که مانند یک موج معمولی دارای انرژی اسک و می

ی یک تغییر ناگهانی که تغییری ناپیوسته در فشار اسک، تعریف واسطهپیشروی کند. موج شاي به

 ند.کشود. شاي در لوله ایجاد شده و سپس موج شاي در لوله با سرعتی تقریبا ثابک پیشروی میمی

ی صورت رابطهبه شود کهبندی میر فرمولاز فشار متغیّ 3ایصورت یک تابع پلهبارگراری موج شاي به

 باشد:زیر می

                                                 
1 Moving load 
2 Shock Wave 
3 Heaviside Step Function 
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 0 ( ) 1 ( )P P t H x Vt   (1-1) 

(، 1-1)ی رابطهدر 
0 ( )P t  ،مقدار فشار بر حسب زمانx  وt باشند. موقعیک مکانی و زمانی بار متحري می

ای متحري اسک که با دهد بار نقطهها رخ میفشاری متداول که در سازهیکی دیگر از انواع بارگراری 

 صورت زیر قابل تعریف اسک:به 1تابع دلتا

0 ( )F F x Vt  (1-2) 

در سازه  2سرعک بحرانیهای تحک عبور بار متحري، تعیین یکی از پارامترهای مطلوب در طراحی سازه

شود )مشابه حالک اسک. تجربه نشان داده اسک که در سرعتی ااص، نوسانات زیادی در سازه ایجاد می

ی سرعک بحرانی، نگرانی اصلی در طراحی سیلندرهای تشدید( که به آن سرعک بحرانی گویند. محاسبه

یاس با سرعک امواج تواند قابل قتحک بار فشاری متحري داالی اسک. از آنجا که سرعک حرکک بار می

ها و ميازن تواند در طراحی لولهی تشدید در امواج امشی میپوسته باشد، لرا مسأله امشی در دیوارۀ

های دینامیکی های بحرانی حرکک کند، کرنشددار نازي مهم باشد. اگر بار متحري داالی در سرعک

دهد و به بیش از سه برابر به اصطلاح رزونانس رخ میشوند و ی لوله، تشدید میایجاد شده در دیواره

. سرعک بحرانی مانند فرکانس طبیعی، به مشي ات [5]رسد کند میبینی میپیش 3چه روابم لامهآن

ودن ها با فرض ثابک بسازه بستگی داشته و تابع بارگراری لوله نیسک. تئوری سرعک بحرانی در لوله

. در [5]ی فشار شکل گرفته اسک لوله و ثابک بودن سرعک دبهه نهایک بودن طولضيامک لوله، بی

xصورت با تغییر متغییر این Vt  ی حاکم بر حسب ، معادله آید و ممکن اسک حل دسک میبه

قابل ح ول  5ی تفرقگویند. سرعک بحرانی با تعیین منحن 4هاتر شود که به آن روش مشي هآن ساده

                                                 
1 Dirac Delta 

2 Critical Speed 
3 Lame Formula 

4 Characteristics 
5 Dispersion Curve 
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و سرعک  2، سرعک گروه1شود، سرعک فازاسک. در سرعک بحرانی که نوسانات شدیدی در لوله ایجاد می

یک نهانهایک و نیمه بیهای نازي بیبحرانی پوسته ای برای سرعک. رابطه[7و6]دبهه فشار با هم برابرند 

های ددار نازي به بار در تعیین پاسخ پوستهی دامع ارائه شد. اولین مطالعه [8]توسم دونز و بوتا 

 های دداربینی رفتار پوستهانجام شد. تانگ مدلی برای پیش [10]و ریسمان  [9]متحري، توسم تانگ 

نهایک باشد و مسأله را به حالک نازي به فشار داالی متحري ارائه داد. وی فرض کرد که طول پوسته بی

ریه، کمک تبدیل فوای برای سرعک بحرانی استيراج کرد و بهرابطه تبدیل کرد و با این فرضیات، 3پایا

ی ی حرکتپاسخ لوله را به این بارگراری تعیین کرد. با این حل، ودود سرعک بحرانی که در آن دامنه

-م اسک که در واقعیک ودود اواص دمپینگ، ویژگیآید. البته مسلّدسک میشود، بهنهایک میپوسته بی

در  وند.شتغییر شکل پلاستیک، باعث دلوگیری از تغییر شکل بیش از حد پوسته می های غیر اطی و

لحاظ شده اسک. مطالعات تانگ، مبنای بسیاری از  5و اینرسی دورانی 4مدل تانگ اثر برش عرضی

 های ددارای پوستهمطالعاتی اسک که بعد از وی انجام شده اسک. ریسمان نیز مدلی برای پاسخ سازه

اده اوبی توضیح دتنش ارائه داد. در مدل وی کوپلینگ بار متحري با امواج امشی به-پیش نازي تحک

 های الاستیک و بارطور مبسوط به بررسی اثر متقابل بین سازهدر کتاب اود، به [11]شده اسک. فریبا 

را در  های اودهای ددار ضيیم را بررسی کرد و بررسینیز لوله [4]متحري پردااته اسک. سیمکینز 

تودیه کرنش بالا در لوله تفنگ بیان کرد. در طراحی ميازن تحک فشار، مقدار تغییر شکل پوسته بر اثر 

طور که گفته شد، در بارگراری دینامیکی، باشد. همانفشار داالی متحري، یکی از پارامترهای مهم می

ریب شود. بنابر این ضمی این مقدار تغییر شکل، نسبک به حالک بارگراری استاتیکی معادل، بیشتر

باشد. ضریب تقویک ها برای بارگراری دینامیکی می، یک ضریب مهم در طراحی6تقویک دینامیکی

                                                 
1 Phase Velocity 
2 Groupe Velocity 

3 Steady State 
4 Transverse Shear 

5 Rotary Inertia 
6 Dynamic Amplification Factor 
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دایی در بارگراری صورت نسبک ماکزیمم دابهشود؛ بهنیز نامیده می 1دینامیکی که ضریب بار دینامیکی

 شود.میدایی استاتیکی با بارگراری مشابه تعریف دینامیکی به دابه

 مواد ناهمگن تابعی -1-5

مواد همگن و همسانگرد به دلیل یکنوااتی اواص از قبیل: مقاومک مکانیکی، مقاومک حرارتی، مقاومک 

هایی در صنایع نظامی، هوا در برابر اوردگی و سایش، مقاومک در برابر ازش و استگی و ... محدودیک

اند که از  رو دانشمندان همواره در تلاش بودهاز این کنند.و فضا، نفک و گاز، اودرو سازی و ... ایجاد می

و آغاز  1940ی در پایان دهه 2ها(ی مواد مرکب )کامپوزیکمواد ددید با اواص برتر استفاده کنند. ایده

ودود ی ناهمساز بهدر صنایع دریایی عملی شد. مواد مرکب از ترکیب دو یا چند ماده 1950ی دهه

کی متفاوت و گاهی ناسازگار دارند. این عدم سنيیک رفتار مواد، باعث تمرکز آیند که اواص فیزیمی

ها شود. کامپوزیکزمان مکانیکی و حرارتی میها در اثر بارگراری همتنش و ایجاد گسستگی در مرز لایه

از دیدگاه متالورژی )میکروسکوپی(، ناهمگن و ناهمسانگرد هستند، ولیکن از دیدگاه مکانیکی 

 شوند.کوپی(، همگن و ناهمسانگرد تلقی می)ماکروس

. پس از وی دیگران، [12] بندی کردی ادسام مرکب را فرمول( تئوری الاستیسیته1950لينیتسکی )

( تئوری کلاسیک و 1974های کامپوزیتی را ارائه نمودند. وینسون )ها و پوستههای حاکم بر ورقتئوری

ایج دو روش کار برد و بین نتهای کامپوزیتی بهتیکی پوستهتئوری تغییر شکل برشی را در تحلیل استا

 ای انجام داد.مقایسه

مودب تغییر ناگهانی  ،ها اسک که در نتیجهی مواد مرکب، تغییر ناگهانی مواد و اواص آناشکال عمده

مواد با ریزی شد. ی تغییر تدریجی اواص مواد پیشود؛ لرا ایدهها میه در مرز لایهویژرفتار مواد به

های زنده، مانند استيوان ودود ( در سااتار ارگانیسمFGMتغییرات تابعی اواص یا مواد هدفمند )

                                                 
1 Dynamic Loading Factor 
2 Composite Materials (Composites) 
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ی بیرونی که نیاز به مقاومک مناسبی در برابر عوامل ااردی عنوان مثال استيوان در لایهداشته اسک. به

ی هشود تا لایسيتی آن کم میتدریج از از قبیل ضربه دارد، از استحکام بیشتری براوردار اسک و به

باشد بتواند شرایم مناسب برای درب مواد غرایی را داشته باشد. از این رو درونی که کاملا نرم می

ها ، ناهمگن هستند ولیکن آنFGشود. مواد صورت کاملا پیوسته و تدریجی ایجاد میتغییرات اواص به

 گیرند.را همسانگرد در نظر می

 

 [2] : نمای مقطع یک استيوان1-1شکل 

  FGسازی ریاضی مواد مدل 1-5-1

ها باشند و اواص مکانیکی، حرارتی و مغناطیسی آنناهمگن می اساساً FGمواد  با توده به اینکه

یاضی، مدل ی رتوان تغییر اواص را با یک تابع پیوستهد، مینکنصورت پیوسته و تدریجی تغییر میبه

سازی اواص مکانیکی و های تحلیلی و عددی بهره گرفک. روش مرسوم در مدلکرد و از آن در روش

اده ی اواص در م، استفاده از یک تابع توانی یا تابع نمایی برای بیان توزیع پیوستهFGحرارتی مواد 

، ضریب هدایک 1(Eنی )در عبارات مربوط به توزیع اواص، تغییرات مدول کشسا باشد. معمولاًمی

، را لحاظ 2(گیرند و تغییرات نسبک پواسون )حرارتی، ضریب انبساط حرارتی و چگالی را در نظر می

توان یای که مگونهباشد، بهکنند. دلیل آن، مقدار نسبک پواسون اسک که بسیار نزدیک به هم مینمی

ایزوتروپ( در نظر  FGپوشی کرد؛ یعنی ماده را ناهمگن همسانگرد )چشماز تغییرات ناچیز آن در دسم 

                                                 
1 Elasticity Modulus 
2 Poisson’s Ratio 



 

15 

 

 گرفک.

 ( تابع2000، یانگ )[14] ( تابع توانی1999، هورگان و چان )[13] ( تابع توانی1994اباتا و نودا )

( 2006، اراسلان و آکیز )[17]( تابع توانی2001) رن، تا[16]( تابع توانی2001، توتونچو )[15]توانی

 کار بردند.های تحلیلی بهرا در روش [19]( تابع نمایی2006دون و ژیفای )و هونگ [18]ع نماییتاب

 شود:در نظر گرفته می (3-1)ی صورت رابطهتابع توانی در اکثر مرادع به

( )

n

a

z
P z P

a

 
  

 
 (1-3) 

aP ی مشيص و ااصیک ماده )مکانیکی، فیزیکی، حرارتی و ...( در یک لایهn .ثابک ناهمگنی اسک 

اسک که با افزودن برای عناصر آلیاژی دیگر، اواص دليواه  1سرامیک-، تلفیق فلزFGی ترین مادهرایج

ارائه  hبا ضيامک ثابک  FGMای برای یک ورق ی ویژه(، رابطه1998شود. پراوین و ردی )تأمین می

 :[20] بیان نمودندصورت زیر کردند. ایشان تغییر اواص را در ورق به

( ) ( ) n

c m mP z P P V P   (1-4) 

mP  ،اواص فلزcP  اواص سرامیک وV (5-1)ی صورت رابطهباشد که بهنسبک حجمی در دسم می 

 شود:بیان می

1
,

2 2 2

z h h
V z

h

 
     
 

 (1-5) 

0nاگر   2آید؛ اگر دسک میباشد، ورق همگن سرامیک بهz h   باشد، ااصیک فلزی و اگر

2z h ی بالایی آن در معرض آید. این ماده در ادسامی که لبهدسک میباشد، ااصیک سرامیک به

 ی پایینی آن تحک بارهای مکانیکی قرار دارند، بسیار مفید اسک.گرادیان دمایی بالا و لبه

 شکل زیر بیان نمود:تر برای دو ااصیک بهصورت کلیتوان بهرا می (4-1)ی رابطه

1 2 2( ) ( ) nP z P P V P   (1-6) 

                                                 
1 Metal-Ceramic 
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1P  2وPی تواالی ددارعنوان مثال، رابطه برای یک استوانهباشند. بهی ميتلف می، اواص در دو لایه 

 شود:صورت زیر نوشته میثابک، به

( ) ( )

1

1

n

o i i

i

o i

P r P P V P

r r
V

r r

   



 

 (1-7) 

iP  وoP ی به ترتیب، ااصیک )مکانیکی، فیزیکی، حرارتی و ...( مادهFG  در شعاع داالی و ااردی

 باشد.استوانه می

( سه مدل تابع توانی ساده، تابع توانی مشابه تابع پراوین و ردی و نیز تابع نمایی به 2009توتونچو )

-ی ناهمگن، تابع نمایی به( برای اواص ماده2008شاو ). [21] سرامیک ارائه کرد-صورت تلفیق فلز

 :[22] ارائه کرد (8-1)ی صورت رابطه

0 1

1 2
1 2

( ) exp( ( ))

, ,

i

m m m

A R A m R R

r rr
R R R

r r r

 



  


 (1-8) 

 mrبه ترتیب شعاع داالی و ااردی استوانه و  2rو  1rثابک ناهمگنی ماده،  im، (8-1)ی در رابطه

 باشد.ی ااردی استوانه میاواص لایه 0Aمیانگین شعاع داالی و ااردی و 

ی استوانه را به تغییر اواص در دداره [24]( 2011و همچنین کلس و کانکر ) [23]( 2007توتونچو )

 ی زیر بیان نمودند:صورت تابع نمایی مطابق با رابطه

0( ) en rA r A (1-9) 

استوانه ی ااردی نیز اواص لایه 0Aثابک ناهمگنی ماده و  nشعاع استوانه،  r، (9-1)ی در رابطه

 باشد.می

 مروری بر مقالات -1-6

ها و روابطی برای ها صورت گرفک و منجر به استيراج فرضاز اولین مطالعاتی که بر روی پوسته

میلادی  1888اشاره کرد. لاو در سال  [25]توان به مطالعات انجام گرفته توسم لاو ها شد، میپوسته
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ی با اانسک برای اولین بار معادلات ارتعاشی پوستهتئوری بنیادی اود برای پوسته را ارائه کرد و تو

ه سازی معادلات پوستضيامک بسیار اندي را استيراج کند. حاصل کار وی فرضیاتی شد که برای ساده

هایی که در گرشته معروف اسک. در میان تئوری 1شود و امروزه به فرضیات اساسی لاودر نظر گرفته می

های اطی سک که روش لاو، مؤثرترین و مفیدترین روش در تئوریاند، ثابک شده ابسم داده شده

-های نازي بر مبنای فرضیات لاوهای پوستهتوان با استفاده از تئوریمی های نازي اسک و قطعاً پوسته

تر ا کاملهکریشهوف به نتایج مناسب و مطلوب دسک یافک. در قرن بیستم به مرور روابم حاکم بر پوسته

ها ارائه شد. از ميتلفی نیز برای استيراج و حل معادلات، برای انواع ميتلف پوستههای شد و روش

. این محققان، [27و26]توان به مطالعه انجام گرفته توسم آرنولد و واربورتون اشاره کرد ها میدمله آن

با  ساده و گاهای همگن و همسانگرد با تکیهی استوانهبا استفاده از روش انرژی، ارتعاشات یک پوسته

ی دایدابه-ای و از روابم کرنشها از روابم تنش صفحهدسک آوردند. آنطول محدود را برای اولین بار به

ای ستوانههای اهای نازي استفاده کردند. رفتار دینامیکی پوستهاطی مطابق با تئوری کلاسیک پوسته

شده اسک. مسائل ميتلفی در این  در تعداد قابل تودهی از مطالعات عددی، تحلیلی و تجربی بررسی

ها، اثر های کوچک و بزرگ، ضيامک پوستهداییتوان دابهاند؛ برای مثال میمطالعات بررسی شده

های ، پوستهناهمگن تابعیهای کامپوزیتی و های اولیه مکانیکی و حرارتی روی پوسته، پوستهتنش

 ای تقویک شده و ... را نام برد.استوانه

ای متقارن محوری های استوانه، پاسخ دینامیکی حالک پایدار پوسته2006در سال  [28] روزنه و باز

های ها برای پوستهای را بررسی کردند. آنی همگن و همسانگرد، تحک بار متحري نقطهتقویک شده

دایی ( را برای تعیین دابهFEاستفاده کردند و یک تحلیل المان محدود ) 2موشتاری-نازي از تئوری دانل

ها پی بردند که اثرات تقویک کننده مودب افزایش سرعک کار بردند. آنشعاعی و سرعک بحرانی، به

 گردد.بحرانی می

                                                 
1 Love’s First Approximation Shell Theory 
2 Donnel-Mushtari Theory of Thin Shell 
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ای همگن و همسانگرد های استوانه، ارتعاشات ادباری پوسته2006در سال  [29]کانداسامی و سینگ 

ی دایی مطابق با تئوردابه-روابم کرنشتحک تحریک فشاری، با ودود اواص دمپینگ را با استفاده از 

 2را با تبدیل معادلات حرکک به مدل فضای حالک 1ها پاسخ گرراسه بعدی الاستیسیته بررسی کردند. آن

ها و اینرسی دورانی در کار آن 3کوتا به دسک آوردند. اثر تغییر شکل برشی-و استفاده از الگوریتم رانج

دایی شعاعی را تحک اثر پارامترهای ميتلف های طبیعی و دابهسها فرکانمورد لحاظ قرار گرفک. آن

 مورد بررسی قرار دادند.

های ، تحلیل پاسخ دینامیکی حالک پایدار را برای پوسته2007در سال  [30]نژاد و کمیلی هاشمی

د رتحک بار متحري متمرکز، انجام دادند. تئوری مونهایک ای متقارن محوری ضيیم با طول بیاستوانه

بعدی الاستیسیته و معادلات ناویر بود که با استفاده از ها مطابق با تئوری سهاستفاده در پژوهش آن

به حل آن پردااتند. دنس پوسته از مواد ایزوتروپیک  4روش تبدیلات فوریه و تکنیک تبدیل ماتریسی

ی مورد مطالعهدایی شعاعی، تنش محیطی و سرعک بحرانی را ها دابهو ناهمگن شعاعی بود. آن

 پارامتریک قرار دادند.

ارتوتروپیک،  5های ساندویچی منشوری فلزیای لوله، پاسخ سازه2009در سال  [31]ژو و همکاران 

ا هتحک بارگراری فشار داالی متحري و با در نظر گرفتن اثرات تغییر شکل برشی، را بررسی کردند. آن

برای را  6سازی عددی با روش ادزای محدودبرده و شبیه های ساندویچی چند لایه بهرهاز تئوری پوسته

 های بحرانی و ضریب تقویک دینامیکی، انجام دادند.بررسی سرعک

 FG ایهای استوانهها و پتانسیل الکتریکی را برای پوستهدایی، دابه[32]، شنگ و وانگ 2009در سال 

                                                 
1 Transient Response 
2 State-Space Model 

3 Shear deformation 
4 Transfer Matrix Approach 

5 Prismatic Metal Sandwich Tube 
6 Finite Element Simulations 
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-رالتغییر شکل برشی مرتبه اول و روش انتگ کمک تئوریهای پیزو الکتریک، تحک بار متحري، بهبا لایه

های حجمی ماده و اثرات های ميتلف حرکک بار، نسبکها اثرات سرعکتعیین کردند. آنگیری نیوماري 

های بحرانی و ای برای سرعکها مورد ارزیابی قرار دادند و رابطهدمایی را بر پاسخ دینامیکی پوسته

 دسک آوردند.های طبیعی بهفرکانس

های ، تحلیل پاسخ دینامیکی حالک پایدار را برای ورق2009در سال  [33]نژاد و رفسنجانی هاشمی

گاه ساده انجام های تکیهتحک بار متحري اطی، با لبه FGضيیم ایزوتروپیک سااته شده از مواد 

ر بود لات ناویها مطابق با تئوری سه بعدی الاستیسیته و معاددادند. تئوری مورد استفاده در پژوهش آن

دایی شعاعی، تنش محیطی و ها دابهکه با استفاده از روش تبدیلات فوریه به حل آن پردااتند. آن

 قرار دادند. سرعک بحرانی را مورد مطالعه

، ارتعاشات آزاد و رفتار دینامیکی تیرهای سااته شده از 2009در سال  [34]سیمسک و کوتاتوري 

رد تحلیل و بررسی قرار دادند. ه را تحک بار هارمونیکی متحري، مواه سادگمواد ناهمگن شعاعی با تکیه

تيراج برنولی اس-های اولرکمک تئوری تیرها دستگاه معادلات حاکم را با استفاده از روابم لاگرانژ و بهآن

و  های طبیعیگیری نیوماري به حل معادلات پردااتند و فرکانسکردند و با استفاده از روش انتگرال

 ضریب بار دینامیکی را تحک تأثیر پارامترهای ميتلف مورد تحلیل قرار دادند.

ای نازي متقارن محوری همسانگرد و ناهمگن ، رفتار دینامیکی پوسته استوانه2010در سال  [35]سوفیه 

مورد  های نازيای را مطابق با تئوری کلاسیک پوستهنهایک، تحک بار متحري نقطهشعاعی با طول بی

بود  ایی بنیادین در روابم کار او مطابق با قانون هوي و برای حالک تنش صفحهررسی قرار داد. رابطهب

 لیلیی تحدایی اطی مطابق با فرضیات اساسی لاو استفاده نمود. او یک مطالعهدابه-و از روابم کرنش

تأثیر  بار دینامیکی را تحک ر انجام داد و توانسک سرعک بحرانی و ضریبو با استفاده از روش تغییر متغیّ

 ی مورد بررسی قرار دهد.پارامترهای ميتلف هندسی و مادّ

گاه ساده، تحک با تکیه 1های کربنی تک دداره، ارتعاشات ادباری نانولوله2010در سال  [36]سیمسک 

                                                 
1 Single-Walled Carbon Nano Tube (SWCNT) 
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استفاده از ، تحلیل کرد. وی با 1برنولی-بار هارمونیکی متحري را با استفاده از تئوری غیرمحلی تیر اولر

یری گنظر از اثر اینرسی دورانی و با استفاده از روش مودال و انتگرالروابم بنیادین غیرمحلی و با صرف

نیوماري؛ به بررسی اثرات پارامتر غیر محلی، سرعک و فرکانس تحریک بار هارمونیکی متحري بر پاسخ 

 دینامیکی پردااک.

ای نازي متقارن محوری ینامیکی پوسته استوانه، رفتار د2011در سال  [37]سوفیه و همکاران 

ای را نهایک، تحک بار متحري نقطهبا طول بی 2ارتوتروپیک و ناهمگن شعاعی بر بستر الاستیک وینکلر

ا هی بنیادین در روابم کار آنهای نازي مورد بررسی قرار داد. رابطهمطابق با تئوری کلاسیک پوسته

دایی اطی مطابق با دابه-ای بود و از روابم کرنشلک تنش صفحهمطابق با قانون هوي و برای حا

انجام  رو با استفاده از روش تغییر متغیّ ی تحلیلیها یک مطالعه. آنندفرضیات اساسی لاو استفاده نمود

 یدادند و توانستند سرعک بحرانی و ضریب بار دینامیکی را تحک تأثیر پارامترهای ميتلف هندسی و مادّ 

 سی قرار دهند.مورد برر

ای ایزوتروپیک های استوانه، رفتار ترموالاستیک گررای پوسته2012در سال  [38]زاده و حیدرپور ملک

سااته شده از مواد ناهمگن شعاعی، که در معرض بارگراری فشاری و حرارتی متقارن محوری متحري 

اده ر حالک تقارن محوری و با استفها بر اساس تئوری الاستیسیته دبندی آناسک را بررسی کردند. فرمول

گیری و انتگرا 3(DQMاز روابم انتقال حرارت هرلولوی انجام شد و با کمک روش دیفرانسیل کوادراتور )

 ند.ی پردااتدایی شعاعی تحک اثر پارامترهای هندسی و مادّنیوماري به بررسی توزیع دما و توزیع دابه

( FGرفتار دینامیکی تیرهای سااته شده از مواد ناهمگن ) [39]، سیمسک و همکاران 2012در سال 

گاه ساده، تیر را تحک بارگراری هارمونیکی متحري با تکیه 4با تغییرات تدیجی اواص در راستای طولی

برنولی و با استفاده از روش لاگرانژ -کمک تئوری تیر اولرها معادلات حاکم را بهبررسی کردند. آن

                                                 
1 Nonlocal Euler-Bernoulli Beam Model 
2 Winkler Elastic Foundation 

3 Differential Quadrature Method 
4 Axially Functionally Graded Beam 
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ها پردااتند. همچنین اثرات سرعک حرکک گیری نیوماري به حل آنوش انتگرالاستيراج کرده و با ر

 بار و فرکانس تحریک را بر پاسخ دینامیکی مورد بحث قرار دادند.

ای ددار نازي های استوانههای طبیعی پوسته، فرکانس2013در سال  [40] فیروزآبادی و همکاران

 های نازي لاو، موردرا با استفاده از تئوری پوستهچراان همگن و همسانگرد، تحک بستر الاستیک 

های فروبنیوس بوده و اثرات ها روش حل سریی آنبررسی قرار دادند. روش حل مورد استفاده در مقاله

های چراشی مورد بحث و گاه الاستیک و اثرات پارامترهای هندسی بر فرکانس، تکیه1سرعک چراشی

 بررسی قرار گرفک.

ای نازي های استوانهاطی ادباری پوسته، ارتعاشات غیر2014در سال  [41]اران و همک چانگ دو

ها مورد برای پوسته 2نهایک سااته شده از مواد ناهمگن شعاعی را بر اساس تئوری غیر اطی دانلبی

ی در معرض بارگراری فشاری و نیروهای ها برای استيراج معادلات پوستهبررسی قرار دادند. آن

های به بررسی فرکانس 4های چندگانه؛ از روش لاگرانژ بهره برده و با روش حل مقیاس3اصطکاکی

 ی پردااتند.ی فرکانسی تحک اثر پارامترهای ميتلف هندسی و مادّهای دامنهتحریک و منحنی

های ميروطی ناقص چراان ضيیم پوسته تحلیل استاتیکی [42]نژاد و همکاران ، زمانی2015در سال 

اند را تحک بارگراری فشاری استوانه سااته شده 5واد ناهمگن با تغییرات اواص در راستای طولیکه از م

ها از تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول استفاده ی آنغیر یکنوااک بررسی کردند. تئوری مورد استفاده

ها ها و تنشداییشود؛ برای تعیین دابهتحلیلی محسوب میکه یک حل نیمه 6کرده و از روش چند لایه

 استفاده کردند.

، تحلیل ارتعاشات آزاد و ادباری تیرهای سااته شده از مواد ناهمگن دو 2015در سال  [43]سیمسک 

                                                 
1 Spinning Speed 
2 Donnell’s Nonlinear Shell Theory 

3 Friction Forces 
4 Multiple Scale Method 

5 Axially Varying Properties 
6 Multilayer Method 
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وی در این مقاله از هر دو  .، تحک شرایم مرزی ميتلف و در معرض بار متحري را بررسی نمود1دهته

 ده کرد و قیاسی بین نتایج انجام داد. وی از روشبرنولی و تئوری تیر تیموشنکو استفا-تئوری تیر اولر

گیری نیوماري به حل آن پردااک. لاگرانژ برای استيراج معادلات حاکم استفاده کرده و با روش انتگرال

 های طبیعی و ضریب بار دینامیکی هم دربررسی اثرات پارامترهای ميتلف بر سرعک بحرانی، فرکانس

 شعاعی از دیگر کارهای صورت گرفته در این مقاله اسک.های داییکنار تعیین دابه

 

 

 جمع بندی -1-7

های تهپوس ها پردااته شد. سپس در مورد تئوریبندی آنها و دستهدر این ف ل، ابتدا به معرفی پوسته

ی بار متحري بیان گردید و سپس در مورد مواد ناهمگن نازي توضیح داده شد. در قسمک بعد مسأله

FG ه نامه پردااته شد. با توده ب لی ارائه شد و در نهایک به مرور مقالات مرتبم با پایانتوضیحات مف

های سااته شده از مواد ها، مربوط به تحلیل سازهشود که اکثر پژوهشمقالات مرور شده، مشاهده می

ته ی پردااهای سااته شده از مواد ناهمگن طولای به تحلیل سازهباشد و کمتر مقالهناهمگن شعاعی می

توان گفک که هیچ پژوهشی به تحلیل دینامیکی ای میهای استوانهشده اسک و حتی در مورد پوسته

های مرتبم با مواد ای ناهمگن طولی پردااته نشده اسک. همچنین در اکثر پژوهشهای استوانهپوسته

حل این مسائل کمتر  های تحلیلی درهای عددی برای حل مسأله استفاده شده و روشناهمگن، از روش

طولی تحک فشار  FGMای ددارنازي های استوانهمورد توده بوده اسک. در پژوهش حاضر، پوسته

کمک تئوری کلاسیک دایی اطی، بهدابه-داالی متحري در حالک تقارن محوری، با روابم کرنش

  های نازي با روش تحلیلی حل شده اسک.پوسته

                                                 
1 Bi-Directional Functionally Graded Materials (BDFGMs) 



 

 

 

 استخراج معادلات حاکم    2 فصل
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 مقدمه -2-1

کمک قانون دوم توان به، معادلات حرکک و شرایم مرزی را میایهای استوانهی پوستهاطّدر ارتعاشات 

ای ددار نازي ی استوانههاتهتعیین نمود. در این ف ل معادلات حرکک پوس 1نیوتون و یا اصل همیلتون

کمک اصل همیلتون استيراج شده اسک. میدان متقارن محوری تحک فشار داالی متحري، به

های نازي لاو بوده و برای استيراج معادلات حرکک، فرضیات تهدایی، مطابق تئوری کلاسیک پوسابهد

 زیر در نظر گرفته شده اسک:

 اسک. و ناهمگن تابعی با تغییرات اواص در راستای طولی همسانگردای ی استوانهپوسته

 دایی اطی هستند.دابه -و روابم کرنش 2ها کوچکداییدابه

 استفاده شده اسک. 3ی هويکرنش اطی و از رابطه-ی تنشرابطه

 ضریب پواسون مقدار ثابک در نظر گرفته شده اسک.

 اسک. گاه سادهتکیهشرط مرزی در تحلیل فرکانسی، گیردار و ساده و در تحلیل دینامیکی، 

 شرایم تقارن محوری کامل در استوانه برقرار اسک.

 عریف مسألهت -2-2

مفروض اسک. برای  hو ضيامک Rی میانی، شعاع لایهL، با طول 1-2مطابق شکل  ایی استوانهپوسته

)ایبندی از سیستم ميت ات استوانهفرمول , , )x z استفاده شده اسک که در آنx  دهک محوری

گیری شده و دهک مثبک ی میانی اندازهبوده و از صفحه xعمود بر zدهک محیطی پوسته و پوسته،

ی پوسته بادایی هر نقطهی میانی به سمک اارج اسک. میدان دابهآن از صفحه , ,x zU U U  مشيص

دا که هندسه، دنس، بارگراری و شرایم مرزی بر روی استوانه نسبک به محور مرکزی از آن شود.می

                                                 
1 Hamilton’s principle  
2  Small strain 
3  Hook’s law 
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 گردد.کامل بررسی می مسأله در حالک تقارن محوریآن متقارن اسک، 

 

  ای ددار نازيی استوانه: نمای شماتیک پوسته1-2شکل 

بیان  (1-2) یرابطه صورت بهدایی نازي، میدان دابه هایپوستهتئوری کلاسیک  بدین ترتیب بر اساس

 :[44]شود می

( , )
( , , ) ( , )

( , , ) 0 ; ( , , ) ( , )

x

z

w x t
U x z t u x t z

x

U x z t U x z t w x t


 



 

 (2-1) 

xU،U، (1-2) داییدر میدان دابه  وzU، دایی در راستای محوری، دابههای میدان مؤلفه ترتیببه

 دایی روی سطح میانی پوسته و دردابه هایترتیب مؤلفهبه، wو uباشند. محیطی و شعاعی می

دایی ها یکسان و برابر دابهدایی شعاعی تمامی لایه. بر اساس این تئوری، دابههستند z  و xهای دهک

میدان کرنش مطابق  هایمؤلفه، (1-2) یدایی در رابطهبر اساس میدان دابه میانی اسک. شعاعی صفحه

 تقارن محوری عبارتند از: روابم سینماتیک اطی در حالک

2

2
0

0

0 0

x x z
x zx

z
x

z
z z

U U Uu w w w
z

x x x z x x x

U w

R R

U

z

 



 

 

 

     
        

      

  


  



 (2-2) 

 ای )با صرف نظر ازمواد ناهمگن و همسانگرد و با فرض تنش صفحهبر اساس روابم سااتاری برای 

 ی زیر قابل ح ول اسک:های نازي( رابطهدر پوسته 1بر مبنای فرض کریشهف zکرنش در دهک 

                                                 
1  Kirchhoff hypothesis 
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0 1

1 0

( , )
x xd d

E x z
d d 

 

 

    
    

    
 (2-3) 

معرفّ مدول الاستیسیته اسک که با توده به در نظر گرفتن مادۀّ ناهمگن تابعی با  Eی بالا، در رابطه

)00صورت تغییرات اواص در راستای طولی به , )
xn

LE x z E e گردد.تعریف می 

, 𝑑1 که  𝑑0:تابعی از ضریب پواسون هستند و عبارتند از 

0 12 2

1
,

1 1
d d



 
 

 
 (2-4) 

صورت ( به3-2) و (2-2) دایی، با استفاده از روابمدابههای میدان مؤلفهدر نهایک، میدان تنش بر حسب 

 باشد:زیر می

2

0 12

2

1 02

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( ) ( )

( , ) ( , ) ( , )
( , ) ( ) ( )

0

x

z x zx z

u x t w x t w x t
E x z d z d

x x R

u x t w x t w x t
E x z d z d

x x R


 





   

  
   

  

  
   

  

   

 
(2-5) 

دایی و با دنبشی و کار نیروهای ااردی، بر اساس این میدان دابهبا تعیین انرژی کرنشی، انرژی 

 شود.ای ددار نازي استيراج میی استوانهاستفاده از اصل همیلتون، روابم حاکم بر پوسته

 ی انرژی پتانسیلحاسبهم -2-3

 :شودبه شکل زیر تعریف می 1چگالی انرژی کرنشی

 
1

2
x x z z x x z z zx zxU                        (2-6) 

U چگالی انرژی کرنشی 2تغییرات   تنش، عبارتسک از: هایمؤلفهبا دایگزینی مقادیر صفر برای از 

x xU         (2-7) 

 شود:نتیجه می (7-2) یدر رابطه (2-2) میدان کرنش هایمؤلفهبا دایگراری 

                                                 
1  Strain energy density 
2  Variations 
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2

2

1
x

u w
U z w

x x R
        

   
  

 (2-8) 

حجم  آید. المانگیری چگالی انرژی کرنشی بر روی حجم به دسک میانرژی کرنشی پوسته، با انتگرال

dV Rdxd dz های محورهای ميت ات، به صورت ی تغییرات مؤلفهاسک و در آن، محدوده

0 x L  ،0 2    و
2 2

h h
z   باشد.می 

/2

0 /2

2

2

0

0

2

( )
2

( )

L h

V h

L

x x

x L

x
x x

x

U U dV U Rdxdz

N MU
R u R N w dx

x x

Mw
R N u M w

x x



   


 



  

 







  

  
     

  

 
    

  

 (2-9) 

zاثر  ،ای ددار نازيهای استوانهاینکه در پوستهبا توده به 

R
، بنابراین در دشبامینظر قابل صرف 

 به صورت زیر تعریف شده اند: 1های تنشانرژی کرنشی، منتجه

/2 /2 /2

/2 /2 /2

h h h

x x x x

h h h

N dz M z dz N dz   
  

     (2-10) 

 انرژی جنبشیی محاسبه -2-4

 ای ناهمگن و همسانگرد برابر اسک با:ی استوانهچگالی انرژی دنبشی پوسته

22 2
1

( , )
2

x z
UU U

T x z
t t t


      

       
        

 (2-11) 

 شود:نتیجه می (11-2) یدر رابطه (1-2) داییبا دایگراری میدان دابه

22 2 2 2
21

( , ) 2
2

u w w u w
T x z z z

t t t x t t x


             
            

                

 (2-12) 

Tبنابراین تغییرات چگالی انرژی دنبشی   :به صورت زیر اسک 

                                                 
1  Stress resultants 
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2 2
2

2 2
( , )

u u w w w w
z

t t t t t x t x
T x z

u w w u
z z

t t x t x t

  

 

 



          
      

             
           

         

 (2-13) 

ای توانهی اسانرژی دنبشی روی حجم، تغییرات انرژی دنبشی پوستهگیری از تغییرات چگالی انتگرال

 دهد:ناهمگن و همسانگرد را نتیجه می

/2

0 /2

2 2

0 2

2 2
0

1

2

( )

2
( )

L h

V h

L

T T dV T Rdxdz

u u w w w w
RII RII

t t t t t x t xT
dx

u w w u
RII

t t x t x t

   

  



 

 



  

          
      

             


           
         

  



 (2-14) 

0که در آن  ( )II x ،1( )II x  2و ( )II xهای مربوط به اینرسی دورانی هستند و به شکل زیر تعریف ، ترم

 شوند:می

/2

/2

( ) ( , ) ; 0,1,2

h

n

n

h

II x z x z dz n


  (2-15) 

در نظر گرفتن مادۀّ ناهمگن تابعی با ی درمی اسک که با توده به معرفّ دانسیته در روابم بالا،

)00صورت تغییرات اواص در راستای طولی به , )
xn

Lx z e  گردد.تعریف می 

 کار نیروهای خارجی -2-5

 ای ددار نازي ناهمگن و همسانگرد عبارتسک از:ی استوانهوارد بر پوسته های ااردیکار نیرو

  ;s x x z z

S

W f U f U dS dS Rdxd   (2-16) 

نیروی ااردی بر واحد سطح  هایمؤلفهبه ترتیب  zfو  xf، (61-2) های ااردیکار نیروی در رابطه

کند. در پژوهش حاضر، کل سطحی اسک که نیرو بر آن اثر می Sدر راستای محوری و شعاعی اسک. 

0xfنیروی ااردی بر واحد سطح برابر با  هایمؤلفهبارگراری از نوع فشار داالی متحري اسک و    و
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( , )zf P x t های ااردیکار نیروی تغییرات باشد. بنابراین، رابطهمی 
sWتوان به صورت ، را می

 زیر نوشک:

2

0 0 0

( , ) ( , )
2

L L

s
s

W
W P x t wRdxd RP x t wdx




   


     (2-17) 

 های حرکت با استفاده از اصل همیلتونتعیین معادله -2-6

1 ی زمانیدر بازه ،ای ددار نازيی استوانهمعادلات حاکم بر حرکک پوسته 2( , )t t باید اصل همیلتون ،

 :[44] را ارضا کنند. بر اساس اصل همیلتون داریم

2

1

0
t

t
L dt  (2-18) 

-ی مناسب به کار گرفته میاین اصل برای به دسک آوردن معادلات حرکک و شرایم مرزی و اولیه که

 شود ودر آن: 

sL T U W      (2-19) 

تغییرات  sWتغییرات انرژی کرنشی و  Uانرژی دنبشی سیستم،  تغییرات T، (91-2) یر رابطهد

 (17-2) و (14-2) ،(9-2) کار ناشی از بارگراری از نوع فشار داالی متحري اسک. با دایگراری روابم

، معادلات حرکک سیستم به صورت زیر wو  uو با صفر قرار دادن ضرایب  (81-2) یدر رابطه

 آید:دسک میبه
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 (2-20) 

 شرایم مرزی:
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 (2-21) 
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دایی ابهدی )زمانی( مسأله، معلوم بودن یعنی عبارت فوق باید در دو انتهای پوسته صفر باشد. شرط اولیه

0tی اولیه و سرعک در لحظه  شرایم ، معادلات حرکک و (12-2) و (20-2) هایباشد. معادلهمی

باشد. برای تعیین معادلات حرکک بر ای ددار نازي ناهمگن و همسانگرد میی استوانهپوسته مرزی

دایگزین  (20-2) یدایی محاسبه شده و در رابطههای تنش بر حسب دابهدایی، منتجهحسب دابه

یین دایی به صورت زیر تعهای تنش بر حسب دابهی منتجه، رابطه(10-2) و (5-2)گردد. از روابم می

 شود:می
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 (2-22) 

 که:

   
/2

/2
, ; 0,1,2

h
n

n
h

E x z E x z dz n


  (2-23) 

 دایی عبارتسک از:به این ترتیب معادلات حرکک پوسته بر حسب دابه
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 (2-25) 

ر با مشتقات دزئی و با ضرایب متغیّ ی دیفرانسیلصورت یک دستگاه معادله، شامل دو معادلهمعادلات به

 توان تعیین نمود. مثلاً ، شرایم مرزی مسأله را می(21-2) یباشد. از رابطهاسک که به یکدیگر کوپل می

 شود:ای نتیجه میی استوانهصورت تکیه گاه ساده در دو سر پوستهبرای شرایم مرزی به
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 (2-26) 

 شود:ای نتیجه میی استوانهصورت تکیه گاه گیردار در دو سر پوستهو برای شرایم مرزی به
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 بندیجمع -2-7

نازي لاو و بر اساس اصل همیلتون، معادلات حاکم بر  هایپوستهمطابق تئوری کلاسیک در این ف ل، 

ای ددار نازي متقارن محوری ناهمگن و همسانگرد استيراج شد. ی استوانههاپوسته ارتعاشات اطی

ی دیفرانسیل با مشتقات دزئی ی دیفرانسیل، شامل دو معادلهصورت یک دستگاه معادلهمعادلات به

هستند که به یکدیگر کوپل بوده و برای تعیین  و با ضرایب متغیّر و مکان نسبک به متغیّرهای زمان

ات ی ارتعاشزمان حل شوند. در ف ل بعد، حل تحلیلی مسألهطور همدایی باید بهدابههای میدان فهمؤلّ

ی ارتعاشات ادباری مسأله ها و شکل مودها به کمک روش آنالیز مودال وآزاد، شامل تعیین فرکانس

تعیین پاسخ دینامیکی سیستم بر حسب زمان و مکان تحک فشار داالی متحري، ارائه اواهد  شامل

 شد.

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

های حل تحلیلی معادله    3 فصل

 حرکت
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 مقدمه -3-1

ای ددار نازي متقارن محوری ی اسططتوانههاپوسططته ارتعاشططات اطیدر ف ططل قبل، معادلات حاکم بر 

ت صورنازي لاو استيراج شد. معادلات به هایپوستهناهمگن و همسانگرد، بر اساس تئوری کلاسیک 

غیّرهای نسبک به مت ی دیفرانسیل با مشتقات دزئیی دیفرانسیل، شامل دو معادلهیک دستگاه معادله

دا که برای تعیین حل این یکدیگر کوپل هسطططتند. از آن و با ضطططرایب متغیّر بوده که به زمان و مکان

ستفاده می سم مدهای ویژه ا ستگاه معادله، از تئوری ب سأله، بدون در نظر د سی م شود، نيسک به برر

 ها و شططکل مودهایی فرکانسشططود. پس از تعیین رابطهگرفتن پارامتر تحریک سططیسططتم پردااته می

أله و تعیین پاسخ تحک اثر فشار داالی متحري، حل تحلیلی سیستم، به منظور تحلیل دینامیکی مس

 به کمک بسم مدهای ویژه تعیین اواهد شد.  

 تحلیل فرکانسی -3-2

ای ددار نازي، تحریک دینامیکی ناشی از فشار داالی ی استوانههاپوسته های طبیعیفرکانس در تعیین

 ی مربوطرو در معادلات حرکک، دملهمتحري، تأثیری بر مقدار فرکانس طبیعی نيواهد داشک؛ از این 

به تحریک، برای بررسی این قسمک در نظر گرفته نشده اسک. هدف اصلی این پژوهش، بررسی 

ای تشکیل شده از مواد ناهمگن و همسانگرد، با تغییرات تدریجی اواص مواد در های استوانهپوسته

 وابعیت νو ضریب پواسون  ρی درمی ه، دانسیتEباشد. مدول الاستیسیته راستای محوری استوانه می

ها، ضریب پواسون، به علک باشند که در این پژوهش همانند اکثر تحلیلمی xبعد از ميت ات طولی بی

شود. در نظر گرفتن توزیع نمایی، برای مدول الاستیسیته و تغییرات اندي، ثابک در نظر گرفته می

زیر  ی، رابطهxبعد راستای محوری استوانه، به صورت تابعی از ميت ات طولی بی ی درمی دردانسیته

 دهد:را نتیجه می

00 00( , ) ; ( , ) ;n x n x x
E x z E e x z e x

L
    (3-1) 
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بعد اسک و همچنین ميت ات طولی بی x ،(1-3) یدر رابطه
00E  00و ترتیب مدول الاستیسیته به

سیته 0xی درمی در و دان   سک و شد که بعد ناهمگنی ماده مینیز ثابک بی nا ی همان ماده n=0با

 همگن اسک.

ای تشکیل شده از مواد ناهمگن و همسانگرد، های استوانهقسمتی از این پژوهش نیز به بررسی پوسته

با تغییرات تدریجی اواص مواد در راسططتای شططعاعی، اات ططاص داده شططده اسططک که در اینجا مدول 

ضریب پواسون،  باشند ومی zبعد توابعی از ميت ات شعاعی بی  ρی درمی و دانسیته Eالاستیسیته 

سیتهثابک در نظر گرفته می سیته و دان ستی ی درمی شود. در نظر گرفتن توزیع نمایی، برای مدول الا

 دهد:را نتیجه میزیر  یرابطهدر راستای شعاعی استوانه، 

( ) ( ) 1
( , ) ; ( , ) ; ( ) ,

2

n z n z

in in

z
E x z E e x z e z z z

h

        (3-2) 

ی درمی در شططعاع داالی ترتیب مدول الاسططتیسططیته و دانسططیتهبه inو  inE، (2-3) یرابطه که در

 ی همگن اسک.همان ماده n=0باشد که بعد ناهمگنی ماده مینیز ثابک بی nاستوانه اسک و 

بعد شده شامل مدول الاستیسیته و توزیع اواص مکانیکی و فیزیکی بی، 2-3 شکلو  1-3 شکل

های وستهبعد در پبعد و ميت ات شعاعی بیترتیب، نسبک به ميت ات طولی بیی درمی را، بهدانسیته

اده بعد ناهمگنی مای تشکیل شده از مواد ناهمگن و همسانگرد، به ازای مقادیر ميتلف ثابک بیاستوانه

 دهد.ن مینشا
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 بعد اواص مکانیکی و فیزیکی در راستای محوری استوانه: توزیع بی1-3شکل 

 

  

 بعد اواص مکانیکی و فیزیکی در راستای شعاعی استوانه: توزیع بی2-3شکل 

ای نازي تشکیل شده از مواد ناهمگن و همسانگرد، های استوانهبنابر این برای تحلیل ارتعاشات آزاد پوسته

 هایدر رابطه( 1-3) یرابطهبا تغییرات تدریجی اواص مواد در راستای محوری استوانه، با دایگراری 
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، (25-2( و )24-2) سیلدر دستگاه معادلات دیفرانی آنها کارگیری نتیجهو به (23-2( و )2-15)

 توان معادلات ارتعاش آزاد سیستم را به صورت بسم داده شده، به این شکل نوشک:می

2 2
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 (3-3) 

 که ضرایب دستگاه معادلات بالا عبارتسک از:
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 (3-4) 

 شود:به صورت زیر در نظر گرفته می (3-3) حل دستگاه معادلات

( , ) ( )

( , ) ( )

i t
u x t U x

e
w x t W x

   
   

   
 (3-5) 

)فرکانس طبیعی سیستم، ، (5-3) یدر رابطه )U x و( )W x  به ترتیب شکل مودهای محوری و ،

 شود:نتیجه می (3-3)ی رابطهدر ( 5-3)ی رابطهباشند. با دایگراری ای میی استوانهشعاعی پوسته
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2 1 5 4 32
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dx dxdx
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 (3-6) 

 توانکه یک دستگاه معادلات دیفرانسیل معمولی با ضرایب ثابک اسک، را می (6-3) یپاسخ معادله

 صورت زیر در نظر گرفک:به
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2*1 2*1[ ( ), ( )] { } ; { }x
A

U x W x V e V
B

  
   

 
 (3-7) 

{ }V های ویژه و بردار و (6-3)ی رابطهدر ( 7-3)ی رابطهباشند. با دایگراری مقادیر ویژه می ،

xeحرف   شود:از طرفین معادلات، دستگاه معادلات زیر حاصل می 

1,1 1,2

2,1 2,2
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 (3-8) 

 باشد:های ماتریس ضرایب، بدین صورت میکه درایه
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 (3-9) 

شرط داشتن دواب غیر صفر برای دستگاه معادلات      0H V    این اسک که دترمینان ،

 ضرایب صفر باشد. ماتریس
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 (3-10) 

 باشد و عبارتسک از:می ی تفرق اسک که ضرایب این معادله بر حسب ، معادله(10-3)ی رابطه
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2 4

1 1 7 3 6 1 5 5 11

2 4

2 2 7 4 6 2 5 5 8 1 11 5 12

2

3 1 8 1 12 2 11 5 9

2

4 2 8 1 9 5 10 2 12

5 1 10 2 9

6 2 10

B A A A A

B A A A A A A A A

B A A A A A A A A A A A A

B A A A A A A A A

B A A A A A A A A

B A A A A

B A A

 

 

 





   


   


     



   


   
  





 (3-11) 

)ی ی تفرق، شش مقدار ویژهاز حل معادله 1,2,3,4,5,6) ii  آید. به ازای هر مقدار ویژه، دسک میبه

های ویژه، شود. این مقادیر ویژه و بردارتعیین می( 8-3)ی رابطهکمک یک بردار ویژه مودود اسک که به

، به (6-3) بردارهای ویژه، پاسخ کلیهستند. پس از یافتن مقادیر ویژه و  شامل عباراتی بر حسب 

 شود:صورت زیر نوشته می
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6

1

[ ( ), ( )] { } exp( )i i i

i

U x W x C V x


 (3-12) 

iC ای،ی استوانهشود. با اعمال شرایم مرزی در دو سر پوستهثابک اسک و از شرایم مرزی تعیین می 

صورت تکیه گاه ساده و تکیه گاه ه ترتیب برای شرایم مرزی بهب، (27-2) ( و26-2) با استفاده از روابم

صورت ی دبری بهگیردار، یک دستگاه معادله    0AX C  شود که حاصل می C  شامل عناصر

iC اسک. شرط ودود دواب غیر صفر، صفر بودن دترمینان ماتریسAX ی اسک. این معادله، یک رابطه

باشد که مقادیر می iو  دبری بین 
i  نیز تابع  اسک و از حل آن، مقادیر شود. می تعیین

انجام شده اسک. پس از تعیین  Maple 15برنامه به کمک نرم افزار یک زیر ، از طریق نوشتن تعیین 

 گردد.  ، شکل مدها تعیین می(7-3)ی رابطه مقادیر فرکانس طبیعی، به کمک

 تحلیل دینامیکی و تعیین پاسخ -3-3

ای ددار نازي متقارن محوری تحک فشار داالی ی استوانهپوستهدر این قسمک به بررسی پاسخ گررای 

ی ی ارتعاش ادباری پوستهشود. معادلهگاه ساده پردااته میمتحري با طول محدود بر روی تکیه

 باشد:به صورت زیر می صورت تکیه گاه ساده در دو سر پوستهای، با شرایم مرزی بهاستوانه

2 2

1 2 3 4 52 2
0

u u w u
A A A w A A

x x x t

   
    

   
 (3-13) 

 

 

2 3 4

6 7 8 9 102 3 4

3 4 2

11 12 52 2 2 2
, exp 0

u w w w
A A w A A A

x x x x

w w w x
A A A R P x t n

t x t x t L

   
    

   

    
     

      

 (3-14) 

 این معادلات، به شکل ماتریسی زیر، قابل بازنویسی اسک:

                  

             

4 3 2

1 2 3 4 54 3 2

2 3 4

6 7 82 2 2 2
0

( , )

( , )

K y K y K y K y K y
x x x x

K y K y K y F
t t x t x

u x t
y

w x t

   
    

   

  
   

    

 
  
 

 (3-15) 
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 های ضرایب و قسمک ناهمگن دستگاه معادلات بالا عبارتسک از:که ماتریس

     

     

     
 

2

1 2 3

10 9 8

1 4 3 5

4 5 6

6 7 5

7 8

11 12

0 0 0 0 0

0 0 0

0 0

0 0 0

0
0 0 0 0

, exp0 0

A
K K K

A A A

A A A A
K K K

A A A

K K F x
R P x t nA A

L

     
       
     

     
       
     

 
     

        
       

  

 
(3-16) 

ی رابطه شکلند، بهباشمی( 14-3) ( و13-3)که همان ضرایب روابم  بالا های ضرایبهای ماتریسدرایه

باشد که بر در این پژوهش، تنها نیروی ااردی اعمال شده بر سیستم، فشار متحري می اسک. (3-4)

)ایی استوانهسطح داالی پوسته )
2

h
z    و در راستای شعاعی اعمال شده اسک و بار متحري، با

 صورت شماتیک ترسیم شده اسک.به 3-3ل شک کند که درسرعک ثابک، در طول پوسته، پیشروی می

 

 : شماتیک فشار داالی متحري3-3شکل 

 ، مدل شده اسک.(17-3)ی رابطهاین فشار متحري، به صورت تابع پله هویساید، مطابق با  

 ( , ) 1 ( )
0

q x Vt
P x t q Heaviside x Vt

x Vt


    


 (3-17) 

 باشد.مقدار فشار متحري می qپیشروی و سرعک  V،(17-3)ی رابطه که در

 ، شرایم مرزی مسأله عبارتسک از:تکیه گاه ساده در دو سر پوسته ای بابرای استوانه

2 2

2 2

(0, ) ( , ) (0, ) ( , )
(0, ) ( , ) 0

w t w L t u t u L t
w t w L t

x x x x

   
     

   
 (3-18) 
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توان از بسم توابع ویژه استفاده کرد. با توده به ، می(14-3( و )13-3) هایبه منظور حل معادله

 ، تابع ویژه مودال به شکل زیر انتياب شده اسک:(18-3) یشرایم مرزی داده شده در رابطه

1

1

( , ) ( ) cos( )

( , ) ( )sin( )

m m

m

m

m m

m

u x t u t k x

m
k

L

w x t w t k x




























 (3-19) 

 شود:، نتیجه می(14-3( و )13-3) هایدر معادله (19-3) با دایگراری روابم

2

1 2 3

1 1 1

4 5

1 1

( ) sin( ) ( ) cos( ) sin( )

( ) cos( ) cos( ) 0

m m m m m m m m

m m m

m m m m m

m m

A u k k x A u k k x A w k x

A w k k x A u k x

  

  

 

 

   

  

  

 

 (3-20) 

 

 

6 7

1 1

2 3

8 9

1 1

4

10 11

1 1

2

12 5

1 1

( ) sin( ) sin( )

( ) sin( ) ( ) cos( )

( ) sin( ) ( ) cos( )

( ) sin( ) sin( )

, exp

m m m m m

m m

m m m m m m

m m

m m m m m m

m m

m m m m m

m m

A u k k x A w k x

A w k k x A w k k x

A w k k x A w k k x

A w k k x A w k x

x
R P x t n

L

 

 

 

 

 

 

 

 

  

  

 

  


 



 

 

 

 

0

 



 (3-21) 

)cosرا به ترتیب در  (21-3( و )20-3) هایمعادله )mk x  وsin( )mk x در نتیجه این امر ضرب کرده ،

 شود: ، مطابق با روابم زیر، نتیجه می(23-3( و )22-3) معادلات

 

 

1 3

1

2

2 4 5

1

sin( ) cos( )

cos( ) cos( ) 0

m m m m m

m

m m m m m m m

m

A k u A w k x k x

A k u A k w A u k x k x









    

    
 





 (3-22) 
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 

 

3

9 11

1

2 4

6 7 8 10

2
1 12 5

cos( ) sin( )

( )
sin( ) sin( ) 0

( )

, exp sin( ) 0

m m m m m m

m

m m m m m

m m

m m m

m

A k w A k w k x k x

A k u A A k A k w
k x k x

A k A w

x
R P x t n k x

L









   
 

     
       

 
    

 



 (3-23) 

-، انتگرالx=Lتا  x=0ی زه، در با(23-3( و )22-3)معادلات  با استفاده از ااصیک تعامد توابع شکل، از

( و 24-3)وابم ی دیفرانسیلی معمولی زمانی کوپل شده مطابق با ردو معادلهگیری شده و در نتیجه 

 شود.حاصل می( 3-25)

2

5 2 4( ) ( ) ( ) 0 1,2,3,...,m m m m mA u t A k u t A k w t m     (3-24) 

 

2 2 4

12 5 7 8 10 6( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )m m m m m m m mA k A w t A A k A k w t A k u t f t       (3-25) 

توان به شکل ماتریسی زیر، به صورت ساده شده، بازنویسی ، را می(25-3( و )24-3) هایدستگاه معادله

 کرد: 

         
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

m

m m m m m m

m

u t
A Y t B Y t F t Y t

w t

 
    

 
 (3-26) 

 های ضرایب و قسمک ناهمگن عبارتسک از:که ماتریس

   

 

5

2

12 5

2

2 4

2 4

6 7 8 10

0 0
( )

0 ( )
m m

m m

m m

m

m m m

A
A F t

A k A f t

A k A k
B

A k A A k A k

   
    

    

 
  

   

 (3-27) 

ی باشند، مطابق با رابطهمی (25-3( و )24-3) های ضرایب که همان ضرایب روابمهای ماتریسدرایه

ی دوم به دلیل ودود ی زمانی همگن اسک و معادلهی اول، یک معادلهتعیین شده اسک. معادله (3-27)

باشد یم ی دیفرانسیل معمولی زمانی ناهمگنصورت فشار داالی متحري، یک معادله پارامتر تحریک به

 ی زیر اسک: آن مطابق رابطه ی ناهمگنکه دمله
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0

1 2 3

1 2

2
( ) exp sin( )

( ) exp( ) exp( )

x L

m m

x

m m m m

x
f t R q n k x dx

L L

f t t t    





  
    

  

  



 
(3-28) 

 :که

1 2 3

2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 2

( ) ( ) 2

( ) ( )

m m m
m m m

m m m

m m

R q L k n I R q L k n I R q L k

n k L n k L n k L

V n L k I V n L k I

L L

  

 

   
  

  

   
 

 (3-29) 

0)گیریی انتگرال، بازه(28-3) یدر رابطه , )L،  فشار  یپشک دبهه ،فشار داالیمقدار به دلیل ودود

0)ینیم بازه ی فشار به دودلوی دبههعدم ودود در و  , )Vt و ( , )Vt L،  تقسیم شده اسک، که حاصل

 (26-3) ، که به شکل ماتریسی(25-3( و )24-3)های ی دوم صفر اسک. معادلهانتگرال در نیم بازه

بازنویسی شده اسک، یک دستگاه معادلات دیفرانسیلی معمولی زمانی کوپل شده ناهمگن اطی با 

 سک:باشند که دارای حل عمومی و حل ا وصی به شکل زیر اضرایب ثابک می

       
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

m

m m m mg p
m

u t
Y t Y t Y t Y t

w t

 
    

 
 (3-30) 

، پاسخ(26-3) حل عمومی دستگاه قسمک مربوط به برای   0( ) s t

mY t e  در قسمک همگن

 شوند:معادلات، دایگراری می

       2

0 0s t

m me s A B   (3-31) 

0sبا توده به اینکه te توان نوشک:ی، م 

    2det 0m ms A B  (3-32) 

ی مزدوج ميتلم محاسبه شده، که به صورت دو دفک ریشه ،isیی بالا، مقادیر ویژهاز حل معادله

یی حاصل، در رابطهباشند. با قرار دادن مقادیر ویژهمی       2

0 0s t

m me s A B  ،  بردارهای

 آیند. در نهایک حل عمومی عبارتسک از:ی بالا، به دسک میهای ویژهمتناظر با مقدار ،iویژه

 
4

0

1

( ) { } is t

m i ig
i

Y t C e


 (3-33) 
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، یعنی بردار نیروی (26-3) قسمک ناهمگن دستگاه ( )mF tی ددار نازي ناهمگن یک استوانه ، برای

نیز مشهود اسک؛ شامل سه  (28-3) یمتقارن محوری تحک فشار داالی متحري، همانطور که از رابطه

ند. باشقسمک اسک. قسمک اول و دوم آن دو تابع نمایی بر حسب زمان و قسمک سوم آن مقدار ثابتی می

شود که مجموع این سه قسمک حل ا وصی را بنابراین دواب ا وصی نیز به سه قسمک تقسیم می

11 دهند. برای به دسک آوردن حل ا وصی کلی، ابتدا قسمک اولتشکیل می t

m e
  در کنار بيش

صورت شود. پاسخ بههمگن دستگاه منظور می    1
1

1( )
t

m p
Y t e

معادلات در  و شده در نظر گرفته

دار ها برشود که از حل آنشود. بنابر این یک دستگاه معادلات دبری حاصل میدستگاه، دایگراری می

 1، آید و با دایگراری دربه دسک می    1
1

1( )
t

m p
Y t e

 گردد. ل ا وصی قسمک اول حاصل میح

22برای قسمک دوم t

m e
 3 و قسمک سوم

m هایی به شکلپاسخ نیز    2
2

2( )
t

m p
Y t e

  و 

   
3

3( )m p
Y t   ر ، برداشده برای قسمک اول و با روندی مشابه روند توضیح داده گرفته شدهدر نظر

 2 و  3  بنابر این دواب ا وصی کل، مجموع شودتکمیل می حل ا وصیدسک آمده و به .

 یی طبق روابم داده شدهباشد. بنابر این حل کلهای ا وصی سه قسمک توضیح داده شده میدواب

 باشد:بالا به صورت زیر می
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1 2 3

4

0 1 2 3

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) { } i

m m m m mg p p p

s t t t

m i i

i

Y t Y t Y t Y t Y t

Y t C e e e
    



    

   
 (3-34) 

)، چهار ثابک مجهول (34-3) یدر پاسخ زمانی ارائه شده در رابطه 1,2,3,4) ii C دود دارد که با و

 ی زیر تعیین اواهند شد.اولیه مطابق رابطهاستفاده از چهار شرط 

( , ) ( , )
0 ( , ) ( , ) 0

w x t u x t
at t w x t u x t

t t

 
     

 
 (3-35) 

)شود.بنابر این حل قسمک زمانی مسأله با توضیحات داده شده کامل می )mu t و( )mw t  مطابق با ،

، پاسخ نهایی مسأله که شامل تغییر (19-3) آیند و با دایگراری در روابم، به دسک می(34-3)ی رابطه

 باشند، تعیین اواهند شد.  مکان محوری و تغییر مکان شعاعی بر حسب زمان و مکان می
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 سرعت بحرانی -3-4

فشار داالی متحري، ای ددار نازي متقارن محوری تحک ی استوانههاپوسته برای تعیین سرعک بحرانی

شود. بدین منظور از دستگاه معادلات متحري ، از روش حل موج استفاده می(15-3) با مجموعه معادلات

   شود.با بار، با تغییر متغیّر زیر استفاده می

2 2
2

2 2

n n

n n

X

x X x X

X
V

t X t X
X x Vt

x X

V
t X

   
    


      

   
   

  
 

  

 

 (3-36) 

 شود:، نتیجه می(15-3)ی اعمال این تغییر متغیرّ در رابطه با

             

             

4 3
2 2

1 8 2 74 3

2
2

3 6 4 52

0

( )
[1 ( )] exp

K V K y K V K y
X X

K V K y K y K y
X X

X Vt
R q H X n

L

 
   

 

 
   

 

 
 

   
    

  

 
(3-37) 

0Xکه برای شود و با استفاده از دواب عمومی به صورتدوم عبارت فوق صفر می ، طرف

    m Xy A e، شود:ی مشي ه به صورت زیر تعیین میی بالا، معادلهو دایگراری در رابطه 

       

       
 

2 4 2 3

1 8 2 7

2 2

3 6 4 5

( ) ( )
0

( ) ( ) ( )

K V K m K V K m
A

K V K m K m K

    
 

    

 (3-38) 

که شرط داشتن دواب غیر صفر، این اسک که دترمینان ماتریس ضرب شده در بردار A :صفر شود 

       

       

2 4 2 3

1 8 2 7

2 2

3 6 4 5

( ) ( )
det 0

( ) ( ) ( )

K V K m K V K m
ax

K V K m K m K

    
  

    

 (3-39) 

بنابر این، شرط پایدار بودن سیستم این اسک که در    m Xy A eمقادیر ،m حقیقی یا ميتلم

ای شود. یکی دیگر از روشهنباشند(. بر این اساس مقدار سرعک بحرانی تعیین می )موهومی االصباشند
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به بیشینه مقدار اود  1تعیین سرعک بحرانی پیدا کردن سرعتی اسک که در آن ضریب تقویک دینامیکی

 پردازیم.رسد که در قسمک بعد به تعریف این ضریب میمی

 ریب تقویت دینامیکیض -3-5

ای تحک فشار داالی متحري، مقدار تغییر شکل پوسته بر اثر حرکک بار استوانههای در طراحی پوسته

باشد. از آنجائیکه در شرایم بارگراری دینامیکی، این مقدار تغییر متحري یکی از پارامترهای مهم می

ار شود؛ بنابر این ضریب تقویک بار، که ضریب بشکل، نسبک به حالک بارگراری استاتیکی بیشتر می

اشد. بها برای بارگراری دینامیکی میشود، ضریب بسیار با اهمیتی در طراحینیز نامیده می 2میکیدینا

ضریب تقویک به صورت نسبک ماکزیمم کرنش در بارگراری دینامیکی به کرنش استاتیکی در بارگراری 

رسی قرار ها و بررسی رفتار پوسته، کرنش محیطی مورد برشود. معمولا در طراحیمعادل، تعریف می

wی کرنش محیطی به صورت گیرد، اما با توده به رابطهمی

R
 ، دایی شعاعی هم توان از دابهمی

 ی آن عبارتسک از:استفاده نمود که رابطه

, ,

,

Ma x Dyn Ma x

St St

w
Dynamic Amplification Fac tor

w








  (3-40) 

Dyn,،(40-3)ی رابطهدر  Ma xw دایی شعاعی ماکزیمم در بارگراری دینامیکی و دابهStw دایی دابه

ددار  یاز محاسبات حل غشائی استوانه Stwباشد. برای مقدار شعاعی در بارگراری استاتیکی معادل می

ایم که عبارتسک استفاده کرده [1] ( از مردع10-11ی )اتیکی مطابق رابطهنازي تحک فشار داالی است

 از: 

 
2

2
2

St

P R
w

E h
  (3-41) 

ی ضریب بار دینامیکی بسیار پیچیده اسک. برای تعیین های ممتد با بار متحري، محاسبهدر سیستم

های تحلیلی متعددی ارائه شده اسک. ای، تا به حال مدلهای استوانهدینامیکی پوستهضریب تقویک 

                                                 
1  Dynamic Amplification factor 
2  Dynamic loading factor 
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ی ددار نازي با طول بی نهایک بدون در نظر گرفتن اثر برش عرضی و ، مدل لوله1مدل سطح مقطع

ی ددار نازي با طول بی نهایک با در نظر گرفتن اثر برش عرضی و اینرسی اینرسی دورانی، مدل لوله

ی ددار نازي با طول محدود بدون در نظر گرفتن اثر برش عرضی و اینرسی دورانی، انی، مدل لولهدور

ی ددار نازي با طول محدود با در نظر گرفتن اثر برش عرضی و اینرسی دورانی از دمله روش مدل لوله

رای ضریب بها معطوف به تعیین این های به کار رفته برای تعیین این ضریب بوده اسک که همگی آن

ای همگن بوده اسک. در این پژوهش نتایج حاصل از تعیین ضریب بار دینامیکی برای های استوانهپوسته

ای ددار نازي متقارن محوری ناهمگن و همسانگرد تحک فشار داالی متحري، با های استوانهپوسته

 اینرسی دورانی ارائه شده اسک.ی ددار نازي با طول محدود و با در نظر گرفتن اثر استفاده از مدل لوله

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                 
1 Cross-sectional model 
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 جمع بندی -3-6

مودهای  های طبیعی و شکلی روش تحلیل فرکانسی که شامل تعیین فرکانسابتدا به ارائهدر این ف ل، 

باشد؛ بر مبنای تئوری مقدماتی معادلات دیفرانسیل، پردااته شد. سپس روش تحلیلی بسم سیستم می

ی زمان و مکان ارائه شد. در ادامه روش تعیین های حرکک، در حوزهپاسخ معادلهتوابع ویژه، برای تعیین 

سرعک بحرانی سیستم، به کمک روش حل موج ارائه شد و در آارین قسمک این ف ل نیز، توضیح 

ی این ضریب با کرنش محیطی بیان شد. در ف ل ميت ری، رادع به ضریب تقویک دینامیکی و رابطه

 ز این ف ل ارائه اواهد شد.آتی، نتایج حاصل ا
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 بررسی نتایج    4 فصل
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 مقدمه -4-1

ج در این ف ل، نتایمعرفی شد.  های قبل، روند استيراج و حل تحلیلی معادلات حاکم بر مسألهدر ف ل

دسک آمده در ف ل قبل، با نتایج مودود در مرادع ميتلف، مقایسه حاصل از حل معادلات حرکک به

اند و پس از ح ول اطمینان از صحک نتایج ميتلف مورد ارزیابی قرار گرفتههای شده اسک. کمیک

های طبیعی، سرعک بحرانی، ضریب بار دینامیکی و دسک آمده، تأثیر پارامترهای ميتلف بر فرکانسبه

پاسخ دینامیکی مورد بررسی قرار گرفته اسک. تأثیر شرط مرزی بر ارتعاشات آزاد لحاظ شده و همچنین 

ی مسأله در ابتدای هر بيش توصیف شده اسک. نتایج پژوهش حاضر در دو بيش و هندسهمشي ات 

ی هاپوستهشود. بيش اول، نتایج حاصل از مطالعات انجام شده بر روی ارتعاشات آزاد ی ارائه میکلّ

 اسک. در بيش دوم، رفتار دینامیکی را مورد بررسی قرار داده ای ددار نازي متقارن محوریاستوانه

مورد بررسی قرار گرفته  ای ددار نازي متقارن محوری تحک فشار داالی متحريی استوانههاپوسته

 اسک. 

 ای جدار نازک متقارن محوریهای استوانهتحلیل ارتعاشات آزاد پوسته -4-2

با تغییرات  FGای از دنس مواد ناهمگن های استوانهدر مطالعات انجام شده در این بيش، برای پوسته

11ی اواص در دهک طولی، مشي ات تدریج

00 2 10E Pa  ،00 3
7860

kg

m
   0.3و  در نظر ،

ای همگن نیز از همین مشي ات استفاده شده اسک. به منظور های استوانهبرای پوسته گرفته شده اسک.

شده  بعد گزارشصورت بیفرکانس طبیعی به تعمیم دادن و کلیک بيشیدن به نتایج، در این بيش،

ی زیر تعریف شده صورت رابطهنامیده شده اسک، به 1بعد که پارامتر فرکانساسک. فرکانس طبیعی بی

 اسک:

2(1 )
f R

E

 



  (4-1) 

                                                 
1  Frequency parameter 



 

51 

 

سازی؛ از مدول  بعدباشد. به منظور بی( پوسته میrad/sمعرف فرکانس طبیعی ) (، 1-4)ی رابطهدر 

مسانگرد ای همگن و هی استوانهی درمی، ضریب پواسون و شعاع لایه میانی پوسته، دانسیتهالاستیسیته

از دنس فولاد با مشي ات 
00E E ،

00  ،0.3   0.1وR m .استفاده شده اسک 

 ارزیابی صحت نتایج برای فرکانس طبیعی اعتبارسنجی و 4-2-1

منظور ارزیابی صحک نتایج حاصل از روش ارائه شده در ف ل سوم، نتایج پژوهش حاضر با مرادع به

 یبعد پوستههای طبیعی بیآمده برای فرکانسدسک ، مقدارهای به1-4اند. ددول ميتلف مقایسه شده

و همچنین مقادیر ميتلف نسبک  R/hهای ميتلف گاه ساده را، برای نسبکهمگن و همسانگرد با تکیه

طور که مشاهده ، مقایسه کرده اسک. همان[44] دسک آمده توسم رائو(، با نتایج بهL/Rلاغری )نسبک 

ای بین نتایج مقایسه، 2-4ددول شود، نتایج پژوهش حاضر، انطباق بسیار اوبی با نتایج مردع دارد. می

ای استوانه هایدهد. پوستهگاه ساده نشان میای با تکیهی استوانههاتحلیلی و نتایج عددی را برای پوسته

ها، به ازای چند این مقایسهباشند. از دنس مواد ناهمگن با تغییرات تدریجی اواص در دهک طولی می

(، انجام شده اسک.  L/Rثابک ناهمگنی ميتلف و همچنین چند مقدار ميتلف نسبک لاغری )نسبک 

ای هنتایج تحلیلی، با استفاده از روش ارائه شده در ف ل سوم پژوهش حاضر که از تئوری کلاسیک پوسته

کمک روش المان محدود و با استفاده از دسک آمده اسک. نتایج عددی بهنازي استفاده شده اسک، به

ی انجام شده، شود، مقایسهطور که مشاهده میافزار ادزای محدود انسیس، تعیین شده اسک. هماننرم

بعد اول سازه و به ازای پارامترهای هندسی ومادی ميتلفی انجام شده، که برای دو فرکانس طبیعی بی

به  های بسیار نزدیکباشد و نتایج حل تحلیلی و عددی، دوابدقک بسیار اوب و قابل قبولی را دارا می

 کنند.هم را ارائه می
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 [44]با مردع  گاه سادههمگن با تکیهی استوانه مقایسه اولین فرکانس طبیعی -1-4ددول 

  L/R    

20 15 10 5  R/h 

0.1496744 0.1993830 0.2982385 0.5838560 present 

10 

0.1496745 0.1993831 0.2982386 0.5838561 
Rao 

[44] 

0.1496744 0.1993831 0.2982382 0.5838489 present 

25 

0.1496745 0.1993831 0.2982384 0.5838491 
Rao 

[44] 

0.1496744 0.1993831 0.2982382 0.5838480 present 

50 

0.1496745 0.1993831 0.2982384 0.5838481 
Rao 

[44] 

0.1496743 0.1993831 0.2982381 0.5838474 present 

100 

0.1496745 0.1993831 0.2982384 0.5838478 
Rao 

[44] 
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گاه ساده به روش تحلیلی و عددی برای مقادیر ی ناهمگن با تکیهاستوانه فرکانس طبیعیمقایسه دو  -2-4ددول 

 R/h=100ميتلف ثابک ناهمگنی و نسبک لاغری به ازای 

n=1
 

n=0.75
 

n=0.5
 

n=0.25
 

Mode Method L/R
 

0.590624 0.587674 0.585552 0.584274 1 

CST  

5 
0.902891 0.902657 0.902474 0.902372 2 

0.590628 0.587669 0.585554 0.584271 1 

FE 
0.902892 0.902655 0.902476 0.902369 2  

0.301951 0.300332 0.299172 0.298471 1 CST  

 

10 

0.585551 0.584804 0.584268 0.583952 2 

0.301950 0.300334 0.299170 0.298468 1 FE 

0.585554 0.584806 0.584271 0.583950 2  

0.201881 0.200792 0.200010 0.199540 1 CST  

 

15 

0.397111 0.396582 0.396201 0.395972 2 

0.201878 0.200797 0.200013 0.199537 1 FE 

0.397114 0.396580 0.396200 0.395974 2  

 

بعد کاهش یافته ، فرکانس طبیعی بیL/Rطور که از نتایج ددول مشهود اسک، با افزایش نسبک همان

فرکانس مد دوم بیشتر از مود اول اسک و با افزایش ثابک ناهمگنی ، L/Rی مقادیر اسک. برای همه

 یابد.فرکانس افزایش می
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 اثر پارامترهای مختلف بر فرکانس طبیعی 4-2-2

های طبیعی ارائه ی و شرایم مرزی ميتلف بر فرکانسدر این قسمک، تأثیر پارامترهای هندسی، مادّ

گاه ساده به ازای با تکیه ای، برای استوانهR/hدوم را با نسبک  ، تغییرات فرکانس1-4اواهد شد. شکل 

شود، با افزایش نسبک طور که مشاهده میدهد. همان، نشان میn=0و ثابک ناهمگنی  L/R=10نسبک 

R/hتر های کوچکشود که در نسبکبعد کاهش یافته اسک. مشاهده می، فرکانس طبیعی بیR/h  که

باشد، روند کاهش فرکانس طبیعی زیاد اسک و های نسبتا ضيیم تا ضيیم میی پوستههمان محدوده

، فرکانس طبیعی تقریبا به یک مقدار ثابک میل R/h های نازي، با افزایش نسبکی پوستهدر محدوده

وان تهای نازي اسک، میی ما در این پژوهش مربوط به پوستهکند و از آنجا که تئوری مورد استفادهمی

دهد. همچنین قابل توده اسک که اگر ، واکنش نشان نمیR/hد که فرکانس به تغییرات نسبک ادعا کر

ی که در شکل واضح اسک، از توده اواهیم شد که همین کاهشبا دقک به تغییرات فرکانس بنگریم، م

نی ، تأثیر چنداR/hتوان گفک که تغییرات نسبک نظر تغییرات مقداری بسیار ناچیز اسک و در مجموع می

و  R/hکه مربوط به تغییرات فرکانس با  2-4شکل  های طبیعی ندارد و این موضوع را دربر فرکانس

ای، نسبک لاغری یکی از ی استوانهدر یک پوسته توان مشاهده کرد.برای مود اول و دوم اسک، می

. لرا امتر مهم اسکباشد و فرکانس طبیعی تابعی از این پارپارامترهای مهم در بررسی رفتار ارتعاشی می

 ی مهم، تغییرات فرکانس به نسبک لاغری، مورد مطالعه قرار گرفته اسک.عنوان یک مسألهبه

گاه ساده به ازای با تکیه ای، برای استوانهL/Rهای اول و دوم را با نسبک تغییرات فرکانس 3-4شکل 

R/h=50  و ثابک ناهمگنیn=0شود، با افزایش نسبک طور که مشاهده میدهد. همان، نشان میL/R ،

تر(، روند های با طول کوتاه)پوسته L/Rتر های کوچکبعد کاهش یافته و در نسبکفرکانس طبیعی بی

 د.کن، فرکانس طبیعی تقریبا به یک مقدار ثابک میل میL/Rکاهش فرکانس بیشتر اسک و با افزایش 

گاه ساده هبا تکی هایبعد اول، برای پوستهیتأثیر ثابک ناهمگنی را بر روی فرکانس طبیعی ب 4-4شکل 

اند، به ازای با تغییرات تدریجی اواص در دهک طولی سااته شده FGکه از دنس مواد ناهمگن 

R/h=100  وL/R=10شود که با افزایش ثابک ناهمگنی، فرکانس طبیعی دهد. مشاهده می، نشان می
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 یابد.بدون بعد افزایش می

 
 (L/R=10و  n=0گاه ساده )تکیهبا  R/hبر حسب  استوانه فرکانس طبیعی دوم : تغییرات1-4شکل 

 

 
 (L/R=10و  n=0گاه ساده )تکیهبا  R/hبر حسب  استوانهفرکانس طبیعی اول  دوی تغییرات : مقایسه2-4شکل 
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 (R/h=50و  n=0) بر حسب نسبک لاغری استوانه فرکانس طبیعی اول ی تغییرات دو: مقایسه3-4شکل 

 

 
 (R/h=100و  L/R=10) بر حسب ثابک ناهمگنی استوانه: تغییرات فرکانس طبیعی اول 4-4شکل 

اثر دو نوع  3-4بعد، در ددول های طبیعی بیمنظور بررسی تأثیر شرایم مرزی ميتلف بر فرکانسبه

های ناهمگن طولی، مورد ارزیابی و بررسی قرار گاه گیردار، برای پوستهگاه ساده و تکیهشرط مرزی تکیه
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های و همچنین ثابک L/Rهای ميتلف کبه ازای نسب 3-4گرفته اسک. مقدارهای ارائه شده در ددول 

ود، شطور که مشاهده میبعد اول ارائه شده اسک. همانناهمگنی متفاوت و برای دو فرکانس طبیعی بی

اه گهای مربوط به شرط مرزی تکیهگاه دو سر گیردار در مقایسه با فرکانسهای مربوط به تکیهفرکانس

های مربوط به این دو نوع شرط ل تفاوت زیادی، بین فرکانسدو سر ساده مقدار بیشتری دارد، ولی در ک

 شود. مرزی مشاهده نمی

گاه ساده و گیردار برای مقادیر ميتلف ثابک ناهمگن با تکیه استوانهفرکانس طبیعی  دوی مقایسه -3-4ددول 

 R/h=100ناهمگنی و نسبک لاغری به ازای 

n=1
 

n=0.5
 

Mode Support L/R
 

0.5932 0.5881 1 

Clamp  

5 
0.9075 0.9072 2 

0.5906 0.5855 1 

Simply 
0.9028 0.9024 2  

0.3024 0.2996 1 
Clamp 

 

 

10 

 

0.5868 0.5855 2 

0.3019 0.2991 1 
Simply 

0.5855 0.5842 2 

 

مود عرضی و اولین شکل مود محوری مربوط به پوسته  ، به ترتیب، اولین شکل6-4و شکل  5-4شکل 

نشان  L/R=10و  R/h=100گاه ساده، را برای سه ثابک ناهمگنی ميتلف و به ازای با تکیه طولی ناهمگن

ها کاهش ، مقدار تغییر شکلn=1تا  n=-1دهد. همانطور که مشيص اسک با افزایش ثابک ناهمگنی از می
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 یابد.می

 

 های ناهمگنی متفاوتبه ازای ثابک گاه سادهناهمگن با تکیه استوانه: اولین شکل مود عرضی 5-4شکل 

 

 ناهمگنی متفاوتهای به ازای ثابک گاه سادهناهمگن با تکیه استوانه: اولین شکل مود محوری 6-4شکل 

 تحت فشار داخلی متحرک نازک یهااجباری پوستهتحلیل ارتعاشات  -4-3
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ای از دنس مواد ناهمگن با تغییرات های استوانهدر مطالعات انجام شده در این بيش، برای پوسته

11تدریجی اواص در دهک طولی، مشي ات 

00 2 10E Pa  ،00 3
7860

kg

m
   0.3و   در نظر ،

ای همگن نیز از همین مشي ات استفاده شده اسک. به منظور های استوانهبرای پوسته گرفته شده اسک.

ده بعد گزارش شتعمیم دادن و کلیک بيشیدن به نتایج، در این پژوهش، سرعک بحرانی به صورت بی

 باشد.میبعد به صورت زیر ی سرعک بحرانی بیاسک. رابطه

cr crV V
E

   (4-2) 

باشد. به منظور ای ددار نازي میی استوانهمعرف سرعک بحرانی با بعد پوسته crV(،2-4)ی رابطهدر 

 ای همگن و همسانگرد از دنسی استوانهپوسته ی درمیو دانسیته بعد سازی، از مدول الاستیسیتهبی

00Eفولاد با مشي ات  E  و
00 .استفاده شده اسک ، 

 بعدهای بحرانی بیتأثیر تغییرات طول استوانه بر سرعت 4-3-1

رایم بعد پوسته با شبحرانی بیهای ی نتایج، اثر تغییرات طول استوانه بر سرعکدر اولین قدم در ارائه

ای هشود. به منظور ارزیابی اثر تغییرات طول استوانه بر سرعکگاه ساده ارائه و بررسی میمرزی تکیه

های ، برای پوستهL/Rهای ميتلف بعد برای نسبکهای بحرانی بی، سرعک7-4 بعد، در شکلبحرانی بی

00Eهمگن و همسانگرد با مشي ات  E ،00 ،0.3  ،n=0  و برای سه مقدارR/h=20,50,100 

 L/Rی میانی ثابک، نسبک طور که در ف ل اول اشاره شد، برای شعاع لایهبررسی شده اسک. همان

نیز  R/hتر باشد، استوانه بلندتر اسک. نسبک معیاری از بلندی استوانه اسک؛ هرچه این نسبک بیش

 تر اسک. در شکلاستوانه نازي تر باشد،رود؛ هرچه این عدد بیشمعیاری از ضيامک پوسته به شمار می

های ناهمگن شعاعی و برای ، برای پوستهL/Rهای بعد برای نسبکهای بحرانی بی، تغییرات سرعک4-8

 ( ارائه شده2-3ی )رابطه از ،8-4 ارائه شده اسک. برای رسم شکل n=0,0.5,1سه مقدار ثابک ناهمگنی 

112در ف ل سوم استفاده شده و مشي ات 10inE Pa  ،
3

7860in

kg

m
  ،0.3   وR/h=100 
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، برای L/Rبعد به نسبک های بحرانی بی، نمودار سرعک9-4 شکلدر نظر گرفته شده اسک. همچنین در 

ارائه شده اسک. برای این نمودار،  n=0,0.5,1های ناهمگن طولی و برای سه مقدار ثابک ناهمگنی پوسته

مشي ات 
00E E  ،

00  ،0.3   وR/h=100  در نظر گرفته شده اسک. همان طور که از هر

-بعد حاصل نمیهای بحرانی بیشود، با افزایش نسبک لاغری، تغییری در سرعکسه نمودار مشاهده می

ین های بحرانی ندارد. همچنشود و این نتیجه به این معنا اسک که طول استوانه تأثیری بر مقادیر سرعک

های بحرانی رعکتر(، سای نازيهای استوانهتر )پوستهبیش R/hهای شود که در نسبکمشاهده می

ی ناهمگن شعاعی و طولی که به ترتیب مربوط به استوانه 9-4 و شکل 8-4 شکل یابد. درکاهش می

ر تشود که با افزایش ثابک ناهمگنی )سفکترسیم شده اسک، مشاهده می R/h=100 اسک و برای نسبک

 یابد.شدن استوانه(، سرعک بحرانی کاهش می

 

 ی همگن برای استوانهبر حسب نسبک لاغری بعد سرعک بحرانی بی : تغییرات7-4شکل 
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 (R/h=100ی ناهمگن شعاعی )بعد بر حسب نسبک لاغری برای استوانهسرعک بحرانی بی تغییرات: 8-4شکل 

 

 

  (R/h=100ی ناهمگن طولی )برای استوانه ک لاغریبعد بر حسب نسبسرعک بحرانی بی : تغییرات9-4شکل 
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 ایی استوانههای بحرانی پوستهارزیابی صحت نتایج برای سرعتمقایسه و  4-3-2

نتایج کار حاضر با کارهای ک روش مورد استفاده در حل معادلات حرکک، به منظور ح ول اطمینان از دقّ

ی همگن و بعد یک پوستهدسک آمده برای سرعک بحرانی بیهای بهمشابه مقایسه شده اسک. مقدار

سک دی این نتایج، با نتایج بههمسانگرد با شرایم مرزی ساده، با مرادع ميتلف قیاس شده، و مقایسه

نشان داده شده  4-4 که در ددول ]35[سوفیه و  ]28[، روزنه و باز ]45[ آمده توسم اگیبالو و کولتونو

های بسیار اوب و قابل قبولی را با نتایج دهد که روش مورد استفاده در کار حاضر، دواباسک، نشان می

ازای ، به]45[مردع  دهد. درصد اطای نتایج پژوهش حاضر با نتایجمقالات نشان می

R/h=5,10,50,100ای نتایج کار حاضر با باشد. درصد اطمی 1.29,0.59,0.35,0.24ترتیب برابر با ، به

 باشد. درصد اطایمی 3.14 ,5.58,4.38,3.24ترتیب برابر با ، بهR/h=5,10,50,100، به ازای ]28[مردع 

 2.77,1.57,0.35,0.24ترتیب برابر با ، بهR/h=5,10,50,100، به ازای ]35[نتایج پژوهش حاضر با مردع 

 گردد.شود درصد اطا کمتر میتر میپوسته نازيباشد. بنابراین هرچه می

 ای همگن با مرادع ميتلفی استوانهبعد پوستههای بحرانی بیمقایسه سرعک -4-4ددول 

R/h Ogibalov and 

Koltonov 

[45]  

Ruzzene and 

Baz [28] 

Sofiyev 

[35] 

present 

5 0.3546 0.3707 0.3600 0.3500 

10 0.2520 0.2620 0.2545 0.2505 

50 0.1137 0.1171 0.1137 0.1133 

100 0.0804 0.0828 0.0804 0.0802 

 

ای ناهمگن و ی استوانهبعد یک پوستهدسک آمده برای سرعک بحرانی بی، مقادیر به5-4 در ددول

مدل حالک پایدار و که از  ]35[دسک آمده توسم سوفیه همسانگرد با شرط مرزی ساده، با نتایج به

، تغییرات تدریجی اواص ]35[یر استفاده کرده، مقایسه شده اسک. مطابق با مردع روش تغییر متغّ

ای ناهمگن و همسانگرد در راستای شعاعی اسک که از توابع ریاضی مطابق با ی استوانهمواد برای پوسته

 توزیع اواص مواد در راستای شعاعی استفاده شده اسک.، برای بیان (3-4)ی رابطه
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   
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  






 (4-3) 

112.0104، (3-4)ی رابطهدر  10mE Pa   و
3

8166m

kg

m
 ّف مدول الاستیسیته ، به ترتیب، معر

113.4843درمی فلز در شعاع داالی استوانه و  ۀو دانسیت 10cE Pa   و
3

2370c

kg

m
  نیز به ،

درمی سرامیک در شعاع ااردی استوانه و  ، معرّف مدول الاستیسیته و دانسیتۀترتیب

1
,

2 2 2

z h h
V z

h

 
     
 

دهد، نیز نسبک حجمی در دسم اسک. همانطور که نتایج نشان می 

 روش مورد استفاده در پژوهش حاضر از دقک اوب و قابل قبولی براوردار اسک.

 ]35[ای ناهمگن شعاعی با مردع ی استوانهبعد پوستههای بحرانی بیمقایسه سرعک -5-4ددول 

R/h FGM 

                                   Linear                         Quadratic                    Exponential 

 Sofiyev 

[35] 
present Sofiyev 

[35]  
present Sofiyev 

[35]  
present 

5 0.4858 0.4749 0.4339 0.4218 0.5118 0.4975 

10 0.3435 0.3429 0.3068 0.3037 0.3619 0.3596 

15 0.2805 0.2820 0.2505 0.2498 0.2955 0.2957 

20 0.2430 0.2448 0.2170 0.2166 0.2559 0.2569 

25 0.2172 0.2196 0.1940 0.1944 0.2289 0.2303 

50 0.1536 0.1558 0.1371 0.1379 0.1619 0.1635 

75 0.1254 0.1274 0.1120 0.1127 0.1322 0.1336 

100 0.1086 0.1104 0.0971 0.0977 0.1104 0.1157 
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 مؤثر بر سرعت بحرانی پارامترهای 4-3-3

های پیشین گفته شد، تغییرات طول تأثیری بر مقادیر سرعک بحرانی ندارد. در همان طور که در قسمک

 ألۀعنوان یک مسنی، بههای بحرااین قسمک اثر تغییرات ضيامک و تغییرات ثابک ناهمگنی بر سرعک

ناهمگن  یبعد پوستههای بحرانی بی، مقادیر سرعک6-4 مهم، مورد مطالعه قرار گرفته اسک. در ددول

ميتلف بررسی شده اسک. همچنین در  R/hهای های ناهمگنی متفاوت و برای نسبکطولی برای ثابک

های ناهمگن شعاعی پردااته اسک. بعد پوستههای بحرانی بی، به بررسی مقادیر سرعک7-4 ددول

انی بدون بعد، به ازای هر کدام از مقادیر طور که از نتایج دداول مشيص اسک؛ مقادیر سرعک بحرهمان

یابد و همچنین به ازای تر شدن پوسته(، کاهش می، با افزایش ثابک ناهمگنی )سفکR/hثابک نسبک 

بعد های بحرانی بیتر شدن پوسته(، مقادیر سرعک)نازي R/hهای هر ثابک ناهمگنی، با افزایش نسبک

 یابد.کاهش می

 

 ای ناهمگن طولیی استوانهبعد پوستههای بحرانی بیسرعک -6-4ددول 

R/h                      n 

 0 0.5 1 1.5 2 

5 0.33767 0.33761 0.33742 0.33710 0.33666 

10 0.24247 0.24244 0.24238 0.24227 0.24212 

15 0.198914 0.198902 0.198866 0.198806 0.198722 

20 0.172647 0.172639 0.172614 0.172574 0.172517 

25 0.154654 0.154649 0.154631 0.154602 0.154561 

50 0.109688 0.109686 0.109679 0.109669 0.109655 

75 0.0896518 0.0896506 0.0896472 0.0896416 0.0896336 

100 0.0776788 0.0776781 0.0776759 0.0776722 0.0776671 

500 0.0362905 0.0362904 0.0362901 0.0362897 0.0362890 
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 ای ناهمگن شعاعیی استوانهبعد پوستههای بحرانی بیسرعک -7-4ددول 

R/h                      n 

 0 0.5 1 1.5 2 

5 0.3376 0.3367 0.3339 0.3292 0.3228 

10 0.2424 0.2417 0.2394 0.2360 0.2315 

20 0.1726 0.1721 0.1705 0.1680 0.1648 

25 0.1546 0.1541 0.1528 0.1505 0.1476 

50 0.1096 0.1093 0.1083 0.1067 0.1046 

100 0.0776 0.0774 0.0767 0.0756 0.0741 

ای استوانه یهای ناهمگنی ميتلف، با پوستهناهمگن با ثابکای سااته شده از مواد ی استوانهوقتی پوسته

های بحرانی بدون شود، نسبک سرعک در حالک غیرهمگن به همگن برای سرعکهمگن مشابه قیاس می

، که 11-4و  10-4شکل گزارش شده اسک. در  14-4تا  10-4 هایشکلآید که در دسک میبعد به

برای مقادیر ميتلف ثابک ناهمگنی ترسیم شده اسک؛  R/hنمودار درصد ااتلافی بر حسب نسبک 

کند ، تغییری نمیR/hهای ناهمگن شعاعی، درصد ااتلافی با تغییرات شود که در استوانهمشاهده می

دهد و واکنش نشان می R/hهای ناهمگن طولی، درصد ااتلافی نسبک به تغییرات اما در استوانه

باشد تغییرات بسیار بیشتری تر میهای ضيیممربوط به استوانه کمتر که R/hهای در نسبکمي وصاً 

که  13-4و  12-4های شکل تر تغییرات بسیار کمتری دارد. درهای نازيی پوستهدارد و در محدوده

رسم شده اسک، مشاهده  R/hهای ميتلف نمودار درصد ااتلافی بر حسب ثابک ناهمگنی برای نسبک

 R/hای هتر شدن استوانه(، درصد ااتلافی برای تمام نسبکناهمگنی )سفک شود که با افزایش ثابکمی

ای ههای ناهمگن شعاعی، درصد ااتلافی برای تمام نسبکیابد، با این تفاوت که در استوانهافزایش می

R/h ای ههای ناهمگن طولی، درصد ااتلافی برای نسبکبا شیب یکسان افزایش یافته ولی در استوانه

R/h های با ی نسبک به استوانهتر(، با شیب کمترهای نازيتر )یعنی پوستهبیشR/h  کمتر، افزایش

مگن های ناهیابد. همانطور که گفته شد، نسبک سرعک در حالک غیرهمگن به همگن، هم برای استوانهمی

، 15-4شکل گردد. در های ناهمگن شعاعی، با افزایش ثابک ناهمگنی، زیاد میطولی و هم برای استوانه

ی ناهمگن طولی و ناهمگن شعاعی، ارائه گردیده اسک. قیاسی برای رشد این زیاد شدن، بین دو استوانه
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های نازي ناهمگن طولی، شیب افزایش درصد ااتلافی نسبک به برای پوسته شود کهمشاهده می

ن ای ناهمگتوانههای اسی همگن مشابه، بسیار کمتر از شیب افزایش درصد ااتلافی پوستهاستوانه

 شعاعی اسک.

 

 گاه سادهناهمگن شعاعی با تکیه برای استوانه R/h: درصد ااتلافی سرعک بحرانی بر حسب 10-4شکل 

 

 گاه سادهناهمگن طولی با تکیه استوانه برای R/h: درصد ااتلافی سرعک بحرانی بر حسب 11-4شکل 
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 ناهمگن طولی استوانه برای: درصد ااتلافی سرعک بحرانی بر حسب ثابک ناهمگنی 12-4شکل 

 

 

 ناهمگن شعاعی استوانه برای: درصد ااتلافی سرعک بحرانی بر حسب ثابک ناهمگنی 13-4شکل 
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 شعاعیولی و ناهمگن ط استوانهبین  سرعک بحرانی بر حسب ثابک ناهمگنیی درصد ااتلافی : مقایسه14-4شکل 

 کیپارامترهای مؤثر بر ضریب بار دینامی 4-3-4

امیکی به دایی شعاعی در بارگراری دینضریب تقویک یا ضریب بار دینامیکی برابر با نسبک بیشینه دابه

ی، دایی شعاعی در بارگراری دینامیکباشد. از آنجائیکه دابهدایی شعاعی در بارگراری استاتیکی میدابه

ز موقعیک مکانی وسم پوسته ی ضریب بار، اتابعی از مکان و زمان اسک، در این پژوهش برای محاسبه

وان عنشود که حداکثر مقدار آن، بهدایی شعاعی تابعی از زمان میاستفاده شده اسک و در نتیجه دابه

ی دایی شعاعدایی شعاعی در بارگراری دینامیکی در نظر گرفته شده اسک. برای دابهبیشینه دابه

های همگن و همسانگرد، استفاده برای پوسته ( ارائه شده در ف ل سوم41-3)ی رابطهاستاتیکی نیز از 

ار ای تحک بارگراری فشهای استوانههای مناسب برای طراحی پوستهشده اسک. ضریب تقویک یکی از راه

بار را با اطمینان مناسب در طراحی استاتیکی افزایش  تواندطراح می ،باشد که مطابق با آنمتحري می

وده باشد. با تضریب تقویک دینامیکی، سرعک حرکک بار متحري می ثیرگرار درترین عامل تأدهد. مهم

ی ضریب تقویک دینامیکی، عدد مربوط به مقدار فشار داالی از صورت و ميرج کسر به اینکه در رابطه

، باشد. در این قسمکشود؛ بنابراین ضریب بار دینامیکی وابسته به شدت فشار داالی نمیساده می
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یک دینامیکی بر حسب سرعک حرکک بار متحري ارائه گردیده و اثر پارامترهای های ضریب تقونمودار

اشد، بهندسی و ثابک ناهمگنی بر ضریب تقویک دینامیکی که یکی از فاکتورهای مهم در طراحی می

 یهای تعیین سرعک بحرانی، نقطهبررسی شده اسک. همانطور که در ف ل سوم بیان شد، یکی از راه

باشد که در نمودارهای ارائه شده در دارهای ضریب تقویک بر حسب سرعک حرکک بار میبیشینه در نمو

تغییرات ضریب  17-4و شکل  16-4، شکل 15-4شود. شکل این بيش، این سرعک بحرانی مشاهده می

، به ازای R/h=100و  R/h=20 ،R/h=50بار دینامیکی بر حسب سرعک )متر بر ثانیه( را به ترتیب برای 

شود، با افزایش دهد. همانطور که از هر سه نمودار مشاهده مینشان می n=1و  n=0.5ک ناهمگنی دو ثاب

ی سرعک بحرانی مقدار ثابتی داشته سرعک حرکک بار متحري، مقدارهای ضریب بار، تا نزدیکی محدوده

 دار اودو ناگهان شیب زیادی گرفته و شروع به افزایش کرده و تا اود سرعک بحرانی به حداکثر مق

کند. همچنین مطابق با هر سه نمودار رسد و پس از آن کاهش یافته و به مقدار ثابتی میل میمی

ایی یابد یعنی مقدار ابتدگردد که با افزایش ثابک ناهمگنی مقادیر ضریب تقویک کاهش میمشاهده می

، نسبک به موارد مشابه در ثابک n=1و مقدار حداکثر و مقدار نهایی ضریب تقویک در ثابک ناهمگنی 

ی، ای استوانهتر شدن پوسته، کمتر اسک و در نتیجه به این معنی اسک که با سفکn=0.5ناهمگنی 

تغییرات ضریب بار  19-4و شکل  18-4شکل  گردد.ای کمتر میی استوانههای پوستهتغییر شکل

و برای  n=1و  n=0.5های ناهمگنی ابکدینامیکی بر حسب سرعک )متر بر ثانیه( را به ترتیب برای ث

شود که مقدار ضریب تقویک در دهد. مشاهده می، نشان میR/h=100و  R/h=20 ،R/h=50های نسبک

های ، یکسان اسک و با افزایش سرعک حرکک بار، پوستهR/hهای ابتدایی، برای هر سه نسبک سرعک

ضریب  R/hحرانی نیز برای هر سه نسبک کنند و بعد از سرعک بتر با شیب بیشتری صعود مینازي

بیشتر  R/hهای با نسبک کند و تفاوت در این اسک که برای پوستهتقویک به مقدار یکسانی میل می

یگر، ی دعنوان نتیجهدهد. بهرخ می سرعک کمتریتر(، مقدار حداکثر ضریب تقویک در های نازي)پوسته

، افزایش کثر ضریب تقویک دینامیکیاهای حدمقدار، R/hتوان مشاهده نمود که با افزایش نسبک می

 نیز این نتیجه واضح اسک. 20-4شکل یابد که در می
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 R/h=20 : تغییرات ضریب تقویک دینامیکی بر حسب سرعک حرکک بار ازای نسبک15-4شکل 

 

 

 R/h=50: تغییرات ضریب تقویک دینامیکی بر حسب سرعک حرکک بار به ازای نسبک 16-4شکل 
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 R/h=100: تغییرات ضریب تقویک دینامیکی بر حسب سرعک حرکک بار به ازای نسبک 17-4شکل 

 

 

 n=0.5ثابک ناهمگنی   : تغییرات ضریب تقویک دینامیکی بر حسب سرعک حرکک بار به ازای18-4شکل 
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 n=1ثابک ناهمگنی   : تغییرات ضریب تقویک دینامیکی بر حسب سرعک حرکک بار به ازای19-4شکل 

 

 به ازای دو ثابک ناهمگنی ميتلف R/h: تغییرات حداکثر ضریب تقویک دینامیکی بر حسب نسبک 20-4شکل 

 پاسخ دینامیکی برحسب مکان و زمان 4-3-5

ازي ای ددار نهای استوانهدایی شعاعی پوستهدر این بيش، نتایج حاصل از حل تحلیلی مربوط به دابه

گاه ساده ارائه گردیده اسک و اثرات سرعک حرکک بار محوری تحک فشار داالی متحري با تکیهمتقارن 
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 سی شده اسک. شکلی بر پاسخ دینامیکی شعاعی بررمتحري، شدت فشار و پارامترهای هندسی و مادّ 

عی دایی شعادایی شعاعی بر حسب موقعیک مکانی و توزیع دابهترتیب توزیع دابه، به22-4و  4-21

های ناهمگن طولی و در حال عبور بار متحري در طول پوسته، نشان بر حسب زمان را برای پوسته

، مقدار V=100(m/s)، سرعک عبور بار متحري n=-1ها، ثابک ناهمگنی دهد. برای رسم این شکلمی

 21-4طور که از شکل ، در نظر گرفته شده اسک. همانR/h=100و  q=2Mpa ،L/R=10فشار داالی 

کند، با توده به ثابک ناهمگنی منفی که در نظر شود، وقتی بار در طول پوسته حرکک میاهده میمش

ه یابد که این نتیجه در نمودار پاسخ زمانی هم مشاهدگرفته شد، به تدریج تغییر شکل پوسته افزایش می

 رسد کهپوسته می ای که بار به انتهایشود که تا لحظهشود. همچنین در نمودار زمانی مشاهده میمی

ثانیه اسک، استوانه تحک ارتعاش ادباری در معرض بار متحري اسک و پس از عبور بار از  0.01زمان 

طول پوسته، استوانه حول ایز نهایی که پیدا کرده اسک، تحک ارتعاش آزاد قرار گرفته و شروع به نوسان 

د. با افزایش سرعک نزدیک به سرعک دهاثر سرعک را بر روی ایز شعاعی نشان می 23-4شکل  کند.می

 دهدگردد و ایز را به مقدار زیادی افزایش میی نوسانات مشاهده میبحرانی افزایش شدیدی در دامنه

 24-4شود. شکل باشد تغییری ایجاد نمیولی در قسمک ارتعاشات آزاد که مربوط به بعد از عبور بار می

شود با افزایش طور که مشاهده میدهد. همانشعاعی نشان میاثر مقدار فشار داالی متحري را بر ایز 

ابد. یی نوسانات بعد از عبور بار نیز افزایش میدایی شعاعی افزایش یافته و دامنهمقدار فشار داالی، دابه

دهد. ، اثر ثابک ناهمگنی را به ترتیب بر پاسخ زمانی و مکانی، نشان می26-4و شکل  25-4شکل 

که در واقع به معنی  n=+0.5تا  n=-0.5شود با افزایش ثابک ناهمگنی از اهده میطور که مشهمان

 گردد.دایی شعاعی کمتر میباشد، دابهتر شدن تدریجی استوانه در طول پوسته میسفک
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  n= -1ساده به ازای ثابک ناهمگنی گاه : پاسخ مکانی استوانه ناهمگن طولی با تکیه21-4شکل 

 

 n= -1ساده به ازای ثابک ناهمگنی گاه : پاسخ زمانی استوانه ناهمگن طولی با تکیه22-4شکل 
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و  n=0.5 ،q=0.2Mpa  ،L/R=10) ازای مقادیر ميتلف سرعک بهناهمگن طولی  استوانه: پاسخ زمانی 23-4شکل 

R/h=100) 

 

 

،  n=0.5 ،V=100(m/s)به ازای مقادیر ميتلف شدت فشار داالی ) مگن طولیناه استوانه: پاسخ زمانی 24-4شکل 

L/R=10  وR/h=100) 
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،  q=0.2Mpaبه ازای مقادیر ميتلف ثابک ناهمگنی ) ناهمگن طولی استوانه: پاسخ زمانی 25-4شکل 

V=100(m/s)  ،L/R=10  وR/h=100) 

 

ی ميتلف ک ناهمگنی در دو لحظهبه ازای مقادیر ميتلف ثاب ناهمگن طولی استوانه: پاسخ مکانی 26-4شکل 

(q=0.2Mpa  ،V=100(m/s)  ،L/R=10  وR/h=100) 
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شود که دهد. مشاهده میدایی شعاعی نشان میاثر تغییرات ضيامک را بر روی توزیع دابه 27-4شکل 

نوسانات  یها افزایش یافته و بعد از عبور بار از پوسته نیز دامنهشود تغییر شکلتر میهرچه پوسته نازي

 یابد. ارتعاش آزاد افزایش می

 

،  R/h (q=0.2Mpa  ،V=100(m/s)به ازای مقادیر ميتلف  ناهمگن طولی استوانه: پاسخ زمانی 27-4شکل 

L/R=10  وn=-0.5) 

 

 جمع بندی -4-4

ارائه شده در ف ل سوم پردااته شد. نتایج های در این ف ل، به بیان و بررسی نتایج حاصل از روش

 ن بررسی شد. همچنین تأثیر پارامترهایتأثیر پارامترهای ميتلف بر روی آ مربوط به فرکانس طبیعی و

وش ها با نتایج مرادع و رميتلف بر روی سرعک بحرانی و ضریب بار دینامیکی نشان داده شد و نتایج آن

 یبسیار اوبی با هم داشتند و در نهایک، پاسخ دینامیکی پوستهالمان محدود ارزیابی شد که مطابقک 

 ای ددار نازي بر حسب مکان و زمان تعیین شد. استوانه
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 نتیجه گیری و پیشنهادها    5 فصل
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 مقدمه -5-1

وری ای ددار نازي متقارن محهای استوانهدینامیکی پوستهدر این پژوهش، به تحلیل فرکانسی و تحلیل 

تشکیل شده از مواد ناهمگن و همسانگرد، با تغییرات تدریجی اواص مواد در راستای محوری استوانه، 

نازي،  هایتحک بارگراری فشار داالی متحري، پردااته شد. در ابتدا بر اساس تئوری کلاسیک پوسته

ی سیلی دیفرانها شامل دو معادلهشات اطی استوانه استيراج شد. این معادلههای حاکم بر ارتعامعادله

ر نسبک به موقعیک مکان بوده و های زمان و مکان و با ضرایب متغیّریّبا مشتقات دزئی نسبک به متغ

از تئوری بسم مدهای ویژه  کمک اصل همیلتون تعیین شدند. در تعیین حل این دستگاه معادلهبه

های طبیعی برای پارامترهای هندسی و مادی و شرایم مرزی ميتلف مورد ارزیابی . فرکانساستفاده شد

 دسک آمدند. دری موارد نتایج بسیار اوبی بهافزار انسیس قرار گرفتند و در همهبا مرادع مودود و نرم

زمانی و ادامه با اعمال بارگراری فشار داالی متحري، سرعک بحرانی، ضریب بار دینامیکی و پاسخ 

 مکانی برای پارامترهای هندسی و مادی ميتلف مورد ارزیابی و بررسی قرار گرفک.

 نتایج -5-2

 .باشدنتایج پژوهش حاضر به شرح زیر می

های نازي ی پوسته(، در محدودهR/hافزایش نسبک شعاع لایه میانی به ضيامک پوسته ) .1

(20<R/h<1000تغییراتی در مقادیر فرکانس ،)ن و ای همگهای استوانهبعد پوستههای طبیعی بی

های ضيیم و پوسته های نسبتاًی پوستهدر محدوده R/hناهمگن طولی ندارد ولی افزایش نسبک 

ای های استوانهبعد پوستههای طبیعی بی(، مودب کاهش در مقادیر فرکانسR/h<20ضيیم )

 شود. همگن و ناهمگن طولی می

ای همگن های استوانهبعد در پوستههش فرکانس طبیعی بی(، مودب کاL/Rافزایش نسبک لاغری ) .2

روند کاهش فرکانس بیشتر اسک و با تر، های لاغری کوچکشود. برای نسبکو ناهمگن طولی می

 کند.افزایش نسبک لاغری فرکانس طبیعی تقریبا به یک مقدار ثابک میل می
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ده از مواد ناهمگن و همسانگرد، با ای ددار نازي متقارن محوری تشکیل شهای استوانهپوستهدر  .3

( در دهک nتغییرات تدریجی اواص مواد در راستای محوری استوانه، با افزایش ثابک ناهمگنی )

افزایش  بعدتر شدن تدریجی پوسته در راستای محوری(، فرکانس طبیعی بیمحوری استوانه )سفک

 یابد.می

ای هشرط مرزی دو سر گیردار، بیشتر از فرکانسبعد مربوط به استوانه با های طبیعی بیفرکانس .4

 گاه ساده اسک. بعد مربوط به استوانه با شرط مرزی دو سر تکیهطبیعی بی

ای همگن، ناهمگن شعاعی و ناهمگن طولی، با های استوانهبعد پوستههای بحرانی بیمقدار سرعک .5

 باشد.(، بدون تغییر میL/Rافزایش نسبک لاغری )

ای همگن، ناهمگن شعاعی و ناهمگن طولی با های استوانهبعد پوستهی بحرانی بیهامقدار سرعک .6

 یابد.تر شدن پوسته(، کاهش می)نازي R/hهای افزایش نسبک

افزایش ثابک ناهمگنی در دهک ای همگن، ناهمگن شعاعی و ناهمگن طولی، های استوانهدر پوسته .7

های سرعکاستای محوری(، مودب کاهش تر شدن تدریجی پوسته در رمحوری استوانه )سفک

 شود.بعد میبحرانی بی

ضریب تقویک  ش ثابک ناهمگنی، مودب کاهشای ناهمگن طولی، افزایهای استوانهدر پوسته .8

 شود. دینامیکی می

مودب در دهک محوری استوانه، کاهش ثابک ناهمگنی ای ناهمگن طولی، های استوانهدر پوسته .9

 شود.دایی شعاعی پوسته میتدریجی دابهافزایش 

ها افزایش یافته و بعد از تغییر شکلبیشتر،  R/hای ناهمگن طولی با نسبک های استوانهدر پوسته .10

 یابد.ی نوسانات ارتعاش آزاد افزایش میعبور بار از پوسته نیز دامنه

ی افزایش سرعک عبور بار متحري نزدیک به سرعک بحرانی، مودب افزایش شدیدی در دامنه .11

دهد. در ای ناهمگن طولی  شده و ایز را به مقدار زیادی افزایش میهای استوانهنوسانات پوسته
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باشد، با افزایش سرعک عبور بار متحري  قسمک ارتعاشات آزاد که مربوط به بعد از عبور بار می

 شود.تغییری ایجاد نمی

 پیشنهادها -5-3

 رسی و مطالعه هستند.ی پژوهش حاضر، موارد زیر قابل بربه منظور توسعه

 های بالاتر.استفاده از تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول و مرتبه .1

 دایی )سینماتیک( غیراطی.دابه-استفاده از روابم کرنش .2

 رفتار ماده )دامد غیر هوکی(. نغیر اطی در نظر گرفت .3

 بررسی پاسخ سیستم تحک فشار متغیر با زمان. .4

 ر با زمان.تحري با سرعک متغیّ ای مبررسی دینامیکی پوسته استوانه .5

 بررسی پاسخ سیستم تحک بار محوری. .6

 سازی مواد ناهمگن مانند تابع توانی و تابع ردی.استفاده از توابع دیگر برای مدل .7

 صورت ویسکو الاستیک.در نظر گرفتن ماده به .8

 دو دهته با تغییرات تدریجی اواص در دو راستای طولی و شعاعی. FGدر نظر گرفتن ماده  .9

کل های طبیعی و شاستفاده از روش حل تئوری اغتشاشات با پارامتر بزرگ برای تعیین فرکانس .10

 ای.استوانه یمود پوسته

 بررسی اثر شرایم مرزی ميتلف بر پاسخ دینامیکی، سرعک بحرانی و ضریب تقویک دینامیکی. .11

 های پرکاربرد مانند کره و ميروط.یر پوستهحل برای سا .12

 د کردن گشودگی و یا تري در مسألهوار .13
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 FGها، تاریخچه و فرآیندهای تولید مواد ویژگی -پیوست الف

 FGهای مواد ویژگی 1-الف

-ها( دارای ویژگیها( و مواد ناهمسانگرد )کامپوزیکدر مقایسه با مواد همگن )ایزوتروپ FGمواد ناهمگن 

 :]46[ باشندبه شرح زیر میهایی 

، های حرارتیمقاومک زیاد در برابر گرادیان دمایی بالا: در حقیقک این گونه مواد با کاهش تنش -1

هایی توان در ناحیهمی FGکمک مواد دهند. بهنحو قابل تودهی کاهش میها را بهآثار منفی آن

 کنترل کرد.ها را رسند، آنهای حرارتی به حالک بحرانی میکه تنش

توان استحکام مواد را افزایش می FGکمک مواد مقاومک زیاد در برابر بارهای مکانیکی بالا: به -2

 ، تا حدود زیادی دلوگیری شود.1ی مومسان و حتی شکسکداد تا از ورود ادسام به ناحیه

از  ، کاهش تمرکز تنش در ادسام دامد اسک. در بسیاریFGمواد های ترین ویژگییکی از مهم -3

شود؛ های ااص هندسی، تمرکز تنش در نقاطی از دسم ایجاد میادسام، به دلیل ودود شکل

توان آثار تمرکز می FGکمک مواد بهها. ها و گشودگیهای دسم و نزدیکی سوراخمانند لبه

 گیری کاهش داد.صورت چشمتنش را به

 FGبهترین ترکیب برای تغییر اواص ماده که مانع ایجاد یا رشد تري شود، مواد هدفمند  -4

 اسک.

ی های ددا انجام شود، احتمال ددا شدن لایهصورت لایهبر روی مواد نرم، به 2اگر پوشش ترد  -5

 پریرد.، این کار با تغییرات پیوسته و تدریجی انجام میFGکمک مواد بهترد بسیار زیاد اسک. 

شود؛ های ميتلف آن می، مودب استحکام بین لایهFGمواد تغییرات تدریجی اواص در سااتار  -6

که در مواد مرکب کامپوزیتی، تداال بین سااتارهای زمینه و الیاف، نوعی در صورتی

عنوان مثال، هنگامی که مواد کامپوزیک در کند. بهناهماهنگی در اواص مکانیکی ایجاد می

                                                 
1 Fracture 
2 Brittle Coating 
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گیرند؛ تري، ابتدا در مرز زمینه و الیاف ایجاد و سپس در رتی بالا قرار میمعرض بارهای حرا

دلیل پیوستگی ، بهFGمواد شود. در ها و مقاطع ضعیف داال زمینه و الیاف منتشر میلایه

دا ای پیها حالک پیوستهها و گرادیان آنمودود در اواص مکانیکی، حرارتی و مغناطیسی، تنش

ی بین تغییرات اواص در مواد مقایسه، 1-الفشکل شوند. تحکام ماده میکنند که باعث اسمی

  دهد.را نشان می FG مواد ایزوتروپ، کامپوزیک و

 

 

 ]46[ ی تغییرات اواص در مواد ميتلف: مقایسه1-الفشکل 

 FGی مواد تاریخچه 2-الف

 1986در سازمان هوا و فضای ژاپن مطرح و از  1984توسم نینو و همکارانش در  FGMی مفهوم اولیه

ی ملی ی اول پروژهمرحله .]48[ و ]47[در این کشور شروع شد  FGMسنجی تولید مطالعات امکان

 در ژاپن انجام شد. در این پروژه، سه گروه سااک 1987-89های ( طی سالFGM)فناوری گسترش 

ی ددید بود که با ی پیشنهادی، تولید یک مادهمواد، پردازش و ارزیابی مواد همکاری داشتند. نظریه

ها با مقاومک حرارتی بالا و تحمل گرادیان حرارتی مناسب و فلزات با مقاومک استفاده از سرامیک

لز از سرامیک به فای که تغییرات تدریجی ماده گونهمکانیکی بالا و ضریب هدایک حرارتی مناسب، به

ی شاتل فضایی و نیز شرایم مکانیکی و دوشکاری ی بیرونی دماغهانجام پریرد تا شرایم دمایی لایه

 ی درونی شاتل ارضا شود.لایه
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 ]48[ در ژاپن FGMی سااک های پروژه: سااتار گروه2-شکل الف

تا  1متر و ضيامک میلی 30 سازی قطعاتی به قطریابی به هدف پروژه که سااک و آمادهپس از دسک

ی کلوین و ااتلاف دمایی در حدود درده 2000متر که قادر به تحمل دماهایی در حدود میلی 10

های اود را در اولین سمپوزیوم دهانی ی کلوین بودند، دانشمندان ژاپنی، نتایج پژوهشدرده 1000

انجام شد که  1990-91 ملی ژاپن دری ی دوم پروژهدر ااتیار همگان قرار دادند. مرحله 1990در 

 ی فضایی ومتر برای استفاده در قسمک پایینی سفینهمیلی 300منجر به سااک ورق مربعی به ابعاد 

. دومین ]48[ ی سفینه شدمتر برای استفاده در نوي ميروطی دماغهمیلی 50کره به قطر یک نیم

و به ویژه تحلیل  FGبرگزار شد و پس از آن، مطالعات بر روی مواد  1992، در FGMسمپوزیوم دهانی 

 فراگیر شد. FGMهای سازه

 FGفرآیندهای تولید مواد  3-الف

-های تي  ی بوده و هنوز روش تولید نیمهی آزمایشگاهدر محدوده FGتاکنون فرآیندهای تولید مواد 

وه توان به دو گرهای تولید مودود را میطور کلی روشهی اقت ادی ارائه نشده اسک. بصنعتی با صرفه

 .]46[ عمده تقسیم کرد
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 ]FG ]46مواد  های گوناگون تولیدبندی روش: دسته3-شکل الف

گویند. این لایه، که به آن فرآیندهای سااتمانی میصورت لایهبه FGمواد  تولید : فرآیندهایگروه اول

ی اتوماسیون سااک مواد پیشرفته های شگرف انجام شده در زمینهپیشرفکای از نوع فرآیندها، نتیجه

یزی رشدن مواد با یک روش برنامهباشد. در فرآیندهای سااتمانی، تغییرات تدریجی توسم انباشتهمی

توان به هر شکل و یا را می FGمواد های های سااک در این گروه، مدلشود. با روششده انجام می

گونه محدودیتی در چگونگی تغییرات تدریجی همین دلیل هیچتغییرات دليواهی سازگار کرد. بههرگونه 

ا، هشود. با ودود نکات مثبک فراوان این روشپریری در طراحی میودود ندارد. این نکته مودب انعطاف

شکلات آن چند گیر و دشوار اسک که با افزایش دقک، مهزینه، وقکها، بسیار پربا آن FGمواد تولید 

 های این گروه نشان داده شده اسک.، روش3-شکل الف شوند. دربرابر می

ی انتقال برای ایجاد تغییرات تدریجی در یک دز مبتنی بر پدیده FGمواد  تولید : فرآیندهایگروه دوم
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رات لید تغییباشند. این نوع فرآیندها از دریان سیال، انتشار اتمی یا انتقال حرارت برای تواز مواد می

گیرند. دریان سیال و انتشار حالک دامد های مودود بهره میتدریجی در ریزسااتارهای محلی یا ترکیب

تیب باشد. به این ترها در سااک مواد آلیاژی میگوی تفکیک کریستالدر طول فرآیند دامدسازی، پاسخ

قال، های تولید فرآیند انتآیند. روشیدسک مهایی برای ایجاد تغییرات تدریجی بهای دیگر، روشبه گونه

 توان گفک که از لحاظ زمان وهای تولید فرآیندهای سااتمانی را ندارند، ولی میپریری روشانعطاف

 باشند.های گروه اول میتر از روشهزینه، بسیار مناسب
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Abstract 

In present study, dynamic analysis and free vibration of thin cylindrical shells are 

presented. The problem is considered to be axisymmetric and thickness of cylinder is 

constant. Cylindrical shell is made up of heterogeneous and isotropic material, with 

variable properties through the axial directin according to the exponential law, and obeys 

linear elastic constitutive equations. As a common assumption, Poisson’s ratio is 

supposed to be constant throughout the shell. Equations of motion are derived by using 

classical thin shell theory. The kinematic of problem is according to the linear strain-

displacement relation. The governing equations are derived by using Hamilton’s 

principle. In frequency analysis, boundary conditions are simply-support and clamp and 

in dynamic analysis, just simply-support boundary condition are investigated. The 

cylinder is under moving internal pressure with constant velocity. The governing 

equations form a coupled system of linear partial differential equations with variable 

coefficient. The expansion theoy of eigenmodes and modal analysis has been applied to 

obtain analytical solution. Also, the parametric finite element modeling of the problem is 

done by using ANSYS Parametric Design Language (APDL).the effects of variations of 

cylinder’s geometric, heterogeneity and loading parameters upon dynamic response, 

critical velocity, dynamic loading factor and natural frequencies of the shell are studied. 

The results are validated and compared with those in literature and those obtained from 

the finite elements method (FEM). 
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Thin-walled cylindrical shell, Moving load, Classical thin shell theory, vibration analysis, 

Expansion theory of eigenmodes, Functionally Graded Material with Axially varying 

propertis, Finite elements method 
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