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 تقدیم به 

مادر عزیز و مهربانمپدر و   

 

و پشتیبانی محکم و  های زندگی همواره یاوری دلسوز و فداکار  ی ها و دشوار که در سختی

.اند مطمئن برایم بوده  

 

.همسرم که نشانه لطف الهی در زندگی من است  

 

هستند. همراهان همیشگی و پشتوانه های زندگیم که انمخواهر  
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 تشکر و قدردانی

 

 برخود لازم می دانم از زحمات کیله اساتید بزرگوارم در این مقطع تحصیلی تشکر و قدردانی نمایم. 

در به ثمر نشاندن این که دلسوزانه   مسعود مهدی زاده رخیدکتر جناب  گرامی راهنمای از استاد

که بدون راهنماییهای ایشان چرا  ،ارمزبسیار سپاسگ از هیچ راهنمایی و کمکی دریغ ننمودند پایان نامه

  .نمود این پایان نامه بسیار مشکل میانجام 

که زحمت داوری  باقر نظری دکتر محمدو  دکتر محمد جعفریآقایان  همچنین از اساتید ممتحن

 کمال تشکر را دارم.     ،این پایان نامه را برعهده دارند
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 تعهد نامه

 طراحکی ککاربردی   - رشته  مکانیکک دانشجوی کارشناسی ارشد  محمدرضا غفورالهیاینجانب 

محاسبه ضرریب شردت ترنش     شاهرود نویسنده پایان نامهصنعتی  دانشگاه پردیس خوارزمیدانشکده 

برای یک ترک محیطی داخلی در یک استوانه توخالی جدار ضخیم دوار از جنس ماده تابعی در معرض 

 هدی زاده رخی متعهد می شوم:راهنمایی دکتر مسعود متحت  شوک حرارتی

 

 و از صحت و اصالت برخوردار  تحقیقات در این پایان نامه توسط اینجانب انجام شده است

 .است

 .در استفاده از نتایج پژوهش های محققان دیگر به مرجع مورد استفاده استناد شده است 

 فرد دیگری برای دریافت هیچ نوع  توسط خود یا تاکنون مطالب مندرج در این پایان نامه

 مدرک یا امتیازی در هیچ جا ارائه نشده است.

 شاهرود می باشد و مقالات مستخرج با نام  ی این اثر متعلق به دانشگاهکلیه حقوق معنو

به « Shahrood  University Of Technology »و یا « شاهرود صنعتی دانشگاه»

 .چاپ خواهد رسید

 ادی که در بدست آوردن نتایج اصلی پایان نامه تاثیرگذار بوده اند، در حقوق معنوی تمام افر

 مقالات مستخرج از پایان نامه رعایت می گردد.

  در کلیه مراحل انجام این پایان نامه، در مواردی که به حوزه اطلاعات شخصی افراد دسترسی

 انسانی رعایت شده است.یافته یا از آن استفاده شده، اصل رازداری، ضوابط و اصول اخلاق 

 

 تاریخ :

 امضاء دانشجو:

 

 

 

  

 

 مالکیت نتایج و حق نشر

ای، برنامه های رایانه  کتاب، ،کلیه حقوق معنوی این اثر و محصولات آن )مقالات مستخرج

 متعلق به دانشگاه شاهرود می باشد. (نرم افزارها و ...

 ذکر منبع مجاز نمی باشد.استفاده از اطلاعات و نتایج موجود در پایان نامه بدون 
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 چکیده

ه در سال های اخیر مواد تابعی به دلیل خواص مکانیکی و گرمرایی مطلروب و قابرل کنتررل بر     

از صرورت همزمران   ه افزون مورد توجه مهندسان و محققان قرار گرفتره انرد. ایرن مرواد بر      صورت روز

سرایش  مقاومرت در برابرر خروردگی و     ،مقاومت گرمایی ،بالای فلزات چقرمگی بالا، استحکام مکانیکی

در  مکانیکی –در این تحقیق رفتار مواد تابعی تحت شوک های حرارتی. مواد سرامیکی بهره می گیرند

معرادلات   زمرورد بررسری و تحلیرل قررار مری گیررد. بررای ایرن من رور ا          یک استوانه جدار ضرخیم  

معرالات برا اسرتفاده از رول المران      ابتدا ایرن  جفت شده استفاده می شود. ترموالاستیسیته کلاسیک

محدود توسعه یافته در قلمرو مکان گسسته سازی می گردد و سپس با استفاده از رول نیومرارک در  

توسط مدل هرای میکرومکرانیکی    ییه سازی مواد تابعبقلمرو زمان حل می شوند.در این پایان نامه ش

یزو پارامتریک تعمیم یافته که تغییرات خواص متداول برای مواد مرکب و با بهره گیری از المان های ا

کلری تررین شرکل انتگررال      همچنرین  .انجام می شود صورت پیوسته مدل سازی می کنند،ه ماده را ب

تحت بارهرای حرارتری و مکرانیکی در     محیطی متقارن محوری در یک استوانه برهمکنش برای ترک 

کلیه مراحرل  می شود.گرفته  نامیکی به کارمحاسبه ضرایب شدت تنش دیمواد تابعی استخراج و برای 

ویسی نررم  نخراج نتایج در محیط برنامه تحل مساله از المان بندی نمونه تا حل معادلات مربوطه و اس

صحت و دقت برنامه نوشته شده با اسرتفاده از حرل چنردین م رال     انجام شده است.  MATLABافزار 

 شده است.تایید لیلی و عددی موجود در مقالات دیگر عددی و مقایسه نتایج حاصل از آنها با نتایج تح

در شررایط  و تغییر فشار داخلری و خرارجی    سرعت زاویه ای، صخوا تغییر ترک، لطو یرتاث یتدر نها

گردیرده اسرت. همچنرین نمودارهرای تغییررات       بارگذاری حرارتی بر روی ضرایب شدت تنش بررسی

اسرت.   ضرایب شدت تنش نسبت به زمان در حالت بارگذاری دینرامیکی در اسرتوانه ترسریم گردیرده    

 می باشد.  Ti-6Al-4V/ZrO2ل ائه تابعی مورد استفاده در این مسجنس ماد

بعی؛ ترموالاستیسیته ؛ المان محدود توسعه یافته؛ مواد تاترک محیطی استوانه مدور؛ کلمات کلیدی:

 مکانیکی. -شوک گرمایی جفت شده؛
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 مقدمه  1. 1

ی تغییر تدریجی ترکیبات شریمیایی، توزیرع و    مواد تابعی از جمله موادی هستند که به واسطه

مختلرف از   گیری و یا اندازه فاز تقویت کننده در یک یا چند بُعد خواص متفراوتی را در منراطق   جهت

ل کاربرد این گونه مواد شرده  دهند. این تغییر تدریجی ساختار و خواص منجر به گستر خود بروز می

در ایرن مرواد    به خصوص در موادی که نیاز به خواص متفاوت در نواحی مختلف یک سازه باشد.است، 

ان آنهرا حالرت   هرا و گرادیر   به دلیل پیوستگی موجود در خواص مکانیکی، حرارتی و مغناطیسی، تنش

شود و همین تغییرات تدریجی خواص در ساختار  کنند که موجب استحکام ماده می ای پیدا می پیوسته

 .[5] شود های مختلف آن می مواد تابعی موجب استحکام بین لایه

مواد ترابعی برا توجره بره نروع خرواص و رفترار        ( ملاح ه می شود 5-5همانطور که در شکل ) 

ای داشته باشرند. ایرن خرواص شرامل خرواص حرارتری، خرواص         ربردهای گستردهتوانند کا مدن ر، می

دهری(، خرواص و رفتارهرای     های پلاسرتیک، شکسرت، پوشرش    مکانیکی )شامل الاستیک، تغییر شکل

ترمودینامیکی و خواص نوری و الکتریکی هستند. با توجه به کاربردهای مختلف ایرن مرواد در صرنایع    

  .[2] ی رفتار شکست این مواد از اهمیت و ضرورت بالایی برخوردار استهوایی، ن امی و دفاعی، بررس
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 [9] کاربرد مواد تابعی در صنایع مختلف 5-5 شکل

 

 توان به شرح زیر بیان نمود: برخی از مزایا و معایب ماده تابعی را می

 چقرمگی شکست بالا .5

 کاهش ضرایب شدت تنش در نوک ترک .2

 کاهش ضرایب تمرکز تنش .9

 ی پروفیل اختلاط به من ور عملکرد بهینه در شرایط حاکمطراحقابلیت  .4

 [9] داشتن خواص چندگانه مانند مقاومت به سایش و مقاومت به شکست بالا .1

از جمله کاربردهای مهم این مواد استفاده از آنها در ساخت مخازن تحت فشار است. مخازن 

آنها، انواع مختلف   بسته به نوع استفادهباشند که  یتحت فشار دارای کاربردهای مختلف مهندسی م
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گردد. از دیدگاه مکانیک شکست، جهت تعیین عمر و زمان  های مکانیکی به آنها اعمال می بارگذاری

های  باشد. رول ای این مخازن، تعیین ضرایب شدت تنش ضروری می و بازدیدهای نوبه  سرویس

مرزی( و تحلیلی )م ل توابع پتانسیل و های  مختلف عددی )م ل رول المان محدود و رول المان

ی این ضرایب وجود دارد که هر یک دارای مزایا و معایب خاص خود  رول تابع گرین( برای محاسبه

ها بسیار بیشتر از بارهای  ای بر روی سازه باشند. از طرفی اهمیت بارهای دینامیکی و ضربه می

باشند؛ یا احتمال وجود ترک در آنها زیاد  میهایی که دارای ترک  استاتیکی است به خصوص در سازه

  .[2] است

 مطالعات انجام شده  2. 1

های دارای ترک انجام شده است که به عنوان تاکنون تحقیقات زیادی بر روی رفتار استوانه

 ی محدود فرم بسته ضرایب تنش را برای استوانه 5مشی و واتانابهنمونه به چند مورد اشاره می شود. 

 تأثیر طول استوانه و همچنین آنها همچنین یک ترک محیطی بود به دست آوردند. همگن که دارای

توانستند جابجایی محوری  های استوانه فقط می موقعیت ترک بر این ضرایب را نیز بررسی کردند. لبه

داشته باشند و استوانه تحت توزیع دمای شعاعی قرار داشت. نتایج نشان داد که این ضرایب هنگامی 

  .[4] شوند که ترک در وسط استوانه قرار داشته باشد بیشینه می

یب شدت تنش را با استفاده از رول المان محدود سه بعدی برای ضرا 2راجو و نیومن

های دارای ترک نیمه بیضوی درون یا بیرون استوانه محاسبه نمودند. آنها با استفاده از اصل بر  استوانه

. آنها [1] و سه را مورد بررسی قرار دادند هم گذاری چهار نوع بارگذاری یکنواخت، خطی، درجه دو

های نیمه بیضوی درون استوانه تحت فشار داخلی را مورد بررسی قرار  ای دیگر ترک ههمچنین در مقال

  .[3] دادند

                                                 
1
‌Meshii.T. and K.Watanabe 

2
‌Raju.i. and j.newman 
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استوانه ساخته  سطحی داخلی زنی ضرایب شدت تنش را برای ترکبا بکار بردن رول تابع و 5سیفی

ایی در شده از مواد تابعی مورد بررسی قرار داد. خصوصیات مکانیکی ماده با استفاده از یک تابع نم

راستای شعاعی تعریف شده است. او اثرات اعمال فشار، کسر حجمی، اندازه ترک و ضخامت استوانه را 

بر روی ضرایب شدت تنش مورد بررسی قرار داد و به این نتیجه رسید که اثرات تغییر کسر حجمی بر 

  .[3] روی ضرایب شدت تنش بیشتر از سایر موارد است

اده از تابع وزنی ضرایب شدت تنش را برای ترک حلقوی داخلی با استف 2اشراقی و سلطانی

ی ساخته شده از مواد تابعی به دست آوردند. آنها همچنین اثرات ابعاد استوانه، عمق  درون استوانه

ترک و تغییر ماده را مورد بررسی قرار دادند. در تحقیق آنها هدف به دست آوردن تابع وزنی برای مواد 

  .[2] بودتابعی 

و همکاران ضرایب شدت تنش را برای یک استوانه دارای ترک نیمه بیضوی مورد  9پریدن

گشتاور پیچشی خالص قرار داشت و رول حل بر مبنای المان  در معرضبررسی قرار دادند. استوانه 

 . [3] محدود استوار بود. آنها تأثیر طول و عمق ترک در سطح خارجی استوانه را بررسی نمودند

ضرایب شدت تنش و بازشدگی دهانه ترک داخلی را با استفاده از  I مدو همکارانش  4یووارفولوم

های مرزی محاسبه  تابع وزن برای استوانه تحت بار یکنواخت متقارن محوری با بکارگیری رول المان

 . [52] نمودند

برای  با استفاده از کامپلیانس و حل مسئله مقدار مرزی ضرایب شدت تنش و جابجایی را 1چن

. همچنین او در [55] دو ترک با طول مختلف در استوانه محدود تحت تنش کششی به دست آورد

های داخلی و خارجی سراسری بود  ای ساخته شده از مواد تابعی که دارای ترک ای دیگر استوانه مقاله

                                                 
1
‌Seifi.R. 

2
‌Eshraghi‌and n.soltani 

3
‌‌Predan j. 

4
‌Varfolomeyev  i.m. 

5
‌Chen y. 
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نمایی پیروی را مورد بررسی قرار داد. استوانه تحت تنش طولی قرار داشت و خواص ماده از یک تابع 

 . [52] کرد. برای محاسبه ضرایب شدت تنش نیز از رول انرژی استفاده شده بود می

یک استوانه طویل همگن را که در انتهای آن بار برشی قررار داده شرده برود و دارای یرک      5لی

های مختلف ترک را به دست  ترک محیطی بود بررسی کرد و در نهایت ضرایب شدت تنش برای اندازه

 . [59] دآور

با استفاده از رول تابع وزن ضرایب شدت تنش ناشی از بارگرذاری حرارتری گرذار را در     2جونز

ای با ترک محیطی داخلی به دست آورد. در تحقیرق او انتگررال ترابع وزن بره صرورت عرددی        استوانه

  .[54] محاسبه شده است

هرای   ای را کره درون و بیررون آن دارای روکرش فلرزی از جرنس      و همکاران استوانه 9بیرینسی

شد و ضرایب شدت ترنش برا    متفاوت بود مورد بررسی قرار داد. بارگذاری محوری به استوانه اعمال می

  .[51] حل عددی معادله انتگرال منفرد به دست آمدند

ه یک ترک سرتاسری در درون آن ایجاد شده نهایت ک ای را با طول بی لوله 4نر و استراسمیرگرب

بود را با استفاده از رول المان محدود مورد بررسی قرار دادند. آنها لوله را تحت بار کششی قرار دادند 

  .[53] یک را محاسبه نمودند مدو ضریب شدت تنش 

فته ضررایب  با استفاده از رول انرژی و استفاده از رول المان محدود توسعه یا  1ن و جنیاتترا

ای مرکرزی مرورد    شدت تنش را برای استوانه دارای ترک محیطی و بار دیگر بررای یرک تررک دایرره    

 . [53] بررسی قرار دادند

                                                 
1
‌ Lee, D.S. 

2
‌Jones, I. 

3
‌Birinci, A. 

4
‌ Grebner,H.‌and U.strathmeier 

5
‌Tran,V.X. and S. Geniaut 
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های متفاوت را با استفاده از رول المان محدود تحرت   استوانه ترک دار با اندازه 5لوئیس و وانگ

را  Tترنش   ،دند و با استفاده از تابع وزنهای مختلف خطی، درجه دو و درجه سه تحلیل نمو بارگذاری

  .[52] محاسبه نمودند

بررای   با بکار بردن رول تابع وزنی حل بسرته ضررایب شردت ترنش حرارتری را      2قاجار و نبوی

در حالت بارگذاری حرارتی پایدار با استفاده از رول المان محدود  استوانه دارای ترک محیطی داخلی

از توابع وزنی جهت بررسی ترک با عمق هرای مختلرف در بررسری اسرتوانه     . در این مقاله ارائه نمودند

  .[53] های جدار نازک و جدار ضخیم استفاده می شود

یک را با استفاده از یک رول تحلیلی برای تیرهای باز  مدضرایب شدت تنش  9کورتینز و داتی

  .[22] بررسی کردند. این رول بر اساس مفهوم نوع گسترل انرژی استوار بود

و همکارانش با بکار بردن رول المان محدود توسعه یافته ضرایب شدت ترنش را بررای   4شارما 

ترک نیمه بیضوی محوری و حلقوی در یک لوله خمیده محاسبه نمودند. لولره تحرت فشرار داخلری و     

خمش قرار داشت و ترک در دو حالت سطح بیرونی و داخلی مورد بررسی قرار گرفتره برود. در مقالره    

سازی استفاده شد. در نهایت با اسرتفاده   آنها از رول تفکیک واحد برای محاسبه تقریب جابجایی غنی

  .[25] از انتگرال برهمکنش ضرایب شدت تنش را محاسبه نمودند

که دارای ترک بردن نرم افزار انسیس یک استوانه تو خالی را  کاره و همکاران با ب 1مانیکانتا

را مورد بررسی قرار دادند. آنها ضرایب بود  خارجی و در معرض پیچشبر روی سطح نیمه بیضوی 

  .[22] را با استفاده از انتگرال برهم کنش محاسبه نمودند ترکیبی مد شدت تنش

                                                 
1
‌Lewis,t.‌and X.Wang 

2
‌Ghajar,r. and S.Nabavi 

3
‌Cortinez,V.H.‌and F.E Dotti 

4
‌Sharma,k. 

5
‌Manikanta,H.O. 
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ای ضخیم  ضرایب شدت تنش را برای یک ترک نیمه بیضوی داخل استوانه 5مولیک و ساهو

 . [29] رای به دست آوردن این ضرایب استفاده کردندمورد بررسی قرار دادند. آنها از رول تابع وزنی ب

ی  با بکار بردن تابع وزن در استوانهرا  حل بسته ضرایب شدت تنش حرارتی نبوی و کامیاب

 . [24] جدار ضخیم حاوی ترک محیطی تعیین کردند

اول ترک محیطی نیم بیضوی در سطح  مدو همکاران به بررسی ضریب شدت تنش قاجار 

از میدان تنش و  استفادهپرداختند. در این تحقیق با  92خارجی استوانه با نسبت شعاع به ضخامت 

و نتایج حاصل  برای ضریب شدت تنش به دست آوردند یاستوانه ترک دار روابط صریح در توابع وزن

ه و نقاط سطحی ترک با افزایش نسبت حاکی بر آن بود که ضریب شدت تنش بی بعد عمیق ترین نقط

 . [21] یابند بار به ترتیب کاهش و افزایش می

ای از مواد تابعی  شریعتی و همکاران ضرایب شدت تنش را برای یک ترک دایروی درون استوانه

دینامیکی مورد بررسی قرار دادند. در این مقاله با بکار بردن فرم ضعیف و  -در بارگذاری استاتیکی

ها برحسب توابع  سازی شد و با جایگذاری جابجایی حرکت گسسته عادلاتم گلرکینوزنی تقریب 

 . تغییر خواصشد حل سازی برای نوک ترک معادلات استخراج و در قلمرو زمان به رول نیومارک غنی

 . [23] دهد ماده تابعی در جهت محور شعاعی رخ می

های جدار ضخیم تحت  سطحی واقع بر سطح بیرونی استوانه هایشاهانی و همکاران رشد ترک

مورد بررسی قرار را )گشتاور خمشی و پیچشی(  مرکباعمال گشتاور خمشی و همچنین بارگذاری 

توسط سپس قطعات  ایجاد گردیده است.هایی  های اولیه با استفاده از وایرکات روی استوانه دادند. ترک

با محاسبه  گرفت و بارگذاری مرکب قرار بارگذاری خمشیتحت  دستگاه تست خستگی مرکب یک 

ضرایب شدت تنش با استفاده از اندازه گیری ابعاد ترک که بصورت نیم بیضوی  تنش در محل ترک،

  .[23] دست آمده از المان محدود مقایسه شده استبرشد کرده است محاسبه و با نتایج 

                                                 
1
‌Moulick,S.K. and Y.K.Sahu 
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جدار   طحی واقع بر سطح بیرونی استوانههای نیم بیضوی س شاهانی و حبیبی به بررسی ترک

 اجزامدلسازی سه بعدی ضخیم تحت اعمال گشتاور خمشی پرداختند. در این تحلیل با استفاده از 

ها  رویه المان محدود به من ور استفاده از چگالی تنش بالا در نقاط جبهه ترک و جلوگیری از ازدیاد بی

و   در نقاط عادی یا گره 22دلسازی از المان ایزوپارامتریک از تکنیک زیر مدل استفاده نمودند. برای م

 . [22] از شکل منفرد این المان در جبهه ترک استفاده شده است

ای ساخته شده از مواد هدفمند تحت بارهای  طهرانی و طالبیان به تحلیل مخازن استوانه

توزیع خواص مکانیکی مواد در پرداختند. در این بررسی بصورت متقارن محوری  مکانیکی و حرارتی 

با بکارگیری معادلات موضعی  .راستای ضخامت پیوسته و به صورت تابع وزنی در ن ر گرفته شده است

دستگاه معادلات دیفرانسیل کوپل با مشتقات جزئی و ضرایب متغیر به در مختصات استوانه ای،  تعادل

 . [23] ه استکه برای حل آن از رول اجزاء محدود استفاده شد آمددست 

 خلاصه ای از مباحث ارائه شده در این پایان نامه  5. 1

مقالات مرتبط با شکست دینامیکی مواد تابعی تاکنون مطالعات اندکی در خصوص  در بررسی

با استفاده از معادلات کوپل ترموالاستیک کلاسیک  حلقوی  شوک های حرارتی به ترک های محیطی

بنابراین با توجه به پرکاربرد بودن ماهیت هندسی  در استوانه ها  انجام پذیرفته است. به طور عددی

 این سازه ها در صنایع مختلف موضوع پایان نامه حاضر به بررسی این پدیده اختصاص یافته است.

اهمیت و کاربرد آنها به طور مختصر معرفی و نحوه مدل سازی آنها در  در فصل دوم مواد تابعی،

 ارائه می شود. استفاده از مدل های میکرومکانیکیتحقیق با  این

ترک  ن محدود توسعه یافته در مسائلدر فصل سوم به معرفی و نحوه بکارگیری رول الما 

 ترموالاستیک اختصاص یافته است.
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با استفاده از رول المان محدود در فصل چهارم معادلات ترموالاستیسیته کلاسیک جفت شده 

در قلمرو مکان گسسته سازی شده و به شکل ماتریسی مونتاژ می شوند. نحوه حل  توسعه یافته

 معادلات ماتریسی استخراج شده نیز با استفاده از رول نیومارک مورد بررسی قرار می گیرد.

فصل پنجم یک فرمول بندی کلی برای انتگرال برهمکنش در مواد تابعی تحت بارهای  در

استخراج می شود و شیوه بدست آوردن ضرایب شدت  استوانه ای در مختصات گرمایی و مکانیکی

 تنش دینامیکی با استفاده از انتگرال برهمکنش مورد بحث قرار می گیرد.

سه م ال حل می شود در این فصل  به حل م ال های عددی اختصاص یافته است. فصل ششم

ه و برنامه نوشته شده در این که هدف از حل آنها بررسی صحت و دقت نتایج حاصل از رول ارائه شد

تاثیر طول ترک و اثر چرخش بر روی  در ادامه نیز تاثیر پروفیل تغییر خواص ماده تابعی، تحقیق است.

 .می گیردمورد بحث و بررسی قرار  ZrO2/Ti-6Al-4Vاستوانه ساخته شده از جنس ماده تابعی

 .امه ارائه شده استصل هفتم این پایان ننتیجه گیری و پیشنهادات نیز در غالب ف
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 تاریخچه  1. 2

در منقطه سندایی ژاپن در آزمایشگاه هروا فضرای    5324در سال  تابعینخستین نمونه از مواد 

باشرد کره از مخلروط     هرا مری   ای از فلزات و سررامیک  نینو تولید شد. نوع رایج این مواد ترکیب پیوسته

آیند. نسبت این ترکیب در جهت ضخامت جسرم متغیرر بروده و چگرالی      نمودن پودر آنها به دست می

توانرد   ی تا سطح سرامیکی توسط یک تابع معین که میذرات فلز معلق در بستر سرامیک از سطح فلز

 -متشکل از فلرز   FGتصویر شماتیک یک ماده خطی، غیر خطی یا نمایی باشد کاهش یا افزایش یابد. 

بررداری شرده توسرط     ( تصراویر عکرس  2-2گرردد. در شرکل )   ( مشراهده مری  5-2)  سرامیک در شکل

 شود. مشاهده می (Al/Sic)آلومینیوم  -از قبیل الماس  FGMمیکروسکوپ نوری از مقطع یک 

 
 [92] فلز-تصویر شماتیک ریز ساختاری یک ماده درجه بندی شده تابعی متشکل از سرامیک 5-2شکل 

 

 
 AL/SIC [95]عکس برداری از مقطع یک یک ماده تابعی ساخته شده از  2-2شکل 
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مقاومت بسیار بالای آنها در بندی شده تابعی  همان گونه که اشاره شد امتیاز اصلی مواد درجه

ای که مؤلفه سرامیکی ماده  باشد به گونه های با درجه حرارت بالا )تغییرات دمایی بالا( می برابر محیط

از سوی دیگر  شود. به دلیل ضریب هدایت حرارتی پایین باعث مقاومت در برابر دماهای بسیار بالا می

شود.  های حرارتی ایجاد شده می ماده در اثر تنشمؤلفه فلزی باعث جلوگیری از رشد ترک و شکست 

بندی شده تابعی نسبت به انواع مواد  همچنین پیوستگی تغییرات زیرساختاری باعث امتیاز ماده درجه

هایی از آنها را      ساخته شده به دست بشر که نمونه ای گردیده است. همانند دیگر مواد مرکب لایه

 هایی در طبیعت دارند. نیز نمونه ابعی مواد ت، یافتدر طبیعت  می توان

تغییر پیوسته ماده در سطح این  که باشد ( برل عرضی از پوسته یک صدف می9-2شکل ) 

 پوسته کاملاً در شکل ظاهری آن مشخص است. به تنوع ماده در رابطه با شکل ظاهری توجه فرمایید.

 

 [92] تغییر خواص در برل عرضی پوسته یک صدف 9-2شکل 

 تابعیموارد کاربرد مواد   2. 2

ای )مرواد تشرکیل    رأکتورهای هسته استفاده در می توان بهاز جمله کاربردهای اصلی این مواد 

استفاده در مهندسری   ،ها( استفاده در صنایع شیمیایی )غشاءها و کاتالیت ،دهنده دیوار داخلی رأکتور(

های نوین مانند موتورهرای   فناوری مصنوعی(،های  ها یا اندام ستخوانپزشکی )کاشت دندان مصنوعی، ا

. همچنین ایرن مرواد در سراخت صرفحات و     برابر خوردگی و حرارت اشاره کرد سرامیکی و پوشش در
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هرم  تابعیها کاربرد زیادی دارند. در مواد  ها و دیگر اجزاء ماشین های مخازن ر رأکتورها، توربین  پوسته

د. زیرا همان گونه که گفته شرد ترکیرب عناصرر پیوسرته و     ها وجود دار گسستگی در محل اتصال لایه

هرای   آنها در سراخت پوشرش  استفاده از  بندی شده تابعی ایای مواد درجهباشد. از دیگر مز تدریجی می

 .می باشد حرارتی

 

 [9] پیستون موتورهای احتراق داخلی با پوشش تابعی و بدون پوشش تابعی 4-2شکل 

باشد و ماده فلزی  بالایی را به خاطر رسانایی گرمایی کم دارا میماده سرامیک مقاومت دمایی 

دو  .آورد خواری از شکست یا ترک به علت تنش حرارتی ممانعت به عمل می به دلیل خاصیت چکش

به طور پیوسته یا کسر حجمی  جزء ماده  رول برای مدل سازی ماده تابعی وجود دارد. در رول اول 

 در رول دومکند.  الف( نشان داده شده است تغییر می 1-2که در شکل ) از یکی به دیگری همان طور

هر ب( تغییر کند.  1-2شکل )مطابق  توانند به صورت غیر پیوسته و مرحله به مرحله  اجزاء مواد می

 شود. در ن ر گرفته میماده تابعی ن ر ساختاری  دو حالت از

 

 (ب)                                       (الف)

ماده درجه بندی شده تابعی با تغییر خواص -ب، ماده درجه بندی شده تابعی با تغییر خواص تدریجی-الف 1-2شکل 

 [5] پله ای
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 5شامل رسروب سرازی برا بخرار شریمیایی     های مختلفی برای ساخت مواد تابعی   تاکنون تکنیک

(CVD) رسوب با بخار فیزیکی ،(PVD)،    متالوژی پودر، پاشش پلاسما، آبکاری به کمک بررق و سرنتز

  .[9] احتراق به کار گرفته شده است

مهمترین مختصه مواد تابعی تغییر پیوسته خصوصریات فیزیکری اسرت. تغییرر تردریجی کسرر       

حجمی مواد تشکیل دهنده یک ماده تابعی، به تغییر یکنواخت و پیوسته خواص ماده از یک سطح بره  

روند، تمرکز تنش کاهش یافته و  شود. بنابراین مشکلات فصل مشترک از بین می منجر می سطح دیگر

  .[2] شود تری نتیجه می توزیع تنش یکنواخت

دهرد.   شود که تغییرر خرواص مراده در جهرت شرعاع اسرتوانه رخ مری        در این تحقیق فرض می

یس و ماده افزوده شده به آن. ؛ ماترشود که ماده تابعی از دو جزء تشکیل شده باشد همچنین فرض می

 کند. از تابع نمایی زیر پیروی می (Vi)در این تحقیق کسر حجمی ماده افزوده شده به ماتریس 

(2-5) 

n

i
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WRrR  

 nشعاع داخلی استوانه و نمای  Rاست،  rضخامت استوانه در امتداد محور شعاعی  Wکه

 پارامتر تعیین کننده پروفیل تغییر خواص ماده است. کسر حجمی ماتریس نیز عبارت است از:

(2-2) )(1)( rVrV im  

 مراده افرزوده شرده بررای مسرائل مرورد مطالعره       و  سیمراتر  نامره  لازم به ذکر است که در ایرن پایران  

ZrO2/Ti-6Al-4V .هررای تغییرررات کسررر حجمرری مرراده افررزوده   منحنرری( 3-2)شررکل خواهررد بررود

بررای مراده    افرزار متلرب   دهرد کره برا اسرتفاده از نررم      را نشران مری   nبرای مقادیر مختلف  (Vi)شده 

 رسم گردیده است.تابعی شیشه/اپوکسی 

                                                 
1
‌Chemical Vapor Deposition 
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 [2] نمودار تغییرات کسر حجمی ماده افزوده شده به ماتریس برای نماهای مختلف 3-2شکل 

توان  با در اختیار داشتن کسر حجمی مواد تشکیل دهنده یک ماده تابعی در هر نقطه از آن می

های میکرومکانیکی مواد مرکب برای  خواص ماده را در آن نقطه محاسبه نمود. در این تحقیق از مدل

و  ها مدول صلبیت برشی  شود. بر طبق این مدل خواص مواد تابعی استفاده میبرخی  محاسبه 

 :[5]توان از روابط زیر محاسبه نمود  را می Kمدول حجمی 

(2-9) 
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به ترتیب مشخص کننده مدول صلبیت برشی ماده افزوده شده و ماتریس mو iدر این روابط

 آیند: های زیر به دست می هستند و از رابطه

(2-1) 
)1(2 i

i
i

v

E


 
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(2-3)  
)1(2 m

m
m

v

E


 

 mvنسبت پواسون ماده افزوده شده و  ivمدول یانگ ماتریس،  Emمدول یانگ ماده افزوده شده  Eiکه 

مدول حجمی mKمدول حجمی ماده افزوده شده و iK باشند و همچنین نسبت پواسون ماتریس می

 گردند: های زیر محاسبه می ( خواهند بود. که از رابطه4-2( و )9-2ماتریس در معادلات )

(2-3) 

)21(3 i

i

i
v

E
K


 

(2-2) 
)21(3 m

m
m

v

E
K


 

نیز در هر یک از نقاط ماده به صورت زیر محاسبه  νو نسبت پواسون  Eدر نهایت مدول یانگ 

 گردند: می

(2-3   ) )3/(9 KKE   

(2-52) ))3(2/()23( KKv   

با  نیز kوضریب هدایت گرمایی  ، ضریب انبساط گرمایی tc، ظرفیت گرمایی ویژه  و چگالی

 .[92] استفاده از قانون اختلاط بصورت زیر محاسبه می شوند

(2-55) mmii VV   

(2-52) 
tmmtiit cVcVc  

(2-59) 
mmii VV   

(2-54) 
mmii kVkVk  

 

و  (2-2)، نسبت پواسون در شکل (3-2) انگ در شکلنوان نمونه نمودار تغییرات مدول یبه ع

ای که درون آن را اپوکسی و  برای ماده تابعی اپوکسی / شیشه برای استوانه( 3-2)چگالی در شکل 

های مختلف در راستای ضخامت ماده آورده شده است  nدهد به ازای  خارج آن را شیشه تشکیل می

 رسم گردیده است.  MATLABافزار این نمودارها در نرم که تمام
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 [2] های مختلف n یماده نمونه اپوکسی/شیشه به ازا نمودار تغییرات مدول الاستیسیته برای 3-2شکل 

 

[2] های مختلف n یشیشه به ازا/نمودار تغییرات نسبت پواسون برای ماده نمونه اپوکسی 2-2شکل 



‌
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 مقدمه  1. 5

رول اجزاء محدود روشی برای تحلیل سازه ها، حرکت سیالات، انتقرال حررارت، مسرائل مروج     

مذکور این است که هر متغیر میدانی پیوسته م ل سرعت، مفهوم اساسی رول  وآکوستیک و. . . است.

مجموعه ای از متغیرهرای میردانی پیوسرته قطعره      ازما می تواند با یک مدل مجزا که تنش، فشار یا د

  این متغیرها روی تعداد محدودی از زیرر مجموعره هرا تعریرف      قطعه تشکیل شده، تقریب زده شده و

 -مورد ن ر به اشکال گسسته که المان نامیده می شوند تقسیم در رول اجزاء محدود سازه می شوند.

      بندی می شود. انواع المان ها شامل یرک بعردی خطری، دو بعردی صرفحه ای و سره بعردی حجمری         

 می باشند که بسته به ابعاد ونوع مسئله مورد ن ر استفاده می گردند. 

 روش المان محدود  2. 5

معادلات دیفرانسیل حاکم بر محیط های پیوسرته اسرت.   رول اجزا محدود، جهت حل تقریبی 

    رول اجزا محدود در ابتدا به عنوان یرک رول تحلیرل ترنش مطررح گردیرد و اکنرون نیرز بره طرور         

رود. علاوه بر این در بسیاری از کاربردهای مهندسری از قبیرل    گسترده ای برای این من ور به کار می

سیالات و میردان هرای الکتریکری و مغناطیسری، ایرن رول      هدایت حرارت، تراول مایعات، دینامیک 

توان گفت ریاضیدانان اکنون این رول را به عنوان یک مبحرث مفیرد و   جایگاه خود را یافته است. می

 قابل مطالعه قبول دارند.

 باشد:بعضی فواید رول اجزای محدود به شرح زیر می

 دن سازه ها با هندسه دلخواهقدرت رول اجزای محدود در انواع اندازه ها و مدل کر .5

 برخورد با بارگذاری دلخواه از جمله بارگذاری حرارتی توانمندی در .2

 سازه اجزای محدود شبیه به سازه واقعی است و پدیده مجزا و غیر قابل تصور نیست.  .9
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رول های تقریبی مانند رول تفاضل محدود، تمام این ویژگی ها را ندارد و یا دارای ویژگیهای 

 ری هستند. محدودت

 المانهای ایزوپارامتریک  5. 5

را  (x,y)های ایزوپارامتریک مربعی یک المان چهار وجهی در دستگاه مختصات سراسری  المان

),(در دستگاه محلی 2×2به یک مربع   ای تعریف  سیستم مختصات باید به گونه کنند. نگاشت می

),(با نام )5-9 (ایجاد کند. این سیستم که در شکلشود که غیر مستطیلی بودن چهار ضلعی را   

 مشخص  شده یک سیستم مختصات طبیعی است. 

 ر از شکل و هاست. صرفن ای میانگین گوشه نقطهمبداء این سیستم در  (x,y)در مختصات 

ی اضلاع همیشه در مختصات طبیع (x,y)گیری آن در مختصات کلی  اندازه ظاهری المان یا جهت

گیری  متعامد نیستند و جهت و شوند. به طور کلی محورهای تعریف می 1و 1المان با

 ندارند. (x,y)خاصی نسبت به محورهای 

 

 

 

 ]2] ایزوپارامتریکمختصات سراسری و محلی در المان چهار وجهی  5-9شکل 

 

 :[2] شود یک نقطه درون المان اولیه به صورت زیر تعریف می yو  xمختصات 
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(9-52)  

(9-55)  

همان توابع شکل المان محدود  Ni های المان هستند و مختصات گره xi و yi که در اینجا

 [ :99گردند ] های ایزوپارامتریک از روابط زیر حاصل می هستند که برای المان

(9-52) )1)(1(
4

1
),( iiiN   

های مدرج که توسط کیم و  توان از المان بندی یک صفحه از جنس ماده تابعی می جهت المان

ها از توابع شکل یکسان برای درونیابی  . در این المان[94] استفاده نمود ،پیشنهاد شده است 5پائولینو

بندی  بندی، فرمول شود. بنابراین این نوع فرمول می ها، هندسه و پارامترهای ماده استفاده جابجایی

 المانی ایزوپارامتریک تعمیم یافته نامیده شده است.

محدود توسعه یافته، تمامی خواص برای کلیه   برای تعبیه خواص ماده تابعی در مدل المان

ز برای هر نقطه شوند. سپس خواص مورد نیا محاسبه می قانون اختلاطها با استفاده از  های المان گره

مربوطه با استفاده از توابع شکل   های المان توان از روی خواص گره را می  گوسی در یک المان

و  v، نسبت پواسونEیابی کرد. بنابراین خواص ماده از قبیل مدول الاستیک  ایزوپارامتریک میان

و به کمک خواص  و توان بر حسب مختصات  را می  در یک المانبرای هر نقطه گوسی  چگالی

 [ :94]با استفاده از روابط زیر محاسبه و در معادلات مربوطه جایگزین کرد   های آن المان گره

(9-59)  

(9-54)  

(9-51)  

 گردد. بندی مواد تابعی استفاده می های ایزوپارامتریک تعمیم یافته برای المان در این تحقیق از المان

                                                 
1
‌Kim,J,H. and G.Paulino 
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 المان محدود توسعه یافته  4. 5

ها استفاده از رول المان محدود توسعه یافته است این رول که  یکی از رول های تحلیل ترک

سازی  های موجود در مدل و همکارانش پیشنهاد شد برای برطرف کردن کاستی 5توسط بلیچکو

نام رول المان محدود توسعه ‌.]91] های دلخواه در رول المان محدود است گسترل ناپیوستگی

[. مبنای رول المان محدود 93] شدمطرح  5333بار توسط دانشگاه نورث وسترن در سال  یافته اولین

ها گسترل یافته  هایی مانند ترک پیوستگینا رول المان محدود است که برایتوسعه یافته همان 

گیرد. گسترل این رول حاصل تحقیقات گسترده بلیچکو و  های موضعی بهره می سازی است و از غنی

 [.93]های بدون المان است  همکاران در رول

در مدل  ناپیوستگی ترک است.از جمله رول های نوین مدل سازی  یافته توسعه المان محدود 

صورت کرنش پخش شده در ه در رویکرد اول ترک ب سازی گسترل ترک دو نوع رویکرد متداول است.

روابط رفتار غیر کشسانی برای این اجزائ به ظاهر پیوسته به گونه ای تعریف  کل المان مدل می شود.

تد رول ترک پخش شده نامگذاری این م که رفتار آنها وجود ناپیوستگی را مدل می کند. می شود

تحت تاثیر ترک موجبات  یکارگیری توابع شکل خاص در داخل اجزاه در رویکرد دوم با ب شده است.

از توابع شکل موسوم به توابع غنی سازی برای  ددر این رویکر مدلسازی ناپیوستگی مهیا می شود.

درجات آزادی مجازی نیز که بیان  ود.مدل سازی ناپیوستگی علاوه بر توابع شکل عادی استفاده می ش

  .[92] کننده هندسه ناپیوستگی اند برای گره های تحت تاثیر ناپیوستگی در ن ر گرفته می شود

 های محدود غنی شده تفکیک واحد المان  1. 4. 5

ا یشده های محدود غنی  مبنای رول المان محدود توسعه یافته مفهوم تفکیک واحد برای المان

 به صورت زیر است:از یک مجموعه تفکیک واحد در یک قلمرو  .[5]ان استهای بدون الم تقریب

                                                 
1
‌Belytschko,T. 
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(9-53) 


 xxi

i

1)( 

محدود توسعه   استفاده شده در رول المان 5خاصیت تفکیک واحد بردار موقعیت است. xدر این رابطه 

، بازیابی x)(توان توسط حاصل ضرب توابع تفکیک واحد با را می x)(یافته این است که هر تابع 

 توان نوشت: یعنی می .کرد

(9-53)      xxx
i

i  


 

تواند به  سازی می شود تابع غنی اصلاح می bi بندی با معرفی پارامترهای به علاوه هنگامی که جمع

 :کمک تقریب زیر با این پارامترها تن یم شود

(9-52) i

i

ii

i

i bxxaxNxu )()()()( 


 

هررا نیررز توابررع شررکل اسررتاندارد  Ni ای اسررتاندارد هسررتند هررا درجررات آزادی گررره aiدر ایررن رابطرره 

ایزوپارامتریررک برره صررورت زیررر کرره برررای یررک فرمررول بنرردی المررانی رول المرران محرردود هسررتند 

 تعریف می شوند:

(9-53) )1)(1(
4

1
),(

iii
N   

( تقریرب المرران محردود اسررتاندارد اسرت در حررالی    52-9اولرین عبرارت در سررمت راسرت معادلرره )    

پارامترهرای مجهرول هسرتند کره      biای  . مقرادیر گرره  شرود  نامیرده مری   2که بخش دوم اغلرب انسراتز  

غالبراً   x)(کننرد بره نحروی کره بتوانرد حرل را بره خروبی تقریرب بزنرد.           سازی را تن ریم مری   غنی

لازم نیسررت  انسرراتز هررای دقیقرری نیسررتند؛ بنررابراین هررای مجررانبی اسررت کرره حررل مبتنرری بررر حررل

 .موضعی برای مسئله مورد ن ر باشددقیقاً حل 

فقط بر روی یک زیر ناحیه  xi)(ای این است که هنگامی که توابع سازه  این تقریبمزیت دیگر 

کوچک از مسئله غیر صفر هستند معادلات گسسته شده برای سیستم صفر خواهند شد. در مقابل 

که  دهد صفری را نتیجه می معادلات گسسته غیر ،سازی به تقریب یک تابع غنیاضافه کردن مستقیم 

                                                 
1 Partition of Unity 

2 Ansatz 
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 x)(تابع  ui = 0و  bi = 1تر هستند. با خاصیت تفکیک واحد هنگامی که  پرهزینهاز ن ر محاسباتی 

شکل برای تقریب  شود. همان طور که در بالا نشان داده شد توابع ( بازیابی می52-9دقیقاً با تقریب )

سازی لازم نیست توابع یکسانی باشند، اما به طور کلی توابع یکسانی مورد استفاده  استاندارد و غنی

 گردد. . در اینجا نیز از این قاعده استفاده میxi)(=  xNi)(گیرند؛ یعنی به طور کلی  قرار می

 محدود توسعه یافته المانروش بررسی فرایند غنی سازی در   2. 4. 5

 در حالت دو .به هر گره از المان تابع شکل نسبت داده می شود در المان محدود استاندارد

تابع شکل هر نقطه داخل المان در  که ترکیب خطی حاصل ضرب درجه آزادی دارد 2بعدی هر گره 

در المان محدود  مشخص کنند.تغییر مکان های گره ای می توانند تغییر مکان نقاط داخل المان را 

و تنها درجات آزادی ] 93[ توسعه یافته از همان توابع شکل المان محدود استاندارد استفاده می شود

)غنی سازی( که این کار بر اساس مفهوم ن ریه تفکیک  اطراف ترک افزایش پیدا می کندگره های 

در مورد آنها بحث می شود، درجات اعمال توابع خاصی که د یعنی با انجام می شو ]42 [پیوستگی

آزادی که به واسطه ناپیوستگی در محل ترک درون المان بوجود می آید به نقاط گره ای اطراف آن 

نوع تابع مناسب جهت افزایش درجات آزادی گره ها )غنی  برای تعیین المان اختصاص پیدا می کند.

سازی(، محل برخورد ترک با اضلاع المانها مشخص می شود اگر ترک در دو ناحیه اضلاع یک المان را 

ببرد از تابع پله واحد جهت غنی سازی گره های اطراف آن المان استفاده خواهد شد و اگر ترک تنها 

یا به عبارت دیگر نوک ترک  کند و نقطه برخورد دیگری نداشته باشدیکی از اضلاع المان را قطع 

برای گره های اطراف آن از المان غنی سازی به رول تابع تکینه انجام خواهد  داخل المان باشد

البته چون هر گره بین چند المان مشترک است در مجموعه المانی اطراف آن گره انواع  .گردید

ه دونقطه برخورد و احتمالا یک نقطه برخورد ب ،ان اعم از بدون برخوردترک و الم موقعیت نسبی بین

 .[45]‌گرددکه برای غنی سازی گره مورد ن ر از توابع مرتبه بالا استفاده می  وجود می آید
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بره صرورت زیرر     H مقرداری  برای غنری سرازی از طریرق ترابع پلره ای واحرد از یرک ترابع دو        

 .]93 [استفاده می شود

(9-53) 
0

0

,0

,1
)(










y

y
zH 

بیانگر تابع شکل پرل بمن ور ایجاد ناپیوستگی در میدان جابجایی در  Nh ( که2-9)در شکل 

نحروه عملکررد توابرع غنری سرازی      نیز بیانگر گره های المانی مری باشرند،    2و  5داخل المان بوده و 

یط دوگانه ایجاد پرل شده است. مشاهده می شود که شرامحیط یک بعدی نشان داده  در پیشنهادی

 .[92]‌رول احراز می شود در محل ناپیوستگی و عدم تاثیر در مرزها توسط این

 

 

 [12] 2و  5 رفتار توابع پرل در محیط تک بعدی برای گره های 2-9شکل 

 

ای  ها را به صورت محلی روی امتداد ترک قرار داده بره گونره   xبرای استفاده از تابع فوق محور 

و  +5برابرر  Hها دارای  xکه جهت م لث آن به سمت نوک ترک باشد در این شرایط نقاط بالای محور 

های اطراف نوک ترک از طریق تابع تکینه  سازی در گره غنی .[42]‌شود می -5 بردر غیر این صورت برا

 .[49] های اطراف نوک ترک پیدا کند تطبیق را با شرایط واقعی جابجایی شود تا بهترین انجام می

نمایرد  راف ترک مری جاد حالت تکینه در نقاط اطعبارتی که ای
2

sin


r  باشرد کره   مری өو‌ r 

مختصات قطبی نقاط اطراف نوک ترک در دستگاه مختصات قطبی واقع در نوک ترک است البته برای 

شود که این عبرارات   سازی اضافه می افزایش دقت جوابها عبارات دیگری نیز به عبارت مربوط به تکینه
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ش در ت تنهای نقاط اطراف نوک ترک بر حسب موقعیت آن نقاط و ضرایب شد از رابطه بین جابجایی

 .آیند به دست مینوک ترک 

هرای اطرراف نروک تررک      سازی گره ای به صورت زیر برای غنی  ر نهایت تابع چهار جملهکه د 

‌:[44]گیرد  قرار میمورد استفاده 

(9-22) 

 

 

 

 

 

 

 [49] پارامترهای مربوط به غنی سازی گره های اطراف ترک و اطراف نوک ترک 9-9شکل 

معرررف موقعیررت گررره در مختصررات قطبرری نسرربت برره مختصررات   θو r (، 22-9)در رابطرره 

  .[41] محلی نوک ترک است

هرای تررک خرورده و المران تررک نیرز مشراهده         المران بنردی المرانی    تقسریم ‌(9-9) در شکل

بنردی تعردادی المران م ل ری جدیرد در دو سرمت تررک ایجراد          شود که به واسرطه ایرن تقسریم    می

گیرررد.  گررردد کره برررای برره دسرت آوردن مرراتریس سرفتی کررل المرران مرورد اسررتفاده قررار مرری      مری 

غنرری  H=-1ک بررا و دو گررره پررایین تررر ‌H=+1دو گررره بررالای ترررک بررا    (9-9) مطررابق شررکل 

و مختصررات از المررانی کرره نرروک ترررک درون آن واقررع اسررت توسررط تررابع    iشرروند و گررره  مرری

),( iir هررای  شررود و گررره غنرری مرریj   وk   برره ترتیررب بررا),( iir  و),( kkr  شرران  درجررات آزادی

 .[49] کند افزایش پیدا می

  









2
cossin,

2
sinsin,

2
cos,

2
sin41








 rrrr
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 مدلسازی ترک ها در روش المان محدود توسعه یافته  5. 4. 5

 در ن رر بگیریرد.  ( 1-9( و )4-9) یک مدل المان محدود از یک جسم ترک دار را مطابق شکل

همچنین مجموعه گره های المران هرای    شوند. مشخص می  Na تمام گره های شبکه المان محدود با

،کره تعردا آنهرا را کراربر      Nc برا  نامیده می شروند اطراف نوک ترک که گره های غنی شده نوک ترک 

و مجموعه گره های المان هایی که توسط ترک بریده شده اند و یا بره عبرارتی دارای    انتخاب می کند

لازم بره ذکرر    مشخص می گردد. Nhبا  و گره های غنی شده گام نامیده می شوند ناپیوستگی هستند

اما برا اسرتفاده از چنردین     یک المان هم کفایت می کنداست که اگر چه تعداد المان های نوک ترک 

 .[5] دست آورده المان می توان مقداری بهبودی در دقت ب

 

 [44] و توابع نوک ترک Hنواحی مختلف مربوط به غنی سازی با تابع  4-9شکل 

 

 
 H [44]نواحی مختلف مربوط به غنی سازی با تابع  1-9شکل 
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سازی  میدان جابجایی در رول المان محدود توسعه یافته برای یک المان که به طور کامل غنی

 :[5]توان به صورت زیر بیان کرد  شده است را می

(9-25) 

)(),(),,( tayxNtyxu nn

Nn A



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  )()()(),( tbZHZHyxN nnn

Nn H

 
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بردارهای مجهولات گرهی خواهند بود که توابعی از زمان هستند  cnm(t)و  bn(t) و an(t)در این رابطه 

 شوند: و به صورت زیر تعریف می

(9-22) Tv

n

u

nn tatata )}(),({)(  

(9-29) Tv

n

u

nn tbtbtb )}(),({)(  
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u

nmnm tctctc )}(),({)(  

 گردد: تابع پله هویساید است که توسط رابطه زیر ارائه می H(Z) ،(25-9همچنین در رابطه )

(9-21) 
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 تابعی از موقعیت یک نقطه نسبت به مسیر ترک است. Zدر اینجا 

توان از تابع هویساید اصلاح شده زیر به جای  های عددی تابع می برای اجتناب از ناپایداری

 رابطه قبل استفاده نمود:

(9-23) 
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 گردد. کوچکتر از ابعاد یک المان انتخاب میکه در این رابطه

سازی هستند که رفتار نزدیک نوک را تقریب  یک مجموعه از توابع غنی Fm( 25-9در رابطه )

 :[5]عبارتند از زنند. این توابع  می

  )(),(),(),( tCrFrFyxN nmnnmmn

Nnm C

  

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(9-23) 

 

های میدان  ( مولفه25-9( در معادله )23-9) ( و24-9تا ) (22-9) روابطدر نهایت با جایگذاری 

توان به صورت  را می yو  xجابجایی در رول المان محدود توسعه یافته در جهت مختصات سراسری 

 :[5] زیر نوشت

(9-22) 
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(9-23) 
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اگر ترک عایق فرض شود، میدان دما نیز در امتداد ترک ناپیوسته و شار حرارتی در نوک ترک 

. اده کردتکین خواهد بود. بنابراین برای در ن ر گرفتن ناپیوستگی دما می توان از تابع هویساید استف

برای غنی سازی نوک ترک نیز باید میدان دمای نوک ترک را بررسی کرد. میدان دما مشابه میدان 

 ( ترک است. III مدپارگی ) مدجابجایی برای 

(9-92) 

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 ضریب شدت تنش گرمایی است. KTضریب هدایت گرمایی و  kکه در این رابطه 

ن ر گرفتن رابطه بالا می توان میدان دما را مشابه میدان جابجایی گسسته سازی کرد، با با در 

( برای غنی سازی گره های نوک ترک استفاده می شود. 23-9این تفاوت که فقط از اولین تابع رابطه )

 بنابراین میدان تغییر دما را می توان به صورت زیر نوشت:
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که در این رابطه      tctbta T
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n
مقدار تغییرات دمای گره ها برای توابع شکل مربوطه  و,

 .[5]توان به صورت ساده شده زیر بازنویسی نمود  این روابط را میهستند. 
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(9-99) 
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هستند که به ترتیب وظیفه  و دما های جابجایی سازی میدان های غنی عبارت و در این روابط

 :[5] شوند سازی مسیر و نوک ترک را بر عهده دارند و به صورت زیر بیان می غنی
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را مورد ن ر می توان معادلات حاکم معادلات حاکم بر مسئله در ( 99-9( و )95-9)روابط  با قرار دادن

 سازی نمود. گسسته

 انتگرال گیری عددی به روش گاوس  3. 5

توان نخست با یک چند جمله ای  توابع پیچیده را که به سهولت قابل انتگرالگیری نیستند، می

خطی بودن دور باشرد،  تقریب زده و سپس انتگرال گیری عددی نمود. اگر تابع به طور قابل توجهی از 

توان با افزایش تعداد تقسریم بنردی    رود. ولی این خطا را می آنگاه خطای قابل ملاح ه ای انت ار می
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کاهش داد. میتوان از چند جمله ای های مرتبه بالاتر نیز برای تقریب زدن ترابع   Xnتا  X0 ها در فاصله

 .[2] برود گونه ای که دقت کار بالاه استفاده نمود، ب

برره خرراطر  باشررد. ایررن رول کررارایی قابررل ترروجهی دارد و موسرروم برره تقریررب گاوسرری مرری

حفررک کلیررت، مختصررات نقرراط نمونرره یررا گاوسرری و ضرررایب وزنرری معمررولا بررا حرردود انتگرالگیررری  

 شوند. تعریف می -5 و+ 5میان 

(9-93)     






n

i ii
fwdfI

0

1

1
 

تعررداد نقرراط گوسرری در   nی و مقررادیر تررابع در نقرراط گوسرر  توابررع وزنرری، Wi در آنکرره 

هرا معمرولاً برر روی     گیرری  از آنجرا کره در رول المران محردود ایرن انتگررال       حالت یک بعدی است.

رول هرای دو گانره نیراز داریرم برا اسرتفاده از        گیررد، بره محاسربه انتگررال     ها صورت می سطح المان

 [:43] توان به صورت زیر به دست آورد ها را می گاوس این انتگرال
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نقطرره گوسرری در  25×25برنامرره نوشررته شررده در ایررن تحقیررق امکرران اسررتفاده از حررداک ر  

 گیری دو بعدی را داراست.  یک المان برای انتگرال

هایی که توسط ترک  سازی را در المان تواند انتگرال توابع غنی از آنجایی که رول گاوس نمی

هایی که  شوند به طور دقیق محاسبه کند، دالبو برای رفع این مشکل پیشنهاد کرد که المان بریده می

 بندی تقسیم( 3-9)تر همانند شکل  کوچکهای چهار ضلعی  اند را به المان در مسیر ترک واقع شده

 [.42] نماییم
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 [5] تقسیم بندی المان های شامل ترک برای انتگرال گیری عددی 3-9شکل 

 

تر نسبت به  های کوچک گیری و ارزیابی تابع هویساید، موقعیت مرکز چهار ضلعی برای انتگرال

ی ضلعی در یک طرف ترک کل نقاط گوس گیرد. یعنی با قرار گرفتن مرکز چهار ترک ملاک قرار می

گیری بر روی آن چهار ضلعی در همان طرف در ن ر گرفته  برای ارزیابی تابع هویساید در انتگرال

شود تا اثر تکینی نوک  به چند م لث تقسیم می( 3-9)المان نوک ترک نیز مطابق با شکل  شوند. می

 ترک در عبارت زیر انتگرال حذف گردد.

 

 [5]یم بندی المان های شامل نوک ترک برای انتگرال گیری عددی تقس 3-9شکل 
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 مقدمه   1. 4

تئوری ترموالاستیک رفتار اجسام الاستیک تحت اثر میدان های دمای غیر یکنواخت را توصیف 

پدیده های گرما در الاستیسیته نخستین بار  است.بنابراین تعمیمی از تئوری الاستیسیته  می کند.

دست آمده ه معادله ب 2نیومن 5221در سال  مورد بحث قرار گرفتند. 5293در سال  5توسط دوهامل

دست آورد. در این تئوری معادله ه توسط دوهامل برای تئوری ترموالاستیسیته کلاسیک را دوباره ب

پیشرفت  معادله انتقال گرما مستقل از میدان کرنش است.اما ، حرکت یا تعادل شامل ترم دما هستند

 را معرفی کرد. تئوری ترموالاستیسیته جفت شده 9هنگامی که بیوت حاصل شد 5313بعدی در سال 

که یکی معادله  جایی و میدان دما استشده در بردار جاب یفرانسیل جفتاین معادله شامل دو معادله د

 است.هایپربولیک و دیگری پارابولیک 

تئوری ترموالاستیسیته دینامیکی بر اساس معادله هدایت گرمایی فوریه به عنوان یک تئوری 

که اختلالات  در تئوری کلاسیک فرض می شود ترموالاستیسیته دینامیکی کلاسیک شناخته می شود.

 .[5]گرمایی با سرعت نامحدود در محیط انتشار می یابند

ه دینامیکی بسیار مورد توجه قرار گرفتند و اولین راه ه حل های مسائل در ترموالاستیسیتار

حل تحلیلی برای یک مساله مقدار مرزی اولیه در ترموالاستیسیته کلاسیک دینامیکی جفت نشده 

از جمله مطالعات مربوطه به رول های حل تحلیلی و تقریبی که قابلیت  ارائه شد. 4توسط دانیلوفسکایا

و  1ه و غیر جفت شده را دارند می توان به کارهای ایگنازاکحل معادلات ترموالاستیک جفت شد

 اشاره کرد. 3هیتنارسکی و ایگنازاک

                                                 
1 Duhamel J.M.C. 

2 Neumann F. 

3
‌Biot M.A. 

4
‌DanilovskayaV.I. 

5
‌Ignaczak J. 

6‌
Hetnarski R.B. and Ignaczak J. 
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 5حل تقریبی معادلات ترموالاستیک دینامیکی جفت شده نخستسن بار توسط نیکل و ساکمن

میکی مکانیکی با معادلات ترموالاستیسیته دینا -همچنین حل تقریبی برای مسائل گرمایی .شدارائه 

و  تاما، 9پانگ لیو و 2توسط تینگ و چن مک رول المان محدودجفت شده و غیر جفت شده به ک

کلاسیک   حل معادلات ترموالاستیک در این فصل رول ارائه شده است. 1نامبورو و و تاما 4رایلکار

ه برای جفت شده به رول المان محدود توسعه یافته با استفاده از المان های ایزوپارامتریک تعمیم یافت

 .[5] بکار گیری در مواد تابعی تشریح می شود

 استخراج معادلات حاکم  2. 4

یک سازه تحت شوک حرارتی باید با استفاده از شکل جفت شده معادلات ترموالاستیک و 

انرژی تحلیل شود. حل های تحلیلی این گونه از مسائل از ن ر ریاضی پیچیده و محدود به یک جسم 

 [.5] رایط مرزی ساده هستندنامحدود یا نیم فضا با ش

می پردازیم. با توجه به هندسه مساله از مساله  به فرمول بندی و توسعه پاسخ   در این قسمت 

 (r,ө,z)دستگاه منحنی الخط از مختصات این  در ای استفاده می نماییم. دستگاه مختصات استوانه

تنش بر روی جزء  های مولفه برای چنین دستگاهی، .استفاده می شودبرای توصیف هندسه فضایی 

 .( تعریف شده اند5-4شکل) مطابق دیفرانسیلی

                                                 
1
‌Nickel R.E. and Sackman J.L. 

2
‌Ting E.C. and Chen H.C.A 

3
‌Liu W.K. and Zhang Y.F. 

4
‌Tamma K.K. and Railkar‌S.B. 

5
‌Tamma K.K. and Namburu R.R. 
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  موقعیت یک المان در مختصات استوانه ای در حالت متقارن  محوری 5-4شکل 

 

 :[43] مختصات استوانه ای به صورت زیر بیان می گردد در 5معادلات حرکت
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اینگونه مسایل که هدف در  استوانه ها از چرخش یک صفحه حول یک محوربه وجود می آیند.

عموما در مسایل  گویند. می 2ل متقارن محوریمسائتحلیل و بررسی این صفحات عرضی است را  آن

در اینگونه  صورت متقارن ایجاد می کنند.ه شرایط مرزی را ببارگذاری و  متقارن محوری خواص،

مسایل از آنجا که خواص و نیروها در راستای محیطی تغییر نمی کنند مقدار 


 را برابر صفر در ن ر

                                                 
1
‌Equation of motion 

2
‌Axisymmetric 

(4-4) 
(4-4) 
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در  محوری خواهد شد. شدن ترم دوم تعادل در حالت متقارنت باعث حذف این فرضیا می گیریم.

 :[43] می توان برای حالت متقارن محوری به شکل زیر بازنویسی کرد  دلات تعادل را نهایت معا

 [:43روابط تنش بر حسب جابه جایی به صورت زیر بیان می گردد ]

(4-3) ijijij edivu  2 

 که در این رابطه داریم:
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( 3-4) و( 1-4)برای بیان تنش ها در معادلات  هستند. 5ثوابط لامه و که در روابط فوق

های کرنش را با استفاده از روابط زیر بر حسب جابه جایی در حالت متقارن همچنین باید مولفه 

 محوری نوشت:
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1
‌Lamé Constant 
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 را بر حسب جابه جایی به صورت زیر خواهیم داشت:
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می شوند. مولفه نیروهای مررزی   بردار تنش سطحی  بر روی مرز تعیینشرایط مرزی از طریق 

 .[43] مرتبط می شود به تانسور تنش 5طریق فرمول کوشیاز 

(4-25) 
jij

n

i nTr  

nکه در این رابطه 

iTr که بردار یکه نرمال آن مولفه تنش سطحی بر روی سطح مرز است n می باشد. 

 در مختصات استوانه ای گسسته سازی معادلات حرکت  5. 4

برای حل معادلات حرکت می توان از فرمرول بنردی المران محردود مبنری برر رول گلررکین        

 (e) برای هر المان مبنرا  مدل المان محدود توسعه یافته مشابه مدل المان محدود است. استفاده نمود.

همان طور که در فصل گذشرته   با این فرض که تمامی گره های آن با هر دو تابع غنی سازی شده اند؛

 .مولفه های جابه جایی و ترم حرارت با استفاده از روابط زیر تقریب زده می شوند نشان داده شد،

                                                 
1
‌Cauchy ´s formola 
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کره در آن   است 5تقریب از نوع کانتروویچاین  است. (e)تعداد نقاط گرهی در المان مبنا  neکه در آن 

جرایی در هرر گرره    ند. در این رابطه مولفه های جابتوابع مکان و زمان به توابع مجزایی تفکیک می شو

),(و تابع شکل هستندتابع زمان  zrNh، .با اعمرال انتگررال باقیمانرده     تابعی از متغیرهای مکان است

),(وزنی نسبت به تابع وزنی  zrSl :تقریب گلرکین بصورت زیر بیان خواهد گردید 
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),(که در این روابط  zrSl یعنی خواهیم داشت: .هستندتوسعه یافته  همان توابع شکل المان محدود 

(4-23)  mmmml NNNNS 432143214321 ,,,,,,,,,,,  

 m=1,2,3,4 

و استفاده از تئوری ( 23-4( و )21-4) مشتق روابط به ترم های 2اعمال فرمول بندی ضعیفبا 

 می توان نوشت: [43] گوس
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1
‌Kantrovitch type of approximation 

2
‌Weak form 

(31-4) 
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 صورت زیر نوشت:ه اولین عبارات سمت چپ معادلات بالا را می توان ب با درن رگرفتن فرمول کوشی
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 خواهیم داشت: (23-4( و )21-4) گذاری این روابط در معادلاتبا جا
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(4-93)  

 که این معادلات را می توان به صورت ساده شده زیر نوشت:
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 :نماییمزنیم و در معادلات بالا جایگذاری میتقریب می کمک مشتقات مرتبه دوم آنها
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 گسسته سازی معادلات انرژی  4. 4

 -از شکل جفت شده معادلات ترمرو  ه تحت شوک حرارتی بایدیک سازبرای بررسی رفتار دقیق 

های تحلیلی این گونه از مسائل از ن ر ریاضی پیچیده و محدود  حلکلاسیک استفاده شود .الاستیک 

کلری تررین شرکل قرانون اول      .به یک جسم نامحدود یرا نریم فضرا برا شررایط مررزی سراده هسرتند        
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 یر نوشت:توان به صورت زرا می( 19-4)تقریب گلرکین معادله انرژی 
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 [  ]  (    )[   ]

 [  ]]  

 

 

(4-552) 

[   ]  ∫  [( [   ]
 [  ]  (    )[   ]

 [  ])( [   ]
 [  ]

 

 (    )[   ]
 [   ])( [   ]

 [  ]

 (    )[   ]
 [   ])( [   ]

 [  ]

 (    )[   ]
 [   ])]   

(4-553) [   ]   ∫   [   ]
 [ ]  

 ( )
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(4-522) [   ]   ∫   [   ]
 [ ]  

 ( )

 

(4-525) [   ]   ∫   [   ]
 [  ]  

 ( )

 

(4-522) [   ]  ∫   ([   ]
 [  ]  [   ]

 [  ])  
 ( )

 

(4-529) [   ]  ∫   ([   ]
 [  ]  [   ]

 [  ])  
 ( )

 

(4-524) [   ]  ∫   ([   ]
 [  ]  [   ]

 [  ])  
 ( )

 

(4-521) [   ]  ∫    ([  ]
 ([ ]   [  ]))  

 ( )

 

(4-523) [   ]  ∫    ([  ]
 ([ ]   [  ]))  

 ( )

 

(4-523) 
[   ]  ∫    [[  ]

 ([  ]   [  ])     [  ]
 ([  ]

 ( )

  [  ])      [  ]
 ([  ]   [  ])     [  ]

 ([  ]   [  ])]   

(4-522) [   ]  ∫     [  ]
 [  ]  

 ( )

 

(4-523) [   ]  ∫     [  ]
 [  ]  

 ( )

 

(4-592) [   ]  ∫     [[  ]
 [  ]    [  ]

 [   ]    [  ]
 [   ]      [  ]

 [   ]]  
 ( )

 

(4-595) [   ]  ∫    [  ]
 [ ]  

 ( )

 

(4-592) [   ]  ∫    [  ]
 [ ]  

 ( )
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(4-599) [   ]  ∫    [  ]
 [  ]  

 ( )

 

 

مرراتریس و بردارهررای اسررتفاده شررده در ایررن معررادلات برررای یررک المرران چهررار گرهرری برره   

 صورت زیر بیان می شوند:

(4-594) [ ]  [                              ] 

(4-591) [  ]=[                              ] 

(4-593) [ ]  [        ] 

(4-593) [ ]  [        ] 

(4-592)    44111 ........  

(4-593)    24212 ........  

(4-542)    44313 ........  

(4-545)    44414 ........  

(4-542) [  ]  [                ] 

(4-549) [  ]  [                ] 

(4-544) [  ]  [                ] 

(4-541) [  ]  [                ]

 (4-543) [  ]  [                    ]

 (4-543) [  ]  [                    ]

 (4-542) [  ]  [                    ]

 (4-543) [  ]  [                    ]

 (4-512) [  ]  [                    ]
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(4-515) [   ]  [                    ]

 (4-512) [   ]  [                    ] 

(4-519) [   ]  [                    ] 

(4-514) [   ]  [                                        ] 

(4-511) [   ]  [                                        ] 

 

ها به من ور سهولت در پیاده سازی الگوریتم و برنامه سازی ماتریسدر این مرحله برای ساده

( که به eبرای المان مبنای )کنیم که بردار مجهولات گرهی جا مینویسی، معادلات را به صورتی جابه

 سازی شده است به صورت زیر تبدیل شود:طور کامل غنی

(4-513) { }  {  
    

    
    

     
     

    
    

     
 } 

 صورت زیر ساده نمود:ه در این صورت ماتریس های جرم و سفتی  و دمپر را می توان ب

(4-513) [ ]  [
[  ] [ ]     
[ ]     [ ]     

] 

(4-512) [ ]( )  [
[ ]     [ ]     
[  ] [  ]

] 

(4-513) [ ]( )  [
[  ] [  ]

[ ]     [  ]
] 

(4-532) [  ]  ∫   [  ]
 [  ]   

 ( )

   ∫    [  ]
 [  ]   

 ( )

 

(4-535) [  ]  ∫    [  ]
 [  ]     ∫     [  ]

 [  ]  
 ( ) ( )

     

(4-532) [  ]  ∫    [  ]
 [  ]  

 ( )

   ∫     [  ]
 [  ]  

 ( )

 

(4-539) [  ]  ∫  [  ]
 [ ][  ]   

 ( )

   ∫   [  ]
 [ ][  ]   

 ( )
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(4-534) [  ]   ∫  [  ] [  ]   
 ( )

    ∫   [  ] [  ]   
 ( )

 

(4-531) [  ]  ∫   [  ] [  ]  
 ( )

   ∫    [  ] [  ]  
 ( )

 

(4-533) [  ]   

[                                              

                                              ] 

(4-533) [  ]  [
     
     

     
     

     
     

 
      
     

       
         

         
       

] 

(4-532) 
[  ]  

[
 
 
 
         
              

           
         

         
              

         
         

           
         

         
         

 

            
         

           
                   

               
           

           
         

           
           

               
           

] 

(4-533)  
[  ]  [                                         
                                             
             ] 
 

(4-532) [  ]

 [
                                           
                                           

] 

 

گردد که آن را ای بیان میت متقارن محوری همانند حالت کرنش صفحهماتریس خواص در حال

 :دهندصورت زیر نمایش میبه

(4-535) [ ]  
 

(   )(    )
[

   
 
 
 

 
   
 
 

 
 

   
 

 
 
 

(    )  

] 

 

هرررای در صرررورت اسرررتفاده از المررران   [Bm[ و ]Bk] هرررایبررررای محاسررربه مررراتریس  

دسرتگاه مختصرات محرل    ع شرکل نسربت بره   ایزوپارامتریک، ابتدا بایرد مشرتقات توابر     تعیرین و  ,



 

 معادلات حاکم:  فصل چهارم

 

61 

 

5بررا اسررتفاده از مرراتریس ژاکرروبی
 [Ja] دسررتگاه مختصررات برره (r,z)  انتقررال یابنررد. مرراتریس ژاکرروبی

 :[2] گرددبه صورت زیر تعریف می

(4-532) [  ]  [
      
      

] 

 گردند:صورت زیر بیان میهای آن بهو هرکدام از مولفه

(4-539)     
  

  
 ∑      

 

   

 

(4-534)     
  

  
 ∑      

 

   

 

(4-531)     
  

  
 ∑      

 

   

 

(4-533)     
  

  
 ∑      

 

   

 

 صورت زیر بازنویسی کرد:را به[Bk] توان ماتریسدر این صورت می

 

(4-533) 

 

[  ]  
 

   (  )
[

   
 
 
    

    
 
 
   

 
    
 
   

 
   
 
    

 
 
 
 

] 

[
 
 
 
 
 
 

            

            

            
            

  
   

   (  )  
  
   

   (  )    

 

               

               

                     
                     

   
  
   

    (  )  
  
   

    (  )    

 

                                                 
1
‌Jacobian matrix 
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    (  )  
   
   

    (  )    
]
 
 
 
 
 
 

 

 دترمینان ماتریس ژاکوبی است. det (Ja) در این رابطه

RnQ توان آن را محاسبه گیری خواهد بود و از رابطه زیر میمختصات شعاعی نقطه گوسی مورد انتگرال

 نمود:

(4-532)     [  ]  [ ]
  

 

های یک المان خواهد بردار مختصات شعاعی گره Reدر این معادله بردار توابع شکل است و  [N] بردار

 صورت زیر بیان کرد:توان برای یک المان چهارگرهی بهبود که آن را می

(4-533)    [        ] 

 انتگرال گیری مستقیم زمانی  3. 4

استفاده از رول های گام به گام عددی در آنالیز  دینامیکی به خصوص از نوع غیر خطی آن 

به طوری  بسیاری برخوردارند،بسیار مرسوم است. در این میان رول های مستقیم زمانی از عمومیت 

در این رول ها از معادلات نموی  که در آنها معادلات تعادل در زمانهای گسسته حل می گردد.

به « مستقیم»استفاده شده و با انتگرال گیری گام به گام، پاسخ سازه محاسبه می شود. واژه  حرکت

در حوزه این معنی است که پیش از انتگرال گیری عددی، تبدیل معادلات به فرم دیگری )م لاً آنالیز 

گردند گونه رول ها خود به دو نوع صریح و ضمنی تقسیم بندی می  . اینفرکانس( انجام نمی گیرد

که هر کدام نیز می توانند در یک فرم تک گامی و یا چند گامی قرار گیرند. به عنوان یک ایده کلی، 

، در حالیکه انتگرال گیری گیری صریح مناسبتر است در مسائل انتشار موج، استفاده از تکنیک انتگرال

ی از هر دو الگوریتم صریح نیز وجود دارد که ترکیب . بعضاًاشدضمنی برای مسائل اینرسی موثرتر می ب
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باشند. این قبیل رول ها گاهاً برای سیستم های چند درجه آزادی، هنگامی که مرتبه  و ضمنی می

تواند بسیار پر هزینه باشند. بنابراین در تحلیل های عملی شمار اندکی از  ماتریس ها زیاد باشد می

گیری عددی کارا، یک رول انتگرال  باشند. بنابراین جهت انتخاب رول های مؤثر، جالب توجه می

رول های تفاضلات  یک مقایسه کامل و جامع از این روشها نیاز است. اک ر این رول ها، از قبیل

 .[42]ندهستکوتاه و بسیاری روشهای دیگر با هم مقایسه  -مرکزی، هوبولت، نیومارک، ویلسون، رانگ 

مستقیم مربوط به تعداد گام های  از آنجایی که هزینه یک رول گام به گام عددی به طور

باشد که هزینه محاسباتی را کاهش دهد در  بزرگبه اندازه ای  نی است، بنابراین گام زمانی بایدزما

. انتخاب اندازه گام حالی که این گام نیز به قدر کافی کوچک باشد تا دقت مورد مطالبه را اقناع نماید

ینامیکی یک سیستم به کار می رود به پایداری و یا دقت که در محاسبه گام به گام پاسخ د tزمانی 

الگوریتم مربوطه محدود می شود. اصلی ترین لازمه یک الگوریتم عددی این است که هنگامی که 

شده به مقدار دقیق آن همگرا  پاسخ محاسبه ،0) (t میل می کند مقدار گام زمانی به سمت صفر 

گام زمانی بهینه در هر رول متفاوت است و آنالیز پایداری و دقت در انتخاب یک . تعیین مقدار شود

 . [42] گام بهینه مناسب، مفید می باشد

 بررسی پایداری  1. 3. 4

به طور کلی رول های انتگرال گیری عددی، دارای پایداری مشروط و یا نامشروط هستند. یک 

 t هر گام زمانی ازائه شرایط اولیه و به رول عددی، پایداری نامشروط دارد اگر جواب برای هر گون

دوره تناوب سازه است(. رول عددی  Tبزرگ باشد )  t/Tبدون کران رشد نکند، به ویژه هنگامی که

به طور مشروط پایدار خواهد بود اگر شرط فوق تنها هنگامی صادق باشد که گام زمانی کوچکتر یا 

باشد که معمولاً حد پایداری نامیده می شود. برای بررسی  (tcritical) مساوی یک مقدار بحرانی

پایداری یک رول انتگرال گیری گام به گام، نیاز است که عملگرهای تقریب سازی مشخص گردد. در 

 های گسسته زمان شود که جواب مورد نیاز برای گیری مستقیم، فرض می های انتگرال رول
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0,,2,3...,,, tttttt  ایم و اینک جواب برای زمان  را به دست آوردهtt   .مورد نیاز است

 در این صورت برای رول انتگرال مورد ن ر، هدف ایجاد و رابطه بازگشتی زیر است:

(4-522)          tttt fLXAX ˆˆˆ 

 

که در آن
ttt XX 

)مر لاً تغییرر   بردارهایی هستند که کمیت های جواب را ذخیره می کنند ˆ,ˆ

 مکان ها و سرعت ها( و
vtf 

یا هر مقدار دیگری را  tصفر، دمی توان vاست.  t + vبردار بار در زمان  ˆ

به ترتیب عملگرهرای   Lو بردار  A داشته باشد که برای هر رول انتگرال گیری متفاوت است. ماتریس

ماتریس تشدید نیز گفته می شود. هر کمیرت   A تقریب سازی و بار انتگرال گیری هستند. به ماتریس

( بستگی به رول خاص انتگرال گیری مورد استفاده دارد. از این رابطه برای مطالعه 522-4در رابطه )

انتگرال گیری با ارزیرابی رفترار    پایداری رول های انتگرال گیری استفاده می شود. پایداری یک رول

 جواب عددی برای شرایط اولیه اختیاری تعیین می شود. بنابراین انتگررال گیرری را هنگرامی در ن رر     

ماتریس عملگرر تقریرب بررای     است.  f = 0می گیریم که هیچگونه باری وجود ندارد، به عبارت دیگر 

 .[42]رول نیومارک به فرم زیر می باشد

(4-525) 

   

 

 
 

t
K

tt

X

X

X
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ktk
t

ktkt
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t
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
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
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
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
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

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
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

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



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















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

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
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












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
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12
2

1
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12
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1
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1
211









 

آنالیز پایداری را می توان با حل مسئله مقدار ویژه مراتریس عملگرر تقریرب سرازی انجرام داد.      

توان از حل مقادیر ویژه بردارهای ویژه را می       0  IA   محاسبه نمود. در این راه از تجزیره
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 مقرادیر و بردارهرای ویرژه بره فررم      را مری تروان برر حسرب     Aتروان اسرتفاده کررد.     نیز مری  A طیفی

      1
 Aنوشت که   های  ماتریس متشکل از بردار ویژهA   و      یرک مراتریس قطرری از

است. حال برای داشتن یک حل پایدار، نُرم عناصر  Aهای  مقدار ویژه    .نباید بیشتر از واحد باشرند

 بنابراین :

(4-522)     1...,,max 21   A 

 A شعاع طیفی ماتریسA است که تابعی از گام زمانیt بسیاری از این رول ها . می باشد

دارای پارامتر متغیری هستند که با در ن ر گرفتن  محدوده مشخصی   -و نیومارک  -مانند ویلسون

( برر حسرب نسربت    2-4در شرکل ) برای این پارامترها شعاع طیفی همواره کوچکتر از واحد می شود. 

Tt /  ،در مقیراس  جهت مقایسه حد پایرداری  برای نمونه هایی از رول های انتگرال گیری مستقیم

ترسیم شده است. همان طور که از شکل نیز مشخص است، رول صریح تفاضرلات مرکرزی   لگاریتمی 

1//320دارای حد پایداری    [42]می باشد 11/2است که این مقدار برای رول شتاب خطی.  

 

 t/T [42]مقدار شعاع طیفی برحسب تغییرات  2-4شکل 

 روش نیومارک  2. 3. 4

باشد. این رول  های حل عددی معادلات دیفرانسیل مرتبه دوم رول نیومارک می یکی از رول

هرای   هرا و زمینره   در طی پنجاه سال گذشته به طور گسترده برای حل این معادلات در دینامیک سازه
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سرازی آسران و    کار گرفته شده و مورد مطالعه قررار گرفتره اسرت. پیراده    ه مختلف مهندسی مکانیک ب

های خوب این رول و مشتقات آن در خصوص میرایی عددی و بقای انرژی بسیار قابرل توجره    یویژگ

سرازی شرده اسرت و شرامل      ها برای حرل معادلره گسسرته    است. خانواده نیومارک پرکاربردترین رول

‌:[5] باشد معادلات زیر می

(4-529) [ ]{  ̈ (   ) }  [ ]{  ̇ (   ) }  [ ]{  (   ) }  { (   )}  

(4-524) 
}{}){2/1(}{}{}{ 1

22

1   nnnnn ttt   

 

(4-521) }{}){1(}{}{ 11   nnnn tt   

مشخصات پایداری و دقت الگوریتم مرورد ن رر را تعیرین     و  که در این روابط پارامترهای 

باشرد، میرایری ویسرکوز برر روی پایرداری اثرری نردارد،         /50کنند. باید توجه داشت که اگر  می

های نیومارکی  شود اثر میرایی ویسکوز افزایش گام زمانی بحرانی رول 0/5همچنین هنگامی که 

 .که به صورت مشروط پایدار هستند است

هستند. رول  ای است که خیلی شناخته شده و پرکاربرد های ویژه خانواده نیومارک شامل رول

باشد که بردون   ای می ها برای کاربردهای دینامیک سازه شتاب متوسط یکی از پرکاربردترین این رول

 .[5]شود  در ن ر گرفته می /250و  0/5قید و شرط پایدار است. در این رول مقادیر 

گرام   ، بندی نیومرارک صرریح   فته با یک فرمولاز آنجایی که برای رول المان محدود توسعه یا

 نامه از رول ضمنی شتاب متوسط استفاده خواهد شد. در این پایان ،زمانی پایدار خیلی کوچک است



‌
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 مقدمه  1. 3

گسترل ترک در  باشد که به بررسی ایجاد و ای از مکانیک جامدات می شاخهمکانیک شکست 

پردازد. این موضوعات از هر  تأثیر آن بر تغییر شکل و احیاناً زوال سازه می چگونگیو  ، سازه هاجامدات

ی  گیرد. نقطه های گسسته مورد مطالعه قرار گرفته و می های پیوسته و محیط دو من ر مکانیک محیط

ن این دانش آزمایشاتی بود که در دوران جنگ جهانی اول به وسیله گریفیث بر روی شیشه انجام آغازی

 سید.رمیلادی در ژورنال انجمن سلطنتی به چاپ  5325گرفت و در سال 

باعث گردید دانشمندان و محققان تلاشهای بسیاری بصورت  های منحصر به فرد ترک پیچیدگی

‌ ز مسائل بسیاری از آن لاینحل باقی مانده است.  عملی و تئوری انجام دهند و هنو

ترین ابزارها  ترین مسائلی است که انسان از زمان ساختن ساده پدیده شکست در اجسام یکی از عمده

با آن مواجه بوده و به دلیل پیشرفت تکنولوژی در عصر حاضر این مسئله از اهمیت بیشتری نسبت به 

 .[43] باشد گذشته برخوردار می

ای صنعتی، نه تنها عواقب جانی ناگواری  واقع گسیختگی ناگهانی بسیاری از تجهیزات و سازه در

آورد. تحقیقات نشان داده است که  را در پی دارد، بلکه ضررهای چشمگیر اقتصادی را نیز فراهم می

 553بالغ بر  5323های ناگهانی در ایالات متحده آمریکا در سال  قیمت ضررهای ناشی از شکست

 .[43] دهد % تولید ناخالص ملی این کشور را تشکیل می4میلیارد دلار گردیده که حدود 

های شکستی  است و شامل پدیده  دینامیکی زیر مجموعه مکانیک شکست  مکانیک شکست

توانند به دلیل اعمال بارگذاری  شود که نقش اینرسی ماده در آنها اهمیت دارد. اثرات اینرسی می می

 یک جسم ترک خورده یا بر اثر گسترل ترک ایجاد شوند. سریع بر روی

تعیین ضرایب  توان به دینامیکی میدان تنش موضعی اطراف ترک را می  در مسائل شکست

مورد   ، ضرایب شدت تنش برای تعیین رفتار شکست در تئوری شکست شدت تنش محدود کرد.

کند با چه  واهد کرد یا نه و اگر رشد میکنند که ترک رشد خ گیرد. یعنی تعیین می استفاده قرار می
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الاستودینامیک   سرعتی و چه جهتی. بنابراین تعیین دقیق ضرایب شدت تنش در مسائل شکست

 .[5] خطی بسیار مهم است

 J انتگرال  2. 3

یکی از پارامترهایی است که در مکانیک شکست بسیار مورد توجه است. مفهوم  Jانتگرال 

اولین بار توسط رایس و بر پایه فرضیه انرژی معرفی شد. رایس تغییرات انرژی پتانسیل  Jانتگرال 

را به عنوان انتگرال  Jهنگام رشد ترک در مواد الاستیک غیر خطی را مورد بررسی قرار داد و انتگرال 

بندی  لخطی مستقل از مسیر و با مقداری برابر با کاهش در انرژی پتانسیل و افزایش سطح ترک، فرمو

را معادل نرخ رهایش انرژی در ن ر گرفت. در  Jتوان انتگرال  کرد. در واقع با فرض رفتار خطی ماده می

در مواد تابعی نیز در ن ر گرفته  Jاین بخش تغییر خواص ماده در المان مبنا برای محاسبه انتگرال 

  .[2] شود می

شد تا توسط آن نیروهای تعمیم یافته   وسیله اشلبی  به کار بردهبه   Jمفهوم اساسی انتگرال  

بر روی نابجایی ها و عیوب نقطه ای در میدان الاستیک و به کمک یک مولفه ایستایی تانسور انرژی  

یک جسم همگن از یک ماده با  به وسیله رایس Jتعریف اصلی انتگرال  مقدار حرکت مشخص گردد.

اخلی و تغییر شکل اولیه و تحت یک میدان رفتار الاستیک خطی یا غیر خطی عاری از هر نیروی د

  .[43] تغییر شکل دو بعدی در فضای دکارتی را در بر می گیرد

(3-5)    












 ds

a

u
Tdxdy

a

W

a

U
A

P 

در رابطه فوق که  
a

U
P




  به عنوان انتگرالJ  شناخته می شودW ،بیانگر دانسیته انرژی کرنشیT  

 مساحت می باشد. Aو محیط سطح  Гبردار کشش،

 (1-2) 12 

 


  NmarJmds

x

u
TWdyJ
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که مبدا آن در نوک انتخاب می کنیم  به گونه ای را (5-1سیستم مختصاتی مطابق شکل )

 باشد. dx=daترک و 

 

 

 

 

 

 

 [43] مشخصات سیستم مختصات 5-1شکل 

 

رفتار غیر خطی آن است که تحت برای ( 2-1)یکی از نتایج مهم تعمیم اعتبار معادله 

محدودیت  محدودیت های به خصوص، می توان آن را برای مدل کردن رفتار پلاستیک استفاده کرد.

اصلی در این جا این است که جسم باید تحت بارگذاری با افزایش یکنواخت قرار گیرد و نباید هیچ 

میزانی است برای کار ورودی به سیستم و نه  J)حذف بار( تحمیل شود. بنابراین  گونه برداشتن بار

  .[43] (مقدار کار برگشت پذیر در هنگام حذف بار )برداشتن بار

 توان به شکل زیر بازنویسی کرد: ( را می2-1رابطه )

(1-9)      
    

(∫ [   
   

   
 (     )   ]      

  
 ∫    

   

   
   

     
) 

 

 بردار نرمال بر مسیر است.   که در این رابطه 

و با اعمال تئوری دیورژانس       شود که سطوح ترک عاری از تنش باشند؛ بنابراین فرض می

 :]12[داریم 

(1-4)   ∫ [   
   

   
 (     )   ]
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∫ [
 

   
(   

   

   
)  

 (     )

   
]    

  
 

 که در این رابطه:

(1-1)         ̈     

(1-3)                   

 :]92[شود به صورت زیر تعریف می   چگالی انرژی کرنشی 

(1-3)    
 

 
      

  

   که در این رابطه 
 شود:کرنش مکانیکی است و به صورت زیر محاسبه می  

(1-2)    
             

دلتای کرونکر     تغییر نسبی دما و   ضریب انبساط حرارتی خطی،   کرنش کل،     در این رابطه 

 توان به صورت زیر نوشت:است. بنابراین چگالی انرژی کرنشی را می

(1-3)    
 

 
   (          ) 

، که برای محاسبه (    مشتق چگالی انرژی کرنشی نسبت به دستگاه مختصات محلی نوک ترک )

 توان به صورت زیر بدست آورد:( مورد نیاز است، را می4-1رابطه )

(1-52)      
   

   
 
 

 
        

  
 

 
        

  

        در این رابطه 
 توان به صورت زیر نوشت:را می  

(1-55)         
  (        

 )
  
   
            

    
          

  

 :های تانسور الاستیسیته زیر هستندمولفه      که در این رابطه 

(1-52) 

 ( )   

[
 
 
 
 
 
  ( )   ( )  ( )  ( )    

 ( )   ( )   ( )  ( )    
 ( )  ( )   ( )   ( )    
     ( )   
      ( )  
       ( )]

 
 
 
 
 

 

 



 

 مکانیک شکست دینامیکی:  فصل پنجم

 

72 

 

 شود:( نتیجه می52-1( در رابطه )55-1جایگذاری رابطه )با 

(1-59)      
 

 
        

  
 

 
          

    
  

 

 
        

          
  

 

 
          

    
  

 کرد.( را به صورت زیر بازنویسی 59-1توان رابطه )( می3-1با استفاده از رابطه )

(1-54)                                 
 

 
          

    
  

 شود:به صورت زیر تعریف می KE چگالی انرژی جنبشی

(1-51)    
 

 
  ̇  ̇  

 نیز عبارت است از: (    )   مشتق چگالی انرژی کرنشی نسبت به محور 

(1-53)        ̇  ̇    
 

 
    ̇  ̇  

ترین رابطه برای (، کلی4-1( در معادله )53-1( و )51-1(، )3-1(، )3-1جایگذاری روابط )

 :[5] دهددر مواد تابعی را به صورت زیر نتیجه می J انتگرال

(1-53) 

  ∫ {[        
 

 
      

     
 

 
  ̇  ̇    ]    

  

 [                   
 

 
        

  
 

 
        

    ̇  ̇   

 
 

 
    ̇  ̇ ]  }    

  1انتگرال برهمکنش  5. 3

را به طور جداگانه  II مدو  I مدتوان مقادیر ضرایب شدت تنش  نمی Jبا محاسبه انتگرال 

محاسبه کرد. یایو و همکاران رول انتگرال برهمکنش را برای این من ور پیشنهاد کردند که در آن از 

ترکیبی  مدجمع آثار دو حالت سینماتیکی قابل قبول از یک جسم برای استخراج ضرایب شدت تنش 

 شود.  استفاده می

                                                 
1  Intraction Integral 
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بارگذاری مستقل و قابل قبول برای  انتگرال برهمکنش در واقع عبارت برهمکنش دو حالت

آید. انتگرال برهمکنش در واقع  های پایستار الاستیسیته پدید می سازه حاوی ترک است که در انتگرال

توان ضرایب شدت تنش را در مواد تابعی محاسبه  بندی دقیق است که با استفاده از آن می یک فرمول

 [.2] کرد

 میدان های کمکی  4. 3

، auxuهررای کمکرری جابجررایی کررنش نیازمنررد کرراربرد میرردان  انتگرررال برررهمبرره کررار گیررری 

 ور برر حسرب نروع کمیرت مرورد محاسربه      هرای کمکری مرذک    اسرت. میردان   auxو تنش auxکرنش

 شوند. تعریف می -T ضریب شدت تنش و یا تنش   -

تروان   هرای کمکری را مری    هرای کمکری وجرود دارد. میردان     های مختلفی بررای میردان   انتخاب

هرای کمکری انتخرابی هرر      به صورت تحلیلری و یرا عرددی در ن رر گرفرت. بره طرور معمرول میردان         

هررای کمکرری بررا ایررن   کننررد. در حررال حاضررر میرردان  سرره قررانون مکانیررک جامرردات را ارضررا مرری  

آینررد و کرراربرد  ابعی بررا پروفیررل خرراص برره دسررت مرری خصوصرریت برره طررور عررددی برررای مررواد ترر 

شرود   هرای تحلیلری نروک تررک اسرتفاده مری       چندانی ندارند. برای مواد تابعی نیرز معمرولاً از میردان   

هرای   مرواد همگرن تحرت بارگرذاری مکرانیکی بره دسرت آمرده اسرت. امرا کراربرد میردان            که بررای  

ر بره نقرح حرداقل یکری از قروانین      آینرد منجر   کمکی مواد همگن که به طور تحلیلی بره دسرت مری   

هرای مکرانیکی و حرارتری     هرای انتخرابی مرذکور بررای بارگرذاری      شرود. میردان   مکانیک جامدات مری 

 [.2] باشند به صورت استاتیکی و دینامیکی قابل کاربرد می

در مررواد نرراهمگن برره دلیررل اخررتلاف بررین خررواص مرراده در نرروک ترررک و فواصررل دورتررر از  

دی متفراوت ارائره شرده اسرت کره عبارتنرد از فرمرول بنردی غیرر تعرادلی،           نوک ترک، سه فرمول بن

 .[2] ناسازگاری و تانسور تشکیل دهنده ثابت
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فرمررول بنرردی غیررر تعررادلی برررای محاسرربه انتگرررال برررهمکنش و      پایرران نامرره  در ایررن 

  ضرایب شدت تنش در مواد تابعی مورد استفاده قرار خواهد گرفت.

 فرمول بندی غیر تعادلی  3. 3

این فرمول بندی جابجرایی هرا و کررنش هرای کمکری بره صرورت مسرتقیم از حرل هرای            در

بره دسرت مری آینرد و ترنش هرای کمکری بره کمرک مردل سراختمانی             5مجانبی مانند حل ویلیامز

 :[2] ناهمگن محاسبه می شوند

 .ورت زیر در ن ر گرفته خواهند شدیک به ص مددر اینجا میدان های جابجایی کمکی برای 

(1-52) 
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(1-53) 
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 :نیز به صورت زیر نوشته می شوند دوم مداین میدان ها برای 

(1-22) 
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(1-25) 
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),(که در این روابط  r ،مختصات قطبی محلی نوک ترک هستندtip مدول برشی در نوک ترک و

ktip : برای حالت کرنش صفحه ای و متقارن محوری به صورت زیر بیان می گردد 

(1-22) 
TipTip vk 43 

 

 از آنجایی که میدان های واقعی از کمیت های به دست آمده از شبیه سازی عددی استفاده 

می کنند شرط تعادل و سازگاری را ارضا می نمایند. در فرمول بندی غیر تعادلی برای میدان های 

                                                 
1
‌Williom's Solution 
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)0(کمکی ترک ایستا شرط تعادل  , aux

iij  ارضا نمی شوند. در حالی که جابجایی و کرنش

کمکی به ناسازگارند، یعنی کرنش های کمکی را می توان به صورت زیر با استفاده از جابجایی های 

 دست آورد.

(1-29)  aux

ij

aux

ji

aux

ij uu ,,
2

1
 

 :نیز از رابطه زیر به دست می آید میدان تنش کمکی

(1-24) aux

ijijkl

aux

ij xC  )( 

صورت زیر نمایش داده می  بههمان درایه های ماتریس الاستیسیته هستند و  Cijklکه در این رابطه 

 :شوند

(1-21) 
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

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






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سازی انتگرال  هبرای فرمول بندی غیر تعادلی روابط زیر را می توان نوشت که برای ساد

 :[2] برهمکنش مورد استفاده قرار می گیرند

(1-23) 
iijij Bu   , 

(1-23) aux

ijij

aux

ijiju 1,1,   

(1-22) 
ij

aux

ijkl

aux

kl

aux

ijklijkl

aux

ijij xC   )( 

(1-23) 
1,1,1,1,1, ij

aux

ij

aux

ijklijkl

aux

ijklijkl

aux

ijklijkl

aux

ijij CCC   

(1-92) aux

ijijij

aux

klijklij

aux

klijklij

aux

klijklij

aux

ij CCC 1,1,1,1,1,  
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در این بخرش بره محاسربه و اسرتخراج  انتگررال بررهمکنش بره کمرک میردان هرای کمکری             

غیررر تعررادلی برررای برره دسررت آوردن ضرررایب شرردت تررنش مرری پررردازیم. بررر طبررق رابطرره    رولاز 

 می توان نوشت:[ 12]( در مرجع 2)

(1-95)  
)(

,,1
)(

sV

ljjljlj
dVqPqPI 

l در آن که
q و  تابع وزنی I .در  5ناهاتا و مورانحسب فعالیت های  بیانگر انتگرال حجمی می باشد

ljپارامتر  (95-1خصوص نرخ کاهش انرژی برای ترک های کوچک از رابطه )
P  وتانسور ممان انرژی 

q=q(r,z) معرفی می شوند.  

(1-92)                  

ه در مختصات استوانه ای ب qگرادیان  می باشد.جابجایی      تنش،     ،Tدانسیته انرژی کرنشی   

 صورت زیر است:

(1-99) 
     =[

  
  
  
]=[
 
 
 
] 

(1-94) 
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(       )     

    
 

 
(       )     

    
 

 
(    )     ]

 
 
 
 
 

 [

         

 
 

 
(  )  

   

] 

 رابه فرم زیر در مختصات استوانه ای نمایش داد: pمی توان 

(1-91)  =[

                         
                         
                         

] 

 و در نهایت خواهیم داشت:

(1-93) 
    =[

                         
                         
                         

] [

       

 
 

 
 

   

] 

                                                 
1
‌Nahta and Moran 
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(1-93)   (    )  (         )    (         )
 

 
 (       )   

 (         )    (    
  
 
)
 

 
 (       )    

 می پردازیم: qدر  pدر ادامه به محاسبه حاصلضرب ترانهاده دیورژانس 

(1-92) 
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(1-93) 
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(               )

 
 (         )  (        ) 

 

(1-42) 
(    )    [                       

(  
  
         )

 
]          

           

 

 خواهیم داشت:( 95-1در رابطه ) دست آمدهه که در نهایت با جایگذاری ترم های ب

(1-45)    
 

 
∫[(         )    (    

  
 
)
 

 
 (       )   ]

 [                       
(  

  
         )

 
]      

‌می توان به فرم زیر بازنویسی کرد:را        با اعمال میدان های کمکی می توان
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(1-42)     
 

 
        

    
 

 
   
        

  
 

 
        

    
 

 
     
      

 

 
 

 
        

    
 

 
   
        

  
 

 
          

    
    

 

 
   
        

 

 
 

 
     
      

 

 
 

 
        

       
        

  
 

 
          

    
    

 

 
          

      
 

 
 

 
          

      
  

(1-49)    
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        با اعمال بسط رابطه 
 داریم:    
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(1-44) 
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]   

 با جمع بندی ترم های یکسان داریم:

(1-41)    
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 می توان نوشت: (41-1با بازنویسی رابطه )
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(1-43)    
 

 
∫{(       
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       )   
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در  این رابطه کلی ترین رابطه انتگرال برهمکنش در مختصات محلی نوک ترک برای مواد تابعی

    ( ̈  ) است.  مختصات استوانه ای
     نماینده اثرات دینامیکی و عبارت    

ناشی از فرمول         

     بندی غیر تعادلی برای میدان های کمکی است. همچنین قابل ذکر است که عبارات 
و         

          
    

   به دلیل ناهمگنی ماده تابعی ایجاد شده اند. عبارت      
نیز اثرات  (         )   

 لحاظ می کند.  تغیرات دمایی را در رابطه

        دستر یک المان برای یک نقطه گوسی به را می توان با استفاده از توابع شکل د qتابع 

 :[2] آورد

(1-43) 
ii

m

i

qNq 



1

 

 محاسبه ضرایب شدت تنش   7. 3

رابطه بین انتگرال بررهمکنش و ضررایب شردت ترنش بررای تررک در حالرت کررنش صرفحه          

 گردد:ای به صورت زیر بیان می 
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(1-42)  aux

IIII

aux

IIl KKKK
E

MI 


2 

ای از رابطرره زیررر  برررای مسررائل متقررارن محرروری ماننررد مسررائل کرررنش صررفحه *Eدر ایررن معادلرره 

 :محاسبه می گردد

(1-43) 
)1( 2

tip

tip

v

E
E


 

به ترتیب بیانگر مدول یانگ و نسبت پواسون در نوک ترک هستند. از این  vtipو  Etipکه در این رابطه 

1aux، در رابطه بالاKIبرای محاسبه  رابطه برای مسائل متقارن محوری نیز می توان استفاده کرد.

IK 

0auxو

IIK  را قرار می دهیم در نتیجهKI  آوردمی توان به صورت زیر به دست را: 

(1-12) )1(

2
lI

MI
E

K


 

0auxمقادیر  KIIهمچنین برای محاسبه 

IK 1وaux

IIK  را در رابطه بالا جایگذاری می کنیم و

 داریم:

(1-15) )2(

2
lII

MI
E

K


 

)1(لازم به توضریح اسرت کره مقرادیر    

iMI 2(و(

iMI        اول  مرد بره ترتیرب برا قررار دادن میردان کمکری

در  ((25-1( و )22-1دوم )رابطرره هررای ) مرردو میرردان کمکرری  ((53-1( و )52-1) ابطرره هررای)ر

  .[2] انتگرال برهمکنش به دست می آید
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 فصل ششم

 تحلیل های عددی
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 مقدمه  1. 7

ابتدا چهار م ال عددی حل شده و نتایج حاصل از آنها با نتایج تحلیلی و عددی  در این فصل

م ال ها بررسی دقت و صحت رول حل ارائه  از حل این هدف ت مقایسه شده است.موجود در مقالا

جهت محاسبه ضریب سپس مسائل جدید دیگری  شده در این تحقیق و برنامه نوشته شده است.

مکانیکی تحلیل و بررسی شده اند. تمامی این م ال ها،  –شدت تنش مواد تابعی تحت شوک حرارتی 

در حالت کرنش صفحه ای مورد تحلیل  مقالات،بخاطر انطباق با شرایط مسائل حل شده موجود در 

 مورد تحلیل قرار گرفته اند.

در این تحقیق برای پیاده سازی رول المان محدود توسعه یافته و حل معادلات 

یه سازی مسائل مختلف ضریب شدت تنش در مواد ترموالاستیسیته کلاسیک جفت شده به من ور شب

  استفاده شده است. MATLABتابعی از محیط برنامه نویسی نرم افزار 

درجه حرارت ها لازم به ذکر است که ارائه نمایش رفتاری کلیه مولفه های تغییر مکان، نیروها، 

می باشد. لذا در اینجا صرفا  متنوعو تنش ها برحسب زمان و همچنین در جهت ضخامت پوسته بسیار 

 چند نمونه انتخاب و ارائه گردیده است.

 نوشته شدهاعتبارسنجی برنامه   2. 7

در م ال اول به  .شده است جهت صحت برنامه نوشته شده به بررسی چهار م ال پرداخته

در م ال دوم به بررسی اثر  پرداخته شده است. در ماده تابعی  n پارامتر حرارت و تاثیرات بررسی اثر

ش ساده در در م ال سوم به بررسی اثر کش دوران و تاثیر آن در یک ماده همگن پرداخته شده است.

ضریب تمرکز تنش در استوانه  چهارمدارای ترک محیطی پرداخته شده و در م ال  همگن استوانه

 مورد بررسی و صحت سنجی قرار گرفته شد.تحت کشش ساده 
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 شوک حرارتی گذرا در معرض لوله جدار ضخیم  1. 2. 7

سیلندری را تحت بارگذاری مکانیکی و حرارتی بره رول عرددی و تحلیلری مرورد      [19]تکابی 

داخلری آن از   دیرواره  جدار ضخیم از مواد تابعی ساخته شده که مطالعه و بررسی قرار داد. این سیلندر

شرایط مرزی حاکم بر مساله عبارتنرد از: فشرار    می باشد. (Al) بیرونی از فلز دیوارهو  (SiO2)سرامیک 

مای جدار داخلری و خرارجی بره    و د =Mpa  522 pin= ،Mpa 52 poutلی و خارجی به ترتیبداخ

 می باشد. ºC522=Tin، ºC2=Toutترتیب 

[( در زمران  2223در این مقاله  در گام نخست سریلندر در حالرت همگرن )شراهانی و نبروی ]     

اسرتوانه را  کرل  جرنس   می باشرد.  12×222مورد بررسی قرار گرفته است.تعداد المان ها  ثانیه 5222

  فلز در ن ر می گیریم. ( آمده است تماما5-3مطابق خواص مکانیکی که در جدول )

 [ 19داخلی و خارجی ] دیوارهخواص مکانیکی در  5-3جدول 
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) 𝜶      (

 

 
)  (

 

  
)  (   ) 𝝆(

  

  
) 

 

9/2 412 2/52 29/9 252 1392 )(/ 21  10 siomr ‌

9/2 3/21 52 2 222 3222 )(/ Almr  202 ‌
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 ثانیه 5222در زمان  ماده همگن نمودار توزیع دمایی 5-3شکل 

 

 

 ثانیه 5222در زمان  برای ماده همگن نمودار تنش شعاعی 2-3شکل 
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بره دسرت    و توزیرع دمرای   که از نتایج کرد خروجری قابرل رویرت اسرت ترنش شرعاعی       آنگونه 

کره ایرن موضروع صرحت نترایج برنامره نوشرته         مری باشرد  آمده بسیار نزدیرک برا مقالره مرورد ن رر      

در سریلندر  ترابعی تحرت حررارت      nپرارامتر  می کند. در گرام بعردی بره بررسری تراثیر       شده را بیان

مررورد بررسرری قرررار گرفررت. خررواص سرریلندر  =1n پررارامتربرررای  ایررن موضرروعگررذرا مرری پررردازیم. 

در ن ررر گرفترره  12×222تعدادالمان بنرردی اسررتوانه اسررت. (9-3)تحررت بررسرری مطررابق بررا جرردول 

  شده است.

 [19]خواص مکانیکی سیلندر استوانه ای  2-3جدول 

   (
 

   
) 𝜶      (

 

 
)  (

 

  
)  (   ) 𝝆(

  

  
) 

 

9/2 341 9 92/5 512 2322 )(/ 21  10 siomr ‌

9/2 329 29 293 32 2322 )(/ Almr  202 ‌

 

 
 =1nپارامتر نمودار توزیع دما )خروجی برنامه( برای  9-3شکل 
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همانگونه که مشخص است با توجه به خواص ایزوتورپیک بودن سیلندر با سپری شدن زمان و  

به شکل خطی تبدیل می شود. همچنین میانگین دما در رسیدن به حالت پایدارنمودار توزیع دما 

 حالت تابعی برای این سیلندر کمتر از حالتی است که تماما فلزی باشد.

 سیلندر جدار ضخیم دوار تابعی تحت بارگذاری دینامیکی   2. 2. 7

مقدمه ای بر مکانیک  تغییر شکل الاستیک و پلاستیک "کتاب در فصل چهارم  [14] هرن

به فرم را دوار همگن  استوانه توخالی برای تنش محیطی و شعاعی فرمول تحلیلی "ساختار ماده ای

 کند: زیر بیان می
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مطابقت خروجی کد نوشته شده با حل ( می باشد. 9-3خواص استوانه مطابق با جدول )

این  .نگر صحت برنامه نوشته شده استقابل بررسی بوده و نمایا( 1-3( و )4-3در شکل های )تحلیلی 

  شکل ها به ترتیب بیانگر تنش شعاعی و تنش محیطی می باشند.

  دوار یکایزوتروپ خواص مکانیکی استوانه 9-3جدول 

   (
 

   
) 𝜶      (

 

 
)  (

 

  
)  (   ) 𝝆(

  

  
) 

 

9/2 3/21 52 2 222 3212 ‌

 

mrدر این استوانه شعاع داخلی  401 / ضخامت دیواره استوانه ،mt 20 / 12×222 تعداد المانها و 

 می باشد. secrad/ 70سرعت زاویه ای برابر با می باشد.
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 درحالت ایزوتروپیک نمودار توزیع تنش شعاعی 4-3شکل  

 

 درحالت ایزوتروپیک نمودار توزیع تنش محیطی 1-3شکل  
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 سیلندر جدار ضخیم ایزوتروپ با ترک محیطی تحت کشش محوری  5. 2. 7

فرمول زیر را برای ضریب شردت   "مکانیک شکست"کتاب  دوازدهمدر ضمیمه  [15]اندرسون 

 ه است.تنش در یک استوانه دارای ترک محیطی تحت کشش یکنواخت ارایه نمود

(3-9) 
tt FaKI  

(3-4) 







 2.45.1 )(3342.0)(948.11.1

t

a

t

a
AFt 

(3-1) 105 
t

Ri :25.0125.0

25.0

if
t

R
A i









 

(3-3) 2010 
t

Ri  

 

 t طرول تررک محیطری،   ‌αترنش محروری یکنواخرت،     tاول،  مرد ضریب شدت تنش   KI که

این م ال حل شده سیلندری با شعاع داخلی  شعاع داخلی  سیلندر می باشد. در Riضخامت سیلندر و 

 متر، شبکه بندی مسرتطیلی 21/2، طول ترک محوری Mpa5  متر، تنش محوری5/2متر، ضخامت  5

 در ن ر گرفته شده است. (4-3جدول)با خواص مطابق   یکو ماده به صورت ایزوتروپ 95×35

 یکیزوتروپاخواص سیلندر  4-3جدول 

   (
 

   
) 𝜶      (

 

 
)  (

 

  
)  (   ) 𝝆(

  

  
) 

 

9/2 3/21 52 2 222 3212  

 

1/2KI=0/716  در حررل دقیررق رابطرره اندرسررون Mpa.m
 و در برنامرره نوشررته شررده برابررر بررا  

1/2 
KI=0/689Mpa.m  بدست می آید که حدود سه درصد با مقدار تحلیلی اختلاف دارد . 

:34.0

25.0

if
t

R
A i










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 لوله ای دارای ضخامت کم و ترک محیطی داخلی تحت کشش یکنواخت  4. 2. 7

در این  بررسی قرار داد. را مورد صحت سنجی خود تحقیق گربنر و استراسیمر در [2]رایگان 

تحت بارگذاری طول بینهایت که یک ترک سراسری در درون آن ایجاد شده بود را  با بررسی لوله ای

mmR بنر و استراسیمر مقدار شعاع داخلیدر مقاله گر .دادند محوری قرار
i

 50 ضخامت لوله

mmt 5 طول ترکmma  2/5 9/2 و نسبت پواسون و مدول یانگ نیز به ترتیبυ= وE=
5102   

N/mm
2
N/mm و تنش محوری وارد بر لوله در ن ر گرفته شده اند  

بعد از جایگذاری  باشد.می  521 2

 بصورت زیر بدست آمد:  KIبرنامه مقدار  مقادیر بالا و اجرای

KI= 551/47N mm -1/5 

 

N mmدر بررسی گربنر برابر که این عدد -1/5 N mmبررسی رایگان برابردر و  122  -1/5    39/192      

در برنامه نوشته  شکست I مدمقدار ضریب شدت تنش در  همانطور که مشاهده می شود می باشد.

 . بسیار نزدیک به مقادیر گزارل شده است شده

میردان  ثرر  و ا نش و دمرا تر  ،برر میردان هرای کررنش     nپرارامتر  در ادامه اثرر چگرونگی تغییرر    

کمرک برنامره کرامپیوتری نوشرته شرده مرورد       در قالرب چنرد م رال و بره     و ترنش هرا   دما بر کرنش 

 بررسی قرار می گیرد.

 مثال های حل شده در خصوص میدان تنش، جابجایی و ضریب شدت تنش   5. 7

اثر تغییر خواص بر میدان تنش و جابجایی در استوانه های ترک دار در بررسی   1. 5. 7

  معرض شوک گرمایی

 تحرت فشرار داخلری و   =mm 21/2   a طرول دارای ترک محیطی به یک سیلندر جدار ضخیم  

به گونه ای فرض می گردد که یرک طررف پوسرته آلیراژ      خارجی قرار گرفته است. خواص ماده تابعی 
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و باشرد. خرواص مکرانیکی    (ZrO2) و طرف دیگر پوسته آلیراژی از زیرکونیروم    (TI-6AL-4V)تیتاتیوم 

 جنس سرامیکآمده است. سطح داخلی پوسته از  (1-3)پوسته مفروض در جدول مشخصات هندسی 

 .است mm222و سطح خارجی آن از جنس فلز در ن ر گرفته شده است. طول استوانه  )زیرکونیوم(

 [92] مکانیکی تیتانیوم )فلز( و زیرکونیوم )سرامیک( خواص 1-3جدول 

   (
 

   
) 𝜶      (

 

 
)  (

 

  
)  (   ) 𝝆(

  

  
)  

999/2 3/153 55/3 293/2 553 3105/6  mr  101 /.‌

925/2 9/222 9/52 5/52 2/33 3104/41 mr  0/22 ‌

 

KTاستوانه در دمای اولیه   4001     .داخلری اسرتوانه را  در معررض دمرای      دیرواره قررار دارد

KT  2002    داخلری برابرر     دیرواره در  عبارتسرت از فشرار   شررایط مررزی مکرانیکی    قرار مری دهریم

MpaP  1001   و در جدار خارجیMpaP  102          مری باشرد. بره علرت رسرانش حرارتری پرایین ترر

 ترابعی   باشد. خواص پوسته سرامیک نسبت به فلز، دمای سرامیکی داخل پوسته بالاتر از خارج آن می

 جفرت شرده  ترموالاستیسیته در حالت . این م ال بررسی گردیده است =n 1/2و =2n=  ،9/2 n برای

شدت تنش در این م رال در   حداک ر مقادیر ضریب می باشد. 35×525حل می گردد. تعداد المان ها 

 ( برای حالات مختلف بیان شده است.3-3جدول )

 ثانیه 122اول در زمان  مدحداک ر ضریب شدت تنش  3-3جدول 

1/2 9/2 2 n 

3224/9 2153/9 3419/2 )( 5.0mMPaKI  

 

بیشترین مقردار ترنش شرعاعی در جردار داخلری و کمتررین آن در جردار         (3-3مطابق شکل )

از جردار داخلری بره     ترنش شرعاعی  باعث کراهش   (5-2در رابطه )  nپارامتر افزایش خارجی می باشد.

 خارجی خواهد بود.
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داخلی و کمتررین   دیوارهتنش محیطی مربوط به  مشخص است بیشترین مقدار (3-3از شکل )

تا حدی دورتر از دهانه ترک باعرث افرزایش ترنش     nپارامتر افزایش  خارجی است. دیوارهر آن در دامق

 نرخ تغییرات می گردد.محیطی و بعد از آن باعث کاهش 

برا سررعت   به فلرز دمرای داخرل     به علت رسانش پایین تر سرامیک نسبت (2-3شکل )مطابق 

همانگونه که مشخص اسرت میرانگین توزیرع دمرا در مرواد       .کمتری به دیواره خارجی منتقل می شود

رفترار ترمومکرانیکی در حالرت سررامیکی دمرای       که کل سازه فلزی باشد. تابعی کمتر از حالتی است

( می تروان دیرد کره    3-3) در شکل حالت فلزی در جدار استوانه بوجود می آورد.بالاتری را نسبت به 

 اول می گردد.  مدافزایش توان تابعی منجر به افزایش ضریب شدت تنش 

بررای  طرولی جابجرایی شرعاعی و   کانتورهرای   ، محیطری  و کانتورهای ترنش شرعاعی  در ادامه 

50/n شوند.می ترسیم  المان 35×525 برای  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ثانیه 522در زمان  n مختلف برای پارامترهای  نمودار توزیع تنش شعاعی 3-3شکل 
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 ثانیه 522در زمان   n مختلف پارامترهای برای نمودار توزیع تنش محیطی 3-3شکل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ثانیه 522در زمان   n مختلف پارامترهاینمودار توزیع دما برای  2-3شکل 
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 ثانیه 122در زمان  n مختلف پارامترهاینمودارضریب شدت تنش برای  3-3شکل 

 

 ثانیه  522در زمان  n=3/2 )ب( برایمحوریدر راستای شعاعی )الف( و در راستای  جابجایی کانتورهای 52-3شکل 

 

3/2=
n 

  

 )ب(              )الف( 

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

K
I 

(M
p

a.
m
ˆ0

.5
) 

time(sec) 

n=0

n=0.3

n=0.5



 

 عددیفصل ششم : تحلیل های 

 

96 

 

3/2=
n 

  

 (ب)              (الف ) 

  ثانیه 522در زمان  n=3/2 ( برایب( و در راستای محیطی)الفکانتورهای تنش در راستای شعاعی ) 55-3شکل 

 

00/6برای  nn ثانیه کانتورهای دما در راستای ضخامت استوانه  122و522در زمان  ,

 .( می باشد52-3مطابق شکل )

 
2=

n
 

 

2=
n 

 

 )ب(  )الف( 
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3/2=
n

 

 

3/2=
n

 

 

 )ب(  )الف( 

 

  ثانیه )ب( 122و زمان  )الف( ثانیه 522های مختلف در زمان  nکانتورهای دمایی برای  52-3شکل

بررسی اثر بارگذاری های مختلف بر ضریب شدت تنش در یک استوانه دارای ترک   2. 5. 7

 محیطی

بر ضریب شدت تنش می پردازیم. در  سرعت زاویه ایحال به بررسی تاثیرات  فشار، حرارت و 

    . این استوانه شامل فلزمی باشدیک ترک محیطی  دارایتمامی حالات  بیان شده سیلندر تابعی 

Ti-6Al-4V  و سرامیکZrO2  ( است. شعاع 1-3تشکیل دهنده مطابق جدول ) مواد جنس .است

           اتفاق می افتد. تغییر کسر حجمی r است و تغییر خواص در جهت  ZrO2داخلی متشکل از 

 :از ابعاد سیلندر عبارتند تبعیت می کند.ه شده در فصل دوم از روابط ارائ Ti-6Al-4V فاز

mRmR
oi

 0/2 10  mHارتفاع استوانهو  /,  20/. برای المان بندی استوانه از یک شبکه با 

حالات زیر مورد مطالعه قرار می گیرد. برای  .المان مستطیلی چهار گره ای استفاده می شود 35×525

محاسبه انتگرال برهمکنش یک مربع با ابعاد چهار المان طول و چهار المان عرض در ن ر گرفته شده 

 است.
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 بر روی ضریب شدت تنش کشش سادهبررسی اثر   1. 2. 5. 7

  تنشتاثیر توان تابعی های مختلف بر ضریب شدت 

سررریلندر تحرررت   فررررض شرررده اسرررت.  m  0/05a در ایرررن اسرررتوانه  طرررول تررررک  

         یرفتررره و بررره ازا صرررورت کشرررش محررروری قررررار گ   ه بررر Mpa 5 بارگرررذاری  اسرررتاتیکی 

(0/6 ، 0/5 ، 0/3 ،  0  nnnn)    اول مررررورد بررسرررری   مرررردضررررریب تمرکررررز تررررنش

 باشد.( می 1-3جدول) مطابق خواص در این م ال .قرار گرفت

 nو پارامترهای مختلف  a/050 برایضریب شدت تنش  3-3جدول 

3/2 1/2 9/2 2 n 

3112/9 3414/9 3293/9 2225/9  50/5 10mpa.KI 

 

منجررر برره افررزایش ضررریب    ( 3-3و جرردول ) (59-3مطررابق شررکل )   nپررارامتر افررزایش 

درصرد مراده افرزوده شرده      nبرا افرزایش    کششری در اسرتوانه مری گرردد.     شدت تنش در حالرت برار  

باکراهش فراز فلرز در مراده ترابعی مردول الاسرتیک مراده ترابعی           که فلز می باشد کاهش مری یابرد.  

افررزایش مرری یابررد زیرررا درصررد سرررامیک کرره مرردول الاسررتیک بررالاتری دارد بیشررتر شررده و مقرردار 

ترنش ، افرزایش ضرریب شردت ترنش را بوجرود مری        شردن مقردار    تنش افرزایش مری یابرد. بیشرتر    

 آورد.   
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 a/050 برای nپارامترهای مختلف نمودار تغییرات ضریب شدت تنش برحسب  59-3شکل 

 

 شوک حرارتی بر روی ضریب شدت تنش بررسی اثر  2. 2. 5. 7

  پارامترتاثیرn   مختلف بر ضریب شدت تنش 

اول  مدحالت استوانه دربارگذاری  .است ZrO2و  Ti-6Al-4Vنیز استوانه متشکل از  در این م ال

 دیواره داخلیبه  K222یک شوک سرمایشی  =2tدر لح ه  .می باشد K422دمای اولیه  است.

    . خواص مکانیکی مطابق جدولفرض شده است m  0/05aطول ترکمی شود.  اعمالاستوانه 

  .باشد و ابعاد و شرایط مرزی منطبق با حالت قبلی می باشد ( می3-1)

  n های مختلفپارامتر یازضریب شدت تنش به  حداک ر 3-3جدول 

  a= 21/2 m 

3/2  1/2  9/2  2 n 

3322/5  2231/5  5952/2  3324/2  KI  0/5 mMpa.  

 

3.88E+05

3.89E+05

3.90E+05

3.91E+05

3.92E+05

3.93E+05

3.94E+05

3.95E+05

3.96E+05
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در یک طول مشخص است با افزایش توان تابعی،  (54-3( و شکل )3-3)همانگونه که از جدول 

 اول خررررواهیم بررررود. مرررردضررررریب شرررردت تررررنش   کرررراهشترررررک معررررین شرررراهد  

 

    nهای مختلفپارامترنمودار ضریب شدت تنش برحسب  54-3شکل  

 

در اینجررا شرربیه سررازی قبررل از اینکرره مرروج هررای مررنعکس شررده از لبرره هررا برره نرروک ترررک 

گرام زمرانی مرورد     وخواهرد برود    s 600tبرسند متوقف می شرود. بنرابراین زمران شربیه سرازی      

منجرر بره کراهش درصرد حجمری فلرز و افرزایش میرزان           nافرزایش پرارامتر   است.  ثانیه52 استفاده

. سرررامیک ضررریب هرردایت گرمررایی کمتررری نسرربت برره فلررز  مرری گرررددفرراز سرررامیک در اسررتوانه 

حررارت کمترری در جسرم منتقرل شرود .در نتیجره ضرریب شردت          داشته و ایرن باعرث مری گرردد    

یبرررا ضررریب شرردت تررنش را بررر حسررب زمرران     (51-3) در نمررودارتررنش کرراهش مرری یابررد.  

 /60n و طول ترک m 0/05a .ترسیم گردیده است 

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

K
I(

M
p

a.
m

^0
.5

) 

n 
 

a=0.05



 

 عددیفصل ششم : تحلیل های 

 

101 

 

 

60 0/05برای  ضریب شدت تنش نسبت به زمان 51-3شکل    an ,/ 

 

 با اعمال بارگذاری حرارتی به جردار داخلری اسرتوانه ترا رسریدن مروج ترنش بره نروک تررک،          

 پس از عبور موج تنش این ضریب کاهش می یابد. افزایش یافته وضریب شدت تنش 

 تاثیر طول ترک های مختلف بر ضریب شدت تنش 

  طرول تررک هرای    یو بره ازا  اول اسرت  مرد در این م ال بارگرذاری همچرون برالا و در حالرت     

(0/06 2/21، 2/24، 2/29، 2/22،  aaaaa   اول مررورد بررسرری   مررد( ضررریب تمرکررز تررنش

                                برابررررر بررررا در ایررررن م ررررال nبرررررای پررررارامتر  مقررررادیر متفرررراوت قرررررار مرررری دهرررریم. 

(0/6 ، 0/5 ، 0/3 ،  0  nnnn)  زمررران شررربیه سرررازی  گرفتررره شرررده اسرررت در ن رررر .

همانگونره   ارائره شرده اسرت.    (2-3 )نترایج بدسرت آمرده در جردول     همچون م رال فروق مری باشرد.    

 افرزایش شراهد   ،معرین  هرر طرول تررک   در  nپرارامتر  مشرخص اسرت برا افرزایش      که در جدول زیرر 

  .اول خواهیم بود مدضریب شدت تنش 
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 ضریب شدت تنش بر حسب نسبت طول ترک به شعاع استوانه بیشینه مقدار 2-3جدول 

 /60n  /50n  /30n  0n طول ترک 

KI  0/5 mMpa 

3223/1 3393/1 9213/3 5529/3 0/02a 

2412/9 3155/9 2333/4 2342/1 0/03a 

1423/2 3351/2 2251/9 3293/9 0/04a 

3322/5  2231/5  5952/2  3324/2  0/05a 

3322/5 2235/5 1254/5 2452/2 0/06a 

 

ترسریم شرده    (53-3و طول ترک در شرکل )  nتغییرات ضریب شدت تنش بر حسب تغییرات پارامتر 

 می گردد. اول  مدمعین افزایش طول ترک باعث کاهش ضریب شدت تنش  nپارامتر در هر  است.

 

 nو پارامتر  تغییرات ضریب شدت تنش نسبت به طول ترک 53-3شکل 
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افزایش طول ترک باعث می گردد به دلیل اتلاف حرارتی داخل جسم ،اختلاف دمای کمتری را نروک  

ترک نسبت به طول ترک کمتر دارا باشد. این مهم منجر به کاهش ضریب شدت تنش می گردد.در هر 

 nباعث کاهش ضریب شدت تنش می گرردد. برا افرزایش پرارامتر       nطول ترک ثابت  افزایش پارامتر 

فلز در داخل جسم کاهش می یابد .کمتر شدن فاز فلز باعث کاهش ضریب هردایت گرمرایی در    درصد

را کراهش مری   ضریب شدت تنش  در نهایت نموده وجسم شده و موج گرما در استوانه کندتر حرکت 

 دهد.

 بر روی ضریب شدت تنشسرعت زاویه ای بررسی اثر   5. 2. 5. 7

مررورد بررسرری قرررار مرری  شبررر ضررریب شرردت تررن سرررعت زاویرره ایدر ایررن قسررمت ترراثیر 

. اسرررت ZrO2و  Ti-6Al-4Vاسرررتوانه متشرررکل از  همچرررون م رررال قبلررری در ایرررن م رررال گیررررد.

مری باشرد.    K222 مرورد بررسری   در زمران  جسرم دمرای  اول اسرت.   مرد حالرت  استوانه دربارگذاری 

باشررد و  ( مری 1-3. خرواص مکرانیکی مطررابق جردول)   فررض شررده اسرت   m 0/05a تررک  طرول 

 .ابعاد و شرایط مرزی منطبق با حالت قبلی می باشد

  مختلف پارامترهای تاثیر n بر ضریب شدت تنش 

 قرررررار مرررری دهرررریم.  sec/rad 50چرررررخش ثابررررت  در معرررررضاسررررتوانه را 

بررسررری  sec 922ایرررن تحلیرررل را بررررای  مررری باشرررد. m  0/05a محیطررری طرررول تررررک

در یرررک  nپرررارامتر افرررزایش   اسرررت مشرررخص( 3-3جررردول )از مررری نمررراییم. همانگونررره کررره 

 می شود.ضریب شدت تنش  افزایشطول ترک ثابت باعث 

  n مختلف پارامتر های یضریب شدت تنش به ازا مقدار حداک ر 3-3جدول   

 a= 21/2 m 

3/2  1/2  9/2  2 n 

3253/5  2222/5  2935/5  3219/5  KI  30/5 10mpa.  
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 تاثیر طول ترک های مختلف بر ضریب شدت تنش 

 زاویره ای  اسرتوانه در سررعت  طول ترک های مختلف را مد ن ر قرار می دهیم.  در این قسمت

اثر طول تررک هرای مختلرف را مرورد      (52-3) قرار می گیرد. طبق جدول sec/rad500ثابت 

( و 52-3همانگونره کره از جردول )    بررسی قرار می دهیم. شرایط زمانی چون حالت فوق مری باشرد.   

افزایش طول ترک در یک توان تابعی ثابت باعث افزایش ضرریب شردت   (  مشخص است 53-3) شکل

  تنش می گردد.

 تغییرات ضریب شدت تنش نسبت به طول ترک 52-3جدول 

 /60n /5 0n /3 0n  0n طول ترک 

 40/5 10mpa.KI 
2332/3 3144/3 1312/3 1243/3 0/02a 

329/55 122/55 123/55 431/55 0/03a 

554/51 315/54 332/54 134/54 0/04a 

352/53  353/53  152/53  534/53  0/05a 

221/53 325/53 424/53 213/53 0/06a 
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  تغییرات ضریب شدت تنش برحسب طول ترک به ضخامت استوانه 53-3شکل 

 

 بر ضریب شدت تنش زاویه ای تاثیر سرعت 

ترررا  sec/rad10 در معررررض سررررعت زاویررره ای   (55-3)اسرررتوانه را طبرررق جررردول 

sec/rad1000 0/6قرار می دهیم. در این بررسیn .در ن ر گرفته می شود 

 n پارامترهای مختلف ئبه ازاضریب شدت تنش  55-3جدول 

a= 53/5 m , n= 7/5  

sec)/(rad  15 35 155 355 1555 

KI(
310mpa ) 23533/2  3352/5  5339/3   52/533   39/353   

 

در استوانه میزان ضریب شدت  سرعت زاویه ای با افزایش( می توان دید که 52-3از شکل )

 تنش رو به افزایش خواهد بود.

 سرعت زاویه ایتغییرات ضریب شدت تنش نسبت به  52-3شکل  

در  sec/rad1000 ،0/7n ادامه کانتورهای دما و تنش شعاعی و محیطی را برایدر 

 شده است.ترسیم  (53-3در شکل ) sec 500tزمان 
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کانتورهای دما)الف(کانتورهای تنش شعاعی)ب(کانتورهای تنش محیطی)ج(برای  53-3شکل  

secrad/  1000 0/6وn 
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 بررسی اثر بارگذاری ترکیبی فشار، شوک حرارتی و چرخش  4. 2. 5. 7

m  0/1شررعاع داخلرری اسررتوانه برابررر بررا  در ایررن بررسرری
i

r  و ضررخامت آن برابررر بررا  

mt 0/1 آن سرررررعت زاویرررره ای وsec/rad 10 فشررررار داخلرررری ،MpaP
in

 100 ،

CTدمررای اولیرره    برابررر  ودر حالررت سرمایشرری  دیررواره داخلرری را و دمررای اسررتوانه 2731 

CT 02 ک. نتررایج برررای طررول ترررشررده اسررت ر ن ررر گرفترره دm  0/05a  درs 600t 

مرری  بررسرری nپارامترهررای مختلررف  یبرره ازامرری باشررد(  s52گررام زمررانی کرره هررر گررام   32)

نماییم. شربیه سرازی در حرالتی صرورت مری پرذیرد کره مروج هرای مرنعکس شرده از لبره بره              

-Tiمری باشرد.ماده ترابعی متشرکل      35×525نوک ترک نرسیده باشرند. تعرداد المانهرا برابرر برا      

6Al-4V  وZrO2 .می باشد 

  مختلف پارامترهایتاثیر n بر ضریب شدت تنش 

پررارامتر مشررخص اسررت بررا افررزایش ( 22-3)نمررودار ( و 52-3جرردول ) همانگونرره کرره از

n  درصد فراز فلرز بیشرتر گردیرده و برا توجره بره کمترر برودن مردول            معین زاویه ایدر سرعت

اول در بارگرذاری بیران شررده    مرد دار ضررریب شردت ترنش   مقر  الاستیسیسرته فلرز بره سررامیک    

 کاهش یافت.

   n مختلف هایپارامتر یازاضریب شدت تنش بارگذاری ترکیبی به حداک ر 52-3جدول 

a= 53/5 m, ɷ=15rad/s 

n 5 5/5  3/5  7/5  

KI( mMpa ) 1344/9  3321/2   9123/2   2232/2   

 

 

 

 



 

 عددیفصل ششم : تحلیل های 

 

108 

 

 

  nپارامترهای مختلف به زمان برحسب نسبت تغییرات ضریب شدت تنش  53-3شکل 

 

 

 تاثیر طول ترک های مختلف بر ضریب شدت تنش 

این حالت با رعایرت تمرامی پریش فررض هرای مطررح اولیره اثرر تغییررات ضرخامت را در           در 

شرررایط مرررزی مسرراله عبارتنررد از: فشررار    مررورد بررسرری قرررار داده ایررم.  متفرراوت  nپارامترهررای 

، دمرررای اولیررره اسرررتوانه   ɷ=10rad/sec، سررررعت زاویررره ای  اسرررتوانه  p1=100Mpaداخلررری 

T0=273ºC   م ورود مرروج سرمایشرری ، دمررای سررطح داخلرری در هنگرراTin=0ºC   مرری باشررد.تعداد

( 25-3شررکل )از  مرری باشررد.( 59-3)نتررایج مطررابق جرردول  اسررت. 35×525المرران بنرردی اسررتوانه 

 کراهش معرین ضرریب شردت ترنش       nپرارامتر  برا افرزایش طرول تررک در یرک      مشخص است کره  

اخرتلاف دمرای کمترری را     فاصرله بیشرتری از جردار داخلری داشرته و      زیرا باعث می گرردد  می یابد

ضررریب شرردت تررنش   nپررارامتر همچنررین در یررک طررول ترررک معررین بررا افررزایش   تجربرره کنررد. 
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باعرث افرزایش درصرد  فازسررامیک گردیرده و منجرر بره افرزایش          nمی یابرد زیررا افرزایش     افزایش

 .ضریب شدت تنش می گردد

 مختلف های طول ترک یضریب شدت تنش بارگذاری ترکیبی به ازا حداک ر59-3جدول 

  n=5 

a 52/5  55/5  53/5 57/5  

KI( mMpa ) 5314/3  1233/3  1344/9  3432/2  

n= 5/5  

a 52/5  55/5  53/5  57/5  

KI( mMpa ) 2223/2  3223/1  3322/2  3122/5  

 n= 3/5  

a 52/5  55/5  53/5  57/5  

KI( mMpa ) 2322/3  5232/1  9123/2  1333/5  

 

 

 

 0nمختلف برای تغییرات ضریب شدت تنش برحسب طول ترک های  22-3شکل  

می توان گفت با  (29-3( و )22-3(، )25-3و شکل های ) (59-3)از مقایسه نتایج جدول 

 می یابد. کاهشاول  مدافزایش توان تابعی در یک طول ترک معین ضریب تمرکز تنش 
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 n/30برای  مختلفتغییرات ضریب شدت تنش برحسب طول ترک های  25-3شکل  

 

 n/50برای  ختلف متغییرات ضریب شدت تنش برحسب طول ترک های  22-3شکل  
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  بر ضریب شدت تنش زاویه ایتاثیر سرعت 

اثررر تغییرررات   ،بررا رعایررت تمررامی پرریش فرررض هررای مطرررح اولیرره        بررسرریدر ایررن 

maو طرررول تررررک =n 3/2در سررررعت زاویررره ای  0/05  کررره  گرفرررتمرررورد بررسررری قررررار

نحنررری ضررررایب شررردت ترررنش برررر حسرررب م ( مررری باشرررد.54-3نترررایج آن مطرررابق جررردول )

 ( ترسیم شده است.23-3زمان در شکل )

 مختلفطول ترک  یحداک ر ضریب شدت تنش بارگذاری ترکیبی به ازا54-3جدول 

n= 7/5 , a= 53/5  

ɷ (rad/s) 15 555 355 1555 

KI( mMpa ) 2232/2  2345/2  9319/2  3393/2  

 

 مرد مشخص اسرت افرزایش سررعت دوران باعرث ازدیراد ضرریب شردت ترنش         ( 24-3)از شکل 

 اول می گردد.

 

 21/2aو  3/2n مختلف برای زاویه ایتغییرات ضریب شدت تنش برحسب سرعت  29-3شکل  
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 تاثیر فشار داخلی بر ضریب شدت تنش 

متغیرررر  یلرررفشرررار داخ مررری باشرررد.  m21/2 a طرررول تررررک  و3/2nدر ایرررن م رررال  

MpaP
i

 50020010010 ,,, خررررارجی فشررررار و MpaP
o

 10  ، اسررررتوانه در دمررررای اولیرررره

CT  CTدر معرررض شرروک سرمایشرری  قرررار مرری گیرررد. دیررواره داخلرری     2731  02  قرررار

     (51-3را مطررابق جرردول )  شرردت تررنش  برحسررب زمرران    ضررریب مقررادیر حررداک ر  .مرری گیرررد 

sradپیش فرض زاویه ایسرعت  می باشد. / 10 .می باشد  

 مختلفطول ترک  یحداک ر ضریب شدت تنش بارگذاری ترکیبی به ازا51-3جدول 

 n= 7/5  , a= 53/5 , ɷ=15rad/s 

)(MpaPi
 15 155 255 355 

KI( mMpa ) 2299/2  5353/2  2232/2  3242/5  

 

( مری تروان دریافرت افرزایش فشرار داخلری باعرث کراهش ضرریب شردت ترنش            21-3) از شکل     

 زیرا با افزایش فشار داخلی دهانه ترک تمایل به بسته شدن پیدا می کند. ،گردد اول می مد

 

 21/2aو  3/2n تغییرات ضریب شدت تنش برحسب فشارهای داخلی مختلف برای 24-3شکل  
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 تاثیر فشارخارجی بر ضریب شدت تنش 

و فشررار خررارجی متغیررر    m  0/05aمحیطرری بررا طررول ترررک   3/2nدر ایررن م ررال برررای  

MpaP
o

 200 100 10 ,,  داخلیفشار وMpa 52iP   استوانه در دمرای اولیرهCT  قررار          2731 

CTدر معرض شوک سرمایشی  .دیواره داخلی را گیردمی   مقرادیر حرداک ر    قررار مری دهریم.    02 

     سررعت   ( مری باشرد.  53-3) مقادیر مختلف فشار داخلری، مطرابق جردول    یضریب شدت تنش به ازا

sradبرابر با  در این م ال زاویه ای / 10 .می باشد 

 مختلففشارهای خارجی  یحداک ر ضریب شدت تنش بارگذاری ترکیبی به ازا53-3جدول

n= 7/5  , a= 53/5  , ɷ= 15 rad/sec 

)(MpaP
o

 15 155 255 355 

KI( mMpa ) 2299/2  5143/2  2551/2  1229/5  

 

 مدضریب شدت تنش  با افزایش فشار خارجی( مشاهده می شود 23-3) شکل  در که همانطور

 فشار خارجی تا حدی باعث باز شدن دهانه ترک می گردد.    یافته است. کاهشاول 

 

 53/5aو  7/5nتغییرات ضریب شدت تنش برحسب فشارهای خارجی مختلف برای  23-7شکل     
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 نتیجه گیری  1. 6

بررای   از معادلات ترموالاستیک کلاسیک جفت شده در مختصرات اسرتوانه ای   در پروژه حاضر،

تحلیل استوانه های تابعی دوار دارای ترک محیطی در معرض بارگذاری گرمرایی و مکرانیکی اسرتفاده    

رول عددی المان محدود توسعه یافته و رول نیومارک برای تحلیل زمانی مرورد اسرتفاده    شده است.

و المران هرای    . برای مدل سازی مواد تابعی در این پروژه از مدل هرای میکرومکرانیکی  اند قرار گرفته

صرورت واقعری و پیوسرته مردل     ه بنابراین مواد تابعی ب ایزوپارامتریک تعمیم یافته استفاده شده است.

به دلیل بکارگیری این المان ها، مراتریس هرای حاصرل از گسسرته سرازی معرادلات        سازی شده اند.

 به فرد هستند. رترموالاستیک جفت شده منحص

دست آمده ه نتایج ب .ندشدت تنش  به رول عددی آنالیز شد ایبدما و تنش ها و ضر جابجایی،

 .اعتبارسنجی شدند مراجع معتبرموجود در ایزوتروپیک با نتایج 

مهمترین دستاورد این پروژه کد نوشته شده برای پیاده سازی و حل معرادلات و شربیه سرازی    

نوشرته   MATLABافرزار  این کد در محیط برنامه نویسی نرم  ترک در مختصات استوانه ای می باشد.

 شده است و قابل تغییر برای حل مسائل دیگر در این زمینه است.

 نتایج حاصل از حل م ال های عددی به صورت خلاصه در زیر ارائه شده اند:

و  دارای ترک محیطی با طول ثابرت  ای که استوانه در nافزایش پارامتر با  ضریب شدت تنش .5

 می یابد. افزایش در معرض کشش محوری است،

ضریب شدت  کاهشمنجر به  حرارتیدر بارگذاری معین  nدر یک پارامتر  طول ترک افزایش .2

 تنش می گردد.

ضریب کاهش در یک طول ترک ثابت منجر به  nپارامتر افزایش  ،استوانه گرماییدر بارگذاری  .9

 شدت تنش می گردد.
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افزایش ضریب شدت ترنش   منجر بهمعین،   nزاویه ای در طول ترک و پارامترافزایش سرعت  .4

 در استوانه می گردد.

ثابت منجر به افزایش ضریب شردت ترنش    nافزایش طول ترک در در سرعت زاویه ای معین  .1

 می گردد.

      در طول ترک ثابرت باعرث افرزایش ضرریب تمرکرز ترنش       nدر استوانه دوار افزایش  پارامتر  .3

  می گردد.

ول ترک ثابت منجر به کاهش ضریب شدت ترنش  و ط nافزایش فشار داخلی باعث در پارامتر  .3

 می گردد.

 شنهادهاپی  2. 6

در این پروژه از معادلات ترموالاستیک کلاسیک جفت شده برای تحلیل سریلندر اسرتوانه ای     .5

مکانیکی استفاده شده است. به دلیرل طبیعرت    -با ترک حلقوی محیطی تحت شوک حرارتی

تئوری یک سرعت نامحدود برای گسترل دمرا  پارابولیکی معادله انرژی در این معادلات، این 

پیش بینی می کند. بر مبنای مدل فوریه حرارت در محیط های هادی با سررعت بری نهایرت    

منتشر می شود. علی رغم اینکه مدل هدایت فوریه یک فیزیک غیر واقعی را در بر دارد یعنی 

ای مهندسری اسرت.   پخش ناگهانی انرژی حرارتی اما تقریرب بسریارخوبی بررای اک رکاربردهر    

ساختار غیرهمگن ماده باعث ایجاد یک تاخیر در پاسخ بین شار گرما و گرادیان دما می گردد. 

این تاخیر نمایانگر زمان لازم در انبارل انرژی برای تبادل حرارت بین اجزاء سراختاری مراده   

کند تطبیق می باشد. در طی این تاخیر، شار گرمایی به تدریج خود را با آنچه فوریه بیان می 

دهد. در حالی که فوریه بر این باور است که شار حرارتی به طور ناگهانی و سرریع خرود را برا    

بنررابراین پیشررنهاد مرری گررردد از تئرروری  [. 11]تغییرررات گرادیرران دمررا منطبررق مرری سررازد

 .تایج حاصل با یکدیگر مقایسه شوندترموالاستیک تعمیم یافته استفاده شود و ن
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تی با مدل هدایت هذلولی گرما و در ن ر گرفتن زمانهای لختی به جای مردل  حل مساله حرار .2

 گرمایی فوریه 

بررسی اثر کوپل و اینرسی بر ضریب شدت در یک استوانه تابعی دارای ترک محیطی متقارن  .9

 محوری 

 محاسبه ضریب شدت تنش در دیسک های دوار دارای ترک .4

 محیطی و دایرویبررسی رشد ترک در استوانه های دارای ترک  .1
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ABSTRACT 

In recent years functional materials due to mechanical and thermal properties 

desirable and manageable for engineers and researchers have been ever-increasing 

attention. These materials benefit high toughness high mechanical strength of metals, 

heat resistance, corrosion resistance and wear ceramic material simultaneousl. So 

checking the behavior of the failure of these materials considering their application 

fields has particular importance. In this thesies, the fracture behavior of functionally 

graded materials under thermo-mechanical shocks in a thick-walled cylinder is 

investigated. For this purpose, classical coupled thermaoelastic equations are used in 

calculations.First, these equations are discretized with extendedfinite element method in 

the space domain and then they are solved by the Newmark method in the time domain. 

In this thesis, micromechanical models for conventional composites with assist of 

generalized isoparametric element formulation, which continuously models the material 

properties across the elements, are used. 

Also, the most general form of interaction integral is extracted for axially 

symmetric circumferential crack in a cylinder under thermal and mechanical loads in 

functional graded materials and is used to calculate dynamic stress intensity factors. All 

stages of problem solution from mesh generation to obtaining results has implemented 

in MATLAB programming environment.The accuracy of written program is verified 

using several solved numerical examples and compared with existing analytical and 

numerical results in literature. Finally, effects of length of crack, change of properties, 

rotational speed and change internal and external pressure in thermal loading condition 

are investigated on stress intensity factors. Also, variation of stress intensity factor 

against time in dynamic load scenario is depicted. Ti-6Al-4V/Zro2 is functional graded 

material used in this thesis. 

 

Keywords: 

 

Rotational Cylinder; Circumferential Crack; XFEM (Extended Finite Element Method); 

FGM (Functional Graded Material); Coupled Thermoelasticity; Thermo-Mechanical 

Shock. 
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