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  چكيده

و سرعت زاويه اي ثابت، كه  با طول محدود ،چرخانتوخالي الاستيك ارتعاشات استوانه  تحليل در اين پايان نامه

بر  اين هدف. نيكي ماهواره ها يكي از كاربردهاي مهم آن مي باشد مد نظر بوده استچرخ طيار باطري الكترومكا

براي در ابتدا يك حل كلي . حل تحليلي، بررسي شده است ارائه يكتئوري الاستيسيته سه بعدي و با  اساس

 بدين منظور صورت كلي معادله. ها و تحت هر نيروي جسمي دلخواهي ارائه مي شودتحليل ارتعاشات استوانه 

دسترسي به حل دقيق، حجم  علت استفاده از معادله ناويه. در دستگاه مختصات استوانه اي نوشته مي شودناويه 

با  ه ناويه براي حل معادل. مي باشدمحاسبات كم و همچنين انجام يكباره آن براي هندسه ها و مواد مختلف 

  . ه استاستفاده از روش جداسازي متغيرها امكان ارضاي شرايط مرزي بيشتري فراهم شد

ماتريس  ،تنشهاهمچنين روابط مربوط به و وجود دارد  ميان تغيير مكان و نيرو ي كهسپس با استفاده از روابط

شرايط مرزي به صورت تقريبي و با ، بطوري كه تعدادي از مي شود نوشته ها ضرايب مربوط به ارتعاشات استوانه

سپس فركانسهاي مسئله با حل ماتريس مربوطه  .استفاده از خاصيت تعامد توابع مثلثاتي و بسل ارضا مي شوند

  . استخراج مي شوند

تقابل ميان قطبهاي آهنربا ناشي از گشتاور دندانه كه در چرخ طيار باطريهاي الكترومكانيكي بدليل اثر ارتعاشات 

به كمك  تا كنون انجام نشده است كهنيز  الكتريكي مغناطيس دائم ايجاد مي شود  هاي آهني ماشينو شيار

  . در اين تحقيق بررسي مي گردد روش ارائه شده

نتايج عددي . كدنويسي شده است Mapleدر اين پايان نامه براي بدست آوردن نتايج عددي در محيط نرم افزار 

بدست آمده با اين روش با نتايج عددي بدست آمده براي استوانه هاي ساكن در تحقيقات گذشته مقايسه شده 

  .است
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يكي از روشهاي توليد و ذخيره .  سيستم هاي توليد و ذخيره انرژي يكي از مباحث مهم در ماهواره ها است

استفاده از اين سيستمها در ماهواره ها، در دهه . انرژي در ماهواره ها استفاده از باطريهاي الكترومكانيكي است

وصا در ماهواره هاي كم ارتفاع، بسيار متداول مخص, بنيان گذاري شد و امروزه استفاده از اين سيستم ها 1970

. در باطريهاي الكترومكانيكي انرژي بصورت انرژي جنبشي دوراني در يك چرخ طيار ذخيره ميشود. شده است

انرژي توليد شده براي گردش چرخ طيار توسط ماشين . چرخ طيار استفاده شده عموما به شكل استوانه است

ا مهمترين قسمت در اين سيستمها ماشين الكتريكي به كار رفته در آن است كه الكتريكي تامين مي شود و لذ

وظيفه تبديل انرژي الكتريكي به مكانيكي و بالعكس را دارد و معمولا از انواع ماشين هاي آهنربا دائم به علت 

 NASAد و توسط تلفات كم روتور و چگالي انرژي زياد و توليد گشتاور بيشتر در اين سيستم ها استفاده مي شو

اين نوع . لذا از اين نوع ماشينها در باطريهاي الكترو مكانيكي ماهواره ها استفاده مي گردد. نيز پيشنهاد شده اند

بررسي . ماشين الكتريكي به علت دارا بودن شيار در ساختارش، مي تواند در چرخ طيار ايجاد ارتعاش نمايد

انه اي شكل به دليل وجود ماشين الكتريكي كه توليد كننده اين ارتعاشات ايجاد شده در اين چرخ طيار استو

  . ارتعاش است، نياز به حل تئوريهاي تحليلي و عددي در رفتار ارتعاشي استوانه ها دارد

در بررسي رفتار ارتعاشي استوانه مي توان با استفاده از تئوريهاي يك بعدي و دوبعدي براي استوانه هاي توپر و 

با توجه به اينكه با كاهش نسبت طول به شعاع و همچنين نسبت . ي ساده اي را استخراج نمودتوخالي تحليلها

شعاع داخلي به خارجي خطاي محاسبه تنش و كرنش افزايش مي يابد در بعضي موارد نتايج حاصل از تئوريهاي 

اي دقيق تر، ارائه روشهاي از سويي با توجه به نياز صنعت هوافضا به مدله. تقريبي فوق بسيار متفاوت خواهد بود

لذا يكي از راهكارهاي مناسب در اين زمينه . حل نزديكتر به مدلهاي واقعي تر در اولويت قرار گرفته است

  . استفاده از تحليلهاي دقيق تر ارتعاشي و استفاده از توصيف رفتار جسم با تئوري الاستيسيته سه بعدي مي باشد

در فصل پنجم معادلات حاكم بر ارتعاشات آزاد سه بعدي استوانه هاي چرخان به همراه تنشهاي ديناميكي در 

براي رسيدن به اين نتيجه از حل معادلات ناويه به وسيله تجزيه . دستگاه مختصات استوانه اي بيان شده است
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سپس با . معادله اسكالر و برداري موج در دستگاه مختصات استوانه اي كمك گرفته شده است هلم هولتز به دو

در نظر گرفتن يك حل كلي براي معادله ديفرانسيل حاكم به روش جداسازي متغيرها شرايط مرزي حاكم براي 

برخي شرايط مرزي براي ارضاي . استوانه چرخان و استوانه چرخان تحت گشتاور متناوب دندانه ارضا شده است

.در فصل ششم اين شرايط به صورت عددي نشان داده شده اند. از توابع متعامد و خواص آنها استفاده شده است



 

 

  

  دومفصل 

  ماهواره هاي كم ارتفاع

و سيستم هاي ذخيره انرژي 

  آنها
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 معرفي ماهواره هاي كم ارتفاع - 1- 2

بعضي از آنها مانند ماهواره هاي . مختلفي تقسيم مي شوندماهواره ها بسته به كاربردشان از نظر مكاني به انواع 

تلويزيوني همواره نسبت به زمين ثابت مي باشند در حاليكه بعضي ديگر يك نوار خاص از زمين را با پريود 

همچنين ماهواره هايي وجود دارند كه كل زمين را بصورت نوارهاي پشت سر هم و در . مشخص جاروب ميكنند

بر اين اساس مي توان مداراتي كه ماهواره ها در آنها . جاروب مي كنند) بصورت نواري(خاص  پريودهاي زماني

و مابين   )LEO( 2، نزديك به زمين)GEO( 1قرار مي گيرند را به سه دسته دور از زمين و يا ثابت نسبت به زمين

ابري نيروي گريز از مركز و نيروي لازم به ذكر است كه ماهواره ها با استفاده از بر]. 1،2،3[اين دو تقسيم كرد

با توجه به اينكه جاذبه زمين با ). فاصله آنها از زمين ثابت مي ماند(تثبيت مي شوند  3جاذبه زمين در يك مدار

دور شدن از زمين كاهش مي يابد و نيروي گريز از مركز متناسب با توان دوم سرعت زاويه اي ماهواره است، 

  . كتر باشد بايد سرعت بيشتري داشته باشد تا در مدار خود باقي بماندهرچه ماهواره به زمين نزدي

فاصله نزديك به زمين باعث . كيلومتري زمين قرار دارند 1000الي  300ماهواره هاي كم ارتفاع در فاصله 

  :مزاياي مهمي براي اين ماهواره ها شده است كه مي توان آنها را بصورت زير طبقه بندي نمود

قرار دارند تضعيف سيگنالهاي  GEOفاصله نسبت به ماهواره هايي كه در مدارات  به علت كاهش •

هاي  اين ماهواره ها است و  به فرستنده و گيرنده و دوربينهاي ضعيفتر و آنتن 01/0مخابراتي تقريبا 

 ].3[كوچكتر نيازمند مي باشند

مين است بنابراين به آرايه هاي مصرف انرژي در اين ماهواره ها بسيار كمتر از ماهواره هاي دور از ز •

 .دارند  خورشيدي و سيستم ذخيره انرژي كوچكتري نياز

                                                           
1 Geostationary Orbits 
2 Low Earth Orbits 
3 Orbit 
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داراي وزن و حجم كمي هستند و با توجه به فاصله كم آنها از زمين، هزينه پرتاب آنها بسيار كمتر از  •

 .ماهواره هاي دور از زمين است

اشند بطوري كه با فرستنده هاي كمتر از فرستنده و گيرنده هاي ارتباطي در زمين بسيار ساده تر مي ب •

 ].3[يك وات به راحتي مي توان با آنها ارتباط برقرار كرد

 .تاخير زماني ايجاد شده در ارتباطات اين ماهواره ها قابل صرف نظر است •

 ماهواره 8000مزاياي فوق باعث استفاده زيادي از اين ماهواره ها شده است به طوري كه امروزه وجود بيش از 

اينترنت و موبايلهاي ماهواره ]. 2[در مدارات نزديك به زمين باعث مشكلات ترافيكي در اين مدارات شده است

  . اي و انواع ماهواره هاي هواشناسي، تجاري و نظامي از اين قبيل ماهواره ها مي باشند

يباشند و معمولا انرژي به زمين نزديك هستند، داراي توان مصرفي كمي م LEOبا توجه به اينكه ماهواره هاي 

از طرف ديگر تقريبا تمامي اين ماهواره ها كسري از پريود . مورد نياز آنها توسط نور خورشيد تامين ميشود

چرخش خود را در سايه زمين قرار مي گيرند از اين رو استفاده از سيستم هاي ذخيره انرژي در اين ماهواره ها 

  .امري ضروري است

 ه انرژي در ماهواره هاي كم ارتفاعهاي ذخير معرفي سيستم -2- 2

بعضي از ماهواره ها آنقدر از . سيستم هاي توليد و ذخيره انرژي يكي از مباحث مهم در ماهواره ها است

زمين دورند كه در يك نقطه از فضا ثابت مي باشند يعني سرعت زاويه اي آنها نسبت به زمين صفر بوده و 

در صورتي كه اين ماهواره . دتثبيت آنها توسط تعادل نيروهاي گرانشي با زمين و كرات ديگر انجام مي شو

ها بتوانند از نور خورشيد استفاده كنند، انرژي مورد نياز خود را با استفاده از آرايه هاي خورشيدي تامين 

مي كنند و در غير اينصورت از سوخت هاي ديگر مانند انرژي اتمي و انواع انرژيهاي شيميايي استفاده مي 

اكثر ماهواره ها كه در بخش قبل . شريح شده و با هم مقايسه شده اندت] 4[كنند كه اين سه منبع انرژي در 

به آنها اشاره شد، از نوع ميني و ميكرو و نانو ميباشند كه به انرژي كمي نياز دارند و انرژي اغلب آنها از نور 



 7                                                                                                             و سيستم هاي ذخيره انرژي آنها ماهواره هاي كم ارتفاع :فصل دوم

 

اين ماهواره ها با پريودهاي خاصي حول زمين در چرخش هستند و اغلب آنها . خورشيد تامين مي شود

مقداري از پريود چرخش خود را در سايه زمين به سر مي برند و در اين مدت نمي توانند از نور خورشيد 

در اين صورت، در . استفاده كنند بنابر اين در اين ماهواره ها از سيستم هاي ذخيره انرژي استفاده مي شود

سيستم ذخيره مي شود و در مدتي كه ماهواره در معرض نور خورشيد قرار دارد مقداري انرژي در اين 

ميلادي سيستمهاي  2000تا سال . مواقعي كه در سايه زمين قرار مي گيرد از اين انرژي استفاده مي كند

روش ديگر . آورده شده است) 1-2(ذخيره انرژي عمدتا از باطريها تشكيل مي شدند كه انواع آنها در جدول 

ي است كه به علت مزايايي كه دارند استفاده از آنها روزافزون تامين انرژي استفاده از باطريهاي الكترومكانيك

  .است

 باطري هاي الكترومكانيكي در ماهواره ها  -3- 2

  پيشينه استفاده از باطري هاي الكترومكانيكي در ماهواره ها  -3-1- 2

ي دانشگاه مري لند با همكاري ناسا تحقيقاتي در مورد استفاده از چرخ طيار به عنوان سيستم ها 1976در سال 

ميلادي ناسا اين تحقيقات را به طور جدي  1990در دهه ]. 5[ذخيره انرژي در ماهواره ها را پايه گذاري كرد

ذخيره انرژي در چرخ . ميلادي استفاده از چرخ هاي طيار بجاي باطريها آغاز شد 2000دنبال نمود و از سال 

يره شده دوباره به انرژي الكتريكي تبديل هاي طيار بصورت انرژي جنبشي است كه در موقع لزوم اين انرژي ذخ

قرار مي گيرد و اين موضوع باعث مزاياي  4 لذا استفاده از چرخ طيار در رسته انرژيهاي تجديدپذير. مي شود

  .زيادي براي چرخ هاي طيار نسبت به باطريها مي شود

  عملكرد و ساختمان باطري هاي الكترومكانيكي -3-2- 2

داراي كاربردهاي فراواني مي باشند ) هاي ذخيره انرژي بوسيله چرخ طيار سيستم(باطري هاي الكترومكانيكي 

كه از آن جمله مي توان به كاربردشان در نيروگاههاي بادي و فتوولتائيك، خودروها، متروها، جبرانسازهاي 

                                                           
4 Renewable energy 
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اطري هاي ساختار اجزاء مختلف ب. اشاره كرد... خطوط انتقال و توزيع، منابع تغذيه بدون وقفه، ماهواره ها و 

چرخ طيار ] 6[الكترومكانيكي نيز متناسب با پارامتر هاي مهم عملكرد آنها متفاوت مي باشد بطور مثال در 

باطري از فولاد  ساخته شده است در صورتي كه در كاربردهاي فضايي، وزن در هنگام پرتاب از اهميت خاصي 

همچنين در كاربردهاي . زيت ساخته مي شودبرخوردار است و چرخ طيار از آلومينيوم يا فيبر كربن كامپو

برينگهاي . ژنراتور اين سيستمها استفاده شده است -مختلف از ماشينهاي الكتريكي متفاوتي به عنوان موتور

  .استفاده شده نيز مي تواند از نوع مغناطيسي يا هيدروديناميكي باشد

ت و عملكرد آن به اين صورت است كه در يك باطري هاي الكترومكانيكي نشان داده شده اس) 1- 2(در شكل  

هنگام ذخيره انرژي و به عبارت ديگر شارژ سيستم، انرژي الكتريكي در چرخ طيار به انرژي جنبشي چرخشي 

انرژي ذخيره شده در اين سيستم عبارت آشناي زير را ]. 6[تبديل مي شود و باعث بالا رفتن دور آن مي شود

  :دارد

� = �� ���	             )2-1                                                                                           (  

انرژي  Eمتر به توان دو و  -ممان اينرسي بر حسب كيلوگرم Iسرعت زاويه اي بر حسب راديان بر ثانيه و  �	كه 

  . جنبشي ذخيره شده در چرخ طيار بر حسب ژول است
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  ].1[همراه متعلقات آن كه در بخش فلاي ويل مركز تحقيقات انرژي ناسا معرفي شده استبه باطري هاي الكترومكانيكي : )1- 2(شكل

  

نيز يك سيستم ذخيره انرژي فلاي ويل به همراه مدارات جانبي آن كه توسط ناسا ساخته شده  )2- 2(شكل 

  :است را نشان  مي دهد كه از زير مجموعه هاي زير تشكيل مي شود

] 9و 6[چرخ طيار كه از جنس فيبر كربن كامپوزيت مي باشد و چگونگي انتخاب مواد و طراحي آن در  - 1

  .رم به اختصار آورده مي شودآورده شده است و در فصل چها

ژنراتور كه وظيفه تبديل انرژي الكتريكي به انرژي جنبشي و بر عكس آن را به عهده دارد و انواع  - موتور - 2

 .متفاوتي دارد
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به ولتاژ  DCمبدل الكترونيكي كه در حقيقت يك اينورتر دو طرفه مي باشد و وظيفه تبديل ولتاژ  - 3

 ]. 15[را داردژنراتور  -مناسب جهت عملكرد موتور

 .برينگ هاي مغناطيسي كه وظيفه تعليق فلاي ويل در جهت هاي محوري و شعاعي را به عهده دارند - 4

  ...تجهيزات جانبي ازجمله جعبه و نگهدارنده ها و  - 5

 

  يك سيستم ذخيره انرژي فلاي ويل به همراه مدارات جانبي آن): 2- 2(شكل

  به جاي باطريهاي شيمياييمزاياي استفاده از باطريهاي الكترومكانيكي   -3-3- 2

در ماهواره هايي كه در مدار هاي دور از زمين قرار دارند . عمر باطريها به تعداد شارژ و دشارژ آنها وابسته است

ساعت است و بنابراين شارژ و دشارژ باطريها روزي يكبار انجام مي شود و مشكل خاصي براي  24پريود گردش 

كيلومتر مي باشند و  1000الي  300اره هاي نزديك به زمين كه داراي ارتفاع اما ماهو. باطريها ايجاد نمي كند

ساعت است، شارژ و دشارژ باطريها خيلي سريع انجام مي شود و اين باعث كاهش  74/1پريود آنها مابين نيم الي 

  . سال مي شود 5الي  3عمر باطريها و ماهواره به حدود 

باطريهاي الكترومكانيكي از ديدگاههاي مختلف مورد مقايسه قرار گرفته اند باطريهاي شيميايي و ] 15الي  7[در 

  :كه مي توان آنها را بصورت زير دسته بندي كرد

در ماهواره ها عمر سيستمهاي ذخيره كننده انرژي كمتر از بقيه زير مجموعه هاي آن است و از : عمر - 1

بار  16000هيدروژن و ليتيم يون با قابليت  باطريهاي نيكل. اين رو تعيين كننده عمر ماهواره مي باشد
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شارژ و دشارژ در بين باطريها بيشترين عمر را دارند و در اكثر ماهواره ها مورد استفاده قرار مي 

سال خواهد بود در  5/3ساعت باشد عمر اين باطريها  2در صورتيكه پريود چرخش ماهواره ]. 7[گيرند

سال  15الي  10وابسته به آهنرباهاي بكار رفته در آن، از  صورتيكه  عمر باطريهاي الكترومكانيكي

 3بنابراين با استفاده از باطريهاي الكترومكانيكي مي توان عمر ماهواره ها را حداقل . برآورد مي شود

  .برابر افزايش داد

نرخ شارژ باطريهاي شيميايي وابسته به دما است و در دماهاي مختلف داري راندمان : شرايط محيطي - 2

 .متفاوت مي باشند در صورتيكه راندمان و نرخ شارژ باطريهاي الكترومكانيكي مستقل از دما است

برآورد مي شود در صورتيكه % 82راندمان متوسط باطريهاي شيميايي در زمان شارژ و دشارژ : راندمان - 3

. است% 92تر از ژنراتور و مبدل الكترونيك قدرت آن بيش -راندمان باطريهاي الكترومكانيكي شامل موتور

با توجه به اينكه ماهواره ها در خلاء كار مي كنند راندمان بيشتر، علاوه بر صرفه جويي انرژي باعث 

 .كاهش تلفات و نيز كاهش مشكلات حرارتي مي شود

] 8[چگالي انرژي باطريهاي مختلفي كه در ماهواره هاي مختلف استفاده مي شوند در : چگالي انرژي - 4

آورده شده است بيشترين چگالي انرژي مربوط به باطريهاي نيكل پليمر  )1- 2(دول ارائه شده و در ج

وات ساعت بر كيلوگرم مي باشد و در مدارهاي نزديك  175، %100جامد است كه با فرض عمق دشارژ 

در . وات ساعت بر كيلوگرم كاهش مي يابد 5/87دشارژ مجاز است اين مقدار به % 50به زمين كه تا 

گالي انرژي براي باطريهاي الكترومكانيكي با چرخ طيار از مواد مختلف آورده شده است و در نيز چ] 9[

بر اساس اين جدول بيشترين چگالي انرژي متعلق به چرخ هاي طيار . ديده مي شود) 2-2(جدول

مي باشد كه  W-hr/kg  531و يا  W-hr/lb5/241بوده و معادل با   T-1000ساخته شده از گرافيت نوع 

به طور قابل توجهي بيشتر از ديگر باطريهاي الكترومكانيكي است و با در نظر گرفتن هزينه پرتاب 

 . ماهواره كاهش وزن و حجم از اهميت خاصي برخوردار است
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با توجه به عمر و راندمان بيشتر و حجم و وزن كمتر در باطريهاي الكترومكانيكي و هزينه پرتاب : هزينه - 5

گفت با استفاده از باطري الكترومكانيكي بجاي باطري شيميايي، صرفه جويي قابل ماهواره ها مي توان 

 .توجهي در هزينه ماهواره ها خواهد شد

از چرخ طيار علاوه بر ذخيره انرژي به عنوان كنترل حالت ماهواره ها نيز استفاده مي شود : كنترل حالت - 6

 .كه يكي از مسائل اصلي عملكرد ماهواره ها است

 

  ]8[چگالي باطريهاي استفاده شده در انواع ماهواره ها): 1- 2(جدول 

عمق دشارژ در 

 (%) GEOمدارات 

عمق دشارژ در 

 (%) LEOمدارات 

چگالي انرژي بر اساس 

% 100عمق دشارژ 

(Whr/kg) 

  تكنولوژي

60  25  25  NiCd 

70  35  35  Cpv NiH2  

60  40  80  Bipolar NiMH  

60  40  85  Li-ion )مايع(  

80  50  175  Li 

Polymer)جامد(  
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  ]9[مقايسه چگالي انرژي فلاي ويلها با روتورهايي از مواد مختلف): 2- 2(جدول

  چگالي انرژي

)W-hrs/lb(  

چگالي ماده 

)��/��(  

حداكثر استحكام 

  )psi(تنش 

  مواد تشكيل دهنده رتور

5/241  1800  000/000/1  Graphite  T-1000 

1/169  1800  000/700  Graphite  T-700 

195  970  000/435  Spectra 1000  

188  1390  000/598  Technora  T220  

159  1440  000/525  Kevlar 49  

4/102  2550  000/600  S2 – Glass  

8/76  2550  000/450  E - Glass  

4/14  7800  000/260  Steel  4340  

  

الكترومكانيكي بجاي باطريهاي شيميايي، به عنوان  بنابراين با توجه به مزاياي فوق امروزه استفاده از باطريهاي 

  .يكي از مباحث جدي در طراحي و ساخت ماهواره ها دنبال مي شود
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  انواع ماشينهاي الكتريكي   -4- 2

ژنراتور در باطريهاي الكترومكانيكي  -در كاربردهاي مختلف از ماشينهاي الكتريكي متفاوتي به عنوان موتور

بع برتر توليد انرژي براي حركت چرخ طيار ماشينهاي الكتريكي با برينگ يكي از منا. استفاده شده است

  . مغناطيسي است كه در اين نوع ماشينها با وجود برينگ مغناطيسي اصطكاك حذف مي گردد

به طور كلي مي توان اين ماشينها را به دو دسته ماشينهاي با آهنربا دائم و بدون آهنربا دائم تقسيم بندي كرد 

بزرگترين مزيت ماشينهاي با آهنرباي دائم كم بودن وزن آهنربا و در نتيجه . ارائه شده اند] 29الي  15[كه در 

اين موضوع به دليل بالا بودن هزينه پرتاب . شودوزن ماشين است كه موجب افزايش چگالي گشتاور ماشين مي 

اما بزرگترين عيب اين ماشينها پير شدن يا مغناطيس زدا شدن . در ماهواره ها از اهميت خاصي برخوردار است

از سوي ديگر قسمت . آهنرباها است كه باعث محدود شدن عمر فلاي ويل و در نتيجه عمر كل ماهواره مي شود

اين سيستم بخش كوچكي از وزن را تشكيل مي دهد و قسمت اعظم وزن سيستم مربوط به ژنراتور در  - موتور

اين ماشينها داراي وزن بيشتري مي باشند، اما . نوع ديگر ماشينهاي بدون آهنربا هستند. چرخ طيار آن مي شود

باعث افزايش هزينه  در اين ماشينها افزايش وزن. مشكلات مربوط به آهنرباها يعني مغناطيس زدا شدن را ندارند

در نهايت با توجه به اهميت وزن و حجم در . ميشود اما در عوض افزايش عمر باعث كاهش هزينه مي شود

ماهواره ها در سيستم براي باطريهاي الكترومكانيكي ماهواره ها از ماشين هاي آهنربا دايم استفاده مي شود كه 

  . بهترين گزينه است

ميدان مغناطيسي همواره . م براي توليد ميدان در روتور، از آهنرباها استفاده مي شوددر ماشينهاي با آهنربا دائ

) خاصيت گذردهي الكتريكي(ايجاد شده توسط يك آهنربا مايل است مسير ميدان خود را از اجسام با پرمابيليته

در ماشينهاي . ذب كندببندد و به همين دليل است كه آهنربا، مي تواند آهن را ج) مانند آهن(بيشتر از خودش 

با آهنربا دائم، ميدان مغناطيسي توليد شده توسط آهنربا با ميدان دوار مغناطيسي ديگري كه در استاتور توليد 

ماشينهاي با آهنربا دائم نيز خود انواع مختلفي . شده است، كوپل مي شود و گشتاور لازم بوجود مي آيد
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در فصل بعد به اختصار به . با آهنرباي دائم ماشينهاي شياردار استيكي از انواع ماشينهاي ]. 25الي  15[دارند

  .شرح اين نوع از ماشين الكتريكي پرداخته مي شود

  ماشينهاي شياردار و ساختار و عملكرد آنها  -5- 2

دائم طبق آنچه كه گفته شد در ماشينهاي شياردار آهنربا . به طور كلي ماشينهاي شياردار ساختار ساده اي دارند

وابسته به اينكه آهنرباها چگونه در روي چرخ . نربا براي توليد ميدان مغناطيسي در روتور استفاده مي شوداز آه

نصب شوند، مي توان ساختار روتور را به سه نوع آهنربا سطحي، آهنربا داخلي و آهنربا دفن شده، ) روتور(طيار

وليد و ساختار آهنربا سطحي بهترين كانديد روتورهاي آهنربا سطحي ميتوانند بيشترين توان را ت. تقسيم كرد

  ]. 16[مي باشد

براي ميدان استاتور از  چسبانيده مي شوند و) در اينجا سطح داخلي چرخ طيار(لذا اين آهنرباها بر سطح روتور  

نشان دهنده يك نمونه  3- 2شكل . سيم پيچهايي از جنس مس كه در استاتور تعبيه شده اند استفاده مي گردد

  . از اين نوع ماشين است

  

استاتور در وسط روتور قرار دارد و چرخ طيار به (نماي يك ماشين آهنرباي دائم مورد استفاده در باطري الكترومكانيكي ماهواره ها ): 3- 2(شكل

  ]18)[آهن روتور چسبانيده مي شود
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  ماشينهاي شياردار و توليد گشتاور دندانه -6- 2

پرمابيليته مس كه . مسي در استاتور داراي شيارهاي آهني جهت قرار گرفتن سيم در آنها هستند سيم پيچهاي

مانند هوا بوده و با پرمابيليته آهن متفاوت است، در محل شيارها، ميدان مغناطيسي توليد شده توسط آهنربا را 

ناوبي بدليل قرار گرفتن در معرض بنابراين هنگام گردش روتور در استاتور گشتاور متغير و مت. منحرف مي كند

يعني زماني كه آهنربا به شيار آهني استاتور نزديك و يا دور مي . اين رلوكتانسهاي مختلف نيز توليد مي شود

شود، نيروي جاذبه ايجاد مي شود كه براي گشتاور كل به منزله ايجاد گشتاوري متناوب علاوه بر گشتاور نامي 

اين گشتاور متناوب گشتاور . و دور شدن آهنرباها به شيارها ايجاد مي شوداست كه در هنگام نزديك شدن 

لذا اين گشتاور متناوب در سيستم ذخيره انرژي ايجاد ارتعاش در جهت زاويه اي مي . ناميده مي شود  5 دندانه

  .فركانس اين ارتعاش برابر تعداد شيارها در سرعت زاويه اي چرخ طيار است.  كند

آمده آورده ] 30[گشتاور دندانه توليد شده در يك نمونه از ماشين الكتريكي آهنربا دائم كه در در زير معادله 

  :شده است

������� = � !"#$%& �'�� − '���∑ *+,-./01234 sin *7�8,9� )2 -2                              (  

زاويه ميان   θشعاع خارجي يوغ استاتور،   �'شعاع داخلي،  �'ين، طول محوري ماش >;:كه در اين رابطه 

0123�.-تعداد جفت قطبهاي آهنربا و  =تعداد شيارها،  7روتور و استاتور، �  ?<پسماند ميدان مغناطيسي آهنربا،  

  . است كه چگونگي بدست آوردن آن در زير آمده است ,+، 

                                                           
5 Cogging torque 
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+, = {�? − �� − A2��BCDB&� + �� F�� G� BC��,�� − /BCDB&� 4�HI JK* �BCDB&�,�BC +
��� BC��,�� /LMJ*N − LMJ �BCDB&�,�OC 4 + ��� BC��,���P�LMJ*N −
�P� − P?�LMJ �BCDB&�,�BC � )2 -3(                                                                             

  �? = � QRQRS��� )2-4   (                                                                                        

  

�� = 1− �.V$VQR W� − �X&$B& �P� − P?�Y + �QR2 [� − �X&$B& �P� − P?�]� )2 -5   (         

�� = �X&/�D\]&^_&4�BCDB&�QR2B& − �.V$V�X&�QRB& )2 -6  (                                                           

�� = � �X&�QRB&�� )2 -7     (                                                                                      

  . زاويه گام و شيار به راديان است ?Pو  �Pعرض شيار و  ?`كه 

كه از ميان اين روشها مي توان به ] 37الي  30.[گشتاور دندانه ارائه شده اند روشهاي متعددي نيز براي كاهش

شيارهاي استاتور، افزايش تعداد شيارها، كاهش طول دندانه هاي استاتور، بهينه سازي شكل روتور اريب ساختن 

تاور دندانه و بهينه سازي ضخامت آهنرباهاي استفاده شده در روتور به روش المان محدود و كاهش اثرات گش

آنچه از اين  مقالات معلوم مي شود، حداكثر گشتاور دندانه . توسط كنترل لحظه اي جريان استاتور اشاره كرد

بنابراين با وجود روشهاي ارائه . از كل گشتاور بيان شده است%  4/8از كل گشتاور و حداقل گشتاور دندانه % 30

وب همچنان وجود دارد و در سيستم ذخيره انرژي ايجاد شده براي كاهش گشتاور دندانه اين گشتاور متنا

  .ارتعاش و نويز مي كند
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آنچه در اين تحقيق انجام مي شود بررسي و تحليل ارتعاشات ناشي از گشتاور دندانه در چرخ طيار باطري  

  . الكترومكانيكي ماهواره است



 

 

  

  فصل سوم

طراحي چرخ طيار در باطري 

  هاي الكترومكانيكي
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  پيشينه طراحي ابعاد و شكل چرخ طيار  - 1- 3

دور در دقيقه در نظر  000/60الي  000/20پژوهشهاي انجام شده در زمينه ماهواره ها سرعت چرخ طيار بين در 

. لذا طراحي چرخ طيار بايستي به گونه اي باشد كه بتواند در اين سرعت كار كند]. 11الي  8[گرفته مي شود

ستم بتواند بيشترين ميزان ذخيره شكل ظاهري و ابعاد چرخ طيار همواره به گونه اي طراحي مي شوند كه سي

به عبارت ديگر بايستي بيشترين ميزان . انرژي جنبشي را داشته باشد و بيشترين مقاومت تنشي را تحمل نمايد

  .قابليت اطمينان را داشته باشد

به صورت زير  6براي تعيين ميزان انرژي ذخيره شده در يك چرخ طيار فاكتوري بنام چگالي انرژي مخصوص

       ]38:[شده است تعريف

a�b = C2cd2
efgg                                                            )3 -1                                                (

                                                               

  :ممان اينرسي به صورت كلي زير در نظر گرفته مي شود 	�

� = h i. '�jkl   )3-2                                                                                            (   

از سوي ديگر . لذا چگالي انرژي مخصوص به سرعت زاويه اي و شعاع چرخ طيار بستگي پيدا مي كند

همانطوريكه قبلا هم گفته شد، در سيستمهاي فضايي جرم در زمان پرتاب اهميت پيدا مي كند و لذا ترجيح 

ه اينكه اينرسي به طور داده مي شود كه سيستم چرخ طيار با اينرسي كم و دور بالا ساخته شود، و با توجه ب

مستقيم با وزن و با توان دوم شعاع متناسب است ترجيح داده مي شود كه روتور داراي وزن كمتر و شعاع بيشتر 

                                                           
6
 Specific Energy Density(SED) 



 21                                    طراحي چرخ طيار در باطري هاي الكترومكانيكي                                                                                    : فصل سوم

 

ژنراتور در وسط چرخ طيار قرار داده مي شود و اين كار حتي موجب كوچكتر شدن  -به همين دليل موتور. باشد

  .ابعاد ماهواره نيز مي شود

  به ابعاد چرخ طيارمحاس  -1- 1- 3

انرژي تعريف شده براي . بر اساس آنچه درباره انرژي گفته شد روش محاسبه اندازه چرخ طيار شرح داده مي شود

 :سيستم ذخيره انرژي برابر است با

� = mn )3 -3                                                                                               (             

      

 :همانطوريكه قبلا هم گفته شد، انرژي ذخيره شده در يك چرخ طيار برابر است با

� = �� �Ω� )3 -4                                                                                                    (  

  .شعاع چرخ طيار مي باشند rجرم و   mممان اينرسي، Iسرعت زاويه اي،  Ωكه 

همچنين براي سيستم مورد بحث در اين پروژه كه چرخ طيار يك استوانه تو خالي است اينرسي برابر خواهد شد 

 :با

� = ����'�� − '��� )3 -5                                                                                       (  

جرم يك چرخ طيار استوانه اي تو خالي برابر است . شعاع داخلي چرخ طيار مي باشد �' شعاع خارجي و �'كه 

 :با

� = ik = iN�'�� − '���o )3 -6                                                                           (  

  :خواهيم داشت) 6-3(و ) 5- 3(با تلفيق روابط. طول محوري چرخ طيار مي باشد oچگالي و  iكه 



 22                                    طراحي چرخ طيار در باطري هاي الكترومكانيكي                                                                                    : فصل سوم

 

� = �� iN�'�� − '���o�'�� − '��� = �� oiN�'�� − '���� )3 -7                                   (  

و قسمت كامپوزيت، ) در صورت وجود) (يوغ(آهنرباها، آهن روتور 1- 3 در سيستم نشان داده شده در شكل 

ماده فوق با هم متفاوت است، جهت بدست  با توجه به اينكه چگالي وزني سه. چرخ طيار را تشكيل مي دهند

اما در اين . آوردن اينرسي چرخ طيار بايد اينرسي مربوط به هر قسمت را بدست آورده و با هم جمع كنيم

بنابراين .  تحقيق فرض مي شود كه چرخ طيار فاقد آهن روتور است و در ضمن جرم آهنربا نيز وارد نشده است

  :انرژي جنبشي به شكل زير است

� = �$ oN�i�'�� − '�����Ω�   )3-8                                                                      (  

  .شعاع خارجي چرخ طيار بدست مي آيد) 5-3(در رابطه ) 8-3(در اينصورت با قرار دادن رابطه 

  

 

  ابعاد كلي ماشين تحت طراحي با در نظر گرفتن آهن روتور ):1- 3(شكل

  

حال با داشتن ابعاد چرخ طيار اين مسئله به نظر مي رسد كه بايستي مقاومت چرخ طيار طراحي شده در برابر 

  .تنشهاي احتمالي نيز بررسي شود
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  پيشينه طراحي چرخ طيار بر اساس تنش  -2- 3

در . ميزان مقاومت در برابر تنشهاي وارده در چرخ طيار به علت بالا بودن سرعت دوراني آن بسيار مهم مي باشد

. آمده استچگونگي جنس، شكل، اندازه و ميزان سرعت چهار پارامتر موثر در ايجاد تنش ] 43-39[و ] 11- 8[

نيروي حجمي وارده بر چرخ طيار . است نيز ميزان استحكام تنشي چند ماده مختلف آورده شده 1- 2در جدول 

مي چرخد در جهت شعاعي و همان نيروي گريز از مركز  Ωاستوانه اي شكل توخالي كه با سرعت زاويه اي ثابت 

  :كه به صورت زير نوشته مي شود. مي باشد

pq = ρrΩ�						r� < ' < r� )3 -9                                                                         (  

ديناميكي در  معادلات تعادل. شعاع خارجي و داخلي چرخ طيار است �rو  �r چگالي جرمي چرخ طيار و ρكه 

در حالت كلي مي چرخد  Ωدستگاه مختصات استوانه اي براي چرخ طيار مورد نظر كه با سرعت زاويه اي ثابت 

  ]44:[و با در نظر گرفتن كشش در هر سه جهت به شكل زير نوشته مي شود

	t.،. + 1' u.O،O + u. ، + 1' �t. − tO�
= −i'Ω� + i�vw − 2�yz� + i'Ω��v. + 1' yO +{ �	

u.O،. + �. tO،O + uO ، + �. u.O = −i�yw + 2Ωvz �		 )3-10                                                 (

     																																										 
u. ،. + 1' uO ،O + t ، + 1' u. = −i{w  
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بنابراين تنش ايجاد شده در جهتهاي زاويه اي و شعاعي به كمك معادلات تعادل ديناميكي در الاستيسيته براي 

و ) }(به شكل استوانه جدار ضخيم و با صرفنظر از نيروهاي ناشي از جابجايي در جهت محورييك چرخ طيار 

  ]41:[تنها با در نظر گرفتن نيروي گريز از مركز به صورت زير است

t.. = iΩ� /�S|} 4 �'�� + '�� − .C2.22.2 − '�� )                                                       الف - 11- 3(

             

tOO = iΩ� /�S|} 4 �'�� + '�� + .C2.22.2 − �S�~�S~ '�� )                                               ب - 11- 3(

             

  .از تنش در جهات ديگر صرفنظر شده است. بترتيب تنش در جهت زاويه اي و شعاعي است .tو  tOكه 

نرم افزار مي توان ميزان تنش و انرژي ذخيره شده براي اشكال و اندازه  با روشهاي المان محدود و استفاده از

  . هاي متفاوت بررسي نمود

  پيشينه طراحي چرخ طيار بر اساس ارتعاش كمتر  -3- 3

 20000در سيستم باطري الكترومكانيكي براي كاربرد در ماهواره هاي نزديك به زمين كه با سرعت زاويه اي 

دور در دقيقه مي چرخد، مثل هر سيستم ديناميكي ديگري اطلاع از فركانسهاي طبيعي و تشديد،  60000الي 

در پژوهشهاي . ساخت آن است به ارتعاشات طبيعي و اجباري لازمه طراحي و چرخ طيارشكل مودها و پاسخ 

رسم شكل مودها و بررسي ارتعاشات آزاد يك چرخ طيار  NASTRAN به كمك نرم افزار المان محدود] 39[ناسا 

اما تنها بررسي ارتعاشات آزاد در اين سيستم كافي نمي باشد چرا . به شكل استوانه جدار نازك انجام شده است

در اينصورت رفتار سيستم . طيار مي تواند سيستم را دچار اختلال كند كه در سرعتهاي بالا ناميزان بودن چرخ

بسته به نوع برينگ استفاده شده مي . دمپر مدل كرد –فنر  –تحت ناميزاني را مي توان با يك سيستم جرم 
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در سيستمهايي كه با برينگ . توان آن را با فنري خطي، الاستيك، ايزوتروپيك و با دمپينگ مربوطه مدل كرد

هيدروديناميكي كار مي كنند براي كاهش ارتعاشات ناشي از ناميزاني از لايه فشرده روغن به عنوان دمپر استفاده 

در سيستمهايي كه با برينگ مغناطيسي كار مي كنند كاراكترهاي دمپر ساختاري يا هيسترزيس ]. 45[مي شود

سپس با . ناشي از ناميزاني حل شده استبا حل اين سيستم معادله ارتعاشي ]. 49الي  46[و يا كولومب است

  . مقايسه نتايج حاصله با نتايج تجربي مشاهده مي شود كه اين روش صحيح است



 

 

  

  فصل چهارم

تحليل ارتعاشات استوانه 

مورد استفاده در باطريهاي 

  الكترومكانيكي ماهواره
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  پيشينه تحليل ارتعاشات استوانه ها  - 4-1

در اين فصل استوانه مورد استفاده به عنوان چرخ طيار در باطري الكترومكانيكي ماهواره به طور جداگانه مورد 

حل تحليلي ارتعاشات استوانه ها به طور كلي با توجه به وجود شرايط مرزي . بررسي ارتعاشي قرار داده مي شود

و سپس لامب ) 1889(ونه حلها توسط رايلي لذا در ابتدا اينگ. مختلف و لزوم ارضاي آنها مشكل مي باشد

با مطالعه مراجع . براي يك دنباله بينهايت از امواج منتشر شده در طول يك ورق بينهايت انجام شد) 1917(

موجود در زمينه ارتعاشات سازه هاي استوانه اي مشاهده مي شود كه بيشتر تحليلها بر پايه تئوري يك بعدي 

ير روش رايلي و تيموشنكو و تئوري دوبعدي پوسته ها براي استوانه هاي توخالي مانند براي استوانه هاي توپر نظ

تحليلهاي انجام شده در زمينه مسائل ارتعاشات . روش لاو، فلوگه، دانل، رايسنر، سندرز و رايلي ايجاد شده اند

طالعات روش تحليلي در در اين م. ارائه شده است) 1889(و چري ) 1876(استوانه ها اولين حل توسط پوچهامر 

بررسي ارتعاشات استوانه هاي طويل مورد استفاده قرار گرفته و به منظور حل معادله ناويه از روش جداسازي 

ارتعاشات و پايداري يك استوانه طويل را كه در ادامه روش پوچهامر ) 1919(پيداك . متغيرها استفاده شده است

، )1951(اسندن . اده از قوانين سوت ول در الاستيسيته بررسي نمودبا سرعت زاويه اي ثابت مي چرخد با استف

از روشي مشابه يكديگر با استفاده از تلفيق بسط فوريه فركانسهاي طبيعي ) 1983(و ناگايا ) 1973(بورگوئيس 

. كرد را محاسبه كردند و بورگوئيس پاسخ يك استوانه توخالي به يك فشار داخلي با توزيع تابع پله اي را بررسي

در تحليل انجام شده توسط ناگايا نيز فرض كرنش صفحه اي در نظر . اين تحليل بر اساس تبديل لاپلاس است

يك ) 1956(هرمن و ميرسكي . گرفته شده است كه با توجه به اين فرض تحليل فوق يك تحليل دوبعدي است

گازيس . را براي حركت متقارن محوري استوانه ها ارائه كردند ها تحليل سه بعدي بر مبناي تئوري پوسته

يك تحليل سه بعدي براي انتشار موج در استوانه توخالي جدار ضخيم ارائه كرد كه در اين حل يك ) 1958(

تحليل دقيق براي استوانه ها صورت گرفته است و در اين تحقيق نيز فرض كرنش صفحه اي يكي از مفروضات 

و روش  الي را با استفاده از آناليز عدديارتعاشات استوانه توخ) 1960(برد و همكارانش . دمسئله مي باش
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در اين تحليل فركانسهاي طبيعي يك استوانه طويل با شرايط كرنش . جداسازي متغيرها مورد بررسي قرار دادند

شرايط مرزي  صفحه اي محاسبه شده و از مولفه هاي تنش در جهت محوري صرفنظر شده است و همچنين

از جمله كارهاي تجربي انجام . روي سطح خارجي استوانه به صورت آزاد، ساده و گيردار در نظر گرفته شده است

با شرط مرزي  عاشات آزاد استوانهبر روي ارت) 1964(شده براي ارزيابي نتايج روشهاي تئوري توسط مك ماهون 

و  1965(سينلي . به صورت توپر و از جنس آلومينيوم استآزاد انجام شده است كه استوانه در نظر گرفته شده 

ارتعاشات پوسته اي استوانه و كره جدار ضخيم را با استفاده از تبديل هنكل بررسي نمود و يك حل ) 1966

. البته حل انجام شده توسط سينلي در مورد استوانه ها با فرض طويل بودن آنها صورت گرفت. بسته ارائه كرد

ارتعاشات آزاد با تقارن محوري يك استوانه توپر لحاظ شده در يك پوشش صلب را با ) 1966(هاتكينسون 

در اين مطالعه جابجايي شعاعي با استفاده از يك سري توابع با ضرايب نامعلوم . استفاده از تعامد مودها حل كرد

ط مرزي در دو انتها قابل در نظر گرفته شد كه اين ضرايب با استفاده از روش تعامد مودها جهت ارضاي شراي

آرمناكاس، . دقت نهايي اين روش به ميزان موفقيت در ارضاي شرايط مرزي بستگي دارد. محاسبه مي باشند

در . روش حل شده توسط پوچهامر و چري را براي استوانه جدار ضخيم استفاده نمودند) 1969(گاسيز و هرمن 

و تجزيه هلمهولتز در معادله ناويه ارتعاشات آزاد استوانه طويل اين تحليل با استفاده از روش جداسازي متغيرها 

مورد بررسي قرار گرفت و جداول فركانسهاي طبيعي براي نسبتهاي مختلف ضخامت ديواره به شعاع متوسط 

بر روي استوانه جدار ضخيم چند لايه با طول محدود و با ) 1972(مطالعه ديگري توسط چونگ و وو . ارائه شد

از فرضيات انجام شده در اين مطالعه تئوري . زي مختلف با استفاده از روش انرژي ريتز انجام شدشرايط مر

براي اولين بار روش اجزاء ) 1972(گلادول و تهبيلدار . الاستيسيته خطي با فرض جابجاييهاي كوچك است

اصل از اين روش نسبت به نتايج ح. محدود را به منظور بررسي ارتعاشات با تقارن محوري استوانه بكار بردند

از روش حل ) 1972(هاتكينسون . داراي خطا مي باشد% 10روشهاي حاصل از روشهاي تحليلي در مواردي تا 

لذا از مولفه هاي . سري به عنوان يك تقريب با دقت بالا براي تحليل ارتعاشات ميله با طول محدود استفاده كرد

هاي شعاعي و برشي بر روي سطح خارجي ميله به طور دقيق همچنين تنش. تنشهاي محيطي صرفنظر شده است
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و مقادير تنشهاي شعاعي و محوري در دو انتهاي ميله با استفاده از روش تعامد به طور تقريبي صفر گرديده 

در مطالعه اي نتايج حاصل از روش حل آرمناكاس را به منظور محاسبه ) 1975(گلادول و ويجي . است

انه با طول محدود استفاده كردند، همچنين آنها نتايج بدست آمده را با نتايج حاصل از فركانسهاي طبيعي استو

لازم به ذكر است كه در اين تحقيق روش اجزاء محدود به عنوان يك روش با . روش اجزاء محدود مقايسه نمودند

ري و تعامد، با استفاده از روش حل س) 1980(مجددا هاتكينسون. خطاي قابل قبول بكار برده شده است

در اين بررسي شرايط مرزي مربوط به . ارتعاشات آزاد استوانه توپر با طول محدود را مورد مطالعه قرار داد

تنشهاي برشي بر روي سطح خارجي و در دو سر استوانه به طور دقيق و شرايط مرزي مربوط به تنشهاي 

در تحقيق ديگري . شده استمحوري و شعاعي با استفاده از شرط تعامد به طور تقريبي ارضا 

نتايج حاصل از تحليلهاي تقريبي و دقيق ارتعاشات تير را به منظور تعيين ميزان موفقيت ) 1981(هاتكينسون

هاتكينسون و ازهري با استفاده از روش جداسازي و تعامد سريها ارتعاشات استوانه . روشهاي تقريبي مقايسه كرد

نتايج بدست آمده را با مطالعات انجام شده توسط روش اجزاء محدود كه در توخالي را مورد بررسي قرار دادند و 

بايد توجه داشت كه هاتكينسون در مقالات فوق با استفاده از حل سريها . گذشته انجام شده بود مقايسه كردند

نرمال براي هر تنش تعداد مشخصي جمله در نظر گرفته و براي مدلسازي سطوح آزاد استوانه در مورد تنشهاي 

  .از خاصيت تعامد سريها استفاده كرده است

با استفاده از چند جمله ايهاي جبري و از طريق روش ريتز در ارتعاشات آزاد سه ) 1988(سينگال و ويليامز

ارتعاشات آزاد يا استوانه ) 1994(كوباياشي و همراهانش . بعدي استوانه ها نتايجي با دقت بالا بدست آورده اند

يه را بر اساس تئوري الاستيسيته سه بعدي و با استفاده از پتانسيل جابجايي بررسي كرده و توخالي چند لا

) 1995(گش. فركانسهاي طبيعي و شكل مودها را براي سيلندر يك لايه، دو لايه و سه لايه بدست آورده اند

هرچند . اي ارائه كردتحليل ارتعاشات متقارن محوري آزاد و اجباري يك استوانه را تحت شرايط كرنش صفحه 

در تحليل فوق ارتعاشات اجباري استوانه مورد بررسي قرار گرفته است اما يكي از فرضيات انجام شده در آن 
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روش حل نيز به اين . شرط كرنش صفحه اي بوده كه مسئله را از حالت الاستيسيته سه بعدي خارج مي كند

استوانه در معادله تبديل يافته حركت با تقارن محوري صورت مي باشد كه تبديل لاپلاس فشار اعمال شده به 

ارتعاشات آزاد استوانه توپر و توخالي را با ) 1995(ليو و هانگ. تحت شرايط كرنش صفحه اي جايگزين شده است

همگرايي اين روش نيز براي اين . شرايط مرزي مختلف و با استفاده از روش انرژي سه بعدي بررسي نموده اند

فركانسها و ) 1996(وانگ و ويليامز. مختلف و برشهاي دلخواه مختلف از استوانه بررسي شده است شرايط مرزي

آنها از آناليز المان محدود استفاده نموده اند و داده . شكل مودهاي استوانه هاي جدار ضخيم را بررسي كرده اند

در يك طرح تحقيقاتي ارتعاشات ) 1998(حسيني هاشمي . هاي المان محدود را با نتايج تجربي مقايسه كرده اند

. اجسام سه بعدي را با فرض الاستيسيته سه بعدي و با استفاده از روش جداسازي متغيرها مورد بررسي قرار داد

در اين مطالعه معادلات حاكم بر ارتعاشات آزاد استوانه با مقطع دايروي، بيضوي و سهموي، كره، كره فشرده و 

) 2001(مكتيو و همراهش . مورد امكان حل معادلات ديفرانسيل حاكم بررسي گرديدچنبره ارائه شد و در هر 

ارتعاشات اجباري يك سيلندر توخالي تحت نيروي متقارن كه بر دو انتهاي سيلندر وارد مي شود را بررسي كرده 

اثر ) 2001( يي و بوچانان. روش استفاده شده توسط آنها نيز بر اساس تئوري الاستيسيته سه بعدي است. اند

پواسون بر ارتعاشات استوانه هاي محدود توخالي را با استفاده از روش اجزاء محدود مورد بررسي قرار  ضريب

) 2003(سينگ و سوبرامانيام . شرايط مرزي انتهايي به صورت آزاد و گيردار در نظر گرفته شده است. دادند

ز روشهاي عددي و به كار بردن تئوري الاستيسيته سه ارتعاشات آزاد يك استوانه جدار ضخيم را با استفاده ا

بعدي بررسي كردند، الگوريتم مورد استفاده بر اساس روش ريتز طراحي شد كه در آن ميدان جابجايي از 

بر اساس تئوري ) 2003(ژو و همكارانش. حاصلضرب دو تابع چندجمله اي غير وابسته تشكيل شده است

زاد سه بعدي استوانه توپر و توخالي را به كمك توابع قابل قبول تشكيل شده از الاستيسيته سه بعدي ارتعاشات آ

در . براي بدست آوردن معادله متعامد از روش ريتز استفاده شده است. چندجمله ايهاي چبي شف بررسي كردند

له مقايسه اي ميان روش ارائه شده توسط ژو و همكارانش و روش استفاده شده توسط هاتكينسون به وسي

چندجمله ايهاي ساده براي استوانه توپر آزاد معلوم مي شود كه هر دو روش با هم مطابقت دارند، اما براي 
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ابنزر و . استوانه توخالي در بيشتر موارد روش ارائه شده صحيح تر از نتايج ارائه شده توسط هاتكينسون است

تحت تحريكات خارجي در جهات شعاعي و پاسخ استوانه توپر و با طول محدود )  2008و  2005(همكارانش 

در اين روش با استفاده از دو سري مجموعه اي كامل از توابع در جهات شعاعي و . محوري را بررسي كردند

معلوم مي شود . حلهاي عددي براي توضيح پاسخ ارتعاشات آزاد و اجباري ارائه شده اند. محوري تشكيل شده اند

 جملاتتعداد . زم هستند تا تعداد زيادي از پاسخهاي فركانسي محاسبه شوندكه تنها تعداد كمي از سريها لا

و تنها با % 1لازم  اولا به توزيع سه بعدي و نه به فركانس تحريك بستگي دارند و حتي با خطايي كمتر از 

را به  ارتعاشات شعاعي و طولي استوانه توخالي) 2007(لين . در هر سري را بدست ميدهد جمله 10استفاده از 

او يك بار ارتعاشات را تحت تاثير فركانس شعاعي و يك بار تحت تاثير . صورت تقريبي بدست آورده است

فركانس طولي بدست آورده است و فركانسهاي رزونانس را را به روش تحليلي و عددي بدست آورده و با هم 

فركانس ارتعاشات متقارن آزاد  روش ريتز را براي محاسبه) 2008(نيوس و همراهانش . مقايسه نموده است

مفخمي، تودشكي . آنها با استفاده از برنامه اي كه نوشته اند مقدار بهينه را پيدا كرده اند. سيلندر بهينه كرده اند

با در نظر گرفتن تئوري الاستيسيته سه بعدي و با استفاده از حل تحليلي ارتعاشات ) 2008و  2006(و هاشمي

آنها با . ج صوتي بررسي كردنداموامحدود را در حالت ارتعاشات آزاد و همچنين تحت  استوانه هاي نامحدود و

سپس با استفاده از توابع متعامد به حل . استفاده از روش جداسازي متغيرها به حل معادله ناويه پرداخته اند

باره از آن براي از مزيتهاي اين روش حجم محاسبات كم و استفاده يك. شرايط مرزي غير دقيق پرداخته اند

  .  هندسه ها و مواد متفاوت است

بنابراين با توجه به بررسي مطالعات انجام شده در زمينه ارتعاشات استوانه ها مشاهده مي گردد كه اكثر مطالعات 

مربوط به استوانه هاي محدود با استفاده از روشهاي عددي صورت گرفت است كه از جمله مي توان به روشهاي 

ريها و روش اجزاء محدود اشاره كرد و واضح است كه روشهاي عددي داراي دقتهاي مختلفي مي ريتز، حل س

  . باشند
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 مختلف و به طور خاص ارتعاشات استوانه) حجمي(ها تحت نيروهاي جسمي  در اين پايان نامه ارتعاشات استوانه

ط مرزي آزاد و تحت گشتاور با سرعت زاويه اي ثابت تحت دو شر) چرخ طيار باطري الكترومكانيكي(چرخان 

با استفاده از تئوري الاستيسيته سه بعدي و با استفاده از حل تحليلي، بررسي شده ) گشتاور دندانه(متناوب 

در دستگاه مختصات استوانه اي نوشته مي شوند، كه  حركتبراي تحليل ارتعاشات استوانه ابتدا معادلات . است

بسته به . هر ذره در هر سه جهت شعاعي، زاويه اي و طولي معلوم باشند براي نوشتن اين معادلات بايستي شتاب

در  حركتبه جاي معادلات . متفاوت مي شوند حركتنيروي وارده بر استوانه و شرايط مرزي حاكم معادلات 

دستگاه مختصات استوانه اي مي توان از معادلات ناويه نيز به دليل دسترسي به حل دقيق، حجم محاسبات كم 

كه در اين تحقيق از معادله ناويه  همچنين انجام يكباره آن براي هندسه ها و مواد مختلف استفاده كردو 

  .سپس فركانسهاي طبيعي در اين حالتها بدست آمده است. استفاده شده است

  معادله ديناميكي حاكم بر ارتعاش استوانه ايزوتروپيك   -4-2

ي چگونگي استخراج معادلات ناويه با استفاده از اصل بقاي جهت بررسي معادلات ديناميكي اجسام سه بعد

  .اندازه حركت خطي ارائه شده است و سپس نحوه حل آن ارائه مي گردد

  7معادله ناويه  -4-2-1

معادله ديناميكي حركت با اعمال نيروهاي جسمي خارجي، براي اجسام الاستيك خطي بر حسب مولفه هاي 

 :تنش به صورت زير است

	������� + p� = i �2����2 )4 -1                                                                                              (  

                                                           
7 Navier equation 
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K  مولفه هاي بردار جابجايي و �v، خارجيجسمي ي مولفه هاي نيرو �pكه = از طرفي روابط . است 1،2،3

  :به صورت زير استكرنش در اجسام ايزوتروپيك  –تنش 

t�� = �Δ��� + 2>��� )4 -2                                                                                          (  

���دلتاي كرونكر و   ���در رابطه فوق  ∆	تانسور كرنش ميباشد و   	 = ��� + ��� + با فرض . است ���

  :جابجاييهاي كوچك رابطه ميان كرنش و جابجايي به صورت زير است

��� = �� G������ + ������� )4 -3                                                                                            (  

  :نتيجه مي شود) 3-4(بطه و استفاده از را) 1-4(در  )2- 4(حال با جايگذاري رابطه 

�� + >� �2�������� + > �2�����2 + p� = i �2����2 )4 -4                                                                (  

  :معادله ناويه ناميده مي شود و شكل برداري آن به صورت زير است) 4- 4(معادله 

	�� + >�∇�∇.�� + >∇�� +ℱ = i �2���2 )4 -5                                                            (  

  8تجزيه هلم هولتز  -4-2-1-1

روشهاي ارائه شده براي حل فرمولهاي جابجايي شامل شكلهاي اسكالر و برداري از تجزيه هلم هولتز، بردار 

به منظور تسهيل در حل معادله ناويه مي توان از تجزيه هلم ]. 51و  50[ نيومن است –گالركين و توابع پاپكويچ 

به عبارت ديگر عمومي ترين روش براي حل معادله ناويه استفاده از تجزيه هلم هولتز . هولتز استفاده نمود

با ميدان برداري ،  φيك تابع اسكالر گراديان به صورت تركيب  �در اين روش بردار جابجايي ]. 73و 44[است

ℋ شودحل مي  و در نظر گرفته مي شود و سپس در معادله ناويه جايگذاري: 

                                                           
8 Helmholtz 
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� = ∇φ+ ∇ ×ℋ )4 -6                                                                                             (  

جايي، نيروي جسمي وارد شده به صورت در اين تحقيق با استفاده از قانون دوم نيوتن و رابطه ميان شتاب و جاب

  :تركيبي از حاصلضرب چگالي در مشتق دوم جابجايي بواسطه نيرو نسبت به زمان ارائه مي شود

ℱ = i� = i �2���2 )4 -7                                                                                               (  

چگالي تغيير يافته بدليل اعمال نيرو است  iبردار جابجايي ايجاد شده بواسطه نيروي جسمي خارجي و  �كه 

حال مي توان اين جابجايي ايجاد شده توسط نيروي اعمال . كه در ادامه براي مثال ارائه شده محاسبه مي شود

 :تفاده از تجزيه هلم هولتز پيشنهاد كردبا اس ℬبا ميدان برداري  ξشده را نيز به صورت تركيب يك تابع اسكالر 

 � = ∇ξ + ∇ × ℬ )4-8                                                                                               (  

هر كدام شامل سه معادله در جهات اصلي محورهاي ) 8-4(و ) 6-4(از طرفي با توجه به اينكه رابطه هاي 

و با توجه به اينكه در هر كدام از اين دو رابطه به طور جداگانه چهار مجهول كه عبارتند از  مختصات مي باشد

، وجود دارد؛ لذا به يك معادله ديگر نيز جهت حل ξو  φو يك تابع اسكالر  ℬو  ℋسه مولفه ميدان برداري  

را مي تواند داشته  مقدار دلخواهي ℬو  ℋديورژانس . هر كدام از اين دستگاه هاي معادلات نياز است

ℋ.∇، كه اين معادلات به صورت ]73[باشد = .∇و   	0 ℬ = حال با جايگذاري تجزيه . پيشنهاد مي شود 0

  :هلم هولتز در معادله ناويه معادله زير بدست مي آيد

∇��� + 2>�∇�� + i	ξw − iφw � + ∇ × �>∇�ℋ+ iℬw − iℋw � = 0 )4 -9                     (  

  :ديگر به عبارت هر كدام از عبارتها برابر صفر باشنداين معادله در صورتي ارضا مي شود كه 

 �� + 2>�∇�� = −i	ξw + iφw )4-10                                                                           (  
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>∇�ℋ = −iℬw + iℋw )4 -11                                                                                      (  

  :با اعمال رابطه تجزيه هلم هولتز به معادله ناويه، معادلات اسكالر و برداري موج به شكل زير نوشته مي شود

∇�� = ��C2 �
2��D����2                                                              )                            الف- 12- 4(

∇�ℋ = ��22 �
2�ℋDℬ���2 )                                                                                       ب- 12- 4(  

 كه در اين دو معادله

L� = � S�%¡                                                                )                                   الف- 13- 4(

L� = �%¡ )                                                                                                        ب- 13- 4(  

در جامدات است و با كمك تجزيه هلم هولتز، معادله  برشيسرعت انتشار امواج انبساطي و  �Lو  �Lدر واقع 

لذا در ارتعاشات سه بعدي اجسام معادلات حاكم . ناويه به دو معادله اسكالر و برداري موج تبديل مي شود

مولفه  )8-4(و ) 6- 4(عبارتند از دو معادله اسكالر و برداري موج كه با حل اين معادلات مي توان به وسيله روابط 

در بررسي ارتعاشات سه بعدي يك استوانه معادلات فوق از . ير مكان و تنشها را در جسم محاسبه نمودهاي تغي

  :كه. دستگاه كارتزين به دستگاه مختصات استوانه اي تبديل مي گردند

¢� = 'LMJ���                   )                                                                           الف-4-14( 

¢� = 'JK*��� )                                                                                              ب-4-14(   

¢� = 7   )                                                                                                        پ- 14- 4(

  :به شكل زير بيان مي گردد 7و  	�، 'لذا معادله ناويه در دستگاه مختصات استوانه اي در جهات 
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> /∇�v. − �£.2 − �.2 ��¤�O 4 + �� + >� ��. /�. ��. �'v.� + �. ��¤�O + ��1� 4 + p. = �2�£��2                           )الف- 15- 4(

                                                                  

> /∇�vO − �¤.2 + �.2 ��£�O 4 + �� + >� �. ��O /�. ��. �'v.� + �. ��¤�O + ��1� 4 + pO = �2�¤��2                         )ب- 15- 4(

                                                                    

>∇�v + �� + >� �� /�. ��. �'v.� + �. ��¤�O + ��1� 4 + p = �2�1��2                                                            )    پ- 15- 4(

  ]:62[در دستگاه مختصات استوانه اي به شكل زير بيان مي شوند �ξ∇ و   	��∇ همچنين

 ¥�� = �2��.2 + �. ���. + �.2 �
2��O2 + �2�� 2                                                                       )الف-4-16(

¥�ξ = �2��.2 + �. ���. + �.2 �2��O2 + �2�� 2                                                                                           )      ب- 16- 4(

  :معادله اسكالر موج به شكل زير تبديل مي گردد )16-4(با توجه به روابط 

�2��.2 + �. ¦§¦q + �q2 ¦
2§¦¨2 + ¦2§¦©2 = ��C2 �

2��D����2 )4 -17(                                                                    

  :نيز به صورت زير نوشته مي شود ℬو  ℋرابطه لاپلاسين ميدان برداري 

∇�ℋ = ∇�∇.ℋ� − ∇ × �∇ ×ℋ�	                                                                     )الف- 18- 4( 

    

 ∇�ℬ = ∇�∇. ℬ� − ∇ × �∇ × ℬ�                                                                                         )     ب- 18- 4( 

  :در دستگاه مختصات استوانه اي به شكل زير بيان مي شوند �ℬ∇و  �ℋ∇، )14-4(بنابراين با توجه به رابطه 

∇�ℋ = W∇�ª. − �.2 /ª. + 2 �«¤�O 4Y ℯ. + W∇�ªO − �.2 /ªO − 2 �«£�O 4Y ℯO + ∇�ª ℯ 						                   )  الف- 19- 4(

∇�ℬ = W∇�ℬ. − �.2 /ℬ. + 2 �ℬ¤�O 4Y ℯ. + W∇�ℬO − �.2 /ℬO − 2 �ℬ£�O 4Y ℯO + ∇�ℬ ℯ )4 -19 -ب(                                                                 
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  :معادله اسكالر نوشتمي توان معادله برداري موج را به صورت سه ) 19-4(پس با استفاده از معادلات 

∇�ª. − �.2 /ª. + 2 �«£�O 4 = ��22 �
2�«£D­®���2                                                                  )              الف- 20- 4(

∇�ªO − �.2 /ªO − 2 �«£�O 4 = ��22 �
2�«¤D­¤���2                                                                          )     ب- 20- 4(

∇�ª = ��22 �
2�«1D­1���2                                                                                                          )             پ- 20- 4(

و سپس محاسبه مولفه هاي بردار  ℬو  ℋمحاسبه مولفه هاي ميدان برداري  )20-4(هدف از حل معادلات 

محاسبه مولفه  )8-4(و ) 6- 4(لذا با توجه به رابطه هاي . جابجايي به كمك اين مولفه هاي ميدان برداري است

  :به شكل زير است ℬو  ℋو ميدان برداري  ξ و  φابع اسكالر وهاي بردار جابجايي برحسب ت

vq = ¦§¦q − �«¤� + �. �«1�O                                                                                                            )   الف- 21- 4(

vO = �q ¦§¦¨ + �«£� − �«1�.                                                                                                       )         ب- 21- 4(

v© = ¦§¦© − �q �«£�O + �«¤�. + �.ªO                                                                                      )          پ- 21- 4(

 و

yq = ¦�¦q − �¯¤� + �. �¯1�O                                                                                         )                           الف- 22- 4(

yO = �q ¦�¦¨+ �¯£� − �¯1�.                                                                                           )                          ب- 22- 4(

y© = ¦�¦©− �q �¯£�O + �¯¤�. + �. -O                                                                                        )              پ- 22- 4(
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تغيير مكان در دستگاه مختصات استوانه اي و با توجه به اصل جمع پذيري به صورت زير بيان  –رابطه كرنش 

  :مي گردد

�.. = v.،. + y.،.                                                                                              ) الف- 23- 4(

�.O = �� /�. v.،O + vO،. − �¤. 4 + �� /�. y.،O + yO،. − °¤. 4																								               )  ب- 23- 4(

�. = �� /v.، + v ،.4 + �� �y.، + y ،.� )                                                       پ- 4-23( 

�OO = �. /v. + vO،O4 + �. /y. + yO،O4 )                                                         ت- 23- 4(

�O = �� GvO، + �1،¤. � + �� GyO، + °1،¤. �																																																			 )         ث- 23- 4( 

�  = v ، + y ، )4 -23 -ج (                                                                                              

  :كرنش در دستگاه مختصات استوانه اي به صورت زير است - همچنين روابط تنش 

t.. = �∆ + 2>�..                                                                                   )      الف-4-24( 

u.O = 2>�.O                                                                                            )        ب-4-24( 

u. =                                                                                            )       پ-4-24(  .�<2

tOO = 2>�OO + �∆																																																																																			      )       ت- 24- 4(

uO = 2>�O )4 -24 -ث      (                                                                                           

t  = �∆ +                                                                                    )      ج- 24- 4(  �<2
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تغيير مكان  –با استفاده از روابط كرنش . است   �و  �OO،  ..�مجموع كرنشهاي  ∆ثابتهاي لامه و  <و  �كه 

تغيير مكان به صورت  -آورده شده است، روابط تنش  )24- 4(و  )23- 4(كرنش كه در دسته معادلات  –و تنش 

  :زير آورده مي شود

t.. = �∆ + 2>�v.،. + y.،.�                                                                         )  الف-4-25( 

u.O = >��. v.،O + uO،. − ³¤. + �. y.،O + yO،. − °¤. �                                     )    ب-4-25( 

u. = > /v.، + u ،. + y.، + y ،.4                                                          )     پ- 25- 4(

tOO = �∆ + �%. /u. + uO،O + y. + yO،O4																																																           )ت-4-25( 

uO = >�uO، + ³1،¤. + yO، + °1،¤. �                                                               )  ث-4-25( 

t  = �∆ + 2>�u ، + y ، �                                                                           )ج-4-25( 

 φمي توان مولفه هاي تانسور تنش را بر حسب تابع اسكالر  )25-4(و  )22-4(، )21- 4(حال با كمك معادلات 
  :محاسبه نمود Bو  ℋو ميدان برداري  ξو 

	t.. = ��∇�� + ∇�ξ� + 2>�¦2§¦q2 − �2«¤� �. − �.2 �«1�O + �q �
2«1�O�. + ¦2�¦q2 − �2¯¤� �. − �.2 �¯1�O + �q �2¯1�O�.�        )   الف-4-26( 

t.O = > /�. ¦2§¦¨¦q− �.2 ¦§¦¨ + �2«£� �. − �. �«£� − �. �
2«¤�O� + �.2 �

2«1�O2 + �. �«1�. − �2«1�.2 + �. ¦2�¦¨¦q− �.2 ¦�¦¨+ �2¯£� �. −
�. �¯£� − �. �2¯¤�O� + �.2 �

2¯1�O2 + �. � 1̄�. − �2 1̄�.2 4																																																																																									                  ) ب- 4-26( 

                 

t. = > /2 ¦2§¦q¦©+ �.2 �«£�O − �. �2«£�.�O − �.2ªO + �q �«¤�. − �2«¤� 2 + �2«¤�.2 + �. �2«1�O� 4 + > /2 ¦2�¦q¦©+ �.2 �¯£�O −
�. �2¯£�.�O − �.2 -O + �q �¯¤�. − �2¯¤� 2 + �2¯¤�.2 + �. �2¯1�O� 4                                                                                             ) پ-4-26(
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tOO = ��∇�� + ∇�ξ� + 2>��. ¦§¦q + �.2 ¦2§¦O¦©− �. �«¤� − �. �2«1�O�.� + 2>��. ¦�¦q+ �.2 ¦2�¦O ¦©− �. �¯¤� − �. �2¯1�O�.� 

                                                                                                                                                                                                    ) ت-26 -4(  

tO = > /�. ¦2§¦©¦O − �.2 �
2«£�O2 + �2«£� 2 + �.2 �«¤�O + �. �

2«¤�O�. − �2«1�.� 4 + >��. ¦2�¦©¦O − �.2 �
2¯£�O2 + �2¯£� 2 + �.2 �¯¤�O +

�. �
2¯¤�O�. − �2¯1�.� �                                                                                                                                                        )ث- 4-26( 

   

t  = ��∇�� + ∇�ξ� + 2>�¦2§¦©2 − �q �
2«£�O� + �2«¤�.� + �. �«¤� � + 2>�¦2�¦©2 − �q �2¯£�O� + �2¯¤�.� + �. �¯¤� �            )ج-4-26( 

در اين بخش معادلات حاكم بر ارتعاش اجسام ايزوتروپيك در مسائل الاستوديناميكي كه با نام معادلات ناويه 

اين معادلات با استفاده از تجزيه هلم هولتز . شناخته شده اند به وسيله معادلات ديناميكي حركت استخراج شد

به دو معادله اسكالر و برداري موج در دستگاه مختصات استوانه اي تبديل شد و روابط تغيير مكان و تنش تحت 

در ادامه به كمك روش . بدست آمد  Bو  ℋو مولفه هاي برداري  ξو  φنيروي جسمي بر حسب توابع اسكالر 

  . جداسازي متغيرها اين معادلات موج بدست آمده از تجزيه هلم هولتز حل مي شوند

  حل معادلات حاكم بر استوانه  -4-3

همچنين نوآوري انجام شده در . در اين بخش معادلات موج با استفاده از روش جداسازي متغيرها حل مي شود

به . معادلات موج در استوانه اي كه تحت نيروي جسمي خارجي است آورده شده است اين پايان نامه براي حل

عبارت ديگر با تعميم حل بدست آمده از روش جداسازي متغيرها براي استوانه اي كه عاري از نيروي خارجي 

  .جسمي است، روش جداسازي متغيرها براي استوانه تحت نيروي جسمي خارجي نيز حل مي شود
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  استخراج حل كلي استوانه ها -4-3-1

در اين روش، پاسخ به صورت حاصلضرب توابع . يكي از روشهاي حل معادلات روش جداسازي متغيرها مي باشد

با فرض هارمونيك بودن حركت به شكل  ℋو ميدان برداري  �لذا توابع اسكالر . مستقل از هم فرض مي شود

  ]:97[زير فرض مي شوند

φ /r،θ،z،t4 = ¸R��P�'�T����z� + R�»»»»�P»�'�T�� ���̅z�½E��¿θ�eÁd�	                               )الف-27- 4(  

ª. /r،θ،z،t4 = ¸R��P��'�T�����z� + R�»»»»�P»��'�T�»»»���̅�z�½E��¿θ�eÁd�                            )ب- 27- 4(  

ªO /r،θ،z،t4 = ¸R��P��'�T�����z� + R�»»»»�P»��'�T�»»»���̅�z�½E��¿θ�eÁd�			                                          )پ- 4-27(   

ª /r،θ،z،t4 = [R$�P$'�T$��$z� + R$»»»»�P»$'�T$»»»��$̅z�]E$�¿θ�eÁd�                                                     )ت- 27- 4(

در . توابع استفاده شده در روش جداسازي متغيرها مي باشند �Tو  �R  ،T ،E  ،Rدر اين دسته از معادلات 

تنها يك دسته از جملات موجود در روابط بالا در نظر گرفته شده است، كه ] 87و  68[تحقيقات انجام شده در 

و بدون در نظر گرفتن نيروي جسمي خارجي، نتيجه زير بدست ) 20-4(و ) 17-4(با جايگذاري آنها در معادلات 

  :مي آيد

�ÂC /�2ÂC�.2 + �. �ÂC�. 4 + �.2ÃC /�2ÃC�O2 4 + �ÄC /�2ÄC� 2 4 + d2
�C2 = 0                                                  )          الف- 28- 4(

�Â2 /�2Â2�.2 + �. �Â2�. 4 + �.2 / �Ã2 /�2Ã2�O2 4 − 2Å� ÂÆÂ2 − 14 + �Ä2 /�2Ä2� 2 4 + d2
�22 = 0															                                 )ب- 28- 4(

�ÂÆ /�2ÂÆ�.2 + �. �ÂÆ�. 4 + �.2 / �ÃÆ /�2ÃÆ�O2 4 + 2Å� Â2ÂÆ − 14 + �ÄÆ /�2ÄÆ� 2 4 + d2
�22 = 0            )              پ- 28- 4(

�Â^ /�2Â^�.2 + �. �Â^�. 4 + �.2Ã^ /�2Ã^�O2 4 + �Ä^ /�2Ä^� 2 4 + d2
�22 = 0			                                                                       )ت- 28- 4(

مقادير ثابت شرط جداسازي متغيرها است كه به  �Åو  �Åفركانس زاويه اي بوده و  �و در معادلات فوق 

  :صورت زير بيان مي گردد

Å� = ÄÆÃ2Ä2 /�ÃÆ�O 4 				،				Å� = Ä2ÃÆÄÆ /�Ã2�O 4 )4 -29   (                                                                              
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با انجام عمليات رياضي جمع و تفريق بر روي معادلات دوم و سوم و در نظر گرفتن ) 28-4(حل معادلات 

  .كه در زير آمده بدست مي آيد) 30-4(فرضيات ارائه شده در معادلات 

�2ÇC�72 + ����� = �Ç2 �
2Ç2�72 + ���� �� = �2ÇÆ�72 + ���� �� = �2Ç̂�72 + �$��$ = 0																																			              )الف- 30- 4(

�ÃC /�2ÃC�¨2 4 = �Ã2 /�2Ã2�¨2 4 = �ÃÆ /�2ÃÆ�¨2 4 = �Ã^ /�2Ã^�¨2 4 = −¿�				                                                              )ب- 30- 4(

��� + P�� = �d2
�C2 �                                                                                                                          )پ- 4-30( 

���� + P��� = /d2
�224				                                                                                                                              )ت- 4-30( 

 �$� + P$� = d2
�22                                                                                                                                     )    ث-30- 4(

نيز به روش مشابه انجام مي شود، با اين تفاوت كه در ) 27- 4(محاسبه هاي مربوط به جملات دوم در معادلات 

 ]. 97[علامت بار به همه پارامترها اضافه مي شود) 30-4(تا ) 28- 4(روابط 

به قبل در اين تحقيق به علت اينكه نيروي جسمي وارد شده نيز در نظر گرفته شده است و حل كلي تري نسبت 

با فرض هارمونيك بودن حركت با مربوط به نيروي وارده نيز  -و ميدان برداري  ξارائه مي شود، توابع اسكالر 

  :ارائه مي شود) 27- 4(روش جداسازي متغيرها، به شكل زير و به صورت ضريبي از روابط 

ξ /r،θ،z،t4 = M�[R��P�'�T����z� + R�»»»»�P»�'�T�� ���̅z�]E��¿θ�eÁd�                                              )  الف- 31- 4(

-. /r،θ،z،t4 = M�[R��P��'�T�����z� + R�»»»»�P»��'�T�»»»���̅�z�]E��¿θ�eÁd�                                   )   ب- 31- 4(

-O /r،θ،z،t4 = M�[R��P��'�T�����z� + R�»»»»�P»��'�T�»»»���̅�z�]E��¿θ�eÁd�                                     ) پ- 31- 4(

- /r،θ،z،t4 = M$¸R$�P$'�T$��$z� + R$»»»»�P»$'�T$»»»��$̅z�½E$�¿θ�eÁd�																						                        )ت- 31- 4(
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تنها يك دسته از ] 87و  68[در اينصورت اگر مانند . چگونگي استخراج اين ضرايب در ادامه آورده مي شود

-4(و ) 17-4(جايگذاري آنها در معادلات در نظر گرفته شود، با )  31-4(و ) 28-4(جملات موجود در روابط 

  :نتيجه زير بدست مي آيد) 20

�ÂC /�2ÂC�.2 + �. �ÂC�. 4 + �.2ÃC /�2ÃC�O2 4 + �ÄC /�2ÄC� 2 4 + d2��DÈC��C2 = 0 )                                الف- 32- 4(

�Â2 /�2Â2�.2 + �. �Â2�. 4 + �.2 / �Ã2 /�2Ã2�O2 4 − 2Å� ÂÆÂ2 − 14 + �Ä2 /�2Ä2� 2 4 + d2��DÈ2��22 = 0		                        )ب- 32- 4(

�ÂÆ /�2ÂÆ�.2 + �. �ÂÆ�. 4 + �.2 / �ÃÆ /�2ÃÆ�O2 4 + 2Å� Â2ÂÆ − 14 + �ÄÆ /�2ÄÆ� 2 4 + d2��DÈÆ��22 = 0 )     پ- 32- 4(

�Â^ /�2Â^�.2 + �. �Â^�. 4 + �.2Ã^ /�2Ã^�O2 4 + �Ä^ /�2Ä^� 2 4 + d2��DÈ^��22 = 0																																			                 )ت- 32- 4(

�Åكه مانند قبل  و   Å� .بيان مي گردد) 29-4(مقادير ثابت شرط جداسازي متغيرها است كه به صورت معادله    

نيز با انجام عمليات رياضي جمع و تفريق بر روي معادلات دوم و سوم و ) 32-4(به طريق مشابه حل معادلات 

  .كه در زير آمده بدست مي آيد) 33-4(در نظر گرفتن فرضيات ارائه شده در معادلات 

�2ÇC� 2 + ����� = �Ç2 �
2Ç2� 2 + ���� �� = �2ÇÆ� 2 + ���� �� = �2Ç̂� 2 + �$��$ = 0																						                     )الف- 33- 4(

�ÃC /�2ÃC�¨2 4 = �Ã2 /�2Ã2�¨2 4 = �ÃÆ /�2ÃÆ�¨2 4 = �Ã^ /�2Ã^�¨2 4 = −¿�																																												                      )ب- 33- 4(

��� + P�� = �d2��DÈC��C2 �                                                                                                            )پ- 33- 4( 

���� + P��� = /d2��DÈÆDÈ2��22 4																																																																																											                     )ت-33- 4( 

�$� + P$� = d2��DÈ^��22                                                                                                                               )ث- 33- 4(

در اين حالت كه نيروي جسمي خارجي هم محسوب شده است، نيز محاسبات مربوط به جملات دوم در 

-4(تا ) 31- 4(و ) 28- 4(به روش مشابه انجام مي شود، با اين تفاوت كه در روابط ) 31-4(و ) 27-4(معادلات 

  . علامت بار به همه پارامترها اضافه مي شود) 33
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حل كلي مربوط به معادلات اسكالر و برداري موج در دستگاه مختصات ن شد حال با توجه به مطالبي كه بيا

¿و  ¿استوانه اي و با استفاده از معادلات بازگشتي براي توابع بسل بر حسب توابع بسل مرتبه  + بدست مي  1

  :اين معادلات براي حالت تعميم يافته در اين تحقيق،  به صورت زير بدست مي آيد]. 97[آيد

R��P�'� = p�É~�P�'� + +�Ê~�P�'�                                                                                                )الف- 34- 4(

R��P��'� =p�É~S��P��'� + +�Ê~S��P��'� + ~B2Æ. [�p� − p��É~�P��'� + �+� − +��Ê~�P��'�]						          )ب-34- 4( 

R��P��'� =p�É~S��P��'� + +�Ê~S��P��'� + ~B2Æ. [�p� − p��É~�P��'� + �+� − +��Ê~�P��'�]						          )پ-34- 4( 

R$�P$'� = p$É~�P$'� + +$Ê~�P$'�                                                                                              )   ت- 34- 4(

  و

�����7� = Ë cos���7�sin���7		�I                                                                                                  )الف- 35- 4(

������7� = Ësin����7�cos����7�I )                                                                                                 ب- 35- 4(

������7� = Ë−sin����7�cos����7� I )                                                                                                پ- 35- 4(

�$��$7� = Ëcos��$7�sin��$7�I )                                                                                                    ت- 35- 4(

���Îθ� = ���Îθ� = Ëcos�Îθ�sin�Îθ�I )                                                                                        ث- 35- 4(

���Îθ� = �$�Îθ� = Ësin�Îθ�cos�Îθ�I                                                                                                          )ج- 35- 4(
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��� + P�� = ��̅� + P»�� = �d2��DÈC��C2 � )                                                                                 چ-35- 4( 

���� + P��� = ��̅�� + P»��� = �d2��DÈÆDÈ2��22 � )                                                                      ح- 4-35( 

�$� + P$� = �$̅� + P»$� = /d2��DÈ^��22 4				                                                                                                   ) خ-35- 4( 

 É  وÊ  توابع بسل از مرتبهÎ  مي باشند وÎ براي استخراج همه جوابها بايستي توابع موهومي . عدد حقيقي است

I  وK نيز در نظر گرفته شوند .pA  و+A � = ترمهاي ثانويه در . ثابتهاي مربوط به معادلات است 1,2,3,4

�R�Ðبراي فراهم شدن امكان ارضاي شرايط مرزي آورده شده است و توابع  )31-4(و ) 27-4(معادلات α�r� 

7̅��A«�و�به دست ) 35-4(جود در معادلات و ثوابت مو δو  αنيز با قرار دادن علامت بار بر روي آرگومانهاي  

اين حل كلي است و مي تواند در تحليل ارتعاشي استوانه هاي محدود و يا نامحدود تحت نيروهاي . مي آيد

تغيير  )21-4(در  ℋ،  و �با جايگذاري روابط بدست آمده براي . جسمي متفاوت مورد استفاده قرار بگيرد

 :مكانها بدست مي آيند

v. = ��ÓC�. E�T� − �ÇÆ� R�E� + �. �Ô^�O �$Õ$ + �Ó»C�. E�T�� − �Ç»Æ� R��E� + �. �Ô^�O Õ»$T�$�Ö�d� )     الف- 36- 4(

vO = ��. �ÔC�O Õ�T� − �Ç2� R�E� − �Ó^�. �$�$ + �. �ÃC�O Õ»�T�� − �Ç»2� R���� − �Ó»^�. �$�»$�Ö�d� )     ب- 36- 4(

v = /�ÇC� Õ��� − �. �Ã2�O Õ��� + �ÓÆ�. ���� + �.Õ����� + �Ç»C� Õ»��� − �. �Ã2�O Õ»��»� + �Ó»Æ�. ���»� +
�. Õ»����»�4 Ö�d�                                                                                                                                     ) پ- 36- 4(

نيز تغيير مكان توسط نيروي جسمي خارجي ) 22- 4(در  ℬو  ξو همچنين با جايگذاري روابط بدست آمده براي 

 :محاسبه مي شود

y. = /�ÓC�. T�E�M� − �ÇÆ� R�E�M� + �. �Ô^�O �$Õ$M$ + �Ó»C�. E�T��M� − �Ç»Æ� R��E�M� +
�. �Ô^�O Õ»$T�$M$4Ö�d�					                                                                                                                            )الف- 37- 4(
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yO =
/�. �ÔC�O Õ�T�M� − �Ç2� R�E�M� − �Ó^�. �$�$M$ + �. �ÃC�O Õ»�T��M� − �Ç»2� R����M� −
�Ó»^�. �$�»$M$4 Ö�d�																																																																																																																													                   )ب- 37- 4(

y = ��ÇC� Õ���M� − �. �Ã2�O Õ���M� + �ÓÆ�. ����M� + �. Õ�����M� + �Ç»C� Õ»���M� − �. �Ã2�O Õ»��»�M� +
�Ó»Æ�. ���»�M� + �. Õ»����»�M��Ö�d�                                                                                                          )پ- 37- 4(

بر حسب توابع جداسازي مورد  )31- 4(و ) 27-4(و  )26-4(تنشها نيز با كمك معادلات روابط مربوط به 

  .محاسبه مي گردد كه در پيوست الف ارائه شده است ℬو  ξو   ℋو  �	استفاده در

براي استفاده از حل كلي بدست آمده به روش جداسازي متغيرها در بررسي ارتعاشات يك استوانه الاستيك 

ت به شكل زير ارائه مي شود كه موجب مي اين فرضيا. بايستي با تمهيداتي معادلات بدست آمده را ساده تر نمود

  .باقي بمانند) 31-4(و ) 27-4(شود تا دوازده ضريب مستقل در معادلات 

×$ = ×� +×� − 1	
Î = * 

�� = ��� = �$	
P = P� = P�� = P$         )4-38(                                                                                                           

�̅ = ��̅ = ��̅� = �$̅	
P»� = P»�� = P»$ 

حل كلي ارائه شده به حل استوانه ها تبديل مي گردد كه در آن  Îدر واقع با در نظر گرفتن مقادير صحيح براي 

و اعمال نتيجه بدست آمده در  )31-4(و ) 27-4(در ) 38- 4(ابطه با جايگذاري ر. محيطي استشماره موج  *

معادلات مربوط به تغيير مكان كلي كه برابر مجموع تغيير ) 37-4(و ) 36- 4(در  )35- 4(و ) 34-4(معادلات 

  . بدست مي آيد) 39- 4(مكانها طبق اصل جمع پذيري است، به صورت معادلات 
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v. + y. =
ØWG,. É,�P'� − PÉ,S��P'��Ù� + G,. Ê,�P'� − PÊ,S��P'��-�Y Ëcos���7�sin���7�I + W�� ,. É,S��P'�Ù� +
��Ê,S��P'�-� + Ú,. É,�P'�Ù� + ,. Ê,�P'�-�Û Ú 1−1ÛY Ëcos���7�sin���7�I + WG,. É,�P»�'� − P»�É,S��P»�'��Ù$ +
G,. Ê,�P»�'� − P»�Ê,S��P»�'��-$ + �̅É,S��P»�'�ÙÜ + �̅Ê,S��P»�'�-Ü +
Ú,. É,�P»�'�ÙV + ,. Ê»,�P»�'�-VÛ Ú 1−1ÛY Ýcos��̅7�sin��̅7�Þß Úcos *�sin*�ÛÖ�d�                                                  )الف- 39- 4(

vO + yO = àW/−*' É,�P'�Ù� − *' Ê,�P'�-�4Y Ú 1−1Û Ëcos	���7�sin	���7�I
+ á���É,S��P'�Ù� + ��Ê,S��P'��-� Ú 1−1Û − â*' É,�P'� − PÉ,S��P'�ãÙ� − �*' Ê,�P'�
− PÊ,S��P'��-�ä Ëcos	���7�sin	���7�I
+ áÚ−*' É,�P»�'�Ù$ − *' Ê,�P»�'�-$ + �̅É,S��P»�'�ÙÜ + �̅Ê,S��P»�'�-ÜÛ Ú 1−1Û
− â*' É,�P»�'� − P»�É,S��P»�'�ãÙV
− â*' Ê,�P»�'� − P»�Ê,S��P»�'�ã-Vä Ýcos	��̅7�sin	��̅7�Þå Úsin*�cos*�ÛÖ�d� 

                                                                                                                                                                 )ب- 39- 4(

v + y = −à[��É,�P'�Ù� − ��Ê,�P'�-�] Ë	 sin���7�cos	���7�I + [PÉ,�P'�Ù� + PÊ,�P'�-�] Ë	 sin���7�cos	���7�I +
¸�̅É,�P»�'�Ù$ + �̅Ê,�P»�'�-$ + P»�É,�P»�'�ÙÜ + P»�Ê,�P»�'�-Ü½ Ýsin	��̅7�cos	��̅7�Þå Ú 1−1Û Úsin*�cos*�Û Ö�d� )    پ- 39- 4(

                                                       

و ) 27-4(در ) 38- 4(و با جايگذاري معادلات ) 36- 4(و ) 35- 4(روابط مربوط به تنشها نيز با كمك معادلات 

  :و اعمال نتيجه بدست آمده در معادلات تنشها در پيوست الف به صورت زير بدست مي آيد) 31- 4(
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t.. = 2> àWÙ��/,�,D��q2 + ��� − �B2Sæ22�� 4 É,�P'� + B. É,S��P'�� + -���,�,D��q2 + ��� − �B2Sæ22�� �Ê,�P'� +
B. Ê,S��P'��Y Ëcos	���7�sin	���7�I + WÙ��� GPÉ,�P'� − �,S��q É,S��P'�� + -��� GPÊ,�P'� − �,S��q Ê,S��P'�� +
ÚÙ� ,. ��,D��q É,�P'� − PÉ,S��P'�� + -� ,. ��,D��q Ê,�P'� − PÊ,S��P'��Û Ú 1−1ÛY Ëcos	���7�sin	���7�I +
WÙ$�/,�,D��q2 + �æ2DB�22�� 4 É,�P»�'� + B�C. É,S��P»�'�� + -$�/,�,D��q2 + �æ�2DB�22�� 4Ê,�P»�'� + B�C. Ê,S��P»�'�� +
ÙÜ�̅ GP»�É,�P»�'� − �,S��. É,S��P»�'�� + -Ü�̅ GP»�Ê,�P»�'� − �,S��. Ê,S��P»�'�� + ÚÙV ,. G�,D��. É,�P»�'� −
P»�É,S��P»�'�� + -V ,. G�,D��. Ê,�P»�'� − P»�Ê,S��P»�'��Û Ú 1−1ÛY Ýcos	��̅7�sin	��̅7�Þå Úcos*�sin*�ÛÖ�d� )            الف- 40- 4(

                                                            

t.O = > àWÙ� �,. G��D,�q É,�P'� + PÉ,S��P'�� + -� �,. G��D,�q Ê,�P'� + PÊ,S��P'��Y Ú 1−1Û Ëcos	���7�sin	���7�I +
WÚÙ��� GPÉ,�P'� − ��,S��q É,S��P'�� + -��� GPÊ,�P'� − ��,S��q Ê,S��P'��Û Ú 1−1Û + Ù� G/P� − �,�,D��q2 4 É,�P'� −
�B. É,S��P'�� + -� G/P� − �,�,D��q2 4Ê,�P'� − �B. Ê,S��P'��Y Ëcos	���7�sin	���7�I +
WÚÙ$ �,. G��D,�q É,�P»�'� + P»�É,S��P»�'�� + -$ �,. G��D,�q Ê,�P»�'� + P»�Ê,S��P»�'�� +
ÙÜ�̅ GP»�É,�P»�'� − ��,S��. É,S��P»�'�� + -Ü�̅ GP»�Ê,�P»�'� − ��,S��. Ê,S��P»�'��Û Ú 1−1Û +
ÙV G/P�� − �,�,D��q2 4Ê,�P»�'� − �B�2. Ê,S��P»�'��Y Ýcos	��̅7�sin	��̅7�Þå Úsin *�cos*�Û Ö�d� )                                                 ب- 40- 4(

                               

t. = > àWÚ2Ù��� G− ,. É,�P'� + PÉ,S��P'�� + 2-��� G− ,. Ê,�P'� + �Ê,S��P'��Û Ú 1−1ÛY ËJK*	���7�LMJ	���7�I +
WÚÙ� G− ,B. É,�P'� + �P� − ����É,S��P'�� + -� G− ,B. Ê,�P'� + �P� − ����Ê,S��P'��Û Ú 1−1Û − Ù� ,æ2. É,�P'� −
-� ,æ2. Ê,�P'�Y ËJK*	���7�LMJ	���7�I + WÚ2Ù$�̅ G− ,. É,�P»�'� + P»�É,S��P»�'�� + 2-$�̅ G,. Ê,�P»�'� + P»�Ê,S��P»�'�� +
ÙÜ G,B�2. É,�P»�'� + �P»� − �̅��É,S��P»�'�� + -Ü G− ,B�2. Ê,�P»�'� + �P»� − �̅��Ê,S��P»�'��Û Ú 1−1Û − ÙV ,æ�. É,�P»�'� −
-V ,æ�. Ê,�P»�'�Y ÝJK*	��̅7�LMJ	��̅7�Þå ÚLMJ *�JK* *�Û Ö�d�                                                                                                 )پ- 40- 4(
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tO = 	> à�,æC. �Ù�É,�P'� + -�Ê,�P'�� ËJK*	���7�LMJ	���7�I + WÙ� G,B. É,�P'� − ���É,S��P'�� + -� G,B. Ê,�P'� −
���Ê,S��P'�4 + ÚÙ��� G,. É,�P'� − PÉ,S��P'�� + -��� G,. Ê,�P'� − PÊ,S��P'��Û Ú 1−1ÛY ËJK*	���7�LMJ	���7�I +
W�,æ�. �Ù$É,�P»�'� + -$Ê,�P»�'�� + ÙÜ G,B�2. É,�P»�'� − �̅�É,S��P»�'�� + -Ü G,B�2. Ê,�P»�'� − �̅�Ê,S��P»�'�� +
ÚÙV�̅ G,. É,�P»�'� − P»�É,S��P»�'�� + -V�̅ G,. Ê,�P»�'� − P»�Ê,S��P»�'��Û Ú 1−1ÛY ÝJK*	��̅7�LMJ	��̅7�Þå ÚJK* *�LMJ *�Û Ö�d� )    ت- 40- 4(

                                                       

tOO = 2> Ý�B2Dæ22�� �Ù�É,�P'� + -�Ê,�P'�� ËLMJ	���7�JK*	���7�I − P���Ù�É,�P'� + -�Ê,�P'�� ËLMJ	���7�JK*	���7�I + W/P»�� −
�æ�2SB�22�� 4 �Ù$É,�P»�'� + -$Ê,�P»�'�� − P»��̅�ÙÜÉ,�P»�'� + -ÜÊ,�P»�'��Y ÝLMJ	��̅7�JK*	��̅7�Þ + W�/,�,D��.2 + �æ2SB�22�� 4 +
B�C. É,S��P»�'�� + �/,�,D��.2 +4 + B�C. Ê,S��P»�'� + �̅ G− �,S��. Ê,S��P»�'�� + ÚÙV ,. G�,D��. − P»�É,S��P»�'�� +
-V ,. G�,D��. Ê,�P»�'� − P»�Ê,S��P»�'��Û Ú 1−1ÛYÞ ÚLMJ *�JK* *�Û Ö�d� )                                                          ث- 40- 4( 	
t  = 2> Ý�B2Dæ22�� �Ù�É,�P'� + -�Ê,�P'�� ËLMJ	���7�JK*	���7�I − P���Ù�É,�P'� + -�Ê,�P'�� ËLMJ	���7�JK*	���7�I + W/P»�� −
�æ�2SB�22�� 4 �Ù$É,�P»�'� + -$Ê,�P»�'�� − P»��̅�ÙÜÉ,�P»�'� + -ÜÊ,�P»�'��Y ÝLMJ	��̅7�JK*	��̅7�Þ + W�/,�,D��.2 + �æ2SB�22�� 4 +
B�C. É,S��P»�'�� + �/,�,D��.2 +4 + B�C. Ê,S��P»�'� + �̅ G− �,S��. Ê,S��P»�'�� + ÚÙV ,. G�,D��. − P»�É,S��P»�'�� +
-V ,. G�,D��. Ê,�P»�'� − P»�Ê,S��P»�'��Û Ú 1−1ÛYÞ ÚLMJ *�JK* *�Û Ö�d� )                                                          ج- 40- 4(  

  :روابط زير در نظر گرفته شده است  )40-4(و ) 39-4(كه در 

Ù� = p��1 +×��،	Ù� = p��1 +×��، 
Ù� = p$�1 +×$� + æ2B �p��1 +×�� − p��1 + ×��� Ú 1−1Û                    )          الف- 4-41(

-� = +��1 +×��،	-� = +��1 + ×��، 
-� = +$�1 + ×$� + æ2B �+��1 +×�� − +��1 + ×��� Ú 1−1Û                              )ب- 4-41(

Ù$ = p»��1 +×��،	ÙÜ = p»��1 +×��، 
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ÙV = p$� �1 +×$� + æ�B�2 �p»��1 +×�� − p»��1 +×��� Ú 1−1Û                               )پ- 4-41(

-$ = +̅��1 +×��،	-Ü = +̅��1 + ×��، 
-V = +$»»»�1 + ×$� + æ�B�2 �+̅��1 +×�� − +̅��1 + ×��� Ú 1−1Û                                                 )ت- 4-41(

با توجه به رابطه اي كه با نيروي جسمي  �×معلوم مي شود اين است كه مقادير ) 41-4(آنچه كه از معادلات 

لذا . اعمال شده دارند را مي توان آنها را به صورت تركيبي وابسته به ضرايب مجهول و مقادير معلوم ديگر نوشت

با . ملاحظه مي شود كه دوازده ضريب مجهول در اين روابط وجود دارد) 40-4(و ) 39- 4(با توجه به معادلات 

يك رابطه برقرار است كه  $pو  �p� p،ملاحظه مي شود كه بين ضرايب  )41- 4(شده در  توجه به روابط ارائه

نيز به روش  $«pو  �«p»� p،بين ضرايب . بيان مي كند �Ùو  �Ùاين سه ضريب را در قالب دو ضريب مستقل 

  .مشابه انجام شده است

حذف ضرايب و تسهيل در انجام محاسبات برقراري روابط ميان ضرايب مجهول فوق موجب ارائه حل كلي بدون  

دو دسته جواب بدست آمده ) 41-4(و ) 40- 4(و ) 39-4(مشاهده مي گردد كه در معادلات . تنشها مي گردد

همچنين روابط تغيير مكان و تنش علاوه . است كه دسته جواب اول متقارن و دسته جواب دوم پادمتقارن است

موهومي هم مي شوند، لذا براي اينكه همه جوابها استخراج شوند بايستي بر مقادير حقيقي گاهي داراي مقادير 

براي اطمينان از صحت محاسبات انجام ]. 98[نيز در محاسبات در نظر گرفته شوند Kو  Iتوابع بسل موهومي 

آورده شده است، ) 40- 4(و ) 39- 4(شده در روابط بدست آمده براي تغيير مكان و تنش كه در معادلات 

در برقراري معادلات تعادل بين تغيير مكانها و تنشها از روابط امواج . ت تعادل مورد استفاده قرار مي گيردمعادلا

لذا با جايگذاري اين . آورده شده استفاده مي شود) 13-4(و ) 12-4(انبساطي و چرخشي با ثابتهاي لامه كه در 

نيز مي توان از صحت محاسبه ها  $×و  �×،  �×، �×و با جايگذاري روابط ) 42-4(روابط در معادلات تعادل 

  . اطمينان حاصل نمود
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t.،. + �. u.O،O + u. ، + �. �t. − tO� + p. = i �2�£��2                                )             الف- 4-42(

u.O،. + �. tO،O + uO ، + �. u.O + pO = i �2�¤��2 	 	 	 	 	                                            )       ب- 4-42(

u. ،. + �. uO ،O + t ، + �. u. + p = i �2�1��2                                                          )                    پ- 4-42(

ستفاده از روش جداسازي متغيرها و محاسبه روابط پس از استخراج حل كلي معادلات اسكالر و برداري موج با ا

  .تغيير مكانها و تنشها به بررسي ارتعاشات استوانه مورد نظر با استفاده از حل فوق پرداخته مي شود

 توابع متعامد  -4-4

  حداقل سازي مربع خطا با استفاده از توابع متعامد -4-4-1

اين مطلب . تابع قابل انتگرال گيري را حداقل نمودبا استفاده از توابع متعامد مي توان انتگرال مربع خطاي يك 

بنابراين در حل مسائل مختلف . نشان داده شده است) 1995(توسط كانتي و داتا  و مك ماهون ] 99[در 

. استوانه برخي شرايط مرزي كه به طور دقيق ارضا نمي شوند را مي توان با يافتن تابع متعامد مناسب ارضا نمود

  .در پيوست ب آورده شده استچگونگي اين مطلب 

  تعامد - 4-4-2

براي نمايش تعامد . يكي از توابع متعامدي كه از آن براي ارضاي شرايط مرزي استفاده مي گردد توابع بسل است

در  kو  çبه صورت ) حالت خاصي از معادله بسل( 9دو جواب براي معادله اشتورم ليوويل nتوابع بسل از مرتبه 

  . نظر گرفته مي شود

ç" + éê
� + /P� − ,2�24ç = 0 )4 -43                                                                           (  

k" + lê
� + /ë� − ,2�24k = 0 )4 -44                                                                            (  

                                                           
9 Sturm-Liouville  
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) 43-4(و انتگرالگيري از حاصل تفريق اين دو معادله رابطه  çدر ) 42-4(و  kدر ) 41- 4(با ضرب كردن 

  .بدست مي آيد

h ¸¢�ç"k − çk"� + �çìk − çkì�½.2.C j¢ + �P� − ë�� h ¢çkj¢ = 0.2.C )4 -45       (  

  پس از اعمال انتگرال جزء به جزء

h ¢çkj¢ = �B2Dí2 [¢�çìk − çkì�].2.C '�'� )4 -46                               (                          

به صورت زير تعريف   k	و çاگر . صفر گردد) 46-4(وقتي برقرار است كه طرف دوم معادله   k	و çتعامد 

  :شود

ç = É,�P'�Ê,ì�P'�� − Ê,�P'�É,ì �P'�� )                                                      الف- 47- 4(  

k = É,�ë'�Ê,ì�ë'�� − Ê,�ë'�É,ì �ë'�� )                                                       ب- 47- 4(  

تعامد دو ) 46- 4(در ) 47- 4(حال با جايگذاري روابط . هستند *توابع بسل نوع اول و دوم از مرتبه  ,Êو  ,Éكه 

  .تابع نشان داده مي شود

h ¢çkj¢ = �B2Dí2 WP'��É,ì �P'��Ê,ì�P'�� − Ê,ì�P'��É,ì �P'����É,�ë'��Ê,ì�ë'�� −.2.C
Ê,�ë'��É,ì �ë'��� − ë'� /É,ì �ë'��Ê,ì�ë'�� − Ê,ì�ë'��É,ì �ë'���É,�P'��Ê,ì�P'�� −
Ê,�P'��É,ì �P'��� − P'��É,ì �P'��Ê,ì�P'�� − Ê,ì�P'��É,ì �P'����É,�ë'��Ê,ì�ë'�� −Ê,�ë'��É,ì �ë'��� + ë'��É,ì �ë'��Ê,ì�ë'�� − Ê,ì�ë'��É,ì �ë'��� −
Ê,�P'��É,ì �P'��4Y = 0 )4 -48                                                                                 (  
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�pîلذا با تعريف تابع αAr�  به صورت زير 

pî�αAr� = É,�αAr�Ê,ì�αA'�� − Ê,�αAr�É,ì �αA'�� )4-49(                                                               

�pîìريشه هاي متفاوت از  �αو  �αمعلوم مي شود كه زمانيكه αAr�باشند تعامد برقرار است و اين خاصيت  

  :تعامد به شكل زير نمايش داده مي شود

h pî�α�r�.2.C pî�α�r�rdr = Ø 0 i ≠ j
�� á�r�� − r��� + î2/òó2�ô�qC�Dòó2�ô�q2�4ôõ2 ä i = jß )4-50              (                 

از خاصيت تعامد اين توابع جهت ارضاي تقريبي برخي از شرايط مرزي استوانه هاي با طول محدود استفاده مي 

براي اين منظور بايد در جملاتي از روابط مربوط به تغيير مكانها و تنشها ضرايب را به صورتي تعيين ] 96.[شود

تعامد توابع مثلثاتي نيز با توجه به روابط ارائه شده كاملا محرز است . متعامد ظاهر شوند كرد كه در آنها جملات

  .كه از آنها نيز براي ارضاي شرايط مرزي استوانه استفاده مي شود

  ارتعاشات استوانه چرخان جدار ضخيم با طول محدود -4-5

يك استوانه الاستيك، . گردد در اين قسمت صحت معادلات ارائه شده براي يك استوانه چرخان بررسي مي

، شعاع  �'شعاع داخلي اين استوانه . توخالي با طول محدود در دستگاه مختصات استوانه اي فرض مي شود

در   7ثابت، حول محور   Ωاين استوانه با سرعت زاويه اي )  1-4شكل .( است  2lو طول آن   �'خارجي آن 

  . حال چرخش است

  

 چرخش حال در ضخيم جدار استوانهنيم ): 1- 4( شكل
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در جهت شعاعي نيروي گريز از مركز ايجاد مي شود  7چون استوانه مورد نظر داراي چرخش است، حول محور 

همچنين به علت كرنش ايجاد شده در استوانه در هر سه جهت . كه به ذرات جسم الاستيك نيرو وارد مي كند

.uبا جابجايي به اندازه . جه شتاب ايجاد مي شودشعاعي، زاويه اي و محوري نيرو و در نتي 	  ،uO و	u   نقاطي

  :قرار مي گيرند كه به صورت زير با يكديگر ارتباط دارند 7̅و  ̅�،  ̅'قرار دارند در نقاط  7و  	�، 'كه در نقاط 

'̅ = ' + u.  

�̅ = � + �. uO )4 -51                                                                                             (

7̅ = 7 + u  

مي ) 52-4(به صورت معادله  7̅و  ̅�،  ̅'بنابراين  شتاب كلي وارد برذره در هر سه جهت در نقاط جابجا شده 

  ]62.[باشد

÷.»»» = �2�£��2 − 2Ω ��¤�� − Ω��' + u.) 

÷O»»» = �2�¤��2 + 2Ω ��ø�� )4 -52                                                                                 (

÷ »»» = �2�1��2  

  :چگالي جسم در اثر اين جابجايي نيز به شكل زير در مي آيد

   

i̅ = i�1 − u.،. − �. u. − �. uO،O − u ، � )4 -53                                                           (  
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بنابراين در نهايت نيروي وارد بر هر ذره در . اما از اين تغيير چگالي كه مقدار بسيار كمي است، صرفنظر مي شود

  :سه جهت شعاعي، زاويه اي و محوري تحت تاثير چرخش به ترتيب به شكل زير است

p. = i÷.»»» = i ù2y'ùn2 = i'Ω� + i G−2ΩùvOùn � + i'Ω��ùv.ù' + 1' ùvOù� + ùv ù7 �	
pO = i÷O»»» = i ù2y¤ùn2 = i�2Ω ��£�� � )4 -54                                                                       (

p = i÷ »»» = i ù2y1ùn2 = 0  

  :اين معادله به صورت زير نوشته مي شود) 15- 4(در معادله ناويه ارائه شده در لذا با جايگذاري اين نيروها 

> /¥�v. − �£.2 − �.2 ��¤�O 4 + �� + >� ��. /�. ��. �'v.� + �. ��¤�O + ��1� 4 + i'ú� + i /−2ú ��¤�� 4 +
i'ú����£�. + �. ��¤�O + ��1� � = �2�£��2                                                                                                    )   الف- 55- 4(

> /¥�vO − �¤.2 + �.2 ��£�O 4 + �� + >� �. ��O /�. ��. �'v.� + �. ��¤�O + ��1� 4 + i�2ú ��£�� � = �2�¤��2 )       ب- 55- 4(

                                                                                    	
>¥�v + �� + >� �� /�. ��. �'v.� + �. ��¤�O + ��1� 4 = �2�)                                                                پ- 1��2)4 -55

اين رابطه نيز به شكل زير ) 42-4(ائه شده در روابط همچنين با جايگذاري اين نيروها در معادلات تعادل ار

  :نوشته مي شود

t.،. + �. u.O،O + u. ، + �. �t. − tO� + −i'ú� + i /−2 ��¤�� ú4 + i'ú� /v.،. + �. vO،O + v ، 4 =
i �2�£��2 	                                                                                                                                                   )الف- 56- 4(
u.O،. + �. tO،O + uO ، + �. u.O + −i /2ú ��£�� 4 = �2�¤��2 			  		                              )                                 ب-4-56(
u. ،. + �. uO ،O + t ، + �. u. = i �2�1��2 )                                                                                          پ- 56- 4( 	
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بر استوانه مورد نظر كه با . ه نموداستفاد) 40-4(و ) 39- 4(در بررسي ارتعاشات اين استوانه مي توان از روابط 

سرعت زاويه اي ثابت در حال چرخش است، تنها شتاب ناشي از چرخش است كه نيرو وارد مي كند و نيروي 

جسمي خارجي وارد بر استوانه را بيان مي دارد، كه اين نيرو براي كاهش تعداد ضرايب و راحت تر شدن 

لذا شرايط مرزي بر روي . ، ارائه و در معادلات تنش وارد شد)31-4(در ) 27-4(محاسبات به صورت ضريبي از 

سطوح داخلي و خارجي و در دو انتهاي اين استوانه چرخان عاري از نيرو است و بايستي تنش بر روي تمامي 

  :سطوح صاف و خميده صفر در نظر گرفته شود

t.. = t.O = t. = 0					÷n		' = '�،r�                                       )4 -57 -الف           (  

t  = t. = tO = 0					÷n		7 = −l،l )                                                         ب-4-57(   

�'ارضاي دقيق شرايط مرزي انتهايي براي  ≤ ' ≤ رائه اعمال بيش از يك رابطه را بين ضرايب مستقل ا �'

و  لذا برخي شرايط مرزي را نمي توان به طور دقيق ارضا نمود . ايجاب مي كند) 40-4(و ) 39- 4(شده در 

اينكه كدام شرط مرزي . بايستي از روش تعامد كه در بخش قبل به آن اشاره شد به طور تقريبي ارضا گردند

  :به طور دقيق ارضا گردنددر اينجا فرض مي شود كه شرايط مرزي زير . ارضا شود به دلخواه است

t. = 0					÷n		' = '�،r� )                                                                           الف - 58- 4(  

t. = tO = 0					÷n		7 = −l،l )                                                                    ب- 58- 4(  

  :مرزي ديگر به روش تعامد مي توانند ارضا شوندشرايط  

t.. = t.O = 0					÷n		' = '�،r� )                                                                 الف - 59- 4(  

t  = 0					÷n		7 = −l،l                 )                                                                  ب- 59- 4(
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چگونگي ارضاي دقيق شرايط مرزي در دو انتهاي استوانه با توجه به وجود دو دسته جواب در روابط تنش ها 

براي صفر ) مود متقارن(در مورد دسته جواب اول . هركدام از دسته جوابها به طور مستقل بررسي مي شود. است

  :روابط زير بين ضرائب برقرار مي گردد) 40-4(ادلات بر روي مرزها طبق مع  tOو   .tكردن تنشهاي 

Ù�� = −Ù�� �æC�B�B�2Dæ2�2
�Áî�æC�ü��Áî	�æ2�ü� )                                                                           الف-60- 4(  

-�� = −-�� �æC�B�B�2Dæ2�2
�Áî�æC�ü��Áî	�æ2�ü� )                                                                             ب-60- 4(  

Ù�� = −Ù�� �æC�æ2�B�2Dæ2�2
�Áî�æC�ü��Áî	�æ2�ü� )                                                                            پ-4-60( 

 -�� = −-�� �æC�æ2�B�2Dæ2�2
�Áî�æC�ü��Áî	�æ2�ü�                                                                             ) ت-4-60(

ÙÜ� = ý��Ù$� +ý��-$� + ý��ÙV� +ý$�-V�                                                      )ث-60- 4(

-Ü� = Λ��Ù$� + Λ��-$� + Λ��ÙV� + Λ$�-V�                                                   )   ج-60- 4(

��̅ = ��D���ü 		،	K = 1،2،3، …                                                                                ) چ-4-60( 

�و  �ΛAو  �ýA	كه در معادلات فوق ضرايب  = مي باشند و به صورت زير  ̅��و  ���α��� ،αاز  توابعي 1,2,3,4

  :محاسبه مي شوند

ý�� = �Γ�Á�r��ψ�Á�r�� − Γ�Á�r��ψ�Á�r���/�Γ�Á�r��ψ�Á�r�� − Γ�Á�r��ψ�Á�r��� 

ý�� = �Ψ�Á�r��ψ�Á�r�� −Ψ�Á�r��ψ�Á�r���/�Γ�Á�r��ψ�Á�r�� − Γ�Á�r��ψ�Á�r��� 

ý�� = �Γ�Á�r��ψ�Á�r�� − Γ�Á�r��ψ�Á�r���/�Γ�Á�r��ψ�Á�r�� − Γ�Á�r��ψ�Á�r��� 

ý$� = �Ψ�Á�r��ψ�Á�r�� −Ψ�Á�r��ψ�Á�r���/�Γ�Á�r��ψ�Á�r�� − Γ�Á�r��ψ�Á�r��� 
Λ�� = �Γ�Á�r��Γ�Á�r�� + Γ�Á�r��Γ�Á�r���/�Γ�Á�r��ψ�Á�r�� − Γ�Á�r��ψ�Á�r��� 
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Λ�� = �Ψ�Á�r��Γ�Á�r�� + Ψ�Á�r��Γ�Á�r���/�Γ�Á�r��ψ�Á�r�� − Γ�Á�r��ψ�Á�r��� 

Λ�� = �Γ�Á�r��Γ�Á�r�� + Γ�Á�r��Γ�Á�r���/�Γ�Á�r��ψ�Á�r�� − Γ�Á�r��ψ�Á�r��� 

Λ$� = �Ψ�Á�r��Γ�Á�r�� + Ψ�Á�r��Γ�Á�r���/�Γ�Á�r��ψ�Á�r�� − Γ�Á�r��ψ�Á�r���         )الف-61- 4(

  و

Γ�Á�r� = 2δ»Á�−nr Jî�α��Ár� + α��ÁJîS��α��Ár�� Ú 1−1Û	
Ψ�Á�r� = 2δ»Á�−nr Yî�α��Ár� + α��ÁYîS��α��Ár�� Ú 1−1Û 
Γ�Á�r� = −�nα��Ár Jî�α��Ár� + �δ»Á� − α��Á� �JîS��α��Ár�� Ú 1−1Û 
Ψ�Á�r� = −�nα��Ár Yî�α��Ár� + �δ»Á� − α��Á� �YîS��α��Ár�� Ú 1−1Û 
Γ�Á�r� = −nδ»Ár Jî�α��Ár�	،	Ψ�Á�r� = −nδ»Ár Yî�α��Ár�	
���� + P�� = âdj2�1−M1�c12 ã 	،���� + P�� = âdj2�2−M3−M2�c22 ã= âdj2�1−M4�c22 ã )                                  ب-61- 4(  

δ»Á� + α��Á� = /�õ2��DÈC��C2 4 	،	δ»Á� + α��Á� = /�õ2��DÈÆDÈ2��22 4 = /�õ2��DÈ^��22 4                          )   ب-61- 4(

بر روي مرزها روابط زير   tOو   .tبه منظور صفر كردن تنشهاي ) مود پادمتقارن(در مورد دسته جواب دوم 

  :بين ضرايب برقرار مي شود

Ù�� = Ù�� �æC�B�æ2�2 DB�2 ��g�æC�ü����	�æ2�ü� )                                                                           الف-62- 4(  

-�� = -�� �æC�B�æ2�2 DB�2 ����æC�ü����	�æ2�ü� )                                                                             ب-62- 4(  
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Ù�� = Ù�� �æC�æ2�æ2�2 DB�2 ����æC�ü����	�æ2�ü� )                                                                             پ-4-62(   

-�� = -�� �æC�æ2�æ2�2 DB�2 ����æC�ü����	�æ2�ü� )                                                                              ت-62- 4(  

��̅ = ���D����ü 		،	K = 1،2،3، …                                                                                )ث-62- 4(

است با اين ) 60-4(مشابه روابط ارائه شده در  �V-و  �ÙÜ�  ،-Ü� ،Ù$� ،-$� ،ÙVدر اين حالت روابط ميان 

� �ΛAو  �ýAتفاوت كه ضرايب  = . محاسبه مي شوند) 61-4(از روابط مربوط به دسته جواب دوم  1,2,3,4

در مورد . به طور دقيق ارضا شد) 58-4(شرايط مرزي ) 62- 4(و ) 60-4(لذا تا اين مرحله با استفاده از روابط 

 t.Oو  ..tبه اينصورت كه براي شرايط مرزي مربوط به . از روش تعامد استفاده مي شود) 59-4(شرايط مرزي 

  :در شعاع داخلي و خارجي از توابع متعامد مثلثاتي به صورت زير استفاده شده است

h t..�'،�،7� Ýcos���̅7�sin���̅7�Þ	? dz = 0				r = '�،'�                                                 )الف-63- 4(

h t.O�'،�،7� Ýcos���̅7�sin���̅7�Þ	? dz = 0				r = '�،'�                                              )    ب-63- 4(

براي استفاده از . در دو انتهاي استوانه از خاصيت تعامد توابع بسل استفاده مي شود   tو در مورد شرط مرزي 

   tتعامد توابع بسل با توجه به مطالب ارائه شده درقبل بايستي ابتدا جملات متعامد در روابط مربوط به تنش 

  :ه استدر نظر گرفته شد �-و  �Ùلذا رابطه زير بين ضرايب . در جهت شعاعي ايجاد شود

É,ì �P�'��Ù�� = −Ê,ì�P�'��-�� )4 -64                                                                           (  
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؛   �Pكه پريم بيانگر مشتق است و  = ì,=؛ نيز ريشه هاي  …,1,2,3 �P�'��  مي باشد و=,�P�'�  تابع

براي هر دو دسته جواب بوسيله تعامد به ) 40-4(با استفاده از رابطه ) 59-4(لذا شرط مرزي دوم . متعامد است

  :شكل زير ارضا مي شود

h t  �'،�،o�=,�P�'�'.2.C dr = 0											÷n		7 = −l،l )4 -65         (                                      

لذا تعداد ضرايب مجهول به پنج ضريب . در پيوست پ ارائه شده است) 65-4(و ) 63-4(چگونگي محاسبه 

مجهول رسيده كه براي آنها نياز به پنج معادله است كه با توجه به روابط ارائه شده در پيوست پ يك دستگاه 

�معادلات جبري خطي با ابعاد �� + 4��� × ��� + 4��� وابسته به تعداد جملات سري هاي استفاده 

  .شده، حاصل مي شود

[×g�]Ü×Ü[Δ�]Ü×� = [0]Ü×� )4 -66        (                                                                             

  :به صورت زير است) 66-4(در رابطه  Δو بردار  ℳدرايه هاي ماتريس 

×g� = W×g�،��Y
×� ،	u = Ë�� J = 1�� J ≠ 1I ،	� = Ë�� n = 1�� n ≠ 1I 
Δ� = �Ù����C×�،	Δ� = �Ù$���2×�،	Δ� = �-$���2×�،	Δ$ = �ÙV���2×� 

ΔÜ = �-V���2×� )4 -67                                                                                                (  

با استفاده از . مي باشد rو  zبترتيب تعداد جملات سريهاي استفاده شده در جهت محورهاي  ��و  ��كه 

اين . محاسبه مي شوند �g×در محاسبات ارائه شده در پيوست ت درايه هاي ماتريس ) 62-4(و ) 60-4(روابط 

فركانسهاي  Ü×Ü[�g×]با برابر صفر قرار دادن دترمينان ماتريس . محاسبات در پيوست ت آورده شده است
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ماتريس ميزان ارضاي تقريبي شرايط مرزي نيز محاسبه مي همچنين به كمك اين . مسئله استخراج مي شوند

  .شوند و چگونگي انجام آن در فصل بعد آورده مي شود

  ارتعاشات استوانه چرخان جدار ضخيم با طول محدود تحت گشتاور دندانه -6- 4

در اين حالت فرض مي شود استوانه مورد نظر با سرعت زاويه اي ثابت در حال چرخش است و بر سطح داخلي 

آن را  استوانه  نيرويي متناوب در جهت زاويه اي اعمال مي شود كه همان نيروي ناشي از گشتاور دندانه است و

 . نيروي دندانه ناميده مي شود

rلذا شرايط مرزي تنش در  = r�    تنش حاصل از (عبارت از اعمال نيروي حاصل از گشتاور دندانه بر سطح

  .در محل قطبهاي آهنربا است) گشتاور دندانه

بر فاصله ، بدست آمد) 1-2(نيروي حاصل از گشتاور دندانه عبارت از حاصل تقسيم گشتاور دندانه كه در رابطه 

اور دندانه با توجه به مقادير ثابت به شكل زير گشت) 1- 2(براي سادگي رابطه . )1-2شكل .(شعاعي مي باشد

  :نوشته مي شود

T����θ� = D∑ E sin nzθ8î9� 	 )4-68(                                                                                               

  . هاي بيشتر از يك نيز صرفنظر شده و گشتاور دندانه  به فرم يك معادله سينوس نوشته شده است nاز 

- 4(بصورت رابطه  ) نيروي دندانه(در اينصورت نيروي حاصل از گشتاور دندانه بر كل سطح داخلي چرخ طيار   

  .نشان داده مي شود) 69

p������ = Ä����¨�Ó = �∑ Ã �Áîî©¨�ó�CÓ 	 )4-69                                     (                                              

rبنابراين تنش وارده از سوي نيروي دندانه بر سطح داخلي چرخ طيار در شعاع  = r�     عبارت از حاصل

'	لذا شرايط مرزي در. تقسيم نيروي دندانه بر سطح داخلي چرخ طيار است = r�  الف-70- 4(به شكل معادله (
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Sكه در اين رابطه . برقرار است = 4πr�l ديگر شرايط مرزي كه ميبايستي ارضا . سطح داخلي چرخ طيار است

  .ارائه شده است)  پ-70-4(و ) ب- 70- 4(شوند به صورت معادله 

t.O + ;���� = t.. = t. = 0					÷n		' = r�                                       )                   الف- 4-70(

t.. = t.O = t. = 0					÷n		' = '�                                                )                      ب - 4-70(

t  = t. = tO = 0					÷n		7 = −l،l                                                                                       )پ - 4-70(

  :در اينجا نيز فرض مي شود كه شرايط مرزي زير به طور دقيق ارضا گردند

t. = 0					÷n		' = '�،r�                                                                                                           )الف - 4-71(

t. = tO = 0					÷n		7 = −l،l                                                                                       )ب- 4-71(

  :شرايط مرزي ديگر به روش تعامد مي توانند ارضا شوند 

t.O + ;���� = t.. = 0					÷n		' = r�                                                  )             الف- 4-72(

t.. = t.O = 0					÷n		' = '�                                                                                )ب - 4-72(

	t  = 0					÷n		7 = −l،l                                                                                                            )پ - 4-72(

مانند حالت قبل در اين حالت نيز ارضاي دقيق شرايط مرزي در دو انتهاي استوانه با توجه به وجود دو دسته 

  .است) 62-4(و ) 60-4(جواب در روابط تنش ها مانند معادلات ارائه شده در 

مانند حالت قبل براي شرايط مرزي مربوط به . نيز از روش تعامد استفاده مي شود) 71-4(زي در مورد شرايط مر

t..   در شعاع داخلي و خارجي و برايt.O  در شعاع خارجي از توابع متعامد مثلثاتي به صورت زير استفاده

  :شده است

h t..�'،�،7� Ýcos���̅7�sin���̅7�Þ	? dz = 0				r = '�،'�                                                                   )الف- 4-73(
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h t.O�'،�،7� Ýcos���̅7�sin���̅7�Þ	? dz = 0				r = '�                                                                        )ب- 4-73(

h �t.O�'،�،7� + ;���� � Ýcos���̅7�sin���̅7�Þ	? dz = 0				r = '�                                                          )پ- 4-73(

نيز بيان شده به ) 65-4(در دو انتهاي استوانه از خاصيت تعامد توابع بسل كه در    tو در مورد شرط مرزي 

  .شكل زير استفاده مي شود

h t  �'،�،o�=,�P�'�'.2.C dr = 0	 )4-74                                          (                                                       

با توجه به اين روابط يك دستگاه معادلات . در پيوست ب ارائه شده است) 65- 4(و ) 63- 4(چگونگي محاسبه 

�جبري خطي با ابعاد �� + 4��� × ��� + 4���  .حاصل مي شود 

[×g�]Ü×Ü[Δ�]Ü×� = [F�]Ü×� )4-75                                                           (                                       

  :به صورت زير است) 66-4(در رابطه  Δو بردار  ℳدرايه هاي ماتريس 

×g� = W×g�،��Y
×� ،	u = Ë�� J = 1�� J ≠ 1I ،	� = Ë�� n = 1�� n ≠ 1I 
Δ� = �Ù����C×�،	Δ� = �Ù$���2×�،	Δ� = �-$���2×�،	Δ$ = �ÙV���2×� 

ÙÜ = �-V���2×� )4 -76                                                                (                        

F� = {0 �C×�،	F� = {0 �2×�،	F� = {0 �2×�،	F$ = {fg �2×�،	pÜ = {0 �2×�	 
fg = − ;���� )4 -77(                                                                                                                
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  خلاصه فصل

در اين فصل با استفاده از حل كلي ارائه شده براي معادلات ناويه در دستگاه مختصات استوانه اي و با استفاده از 

سپس با استفاده از روابط بدست آمده . بيشتري فراهم شد روش جداسازي متغيرها امكان ارضاي شرايط مرزي

براي تغيير مكانها و تنشها ماتريس ضرايب مربوط به ارتعاشات استوانه توخالي محدود و چرخان و همچنين 

تحت نيروي ناشي از گشتاور دندانه بر سطح داخلي استوانه چرخان در باطري الكترومكانيكي محاسبه شد، 

از شرايط مرزي به صورت تقريبي و با استفاده از خاصيت تعامد توابع مثلثاتي و بسل ارضا بطوري كه تعدادي 

  .مي شوند



 

 

  

  فصل پنجم

  

  بررسي و تحليل نتايج
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  تحليل عددي ارتعاشات استوانه چرخان جدار ضخيم با طول محدود - 1- 5

در اين بخش با توجه به تئوري ارائه شده مثالهاي عددي مختلفي به منظور ارزيابي روش ارائه شده مورد بررسي 

  . در ابتدا ارتعاشات استوانه چرخان جهت تعيين فركانس طبيعي ارائه مي شود. قرار مي گيرد

انجام مي  1و  0موج محيطي روش ارائه شده براي چهار فركانس اول مودهاي متقارن و پادمتقارن و با شماره 

است كه مدول  ��/��	1750فرض مي شود كه چگالي استوانه كه از جنس فيبر كربن استفاده شده . گيرد

8.84ثابتهاي لامه براي اين استوانه به ترتيب برابر  λو  <. مي باشد ÷m+	230الاستيسيته آن  × 10$+m÷  

1.326و  × 10Ü+m÷ 0.028داخلي و شعاع خارجي به ترتيب برابر شعاع . بدست مي آيند	0.074و  �	در  �

پس از ارضاي شرايط مرزي تنش و يافتن . است �	0.07طول استوانه مورد نظر برابر . نظر گرفته مي شوند

 .ضرايب مجهول در معادلات تنش به بررسي ارتعاشات استوانه پرداخته مي شود

  :شوداگر فركانس بي بعد به شكل زير تعريف 

	ω� = &q2�2 )5-1 (                                                                                                                           

Ωدر اين صورت با در نظر گرفتن  = ، لذا نيروي جسمي بوجود )كه نشان دهنده عدم وجود سرعت زاويه اي است( 0

آمده بدليل سرعت زاويه اي حذف مي شود در اينصورت بايستي  با نتايج تحقيقات گذشته براي استوانه آزاد مطابقت 

آورده ] 96[ين مقادير در نرخ همگرايي ا. مقايسه شده است] 96[در زير اين مقادير با مقادير ارائه شده در . داشته باشد

اين نتايج با نتايج ارائه  شده است و نشان داده شده كه با انتخاب چند جمله اول سري به نتايج مطلوبي رسيده مي شود

در نظر گرفتن مقادير براي يك استوانه از جنس فولاد با  براي مقايسه با در اين صورت. مقايسه شده اند] 90[شده در 

nوقتي كه  1برابر  Lو نسبت طول به شعاع متوسط  1.4و  1برابر  Hع متوسط نسبت ضخامت به شعا = است نتايج را  0

  . آورده شده است 2-5و  1-5اين نتايج در جدول . با هم مقايسه مي كنيم
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 )�ω( براي چهار فركانس اول طبيعي بدون بعد] 96[مقايسه ميان نتايج ارائه شده در اين تحقيق با : 1- 5جدول 

  مود پادمتقارن  مود پادمتقارن  مود متقارن  متقارنمود 

        

  ]96[  روش ارائه شده    ]96[    روش ارائه شده

        

2.6090  2.6092  1.8191   1.8191  

6.6425   6.6422  5.1878  6.1879  

7.0575   7.0580  7.0132  7.0129  

8.2698  8.2698  9.8301  9.8304  

nو  1برابر  Lو نسبت طول به شعاع متوسط  1برابر  Hمقادير ارائه شده براي نسبت ضخامت به شعاع متوسط  =   .محاسبه شده است 0

 

 )�ω( براي چهار فركانس اول طبيعي بدون بعد] 96[مقايسه ميان نتايج ارائه شده در اين تحقيق با : 2- 5جدول 

  پادمتقارنمود   مود پادمتقارن  مود متقارن  مود متقارن

        

  ]96[  روش ارائه شده    ]96[    روش ارائه شده

        

3.0857  3.0858  1.7885   1.7887  

7.2375   7.2376  5.3170  5.3172  

7.8102   7.7658  6.7195  6.7195  

8.9147  8.9148  9.6719  9.6716  

nو  1برابر  Lو نسبت طول به شعاع متوسط  1.4برابر  Hمقادير ارائه شده براي نسبت ضخامت به شعاع متوسط  =   .محاسبه شده است 0
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وقتي  1برابر  L و نسبت طول به شعاع متوسط 1برابر  Hنسبت ضخامت به شعاع متوسط همچنين با در نظر گرفتن 

nكه  =   . آورده شده است 3-5اين نتايج در جدول . است نتايج را با هم مقايسه مي كنيم 1

 )�ω( براي چهار فركانس اول طبيعي بدون بعد] 96[ميان نتايج ارائه شده در اين تحقيق با مقايسه : 3- 5جدول 

  مود پادمتقارن  مود پادمتقارن  مود متقارن  مود متقارن

        

  ]96[  روش ارائه شده    ]96[    روش ارائه شده

        

2.8245  2.8248  2.4417  2.4417  

6.2328   6.2329  5.2107  5.2108  

6.7939   6.7939  5.9904  5.9905  

7.3249  7.3249  6.9857  6.9858  

nو  1برابر  Lو نسبت طول به شعاع متوسط  1برابر  Hمقادير ارائه شده براي نسبت ضخامت به شعاع متوسط  =   .محاسبه شده است 1

  

در حالتي كه در اين تحقيق بررسي شده است با در نظر گرفتن چرخش استوانه، در معادلات هلم هولتز ضرايب 

مربوط به نيروهاي وارده بدليل چرخش مجهول هستند كه اين ضرايب با حل دستگاه معادلات زير بدست  �×

  :آمده اند

i �2°£��2 = i'Ω� + i /−2Ω ��¤�� 4 + i'Ω� /��£�. + �. ��¤�O + ��1� 4 	                                   ) الف-2- 5(
i �2°¤��2 = 	i�2Ω ��£�� � 	                                                                                                )    ب- 5-2( 

i                                                                                                             )      پ-2- 5( �2°1��2 = 0	
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. نوشته مي شود ℳضريب مجهول توسط روابط برقرار شده در فصل قبل در نهايت ماتريس  7در ادامه با حذف 

ومي با تغيير مكان توانستيم رابطه نيروي عمومي را به بنابراين در اين روابط بدليل متناسب بودن نيروي عم

با انتخاب چهار  4-5در جدول . سمت چپ معادله برده و با ماتريس جرم و سختي ارتعاشات آزاد تركيب نماييم

Ωجمله اول سري مقادير فركانس طبيعي بدون بعد براي  = 20000,40000,60000	rpm بدست آمده اند.   

 

 )�ω(فركانس اول طبيعي بدون بعد چهار : 4- 5جدول 

    مود پادمتقارن  مود متقارن

734.0625  

1061.1959 

1151.0012 

1215.2154 
  

425.4693 

5508.4120 

5758.6115 

11102.966  
  

      

812.1187  

1521.6325 

1817.962 

1925.425 
  

538.2293  

6911.2000 

6281.8022 

18902.12 
  

  

936.0127  

1752.981  

20581.117  

2150.1316  
  

  

673.3215  

7543.132  

8287.2112  

22185.531  
  

  

nو  1برابر  Lو نسبت طول به شعاع متوسط  1.4برابر  Hمقادير ارائه شده براي نسبت ضخامت به شعاع متوسط  =   .محاسبه شده است 0

   

Ωبا افزايش تعداد جملات سري ميزان همگرايي بدست آمده براي  = 40000	rpm   كه ميانگين تعداد دور براي

nچرخ طيار در باتري الكترومكانيكي است، و  =   .آورده شده است 5-  5نيز افزايش مي يابد كه در جدول 0
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عامد مقدار فركانس طبيعي يك بنابراين در اين فصل با استفاده از تكنيك جداسازي متغيرها و با كمك شرط ت

  .انجام شده است  mapleاين مقادير در برنامه اي تحت نرم افزار  .استوانه چرخان بدست آمد

 

Ωبراي ) �ω(دو فركانس اول طبيعي بدون بعد : 5- 5جدول  = 40000	rpm   وn = 0  

  سري جملات تعداد    

    پادمتقارن مود  متقارن مود

    

 

1521.6220  812.1185  
  

6911.2000  538.22701  
  

2  

1521.6223  812.1183  
  

6911.2000  538.22505  
  

3  

1521.6220  812.1184  

  

6911.1989  538.22180  

  
4  

1521.6215  812.1183  
  

6911.1987  538.22172  
  

5 

1521.6212  812.1182  

  

6911.1979  538.22165  

  
6 

1521.6211  812.1180  
  

6911.1976  538.22160  
  

7 

1521.62096  812.1179  
  

6911.1973  538.22139  
  

8 

1521.6208  812.1179  

  

6911.1973  538.22132  

  
9 

1521.6208  812.1179  
  

6911.1972  538.22122  
  

10 

  .محاسبه شده است 1 برابر Lو نسبت طول به شعاع متوسط  1.4برابر  Hمقادير ارائه شده براي نسبت ضخامت به شعاع متوسط 



 

 

            

  فصل ششم

  

  نتايج و پيشنهادها
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  نتيجه گيري  -6-1

با استفاده از يك حل عمومي كه از تكنيك جداسازي متغيرها استفاده مي كند يك حل عددي براي  •

 .تحليل ارتعاشات استوانه تحت نيروهاي جسمي پيشنهاد شد

 .ارائه شده بر اساس تئوري سه بعدي الاستيسيته خطي بيان شده است مدل •

ارائه شده به كمترين تعداد ضرايب براي تحليل ارتعاشات استوانه هاي با طول محدود تحت در حل  •

 .نيروهاي جسمي نياز است

ارتعاشات استوانه اي كه در حال چرخش با سرعت زاويه اي ثابت است با استفاده از اين روش بررسي  •

 .عددي شد

ادي از شرايط مرزي به صورت تقريبي همه شرايط مرزي به صورت دقيق ارضا نمي شوند بطوري كه تعد •

 .و با استفاده از خاصيت تعامد توابع مثلثاتي و بسل ارضا مي شوند

با ماتريس  اين امكان انجام شد كهبا در نظر گرفتن نيروهاي جسمي به صورت تابعي از تغيير مكان  •

 .گردد سفتي تركيب و ارتعاشات آن را بررسي

شرايط مرزي استوانه در حال چرخش توسط نيروهاي خارجي  به طور خاص تر، حتي براي حالتي كه •

ديگري چون گشتاور دندانه در باتري الكترومكانيكي تغيير مي كند نيز روش ارائه شده قابل اجرا مي 

 .باشد كه در فصل پنجم نشان داده شد
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  پيشنهادها -6-2

  :در پايان پيشنهاد مي شود كه

با نتايج ارائه شده با نرم افزارهاي المان محدود براي استوانه  تطابق روش ارائه شده در اين تحقيق •

 .چرخان نيز  قابل ارزيابي است

روش ارائه شده در اين پايان نامه قابل اجرا براي وجود هر نوع نيروي جسمي كه بر استوانه هاي پر يا  •

 .توخالي وارد مي شوند قابل بررسي است
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 مولفه هاي تنش -پيوست الف

 

t.. = � âù�Õ�ù'� E�T� + 1r ùÕ�ù' E�T� + 1r� ù���ù�� R�T� + ù���ù'� R�E� + ù�Õ»�ù'� E�T�� + 1r ùÕ»�ù' E�T��
+ 1r� ù�E�ù�� R��T�� + ù��»�ù'� R��E� +M� ù�Õ�ù'� E�T� +M� 1r ùÕ�ù' E�T� +M� 1r� ù���ù�� R�T�
+M� ù���ù'� R�E� +M� ù�Õ»�ù'� E�T�� +M� 1r ùÕ»�ù' E�T�� +M� 1r� ù�E�ù�� R��T��
+M� ù��»�ù'� R��E�� Ö�d�
+ 2>âù�Õ�ù'� E�T� − ùÕ�ù' ù��ù7 E� − 1r� Õ$�$ ùE$ù� + 1' ùÕ$ù' ùE$ù� �$ + ù�Õ»�ù'� E�T��
− ùÕ»�ù' ù�»�ù7 E� − 1r� Õ»$�»$ ùE$ù� + 1' ùÕ»$ù' ùE$ù� �»$ +M� ù�Õ�ù'� E�T� −M� ùÕ�ù' ù��ù7 E�
−M$ 1r�Õ$�$ ùE$ù� +M$ 1' ùÕ$ù' ùE$ù� �$ +M� ù�Õ»�ù'� E�T�� −M� ùÕ»�ù' ù�»�ù7 E�
−M$ 1r�Õ»$�»$ ùE$ù� +M$ 1' ùÕ»$ù' ùE$ù� �»$� Ö�d� 

 

t.O = > â2' ùÕ�ù' ùE�ù� T� − 2r�Õ��� ùE�ù� + ùÕ�ù' ù��ù7 E� − 1r ù��ù7 R�E� − 1r ùE�ù� ù��ù7 Õ� + 1r� ù��$ù�� R$T$
+ 1r ùÕ$ù' E$T$ − ù�Õ$ù'� E$T$ + 2' ùÕ»�ù' ùE�ù� T�� − 2r�Õ»��»� ùE�ù� + ùÕ»�ù' ù�»�ù7 E� − 1r ù�»�ù7 R��E�
− 1r ùE�ù� ù�»�ù7 Õ»� + 1r� ù��$ù�� R�$T�$ + 1r ùÕ»$ù' E$T�$ − ù�Õ»$ù'� E$T�$ +M� 2' ùÕ�ù' ùE�ù� T�
−M� 2r�Õ��� ùE�ù� + M� ùÕ�ù' ù��ù7 E� −M� 1r ù��ù7 R�E� −M� 1r ùE�ù� ù��ù7 Õ�
+M$ 1r� ù��$ù�� R$T$ +M$ 1r ùÕ$ù' E$T$ −M$ ù�Õ$ù'� E$T$ +M� 2' ùÕ»�ù' ùE�ù� T��
−M� 2r�Õ»��»� ùE�ù� + M� ùÕ»�ù' ù�»�ù7 E� −M� 1r ù�»�ù7 R��E� −M� 1r ùE�ù� ù�»�ù7 Õ»�
+M$ 1r� ù��$ù�� R�$T�$ +M$ 1r ùÕ»$ù' E$T�$ −M$ ù�Õ»$ù'� E$T�$� Ö�d� 
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tOO = � âù�Õ�ù'� E�T� + 1r ùÕ�ù' E�T� + 1r� ù���ù�� R�T� + ù���ù'� R�E� + ù�Õ»�ù'� E�T�� + 1r ùÕ»�ù' E�T��
+ 1r� ù�E�ù�� R��T�� + ù��»�ù'� R��E� +M� ù�Õ�ù'� E�T� +M� 1r ùÕ�ù' E�T� +M� 1r� ù���ù�� R�T�
+M� ù���ù'� R�E� +M� ù�Õ»�ù'� E�T�� +M� 1r ùÕ»�ù' E�T�� +M� 1r� ù�E�ù�� R��T��
+M� ù��»�ù'� R��E��Ö�d�

+ 2> â1r ùÕ�ù' E�T� + 1r� ù��ù7 ùE�ù� R� − 1r ù��ù7 E�T� − 1r ùÕ$ù7 ùE$ù� T$ + 1r ùÕ»�ù' E�T��
+ 1r� ù�»�ù7 ùE�ù� R�� − 1r ù�»�ù7 E�T�� − 1r ùÕ»$ù7 ùE$ù� T�$ +M� 1r ùÕ�ù' E�T� +M� 1r� ù��ù7 ùE�ù� R�
−M� 1r ù��ù7 E�T� −M$ 1r ùÕ$ù7 ùE$ù� T$ +M� 1r ùÕ»�ù' E�T�� +M� 1r� ù�»�ù7 ùE�ù� R��
−M� 1r ù�»�ù7 E�T�� −M$ 1r ùÕ»$ù7 ùE$ù� T�$� Ö�d� 

 

tO = > â2' ùT�ù7 ùE�ù� Õ� − 1r� ù���ù�� Õ��� + ù���ù'� R�E� + 1r� ùE�ù� Õ��� + 1r ùÕ�ù' ùE�ù� T�
+ ùÕ$ù' ù�$ù7 E$$ + 2' ùT��ù7 ùE�ù� Õ»� − 1r� ù���ù�� Õ»��»� + ù��»�ù'� R��E� + 1r� ùE�ù� Õ»��»�
+ 1r ùÕ»�ù' ùE�ù� T�� + ùÕ»$ù' ù�»$ù7 E$ +M� 2' ùT�ù7 ùE�ù� Õ� −M� 1r� ù���ù�� Õ���
+M� ù���ù'� R�E� +M� 1r� ùE�ù� Õ��� +M� 1r ùÕ�ù' ùE�ù� T� +M$ ùÕ$ù' ù�$ù7 E$$
+M� 2' ùT��ù7 ùE�ù� Õ»� −M� 1r� ù���ù�� Õ»��»� +M� ù��»�ù'� R��E� +M� 1r� ùE�ù� Õ»��»�
+M� 1r ùÕ»�ù' ùE�ù� T�� +M$ ùÕ»$ù' ù�»$ù7 E$ãÖ�d� 
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t  = �âù�Õ�ù'� E�T� + 1r ùÕ�ù' E�T� + 1r� ù���ù�� R�T� + ù���ù'� R�E� + ù�Õ»�ù'� E�T�� + 1r ùÕ»�ù' E�T��
+ 1r� ù�E�ù�� R��T�� + ù��»�ù'� R��E� +M� ù�Õ�ù'� E�T� +M� 1r ùÕ�ù' E�T�
+M� 1r� ù���ù�� R�T� +M� ù���ù'� R�E� +M� ù�Õ»�ù'� E�T�� +M� 1r ùÕ»�ù' E�T��
+M� 1r� ù�E�ù�� R��T�� +M� ù��»�ù'� R��E�� Ö�d�
+ 2> âù���ù'� R�E� − 1r ù��ù7 ùE�ù� Õ� + ùÕ�ù' ù��ù7 E� + 1r ù��ù7 R�E� + ù��»�ù'� R��E�
− 1r ù�»�ù7 ùE�ù� Õ»� + ùÕ»�ù' ù�»�ù7 E� + 1r ù�»�ù7 R��E� +M� ù���ù'� R�E� −M� 1r ù��ù7 ùE�ù� Õ�
+M� ùÕ�ù' ù��ù7 E� +M� 1r ù��ù7 R�E� +M� ù��»�ù'� R��E� −M� 1r ù�»�ù7 ùE�ù� Õ»�
+M� ùÕ»�ù' ù�»�ù7 E� +M� 1r ù�»�ù7 R��E�� Ö�d� 

 

  حداقل سازي مربع خطا با استفاده از توابع متعامد -پيوست ب

ميتوان . در نظر گرفته مي شود  complete orthogonal system  ({Φe(به عنوان مثال سيستم متعامد كامل 

�)تابع n�,?n]روي بازه  Φeرا به صورت سري و بر حسب توابع متعامد   n)] نوشت:  

a,�n� ≈ ∑ (eΦe�t�,e9? )                                                                                   1.ب(  

�,aكه n��)تابع  *يك تقريب از مرتبه  n�مربع خطا نسبت به تابع وزني ) 1.ب(با توجه به رابطه . است 

{�n�  :به صورت زير تعريف مي گردد 

Ö,� = h {�n����n�jn�+�&                                                                                   )    2.ب(

��n� = (�n� − a,�n� )                                                                                        3.ب(  
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  :لذا نتيجه زير بدست مي آيد. شود، برابر صفر قرار داده مي �,Öبراي محاسبه مقدار حداقل مربع خطا، 

 

h {�n�∑ (eΦe�t�Φ.�t�,e9? jn�+�& = h {�n�(�n�Φ.�t�jn�+�& )                           4.ب(  

  :و خاصيت تعامد مي توان نوشت) 4.ب(با توجه به رابطه 

(. = h ,���)���Φ£���-�ø+ø&h ,���Φ£2���-�ø+ø&                                                                           )              5.ب(

  :مقدار حداقل مربع خطا محاسبه مي شود) 1.ب(در ) 3.ب(حال با جايگذاري رابطه 

min[Ö,�] = h {�n�[(��n� − ∑ (�eΦ�e�t�],e9? jn�+�& )                                     6.ب(  

لذا رابطه . به دست آيدبه سمت صفر ميل مي كند) 5.ب(از رابطه  e)وقتي كه ضرايب مقدار حداقل خطا 

�)بهترين تقريب براي تابع ) 1.ب(n�پس مي توان در حل استوانه ها . از ديدگاه حدال مربعات سري است 

  .سب ارضا كردبرخي شرايط مرزي را كه ارضاي آنها به طور دقيق امكان پذير نباشد با يافتن تابع متعامد منا
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  چگونگي ارضاي شرايط مرزي با استفاده از تعامد -پيوست پ

 اعمال تعامد بر روي دسته جواب متقارن

.Ù��
�C

�9� /�P�� − ���� �0â*�* − 1�'� + ���� − P�� + ����2 ã/É,�P�r�Yîì�P�r�� − Ê,�P�r�Jîì �P�r��4
+ P�' /Yîì�P�r��É,S��P�r� − Jîì �P�r��Ê,S��P�r�412 cos�δ»Áz� cos�δ�3z�ü

? j7
+ 2δ�3δ�3 sin�δ�3l�sin�δ�3l� âÉ,�P»��r� + P»��' É,S��P»��r�ã
+ -$� 0â*�* − 1�'� + ��̅� − P»���2 ãÊ,�P»�r� + P»��' Ê,S��P»��r�4
+ ÙÜ�δ»Á 5P»��É,�P»��r� − �n + 1�r É,S��P»��r�1
+ -Ü�δ»Á 5α��Ê,�P»��r� − �n + 1�r Ê,S��P»��r�1+ ÙV� *' 5�* − 1�' É,�P»�r� − α��É,S��P»�r�1
+ -V� *' 5�* − 1�' Ê,�P»��r� − α��Ê,S��P»��r�162 LMJ�ü

? ���̅z�j7 = 0 
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.Ù��
�C

�9� /2*' 5�1 − *�' /É,�P�r�Yîì�P�r�� − Ê,�P�r�Jîì �P�r��4
− P� /Yîì�P�r��É,S��P�r� − Jîì �P�r��Ê,S��P�r�4ã0�P�� − ���� �2 cos�δ»Áz� cos�δ�3z�ü

? j7
+ 2δ�3δ�3 sin�δ�3l�sin�δ�3l�2 cos�δ»Áz� cos�δ�3z�ü

? j746
+ 7Ù$� 2*' 5�1 − *�' É,�P»��r� + P»��É,S��P»��r�1
+ -$� 2*' 5�1 − *�' Ê,�P»��r� − α��ÁÊ,S��P»��r�1
+ ÙÜ�δ»Á 5P»��É,�P»��r� − 2�n + 1�r É,S��P»��r�1
+ -Ü�δ»Á 5P»��Ê,�P»��r� − 2�n + 1�r Ê,S��P»��r�1
+ ÙV� 5GP»��� − 2*�* − 1�'� � É,�P»��r� − 2P»��r É,S��P»��r�1
+ -V� 5GP»��� − 2*�* − 1�'� �Ê,�P»��r� − 2P»��r Ê,S��P»��r�182 LMJ�ü

? ���̅z�j7 = 0 
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Ù�� 7�P�� − ���� ��2 cos����o� + 2������P�� sin����o� cot����o�8
×2 /É,�P�r�Yîì�P�r�� − Ê,�P�r�Jîì �P�r��4�.2

.C 'j'
+.�−1��S��2

�9� /0α��Á� − /δ»Á� − δ�3�42 4
× âÙ$� 2 É,�P��r� /É,�P�r�Yîì�P�r�� − Ê,�P�r�Jîì �P�r��4 'j'.2

.C ã
+ -$� 2 Ê,�P»��r� /É,�P�r�Yîì�P�r�� − Ê,�P�r�Jîì �P�r��4 'j'.2

.C
− P»��̅ âÙÜ� 2 É,�P»��r� /É,�P�r�Yîì�P�r�� − Ê,�P�r�Jîì �P�r��4 'j'.2

.C ã
+ -Ü� 2 Ê,�P»��r� /É,�P�r�Yîì�P�r�� − Ê,�P�r�Jîì �P�r��4 'j'.2

.C 6 = 0 

 

i	كه در روابط فوق  = 1،2،3…N�،	j = 1،2،3…N� است.  

  

  :جواب پادمتقارناعمال تعامد بر روي دسته 
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. Ù̅���C

�9� /�P�� − P��� �0â*�* − 1�'� + P��� − P�� + ����2 ã /É,�P�r�Yîì�P�r�� − Ê,�P�r�Jîì �P�r��4
+ P�' /Yîì �P�r��É,S��P�r� − Jîì �P�r��Ê,S��P�r�412 sin�δ»Áz� sin�δ�3z�ü

? j7
+ 2δ�3δ�3 cos�δ�3l�cos�δ�3l�5G*�* − 1�'� − P��� /É,�P�r�Yîì�P�r�� − Ê,�P�r�Jîì �P�r��4
+ P�' /Yîì �P�r��É,S��P�r� − Jîì �P�r��Ê,S��P�r�4ã2 sin�δ»Áz� sin�δ�3z�ü

? j76
+ /Ù$� 0â*�* − 1�'� + ��̅� + P»���2 ã É,�P»��r� + P»��' É,S��P»��r�4
+ -$� 0â*�* − 1�'� + ��̅� + P»���2 ãÊ,�P»��r� − α��Ár Ê,S��P»��r�4
+ ÙÜ�δ»Á 5P»��É,�P»��r� − �n + 1�r É,S��P»��r�1
+ -Ü�δ»Á 5P»�Ê,�P»��r� − �n + 1�r Ê,S��P»��r�1
+ ÙV� *' 5�n − 1�r É,�P»��r� − P»��É,S��P»��r�1
+ -V� *' 5�n − 1�r Ê,�P»��r� − P»��Ê,S��P»��r�162 JK*�ü

? ���̅z�j7 = 0 
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. Ù̅��
�C

�9� /2*' 5�1 − *�' /É,�P�r�Yîì�P�r�� − Ê,�P�r�Jîì �P�r��4
+ P� /Yîì�P�r��É,S��P�r� − Jîì �P�r��Ê,S��P�r�4ã0�P�� − ���� �2 sin�δ»Áz� sin�δ�3z�ü

? j7
+ 2δ�3δ�3 cos�δ�3l�cos�δ�3l�2 sin�δ»Áz� sin�δ�3z�ü

? j746
+ 7Ù$� 2*' 5�1 − *�' É,�P»��r� + P»��É,S��P»��r�1
+ -$� 2*' 5�1 − *�' Ê,�P»��r� − α��ÁÊ,S��P»��r�1
+ ÙÜ�δ»Á 5P»��É,�P»��r� − 2�n + 1�r É,S��P»��r�1
+ -Ü�δ»Á 5P»��Ê,�P»��r� − 2�n + 1�r Ê,S��P»��r�1
+ ÙV� 5GP»��� − 2*�* − 1�'� � É,�P»��r� − 2P»��r É,S��P»��r�1
+ -V� 5GP»��� − 2*�* − 1�'� �Ê,�P»��r� − 2P»��r Ê,S��P»��r�182 JK*�ü

? ���̅z�j7 = 0 

Ù̅�� 7�P�� − ���� ��2 sin����o� + 2���P�� cos����o� tan����o�8
×2 /É,�P�r�Yîì�P�r�� − Ê,�P�r�Jîì �P�r��4�.2

.C 'j'
+ -$� 2 Ê,�P»��r� /É,�P�r�Yîì�P�r�� − Ê,�P�r�Jîì �P�r��4 'j'.2

.C
− P»��̅ âÙÜ� 2 É,�P»��r� /É,�P�r�Yîì�P�r�� − Ê,�P�r�Jîì �P�r��4 'j'.2

.C ã
+ -Ü� 2 Ê,�P»��r� /É,�P�r�Yîì�P�r�� − Ê,�P�r�Jîì �P�r��4 'j'.2

.C = 0 
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   ��Mمولفه هاي ماتريس  -پيوست ت

M��،Á3 =
7/ô;2D<2;2 42� cos�δ�3l� + 2δ�3δ�3α3� sin�δ�3l� cot�δ�3l�8 ، × �� á�r�� − r��� + î2/òó2�ô;q2�Dòó2�ô;qC�4ô;2 ä ،	i =
1،2،3…N�،	j = 1،2،3…N�،  

M��،Á3 = .�−1�ÁD�=2

Á9� áâα��Á� − δ»Á� + α��Á�2 ãΠ? /α3،α��Á4 − K�Áα��Áδ»ÁΠ? /α3،α��Á4 − Λ�Áα��Áδ»ÁΠA /α3،α��Á4ä 

M��،Á3 = .�−1�ÁD�=2

Á9� áâα��Á� − δ»Á� + α��Á�2 ãΠA /α3،α��Á4 − K�Áα��Áδ»ÁΠ? /α3،α��Á4 − Λ�Áα��Áδ»ÁΠA /α3،α��Á4ä 

M�$،Á3 = .�−1�ÁD�=2

Á9� WK�Áα��Áδ»ÁΠ? /α3،α��Á4 − Λ�Áα��Áδ»ÁΠA /α3،α��Á4Y 

M�Ü،Á3 = .�−1�ÁD�=2

Á9� WK$Áα��Áδ»ÁΠ? /α3،α��Á4 − Λ$Áα��Áδ»ÁΠA /α3،α��Á4Y 
 

M��،Á3 = ./�α3� − δ�3� �0ân�n − 1�r�� + δ�3� − α3� + δ�3�2 ã=,�P�r�� + P�r� B,�P�r��4=C

Á9�
× 0sin /�δ»Á − δ�3�l42�δ»Á − δ�3� + sin/�δ»Á + δ�3�l42�δ»Á + δ�3� 4
+ 2δ�3δ�3 sin�δ�3l�sin�δ�3l�5ân�n − 1�r�� − α3�ã=,�P�r�� + P�r� B,�P�r��1
× 0sin /�δ»Á − δ�3�l42�δ»Á − δ�3� + sin /�δ»Á + δ�3�l42�δ»Á + δ�3� 46 
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M��،Á3 = 75n�n − 1�r�� + �δ»Á� − α��Á� ��2 1 É,�P»��r�� + P»��r� É,S��P»��r��
+ K�Áδ»Á 5P»��É,�P»��r�� − �n + 1�r� É,S��P»��r��1
+ Λ�Áδ»Á 5P»��Ê,�P»��r�� − �n + 1�r� Ê,S��P»��r��18Gel2� ،		 Ýe = 1		for		α� ≠ 0e = 2		for		α� = 0Þ 

M��،Á3 = 75n�n − 1�r�� + �δ»Á� − α��Á� ��2 1Ê,�P»��r�� + P»��r� Ê,S��P»��r��
+ K�Áδ»Á 5P»��É,�P»��r�� − �n + 1�r� É,S��P»��r��1
+ Λ�Áδ»Á 5P»��Ê,�P»��r�� − �n + 1�r� Ê,S��P»��r��18Gel2� 

M�$،Á3 = 7n�n − 1�r�� É,�P»��r�� + nP»��r É,S��P»��r�� + K�Áδ»Á 5P»��É,�P»��r�� − �n + 1�r� É,S��P»��r��1
+ Λ�Áδ»Á 5P»��É,�P»��r�� − �n + 1�r� É,S��P»��r��18Gel2� 

M�Ü،Á3 = 7n�n − 1�r�� Ê,�P»��r�� + nP»��r� Ê,S��P»��r�� + K$Áδ»Á 5P»��É,�P»��r�� − �n + 1�r� É,S��P»��r��1
+ Λ$Áδ»Á 5P»��Ê,�P»��r�� − �n + 1�r� Ê,S��P»��r��18Gel2� 

 

M��،Á3 = .C−2nr� 5�n − 1�r� =,�P�r��=C

Á9�

− α3B,�P�r��1D�α3� − δ�3� �0sin /�δ»Á − δ�3�l42�δ»Á − δ�3� + sin /�δ»Á + δ�3�l42�δ»Á + δ�3� 4
+ 2δ�3δ�3 sin�δ�3l�sin�δ�3l�0sin /�δ

»Á − δ�3�l42�δ»Á − δ�3� + sin /�δ»Á + δ�3�l42�δ»Á + δ�3� 4EF 
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M��،Á3 = 7−2nr� 5�n − 1�r� É,�P»��r�� − δÁÉ,S��P»��r��1+ K�Áδ»Á 5P»��É,�P»��r�� − 2�n + 1�r� É,S��P»��r��1
+ Λ�Áδ»Á 5P»��Ê,�P»��r�� − 2�n + 1�r� Ê,S��P»��r��18 Gel2� 

M��،Á3 = 7−2nr� 5�n − 1�r� Ê,�P»��r�� − P»��Ê,S��P»��r��1+ K�Áδ»Á 5P»��É,�P»��r�� − 2�n + 1�r� É,S��P»��r��1
+ Λ�Áδ»Á 5P»��Ê,�P»��r�� − 2�n + 1�r� Ê,S��P»��r��18 Gel2� 

M�$،Á3 = 7âP»��� − 2n�n − 1�r� ã É,�P»��r�� − 2P»��r� É,S��P»��r��
+ K�Áδ»Á 5P»��É,�P»��r�� − 2�n + 1�r� É,S��P»��r��1
+ Λ�Áδ»Á 5P»��Ê,�P»��r�� − 2�n + 1�r� Ê,S��P»��r��18 Gel2� 

 

M�Ü،Á3 = 7âP»��� − 2n�n − 1�r� ãÊ,�P»��r�� − 2P»��r� Ê,S��P»��r��
+ K$Áδ»Á 5P»��É,�P»��r�� − 2�n + 1�r� É,S��P»��r��1
+ Λ$Áδ»Á 5P»��Ê,�P»��r�� − 2�n + 1�r� Ê,S��P»��r��18 Gel2� 

ΠG /P،ë4 = ë âr�É,ì �ër��=,�Pr�� − r�É,ì �ër��=,�Pr��P� − ë� ã 

 

ΠH /P،ë4 = ë âr�Ê,ì�ër��=,�Pr�� − r�Ê,ì�ër��=,�Pr��P� − ë� ã 

m,�P�'� = Ê,ì�P�r��É,�P�r� − É,ì �P�r��Ê,�P�r� 

B,�P�'� = Ê,ì�P�r��É,S��P�r� − É,ì �P�r��Ê,S��P�r� 
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� MÜÐ،Á3و  M$Ð،Á3مقادير  = حاصل  M�Ð،Á3و  M�Ð،Á3به ترتيب در  �rبه جاي  �rبا جايگذاري  1،2،3،4،5

  .مي گردد
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Abstract 

The aim of this work is studying the vibration of an elastic, thick, finite and hollow 

cylinder when subjected to the constant angular velocity that the Flywheel of the 

satellite electromechanical battery is one of its applications. This goal is 

investigated on the basis of the linear 3D theory of elasticity and an analytical 

solution is presented. At first a general solution for the vibration of the cylinders 

affected by the general body force is offered. For this purpose the Navier equation 

in cylindrical coordinates expressed. The reason of using Navier equation is 

getting accurate solution, less calculations and executable for different geometries 

and different materials. With using the orthogonalization technique more boundary 

conditions are satisfied. 

Then with using the relations between displacement and force and also the 

equation of tensions the matrix of the equations can write. Some of boundary 

conditions are approximately satisfied using orthogonal property of the 

Trigonometric and Bessel functions. Then the frequencies are extracted. 

The vibration of the cogging torque does produces in Flywheel of the 

electromechnical battery because of the interactive between magnet poles and 

machine slot that doesn’t do that studied with presented method.  

In this dissertation for deriving the numerical results using Maple code. The 

numerical results are compared with the last researches for static cylinders. 

Keywords 

Cylinder, Vibration, Flywheel, Electromechanical Battery, Orthogonal Functions, 

Variable Separation, Cogging Torque 
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