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 اثر تقديم

 دریغشان، بی هایهمراهی و هحوصل  و صبر با که عزیزم همسر و محترم خانواده به تحقیق نای  در را  خود یماههن چندی  تلاش تمامی

 از یاذره بتوانم است امید .مینمايم تقديم ند،انموده مساعدت و یاری  نامهپایان بهتر چه هر پیشرفت در را  اینجانب

ری  و هامحبت همیشگی  های دلدا
 . نمايم جبران را این یاران 

  



 

 

 قدردانی و تشكر

وند الطاف سایه در که اکنون نم لازم خود بر است، رسیده انجام به نامهپایان نای  متعال خدا زحمات فراوان استاد  از میدا

صحیح ،  تدوین  جهت در را  خود یهشائب بی هایهتوصی  راهنما استاد منصب در کهنظری محمّدباقر دکتر  آقای جناببزرگوارم 
گیری 

همچنین از جناب آقای دکتر مهدیآورم جابه را  سپاس مراتب اند،نموده ارائه  پروژه گردآوری و 
بدیل که کد ت  زاده  رخی.

 به در را  اینجانب دریغ،بی هایحمایت و صدر هسع  با که کسانیو کلیه  اندکوس عددی را در اختیار اینجانب قرار دادهلاپلاس مع 

 را  ایشان افزون روز توفیق منان ایزد درگاه از و مینمايم قدردانی و تشكر خالصانه ند،ارسانده یاری  تحقیق نای  ثمررساندن

 .خواستارم

  



 

 

 

 

 
نشگاه دا مهندسی مکانیکدانشکده  مهندسی مکانیکدانشجوی دوره کارشناسی ارشد رشته  نژادادریس فرهی اینجانب

تري با استفاده اخ تابع  دارایو استوانه  یکهدر بار Iت تنش مود شد یبضر یینتعنامه صنعتی شاهرود نویسنده پایان

 متعهد می شوم.محمدّباقر نظری  ییتحت راهنما یسیتهترموالاست یافتهیمتعم هایینظر گرفتن تئور در و یوخن

 نامه توسم اینجانب انجام شده است و اخ صحت و اصالت برخوردار است .تحقیقات در این پایان 

 های محققان دیگر به مرجع مورد استفاده استناد شده است .در استفاده اخ نتایج پژوهش 

 تاکنون توسم خود یا فرد دیگری برای دریافت هیچ نوع مدري یا امتیاخی در هیچ جا ارائه نشده نامه مطالب مندرج در پایان

 است .

  هرود دانشگاه صنعتی شا» باشد و مقالات مستيرج با نام کلیه حقوق معنوی این اثر متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود می

 خواهد رسید .به چاپ «  Shahrood  University  of  Technology» و یا « 

 هنامپایاناند در مقالات مستيرج اخ نامه تأثیرگذار بودهحقوق معنوی تمام افرادی که در به دست آمدن نتایح اصلی پایان 

 رعایت می گردد.

 نامه، در مواردی که اخ موجود خنده ) یا بافتهای آنها ( استفاده شده است ضوابم و اصول در کلیه مراحل انجام این پایان

 اخلاقی رعایت شده است .

 نامه، در مواردی که به حوخه اطلاعات شي ی افراد دسترسی یافته یا استفاده شده است اصل در کلیه مراحل انجام این پایان

 صول اخلاق انسانی رعایت شده است.، ضوابم و اراخداری

 تاریخ

 امضای دانشجو

 

 

 

 

 

 

 تعهد نامه

 

 

 

 

 

 

   

 

 

 

 

 

 
 

 مالکیت نتایج و حق نشر
  ها و ای ، نرم افزارهای رایانهمح ولات آن )مقالات مستيرج ، کتاب ، برنامهکلیه حقوق معنوی این اثر و

ر دتجهیزات ساخته شده است ( متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود می باشد . این مطلب باید به نحو مقتضی 

 تولیدات علمی مربوطه ذکر شود .

 مجاخ نمی باشد بدون ذکر مرجع نامهاستفاده اخ اطلاعات و نتایج موجود در پایان. 
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 چكیده 

ای و یک استوانه جدار در یک باریکه شامل تري لبه Iت تنش مود نامه، ضریب شددر این پایان

که  استبیضوی یا محیطی کامل اخ جنس مواد همگن و همسانگرد، تعیین شده ضيیم شامل تري نیم

های ميتلف کوپل و غیرکوپل ترموالاستیسیته قرار صورت یک بعدی طبق تئوریتحت شوي گرمایی به

های غیرکوپل، معادله هدایت گرمایی در فضای لاپلاس حل شده است. پس اخ تعیین دارد. در تئوری

ای ضایج به فنت تبدیل لاپلاس معکوس عددیهای دما و تنش در فضای لاپلاس، با استفاده اخ میدان

ت تنش نیز با استفاده اخ روش تابع وخنی تعیین شده است. در خمان نگاشت شده است. ضریب شد

تزو حل معادلات -شولمان و چاندراساخاریا-های لردهای کوپل ترموالاستیسیته، شامل تئوریتئوری

خ ت آمده است. پس ادسجایی در فضای لاپلاس بهحاکم در استوانه با استفاده اخ تابع پتانسیل جابه

های تري ت تنش برای عمق و گوشهضرایب شد تعیین توخیع تنش محیطی و محوری در استوانه،

دست آمده است. نتایج رفتار متفاوت بیضوی و نوي تري محیطی با استفاده اخ روش تابع وخنی بهنیم

های کوپل ترموالاستیسیته یدهد. در تئورای با یکدیگر و با مدل فوریه را نشان میهای غیرفوریهمدل

های غیرکوپل مدلحرارتی معادلات حاکم، سرعت موج نسبت به-به دلیل کوپلینگ مکانیکی

بینی دما، تنش و درنتیجه ضریب شدت تنش ترموالاستیسیته کمتر است که موجب اختلاف در پیش

های ت حاکم تئوریهای آسایش شار گرمایی و گرادیان دما در معادلاشود. در نظر گرفتن خمانمی

بینی مقادیر بزرگتر دما، تنش و درنتیجه ضریب شدت تنش یافته ترموالاستیسیته، موجب پیشتعمیم

 شود.نسبت به قانون فوریه و تئوری کلاسیک ترموالاستیسیته می

-هدایت گرمایی هذلولوی،  تئوری چاندراساخاریا هدایت گرمایی تأخیر فاخ دوگانه، :واژگان کلیدى

لیندخی، تبدیل لاپلاس معکوس عددی، -نقدی، تئوری گرین-شولمان، تئوری گرین-تئوری لرد تزو،

 استوانه جدارضيیم

 

  



 ب
 

 هافهرست عنوان 

 1 ................................................................................................................................. مقدمه 1 فصل

 2 .......................................................................................................................................................... مقدمه 

 3 ...................................................................................................................... ییگرما تیهدا یهایتئور 

 3 ------------------------------------------- صلب ییگرما تیهدا یهامدل 9-2-9

 4 ---------------------------------------------- تهیسیترموالاست یهایتئور 9-2-2

 6 ........................................................................................................................................ شکست کیمکان 

 7 ................................................................................................................... شدهانجام یکارها بر یمرور 

 11 .................................................................................................................... لیتحل روش 2 فصل

 92 ....................................................................................................................................................... مقدمه 

 92 ....................................................................................................................................... یوخن تابع روش 

 92 ----------------------------------------------------- کهیبار یوخن تابع 2-2-9

 93 ------------------------------------------ یداخل یطیمح تري یوخن تابع 2-2-2

𝐑𝐨/𝐑𝐢 یبرا یضویبمین تري یوخن تابع 2-2-3 = 𝟏. 𝟐𝟓 -------------------------- 95 

𝐑𝐨/𝐑𝐢 یبرا یضویبمین تري یوخن تابع 2-2-4 = 𝟐 ------------------------------ 96 

 97 ............................................................................................................ یعدد معکوس لاپلاس لیتبد 

 91 ------------------------------------------------------- نیدوربا روش 2-3-9

 91 -------------- کنندهحیت ح روش کی اخ استفاده با یساخگسسته یخطا کاهش 2-3-2

 22 ------------------------------------------------------ ییهمگرا شتاب 2-3-3

 21 ....................................................................................... كهيبار در تنش شدت بيضر 3 فصل

 22 ....................................................................................................................................................... مقدمه 

 22 ........................................................................................................................................ یمورد مطالعه 

 22 ......................................................................................................... تري بدون کهیبار در دما دانیم 

 32 ........................................................................................................................... کهیبار در تنش دانیم 

 32 ................................................................................................................................. تنش شدت بیضر 

 33 ................................................................................. دوگانه فاز ریتأخ ييگرما تيهدا 4 فصل

 36 ....................................................................................................................................................... مقدمه 

 36 ................................................................................................................................................ دما دانیم 

 42 ............................................................................................ تري بدون استوانه در تنش یهادانیم 



 ج
 

 42 --------------------------------------------------- یمحور تنش دانیم 4-3-9

 46 -------------------------------------------------- یطیمح تنش دانیم 4-3-2

 52 .................................................................................................................... تنش شدت بیضرا نییتع 

 52 ----------------------------------- یطیمح تري تنش شدت بیضر نییتع 4-4-9

 52 --------------------------------- یضویبمین تري تنش شدت بیضرا نییتع 4-4-2

 35 ..................................................... شولمان-لرد افتهيمیتعم تهیسیترموالاست یتئور 3 فصل

 51 ........................................................................................................................................................مقدمه 

 51 ................................................................ شولمان-لرد تهیسیترموالاست یتئور در حاکم معادلات 

 67 ............................................................................................. تري بدون استوانه در تنش یهادانیم 

 79 ................................................................................................................................ تنش شدت بیضرا 

 79 ----------------------------------------- یطیمح تري تنش شدت بیضر 5-4-9

 74 -------------------------------------- یضویبمین تري تنش شدت بیضرا 5-4-2

 57 ........................................... تزو-ايچاندراساخار افتهيمیتعم تهیسیترموالاست یتئور 6 فصل

 12 ........................................................................................................................................................ مقدمه 

 12 ......................................................تزو-ایچاندراساخار تهیسیترموالاست یتئور در حاکم معادلات 

 11 ............................................................................................. تري بدون استوانه در تنش یهادانیم 

 12 ................................................................................................................................. تنش شدت بیضرا 

 12 ----------------------------------------- یطیمح تري تنش شدت بیضر 6-4-9

 13 --------------------------------------- یضویبمین تري تنش شدت بیضرا 6-4-2

 75 ............................................................................................ شنهادهایپ و یریگ جهینت 5 فصل

 11 .............................................................................................................................................. یریگجهینت 

 11 ................................................................................................................................................ شنهادهایپ 

 111 .......................................................................................................................................... منابع

 

  



 د
 

 هافهرست شكل 

 93 ............................................................................................... یالبه تري یدارا کهیبار یکل شکل 9-2 شکل

 94 .................................................................... ]36 [کامل یطیمح تري شامل استوانه یکل شکل 2-2 شکل

 95 .......................................................................... ]42 [یضویبمین تري شامل استوانه یکل شکل 3-2 شکل

 23 ................................................................................................. ]45[ تري بدون کهیبار یکل شکل 9-3 شکل

 27 ............................................................. ]69[ مرجع با شولمان-لرد یتئور یدما عیتوخ سهیمقا 2-3 شکل

 21 .............................................................. کهیبار عرض برحسب شولمان-لرد یتئور یدما عیتوخ 3-3 شکل

 21 .......................................................... کهیبار عرض برحسب یندخیل-نیگر یتئور یدما عیتوخ 4-3 شکل

 21 ..............................................................کهیبار عرض برحسب ینقد-نیگر یتئور یدما عیتوخ 5-3 شکل

 عرض برحسب ینقد-نیگر و یندخیل-نیگر شولمان،-لرد یهایتئور یدما عیتوخ 6-3 شکل

 21 .............................................................................................................................................................. کهیبار

 32 .............................................................. کهیبار عرض برحسب شولمان-لرد یتئور تنش عیتوخ 7-3 شکل

 39 .......................... ميتلف یهاخمان در کهیبار در یندخیل-نیگر یتئور براساس تنش عیتوخ 1-3 شکل

 39 .............................. ميتلف یهاخمان در کهیبار در ینقد-نیگر یتئور براساس تنش عیتوخ 1-3 شکل

 عرض برحسب ینقد-نیگر و یندخیل-نیگر شولمان،-لرد یهایتئور تنش عیتوخ 92-3 شکل

 32 .............................................................................................................................................................. کهیبار

 32 .......................................تري ینسب طول برحسب شولمان-لرد یتئور تنش شدت بیضر 99-3 شکل

 33 ................................... تري ینسب طول برحسب یندخیل-نیگر یتئور تنش شدت بیضر 92-3 شکل

 33 ...................................... تري ینسب طول برحسب ینقد-نیگر یتئور تنش شدت بیضر 93-3 شکل

 34 . ینقد-نیگر و یندخیل-نیگر شولمان،-لرد یهایتئور یالبه تري تنش شدت بیضر 94-3 شکل

 36 .................................................................................................... یتوخال و بلند استوانه یکل شکل 9-4 شکل

 42 ............................................................... [45] مرجع با ورنات-کاتانو مدل یدما عیتوخ سهیمقا 2-4 شکل



 ه
 

 49 ...... شعاع برحسب (DPL) دوگانه فاخ ریتأخ و (C-V) ورنات-کاتانو یهامدل یدما عیتوخ 3-4 شکل

η در خمان برحسب دوگانه فاخ ریتأخ و ورنات-کاتانو یهامدل یدما عیتوخ 4-4 شکل = 0.8 ............ 49 

𝜏 خمان در دوگانه فاخ ریتأخ مدل یدما عیتوخ بر دما انیگراد شیآسا خمان اثر  5-4 شکل = 0.1 .... 42 

𝜏 خمان در دوگانه فاخ ریتأخ مدل یدما عیتوخ بر ییگرما شار شیآسا خمان اثر 6-4 شکل = 0.1...... 42 

 44 ................................................ [36] مرجع با ورنات-کاتانو مدل یمحور تنش عیتوخ سهیمقا  7-4 شکل

 44 ................... شعاع برحسب دوگانه فاخ ریتأخ و ورنات-کاتانو یهامدل یمحور تنش عیتوخ  1-4 شکل

 45 .................... خمان برحسب دوگانه فاخ ریتأخ و ورنات-کاتانو یهامدل یمحور تنش عیتوخ  1-4 شکل

𝜏 در دوگانه فاخ ریتأخ مدل یمحور تنش عیتوخ بر دما انیگراد شیآسا خمان اثر  92-4 شکل =

0.1 ................................................................................................................................................................... 45 

𝜏 خمان در دوگانه فاخ ریتأخ مدل یمحور تنش عیتوخ بر ییگرما شار شیآسا خمان اثر  99-4 شکل =

0.1 ................................................................................................................................................................... 46 

 47 ....................................................... [45] مرجع با ورنات-کاتانو مدل یطیمح تنش سهیمقا  92-4 شکل

 41 ................ شعاع برحسب دوگانه فاخ ریتأخ و ورنات-کاتانو یهامدل یطیمح تنش عیتوخ  93-4 شکل

 41 .................خمان برحسب دوگانه فاخ ریتأخ و ورنات-کاتانو یهامدل یطیمح تنش عیتوخ  94-4 شکل

𝜏 خمان در دوگانه فاخ ریتأخ مدل یطیمح تنش عیتوخ بر دما انیگراد شیآسا خمان اثر  95-4 شکل =

0.1 ................................................................................................................................................................... 41 

𝜏 خمان در دوگانه فاخ ریتأخ مدل یطیمح تنش عیتوخ بر ییگرما شار شیآسا خمان اثر  96-4 شکل =

0.1 ................................................................................................................................................................... 41 

τ خمان در[ 45] مرجع با ورنات-کاتانو مدل تنش شدت بیضر سهیمقا  97-4 شکل = 0.3............. 52 

 59 ....... دوگانه فاخ ریتأخ و ورنات-کاتانو ه،یفور یهامدل یطیمح تري تنش شدت بیضر  91-4 شکل

 52 ............... دوگانه فاخ ریتأخ مدل در یطیمح تري تنش شدت بیضر بر شعاع نسبت اثر  91-4 شکل

 53 .. [45] مرجع با ورنات-کاتانو مدل براساس یضویبمین تري تنش شدت بیضر سهیمقا 22-4 شکل

 53 ..... دوگانه فاخ ریتأخ و ورنات-کاتانو یهامدل یضویبمین تري عمق تنش شدت بیضر  29-4 شکل



 و
 

 ریتأخ مدل براساس یضویبمین تري عمق تنش شدت بیضر بر( a/c) منظر نسبت اثر  22-4 شکل

 54 ....................................................................................................................................................... دوگانه فاخ

 فاخ ریتأخ و ورنات-کاتانو یهامدل یضویبمین تري یهاگوشه تنش شدت بیضر سهیمقا  23-4 شکل

 54 ............................................................................................................................................ (a/c=1) دوگانه

 55 دوگانه فاخ ریتأخ مدل یضویبمین تري یهاگوشه تنش شدت بیضر بر a/c نسبت اثر  24-4 شکل

η در خمان برحسب شولمان-لرد یتئور یدما عیتوخ  9-5 شکل = 0.9 .................................................. 65 

 66 ..................................... شعاع برحسب ورنات-کاتانو مدل و شولمان-لرد یتئور یدما عیتوخ  2-5 شکل

 66 ............................................ شعاع حسب بر کیکلاس و شولمان-لرد یهایتئور یدما عیتوخ  3-5 شکل

 η=0.9 ........................ 61 در خمان برحسب شولمان-لرد یتئور براساس یمحور تنش عیتوخ  4-5 شکل

 61 ....................... شعاع برحسب ورنات-کاتانو مدل و شولمان-لرد یتئور یمحور تنش عیتوخ 5-5 شکل

 61 .............................. شعاع برحسب کیکلاس و شولمان-لرد یهایتئور یمحور تنش عیتوخ  6-5 شکل

η در خمان برحسب شولمان-لرد یتئور یطیمح تنش عیتوخ  7-5 شکل = 0.9 ................................... 72 

 72 ..................... شعاع برحسب ورنات-کاتانو مدل و شولمان-لرد یتئور یطیمح تنش عیتوخ  1-5 شکل

 79 .......................... تهیسیترموالاست کیکلاس و شولمان-لرد یهایتئور یطیمح تنش عیتوخ  1-5 شکل

 72 ...................... ورنات-کاتانو مدل و شولمان-لرد یتئور یطیمح تري تنش شدت بیضر  92-5 شکل

 72 تهیسیترموالاست کیکلاس و شولمان-لرد یهایتئور یطیمح تري تنش شدت بیضر  99-5 شکل

 یضویبمین تري عمق در ورنات-کاتانو مدل و شولمان-لرد یتئور تنش شدت بیضر  92-5 شکل

(𝑎𝑐 = 1) ...................................................................................................................................................... 74 

 تري یهاگوشه در ورنات-کاتانو مدل و شولمان-لرد یتئور تنش شدت بیضر  93-5 شکل

 74 ...................................................................................................................................................... یضویبمین

 75 .......... یضویبمین تري عمق در کیکلاس و شولمان-لرد یهایتئور تنش شدت بیضر  94-5 شکل

 یهاگوشه در تهیسیترموالاست کیکلاس و شولمان-لرد یهایتئور تنش شدت بیضر  95-5 شکل

 76 ............................................................................................................................................ یضویبمین تري



 خ
 

η در خمان برحسب تزو-ایچاندراساخار یتئور یدما عیتوخ  9-6 شکل = 0.9 ........................................ 17 

 17 .................. شعاع برحسب دوگانه فاخ ریتأخ مدل و تزو-ایچاندراساخار یتئور یدما عیتوخ  2-6 شکل

 11 ............................ شعاع برحسب شولمان-لرد و تزو-ایچاندراساخار یهایتئور یدما عیتوخ  3-6 شکل

η در خمان برحسب تزو-ایچاندراساخار یتئور یمحور تنش عیتوخ  4-6 شکل = 0.9 ......................... 11 

 12 ............... دوگانه فاخ ریتأخ مدل و تزو-ایچاندراساخار یتئور براساس یمحور تنش عیتوخ  5-6 شکل

 12 ......................... شولمان-لرد و تزو-ایچاندراساخار یهایتئور براساس یمحور تنش عیتوخ  6-6 شکل

η در خمان برحسب تزو-ایچاندراساخار یتئور یطیمح تنش عیتوخ  7-6 شکل = 0.9 ......................... 19 

 19 ............... دوگانه فاخ ریتأخ مدل و تزو-ایچاندراساخار یتئور براساس یطیمح تنش عیتوخ  1-6 شکل

 12 ........................ شولمان-لرد و تزو-ایچاندراساخار یهایتئور براساس یطیمح تنش عیتوخ  1-6 شکل

 13 .... دوگانه فاخ ریتأخ مدل و تزو-ایچاندراساحار یتئور یطیمح تري تنش شدت بیضر  92-6 شکل

 13 .............. شولمان-لرد و تزو-ایچاندراساخار یهایتئور یطیمح تري تنش شدت بیضر  99-6 شکل

 تري عمق در دوگانه فاخ ریتأخ مدل و تزو-ایچاندراساخار یتئور تنش شدت بیضر  92-6 شکل

 14 ....................................................................................................................................................... یضویبمین

 تري یهاگوشه در دوگانه فاخ ریتأخ مدل و تزو-ایچاندراساخار یتئور تنش شدت بیضر  93-6 شکل

 14 ....................................................................................................................................................... یضویبمین

 تري عمق در شولمان-لرد و تزو-ایچاندراساخار یهایتئور تنش شدت بیضر  94-6 شکل

 15 ....................................................................................................................................................... یضویبمین

 تري یهاگوشه در شولمان-لرد و تزو-ایچاندراساخار یهایتئور تنش شدت بیضر  95-6 شکل

 15 ....................................................................................................................................................... یضویبمین

 

 

  



 ح
 

 هافهرست جدول 

 65 .................................................................................................... مس ییگرما و یکیمکان خواص 9-5  جدول

 73 ............................................................................................... یطیمح تري تنش شدت بیضر  2-5  جدول

 76 .................................................................. یضویبمین تري عمق تنش شدت بیضر سهیمقا  3-5  جدول

 77 ....................................................................... یضویبمین تري یهاگوشه تنش شدت بیضر  4-5  جدول

  

  

  



 ط
 

 هافهرست نشانه 

 𝑎 طول تري

 CK نقدی-ضریب میرایی گرین

 CP سرعت الاستیک انبساطی

 CS سرعت موج برشی

 CT سرعت موج گرمایی

 Cv ظرفیت گرمایی

 E مدول یانگ

 𝐅 بردار نیروی حجمی

Fj  (j ضریب ت حیح هندسه = 0,1) 

,K ت تنشضریب شد KI 

 k ضریب رسانایی گرمایی

 𝑙 طول

,m(r تابع وخنی 𝑎) 

 Q شکل تري ضریب

 𝐪 بردار شار گرمایی

 R منبع گرمایی داخلی

 Ri بعدشعاع داخلی بی

 Ro بعدشعاع خارجی بی

 S انتروپی

 T دما

 t ضيامت

 𝐮 جاییبردار جابه

Yj   (j ضریب ت حیح هندسه = 0,1) 

 α ضریب انبساط گرمایی

 γ ضریب انبساط حجمی

 δ شار گرمایی بعدبی خمان آسایش

 ε بعد گرادیان دمابی خمان آسایش

 ϵ پارامتر ترموالاستیک کوپل

 η بعدبی شعاع

 θ بعددمای بی

,λ های لامهثابت μ 

 ρ چگالی

 σr تنش شعاعی

 σz تنش محوری

 σϕ تنش محیطی

 τq خمان آسایش شار گرمایی

 τT خمان آسایش گرادیان دما

ψ جاییتابع پتانسیل جابه





 

 

 

 مقدمه    1 فصل
 

  



 

2 
 

  مقدمه 

ها و مياخن تحت فشار در تجهیزات مهندسی لولهمثل  یهایجمله ساخه اخای استوانهبسیاری اخ قطعات 

 یندهایی چونفرآ و در های تولید و انتقال اشعه ایکس و لیزرای، دستگاهمدرن مثل راکتورهای هسته

و همچنین مياخن گاخهای مایع در  [2ها ]دهی فلزات با نانوسرامیک، پوشش[9]ذوب سطحی فلزات 

ن تري در ای گیرند. با توجه به امکان وجود عیب یاتحت هدایت گرمایی سریع قرار می ،صنایع هوافضا

 خامستلزم بررسی رفتار تري است.  هاها، ارخیابی دقیق ایمنی، تيمین عمر و ظرفیت تحمل بار آنساخه

 9طولی هایتري شامل هااخ تري دسته دوگرادیان دما،  و فشار تحت هایاستوانه در هاتري انواع میان

 .]3[ داشت را خواهند وضعیت ترینبحرانی 2های محیطیتري و

شود. براساس این می مسئلهتئوری مرسوم هدایت گرمایی فوریه منجر به معادله حاکم سهموی در 

شود که اخ اثر یک اغتشاش گرمایی در مرخ یک جسم بلافاصله در نقاط دور اخ آن احساس می ،تئوری

 دماهایها در مواردی چون اغتشاش گرمایی در آخمایش ،نظر فیزیکی قابل قبول نیست. اخ طرف دیگر

های کوتاه و هدایت گرمایی در مقیاس میکرو، سرعت محدود موج در خمان 3گرماییهای پایین، شوي

 ، نتایج کاربرد قانون فوریه با نتایج تجربی اختلاف فاحش دارد[. در این موارد4] کندگرما را تأیید می

برای رفع این  .یی استنهایت موج گرماترین نقص قانون فوریه، منجر شدن به سرعت بیمهم .[5]

ی که هدایت گرمایی در موارد اند.ارائه شده 4یافته ترموالاستیسیتهتعمیم ميتلف هایتئوریمشکل، 

دمای  برای مثالانداخه کافی دقیق نیست. ، توخیع دمای حاصل اخ قانون فوریه  بهدهدسریع رخ می

ای هاخ طریق لیزر قرار گرفته است، در خمان سریع ناخکی که تحت گرمایش باریکهگیری شده در انداخه

م قانون فوریه بیشتر اخ دمایی است که توس 322℃حدود  گرماییاعمال شوي خمان بسیار نزدیک به 

                                                 
9 Longitudinal crack 
2 Circumferential crack 

3 Thermal shock 
4 Generalized thermoelasticity 
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-یشدرستی پتواند نتایج را بهورنات نیز در برخی موارد نمی-هدایت گرمایی کاتانو .[6] شودمحاسبه می

فرآیندهای سریع انتقال گرما و انتقال گرما در مقیاس میکرو منجر به نتایج مواردی چون در بینی کند و 

هدایت گرمایی تأخیر فاخ دوگانه با توجه به روابم ساختاری در نظر گرفته  .[1و7] شودغیرطبیعی می

و دارد  اریساخگکند که با نتایج آخمایشگاهی بینی میای پیشگونهبه شده، نتایج دما و تنش را در ساخه

رائه ااخ طرف دیگر، در هدایت گرمایی سریع و هدایت گرمایی در مقیاس میکرو و نانو نتایج قابل قبولی 

 .کندمی

 های هدايت گرماييتئوری 

 گرمايي صلب هدايت هایمدل 1-2-1

ک محیم در ی گرماییشار  ،ای )قانون فوریه و تئوری کلاسیک ترموالاستیسیته(هدایت گرمایی فوریه در

ثابت این تناسب، ضریب هدایت گرمایی نام دارد.  .متناسب است با گرادیان دما ،و همسانگرد پیوسته

 شود.( بیان می9-9صورت رابطه )قانون فوریه به گرماییرابطه ساختاری شار 

(9-9) 𝐪(𝐱, t) = −k∇T(𝐱, t) 

در نظر  ،آن[، یک مدل هذلولوی برای انرژی گرمایی پیشنهاد کردند که در 92[ و ورنات ]1کاتانو ]

(، 2-9شود. رابطه )گرفتن یک خمان آسایش برای شار گرمایی منجر به سرعت محدود موج گرما می

 دهد.ورنات را نشان می-مدل کاتانو گرماییرابطه ساختاری شار 

(9-2) 𝐪(𝐱, t + τq) = −k∇T(𝐱, t) 

رابطه  ایبا جایگزینی بسم تیلور یک جمله ،هذلولوی حاکم بر توخیع دمارابطه  ،ورنات-در مدل کاتانو

 دما و ،ورنات-شود. طبق مدل کاتانوحاصل می ساختاری فوق در قانون اول ترمودینامیک )بقای انرژی(

 های پایای دما و تنشکند و پس اخ گذشت خمان بر توخیعهای متوالی در جسم تغییر میتنش با نوسان

 شود.حاصل اخ قانون فوریه منطبق می
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ای را برای لحاظ کردن برهم کنش میکروساختار ماده در [، یک مدل هذلولوی دو مرحله92و99تزو ]

دو  -شودفاخ دوگانه نامیده می که مدل تأخیر-فرآیندهای سریع انتقال گرما پیشنهاد کرد. در این مدل

مدل تأخیر فاخ  شار گرمایی معرفی شده است.خمان آسایش، یکی برای گرادیان دما و دیگری برای 

کند که موج گرمایی با سرعت شود و تأیید میدوگانه منجر به معادله حاکم هذلولوی بر مسئله می

خمان آسایش گرادیان دما، تأخیر خمانی ناشی اخ برهم کنش شود. محدود در جسم منتشر می

نرسی اثر ای ،و خمان آسایش شار گرمایی (هاونالکترون و پراکنش فوت-برهم کنش فوتون) میکروساختار

رفتار واقعی ماده  ،تأخیر فاخ دوگانه مدلدهد ها نشان می[. نتایج آخمایش93کند ]گرمایی را لحاظ می

رابطه ساختاری  [.94کند ]در انتقال گرمای سریع و یا در مقیاس میکرو را بهتر اخ مدل هذلولوی بیان می

 ( است.3-9صورت رابطه )ت گرمایی تأخیر فاخ دوگانه بهدر مدل هدای گرماییشار 

در مدل تأخیر فاخ دوگانه، رابطه ساختاری شار گرمایی اخ بسم تیلور دو جمله برای شار گرمایی و 

 شود. یک جمله برای گرادیان دما حاصل می

 های ترموالاستیسیتهتئوری 1-2-2

ات منبع یا نرخ تغییرشکل پذیر پیوستار تغییربر یک شرایم مرخی دمایی  اعمال نرخ خمانیهنگامی که 

 ماییگرهای تنش داخلی قابل توجه باشد و منجر به تحریک اینرسی گرمایی شود، موج گرمایتولید 

 تعادلمعادلات انرژی و  حل همزمانهای دما و تنش باید با در چنین شرایطی میدان .شودمیتولید 

 .[95] صورت گیرد

 الف(-9-4)
∇. 𝛔 + 𝐅 = ρ𝐮̈ 

 ب(-9-4)
∇. 𝐪 = ρ(R − ṠT0) 

 ج(-9-4)
𝛔 = λ𝐈(∇ ∙ 𝐮) + 2μ𝛆 − (3λ + 2μ)α𝐈T 

(9-3) 𝐪(𝐱, t + τq) = −k∇T(𝐱, t + τT) 
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 د(-9-4)
S =

ρCv

T0

T + (3λ + 2μ)α(∇ ∙ 𝐮) 

ج( رابطه ساختاری تنش و -4-9ب( معادله انرژی، رابطه )-4-9الف( معادله تعادل، رابطه )-4-9رابطه )

 دهد.د( رابطه ساختاری انتروپی را نشان می-4-9رابطه )

و  λانتروپی،  Sمنبع گرمای داخلی،  Rچگالی،  ρبردار نیروی حجمی،  𝐅بردار تنش،  𝛔در روابم فوق، 

μ های لامه، ثابت𝛆  ،کرنشα  ضریب انبساط گرمایی و𝐈 دهد.ماتریس همانی را نشان می 

 معادله انرژی براساس رابطه ساختاری قانون فوریه و ،9تئوری کلاسیک ترموالاستیسیتهمعادلات در 

قال در مقابل میانگین مسیر انت ،این تئوری خمانی که طول مشي ه محیم. باشندمی کوپل ادلتعمعادله 

 .]95[ نظر نباشد یا در دماهای پایین نزدیک به صفر مطلق نتایج غیرقابل قبولی داردانرژی قابل صرف

ت اورن-مدل کاتانو گرماییرابطه ساختاری شار جای استفاده اخ قانون فوریه، اخ به 2شولمان-در تئوری لرد

معادله تعادل و معادله انرژی  کوپلمعادلات حاکم حاصل اخ این تئوری اخ  .]96[ استفاده شده است

 .(4-9)روابم  شوندحاصل می

ارائه شده  ]91[ تزو گرماییبراساس مدل هدایت  ]97[ توسم چاندراساخاریا 3تزو-چاندراساخاریاتئوری 

مدل  گرماییدر این تئوری، معادلات حاکم اخ کوپل معادله انرژی براساس رابطه ساختاری شار  است.

 .(4-9)روابم  آیددست میتأخیر فاخ دوگانه و معادله تعادل به

ه کطوریرابطه ساختاری جدیدی برای تنش و انتروپی ارائه شده است. به ،4لیندخی-گرین در تئوری

 .]91[ استری تنش و انتروپی اضافه شدهنرخ دما به معادلات ساختا

(9-5) 

𝛔 = 𝐂𝛆 − 𝛃(T − T0 + t1Ṫ) 

S =
ρc

T0

(T + t2Ṫ − T0) + 𝛃: 𝛆 −
1

T0

𝐂̂ ∙ ∇T 

                                                 
9 Classic thermoelasticity 
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𝐪 = −𝐊∇T − 𝐂̂Ṫ 

تنسور  𝛃تنسور مرتبه چهار مدول الاستیک،  𝐂 تنسور کرنش، 𝛆 دمای مرجع، T0که در روابم فوق 

 است. های مادهبردار ثابت 𝐂̂ و دما-مرتبه دو مدول تنش

نقدی نوع -گرین تئوری. استارائه شده  ]22[ نقدی توسم گرین و  9نقدی-گرینهذلولوی تئوری 

IIجایی هگرادیان جاب اخ قانون فوریه به همراه رابطه ، ترموالاستیسیته بدون اتلاف انرژی نام دارد که در آن

 ودشمینرخ دمایی  ملهبدون ج ،گرماییمنجر به معادله هدایت  این تئوری .دما استفاده شده است-شار

-معادلات حاکم بر تئوری گرین شود.نامیرا می حاصل اخ این تئوری موج ترموالاستیک درنتیجه که

 صورت خیر است:به IIنقدی نوع 

(9-6) 
S =

ρc

T0

(T − T0) + 𝛃: 𝛆 

𝐪̇ = 𝐊∇Ṫ − 𝐊∗∇T 

 مكانیک شكست 

زارها ترین ابساختن سادهترین مسائلی است که انسان اخ خمان پدیده شکست در اجسام یکی اخ عمده

سبت اخ اهمیت بیشتری ن مسئلهاضر، این دلیل پیشرفت تکنولوژی در ع ر حو به استبا آن مواجه بوده

زوم های گذشته، لباشد. متلاشی شدن بسیاری اخ هواپیماها و فضاپیماها طی دههبه گذشته برخوردار می

مکانیک شکست در علم مواد نوین ابزار  کند.تری اخ مکانیک شکست در اجسام را ایجاب میدري دقیق

ن در نظر گرفتدهد. مکانیک شکست با شود که عملکرد مکانیکی مواد را بهبود میمهمی محسوب می

های کریستالی میکروسکوپی مواد، شکست مکانیکی نقص والاستیسیته و پلاستیسیته های تئوری

 .کندبینی میآنها را پیش ماکروسکوپی

خطی، میدان تنش در حوخه نوي تري برحسب بارگذاری جسم، انداخه  الاستیکشکست در مکانیک 

                                                 
9 Green-Naghdi 
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خطی  کالاستیشود. مهمترین اصل مکانیک شکست گونه بیان میو هندسه تري یا ناپیوستگی تري

، )با K 9این است که توخیع تنش نزدیک یک تري نوي تیز برحسب کمیتی به نام ضریب شدت تنش

بینی حالت تنش حول نوي تري ناشی اخ بارگذاری یا برای پیش- که است ( قابل بیانMPa√mواحد 

آن )شامل طول تري( بستگی  به هر دو عامل، بارگذاری قطعه و هندسه -شودتنش پسماند استفاده می

 دارد.

ای ههای روشها و پیچیدگیبا توجه به محدودیت-های شامل تري با الگوی مشيص در تحلیل ساخه

ود شترجیح داده می -های عددی با تغییر ابعاد هندسی و خ وصیات مادیلزوم تکرار روشتحلیلی و 

 رایبهای ميتلف تحلیلی، تجربی و عددی در مکانیک شکست اخ روش اخ روش تابع وخنی استفاده شود.

 های تحلیلی است.یکی اخ روش 2شود که روش تابع وخنیت تنش استفاده میتعیین ضریب شد

 شدهارهای انجاممروری بر ک 

کدیگر ها به یعنوان مدل مناسبی اخ عیوب در ناحیه ات ال لولههاخ تحقیقات، تري محیطی ب بيشیدر 

 [، با استفاده24] دوغان[، نید و ار23[، آیدین و آرتم ]22] اردوغانایردل و  .]29[پیشنهاد شده است 

ت تنش برای یک تري محیطی در یک استوانه تحت بار مکانیکی و اخ روش تبدیل انتگرالی، ضریب شد

فاده اخ روش المان محدود ضریب [، با است25دست آوردند. ونگ ]بهرا صورت متقارن محوری به گرمایی

 ت تنش دینامیکی برای تري محیطی در یک استوانه جدار ضيیم تحت فشار داخلی متغیّر با خمانشد

ای شامل یک تري محیطی [، ضریب شدت تنش را برای استوانه26گربنر ] ،محاسبه کرد. همچنین را

با استفاده اخ نتایج  ]27[دست آورد. نبوی و قاجار ه اخ روش المان محدود بهدو تحت بار محوری، با استفا

ای برای محدوده وسیعی صورت توابع چندجملهرا به ]21[المان محدود، ضرایب تابع وخنی گلینکا و شن 

ضریب  ،با استفاده اخ آنکردند و  تعیین، محیطی سبت قطرهای خارجی به داخلی و طول نسبی ترياخ ن

                                                 
9 Stress intensity factor 
2 Weight function method 
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دست آوردند. همچنین ایشان ضرایب تابع وخنی گلینکا و ت تنش را برای بارگذاری حرارتی پایا بهشد

 .]21[ند صورت توابع متعالی اخ ابعاد هندسی استوانه، ارائه کردشن را برای یک نسبت قطر خاص به

، رفتار یک ]32[اخ تئوری هدایت گرمایی فوریه استفاده شده است. چانگ و ونگ در تحقیقات فوق 

 صفحه تحت کاهش دمای لبه را با استفاده اخ روش تبدیل لاپلاس و درای عمود بر لبه یک نیمتري لبه

ت تنش را برای ، ضریب شد]39[نظر گرفتن مدل هدایت گرمایی هذلولوی بررسی کردند. هو و چن 

دند. آوردست نظر گرفتن مدل هدایت گرمایی هذلولوی به های یک باریکه با دریک تري مواخی با لبه

 ]33[و بدون پوشش  ]32[صفحه با پوشش ت تنش با خمان، برای یک نیمچن و هو تغییرات ضریب شد

 دسترمایی هذلولوی بهنظر گرفتن مدل هدایت گ اغتشاش حرارتی در مرخ را با در شامل یک تري تحت

صورت ای کوچک، بهت تنش را برای یک استوانه شامل یک تري سکه، ضریب شد]34[آوردند. ونگ 

و  ]35[ی توپر فو و همکاران ضریب شدت تنش برای استوانهاخیراً، دست آورده است. تحلیلی به

و تبدیل لاپلاس معکوس شامل یک تري محیطی را با استفاده اخ روش تبدیل انتگرالی  ]36[توخالی 

ت تنش [ ضریب شد37اند. هو و چن ]نظر گرفتن مدل هدایت گرمایی هذلولوی ارائه کرده با در عددی

صفحه را با در نظر گرفتن مدل تأخیر فاخ دوگانه و استفاده اخ برای یک تري مواخی با مرخ یک نیم

 طور تحلیلی ارائه کردند.های تبدیل لاپلاس و فوریه بهروش

یک  و عمر خستگی را برای ت تنشضریب شد ،المان محدود ، با استفاده اخ روش]31[ لین و اسمیت

های سطحی ند که تريمحاسبه کردند. ایشان همچنین نشان داد 9بیضویتري نیم استوانه شامل یک

 تقریبیبیان یک ، ]31[پتروسکی و آخنباخ  .شوندمیبیضوی نزدیک شکل نیمپس اخ تکرار بارگذاری به

ت تنش برای یک بارگذاری مرجع بیان ای محاسبه تابع وخنی اخ ضرایب شدجایی سطح تري را براخ جابه

ی و تري اههای شعاعی روی حفره دایرتري حاوی صفحه،ت تنش را برای نیماند و ضریب شدکرده

رای ک عبارت تحلیلی ببا استفاده اخ روش تابع وخنی، ی  شاهانی و نبوی ند.دست آوردبه حلقهشعاعی در 

ار حت فشار داخلی و ببیضوی طولی در یک استوانه تضرایب شدت تنش در عمق و سطح یک تري نیم

                                                 
9 Semi-Elliptical 
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یک رابطه صریح ، به کمک روش تابع وخنی ]42و49[ ژنگ و همکارانکردند. [ ارائه 42]حرارتی پایا 

در تحقیقات فوق هدایت  اند.ارائه داده طولی بیضویتري نیم عمقو  هات تنش گوشهبرای ضریب شد

 است.گرمایی براساس قانون فوریه در نظر گرفته شده

های طولی و ، با استفاده اخ روش معادله انتگرال مرخی، تابع وخنی را برای تري]43[لی و همکاران 

های طولی و محیطی در سطح ، تابع وخنی تري]44[و هدولاي  اند. وارفولومیفمحیطی بیان کرده

ت تنش تحت بارگذاری کششی ا استفاده اخ این تابع، ضرایب شددست آورده و باستوانه را بهداخلی 

و  هابرای گوشه I[ ضریب شدت تنش مود 45، نظری و عاصمی ]اخیراً اند.یکنواخت را محاسبه کرده

 د.اندست آوردهبیضوی تحت بار گرمایی هذلولوی را با استفاده اخ تابع وخنی بهعمق یک تري نیم

با استفاده اخ روش را در یک باریکه اخ جنس مواد مدرج تابعی  گرماییاثر شوي  ،]46 [خمانی و اسلامی

م ساخی، سیستای و گسستهالمان محدود در نظر گرفتند و با استفاده اخ المان مستطیلی هشت گره

ه اخ تنش را با استفادت روش نیوماري حل کردند و ضریب شد معادلات دینامیکی کوپل را با استفاده اخ

با استفاده اخ روش عددی تبدیل لاپلاس و روش حجم  ،]47 [چن و لین تعیین کردند. Jروش انتگرال 

شریعتی  د.انلاستیک را تحت شرط مرخی تابشی بررسی کردهاتحلیل گذرای مسئله کوپل ترمو ،کنترل

مکانیکی را مورد مطالعه -گرماییهای رفتار شکست مواد تابعی تحت شوي ،]41 [و مهدی خاده رخی

-سستهگ ،یافتهقرار داده و معادلات ترموالاستیسیته کلاسیک را با استفاده اخ روش المان محدود توسعه

وفیل ت تنش با تغییر پرضرایب شدو تغییر  کردندساخی کرده و سپس با استفاده اخ روش نیوماري حل 

 مکانیکی را مورد بحث-گرماییهای تیر تحت شويماده تابعی و نیز سرعت و مسیر رشد تري در یک 

هرانی و حسینی ت است.قرار دادند. در تحقیقات فوق اخ تئوری کلاسیک ترموالاستیسیته استفاده شده

های دما و تنش سطح مشتري یک باریکه ترموالاستیک و فونداسیون صلب تحت میدان ،]41 [همکاران

شولمان مورد مطالعه قرار دادند و -لرد تئوریبا استفاده اخ روش المان مرخی و  را لیزر گرماییشوي 

اریکه بر اثر پالس و ضيامت ب ایشان .نتایج حاصل را با تئوری کلاسیک ترموالاستیسیته مقایسه کردند

انی و خم .کردندبررسی  ترموالاستیسیته با استفاده اخ تئوری کلاسیک ، راتنش در سطح مشتري



 

92 

 

-لرد تئوریبا استفاده اخ  را ایغیرفوریه گرمایییک باریکه حاوی تري تحت شوي  ،]52 [نهمکارا

شولمان و تئوری کلاسیک ترموالاستیسیته در نظر گرفتند. ایشان با استفاده اخ روش گلرکین و روش 

ایج نت با استفاده اخ روش نیوماريسپس و  کردندساخی المان محدود، معادلات ناویر و انرژی را گسسته

ینی حسکردند. تعیین  Jت تنش را با استفاده اخ روش انتگرال ضریب شدو  دست آوردنددما و تنش را به

جایی یک محیم دوبعدی با استفاده اخ روش المان های دما، تنش و جابه، میدان]59[تهرانی و اسلامی 

ای هآوردند. نتایج برای حالتدست لیندخی به-مرخی و تبدیل لاپلاس را با در نظر گرفتن تئوری گرین

کوپل و غیرکوپل ارائه شده و اثر خمان آسایش مورد بررسی قرار گرفته است. نتایج دمای ارائه شده در 

که به اخای دو مقدار برای پارامتر –اما در حالت غیرکوپل  .دارای دقت مناسب استحالت غیرکوپل 

 دارد. خطای قابل توجهی -ترموالاستیک کوپل ارائه شده است

ق ای طبباریکه دارای تري لبه گزارشی در مورد ضریب شدت تنش در طبق جستجوهای انجام شده،

یطی مح یابیضوی های حاوی تري نیماستوانه لیندخی و-نقدی و گرین-شولمان، گرین-های لردتئوری

-چاندراساخاریا شولمان و-های لردگرمایی با استفاده اخ مدل تأخیر فاخ دوگانه، تئوریتحت بارگذاری 

 تزو منتشر نشده است.

یضوی بباریکه و همچنین تري نیمدر یک  ایلبه، ضریب شدت تنش برای یک تري نامهپایاندر این 

است  هشد تعیینروش تابع وخنی  استفاده اخاستوانه جدار ضيیم با طولی و تري محیطی کامل در یک 

ی ميتلف کوپل و غیرکوپل ترموالاستیسیته هاصورت یک بعدی طبق تئوریتحت شوي گرمایی بهکه 

 قرار دارد.

  



 

 

 

 روش تحلیل    2 فصل
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 مقدمه 

وخنی ع تواب شود وروش تابع وخنی شرح داده می ت تنش با استفاده اخب شد، تعیین ضریدر این ف ل

روش  سسپ .شوندمی در استوانه بیانبیضوی های محیطی و نیمتري ای در باریکه وتري لبه مربوط به

 .ودشمی معرفیهای فوریه دهی به همگرایی سریهای شتابالگوریتم و تبدیل لاپلاس معکوسعددی 

 روش تابع وزني 

یک روش کارآمد برای تعیین ضریب  ،[53[ و رایس ]52روش تابع وخنی ارائه شده توسم باکنر ]

؛ دکناخ هم جدا می را ت تنشارگذاری و هندسه جسم روی ضریب شدتابع وخنی اثر ب ؛شدت تنش است

,𝑚(𝑟  اگر تابع وخنی ،کهطوریبه 𝑎) در دسترس باشد،  برای یک جسم حاوی تري با هندسه معلوم

یری گدست آورد. ضریب شدت تنش با انتگرالبرای هر بارگذاری دليواه بهرا ت تنش توان ضریب شدمی

 شود.و تابع وخنی روی سطح فرضی تري تعیین می ضرب توخیع تنشاخ حاصل

K = ∫ m(r, 𝑎)σ(r)dr
𝑎

0

 (2-9) 

 هایجمله انواع تري، تري شده است. اخ تعیینتري ميتلف  یهاتاکنون تابع وخنی برای هندسه

مرجع  هایبراساس باخشدگی سطح تري متناظر با بارگذاریابتدا تابع وخنی در هستند  2و داخلی 9ایلبه

جمله  های ميتلفی اخدارد. برای حل مشکل فوق، روش مسئله[ که نیاخ به حل تحلیلی 54بیان شد ]

 [ و توابع وخنی تقریبی پیشنهاد شده است.55تابع تقریبی باخشدگی سطح تري ]

 تابع وزني باريكه 2-2-1

 به یاشود. برای این منظور، باریکهمی بیان ایدارای تري لبهباریکه  تابع وخنی مربوط بهدر این بيش، 

 شود.در نظر گرفته می (9-2مطابق شکل ) aبعد واحد با طول تري بی عرض

                                                 
 9  Edge crack 

 2  Embeded crack 
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 ایشکل کلی باریکه دارای تري لبه 9-2شکل 

 ،(2-2) با استفاده اخ رابطهآید. دست میاخ تقسیم طول تري بر ضيامت باریکه به طول تري بدون بعد

 شود.در باریکه تعیین می Iمود  ت تنشضریب شد

KI = ∫ σy(𝑥
′)m(𝑥′, 𝑎)d𝑥′

𝑎

0

 (2-2) 

σy(𝑥که در آن، 
ابع وخنی پیشنهادی برای باریکه شامل تري نش نرمال در جهت طول باریکه است. تت (′

 صورت خیر است.به ]56 [ایلبه

m(𝑥′, 𝑎) = [2π(𝑎 − 𝑥′)]−
1
2 [1 + M1 (

𝑎 − 𝑥′

𝑎
) + M2 (

𝑎 − 𝑥′

𝑎
)

2

]               0 ≤ 𝑎 ≤ 0.5 (2-3) 

 ،که در آن

M1 = 0.6147 + 17.1844𝑎2 + 8.7822𝑎6 
 الف(-2-4)

M2 = 0.2502 + 3.2899𝑎2 + 70.0444𝑎6 
 ب(-2-4)

 تابع وزني ترک محیطي داخلي 2-2-2

 دهد.نشان می، هندسه استوانه شامل تري محیطی داخلی را (2-2)شکل 
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 ]36 [کامل کلی استوانه شامل تري محیطی شکل 2-2شکل 

شکل در استوانه جدار ضيیم، به Iتحت بارگذاری مود لینکا و شن برای تري تابع وخنی پیشنهادی گ

 .]21[ است (5-2)رابطه 

m(r, 𝑎) = √
2

π
√

1

Ri + 𝑎 − r
+ M1√

2

π𝑎
+ M2√

2

π

1

𝑎
√Ri + 𝑎 − r + M3√

2

π𝑎3 √Ri + 𝑎 − r 
(2-5) 

rدر  محیطی کامل که در آن، نوي تري = Ri + 𝑎 های قرار دارد و ثابتMi  اخ صفر بودن مشتق دوم

 شوند.تعیین می صورت خیربه تابع وخنی در نوي تري و دو بارگذاری مرجع

M1 = −√2πY1 + 3√2π
t𝑐
𝑎

Y2 −
24

5
 

(2-6) 
M2 = 3 

M1 = 3√2πY1 − 6√2π
t𝑐
𝑎

Y2 +
8

5
 

ر بیان شکل خیبه ،با توجه به نتایج المان محدود -شوندضرایب ت حیح هندسه نامیده میکه - Yjضرایب 

 شوند.می

Yj = ∑ ∑Ajmn(𝑎 t𝑐⁄ )n−1(Ro Ri⁄ )m−1

15

n=0

5

m=1

    ,    j = 1,2 
(2-7) 

1.1 شعاع خارجی به داخلی برای نسبت ]21 [در مرجع  Ajmnضرایب  ≤ Ro Ri ≤  اند.ذکر شده ⁄2
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𝐑𝐨بیضوی برای تابع وزني ترک نیم 2-2-3 𝐑𝐢⁄ = 𝟏. 𝟐𝟓 

 است. نشان داده شده داخلی بیضوی، هندسه استوانه شامل تري نیم(3-2)در شکل 

 

 ]42 [بیضویکلی استوانه شامل تري نیم شکل 3-2شکل 

 است.صورت خیر پیشنهاد شده به ]42 [در حالت بارگذاری شعاعی، تابع وخنی عمق تري در

(2-1) 
mA(r, 𝑎) = √

2

π
√

1

Ri + 𝑎 − r
+ MA1√

2

π𝑎
+ MA2√

2

π

1

𝑎
√Ri + 𝑎 − r

+ MA3√
2

π𝑎3
(Ri + 𝑎 − r) 

rکه در آن،  = Ri + 𝑎 و بیضویهای تري نیمکند. تابع وخنی گوشهموقعیت نوي تري را بیان می 

 است.پیشنهاد شده (92-2و ) (1-2)شکل رابطه به ]42[در  بیضویضریب شکل تري نیم

(2-1) 
mB(r, 𝑎) = √

4

π
√

1

r − Ri

+ MB1√
4

π𝑎
+ MB2√

4

π

1

𝑎
√r − Ri + MB3√

4

π𝑎3
(r − Ri) 

(2-92) 
Q = 1 + 1.464 (

𝑎

c
)
1.65

 

MAi(iبیضوی ضرایب برای عمق تري نیم = 1, 2,  شوند.بیان می (99-2)شکل روابم ، به(3

(2-99) 

MA1 =
2π

√2Q
(Y0 − 3Y1) +

24

5
 

MA2 = 3 

MA3 =
6π

√2Q
(2Y1 − Y0) −

8

5
 

 که در آن،
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(2-92) 
Y0 = B0 + B1 (

𝑎

t𝑐
) + B2 (

𝑎

t𝑐
)
2

+ B3 (
𝑎

t𝑐
)
4

 

Y1 = A0 + A1 (
𝑎

t𝑐
) + A2 (

𝑎

t𝑐
)
2

+ A3 (
𝑎

t𝑐
)
4

 

)صورت توابع نمایی اخ ، بهBiو  Aiضرایب ، ]42 [در مرجع
𝑎

𝑐
 اند.بیان شده (

MBi(iهای ثابتبیضوی های تري نیمبرای گوشه = 1, 2,  شوند.بیان می (93-2)شکل رابطه به (3

(2-93) 

MB1 =
3π

√Q
(2F1 − 5F0) − 8 

MB2 =
15π

√Q
(3F1 − F0) + 15 

MB1 =
3π

√Q
(3F0 − 10F1) − 8 

 شوند.بیان می (94-2)شکل رابطه به منحنی براخشبا استفاده اخ  ضرایب ت حیح هندسه ،که در آن

(2-94) 
F0 = [C0 + C1 (

𝑎

t𝑐
) + C2 (

𝑎

t𝑐
)
2

+ C3 (
𝑎

t𝑐
)
4

] (
𝑎

c
) 

F1 = [D0 + D1 (
𝑎

t𝑐
) + D2 (

𝑎

t𝑐
)
2

+ D3 (
𝑎

t𝑐
)
4

] (
𝑎

c
) 

 اند.ای معرفی شدهصورت توابع چند جمله، به]42 [در مرجع Diو  Ciضرایب 

𝐑𝐨بیضوی برای تابع وزني ترک نیم 2-2-4 𝐑𝐢⁄ = 𝟐 

 [.57صورت خیر است ]در استوانه به داخلی بیضویترین نقطه یک تري نیمتابع وخنی برای عمیق

(2-95) 
mA(r, 𝑎) =

2

√2π(𝑎 − r)
[1 + M1A (1 −

r

𝑎
)

1
2
+ M2A (1 −

r

𝑎
) + M3A (1 −

r

𝑎
)

3
2
] 

 ت.صورت خیر ارائه شده اسدر استوانه نیز به داخلی بیضویهای یک تري نیمتابع وخنی برای گوشه

(2-96) 
mB(r, 𝑎) =

2

√πr
[1 + MB1 (

r

𝑎
)

1
2
+ MB2 (

r

𝑎
) + MB3 (

r

𝑎
)

3
2
] 

MAi(iهای مجهول ثابت = 1, 2, و شرط  ا در نظر گرفتن دو بارگذاری مرجعب، برای عمق تري (3

rدهانه تري  صفر بودن مشتق دوم تابع وخنی در = Ri [.57شوند ]تعیین می (97-2شکل رابطه )به 
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(2-97) 

MA1 =
2π

√2Q
(3Y1 − Y0) −

24

5
 

MA2 = 3 

MA3 =
6π

√2Q
(Y0 − 2Y1) +

8

5
 

 شوند.تعریف می (91-2) صورت رابطهبه Y1و Y0 ضرایب ت حیح هندسه که در آن، 

(2-91) 
Y0 = B0 + B1 (

𝑎

t𝑐
) + B2 (

𝑎

t𝑐
)
2

+ B3 (
𝑎

t𝑐
)
4

 

Y1 = A0 + A1 (
𝑎

t𝑐
) + A2 (

𝑎

t𝑐
)
2

+ A3 (
𝑎

t𝑐
)
4

 

 است. ذکر شده ]57[در مرجع  a/cاخ  ایچندجملهتوابع صورت به Bi و Aiضرایب ثابت

MBi(iبیضوی، ضرایب مجهولهای تري نیمبرای گوشه = 1, 2, با در نظرگرفتن دو بارگذاری مرجع    (3

 آیند.دست میبه (91-2صورت رابطه )، بهو شرط صفر بودن تابع وخنی در نوي تري

(2-91) 

MB1 =
3π

√Q
(2F0 − 5F1) − 8 

MB2 =
15π

√Q
(3F1 − F0) + 15 

MB3 =
3π

√Q
(3F0 − 10F1) − 8 

 باشند.شکل خیر میبه a/cو  a/𝑡𝑐صورت توابعی اخ به F1و  F0 ضرایب ت حیح هندسه که در آن،

(2-22) 
F0 = [C0 + C1 (

𝑎

t𝑐
) + C2 (

𝑎

t𝑐
)
2

+ C3 (
𝑎

t𝑐
)
4

] (
𝑎

c
) 

F1 = [D0 + D1 (
𝑎

t𝑐
) + D2 (

𝑎

t𝑐
)
2

+ D3 (
𝑎

t𝑐
)
4

] (
𝑎

c
) 

 است. ذکر شده ]57 [در مرجع a/cی اخ اچندجمله توابع صورتبه Di و Ciضرایب ثابت

 تبديل لاپلاس معكوس عددی 

معکوس  تبدیل لاپلاس ای دارد و استفاده اخعلوم مهندسی کاربرد گستردهتبدیل انتگرالی لاپلاس در 

نشان دهنده اهمیت آن  ،جهت حل معادلات دیفرانسیل و انتگرالی بسیاری اخ تحقیقاتدر  عددی
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های وجود دارد. اخ میان روش تبدیل لاپلاس معکوس عددیهای متعددی جهت . روش]51[است

های دیگر مورد توجه قرار علت سادگی و دقت بالاتر نسبت به روشبههای فوریه موجود، تقریب سری

. ورد استفاده قرار گرفتم ]51 [ر و ابیتفوریه در ابتدا توسم دابنهای سریروش بسم است.  گرفته

 نیز در مطالعات خود این روش را بهبود بيشید. ]62 [دورباین

 منظورکه به ،اندات خود استفاده کردهمطالع دهی ميتلفی درهای شتابمحققین بسیاری اخ روش

اخ فضای  f̃(s)جهت نگاشت تابع  گیرند.های فوریه مورد استفاده قرار میافزایش سرعت همگرایی سری

 Nا نهایت جمله بشود و سپس این بینهایت جمله استفاده میهای فوریه با بیلاپلاس به خمان، اخ سری

های برخی اخ روش شود.ایجاد خطای انباشتگی در محاسبات میشوند که موجب جمله تقریب خده می

اما اثربيشی آنها به انتياب  ،شونددهی منجر به کاهش قابل ملاحظه خطای انباشتگی میشتاب

وابستگی خطاهای  ،های ارائه شدهپارامترهای دليواه در نتایج بستگی دارد. یکی دیگر اخ معایب روش

صورتی که باعث کاهش یک ت. در این حالت انتياب پارامترهای آخاد بهاس 2و انباشتگی 9ساخیگسسته

شود. جهت رفع می )واگرایی( نهایتخطا شود، باعث افزایش خطای دیگر و حتی میل کردن خطا به بی

د بدون توانساخی میخطای گسسته ،است که در آن پیشنهاد شده ت حیح-روش پیشگویی این مشکل

 روش نیز به انتياب پارامترهایاین دقت البته  .کاهش یابد انباشتگی شود اینکه موجب افزایش خطای

صورت پارامترهای آخاد بهتعیین  ]51 [روش ارائه شده توسم هانیگ و هیردسدر آخاد بستگی دارد. 

 شود.های دیگر میموجب دقت بالاتر نسبت به روش، بهینه

 روش دورباين 2-3-1

 .شوندبیان می (29-2)صورت رابطه و معکوس آن به f(t)تبدیل لاپلاس تابع حقیقی 

f̃(s) = ℒ{f(t)} = ∫ e−stf(t)dt
∞

0

 
 الف(-2-29)

                                                 
9  Discretization error 
2  Truncation error 
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f(t) = ℒ−1{f̃(s)} =
1

2πi
∫ f̃(s)estds

v+i∞

v−i∞

 
 ب(-2-29)

sشکل ميتلم تبدیل لاپلاس به استاندارد متغیر sدر روابم بالا،  = v + 𝑖w  .استs  باید برای تابع

 f̃(s)ای انتياب شود که گونهبهv های تابع اخ قسمت حقیقی تمام تکین f̃(s) .تبدیل لاپلاس بزرگتر باشد

 .]51 [شودمی محاسبهشکل خیر به ب(-22-2)رابطه  با معکوس عددی

(2-22) 
f(t) =

evt

π
∫ [Re{f̃(s)} coswt − Im{f̃(s)} sinwt]dw

∞

0

 

h(t)و بسم سری فوریه  (22-2)با استفاده اخ رابطه  = e−vtf(t)  0]در باخه , 2T] یک رابطه تقریبی ،

 آید.دست میصورت خیر بهبه

(2-23) f(t) =
evt

T
[−

1

2
Re{f̃(s)} + ∑ Re {f̃ (v + i

nπ

T
)} cos

nπ

T
t

∞

n=0

−∑ Im{f̃ (v + i
nπ

T
)} sin

nπ

T
t

∞

n=0

] 

−Er1(v, t, T)  

,Er1(vکه در آن،  t, T) شود.بیان می (24-2)شکل رابطه ساخی نام دارد که بهخطای گسسته 

(2-24) 
Er1(v, t, T) = ∑ e−2nvTf(2nT + t)

∞

n=1

 

 انداخه کافی بزرگ، کاهش یابد.به vتواند با انتياب ساخی میخطای گسسته (24-2)با توجه به رابطه 

 شود.صورت خیر بیان میخطای انباشتگی به

Er2(N, v, t, T) =
evt

T
( ∑ Re

∞

n=N+1

{f̃(v + i
nπ

T
} cos

nπ

T
t− ∑ Im {f̃(v + i

nπ

T
)} sin

nπ

T
t

∞

n=N+1

) 
(2-25) 

 شود.میتيمین خده خیر  با استفاده اخ رابطهدر روش دورباین  f(t) مقادیر تابعدر نهایت، 

(2-26) 
fN(t) =

evt

T
[−

1

2
Re{f̃(v)} + ∑ {Re {f̃ (v + i

nπ

T
)} cos

nπ

T
t − Im {f̃ (v + i

nπ

T
)} sin

nπ

T
t}

N

n=0

] 

 نندهکتصحیح روشيک سازی با استفاده از کاهش خطای گسسته 2-3-2

ساخی را کاهش توان خطای گسستهبزرگ، می vTبا انتياب حاصل ضرب و ( 24-2با توجه به رابطه )
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-ت حیح شود. روشخطای انباشتگی می بزرگ موجب واگرایی vT، (25-2)اما با توجه به رابطه  .داد

 دهد.کاهش می ،ساخی را بدون افزایش خطای انباشتگیخطای گسسته ،کننده

 .]51 [استصورت خیر به در روش دورباین، تيمین مقدار تابع (،26-2)و  (23-2)با توجه به رابطه 

f(t) = f∞(t) − Er1(v, t, T) 
(2-27) 

 کند.اخ رابطه تقریبی خیر استفاده می کنندهت حیحروش 

f(t) = f∞(t) − e−2vTf∞(2T + t) − Er2(v, t, T) 
(2-21) 

,Er1(vساخی خطای گسسته t, T)،  اخ خطای انباشتگیEr2(v, t, T) با فرض  .]51[ بسیار کوچکتر است

 شود.صورت خیر بیان میبه کنندهت حیحدر روش  f(t)، رابطه تقریبی تيمین (25-2)خطای انباشتگی 

(2-21) 
fNK(t) = fN(t) − e−2vTfN0

(2T + t) 

 شتاب همگرايي 2-3-3

ماکزیمم و روش -، روش مینیممεدهی الگوریتم سه روش شتاب ،]51 [در مطالعه هانیگ و هیردس

-و روش مینیمم ε، الگوریتم 9غیریکنوا fN(t)مبتنی بر براخش منحنی قابل استفاده هستند. برای 

اما در مواردی چون  دهند.ای افزایش میملاحظهطور قابل ماکزیمم در حالت کلی نرخ همگرایی را به

در این  روش مبتنی بر براخش منحنی شوند.تبدیلات اویلر توابع یکنوا منجر به نتایج غیر قابل قبول می

 .]51 [شودحالت موجب بهبود قابل توجه نتایج می

(2-32) 
cK =

evt

T
[Re {F (v + i

nπ

T
)} cos

nπ

T
t − Im {F (v + i

nπ

T
)} sin

nπ

T
t]               K = 0, 1, 2, … 

 شود.در روش مبتنی بر براخش منحنی، مقدار تابع با استفاده اخ رابطه خیر تيمین خده می

(2-39) fN(t) =
1

2
c0 + ∑ cK

N

K=1

 

                                                 
9 Non-Monotonous 



 

 

 

ت تنش در ضريب شد    3 فصل

 باريكه
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 مقدمه 

وي . باریکه تحت ششودمیای تعیین تري لبه دارای باریکهیک  درت تنش ضریب شددر این ف ل، 

. معادلات شودمیعایق فرض  در مرخ شامل تري قرار دارد و مرخ دیگر صورت کاهش دماگرمایی به

حلیلی حل طور تبه ،ساخی با استفاده اخ روش تبدیل لاپلاسبعدحاکم پس اخ بیکوپل ترموالاستیسیته 

 شود.می

 مطالعه موردی 

قید مکانیکی( تحت شوي سرمایشی در دیواره سمت چپ قرار دارد. مرخ سمت  باریکه آخاد )بدون

در غیاب نیرو و گشتاورهای مکانیکی با استفاده شود. با توجه به رابطه ساخگاری، راست عایق فرض می

 صورت خیر است.به برحسب میدان دما در حوخه لاپلاس yاخ قانون هوي تنش نرمال در جهت 

σ̃y =
E

1 − ν
[A𝑥′ + B − αθ̅′] (3-9) 

(، که اخ روابم 2-3)با استفاده اخ روابم بعد باریکه در رابطه فوق و پس اخ قرار دادن میدان دمای بدون

 شوند.تعیین می Bو  Aهای مجهول ، ثابتشوندتعادل نیرو و گشتاورهای خارجی در باریکه نتیجه می

∫ σ̃yd𝑥′
1

0

=  الف(-3-2) 0

∫ σ̃y𝑥
′d𝑥′

1

0

=  ب(-3-2) 0

 در باريكه بدون ترک دما میدان 

( همگن و همسانگرد به عرض yنهایت در راستای )طول بی یک باریکه بلند ،(9-3)مطابق شکل 

𝑥شود. مرخ در نظر گرفته می (x)در راستای  محدود = 𝑙   است. در ابتدا باریکه در  شدهعایق فرض

tدمای یکنواخت محیم قرار دارد که اخ خمان  = در  صورت کاهش دمابه گرماییتحت شوي  بعدبه  0

𝑥مرخ  =  گیرد.قرار می 0
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 ]45[ شکل کلی باریکه بدون تري 9-3شکل 

 ،افتهیداخلی، معادلات میدان حاکم ترموالاستیسیته تعمیم گرماییدر غیاب نیروهای حجمی و منبع 

 .خیر هستند متحد شکلنقدی به-لیندخی و گرین-گرینلمان، وش-های لرددر حوخه خمان طبق تئوری

(3-3) 
μ∇2𝐮 + (λ + μ)∇(∇ ∙ 𝐮) − γ(∇T + t1∇Ṫ) = ρ𝐮̈ 

(3-4) 
ηρcṪ + ρc(t0 + t2 + t3)T̈ + γT0∇ ∙ [(t0 + t3)𝐮̈] + η𝐮̇ = (k𝛈 + 𝛋∗t3)∇

2T + kt3∇
2Ṫ 

های ثابت μو  λظرفیت گرمایی،  cچگالی،  ρدما،  Tجایی، بردار جابه uعملگر نابلا،  ∇ در این روابم،

و  t1لمان و وش-لرد تئوریخمان آسایش  t0، گرماییضریب رسانایی  kضریب انبساط حجمی،  γلامه، 

t2 های آسایش گرین و لیندخی هستند. همچنین خمانη  وt3  پارامترهای متحدساخ هستند که برای

ηلمان به اخای وش-لرد تئوری. معادلات حاکم ]69[ اندفرم متحد معادلات حاکم در نظر گرفته شده =

t1و  1 = t2 = t3 = ηلیندخی به اخای -گرین تئوریمعادلات حاکم  آید.دست میبه 0 = t0و  1 =

t3 = ηنقدی به اخای -گرین تئوریو معادلات حاکم  0 = t0 = t1 = t2 =  شوند.حاصل می 0

 شود.شکل رابطه خیر بیان میجایی و دما به، برحسب بردار جابه𝛔تانسور تنش 

𝛔 = λ(∇ ∙ 𝐮) + μ(∇𝐮 + ∇𝐮T) − γ(T + t1Ṫ)𝐈 (3-5) 

است. برای سادگی پارامترهای  𝐮 جاییجابه بردار نشان دهنده ترانهاده 𝐮Tماتریس همانی است و  Iکه 
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 شوند.بعد خیر معرفی میبی

𝒙′ =
1

𝑙
𝒙 

(3-6) 

𝐮′ =
1

𝑙

λ + 2μ

γT0

𝐮 

𝛔′ =
1

γT0

𝛔 

θ =
T

T0

 

t0
′ =

V

𝑙
t0 

t1
′ =

V

𝑙
t1 

t2
′ =

V

𝑙
t2 

t3
′ =

V

𝑙
t3 

τ =
V

𝑙
t 

بعد برحسب پارامترهای بی (5-3( تا )3-3)سرعت مشي ه است. معادلات  Vطول مشي ه و  𝑙که 

 .شوندمی بیانشکل خیر به

CS
2∇2𝐮′ + (CP

2 − CS
2)∇(∇ ∙ 𝐮′) − CP

2(∇θ + t1∇θ̇) = 𝐮̈′ 
 الف(-3-7)

(t0
′ + t2

′ + t3
′)θ̈ + ηθ̇ + ϵ∇ ∙ [(t0

′ + t3
′)𝐮̈′ + η𝐮̇′]

= (CK
2η + CT

2t3
′
)∇2θ + CK

2t3
′
∇2θ̇ 

 ب(-3-7)

𝛔′ = (1 − 2
CS

2

CP
2) (∇ ∙ 𝐮′)𝐈 +

CS
2

CP
2 (∇𝐮′ + ∇𝐮′T) − (θ + t1

′ θ̇)𝐈 
 ج(-3-7)

 ،در آن که

CP
2 =

λ + 2μ

ρV2
 

 الف(-3-1)

CS
2 =

μ

ρV2
 (ب-3-1) 
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CT
2 =

κ

ρcV2
 (ج-3-1) 

CK
2 =

k

ρc𝑙V
 

 (د-3-1)

ϵ =
γ2θ0

ρc(λ + 2μ)
 (ه-3-1) 

سرعت  CTبعد، بدون 2سرعت موج برشی CSبعد، بی 9سرعت الاستیک انبساطی CP، (7-3) در روابم

CK نقدی است.-گرین تئوریدر  4بت میراییثا CKبعد و بی 3موج گرمایی √t0
′ + t2

سرعت موج  ⁄′

 تئوریدر  پارامتر ترموالاستیک کوپل است. ϵلیندخی و -لمان و گرینوش-های لردتئوریدر  گرمایی

CK، ثابت میرایی IIنقدی نوع -گرین =  .است 0

 .شوندتعریف میصورت خیر برای مسئله بهشرایم اولیه 

𝐮′(𝑥′, 0) = 𝐮̇′(𝑥′, 0) = θ(𝑥′, 0) = θ̇(𝑥′, 0) = 0 (3-1) 

با توجه به شرایم اولیه، متغیر خمان اخ معادلات حذف  (7-3)با اعمال تبدیل لاپلاس بر روابم 

 شود.می

 الف(-3-92)
CS

2∇2𝐮̃′ + (CP
2 − CS

2)∇(∇ ∙ 𝐮̃′) − CP
2(1 + st1

′ )∇θ̃ = s2𝐮̃′ 

 ب(-3-92)
s2[(t0

′ + t2
′ + t3

′ )θ̃ + ϵ(t0
′ + t3

′ )(∇ ∙ 𝐮̃′)] + sη(θ̃ + ϵ(∇ ∙ 𝐮̃′)) 

= (ηCK
2 + t3

′ CT
2 + st3

′ CK
2)∇2θ̃  

 ج(-3-92)
𝛔̃′ = (1 − 2

CS
2

CP
2) (∇ ∙ 𝐮̃′)I +

CS
2

CP
2 (∇𝐮̃′ + ∇𝐮̃′T) − (1 + st1

′ )θ̃𝐈 

متغیر استاندارد تبدیل  sو  ′𝛔تبدیل لاپلاس  ′𝛔̃و  θتبدیل لاپلاس  𝐮′ ،θ̃تبدیل لاپلاس  ′𝐮̃در آن، که

0) برای باریکه دکارتیدر ميت ات  (92-3)معادلات  لاپلاس است. ≤ 𝑥′ ≤ صورت خیر ساده به ،(1

                                                 
9 Speed of elastic dilatational 
2  Speed of shear wave 

3 Speed of thermal wave 
4 Damping coefficient 
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 شوند.می

CP
2 [

d2𝐮̃′

d𝑥′2
− (1 + st1

′ )
dθ̃

d𝑥′
] = s2𝐮̃′ 

 الف(-3-99)

s2 [(t0
′ + t2

′ + t3
′ )θ̃ + ϵ(t0

′ + t3
′ )

d𝐮̃′

d𝑥′
] + sη [θ̃ + ϵ

d𝐮̃′

d𝑥′
] = [(η + st3

′ )CK
2 + t3

′ CT
2]

dθ̃

d𝑥′
 

 ب(-3-99)

 شود.نتیجه می صورت خیرجایی به، معادله حاکم بر جابه(99-3)اخ روابم  θ̃با حذف 

C1

d4ũ′

d𝑥′4
− C2

d2ũ′

d𝑥′2
+ C3ũ

′ = 0 
(3-92) 

 هستند. (93-3روابم )صورت هب C3و  C1 ،C2های که ثابت

 الف(-3-93)
C1 = CP

2[(η + st3
′ )CK

2 + t3
′ CT

2] 

 ب(-3-93)
C2 = s2[(η + st3

′ )CK
2 + t3

′ CT
2] + CP

2s[s(t0
′ + t2

′ + t3
′ ) + η] 

+CP
2(1 + st1

′ )[s2ϵ(t0
′ + t3

′ ) + sηϵ]  

 ج(-3-93)
C3 = s4(t0

′ + t2
′ + t3

′ ) + s3η 

 صورت خیر است.( دارای پاسيی به92-3معادله دیفرانسیل معمولی با ضرایب ثابت )

(3-94) 
ũ′ = A1e

−k1𝑥′
+ A2e

k1𝑥′
+ A3e

−k2𝑥′
+ A4e

k2𝑥′ 

 عبارتند اخ k2و  k1های که ثابت

(3-95) 
k1,2 =

1

√2C1

[C2 ± √C2
2 − 4C1C3]

0.5

 

صورت الف( به-99-3در رابطه ) ،(94-3جایی )توخیع دمای بدون بعد در حوخه لاپلاس با قرار دادن جابه

 .شودخیر تعیین می

θ̃ = A5e
−k1𝑥′

+ A6e
k1𝑥′

+ A7e
−k2𝑥′

+ A8e
k2𝑥′ (3-96) 

 .شوندصورت خیر بیان میبه A4تا  A1های برحسب ثابت ،A8تا  A5ثابت های 
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 الف(-3-97)
A5 =

s2 − CP
2k1

2

CP
2k1(1 + st1

′ )
A1 

 ب(-3-97)
A6 =

CP
2k1

2 − s2

CP
2k1(1 + st1

′ )
A2 

 ج(-3-97)
A7 =

s2 − CP
2k2

2

CP
2k2(1 + st1

′ )
A3 

 (د-3-97)
A8 =

CP
2k2

2 − s2

CP
2k2(1 + st1

′ )
A4 

 شوند.شکل خیر بیان میباریکه در حوخه لاپلاس به شرایم مرخی

θ̃(0, s) = −
1

s
 

 الف(-3-91)

σ̃′
𝑥(0, s) = 0 

 ب(-3-91)

dθ̃

dx′
(1, s) = 0 

 ج(-3-91)

σ̃′
𝑥(1, s) = 0 

 (د-3-91)

 شوند.تعیین می (91-3( با اعمال شرایم مرخی )96-3) و (94-3روابم ) ضرایب مجهول

ب( -96-3رابطه ) تبدیل لاپلاس معکوس عددیبا استفاده اخ  نهایتبه طول بی میدان دما در باریکه

 مقایسه شده است.  ]69[با مرجع ( توخیع دما در دو خمان 2-3در شکل ) شود.تعیین می

 

 ]69[شولمان با مرجع -توخیع دمای تئوری لرد مقایسه 2-3شکل 
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 مطابق شکل، نتایج اخ دقت کافی برخوردارند.

دهد. در این شکل، توخیع دما شولمان را در باریکه نشان می-لرد(، توخیع دمای تئوری 3-3شکل )

CPبرحسب عرض باریکه در سه خمان به اخای  = CK = 1 ،ϵ = t0و  0.05
′ =  .رسم شده است 1

استهلاي موج گرما در شکل  .واحد است برابر سرعت موج گرمایی ،نظر گرفته شده به اخای مقادیر در

های شود. در خمانگرما در باریکه با سرعت محدود منتشر میبرخلاف قانون فوریه، موج  مشهود است.

بعد فوق، تنها دمای نقاطی که بین دیواره سمت چپ و پیشانی موج گرمایی قرار دارند تغییر کرده و بی

 نقاط دیگر در دمای اولیه قرار دارند.

 

 باریکه عرضشولمان برحسب -لرد تئوریتوخیع دمای  3-3 شکل

ف های ميتل، در خمانلیندخی برحسب عرض باریکه-گرین تئوریتوخیع دما براساس  (،4-3)شکل در 

t1 این شکل، به اخای. است نشان داده شده
′ = t2

′ = . برای این شرایم مرخی مشهود استرسم شده  1

ین کند و دمای نقاط بباریکه تأیید میلیندخی نیز سرعت محدود موج گرما را در -است که تئوری گرین

 پیشانی موج و دیواره سمت راست، بدون تغییر باقی مانده است.

II،CKنقدی نوع -گرین تئوریکه در با توجه به این = t3با فرض است،   0
′ = CTو  1 = توخیع  1

ده مشاه است.( نشان داده شده 5-3برحسب عرض باریکه در شکل ) نقدی-گرین تئوری دمای حاصل اخ

CKشود که موج گرمایی منتشر شده در جسم بدون استهلاي است که اخ می =  شود. ناشی می 0

x
'



0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0




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 لیندخی برحسب عرض باریکه-گرین تئوریتوخیع دمای  4-3 شکل

 

 نقدی برحسب عرض باریکه-گرین تئوریتوخیع دمای  5-3 شکل

τبعد های مذکور در خمان بیتئوریتوخیع دمای  (،6-3)در شکل  =  است. در باریکه رسم شده 0.8

 

 برحسب عرض باریکه نقدی-لیندخی و گرین-شولمان، گرین-لرد هایتئوریتوخیع دمای  6-3 شکل

x
'


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
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
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 شود و موج گرمایینقدی، موج بدون استهلاي در باریکه منتشر می-شکل، در تئوری گرینمطابق 

 بینی این دو تئوری برایلیندخی رفتار مشابهی دارند و پیش-شولمان و گرین-های لردحاصل اخ تئوری

 توخیع دما در باریکه تقریباً یکسان است.

 میدان تنش در باريكه 

تبدیل  استفاده اخ روش با، 2-3در بيش  در باریکه در حوخه لاپلاس تنشپس اخ تعیین میدان 

 آید.دست میبهدر حوخه خمان  yتوخیع تنش نرمال در جهت  لاپلاس معکوس عددی

رسم  ميتلف باریکه در سه خمان درلمان وش-لرد تئوریبراساس  𝜎𝑦 تنشتوخیع  (،7-3)شکل در 

های ابتدایی تنش اخ در خمانتوخیع تنش در باریکه ناپیوسته است و ، (7-3) شده است. با توجه به شکل

′𝑥دیواره  = د و به یابتا پیشانی موج گرمایی کششی است و با گذشت خمان تنش کششی کاهش می 0

  ابد.یتنش در باریکه کاهش می مقدار همچنین با گذشت خمان بیشینهشود. تنش فشاری تبدیل می

 

  باریکه برحسب عرض شولمان-تئوری لرد توخیع تنش 7-3 شکل

شود که با توجه به سرعت واحد موج گرمایی، شکستگی در همچنین، با توجه به شکل مشاهده می

 نمودارهای تنش با سرعت در نظر گرفته شده ساخگاری دارد.

باریکه نشان داده شده است. مطابق  در (1-3)لیندخی در شکل -گرین تئوریبراساس توخیع تنش 

ها در نمودارهای دما صورت موج منتشر شده و در یک خمان خاص، شکستگیتنش در باریکه به ،شکل

x
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 دهد.در نقاط یکسانی رخ می ،آسایش شار گرمایی و سرعت موج یکسان با توجه به خمانو تنش 

 

 های ميتلفدر خمان باریکه در لیندخی-گرین تئوریبراساس توخیع تنش  1-3 شکل

 است.  نقدی در باریکه نشان داده شده-گرین تئوری، توخیع تنش (1-3)در شکل 

 

 ميتلفهای در خمان باریکه در نقدی-گرینتئوری  براساس تنشتوخیع  1-3 شکل

شود و با گذشت خمان، بیشینه تنش در باریکه کاهش موج تنش در باریکه با سرعت واحد منتشر می

 شود.یابد و به توخیع تنش پایا نزدیک میمی

τبعد های فوق در خمان بیتئوریتوخیع تنش  ،(92-3)در شکل  = اند. با توجه به مقایسه شده 0.3

ه شیب شود کتر است و مشاهده میدیگر بزرگ تئورینقدی اخ دو -گرین تئوریشکل، بیشینه تنش در 

 ئوریتدیگر بیشتر است که اخ صفر بودن استهلاي در این  تئوریاخ دو  ،تئوریخطوط مربوط به این 
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توخیع  لیندخی برای-شولمان و گرین-های لردتئوریبینی شود. همچنین مشابه توخیع دما، پیشناشی می

 ریکه بسیار نزدیک است.در با نیز تنش

 

 برحسب عرض باریکه نقدی-لیندخی و گرین-شولمان، گرین-های لردتئوریتوخیع تنش  92-3 شکل

 ضريب شدت تنش 

با استفاده اخ تابع وخنی بیان شده در  ایتري لبه دارای ت تنش در باریکهضریب شددر این بيش 

 شود.تعیین می (2-2، با استفاده اخ رابطه )(9-2-2بيش )

های ميتلف شولمان برحسب طول تري در خمان-لرد تئوریت تنش ضریب شد ،(99-3)در شکل 

 نشان داده شده است. 

 

  برحسب طول نسبی تري شولمان-تئوری لرد ت تنشضریب شد 99-3 شکل
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تر است و با گذشت خمان های ابتدایی، بیشینه ضریب شدت تنش بزرگشود که در خمانمشاهده می

دت یابد و بر ضریب شبه علت استهلاي موج تنش منتشرشده در باریکه، ضریب شدت تنش کاهش می

 شود.منطبق میتنش پایای حاصل اخ تئوری کلاسیک ترموالاستیسیته 

است.  حسب طول تري رسم شدهلیندخی بر-گرین تئوریت تنش ریب شدض ،(92-3)در شکل 

 سپس با افزایش طول تري، ضریب و رسدمیت تنش با افزایش طول تري به مقدار بیشینه ضریب شد

ر افتد که ددر هر خمان ضریب شدت تنش بیشینه برای ترکی اتفاق مییابد. ت تنش کاهش میشد

 شود.قعیت پیشانی موج تنش واقع میمو

 

  برحسب طول نسبی تري لیندخی-تئوری گرین ت تنشضریب شد 92-3 شکل

 دهد. های ميتلف نشان مینقدی را در خمان-گرین تئوریت تنش ، ضریب شد(93-3)شکل 

 

  برحسب طول نسبی ترينقدی -تئوری گرین ت تنشضریب شد 93-3 شکل
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τبعد فوق در خمان بی هایتئوریضریب شدت تنش  ،(94-3)در شکل  = برحسب طول تري  0.3

 ئوریتنقدی اخ دو -گرین تئوریت تنش حاصل اخ با توجه به شکل، بیشینه ضریب شد است. رسم شده

ینی بت تنش مشابهی را پیششولمان ضریب شد-لیندخی و لرد-رینهای گتئوریتر است و دیگر بزرگ

هایی که نوي آنها اخ پیشانی موج تنش فاصله دارد، ضریب شدت تنش همچنین، برای تري کنند.می

 حاصل اخ هر سه تئوری اختلاف کمی دارد.

 

 نقدی-لیندخی و گرین-شولمان، گرین-های لردتئوریای تري لبه ت تنشیب شدضر 94-3 شکل

-لیندخی و گرین-شولمان، گرین-های لردنتایج این ف ل اثر سرعت محدود موج گرما در تئوری

نقدی با توجه به صفر بودن استهلاي موج گرما و تنش، مقادیر -دهد. در تئوری گریننقدی را نشان می

بیشتر  لیندخی-شولمان و گرین-های لردضریب شدت تنش اخ تئوریبینی شده تنش و بیشینه پیش

لیندخی نتایج دما، تنش و ضریب شدت تنش مشابهی در باریکه -شولمان و گرین-های لرداست. تئوری

هایی که نوي آنها اخ پیشانی موج تنش فاصله دارد، ضریب شدت کنند. در طول تريبینی میرا پیش

است. همچنین، مطابق نمودارهای مربوط به ضریب شدت تنش، مشاهده  تنش در هر سه تئوری نزدیک

 یابد.ضریب شدت تنش بیشینه در باریکه کاهش می ،شود که با گذشت خمانمی

های الاستیک و حرارتی، شکستگی در نمودارهای دما، تنش و ضریب با توجه به کوپلینگ بین میدان

 شود.د دو جبهه برای موج گرمایی میدهد و موجب ایجاشدت تنش در دو مرحله رخ می
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هدايت گرمايي تأخیر فاز     4 فصل

 دوگانه
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 مقدمه 

 تحتبیضوی، نیم وتري محیطی  در استوانه جدارضيیم دارای ت تنشضریب شد ،در این ف ل

شود. معادلات حاکم غیرکوپل می تعیینهدایت گرمایی تأخیر فاخ دوگانه  مدل طبق گرماییبارگذاری 

صورت شود. معادلات حاکم بهنظر میمنبع گرمایی داخلی صرف نیروهای حجمی و وجود فرض و اخ

 وند.شبه حوخه خمان منتقل می تبدیل لاپلاس معکوس عددیتحلیلی در حوخه لاپلاس حل و با استفاده اخ 

ار ش های آسایشاثر خمان ،ورنات-کاتانومحیطی با مدل  تنش تنش محوری و پس اخ مقایسه نتایج دما،

 شود.بر نتایج دما و تنش مدل تأخیر فاخ دوگانه نشان داده می گرمایی و گرادیان دما

 میدان دما 

در دمای اولیه  roو خارجی  riبه شعاع داخلی (، 9-4مطابق شکل )انداخه کافی بلند استوانه توخالی به

T0  متقارن محوری قرار دارد. مدل هدایت گرمایی تأخیر فاخ دوگانه برای ماده  گرماییو شرایم مرخی

 .]93[( است 9-4صورت رابطه )همسانگرد به

 

 شکل کلی استوانه بلند و توخالی 9-4شکل 

 

𝐪(𝐱, t + τq) = −k∇T(𝐱, t + τT) 
(4-9) 
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ضریب هدایت گرمایی  kدما،  Tخمان آسایش شار گرمایی،  qτ، خمان آسایش گرادیان دما Tτ ،در این رابطه

و با  qτ بطه بالا، با در نظر گرفتن بسم تیلور یک جمله برایراد. دهبردار شار گرمایی را نشان می qو 

به قانون فوریه  T=τqτ ورنات( و با فرض-به معادله هدایت گرمایی هذلولوی )مدل کاتانو 0Tτ=فرض 

و یک جمله برای  qنظر گرفتن دو جمله برای بسم تیلور  معادله هدایت گرمایی با در شود.تبدیل می

T  حول خمان طبق مدل تأخیر فاخ دوگانهt صورت خیر است:به 

(4-2) 
q⃗ + τq

∂q⃗ 

∂t
+

τq
2

2

∂2q⃗ 

∂t2
= −K [∇⃗⃗ T + τT

∂

∂t
∇⃗⃗ T] 

 صورت خیر است:برای یک جامد صلب، قانون اول ترمودینامیک به

(4-3) 
−∇. q⃗ + R = ρCp

∂T

∂t
 

گرمای ویژه است. معادله حاکم بر هدایت گرمایی یک  pCچگالی و   منبع گرمای داخلی، Rکه در آن، 

 شود.صورت خیر حاصل می( به3-4( و )2-4جامد صلب با حذف شار گرمایی در روابم )

(4-4) 
(1 + τq

∂

∂t
+

τq
2

2

∂2

∂t2
) (ρCp

∂T

∂t
− R) = ∇ (K (1 + τT

∂

∂t
) ∇T) 

با فرض عدم وجود منبع گرمایی داخلی، معادله حاکم بر هدایت گرمایی تأخیر فاخ دوگانه برای یک 

 شود.( بیان می5-4صورت رابطه )استوانه جدار ضيیم و بلند در حالت متقارن محوری به

(4-5) 
(1 + τq

∂

∂t
+

τq
2

2

∂2

∂t2
)ρCp

∂T

∂t
=

1

r

∂

∂r
[rK {

∂T

∂r
+ τT

∂2T

∂t ∂r
}] 

 شوند:صورت خیر تعریف میشرایم مرخی و اولیه به

 الف(-4-6)
T(ri, t) = Twi 

 ب(-4-6)
T(ro, t) = Two 

 الف(-4-7)
T(r, 0) = T0 

T∂ ب(-4-7)

∂t
(r, 0) = 0 

 شوند.بعد خیر تعریف میبرای سادگی، پارامترهای بی

(4-1) τ =
K0

′ t

ro
2

 

Ri =
ri
ro
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ε =
K0

′ τq

ro
2

 

δ =
K0

′ τT

ro
2

 

K0
′ =

K0

ρ0C0

 

η =
r

ro
 

θ =
T − T0

Two − T0

 

صورت به -(5-4معادله )–بعد فوق، معادله هدایت گرمایی تأخیر فاخ دوگانه با استفاده اخ پارامترهای بی

 شود:خیر باخنویسی می

(4-1) 
(1 + ε

∂

∂τ
+

ε2

2

∂2

∂τ2
)

∂θ

∂τ
= [δ

∂

∂τ
+ 1] [

∂2θ

∂η2
+

∂θ

∂η
] 

دهد که یک نشان می را در مدل تأخیر فاخ دوگانه گرماییگونه معادله هدایت این رابطه ماهیت موج

( 92-4است. طبق رابطه ) با مرتبه بیشتر اخ یک نسبت به خمانمعادله دیفرانسیل با مشتقات جزئی 

 صورت خیر است.خیر فاخ دوگانه بهسرعت موج گرما در مدل تأ

(4-92) 
CDPL =

√2δ

ε
 

( در فضای لاپلاس با توجه به شرایم اولیه، منجر به معادله دیفرانسیل معمولی حاکم 1-4بیان رابطه )

 شود.برحسب متغیر مکان می مسئلهبر 

(4-99) 
s (1 + εs +

ε2

2
s2) θ̃ = [δs + 1] [

∂2θ̃

∂η2
+

1

η

∂θ̃

∂η
] 

 صورت خیر باخنویسی کرد:توان به( را می99-4رابطه )

(4-92) 
η2

∂2θ̃

∂η2
+ η

∂θ̃

∂η
− Eη2θ̃ = 0 

 که در آن،

(4-93) 
E =

(1 + εs +
ε2

2
s2) s

δs + 1
 

 صورت خیر است:( دارای پاسيی به92-4شده )معادله دیفرانسیل بسل اصلاح

(4-94) 
θ̃(η, s) = A1I0(√Eη) + A2K0(√Eη) 

 (92-4) های مستقل معادله دیفرانسیلپاسخ K0و دوم  I0شده مرتبه صفر نوع اول توابع بسل اصلاح
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 شوند:می شکل خیر بیان(، در حوخه لاپلاس به6-4هستند. شرایم مرخی )

 (الف-4-95)
θ̃(1, s) =

1

s
 

 (ب-4-95)
θ̃(Ri, s) =

θwi

s
 

 د.نشو( تعیین می95-4( با اعمال شرایم مرخی )94-4ضرایب مجهول حل )

A1 الف(-4-96) =
−K0(√ERi) + θwiK0(√E)

s (I0(√ERi)K0(√E) − K0(√ERi)I0(√E))
 

A2 ب(-4-96) =
I0(√ERi) − θwiI0(√E)

s (I0(√ERi)K0(√E) − K0(√ERi)I0(√E))
 

 شود.[ تعیین می51مرجع ] لاپلاس معکوس عددیتبدیل میدان دما در حوخه خمان، با استفاده اخ روش 

ت تنش با مدل و ضریب شد محوری، تنش محیطی توخیع دما، تنش ،جهت بررسی درستی نتایج

توخیع دمای مدل هدایت گرمایی هذلولوی که با استفاده اخ  ،(2-4) شود. در شکلهذلولوی مقایسه می

است.  [ مقایسه شده45نتیجه حل تحلیلی مرجع ]دست آمده است؛ با به تبدیل لاپلاس معکوس عددی

τ  هایدر خمان ورنات-کاتانودر این شکل، توخیع دما برحسب شعاع برای مدل  = τ و 0.1 = به   0.3

εاخای  = Riداخلی  های بدون بعدضيیم به شعاع برای استوانه جدار 1 = Roو خارجی   2 = با   2.5

 در نظر گرفتن شرایم مرخی خیر رسم شده است.

,θ(Ri الف(-4-97) t) = 1 

,θ(Ro ب(-4-97) t) = 0 

سرعت آمده است.  (2-4)های ميتلف در شکل طبق مدل هذلولوی در خمانتوخیع دما در دیواره استوانه 

τبعد محدود موج گرما در خمان بی = کاملاً مشيص است، دمای سطح داخلی تا پیشانی موج  0.1

τافزایش یافته و نقاط جلوتر اخ پیشانی موج در دمای اولیه قرار دارند. در خمان  = نیز موج اخ دیواره  0.7

نتایج ، (2-4)با توجه به شکل  .شودمنعکس میداخلی به خارجی رسیده و به سمت دیواره داخلی 

 انطباق قابل قبولی دارند.
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 [45]با مرجع  ورنات-مقایسه توخیع دمای مدل کاتانو 2-4شکل 

مقایسه شده است.  ورنات-کاتانو وتأخیر فاخ دوگانه  هایتوخیع دمای حاصل اخ مدل ،(3-4) در شکل

 دست آمده است.خیر به های آسایشخماندر نظر گرفتن شرایم مرخی و  توخیع دما با

,θ(R𝑜 الف(-4-91) t) = 1 

,θ(R𝑖 ب(-4-91) t) = 0 

δ الف(-4-91) = 0.25 

ε ب(-4-91) = 0.35 

ترتیب برابر به ورنات-کاتانو(، سرعت موج گرمایی در مدل تأخیر فاخ دوگانه و مدل 92-4طبق رابطه )

 است با:

(4-22- 

 الف(
CDPL =

√2δ

ε
= 2.02 

CC−V ب( -4-22) =
1

√ε
= 1.69 

سمت دیواره داخلی استوانه با سرعت محدود موج گرما برای هر دو مدل اخ دیواره خارجی بهدر نمودارها، 

 دست آمده در روابم فوق انطباق دارد.کند. موقعیت پیشانی موج با سرعت بهحرکت می


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 برحسب شعاع (DPL) و تأخیر فاخ دوگانه (C-V) ورنات-های کاتانوتوخیع دمای مدل 3-4شکل 

با توجه به تعداد و برحسب خمان نشان داده شده است.  η=0.8توخیع دما در موقعیت  (،4-4)در شکل 

بیشتر بودن سرعت موج گرما طبق مدل تأخیر فاخ دوگانه در اینجا نیز مشهود های نمودارها، ضيامت قله

ع که توخیخیر فاخ دوگانه است. در حالیدر مدل تأ دما س رفتارورنات عک-کاتانورفتار دما در مدل است. 

کاهش ارتفاع پیشانی موج گرما  -که غیرطبیعی است– شوددما با گذشت خمان اخ دمای پایا دور می

 شود.سبب رسیدن آن به حالت پایا می

 

ηدر  ورنات و تأخیر فاخ دوگانه برحسب خمان-های کاتانوتوخیع دمای مدل 4-4شکل  = 0.8 

 بعدبعد استوانه برای مقادیر ميتلف خمان آسایش بی، توخیع دما برحسب شعاع بی(5-4)در شکل 

 ،اند. مطابق انتظاررسم شده ε=0.35های ميتلف رسم شده است. نمودارها با فرض گرادیان دما در خمان
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 کند.افزایش پیدا می δتر موج گرما به اخای مقادیر بزرگسرعت 

 

𝜏در خمان  اثر خمان آسایش گرادیان دما بر توخیع دمای مدل تأخیر فاخ دوگانه  5-4شکل  = 0.1 

جداگانه نشان داده شده طور هبر روی توخیع دما ب گرمایی ، نیز اثر خمان آسایش شار(6-4)در شکل 

 شود.، منجر به سرعت کمتر موج گرما میεمقادیر بزرگتر  (92-4نیز طبق رابطه ) است. در اینجا

 

𝜏در خمان  اثر خمان آسایش شار گرمایی بر توخیع دمای مدل تأخیر فاخ دوگانه 6-4شکل  = 0.1 

 در استوانه بدون ترکهای تنش میدان 

 میدان تنش محوری 4-3-1

شود )شرایم تنش نظر گرفته می دو سر استوانه برای حرکت در راستای محور استوانه آخاد در
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 شود.صورت خیر اعمال میای در راستای محوری(. این شرط مرخی بهصفحه

(4-29) 
∫ rσzdr

Ro

Ri

= 0 

 .]36[ آیددست می( به22-4صورت رابطه )تنش محوری در استوانه برحسب توخیع دما به

(4-22) σz =
2Eα

(1 − ν)(ro
2 − ri

2)
∫ rTdr

ro

ri

−
Eα

1 − ν
T 

 شود.بعد می( بی23-4تنش محوری ارائه شده در رابطه فوق با استفاده اخ رابطه )

(4-23) 
σz

′ =
σz(1 − ν)

EαTo

 

 شود.بعد استيراج می( در رابطه فوق، تنش محوری بدون22-4با قرار دادن توخیع تنش )

(4-24) 
σz

′ (η, s) =
2

1 − Ri
2 ∫ ηθ̃(η, s)dη

1

Ri

− θ̃(η, s) 

صورت ( تنش محوری در استوانه در حوخه لاپلاس به24-4( در رابطه )95-4پس اخ جایگذاری رابطه )

 آید:دست میخیر به

(4-25) 
σz

′ (η, s) =
2

√E(1 − Ri
2)

{A1[I1(√E) − RiI1(√ERi)]

+ A2[RiK1(√ERi)−K1(√E)]} 
−A1I0(√Eη) − A2K0(√Eη)  

، با استفاده اخ لاپلاس، میدان تنش در حوخه خمانپس اخ حل تحلیلی رابطه تنش محوری در فضای 

 شود.تعیین می تبدیل لاپلاس معکوس عددی

حاصل اخ  )در راستای شعاعی( یک استوانه دو سر آخاد η=0.6توخیع تنش محوری در  (،7-4)در شکل 

Riبرحسب خمان برای استوانه توخالی به شعاع داخلی  ورنات-کاتانومدل هدایت گرمایی  = و   0.4

Roخارجی شعاع  = θ𝑤i[ مقایسه شده است. دما در سطح داخلی 36، با مرجع ]1 = و در سطح  0

θwoخارجی  = εو  0.5 = گرمایی [ معادله حاکم بر هدایت 36است. در مرجع ]در نظر گرفته شده 0.3

بعدساخی در فضای لاپلاس حل شده و سپس توخیع دما و تنش با تبدیل لاپلاس پس اخ بی ورنات-کاتانو

دست آمده است. برخلاف توخیع دما، تنش محوری تمام نقاط به محض کوس عددی در حوخه خمان بهمع

 افتد.( اتفاق می29-4خاطر اعمال شرایم نیرویی )به مسئلهکند. این اعمال شوي گرمایی تغییر می
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 [36]ورنات با مرجع -مقایسه توخیع تنش محوری مدل کاتانو  7-4شکل 

 همقایس ورنات-کاتانوهای ميتلف برای مدل تأخیر فاخ دوگانه و ، توخیع تنش در خمان(1-4)در شکل 

های ابتدایی اعمال شوي در خمان .مشهود است هر دو مدلشده است. سرعت محدود موج تنش در 

و پیشانی موج تنش، دارای تنش کششی و نقاط بین پیشانی موج تنش ، نقاط بین دیواره داخلی گرمایی

 ودارسطح خیر نمکنند. با توجه به صفر بودن بار مکانیکی، و دیواره خارجی تنش فشاری را تجربه می

 تنش روی ضيامت استوانه در یک خمان مشيص، صفر خواهد بود.

 

 برحسب شعاعورنات و تأخیر فاخ دوگانه -های کاتانوتوخیع تنش محوری مدل  1-4شکل 

ورنات -کاتانوبرحسب خمان برای دو مدل تأخیر فاخ دوگانه و  محوری ، توخیع تنش(1-4)در شکل 

شود که همانند توخیع دما، سرعت موج حاصل اخ مدل هدایت اند. مشاهده میمقایسه شده η=0.8در 
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. اثر سرعت محدود موج تنش در نمودارها تبیشتر اس ورنات-کاتانوتأخیر فاخ دوگانه اخ مدل  گرمایی

تنش کششی در  ،جهت حفظ تعادل نیرویی گرماییهای ابتدایی اعمال شوي مشهود است. در خمان

آید و در قسمتی اخ بيش دیگر دیواره تنش وجود میعیت پیشانی موج تنش بهدیواره داخلی تا موق

 .ی فشاری استطول

 

 ورنات و تأخیر فاخ دوگانه برحسب خمان-های کاتانوتوخیع تنش محوری مدل  1-4شکل 

τبعد ، اثر خمان آسایش گرادیان دما بر توخیع تنش محوری در خمان بدون(92-4)در شکل  = 0.1 

 شده است.  نشان داده

 

𝜏در  اثر خمان آسایش گرادیان دما بر توخیع تنش محوری مدل تأخیر فاخ دوگانه  92-4شکل  = 0.1 

شود که با افزایش خمان آسایش گرادیان دما، سرعت موج گرمایی بیشتر با توجه به شکل، مشاهده می
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محور  ای در راستایعلت فرض تنش صفحههمچنین بهیابد. شده و بیشینه تنش محوری نیز افزایش می

اخای تمام مقادیر خمان آسایش گرادیان  تنش محوری روی ضيامت استوانه به سطح خیر نموداراستوانه، 

 دما صفر است.

τدر خمان  بر توخیع تنش محوری شار گرمایی، اثر خمان آسایش (99-4)در شکل  = نشان داده  0.1

اثر خمان اما مشابه  .یابد، کاهش میشار گرماییی با افزایش خمان آسایش است. سرعت موج گرمای شده

 یابد.بیشینه تنش محوری نیز افزایش می دما، با افزایش سرعت موج گرمایی آسایش گرادیان

 

𝜏در خمان  تأخیر فاخ دوگانه تنش محوری مدلتوخیع اثر خمان آسایش شار گرمایی بر   99-4شکل  = 0.1 

 میدان تنش محیطي 4-3-2

 .[62] آیددست می( به26-4صورت رابطه )تنش محیطی در استوانه برحسب توخیع دما به

(4-26) 
σϕ =

Eα

1 − ν
[

1

𝑟𝑜
2 − 𝑟𝑖

2 (1 +
𝑟𝑖

2

r2
)∫ rTdr

r𝑜

r𝑖

+
1

r2
∫ rTdr

r

r𝑖

− T] 

 شود.میبعد ( بی27-4تنش محیطی ارائه شده در رابطه فوق با استفاده اخ رابطه )

(4-27) 
σϕ

′ =
σϕ(1 − ν)

EαTo

 

 شود.صورت خیر تعیین می( به27-4( در )26-4بعد با قرار دادن رابطه )رابطه تنش محیطی بدون

(4-21) σϕ
′ (η, s) =

1

1 − Ri
2 (1 +

Ri
2

η2
)∫ ηθdη

1

Ri

+
1

η2
∫ ηθdη

η

Ri

− θ 

در استوانه در حوخه لاپلاس  بعدبدون ( تنش محیطی21-4( در رابطه )95-4پس اخ جایگذاری رابطه )
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 آید:دست میصورت خیر بهبه

(4-21) 

σϕ
′ (η, s) =

1

√E(1 − Ri
2)

(1 +
Ri

2

η2
) [A1{I1(√E) − RiI1(√ERi)}

+ A2{RiK1(√ERi) − K1(√E)}] 
+

1

√Eη2
[A1{ηI1(√Eη) − RiI1(√ERi)} + A2{RiK1(√ERi) − ηK1(√Eη)}] 

 
−(A1I0(√Eη) + A2K0(√Eη)) 

های عددی به حوخه خمان نگاشت میدان تنش محیطی در استوانه جدار ضيیم با استفاده اخ روش

Riبرای استوانه جدار ضيیم به شعاع داخلی بعد بدون، تنش محیطی (92-4)در شکل  شود.می = و  2

Roشعاع خارجی  =  ت.اس مقایسه شده [45]ورنات در دو خمان با مرجع -براساس مدل کاتانو 2.5

 

 [45]ورنات با مرجع -مقایسه تنش محیطی مدل کاتانو  92-4شکل 

ر های تأخیبرای مدل بعد استوانهبرحسب شعاع بدون بعد، توخیع تنش محیطی بدون(93-4)در شکل 

Riاست. شعاع داخلی استوانه  های ميتلف نشان داده شدهورنات در خمان-فاخ دوگانه و کاتانو = و  0.5

Roشعاع خارجی  = به  نسبتاست. نتایج سرعت بیشتر مدل تأخیر فاخ دوگانه  در نظر گرفته شده 1

 دهد. همچنین با توجه به شکل، مشهود است که شکستگی در نمودارنشان میرا ورنات -مدل کاتانو

بیشینه تنش محیطی حاصل  ،های یکساندر خمان . همچنینتنش محیطی، با نمودار دما متناظر است

 ورنات بیشتر است.-دوگانه اخ مدل کاتانو اخ مدل تأخیر فاخ
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 برحسب شعاعورنات و تأخیر فاخ دوگانه -های کاتانوتنش محیطی مدل توخیع  93-4شکل 

η،  توخیع تنش محیطی نسبت به خمان در شعاع (94-4)در شکل  = برای دو مدل تأخیر فاخ  0.8

فشار  و بوده گرماییباتوجه به اینکه استوانه تنها تحت شوي  است. ورنات رسم شده-دوگانه و کاتانو

الی های متوشود و با نوسانشود نمودار تنش محیطی اخ صفر شروع میمشاهده می ؛مکانیکی صفر است

های ابتدایی تنش را با دو مدل در خمان شود کهمشاهده می ،د. با توجه به شکلکنمی تغییردر جسم 

آسایش  خماناما با گذشت خمان، نتایج اخ هم فاصله گرفته و با توجه به  .کنندبینی میاختلاف کم پیش

 ت. اس ورنات بیشتر-کاتانوتنش حاصل اخ این مدل اخ مدل انداخه ، تأخیر فاخ دوگانهدر مدل  گرادیان دما

 

 ورنات و تأخیر فاخ دوگانه برحسب خمان-های کاتانومدل محیطیتوخیع تنش   94-4شکل 

های نمودار مشهود است که سرعت موج در مدل تأخیر فاخ دوگانه اخ مدل همچنین با توجه به قله
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 ،توخیع تنش در استوانه، اثر خمان آسایش گرادیان دما بر (95-4) در شکلورنات بیشتر است. -کاتانو

موجب سرعت  δاست. مشابه نتایج دما و تنش محوری، مقادیر بزرگتر  برحسب شعاع نشان داده شده

 شود.بیشتر موج تنش در مدل تأخیر فاخ دوگانه می

 

𝜏در خمان  مدل تأخیر فاخ دوگانه تنش محیطیتوخیع اثر خمان آسایش گرادیان دما بر   95-4شکل  = 0.1 

τبر توخیع تنش محیطی در خمان  گرمایی، اثر خمان آسایش شار (96-4)در شکل  = نشان داده  0.1

نقاطی که بین دیواره داخلی و  .شوندمنجر به سرعت کمتر موج تنش می εاست. مقادیر بزرگتر  شده

یشانی موج و دیواره خارجی قرار دارند، تنش پیشانی موج قرار دارند تنش کششی و نقاطی که بین پ

 کنند.فشاری را تجربه می

 

𝜏در خمان  تنش محیطی مدل تأخیر فاخ دوگانهتوخیع اثر خمان آسایش شار گرمایی بر   96-4شکل  = 0.1 
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 ت تنشتعیین ضرايب شد 

 ت تنش ترک محیطيتعیین ضريب شد 4-4-1

[. 45شود ]( منجر به نوسان نتایج می25-4گیری اخ نتایج عددی تنش محوری در رابطه )انتگرال

در هر خمان  گرماییبر عبارت تنش  مرتبه دو ایجملهچند منحنیدو برای حل این مشکل، اخ براخش 

قابل قبول است.  گرماییهای ابتدایی اعمال شوي خ وص در خماناستفاده شده است. این تقریب به

 به دو بيش قبل و بعد اخ ناپیوستگی در هر خمان، باشد، توخیع تنش محوری ρاگر موقعیت ناپیوستگی 

 تری صورت گیرد.شود تا براخش منحنی دقیقتقسیم می

 الف(-4-32)
σz1 = A1r

2 + B1r + C1    ,     Ri ≤ r ≤ Ri + ρ 

 ب(-4-32)
σz2 = A2r

2 + B2r + C2    ,     Ri + ρ ≤ r ≤ Ro 

ت تنش ، ضریب شد(9-2و با استفاده اخ رابطه ) 2-2-2شده در بيش اخ تابع وخنی بیان با استفاده

τتري محیطی داخلی در خمان  = εورنات به اخای -، براساس مدل کاتانو0.3 =  [45]، با مرجع 1

 ، نتایج اخ دقت کافی برخوردار هستند. (97-4)با توجه به شکل  مقایسه شده است.

 

τدر خمان  [45]ورنات با مرجع -ت تنش مدل کاتانومقایسه ضریب شد  97-4شکل  = 0.3 

ورنات و تأخیر فاخ دوگانه در دو -های فوریه، کاتانوت تنش حاصل اخ مدل، ضریب شد(91-4)در شکل 

که اخ دیواره خارجی به سمت –علت سرعت بیشتر موج تنش شود بهاند. مشاهده میخمان مقایسه شده
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سب ت تنش برحوگانه، شکستگی در نمودار ضریب شددر مدل تأخیر فاخ د -کنددیواره داخلی حرکت می

 .تر استعمق نسبی تري به دیواره داخلی نزدیک

نه ضریب یکند که مقدار بیشبینی میصورت یک تابع پیوسته پیشت تنش را بهفوریه، ضریب شد قانون

 کمتر است. ورنات و تأخیر فاخ دوگانه-کاتانواخ دو مدل  ،حاصلت تنش شد

 

 ورنات و تأخیر فاخ دوگانه-های فوریه، کاتانومدل تري محیطی ت تنشضریب شد  91-4شکل 

تأخیر فاخ  مدلت تنش حاصل اخ شعاع خارجی به داخلی بر ضریب شد نسبت، اثر (91-4)در شکل 

های جدارضيیم برای سه نسبت، در دو خمان ميتلف نشان داده شده است. در دوگانه در استوانه

Ro Ri⁄ = Ri، شعاع داخلی استوانه 1.25 = Roو شعاع خارجی  2 = Ro، برای 2.5 Ri⁄ = ، شعاع 1.5

Riداخلی  = Roو شعاع خارجی  1 = Ro و برای نسبت شعاع 1.5 Ri⁄ = Ri، شعاع داخلی 2 = 0.5 

Roارجی و شعاع خ = اند ای انتياب شدهگونههای داخلی و خارجی بهاست. شعاع شده در نظر گرفته 1

و  گرماییهای آسایش شار خمان ،ها، در هر سه حالت یکسان باشد. در این شکلکه ضيامت استوانه

εگرادیان دما به ترتیب  = δو  0.35 = CDPLباشند که منجر به می 0.25 = شوند. با توجه می 2.02

یل حسب طول نسبی تري به دلت تنش بردر نمودار ضریب شد هاستگیمشهود است که ناپیو ،شکلبه 

 شوددهند. همچنین مشاهده میها در نقاط یکسانی رخ میو ضيامت برابر استوانه سرعت موج گرمایی

 ههایی که نسبت شعاع خارجی بتر، بزرگتر است و استوانههای ناخيت تنش در استوانهکه ضریب شد
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تنش  تنیز ضریب شد کوتاههای تري برای داخلی بزرگتری دارند، مقاومت بیشتری در برابر تري دارند.

 است و اختلاف بسیار کمی دارد. برابر رای هر سه نسبت قطر تقریباًب

 

 مدل تأخیر فاخ دوگانه تري محیطی در ت تنششعاع بر ضریب شد اثر نسبت  91-4شکل 

 بیضویت تنش ترک نیميب شداتعیین ضر 4-4-2

توان ضریب شدت تنش را تعیین و تابع وخنی، می rصورت یک تابع پیوسته اخ به با معلوم بودن تنش

( 39-4) رابطه برای عمق تري وتابع وخنی بیان شده  ت تنش عمق تري با استفاده اخکرد. ضریب شد

 شود.تعیین می

(4-39) 
KA = ∫ mA(r, 𝑎)σφ(r)dr

𝑎

0

 

 شود.تعیین می (32-4) رابطه بیضوی داخلی با استفاده اخهای تري نیمت تنش گوشهضریب شد

(4-32) 
KB = ∫ mB(r, 𝑎)σφ(r)dr

𝑎

0

 

ود شباشد، توخیع تنش محیطی به دو بيش قبل و بعد اخ ناپیوستگی تقسیم می ρاگر موقعیت ناپیوستگی 

 تری صورت گیرد.تا براخش منحنی دقیق

σφ1 الف(-4-33) = A1r
2 + B1r + C1            ,                   Ri ≤ r ≤ Ri + ρ 

σφ2 ب(-4-33) = A2r
2 + B2r + C2            ,                   Ri + ρ ≤ r ≤ Ro  

به اخای  ورنات-حاصل اخ مدل کاتانو بیضویتري نیم عمق ت تنش، ضریب شد(22-4)در شکل 
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𝑎 منظر نسبت c⁄ = شود که نتایج مشاهده می ،با توجه به شکل ، مقایسه شده است.[45]با مرجع  1

 برخوردارند.اخ دقت کافی 

 

 [45]ورنات با مرجع -بیضوی براساس مدل کاتانوت تنش تري نیممقایسه ضریب شد 22-4شکل 

تأخیر فاخ دوگانه را نشان ورنات و -ت تنش حاصل اخ مدل کاتانو، مقایسه ضرایب شد(29-4)شکل 

-ت تنش حاصل اخ مدل تأخیر فاخ دوگانه اخ مدل کاتانوشود که بیشینه ضریب شددهد. مشاهده میمی

د و یابت تنش با افزایش طول نسبی تري افزایش میشتر است و در هر دو مدل، ضریب شدورنات بی

𝑎) یابدنش کاهش میت تضریب شد ،مقدار بیشینه، با افزایش طول تريپس اخ رسیدن به  c⁄ = 1). 

 

 ورنات و تأخیر فاخ دوگانه-های کاتانومدلبیضوی نیمعمق تري  ت تنشضریب شد  29-4شکل 

𝑎، اثر نسبت (22-4)شکل  c⁄در خمان  را ، بر ضریب شدت تنشτ = دهد. مشاهده نشان می 0.1

a/t
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 ريدر عمق ت ت تنش، ضریب شدو نزدیک شدن هندسه تري به دایره نسبت شود که با افزایش اینمی

 .یابدکاهش می

 

 براساس مدل تأخیر فاخ دوگانه بیضویعمق تري نیم ت تنشبر ضریب شد (a/c) منظر اثر نسبت  22-4شکل 

های ورنات و تأخیر فاخ دوگانه در گوشه-های کاتانوت تنش حاصل اخ مدل، ضریب شد(23-4)در شکل 

𝑎بیضوی به اخای تري نیم c⁄ = ت تنش حاصل بیشینه ضریب شد ،های برابراند. در خمانمقایسه شده 1

 ورنات بیشتر است.-اخ مدل تأخیر فاخ دوگانه اخ مدل کاتانو

 

 (a/c=1) انهورنات و تأخیر فاخ دوگ-های کاتانومدلبیضوی های تري نیمگوشه ت تنشمقایسه ضریب شد  23-4شکل 

𝑎 منظر ، اثر نسبت(24-4)شکل  c⁄ دهد. بیضوی نشان میهای تري نیمت تنش گوشهرا بر ضریب شد

𝑎با افزایش  مشهود است که مشابه عمق تري ،شکل با توجه به c⁄ت تنش کاهش ، بیشینه ضریب شد

a/t
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هایی که به فرم بیضوی هستند ی دایروی اخ تريهات تنش تريمشابه عمق تري، ضریب شد و یابدمی

 کمتر است.

 

 بیضوی مدل تأخیر فاخ دوگانههای تري نیمت تنش گوشهضریب شد بر a/cاثر نسبت   24-4شکل 

گرادیان دما و شار گرمایی، سرعت های آسایش توجه به مقادیر فرض شده برای خماندر این ف ل، با 

موج در مدل تأخیر فاخ دوگانه اخ مدل هدایت گرمایی هذلولوی بیشتر است. اخ نمودار دما برحسب خمان، 

های تأخیر فاخ دوگانه و هذلولوی مشهود است. اخ مقایسه نمودارهای دما و تنش رفتار متفاوت مدل

شود که در نظر گرفتن خمان آسایش گرادیان دما در مدل تأخیر فاخ دوگانه برحسب شعاع نیز مشاهده می

 شود.بینی مقادیر بزرگتر نسبت به مدل هذلولوی میمنجر به پیش

در استوانه جدار ضيیم دارای تري محیطی داخلی، ضریب شدت تنش حاصل اخ مدل تأخیر فاخ 

ت صورای بزرگتر است. در مدل فوریه، ضریب شدت تنش بهقابل ملاحظه طوردوگانه اخ مدل فوریه به

های هذلولوی و تأخیر فاخ دوگانه ضریب شدت تنش با افزایش که در مدلیک تابع پیوسته است؛ در حالی

 علت فشاری بودن تنش بینیابد و سپس با افزایش طول تري بهطول نسبی تري ابتدا افزایش می

یابد. در هر لحظه ضریب شدت تنش بیشینه ره خارجی، ضریب شدت تنش کاهش میپیشانی موج و دیوا

 افتد که در پیشانی موج تنش قرار دارد.برای ترکی اتفاق می

های برابر ضریب شدت بیضوی داخلی، در خماندهد که در استوانه دارای تري نیمنتایج نشان می

ود شهذلولوی بزرگتر است. همچنین، مشاهده می دلمتنش بیشینه حاصل اخ مدل تأخیر فاخ دوگانه اخ 
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𝑎که با افزایش نسبت منظر تري ) 𝑐⁄بیضوی های تري نیم(، ضریب شدت بیشینه در عمق و گوشه

ضوی های بیای اخ تريهای نزدیک به فرم دایرهعبارت دیگر ضریب شدت تنش در تريیابد؛ بهکاهش می

 کمتر است.

 

  



 

 

 

تئوری ترموالاستیسیته     3 فصل

 لمانوش-لرد يافتهتعمیم
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 مقدمه 

بیضوی در استوانه جدار ضيیم با استفاده ت تنش تري محیطی و تري نیمضریب شد ،در این ف ل

 نیروهای حجمی و منبع وجود شود. اخلمان محاسبه میوش-لرد یافتهترموالاستیسیته تعمیماخ تئوری 

 ،سلاپلا فضایصورت تحلیلی در حاکم به کوپل معادلاتپس اخ حل شود. نظر میگرمایی داخلی صرف

محوری  تنش شوند. نتایج دما،به حوخه خمان منتقل می تبدیل لاپلاس معکوس عددینتایج با استفاده اخ 

ت یب شدارد. ضنشومی ترموالاستیسیته مقایسهکلاسیک تئوری ورنات و -کاتانو مدلبا محیطی تنش و 

تیسیته کلاسیک ترموالاستئوری ورنات و -کاتانو مدلستفاده اخ روش تابع وخنی تعیین و با با ا نیز تنش

 د.نشومقایسه می

 شولمان-معادلات حاکم در تئوری ترموالاستیسیته لرد 

دست آوردن معادلات فاده برای بهلمان معادلات ساختاری مورد استوش-در تئوری هدایت گرمایی لرد

 .]95[ صورت خیر هستندحاکم بر هدایت گرمایی مواد همگن و همسانگرد به

 شود.صورت رابطه خیر تعریف میرابطه ساختاری تنش در فرم تانسوری، به

(5-9) 
𝛔 = λ𝐈(∇. 𝐮) + 2μ𝛆 − (3λ + 2μ)α𝐈T 

 است. (2-5)شکل رابطه به (جاییجابه-کرنشسینماتیک )رابطه 

(5-2) 
𝛆 =

1

2
[∇⨂𝐮 + (∇⨂𝐮)T] 

 است. (3-5)صورت رابطه برای استوانه به تعادلمعادله 

(5-3) 
∇. 𝛔 + 𝐅 = ρ𝐮̈ 

 شود.شکل خیر تعریف میهای لامه بهمعادله ساختاری انتروپی، برحسب ثابت

(5-4) ρS =
ρcv

T0

T + (3λ + 2μ)α(∇. 𝐮) 
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 است. (5-5)مطابق رابطه  شولمان-لرد تئوری، در گرمایی رابطه ساختاری شار

(5-5) 
𝐪 + τq

∂𝐪

∂t
= −k𝛁T 

 شود.شکل خیر بیان میانرژی، برحسب نرخ تغییرات انتروپی به بقایمعادله 

(5-6) 
∇. 𝐪 = ρ(R − ṠT0) 

لی تحت بارگذاری متقارن و توخا (در راستای محور ای)فرض کرنش صفحه انداخه کافی بلنداستوانه به

تنها در جهت شعاعی  گرماییجایی و شار غیرصفر جابههای لفهمؤ شود. در این حالتفرض می محوری

شکل به (6-5( تا )9-5)شعاع استوانه هستند. بنابراین در این حالت، روابم  خمان وقرار دارند و تنها تابع 

 یابند.خیر کاهش می

 شوند.شکل خیر تعریف میماده و تغییرات دمای استوانه، بهروابم ساختاری تنش برحسب خواص 

 الف(-5-7)
σr =

E

1 + ν
(

1 − ν

1 − 2ν
εr +

ν

1 − 2ν
εϕ) −

Eα

1 − 2ν
T 

 ب(-5-7)
σϕ =

E

1 + ν
(

ν

1 − 2ν
εr +

1 − ν

1 − 2ν
εϕ) −

Eα

1 − 2ν
T 

 ج(-5-7)
σz =

Eν

(1 + ν)(1 − 2ν)
(εr + εϕ) −

Eα

1 − 2ν
T 

برای استوانه (، 2-5با توجه به رابطه ) در حالت متقارن محوری (جاییجابه-کرنشسینماتیک )معادلات 

 د.نشوشکل خیر بیان میبه

 الف(-5-1)
εr =

∂u

∂r
 

 ب(-5-1)
εϕ =

u

r
 

جایی در استوانه تحت بارگذاری و شرایم ها و جابهشعاعی، تنش برحسب نیروی حجمی تعادلمعادله 

 شود.شکل خیر بیان میمرخی متقارن محوری، به
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(5-1) ∂σr

∂r
+

σr − σϕ

r
+ Fr = ρ

∂2u

∂t2
 

 است. (92-5)شکل رابطه معادله ساختاری انتروپی در حالت متقارن محوری به

(5-92) 
ρS =

ρcv

T0

T +
Eα

1 − 2ν
(
∂u

∂r
+

u

r
) 

 کند.ساختاری شار گرمایی یک بعدی در جهت شعاعی را در استوانه بیان می رابطه، (99-5)رابطه 

(5-99) 
q + τq

∂q

∂t
= −k∇T 

ان ای بیدر ميت ات استوانهرا ، پایستگی انرژی در استوانه دارای منبع گرمایی داخلی (92-5)رابطه 

 کند.می

(5-92) 
(
∂

∂r
+

1

r
) q = ρ (R −

∂S

∂t
T0) 

دست الف( به-93-5، رابطه )(1-5( و )1-5)در معادلات  εو  σحذف  و Frی حجمی نظر اخ نیرورفبا ص

اخ  Sو  q حذف و سپس Rشود. با صرف نظر اخ منبع گرمایی داخلی آید که معادله ناویر نامیده میمی

 .]95[ شودنامیده میآید که معادله انرژی دست میب( به-93-5رابطه ) ،(92-5( تا )92-5)روابم 

E الف(-5-93)

1 + ν

1 − ν

1 − 2ν
(
∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
−

u

r2
) −

Eα

1 − 2ν

∂T

∂r
=  ρ

∂2u

∂t2
 

 ب(-5-93)
(1 + τq

∂

∂t
) [ρcv

∂T

∂t
+

EαT0

1 − 2ν

∂

∂t
(
∂u

∂r
+

u

r
)] = k(

∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
)T 

 شوند.تعریف می (94-5)شکل رابطه جایی برای استوانه بهشرایم اولیه دما و جابه

(5-94) 

T(0, r) = T0 

∂

∂t
T(0, r) = 0 

∂2

∂t2
T(0, r) = 0 

u(0, r) = 0 

∂

∂t
u(0, r) = 0 
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∂2

∂t2
u(0, r) = 0 

 شوند.تعریف می (95-5)شکل رابطه شرایم مرخی دمایی و مکانیکی، به

(5-95) 

T(Ri, t) = 0 

T(Ro, t) = 1 

σr(Ri, t) = 0 

σr(Ro, t) = 0 
 شوند.بعد خیر معرفی میهای بیبرای سادگی پارامتر

(5-96)  

τ =
td

Ro
2
 

ε =
τqd

Ro
2

 

η =
r

Ro

 

ηi =
Ri

Ro

 

θ =
T

T0

 

u′ =
u

RoαT0

 

dکه  = k ρc⁄  .(97-5)شکل رابطه به (93-5)بعد معرفی شده، روابم با استفاده اخ پارامترهای بیاست 

 شوند.باخنویسی می

 الف(-5-97)
(

∂

∂τ
+ ε

∂2

∂τ2
) [θ +

Eα2dT0

k(1 − 2ν)
(
∂u′

∂η
+

u′

η
)] = (

∂2

∂η2
+

1

η

∂

∂η
)θ 

1 ب(-5-97) − ν

(1 + ν)(1 − 2ν)
(
∂2u′

∂η2
+

1

η

∂u′

∂η
−

u′

η2
) −

1

1 − 2ν

∂θ

∂η
=  

ρd2

ERo
2

∂2u′

∂τ2
 

 ، منجر به دو معادله دیفرانسیل(95-4)در فضای لاپلاس با توجه به شرایم اولیه  (97-5)بیان روابم 

 شود.می جاییبرحسب متغیر مستقل مکان و متغیرهای وابسته دما و جابه مسئلهحاکم بر  خطی

 الف(-5-91)
λ1 (

∂2ũ′

∂η2
+

1

η

∂ũ′

∂η
−

ũ′

η2
) − λ2

∂θ̃

∂η
= λ3s

2ũ′ 
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 ب(-5-91)
θ̃ + λ4 (

∂ũ′

∂η
+

ũ′

η
) = λ5 (

∂2

∂η2
+

1

η

∂

∂η
) θ̃ 

) در آن،که  ̃ صورت خیر بیان ( به91-5) های روابمثابت .دهدتابع در فضای لاپلاس را نشان می (

 شوند.می

(5-91) 

λ1 =
1 − ν

(1 + ν)(1 − 2ν)
 

λ2 =
1

1 − 2ν
 

λ3 =
ρd2

ERo
2

 

λ4 =
Eα2dT0

k(1 − 2ν)
 

λ5 =
1

s(1 + εs)
 

گرمایی را نشان های الاستیک و اثر کوپلینگ میدان λ4اثر اینرسی گرمایی و  λ3 (،91-5که در روابم )

 دهد. می

 .]95[ شودتعریف می (22-5)شکل رابطه جایی بهتابع پتانسیل جابهبرای حل معادلات حاکم، 

(5-22) 
ũ′ =

∂ψ

∂η
 

 صورت خیر باخنویسی، بهجاییجابه با استفاده اخ تابع پتانسیل (91-5)معادلات دیفرانسیل کوپل حاکم 

 شوند.می

 الف(-5-29)
λ1∇

2ψ − λ3s
2ψ = λ2θ̃ 

 ب(-5-29)
λ4∇

2ψ = λ5∇
2θ̃ − θ̃ 

2∇که در روابم فوق، 
=

𝜕2

𝜕𝑟2 +
1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟
 دیفرانسیل معمولی ، منجر به معادله(29-5)اخ روابم  θ̃حذف است.  

 شود.می (22-5) با ضرایب ثابت

(5-22) 
A∇4ψ + B∇2ψ + Cψ = 0 
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 .شوندبیان می (23-5)شکل رابطه ، به(22-5)ضرایب رابطه 

(5-23) 

A =
λ1λ5

λ2

 

B = −
λ3λ5s

2

λ2

−
λ1

λ2

− λ4 

C =
λ3s

2

λ2

 

قابل بیان صورت خیر بهبرحسب توابع بسل اصلاح شده  ،(22-5) خطی حل معادله دیفرانسیل معمولی

 است. 

(5-24) 
ψ(η, s) = D1I0(ξ1η) + D2K0(ξ1η) + D3I0(ξ2η) + D4K0(ξ2η) 

 (22-5)های مستقل معادله دیفرانسیل پاسخ ،K0 و دوم I0توابع بسل اصلاح شده مرتبه صفر نوع اول 

هستند  (22-5) مشي ه مربوط به معادله دیفرانسیل های معادلهریشه ،ξ2 و ξ1هستند. در حل فوق 

 شوند.بیان می (25-5)صورت رابطه که به

(5-25) 
ξ1,2 = {

−B ± √B2 − 4AC

2A
}

1
2

 

، (22-5)در  (24-5)جایی جایی بدون بعد در حوخه لاپلاس، اخ جاگذاری رابطه تابع پتانسیل جابهجابه

 شود.تعیین می

(5-26) 
ũ′(η, s) = ξ1[D1I1(ξ1η) − D2K1(ξ1η)] + ξ2[D3I1(ξ2η) − D4K1(ξ2η)] 

، الف(-29-5)در  (24-5)جایی بهجاپتانسیل میدان دمای بدون بعد در حوخه لاپلاس، اخ جاگذاری 

 شود.شکل خیر استيراج میبه

(5-27) 
θ̃(η, s) = γ1[D1I0(ξ1η) + D2K0(ξ1η)] + γ2[D3I0(ξ2η) + D4K0(ξ2η)] 

 هستند. (21-5)شکل رابطه به γ2و  γ1، ضرایب(27-5)که در رابطه 

γ1 =
λ1ξ1

2 − λ3s
2

λ2
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(5-21) 
γ2 =

λ1ξ2
2 − λ3s

2

λ2

 

 شود.بعد میالف( با استفاده اخ رابطه خیر بی-7-5میدان تنش شعاعی )

(5-21) σ̃r
′ =

σ̃𝑟(1 − 2ν)

EαTo

 

استوانه در  بعدشعاعی بی ، میدان تنش(27-5)رابطه  ( و21-5الف(، )-7-5(، )1-5) ابمور با استفاده اخ

 د:آیدست میصورت خیر بهحوخه لاپلاس به

(5-32) 

σ̃r
′ (η, s) = D1 [γ3I0(ξ1η) −

γ5

η
I1(ξ1η)] + D2 [γ3K0(ξ1η) +

γ5

η
K1(ξ1η)] 

+D3 [γ4I0(ξ2η) −
γ6

η
I1(ξ2η)] + D4 [γ4K0(ξ2η) +

γ6

η
K1(ξ2η)]  

 شوند.صورت خیر بیان میبهدر فضای لاپلاس،  (32-5ضرایب میدان تنش شعاعی ) که

(5-39) 

γ3 =
1 − ν

1 + ν
ξ1
2 − γ1 

γ4 =
1 − ν

1 + ν
ξ2
2 − γ2 

γ5 =
1 − 2ν

1 + ν
ξ1 

γ6 =
1 − 2ν

1 + ν
ξ2 

 شوند.صورت خیر بیان می(، در حوخه لاپلاس به95-5) شرایم مرخی

(5-32) 

θ̃(η𝑖 , s) = 0 

θ̃(1, s) =
1

𝑠
 

σ̃r
′ (η𝑖 , s) = 0 

σ̃r
′ (1, s) = 0 

جایی، دما و تنش شعاعی به صورت کامل تعیین شده های جابه(، میدان32-5با اعمال شرایم مرخی )

 شوند.تبدیل لاپلاس معکوس عددی نتایج به حوخه خمان نگاشت میبا استفاده اخ و 

Riداخلی  هایشعاع اخ جنس مس بااستوانه جدار ضيیم  ، یکدر این ف ل = 4 mm  و خارجیRo =
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5 mm ورد استفاده برای تحلیل حاضر، در م ،مس و گرمایی خواص مکانیکی شود.در نظر گرفته می

  .]95[ است ارائه شده 9-5جدول  

 ]95[ خواص مکانیکی و گرمایی مس 9-5جدول  

ν E(GPa) K(
W

m K
) α(10−6

1

K
) Cv(

J

Kg K
) ρ(

g

cm3
) 

36/2 997 429 5/96 315 16/1 
 

شولمان برخلاف تئوری کلاسیک ترموالاستیسیته سرعت -یافته لردترموالاستیسیته تعمیم تئوری

های دما در جسم با نوسان تئوری، در این (9-5)کند. با توجه به شکل محدود موج گرما را تأیید می

کل شود. ششکل موج در جسم منتشر مییابد و اثر شوي گرمایی با گذشت خمان، بهمتوالی افزایش می

η، توخیع دما برحسب خمان را در شعاع میانی استوانه (5-9) = نشان  ،دهد. این شکلنشان می 0.9

فاصله گرفته و پس اخ عبور  پایاشولمان با رسیدن موج اخ توخیع دمای -لرد تئوریدهد که دما در می

چنین رفتاری مشابه مدل  .شودی آن میپایاموج گرمایی پرش دما منجر به نزدیک شدن دما به مقدار 

 باشد.مدل تأخیر فاخ دوگانه می عکسورنات و -کاتانو

 

ηشولمان برحسب خمان در -لرد تئوریتوخیع دمای   9-5شکل  = 0.9 

شولمان و -لرد تئورینتایج دمای  (2-5)، در شکل انرژیو  تعادلکوپلینگ معادلات جهت بررسی اثر 

 نظربا صرفورنات -کاتانو مدلمعادلات حاکم اند. های ميتلف مقایسه شدهورنات در خمان-کاتانومدل 




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𝜆4 اخ اثر کوپل و قرار دادن = مشاهده آیند. دست میبهشولمان -در روابم مربوط به تئوری لرد 0

علت  شولمان است که-لرد وریتئورنات دارای سرعت بیشتری نسبت به -شود که توخیع دمای کاتانومی

باشد. اخ آنجاکه این دو مدل روابم ساختاری می تعادلنظر اخ کوپلینگ بین معادلات انرژی و آن صرف

 کنند.بینی میصورت مشابه در جسم پیشو گرادیان دمایی یکسانی دارند، توخیع دما را به گرماییشار 

 

 برحسب شعاع ورنات-کاتانومدل  و شولمان-لرد تئوریدمای  عیتوخ  2-5شکل 

تئوری کلاسیک  نسبت بهشولمان -لرد تئوریدر  گرماییجهت بررسی اثر خمان آسایش شار 

 دهد.های ميتلف نشان میتوخیع دمای حاصل اخ این دو تئوری را در خمان (3-5)ترموالاستیسیته، شکل 

ε گرماییشولمان با فرض خمان آسایش شار -لرد تئوریهای دما و تنش میدان = به تئوری کلاسیک  0

  شوند.منجر میترموالاستیسیته 

 

 شعاع حسب بر کیکلاس و شولمان-لرد هایتئوری یدما عیتوخ  3-5شکل 
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توخیع دمای تئوری کلاسیک ترموالاستیسیته در جسم پیوسته شود که با توجه به شکل، مشاهده می

 بینی شده حاصلهای ميتلف تغییر توخیع دما بسیار اندي است و توخیع دماهای پیشبوده و در خمان

علت شولمان به-اند. اما در تئوری لرداخ این تئوری، در دو خمان نشان داده شده برهم منطبق شده

شود. هرچند پس اخ گذشت صورت موج در جسم منتشر میاکم، گرما بهگونه معادلات حخاصیت موج

 شود.خمان، دما بر توخیع دمای تئوری کلاسیک ترموالاستیسیته منطبق می

 های تنش در استوانه بدون ترکمیدان 

بعد بی (33-5)، با استفاده اخ روابم (7-5) در رابطه ارائه شده محوری و محیطی های تنشمیدان

 شوند.می

 (الف-5-33)
σ̃ϕ

′ =
σ̃ϕ(1 − 2ν)

EαTo

 

 (ب-5-33)
σ̃𝑧

′ =
σ̃𝑧(1 − 2ν)

EαTo

 

استوانه در  بعدبی های تنش، میدان(27-5)رابطه  ( و26-5(، )7-5(، )1-5)جایی ابم جابهور به کمک

 آیند:دست میصورت خیر بهحوخه لاپلاس به

 (الف-5-34)
σ̃ϕ

′ (η, s) = D1 [γ7I0(ξ1η) +
γ5

η
I1(ξ1η)] + D2 [γ7K0(ξ1η) −

γ5

η
K1(ξ1η)] 

+D3 [γ8I0(ξ2η) +
γ6

η
I1(ξ2η)] + D4 [γ8K0(ξ2η) −

γ6

η
K1(ξ2η)]  

 (ب-5-34)
σ̃𝑧

′ (η, s) = D1γ7I0(ξ1η) + D2γ7K0(ξ1η) + D3γ8I0(ξ2η) + D4γ8K0(ξ2η) 

 شوند.شکل خیر بیان میبه γ8و  γ7، ضرایب (34-5)که در روابم 

(5-35) 
γ7 =

ν

1 + ν
ξ1
2 − γ1 

γ8 =
ν

1 + ν
ξ2
2 − γ2 
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، به حوخه ]51[( با استفاده اخ معکوس عددی الف-34-5( و محیطی )ب-34-5میدان تنش محوری )

ارائه شده و سپس نتایج با تئوری  خمانبرحسب  محوریشوند. در ابتدا نمودار تنش خمان نگاشت می

 شود.ورنات مقایسه می-کاتانو مدل و ترموالاستیسیته کلاسیک

η) استوانه در شعاع میانیرا برحسب خمان شولمان -لرد تئوری ری، توخیع تنش محو(4-5)شکل  =

 دهد. نشان می (0.9

 

 η=0.9 در خمان برحسب شولمان-لرد یتئور براساس یمحور تنش عیتوخ  4-5شکل 

های ميتلف نشان ورنات را در خمان-کاتانو مدل شولمان و-لرد تئوری، توخیع تنش محوری (5-5)شکل 

  دهد.می

 

 شعاع برحسب ورنات-کاتانو مدل و شولمان-لرد یتئور یمحور تنش عیتوخ 5-5شکل 

شولمان بیشتر است و با توجه به -ورنات اخ لرد-با توجه به شکل، سرعت موج گرمایی در مدل کاتانو




z'

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1




z'

0.8 0.85 0.9 0.95 1
-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1 L-S 
L-S 
C-V 
C-V 



 

61 

 

ای در نظر گرفته شده برای استوانه، انتگرال تنش محوری روی ضيامت در هر خمان فرض کرنش صفحه

های گیری اخ تنش روی ضيامت استوانه در خمان(، انتگرال36-5با توجه به رابطه ) است. ميالف صفر

شود که تنش در همچنین مشاهده می دهد که نیروی محوری تابعی اخ خمان است.ميتلف نشان می

بین پیشانی موج و دیواره داخلی قرار دارند، تغییر کرده است که اخ شرط  ،عد اخ موج گرمایینقاطی که ب

 .]62[ شودناشی می (36-5)نیرویی 

(5-36) Fz = 2π∫ r
Ro

Ri

σz
′dr 

-شولمان و کلاسیک ترموالاستیسیته را نشان می-لردهای تئوری، توخیع تنش محوری (6-5)شکل 

ابه توخیع تنش محوری را مشترموالاستیسیته با توجه به شکل، مشهود است که تئوری کلاسیک  دهد.

 تئوریاما  .شودنهایت در جسم پيش میکند که با سرعت بیبینی میصورت تابعی پیوسته پیشبه ،دما

ان میرا شده شت خمکند که پس اخ گذبینی میصورت تابعی ناپیوسته پیششولمان توخیع تنش را به-لرد

 شود.تئوری کلاسیک ترموالاستیسیته منطبق می پایایو بر توخیع تنش 

 

 شولمان و کلاسیک برحسب شعاع-لرد هایتئوریتوخیع تنش محوری   6-5شکل 

 را در استوانه برحسب خماندر شعاع میانی  شولمان-لرد تئوری، توخیع تنش محیطی (7-5)شکل 

η = که اخ صفر بودن است شود که در خمان صفر، تنش محیطی صفر مشاهده می دهد.نشان می 0.9

همچنین با گذشت خمان موج گرمایی میرا شده و بیشینه تنش . شودبارگذاری مکانیکی ناشی می
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 یابد.محیطی برحسب خمان کاهش می

 

ηشولمان برحسب خمان در -لرد تئوریتوخیع تنش محیطی   7-5شکل  = 0.9 

 هد.دورنات را نشان می-کاتانو مدل شولمان و-لرد تئوریبراساس ، توخیع تنش محیطی (1-5)شکل 

ورنات اخ -شود که مشابه نمودارهای دما و تنش محوری، سرعت موج گرمایی در مدل کاتانومشاهده می

ناپیوستگی در نمودار تنش محیطی با نمودارهای دما و تنش محوری متناظر  .شولمان بیشتر است-لرد

کند تنش در اخ دیواره خارجی به سمت دیواره داخلی حرکت می گرما خمانی که موج ،همچنین است.

س و منعکشولمان بزرگتر است و پس اخ رسیدن موج به دیواره داخلی -ورنات اخ تئوری لرد-مدل کاتانو

 .شودمیورنات بیشتر -شولمان اخ کاتانو-لرد تئوریشدن به سمت دیواره خارجی، تنش در 

 

 برحسب شعاعورنات -کاتانو مدل شولمان و-لرد تئوری یع تنش محیطیتوخ  1-5شکل 

ا ر ترموالاستیسیته شولمان و کلاسیک-لردهای تئوریبراساس ، توخیع تنش محیطی (1-5)شکل 
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 گتری است و با گذشتپیشانی موج مقدار بزر ،های ابتداییشولمان در خمان-لرد تئوریدر  دهد.نشان می

پیشانی موج گرمایی کاملاً مستهلک شده و بر توخیع تنش تئوری  ،خمان و با میرا شدن موج گرمایی

 شود.کلاسیک ترموالاستیسیته منطبق می

 

 ترموالاستیسیته شولمان و کلاسیک-لرد هایتئوریتوخیع تنش محیطی   1-5شکل 

با نمودارهای متناظر مربوط به  ،های مربوط به دما برحسب خمان و شعاع استوانهاخ مقایسه شکل

یشانی موج در نمودار دما موجب افزایش شود که در نقاطی که پمشاهده می های محوری و محیطیتنش

شود؛ در نقطه متناظر آن در نمودار تنش، پیشانی موج موجب کاهش تنش و تغییر علامت آن دما می

شود، تنش اخ فشاری به در نقاطی که پیشانی موج باعث کاهش دما می شود.اخ کششی به فشاری می

ق فرضیه شود. طبجایی در استوانه  ناشی میجابهدهد؛ که اخ فرضیه پیوستگی کششی تغییر علامت می

ود، شدر نقاطی که جسم منبسم میها کششی و شود، تنشپیوستگی، در نقاطی که جسم منقبض می

 .]95[ شودمی حفظ پیوستگی ماده در جسم بدون تري بدین ترتیبشود و تنش در جسم فشاری می

 ت تنشضرايب شد 

 ت تنش ترک محیطيضريب شد 3-4-1

ورنات را در دو -کاتانومدل شولمان و -ت تنش تري محیطی تئوری لرد، ضریب شد(92-5)شکل 

. نتایج نشان کندموج گرمایی اخ دیواره خارجی به سمت دیواره داخلی حرکت می دهد.خمان نشان می
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 ورنات دارد. -ی نسبت به مدل کاتانوشولمان سرعت کمتر-لرد تئوریموج گرمایی در  دهدمی

 

 ورنات-کاتانومدل شولمان و -لرد تئوری تري محیطیت تنش ضریب شد  92-5شکل 

𝜏در خمان  = و با  تر استشولمان به دیواره خارجی نزدیک-، موقعیت ناپیوستگی تنش تئوری لرد0.05

ورنات بیشتر -شولمان در این خمان اخ مدل کاتانو-(، ضریب شدت تنش تئوری لرد2-2توجه به رابطه )

τاست. در خمان  = پس اخ انعکاس موج گرمایی در برخورد با دیواره داخلی، موقعیت ناپیوستگی  0.15

ضریب شدت تنش مدل  تر است که در این حالتورنات به دیواره خارجی نزدیک-تنش در مدل کاتانو

 شود.شولمان بزرگتر می-ورنات اخ لرد-کاتانو

 شولمان و کلاسیک-لرد هایتئوری براساس ت تنش تري محیطی، ضریب شد(99-5)شکل 

 دهد.را نشان می ترموالاستیسیته

 

 ترموالاستیسیته کیکلاس و شولمان-لرد یهایتئور یطیمح تري تنش شدت بیضر  99-5شکل 
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-ای، منفی شدن انتگرال تنش محوری روی ضيامت استوانه، نشانبا توجه به فرض کرنش صفحه

دهنده نیروی محوری فشاری در استوانه است. درنتیجه نیروی محوری فشاری اعمالی، ضریب شدت 

ول تري نسبی محدودی مثبت شولمان و کلاسیک ترموالاستیسیته تنها در ط-های لردتنش تئوری

 است.

های کلاسیک ترموالاستیسیته و ضریب شدت تنش تري محیطی براساس تئوری 2-5در جدول 

مطابق نتایج، بیشینه ضریب شدت تنش حاصل اخ تئوری  شولمان در دو خمان مقایسه شده است.-لرد

دت اخ طرف دیگر، ضریب ششولمان دارد. -کلاسیک ترموالاستیسیته اختلاف قابل توجهی با تئوری لرد

بینی شده توسم تئوری کلاسیک ترموالاستیسیته در هر دو خمان مشابه است و این تئوری تغییرات پیش

 تواند به درستی بیان کند.را نمی های ميتلفدر خمان ضریب شدت تنش در حالت گذرا

 ضریب شدت تنش تري محیطی  2-5جدول  

تئوری کلاسیک 

ترموالاستیسیته 

𝜏در خمان  = 0.4 

-تئوری لرد

شولمان در خمان 
𝜏 = 0.4 

تئوری کلاسیک 

ترموالاستیسیته 

𝜏در خمان  = 0.3 

-تئوری لرد

شولمان در خمان 
𝜏 = 0.3 

 طول نسبی تري

(
𝑎

𝑡
) 

2215/2 2942/2 2215/2 2996/2 9/2 

2266/2 2912/2 2266/2 2953/2 2/2 

2221/2 2236/2 2221/2 291/2 3/2 

2271/2- 2927/2- 2271/2- 2223/2 4/2 

2222/2- 2353/2- 2222/2- 2227/2 5/2 

2362/2- 2514/2- 2363/2- 2929/2- 6/2 

2574/2- 2141/2- 2575/2- 2374/2- 7/2 

2179/2- 9917/2- 2172/2- 2611/2- 1/2 
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 بیضویت تنش ترک نیميب شداضر 3-4-2

ر د ورنات-کاتانومدل شولمان و -بیضوی تئوری لردتري نیمعمق ت تنش ، ضریب شد(92-5)شکل 

-لرد تئوریت تنش ضریب شد ،مطابق شکل دهد.نشان می( را 95-5استوانه دارای شرایم مرخی )

τشولمان در خمان  = ورنات بیشتر است و پس اخ برخورد موج به دیواره داخلی در -کاتانومدل اخ  0.05

τ خمان  =  شود.شولمان بیشتر می-ورنات اخ لرد-ت تنش مدل کاتانوضریب شد 0.15

 

𝑎) بیضویعمق تري نیمورنات در -شولمان و مدل کاتانو-تئوری لرد ت تنشضریب شد  92-5شکل 

𝑐
= 1)  

های تري ورنات را در گوشه-کاتانوشولمان و مدل -(، ضریب شدت تنش تئوری لرد93-5شکل )

خ بیضوی حاصل اهای تري نیمبا توجه به شکل، ضریب شدت تنش گوشه دهد.بیضوی نشان مینیم

 ورنات کمتر است.-های برابر اخ ضریب شدت تنش مدل کاتانوشولمان در خمان-تئوری لرد

 

  بیضویهای تري نیمگوشهدر  ورنات-شولمان و مدل کاتانو-تئوری لرد ت تنشضریب شد  93-5شکل 

a/t

K

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7
L-S 
L-S 
C-V 
C-V 

a/t

K

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

L-S 
L-S 
C-V 
C-V 



 

75 

 

 را در عمق ترموالاستیسیته شولمان و کلاسیک-های لردتئوریت تنش ، ضریب شد(94-5)شکل 

 حاصل بیضویعمق تري نیم ت تنشضریب شددر هر دو خمان، شود که مشاهده می دهد.تري نشان می

 بزرگتر است. ترموالاستیسیته کلاسیکاخ تئوری  شولمان-لرداخ تئوری 

 

  بیضویعمق تري نیمشولمان و کلاسیک در -های لردتئوری ت تنشضریب شد  94-5شکل 

های کلاسیک بیضوی براساس تئوریضریب شدت تنش عمق تري نیم 3-5در جدول 

با توجه به نتایج ضریب شدت تنش ارائه  شولمان در دو خمان مقایسه شده است.-ترموالاستیسیته و لرد

شولمان در عمق تري نیم بیضوی در هر دو -شده در جدول، ضریب شدت بیشینه براساس تئوری لرد

 کخمان اخ تئوری کلاسیک ترموالاستیسیته بیشتر است. ضریب شدت بیشینه حاصل اخ تئوری کلاسی

𝜏ترموالاستیسیته در خمان  = 𝜏و در خمان  %65، حدوداً 0.3 = مقدار ضریب شدت  %62حدوداً  0.4

 بیضوی است.شولمان در عمق تري نیم-بیشینه حاصل اخ تئوری لرد

-شولمان و کلاسیک ترموالاستیسیته را در گوشه-های لرد(، ضریب شدت تنش تئوری95-5شکل )

شولمان در هر دو خمان اخ -ضریب شدت تنش حاصل اخ تئوری لرد دهد.بیضوی نشان میهای تري نیم

تئوری کلاسیک ترموالاستیسیته بیشتر است. همچنین ضریب شدت تنش حاصل اخ تئوری کلاسیک 

ترموالاستیسیته با گذشت خمان تغییرات خیادی ندارد و ضریب شدت تنش در هر دو خمان تقریباً بر هم 

 اند.منطبق شده

a/t

K

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

L-S 
L-S 
CTE 
CTE 
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 بیضویمقایسه ضریب شدت تنش عمق تري نیم  3-5جدول  

تئوری کلاسیک 

ترموالاستیسیته در 

𝜏خمان  = 0.4 

-تئوری لرد

شولمان در خمان 

𝜏 = 0.4 

تئوری کلاسیک 

ترموالاستیسیته 

𝜏در خمان  =

0.3 

شولمان -تئوری لرد

𝜏در خمان  =

0.3 

طول نسبی 

) تري
𝑎

𝑡
 ) 

2972/2 2147/2 2973/2 2273/2 9/2 

2641/2 3152/2 2641/2 3253/2 2/2 

2737/2 451/2 2731/2 3562/2 3/2 

251/2 3926/2 2519/2 3134/2 4/2 

2272/2 2971/2 2272/2 4225/2 5/2 

912/2 9432/2 9129/2 212/2 6/2 

926/2 2719/2 9269/2 9722/2 7/2 

2699/2 2917/2 2692/2 2794/2 1/2 
 

 

  ویبیضهای تري نیمگوشه در ترموالاستیسیته شولمان و کلاسیک-های لردتئوری ت تنشضریب شد  95-5شکل 

ده شولمان مقایسه ش-های کلاسیک ترموالاستیسیته و لرد، ضریب شدت تنش تئوری4-5در جدول 

a/t

K

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

L-S 
L-S 
CTE 
CTE 
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شود که در هر دو خمان ضریب شدت تنش ارائه شده در جدول مشاهده میبا توجه به مقادیر  است.

شولمان اخ تئوری -بیضوی، حاصل اخ تئوری لردهای تري نیمبیشینه ضریب شدت تنش در گوشه

بتدا با افزایش بیضوی اکلاسیک ترموالاستیسیته بزرگتر است. نتایج ضریب شدت تنش در عمق تري نیم

ه ضریب کیابد. درحالیرسیده و سپس با افزایش طول نسبی تري کاهش می طول تري به مقدار بیشینه

ب شود و مطابق نتایج ضریبیضوی با افزایش طول تري بیشتر میهای تري نیمشدت تنش در گوشه

 افتد.اتفاق می 1/2شدت تنش بیشینه در طول نسبی 

 بیضویهای تري نیمضریب شدت تنش گوشه  4-5جدول  

تئوری کلاسیک 

ترموالاستیسیته 

𝜏در خمان  = 0.4 

-تئوری لرد

شولمان در خمان 

𝜏 = 0.4 

تئوری کلاسیک 

ترموالاستیسیته 

𝜏در خمان  = 0.3 

شولمان -تئوری لرد

𝜏در خمان  = 0.3 

عمق نسبی 

𝑎) تري
𝑡
) 

24/2 2597/2 24/2 2315/2 9/2 

2547/2 2723/2 2547/2 2554/2 2/2 

265/2 2112/2 265/2 2677/2 3/2 

2739/2 9229/2 2739/2 2714/2 4/2 

2717/2 9213/2 2717/2 2114/2 5/2 

2153/2 9944/2 2153/2 2174/2 6/2 

2129/2 9914/2 21/2 9244/2 7/2 

2149/2 9235/2 2149/2 99/2 1/2 
 

-نوکاتامدل شولمان و -های مربوط به تئوری لرداخ مقایسه شکلدر نتایج ارائه شده در این ف ل، 

عیت و تنها موق کنندمیبینی شود که این دو تئوری توخیع دما را در جسم مشابه پیشورنات مشاهده می

 .ستامربوط به اثر کوپلینگ تر است که ورنات عقب-کاتانو مدل شولمان اخ-لرد تئوریناپیوستگی در 
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τشود که در خمان ی برحسب شعاع مشاهده میدر نمودارهای تنش محوری و محیط =  مدل، 0.05

 یکند. همچنین انتگرال تنش محیطبینی میشولمان پیش-ورنات تنش را بیشتر اخ تئوری لرد-کاتانو

ال شود و انتگربه علت صفر بودن بارهای مکانیکی روی ضيامت استوانه صفر می روی دیواره استوانه

 کند.( پیروی می36-5اخ شرط نیرویی )تنش محوری روی ضيامت استوانه 

 شیکششده، تنش اخ دیواره داخلی تا پیشانی موج گرمایی با توجه به شرایم مرخی در نظر گرفته

است. در نمودارهای ضریب  تنش در نقاط بین پیشانی موج و دیواره خارجی منفی که. در حالیاست

نات، هرگاه موقعیت ناپیوستگی در یک مدل ور-شولمان و مدل کاتانو-ت تنش مربوط به تئوری لردشد

 ت تنش مدل مذکور بزرگتر خواهد بود.تر باشد؛ ضریب شدبه دیواره خارجی نزدیک

شود که تئوری کلاسیک شولمان و کلاسیک مشاهده می-های لرددر نمودارهای مربوط به تئوری

بینی ت تابعی پیوسته پیشصورت تنش را بهو نیز ضریب شد محیطیهای دما، تنش محوری، تنش توخیع

ت تنش مربوط به تئوری ئوری، مقادیر دما، تنش و ضریب شدکند. در نمودارهای مربوط به این دو تمی

اخ اثر خمان آسایش شار گرمایی در تئوری  مسئلهشولمان اخ تئوری کلاسیک بیشتر است که این -لرد

 شود.شولمان ناشی می-لرد

  



 

 

 

تئوری ترموالاستیسیته     6 فصل

 تزو-چاندراساخاريا يافتهتعمیم
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 مقدمه 

 اسبراسبیضوی در استوانه جدار ضيیم ت تنش تري محیطی و تري نیمیب شدضر ،در این ف ل

شود. اخ می محاسبه با استفاده اخ روش تابع وخنی تزو-چاندراساخاریا یافتهترموالاستیسیته تعمیمتئوری 

حاکم  کوپل معادلاتپس اخ حل شود. نظر میمنبع گرمایی داخلی صرف نیروهای حجمی ووجود 

نتایج به حوخه خمان  تبدیل لاپلاس معکوس عددیبا استفاده اخ  صورت تحلیلی در حوخه لاپلاس،به

خیر فاخ دوگانه و با مدل تأ و ضریب شدت تنش تنش محوری و محیطی ،شوند. نتایج دمامنتقل می

 د.نشومیشولمان مقایسه -تئوری لرد

 تزو-در تئوری ترموالاستیسیته چاندراساخاريا حاکم معادلات 

دست آوردن تزو معادلات ساختاری مورد استفاده برای به-چاندراساخاریا ترموالاستیسیتهدر تئوری 

 .]95[ هستندصورت خیر معادلات حاکم بر هدایت گرمایی مواد همگن و همسانگرد به

 شود.صورت رابطه خیر تعریف میرابطه ساختاری تنش در فرم تانسوری، به

(6-9) 
𝛔 = λ𝐈(∇. 𝐮) + 2μ𝛆 − (3λ + 2μ)α𝐈T 

 است. (2-6)شکل رابطه به (جاییجابه-کرنشسینماتیک ) روابم

(6-2) 
𝛆 =

1

2
[∇⨂𝐮 + (∇⨂𝐮)T] 

 است. (3-6)صورت رابطه برای استوانه به تعادلمعادله 

(6-3) 
∇. 𝛔 + 𝐅 = ρ𝐮̈ 

 شود.شکل خیر تعریف میهای لامه بهمعادله ساختاری انتروپی، برحسب ثابت

(6-4) ρS =
ρcv

T0

θ + (3λ + 2μ)α(∇. 𝐮) 

 است. (5-6)تزو مطابق رابطه -چاندراساخاریا تئوری، در گرمایی رابطه ساختاری شار
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(6-5) 
𝐪 + τq

∂𝐪

∂t
+

1

2
τq
2
∂2𝐪

∂t2
= −k (1 + τT

∂

∂t
)𝛁T 

 شود.شکل خیر بیان میانرژی، برحسب نرخ تغییرات انتروپی به بقایمعادله 

(6-6) 
∇. 𝐪 = ρ(R − ṠT0) 

لی تحت بارگذاری متقارن و توخا (در راستای محور ای)فرض کرنش صفحه انداخه کافی بلنداستوانه به

تنها در جهت شعاعی  گرماییجایی و شار های غیر صفر جابهلفهمؤ شود. در این حالتفرض می محوری

شکل به (6-6( تا )9-6)شعاع استوانه هستند. بنابراین در این حالت، روابم  خمان و قرار دارند و تنها تابع

 یابند.خیر کاهش می

 .]95[ شوندشکل خیر تعریف میروابم ساختاری تنش برحسب خواص ماده و تغییرات دمای استوانه، به

 الف(-6-7)
σr =

E

1 + ν
(

1 − ν

1 − 2ν
εr +

ν

1 − 2ν
εϕ) −

Eα

1 − 2ν
T 

 ب(-6-7)
σϕ =

E

1 + ν
(

ν

1 − 2ν
εr +

1 − ν

1 − 2ν
εϕ) −

Eα

1 − 2ν
T 

 ج(-6-7)
σz =

Eν

(1 + ν)(1 − 2ν)
(εr + εϕ) −

Eα

1 − 2ν
T 

، برای استوانه (2-6با توجه به رابطه ) در حالت متقارن محوری (جاییجابه-کرنشسینماتیک )معادلات 

 شود.شکل خیر بیان میبه

 الف(-6-1)
εr =

∂u

∂r
 

 ب(-6-1)
εϕ =

u

r
 

جایی در استوانه تحت بارگذاری و شرایم مرخی ها و جابه، تنشجایی برحسب نیروی حجمیجابهمعادله 

 شود.شکل خیر بیان میمتقارن محوری، به

(6-1) ∂σr

∂r
+

σr − σϕ

r
+ Fr = ρ

∂2u

∂t2
 

 است. (92-6)شکل رابطه معادله ساختاری انتروپی در حالت متقارن محوری به
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(6-92) 
ρS =

ρcv

T0

T +
Eα

1 − 2ν
(
∂u

∂r
+

u

r
) 

 کند.ساختاری شار گرمایی یک بعدی در جهت شعاعی را در استوانه بیان می رابطه، (99-6)رابطه 

(6-99) 
q + τq

∂q

∂t
+

1

2
τq
2
∂2q

∂t2
= −k(1 + τT

∂

∂t
)∇T 

ان ای بیدر ميت ات استوانه را ، پایستگی انرژی در استوانه دارای منبع گرمایی داخلی(92-6)رابطه 

 کند.می

(6-92) 
(
∂

∂r
+

1

r
) q = ρ (R −

∂S

∂t
T0) 

الف( -93-6، رابطه )(1-6( و )1-6)در معادلات  εو  σحذف  و Frنظر اخ نیروهای حجمی صرف با

 ،(92-6( تا )92-6)اخ روابم  Sو  q حذف سپسو  Rنظر اخ منبع گرمایی داخلی با صرف آید.دست میبه

معادله انرژی ، ب(-93-6) ، معادله ناویر و معادلهالف(-93-6). معادله آیددست میب( به-93-6رابطه )

 شود.نامیده می

(6-93-

 الف(
E

1 + ν

1 − ν

1 − 2ν
(
∂2u

∂r2
+

1

r

∂u

∂r
−

u

r2
) −

Eα

1 − 2ν

∂T

∂r
=  ρ

∂2u

∂t2
 

 ب(-6-93)
(1 + τq

∂

∂t
+

1

2
τq
2

∂2

∂t2
) [ρcv

∂T

∂t
+

EαT0

1 − 2ν

∂

∂t
(
∂u

∂r
+

u

r
)] = k (1 + τT

∂

∂t
) (

∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
)T 

 شوند.تعریف می (94-6)شکل رابطه جایی برای استوانه بهشرایم اولیه دما و جابه

(6-94) 

T(0, r) = T0 

∂

∂t
T(0, r) = 0 

∂2

∂t2
T(0, r) = 0 

u(0, r) = 0 

∂

∂t
u(0, r) = 0 
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∂2

∂t2
u(0, r) = 0 

 شوند.تعریف می (95-6)شکل رابطه شرایم مرخی دمایی و مکانیکی، به

(6-95) 

T(Ri, t) = 0 

T(Ro, t) = 1 

σr(Ri, t) = 0 

σr(Ro, t) = 0 
 شوند.بعد خیر معرفی میهای بیبرای سادگی پارامتر

(6-96)  

τ =
td

Ro
2
 

ε =
τqd

Ro
2

 

δ =
τTd

Ro
2

 

η =
r

Ro

 

ηi =
Ri

Ro

 

θ =
T

T0

 

u′ =
u

RoαT0

 

dکه  = k ρc⁄  .معادلات حرکت و انرژی برحسب بعد معرفی شده، با استفاده اخ پارامترهای بیاست

 .]95[ شوندباخنویسی می (97-6)شکل رابطه به جایی و دماجابه

 الف(-6-97)
(

∂

∂τ
+ ε

∂2

∂τ2
+

ε2

2

∂3

∂τ3
) [θ +

Eα2dT0

k(1 − 2ν)
(
∂u′

∂η
+

u′

η
)] = (1 + δ

∂

∂τ
) (

∂2

∂η2
+

1

η

∂

∂η
)θ 

1 ب(-6-97) − ν

(1 + ν)(1 − 2ν)
(
∂2u′

∂η2
+

1

η

∂u′

∂η
−

u′

η2
) −

1

1 − 2ν

∂θ

∂η
=  

ρd2

ERo
2

∂2u′

∂τ2
 

، منجر به دو معادله دیفرانسیل (94-6)در فضای لاپلاس با توجه به شرایم اولیه  (97-6)بیان روابم 

 شود.مکان میمستقل برحسب متغیر  مسئلهمعمولی حاکم بر 
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 الف(-6-91)
λ1 (

∂2ũ′

∂η2
+

1

η

∂ũ′

∂η
−

ũ′

η2
) − λ2

∂θ̃

∂η
= λ3s

2ũ′ 

 ب(-6-91)
θ̃ + λ4 (

∂ũ′

∂η
+

ũ′

η
) = λ5 (

∂2

∂η2
+

1

η

∂

∂η
) θ̃ 

) که در آن، ̃  شوند.صورت خیر بیان میبه λiهای است و ثابت مورد نظر دهنده تبدیل لاپلاس تابعنشان (

(6-91)  

λ1 =
1 − ν

(1 + ν)(1 − 2ν)
 

λ2 =
1

1 − 2ν
 

λ3 =
ρd2

ERo
2

 

λ4 =
Eα2dT0

k(1 − 2ν)
 

λ5 =
1 + δs

s (1 + εs +
1
2
ε2s2)

 

 .]95[ شودتعریف می (22-6)شکل رابطه جایی بهتابع پتانسیل جابهبرای حل معادلات حاکم، 

(6-22) 
ũ′ =

∂ψ

∂η
 

 صورت خیر باخنویسی، بهجاییجابه با استفاده اخ تابع پتانسیل (91-6)معادلات دیفرانسیل کوپل حاکم 

 شوند.می

 الف(-6-29)
λ1∇

2ψ − λ3s
2ψ = λ2θ̃ 

 ب(-6-29)
λ4∇

2ψ = λ5∇
2θ̃ − θ̃ 

 .]95[ شودمی (22-6)با ضرایب ثابت  منجر به معادله دیفرانسیل معمولی ،(29-6)اخ روابم  θ̃حذف 

(6-22) 
A∇4ψ + B∇2ψ + Cψ = 0 

 هستند. (23-6)شکل رابطه ، به(22-6)که ضرایب رابطه 

A =
λ1λ5

λ2
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(6-23) 
B = −

λ3λ5s
2

λ2

−
λ1

λ2

− λ4 

C =
λ3s

2

λ2

 

 برحسب توابع بسل اصلاح شده قابل بیان است.  (22-6)حل معادله دیفرانسیل معمولی 

(6-24) 
ψ(η, s) = D1I0(ξ1η) + D2K0(ξ1η) + D3I0(ξ2η) + D4K0(ξ2η) 

 (22-6)های مستقل معادله دیفرانسیل پاسخ ،K0 و دوم I0توابع بسل اصلاح شده مرتبه صفر نوع اول 

 شوند.بیان می (25-6)صورت رابطه هستند که به (22-6)های معادله ریشه ،ξ2 و ξ1هستند. در حل فوق 

(6-25) 
ξ1,2 = {

−B ± √B2 − 4AC

2A
}

1
2

 

، (22-6)در  (24-6)جایی بعد در حوخه لاپلاس، اخ جاگذاری رابطه تابع پتانسیل جابهجایی بدونجابه

 شود.تعیین می

(6-26) 
ũ′(η, s) = ξ1[D1I1(ξ1η) − D2K1(ξ1η)] + ξ2[D3I1(ξ2η) − D4K1(ξ2η)] 

، الف(-29-6)در  (24-6)جایی بهجاتابع پتانسیل بعد در حوخه لاپلاس، اخ جاگذاری میدان دمای بدون

 شود.شکل خیر استيراج میبه

(6-27) 
θ̃(η, s) = γ1[D1I0(ξ1η) + D2K0(ξ1η)] + γ2[D3I0(ξ2η) + D4K0(ξ2η)] 

 هستند. (21-6)شکل رابطه به γ2و  γ1، ضرایب(27-6)که در رابطه 

(6-21) 
γ1 =

λ1ξ1
2 − λ3s

2

λ2

 

γ2 =
λ1ξ2

2 − λ3s
2

λ2

 

 شود.بعد میاستفاده اخ رابطه خیر بیالف( با -7-6میدان تنش شعاعی )

(6-21) σ̃r
′ =

σ̃𝑟(1 − 2ν)

EαT0

 

استوانه در  بعدشعاعی بی ، میدان تنش(27-6)رابطه  ( و26-6الف(، )-7-6(، )1-6) ابمور با استفاده اخ
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 .دآیدست میصورت خیر بهحوخه لاپلاس به

(6-32) 
σ̃r

′ (η, s) = D1 [γ3I0(ξ1η) −
γ5

η
I1(ξ1η)] + D2 [γ3K0(ξ1η) +

γ5

η
K1(ξ1η)] 

+D3 [γ4I0(ξ2η) −
γ6

η
I1(ξ2η)] + D4 [γ4K0(ξ2η) +

γ6

η
K1(ξ2η)]  

 شوند.صورت خیر بیان می(، به32-6که ضرایب میدان تنش شعاعی )

(6-39) 

γ3 =
1 − ν

1 + ν
ξ1
2 − γ1 

γ4 =
1 − ν

1 + ν
ξ2
2 − γ2 

γ5 =
1 − 2ν

1 + ν
ξ1 

γ6 =
1 − 2ν

1 + ν
ξ2 

 شوند.صورت خیر بیان می(، در حوخه لاپلاس به95-6) شرایم مرخی

(6-32) 

θ̃(η𝑖 , s) = 0 

θ̃(1, s) =
1

𝑠
 

𝜎̃𝑟
′(η𝑖 , s) = 0 

𝜎̃𝑟
′(1, s) = 0 

اده اخ ، با استفصورت تحلیلیبه جایی، دما و تنش شعاعی در حوخه لاپلاسهای جابهپس اخ تعیین میدان

  شوند.تبدیل لاپلاس معکوس عددی نتایج به حوخه خمان نگاشت می

نشان  استوانهدر شعاع میانی را  تزو برحسب خمان-چاندراساخاریا تئوری، توخیع دمای (9-6)شکل 

کند و سپس با مشهود است که تا رسیدن موج گرمایی، دما تغییری نمی ،با توجه به شکل دهد.می

با گذشت خمان موج گرمایی  .یابدهای متوالی در جسم افزایش میرسیدن موج گرمایی دما با نوسان

 شود.منطبق می پایامستهلک شده و بر توخیع دمای 

 دهد.تزو و مدل تأخیر فاخ دوگانه را نشان می-تئوری چاندراساخاریا(، توخیع دمای 2-6شکل )
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ηتزو برحسب خمان در -چاندراساخاریا تئوریتوخیع دمای   9-6شکل  = 0.9 

 گرماییتزو موجب کاهش سرعت موج -تئوری چاندراساخاریا معادلات انرژی و حرکت دراثر کوپلینگ 

 .شودمی -گیردکه اثر کوپلینگ را در نظر نمی-تأخیر فاخ دوگانه  مدلنسبت به 

 

 تأخیر فاخ دوگانه برحسب شعاع مدل تزو و-چاندراساخاریا تئوریتوخیع دمای   2-6شکل 

شولمان برحسب شعاع -تزو و لرد-های چاندراساخاریاتئوری، توخیع دمای حاصل اخ (3-6)شکل 

شود که پیشانی موج گرمایی ، مشاهده می(2-6)اخ مقایسه این شکل با شکل  دهد.نشان میرا استوانه 

است. همچنین اضافه شدن خمان  نزدیک شده پایاتر شده و به دمای کوتاه تزو-تئوری چاندراساخاریا

تزو شده است موجب -شولمان که منجر به تئوری چاندراساخاریا-لرد تئوریآسایش گرادیان دما به 

  است. شولمان شده-لرد تئوریسرعت موج گرمایی متفاوت نسبت به 





0.2 0.4 0.6 0.8 1
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0

0.2

0.4

0.6

0.8
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 شولمان برحسب شعاع-تزو و لرد-چاندراساخاریا هایتئوریتوخیع دمای   3-6شکل 

شولمان و ح ول -شدن خمان آسایش گرادیان دما به معادلات حاکم تئوری لردشود که اضافهمشاهده می

شدن خمان آسایش شار حرارتی به معادلات حاکم تئوری مشابه اضافه تزو،-ت حاکم چاندراساخاریامعادلا

 ود.شبینی مقادیر بزرگتر دما میشولمان، موجب پیش-کلاسیک و ح ول معادلات حاکم تئوری لرد

 در استوانه بدون ترک نشتهای میدان 

بعد بی (33-6)، با استفاده اخ روابم (7-6) در رابطه ارائه شده محوری و محیطی های تنشمیدان

 شوند.می

 (الف-6-33)
σ̃ϕ

′ =
σ̃ϕ(1 − 2ν)

EαT0

 

 (ب-6-33)
σ̃z

′ =
σ̃z(1 − 2ν)

EαT0

 

استوانه در  بعدبی های تنش، میدان(27-6)رابطه  ( و26-6(، )7-6(، )1-6)جایی ابم جابهور به کمک

 آیند:دست میصورت خیر بهحوخه لاپلاس به

 (الف-6-34)
σ̃ϕ

′ (η, s) = D1 [γ7I0(ξ1η) +
γ5

η
I1(ξ1η)] + D2 [γ7K0(ξ1η) −

γ5

η
K1(ξ1η)] 

+D3 [γ8I0(ξ2η) +
γ6

η
I1(ξ2η)] + D4 [γ8K0(ξ2η) −

γ6

η
K1(ξ2η)]  




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 (ب-6-34)
σ̃z

′ (η, s) = D1γ7I0(ξ1η) + D2γ7K0(ξ1η) + D3γ8I0(ξ2η) + D4γ8K0(ξ2η) 

 شوند.بیان میشکل خیر به γ8و  γ7، ضرایب (34-6)که در روابم 

(6-35) 
γ7 =

ν

1 + ν
ξ1
2 − γ1 

γ8 =
ν

1 + ν
ξ2
2 − γ2 

، به حوخه ]51[الف( با استفاده اخ معکوس عددی -34-6ب( و محیطی )-34-6میدان تنش محوری )

 شوند.خمان نگاشت می

در شعاع میانی را تزو برحسب خمان -چاندراساخاریا تئوریبراساس ، توخیع تنش محوری (4-6)شکل 

η)استوانه  = تنش محوری تا قبل اخ رسیدن موج گرمایی صعودی است و با رسیدن  دهد.نشان می (0.9

اخ مقایسه  .شودشود و منجر به فشاری شدن آن میموج گرما، پرش در نمودار تنش محوری ایجاد می

 د.دهشود که ناپیوستگی هر دو شکل در نقاط مشابهی رخ مینتیجه می ،(9-6)شکل حاضر با شکل 

 

ηتزو برحسب خمان در -چاندراساخاریا تئوریتوخیع تنش محوری   4-6شکل  = 0.9 

؛ ماندکه تا رسیدن موج گرمایی بدون تغییر باقی می شود برخلاف دمامشاهده می، (5-6)شکل مطابق 

رط کند که اخ ارضای شتغییر میبه محض تغییر تنش محوری در یک نقطه، تنش تمام نقاط دیگر نیز 

شود که در مشاهده می ،شکلبا توجه به شود.ناشی می (36-5)رابطه  اینیرویی در حالت کرنش صفحه

τخمان  = بینی شده کند تنش پیشکه موج اخ دیواره خارجی به سمت دیواره داخلی حرکت می 0.07




z'

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1
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است و پس اخ منعکس شدن موج اخ  کمترتأخیر فاخ دوگانه  مدل تزو اخ-توسم تئوری چاندراساخاریا

𝜏در خمان  دیواره داخلی =  تأخیر فاخ دوگانه مدل اخ تزو-چاندراساخاریا تئوری، تنش حاصل اخ 0.17

 .ورنات(-شولمان و مدل کاتانو-)شبیه نتایج تئوری لرد شودبیشتر می

 

 تأخیر فاخ دوگانهمدل تزو و -چاندراساخاریا تئوریبراساس  وریمح توخیع تنش  5-6شکل 

شولمان برحسب شعاع استوانه -تزو و لرد-چاندراساخاریا هایتئوری، توخیع تنش محوری (6-6)شکل 

  دهد.نشان میرا 

 

 شولمان-تزو و لرد-چاندراساخاریا هایتئوریبراساس توخیع تنش محوری   6-6شکل 

شود که با توجه به خمان آسایش گرادیان های برابر مشاهده میدر خمان تئوریهای دو اخ مقایسه تنش

تر شولمان بزرگ-لرد تئوریبینی شده و پیشانی موج اخ تزو، تنش پیش-چاندراساخاریا تئوریدما در 

 است.




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مشابه  دهد.را برحسب خمان نشان می تزو-اساخاریاتئوری چاندر ، توخیع تنش محیطی(7-6)شکل 

تنش محیطی نیز اخ صفر شروع شده و سپس با تنش محوری، به علت صفر بودن بارگذاری مکانیکی، 

 شود.های متوالی منجر به تغییر تنش محیطی در استوانه میگذشت خمان نوسان

 

ηتزو برحسب خمان در -چاندراساخاریا تئوریتوخیع تنش محیطی   7-6شکل  = 0.9 

تأخیر فاخ دوگانه را برحسب مدل تزو و -چاندراساخاریا تئوری، توخیع تنش محیطی (1-6)شکل 

τمشهود است که در خمان  ،با توجه به شکل دهد.شعاع استوانه نشان می = ، موقعیت ناپیوستگی 0.07

تئوری اخ  مدلو تنش حاصل اخ این تزو جلوتر است -مدل تأخیر فاخ دوگانه اخ تئوری چاندراساخاریا

 بیشتر است.  تزو-چاندراساخاریا

 

 فاخ دوگانهتأخیر مدل تزو و -چاندراساخاریا تئوریبراساس  محیطی توخیع تنش  1-6شکل 

τدر خمان  = سمت دیواره خارجی منعکس ، موج گرمایی پس اخ برخورد با دیواره داخلی به0.17


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ر تشود. در این خمان، موج گرمایی حاصل اخ مدل تأخیر فاخ دوگانه به دیواره خارجی استوانه نزدیکمی

τها نسبت به خمان است و با گذشت خمان فاصله موقعیت ناپیوستگی = تر شده است. مشاهده بیش  0.07

شود که برای ارضای شرط صفر شدن انتگرال تنش محیطی روی ضيامت استوانه، تنش محیطی می

 تزو اخ مدل تأخیر فاخ دوگانه بیشتر است.-حاصل اخ تئوری چاندراساخاریا

شولمان را برحسب شعاع -زو و لردت-چاندراساخاریا هایتئوری، توخیع تنش محیطی (1-6)شکل 

شود که پس اخ گذشت خمان پیشانی مشاهده می ،(1-6)و  (1-6)اخ مقایسه شکل  دهد.نشان میتوانه اس

شولمان نیز توخیع تنش در حال -تر شده و در تئوری لردتزو کوتاه-موج گرمایی در تئوری چاندراساخاریا

)در شکل نشان داده نشده  استمستهلک شدن است و به توخیع تنش تئوری کلاسیک نزدیک شده

 است(. در هر خمان نیز موقعیت ناپیوستگی با نمودارهای دما و تنش محوری متناظر است. 

 

 شولمان-تزو و لرد-چاندراساخاریا هایتئوریبراساس توخیع تنش محیطی   1-6شکل 

 ت تنشضرايب شد 

 ت تنش ترک محیطيضريب شد 6-4-1

 تزو و مدل تأخیر فاخ دوگانه-تئوری چاندراساخاریا ت تنش تري محیطیشد، ضریب (92-6)شکل 

مدل  شولمان و-ت تنش تئوری لردمشابه مقایسه ضریب شد دهد.را برحسب طول نسبی تري نشان می

موقعیت  ،های صلب هدایت گرماییدر مدلعلت سرعت بیشتر موج گرمایی ورنات در ف ل قبل، به-کاتانو
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سمت دیواره داخلی حرکت هم منطبق نشده و در خمانی که موج اخ دیواره خارجی بهها بر ناپیوستگی

 تزو اخ مدل تأخیر فاخ دوگانه بزرگتر است.-ت تنش تئوری چاندراساخاریاکند ضریب شدمی

 

 تأخیر فاخ دوگانهمدل و و تز-چاندراساحاریا تئوریت تنش تري محیطی ضریب شد  92-6شکل 

 های ميتلف رادر خمان ت تنش تري محیطی برحسب طول نسبی تري، ضریب شد(99-6)شکل 

ت با توجه به شکل، ضریب شد دهد.شولمان نشان می-تزو و لرد-چاندراساخاریا هایتئوریبراساس 

ي، افزایش طول نسبی تربا تنش در ابتدا با افزایش طول تري به مقدار بیشینه خود رسیده و سپس 

 یابد.ت تنش کاهش میضریب شد

 

 شولمان-تزو و لرد-چاندراساخاریا هایتئوریت تنش تري محیطی ضریب شد  99-6شکل 

 بیضویترک نیم ت تنشيب شداضر 6-4-2

تزو و مدل تأخیر فاخ دوگانه در عمق تري -تئوری چاندراساخاریا ت تنش، ضریب شد(92-6)شکل 
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𝑎با نسبت منظر  برحسب طول نسبی تري  بیضوینیم 𝑐⁄ = شود که با مشاهده می دهد.نشان میرا  1

 .یابدت تنش افزایش میبه دیواره داخلی، بیشینه ضریب شدنزدیک شدن موج 

 

  بیضویعمق تري نیم تزو و مدل تأخیر فاخ دوگانه در-تئوری چاندراساخاریا ت تنشضریب شد  92-6شکل 

های تزو و مدل تأخیر فاخ دوگانه در گوشه-تئوری چاندراساخاریا ت تنش، ضریب شد(93-6)شکل 

نش ت تدر هر دو خمان بیشینه ضریب شد دهد.نشان می بیضوی را برحسب طول نسبی تريتري نیم

 تزو اخ مدل تأخیر فاخ دوگانه بیشتر است.-حاصل اخ تئوری چاندراساخاریا

 

  بیضویهای تري نیمگوشهتزو و مدل تأخیر فاخ دوگانه در -تئوری چاندراساخاریا ت تنشضریب شد  93-6شکل 

شولمان را برحسب طول -تزو و لرد-چاندراساخاریا هایتئوریت تنش ، ضریب شد(94-6)شکل 

(، مطابق 1-6شود که با توجه به شکل )مشاهده می دهد.بیضوی در عمق تري نشان مینسبی تري نیم

τانتظار در خمان  = شولمان بزرگتر است و -تزو اخ لرد-، ضریب شدت تنش تئوری چاندراساخاریا0.33
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τدر خمان  = -شولمان، ضریب شدت تنش تئوری لرد-ر در تئوری لرد، با توجه به تنش بزرگت0.43

 تزو بیشتر است.-شولمان اخ چاندراساخاریا

 

  بیضویعمق تري نیم در شولمان-تزو و لرد-های چاندراساخاریاتئوری ت تنشضریب شد  94-6شکل 

های تري در گوشه شولمان-تزو و لرد-چاندراساخاریاهای ت تنش تئوری، ضریب شد(95-6) شکل

ش عمق ت تنبا توجه به شکل، مشابه ضریب شد دهد.برحسب طول نسبی تري نشان میرا  بیضوینیم

τبیضوی، در خمان تري نیم = τتزو و در خمان -ت تنش تئوری چاندراساخاریا، ضریب شد0.33 =

 .شولمان بزرگتر است-ت تنش تئوری لردضریب شد 0.43

 

 بیضویهای تري نیمگوشهشولمان در -تزو و لرد-های چاندراساخاریاتئوری ت تنشضریب شد  95-6شکل 

تزو و مدل تأخیر فاخ دوگانه -های مربوط به تئوری چاندراساخاریادر این ف ل، اخ مقایسه شکل

نند و کبینی میساختاری مشابه، توخیع دما در استوانه را مشابه پیشعلت روابم شود که بهمشاهده می
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 تزو موقعیت ناپیوستگی در نمودارها اختلاف-علت کوپلینگ موجود در روابم تئوری چاندراساخاریاتنها به

 دارد.

شود که هنگامی که موج تنش اخ در نمودارهای تنش محوری و محیطی برحسب شعاع مشاهده می

کند، تنش حاصل اخ مدل تأخیر فاخ دوگانه اخ تئوری سمت دیواره داخلی حرکت میی بهدیواره خارج

سمت دیواره خارجی، تنش حاصل اخ تئوری تزو بزرگتر است و پس اخ انعکاس موج به-چاندراساخاریا

تزو اخ مدل تأخیر فاخدوگانه بزرگتر است. با توجه به نمودارهای تنش محیطی برحسب -چاندراساخاریا

علت صفر بودن بارهای مکانیکی صفر است و سطح خیر نمودار تنش محوری اع سطح خیر نمودار بهشع

 کند.( پیروی می36-5برحسب شعاع نیز اخ شرط نیرویی )

شولمان مشهود -تزو و لرد-های چاندراساخاریابا توجه به نمودار دما برحسب شعاع مربوط به تئوری

زرگتر شولمان ب-تزو اخ لرد-ی پیشانی موج در تئوری چاندراساخاریاهای برابر ناپیوستگاست که در خمان

 شولمان بیشتر است.-تزو اخ تئوری لرد-است و در این نقطه، دمای حاصل اخ تئوری چاندراساخاریا

𝜏تنش محیطی و محوری برحسب شعاع در خمان در نمودارهای  = ، بیشینه تنش حاصل اخ 0.33

𝜏شولمان بیشتر است. اما در خمان -تزو اخ تئوری لرد-تئوری چاندراساخاریا = ، بیشینه تنش 0.43

 تزو بیشتر است.-شولمان اخ تئوری چاندراساخاریا-حاصل اخ تئوری لرد

 

  



 

 

 

 پیشنهادهانتیجه گیری و     5 فصل
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 گیرینتیجه 

وی بیضای و استوانه حاوی تري نیمبرای باریکه دارای تري لبه I، ضریب شدت تنش مود نامهپایاندر این 

های های هدایت گرمایی صلب و تئوریتحت شوي حرارتی طبق مدل کامل تري محیطی یاداخلی 

  .شده استبا استفاده اخ روش تابع وخنی تعیین  یافته ترموالاستیسیتهتعمیم

 .باشدبرخی نتایج حاضر به شرح خیر می

افزایش خمان آسایش گرادیان دما و کاهش خمان آسایش شار گرمایی در مدل تأخیر فاخ دوگانه،  .9

موجب کاهش بیشینه دما، افزایش بیشینه تنش محوری و محیطی برحسب شعاع در استوانه 

 شود.می

دایت گرمایی تأخیر فاخ دوگانه خمان آسایش گرادیان دمای در نظر گرفته شده در رابطه در مدل ه .2

بینی مقادیر بیشینه بزرگتر دما و تنش نسبت به مدل هذلولوی ساختاری شار گرمایی باعث پیش

 شود.می

های تري براساس تئوریهای ابتدایی اعمال شوي حرارتی، ضریب شدت تنش در عمق در خمان .3

فوریه  ای بزرگتر اخ مدلطور قابل ملاحظهبه ،های با عمق کمبرای تري یافته ترموالاستیسیتهتعمیم

فتد اضریب شدت تنش در عمق خمانی اتفاق می و تئوری کلاسیک ترموالاستیسیته است. بیشینه

 تري آن برسد. که پیشانی موج تنش به نوي

 ابد.یتدریج کاهش میتا مقدار پایا بهضریب شدت تنش در عمق تري ابتدا سریعا افزایش و سپس  .4

یافته همیشه اخ مدل فوریه و تئوری کلاسیک های تعمیمضریب شدت تنش گوشه تري در تئوری .5

ترموالاستیسیته بزرگتر است. این موضوع در امکان رشد ناپایدار تري قابل توجه است. رشد طولی 

ضریب شدت تنش در عمق تري تري موجب کاهش نسبت قطرهای تري و در نتیجه بیشتر شدن 

 گردد.می

اما با گذشت  عمق( نسبت قطرهای تري اثر چندانی بر رفتار آن ندارد.های کوچک )کمبرای تري .6

ود. شتر شدن تري، اثر نسبت قطر بر ضریب شدت تنش تري محیطی بیشتر میخمان یا عمیق
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دارای ضریب شدت تنش بزرگتری  ترهای باریکهای با عمق نسبی یکسان، تريعلاوه، در تريبه

 باشند.می

 a/t<0.8>0.1برای  یافته ترموالاستیسیتههای تعمیمهای صلب هدایت گرمایی و تئوریدر مدل .7

ت افتد که پیشانی موج تنش در موقعیضریب شدت تنش بیشینه در هر لحظه برای ترکی اتفاق می

 نوي آن قرار دارد.

 ر است.تر، کمتهای ناخيش تري محیطی نسبت به استوانهت تنتر ضریب شدهای ضيیمدر استوانه .1

 های ناخي به وجود تري حساسیت بیشتری دارند.عبارت دیگر، استوانهبه

تزو -نظر گرفته شده در مدل تأخیر فاخ دوگانه و تئوری چاندراساخاریا خمان آسایش گرادیان دما در .1

چکتر ت تنش کوتواند منجر به ضریب شدبا توجه به دو عامل استهلاي و موقعیت پیشانی تري می

 شولمان شود.-تئوری لردورنات و -یا بزرگتر نسبت به مدل کاتانو

 پیشنهادها 

 شود.به منظور ادامه تحقیق حاضر، موارد خیر پیشنهاد می

 تل جهت محاسبه دما، تنش و ضریب شداستفاده اخ روش تبدیلات انتگرالی مثل تبدیل هنک .9

 صورت تحلیلیبه تنش

 ت تنشله انتگرالی برای محاسبه ضریب شداستفاده اخ روش حل معاد .2

 لیندخی-با استفاده اخ تئوری گرین در استوانه ت تنشیب شدامحاسبه ضر .3

 نقدی-با استفاده اخ تئوری گرین در استوانه ت تنشمحاسبه ضریب شد .4

 ایگناچاي-با استفاده اخ تئوری هتنارسکی در استوانه ت تنشمحاسبه ضریب شد .5

 ت تنش در استوانهها و ضرایب شدسی اثر انواع شرایم مرخی بر دما، تنشبرر .6
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Abstract 

In this thesis, the stress intensity factor mode I for an edge-cracked layer or an internal 

semi-elliptical or circumferential crack in an isotropic homogeneous thick-walled 

cylinder subject to radial thermal shock based on different coupled and uncoupled 

theories is derived. In the case of uncoupled theories, governing equations are solved 

analutically in Laplace domain and then a numerical Laplace inversion techniqe is 

employed to transform the results into the time domain. Also the weight function method 

is implemented to obtain the stress intensity factor for the circumferential crack, deepest 

and surface points of the semi-elliptical crack in the cylinder and edge crack in the layer. 

In the case of coupled Chandrasekharaiah-Tzou and Lord-Shulman, governing equations 

are solved analytically by using Laplace transform and introducing displacement potential 

function. According to the results, the non-fourier results are different in comparison with 

Fourier ones. The coupling effect between the thermal and mechanical fields will reduce 

the thermal wave speed alittle which result in different temperature, stress and stress 

intensity factor results rather than uncoupled models. Maximum magnitude of 

temperature, axial and hoop stress based on the generalized theories are higher than the 

Fourier law and classic theory of thermoelasticity which result in higher stress intensity 

factor for circumferential, deepest point and surface points of the semi-elliptical cracks 

for the reason of the heat flux and temperature gradient time relaxations. 
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Dual phase lag heat conduction, Chandrasekharaiah-Tzou theory, Hyperbolic heat 

conduction, Lord-Shulman theory, Green-Naghdi theory, Green-Lindsay theory, Laplace 

transform, Stress intensity factor, Thick-walled cylinder 
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