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تابعی  اي متغیر ي استوانه ات آزاد پوستهي حاضر، تحلیل کمانش و ارتعاش هدف از مطالعه

وابسته به حرارت  ،تابعی متغیراي  ي استوانه پوسته خواص مواد .باشد می استاتیکی تحت بار محوري

بر اساس  ،مطالعه. استدر جهت ضخامت بر اساس کسر حجمی قانون توانی  تغییراتفرض شده و 

است. بعد  شده  انجامبر اساس اصل همیلتون  مرتبه سوم تغییر شکل برشی و استخراج معادلاتتئوري 
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دست  بهي تغییر مکان ها مؤلفه برحسب معادلاتکرنش،  -تنشهاي  منتجهها در روابط  جایگزینی آن

شرایط احتساب با است.  شده  گرفتهگاه ساده در نظر  یهتکدر دو سر  ،. شرایط مرزي پوستهاند آمده

جایی که شرایط مرزي را ارضا کند براي حل معادلات  اي، یک میدان جابه ي استوانه زي پوستهمر

ده و اثرات تغییر در شاستخراج  طبیعیهاي  و فرکانسبار کمانش  در پایانشده است. فرض حرکت 

 هاي طبیعی فرکانسکمانش و بار  بر روي حرارتو بار محوري هاي هندسی، خصوصیات مواد،  پارامتر

دست آمده با مراجع، صحت روش  ي نتایج به مقایسه از. است  مورد بحث و بررسی قرار گرفته ،سازه

  . واقع شده استمورد تأیید  سوم  حل و افزایش دقّت تئوري تغییر شکل برشی مرتبه
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  مقدمه 1- 1

هایی خمیده هستند که از جهت کیفیت رفتاري و مقاومت در  کلّی، سازه طور به 1ها پوسته

گیرند. به تناسب  ها قرار می ي تکاملی سازه برابر نیروها و لنگرهاي وارد شده، در بالاترین مرتبه

هاي تحلیلی تقریبی موجود  باشد. روش ها نیز حائز اهمیت می مطلوبیت رفتاري، پیچیدگی تحلیل آن

دهند. از میان انواع  ها را تشکیل می ها بر اساس فرضیاتی است که تئوري پوسته حلیل پوستهبراي ت

ي رفتار  ي برخوردارند. مطالعها فراوانی کاربرد، از اهمیت ویژهاي به دلیل  هاي استوانه ها، پوسته پوسته

بوده و همچنان ادامه  نه چندان دور تا به امروز مورد توجه دانشمندان ي ها از گذشته این گونه پوسته

اند که بتوانند مقاومت  ها بوده ي پوسته پیگیر اعمال تغییرات بر روي هندسه و ماده ،دارد. پژوهشگران

  ها را کاهش هاي مکانیکی و حرارتی افزایش و در صورت امکان، وزن آن ها را در برابر انواع تنش آن

  دهند.

مورد استفاده در صنایع مختلف هستند. این  هاي ترین سازه از مهم اي ي استوانهها پوسته

و مقاومت مکانیکی، از پرکاربردترین  سب قابل قبول میان میزان وزنها به جهت داشتن تنا سازه

هاي مختلف مهندسی مانند مکانیک، هوافضا،  هاي مهندسی هستند. به همین دلیل شاخه سازه

 ي اند. محدوده ین نیازهاي خود بهره بردهمتأبراي  سازهاي و ... از این  الکترونیک، معدن، هسته

از ساختارهاي بزرگ مکانیکی و عمرانی تا تجهیزات کوچک الکترونیکی را شامل  ،ها آن ي استفاده

  شود. می

  ها تعریف پوسته 2- 1

ي این دو  شود که توسط دو سطح انحنادار محدود شده و فاصله پوسته به جسمی گفته می

ي  . مکان هندسی نقاطی که در فاصله))1-1 (شکل سم کوچک است (سطح در مقایسه با سایر ابعاد ج

                                                 
1 Shells 
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ي عمودي بین دو  شود. فاصله نامیده می 1گیرند، سطح میانی مساوي از دو سطح انحنادار قرار می

ي پوسته با مشخص شدن شکل سطح میانی و ضخامت پوسته  دارد. هندسهضخامت پوسته نام سطح، 

اي، مخروطی، کروي، بیضوي،  هاي استوانه ها از نظر انحنا به پوسته پوسته گردد. در هر نقطه تعیین می

  . ]1[شوند بندي می تقسیم و ... سهموي و هذلولوي سهموي

  

 

  ]1[) مشخصات هندسی پوسته 1-1 (شکل 

  ها بندي پوسته دسته 3- 1

  شوند. بندي می ها از دیدگاه هندسی، مادي و رفتاري دسته در این بخش، پوسته

  دیدگاه هندسی:  -الف

: از انتقال یک منحنی یا سطح مادي در امتداد خط راست خارج از 2ي حاصل از انتقال پوسته

  شود. ي قوس، حاصل می صفحه

ي  : از دوران یک منحنی یا سطح مادي حول محور واقع در صفحه3حاصل از دوران ي پوسته

  شود. قوس، حاصل می

                                                 
1 Midsurface 
2 Shell of Translation 
3 Shell of Revolution 
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  گردد که داراي شرط زیر باشد. اي اطلاق می ي نازك به پوسته : پوسته1ي جدار نازك پوسته

) 1-1(  1
max( )

20

h

R
  

براي بسیاري از باشد.  شعاع انحناي سطح میانی می  Rضخامت پوسته و h ، )1-1 (ي رابطه در

  گیرند. ي زیر قرار می هاي نازك در محدوده کاربردهاي عملی ضخامت پوسته

) 1-2(  1 1

1000 20

h

R
   

کند پیروي  )3-1 (ي  از رابطهاي که نسبت ضخامت به شعاع آن  : پوسته2ي جدار ضخیم پوسته

   .]1,2[شود ي ضخیم نامیده می پوسته

) 1-3(  1

20

h

R
  

  دیدگاه مادي:  -ب

نقاط مختلف جسم یکسان است و تابع ي پوسته در  ه: خواص مکانیکی ماد3ي همگن پوسته

  باشد. موقعیت نقاط نمی

ي پوسته در نقاط مختلف جسم یکسان نیست و تابع  ه: خواص مکانیکی ماد4ي ناهمگن پوسته

  باشد. موقعیت نقاط می

ي پوسته در جهات مربوط به هر نقطه، یکسان  هماد : خواص مکانیکی5ي همسانگرد پوسته

  است.

                                                 
1 Thin Shell 
2 Thick Shell 
3 Homogeneous Shell 
4 Inhomogeneous Shell 
5 Isotropic Shell 
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  .]2[ستات مربوط به هر نقطه، یکسان نیي پوسته در جه ماده خواص مکانیکی: 1ي ناهمسانگرد پوسته

  دیدگاه رفتاري:  -ج

جایی هر نقطه از پوسته بین شرایط بارداري و  : جابه2هاي کوچک پوسته با تغییر شکل

  باري، کوچک است (رفتار خطی از نظر هندسی). بی

باري،  نقطه از پوسته بین شرایط بارداري و بیجایی هر  : جابه3هاي بزرگ پوسته با تغییر شکل

  کوچک نیست (رفتار غیرخطی از نظر هندسی).

کرنش از قانون عمومی  -ها بازگشت پذیرند و روابط تنش : تغییر شکل4پوسته با رفتار کشسان

  ي).کنند (رفتار خطی از نظر ماد هوك پیروي می

کرنش از قانون  -ذیرند و روابط تنشها بازگشت ناپ : تغییر شکل5پوسته با رفتار مومسان

   .]2[ي)کنند (رفتار غیرخطی از نظر ماد عمومی هوك پیروي نمی

  هاي نازك تئوري پوسته 4- 1

ي خطی بنا شده است. به طور کلیّ  ها بر مبناي تئوري الاستیسیته تئوري این دسته از پوسته

شود،  بعدي استفاده نمی ي سه هبه دلیل کوچک بودن یک بعد نسبت به ابعاد دیگر، تئوري الاستیسیت

دست  هاي نازك به تقریبی براي تحلیل پوسته -هاي تحلیلی زي روابط الاستیسیته، روشسا بلکه با ساده

سازي روابط الاستیسیته دارد. اولین  ي ساده هاي ارائه شده بستگی به درجه ت نتایج تئوريآورند. دقّ می

 به کارها  ها ارائه کرد که پس از آن در بسط تئوري پوسته ي ورق ) درباره1850( 6فرضیات را کیرشهف

                                                 
1 Anisotropic shell 
2 Small Deflection 
3 Large Deflection 
4 Elastic Behavier 
5 Plastic Behavier 
6 Kirchhof 
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فی کرد، اما کار وي ها را مبتنی بر فرضیات کیرشهف معر ) تئوري پوسته1874( 1گرفته شد. آرون

عنوان تئوري  هاي نازك را ارائه کرد که اکنون به ) معادلات عمومی پوسته1888( 2لووکامل نبود. 

) با استفاده از 1912( 3کیرشهف معروف است. رایسنر -لوو هاي نازك یا تئوري  پوستهلاسیک ک

اولین  )1932( 5را ارائه نمود. فلوگه 4هاي حاصل از دوران متقارن محوري فرضیات لوو تحلیل پوسته

ي دو را با لحاظ کردن خیزهاي کوچک ارائه کرد.  ها با تقریب مرتبه کسی است که تئوري پوسته

هاي خاص  شود و فقط در حالت هاي نازك شناخته می معادلات استاندارد پوسته عنوان بهلات وي معاد

آیند.  دست می ها با تقریب مرتبه یک و صفر به ها تئوري پوسته سازي آن باشد. با ساده قابل حل می

زك را هاي نا ) تئوري غیرخطی پوسته1957( 7) تکمیل شد. نقدي1944( 6نظریات فلوگه توسط بیرنه

ها را با  بندي پوسته ) فرمول1959( 8باشد. سندرز ها مشکل می کارگیري آن بندي کرد که به فرمول

شکل   ها را به ي پوسته ي نظریه ) امکان ارائه1964( 9یلفژاستفاده از اصل کار مجازي ارائه کرد و نوو

  .]2[تري نوشته شدند مختلط نشان داد و به این ترتیب معادلات به شکل فشرده

  بندي کرد: این گونه تقسیم توان به هاي نازك را می تئوري عمومی پوسته

 10ي صفر (تئوري غشایی) تئوري با تقریب مرتبه - 1

 11ي یک (تئوري خمشی) تئوري با تقریب مرتبه - 2

  .]3[ي دو (تئوري فلوگه) تقریب مرتبه تئوري با - 3

                                                 
1 Aron 
2 Love 
3 Reissner 
4 Axisymmetric Shell of Revolution 
5 Flugge 
6 Byrne 
7 Naghdi 
8 Sanders 
9 Novozhilov 
10 Membranc Theory 
11 Bending Theory 
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  تئوري غشایی 1-4-1

 کششی تواند نیروهاي محوري دوبعدي است که فقط می 2از دیدگاه مکانیکی، یک تار 1غشاء

توانند  ها خیلی کم است و از نظر فیزیکی نمی آن 3سختی خمشیکه هایی  را تحمل کند. پوسته

شوند. میدان نیروهاي داخلی در اغلب  لنگرهاي خمشی را تحمل کنند، با این تئوري تحلیل می

شود و ازاین جهت نیروهاي غشایی براي  یی تشکیل میطور عمده از نیروهاي غشا هاي نازك، به پوسته

تأمین تعادل ایستایی پوسته کافی هستند و به عبارتی دیگر پوسته از نظر ایستایی معین است. در 

 4اي جایی سطح میانی توصیف و مسائل در حالت تنش صفحه جایی پوسته با جابه تئوري غشایی، جابه

چنین  دي و کرنش عمودي در راستاي شعاعی و همعمو پوشی از تنش با چشم 5اي و کرنش صفحه

  شود.  تحلیل می هاي برشی ها و کرنش تنش

  تئوري خمشی   1-4-2

دوبعدي است که علاوه بر نیروهاي محوري، نیروهاي  7از دیدگاه مکانیکی، یک تیر 6ورق

وجه ها قابل ت هایی که سختی خمشی آن تواند تحمل کند. پوسته برشی و لنگرهاي خمشی را نیز می

شوند.  باشند و از نظر فیزیکی بتوانند لنگرهاي خمشی را تحمل کنند، با این تئوري تحلیل می

ها تعمیم داده شد و  ارائه و سپس توسط کیرشهف در مورد ورق 8ي مقدماتی تیرها توسط ناویر فرضیه

  بندي نمود. با همین فرضیات، تئوري خمشی را صورت لوو

دست آوردن نیروهاي خمشی کافی نیستند  در حالت کلّی، معادلات تعادل به تنهایی براي به

جایی پوسته با  عبارتی دیگر، پوسته از نظر ایستایی نامعین است. در تئوري خمشی نیز، جابه و به

                                                 
1 Membrance 
2 String 
3 Bending Stiffnes 
4 Plane Strees 
5 Plane Strain 
6 Plate 
7 Beam 
8 Navier 
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شود. فرضیات تئوري غشایی و تئوري خمشی (تئوري کلاسیک) را  جایی سطح میانی توصیف می جابه

  :]3[از دنعبارتنامند که  کیرشهف می -لوو ضیات فر

 نسبت ضخامت پوسته به شعاع انحناي سطح میانی در مقایسه با واحد، کوچک است - 1

 ي نازك)؛ (پوسته

 خیزها در مقایسه با ضخامت پوسته، کوچک هستند (خیز کوچک)؛ - 2

وشی پ هاي تنش، قابل چشم هاي تنش عمود بر سطح میانی نسبت به سایر مؤلفه مؤلفه - 3

 اي)؛ است (تنش صفحه

مقاطع مستوي عمود برسطح میانی پوسته، پس از بارگذاري و تغییر شکل، همچنان  - 4

ها کرنش عمود بر  هاي برشی و مؤلفه مانند. با این فرض، کرنش مستوي و عمود باقی می

  اي). شود (کرنش صفحه سطح میانی، صفر در نظر گرفته می

  کمانش 5- 1

بوده است. از ه دانشمندان و پژوهشگران ن پیش مورد توجیک قر کمانش از حدود ي پدیده

  ها انجام شده است. ها و پوسته بر روي ورق هاي بسیاري در این زمینه آن زمان تا به حال پژوهش

سختی  براي بارهاي کوچک، سازه به ،فشاري قرار گیردمحوري اي در معرض بار  چنانچه سازه

 1اعمالی افزایش یابد براي مقدار خاصی از بار که مقدار بحرانیدهد. چنانچه مقدار بار  تغییر شکل می

ل کند و از این نقطه به بعد، سازه وارد تغییر تواند نیروي اعمالی را تحم شود، سازه نمی نامیده می

یابد و سازه متحمل  ثیر بار کاهش میأهنگامی که سفتی یک سازه تحت ت شود. شکل بزرگ می

شود. براي بارهاي  شود، از عبارت کمانش استفاده می هاي عرضی بزرگ و قابل مشاهده می جایی جابه

شوند. اگر  ها ناپدید می جایی کوچک فرآیند کمانش الاستیک خواهد بود، چون پس از برداشتن بار جابه

                                                 
1 Critical load 
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ها اگر  ود سازه گسیخته خواهد شد. در طراحی سازهبیش از حد بزرگ ش ،جایی ناشی از کمانش جابه

بایست هر دو مبحث ایمنی  یک عضو یا بخشی از آن تحت کمانش قرار گیرد، در تحلیل آن می

  مبحث کمانش نیز همین امر است. ي مقاومتی و ایمنی کمانشی بررسی شود که دلیل لزوم مطالعه

ها احتیاج به میزان  د با مقاومت زیاد، سازهتولید موا ي در زمینههاي به دست آمده  با پیشرفت

به طور  ،ماده کمتري براي تحمل بار دارند. بدین مفهوم که با داشتن مواد داراي مقاومت مکانیکی بالا

ها  جه سازههاي وارده کم شده و در نتی ها جهت تحمل بار ضخامت و سطح مقطع مورد نیاز سازه کلیّ

اي را به کمانش  هاي تاریخی که شکست سازه تعداد زیادي از نمونه ند.ا هپذیرتر شد کمانشلاغرتر و 

هاي در حال ساخت، سکوهاي نفتی و  پل مانند فروپاشی سیلوها، موجود است: دهند ت مینسب

  هاي هواپیما پیش از رسیدن به بار نهایی طراحی. شکست سازه

هاي  استفاده از سازه امکان به جاي که تا حد استتمام تلاش مهندسان و طراحان بر این 

هاي جدار نازك  استفاده کنند. سازه 2هاي سبک و جدار نازك از سازه 1توپر، سنگین و جدار ضخیم

باشند. این تعریف شامل  بسیار کم نسبت به سایر ابعاد سازه میهایی هستند که داراي ضخامت  سازه

تلف اعم از صنایع هوافضا، خودروسازي، باشد که کاربرد فراوانی در صنایع مخ ها می گروه بزرگی از سازه

ها معیار  در طراحی این نوع سازه مهم ي هاي دریایی و مخازن دارند. نکته هاي عمرانی، سازه سازه

هاي جدار نازك به علت کم بودن  زیرا سازه ؛طراحی است که باید بر اساس معیار کمانش صورت گیرد

هایی با  اس هستند و ممکن است در اثر بارگذاريکمانش حس ي نسبت به پدیده شدت  بهضخامتشان 

ناپایدار کننده در سازه  ي یک پدیده کمانش ي که پدیدهت بسیار کم دچار مشکل شوند. از آنجا شد

امري  ،شناخت این پدیده جهت طراحی سازه ،باشد و ممکن است به شکست سازه بیانجامد می

با توجه به محدودیت وزنی این امر بسیار هاي هوایی  شود. در طراحی سازه ضروري محسوب می

نیاز  و سایر اجزاي سازه را بیشتر از حدها  پوستهباشد؛ زیرا اگر طراح ضخامت صفحات،  تر می حساس

                                                 
1 Heavy and Thick Structures 
2 Light and Thin Structures 
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شود. از  باشد و خطا در طراحی محسوب می در نظر گیرد با توجه به افزایش وزن سازه، طرح بهینه نمی

و در نتیجه طراحی  کمانش ممکن است رخ دهد ي پدیده ها ا کاهش ضخامت صفحات و پوستهطرفی ب

طراحی مشخص  ي بهینه ي باشد تا نقطه ها ملزم به یک روند تکرار و سعی و خطا می این نوع سازه

  .]4[شود

  ها کمانش و عوامل ایجاد آن در پوسته تیاهم 1- 1-5

بین  ي اند و فاصله که توسط دو سطح منحنی محدود شدهبعدي هستند  ها اجسامی سه پوسته

هاي مختلف زیاد است؛  کاربرد این اجسام در زمینه کوچک است.دو سطح در مقایسه با سایر ابعاد  این

  توان به نسبت مقاومت به وزن زیاد و نیز سفتی زیاد پوسته اشاره کرد. از دلایل این امر می

به دلیل سهولت ساخت و  اي هاي استوانه ها با اشکال هندسی مختلف، پوسته از میان پوسته

استفاده وسیعی دارند.  ي استفادهنیز مناسب بودن این شکل هندسی براي برخی کاربردها در صنعت 

مایعات که گاه  ي از جمله در ذخیره ،خصوص در صنایع حساس اي به هاي استوانه فراوان از پوسته

بررسی  یتاهم ؛راکتورهاي اتمی و  نند مشتعل شونده و یا سمی باشند، هواپیما، زیردریاییتوا می

 ي که بدنه فرض کنیدها از جمله کمانش را چند برابر کرده است.  هاي مکانیکی مربوط به آن پدیده

یک هواپیما در هنگام پرواز و یا نشستن، در اثر نیروهاي وارد شده بر آن دچار کمانش شود و یا یک 

آب دچار کمانش شود، فکر  یکاستات یدروه زیردریایی هنگامی که در اعماق آب است در اثر فشار

توان دریافت  سازد. می بررسی کمانش را پدیدار می یتاهمکردن به عواقب این دست مسائل به خوبی 

تحمیل کند، لذا لازم است در هنگام تواند  اعم از مالی و جانی را می هایی که وقوع این پدیده چه هزینه

توجه کافی شود و این امر فقط از طریق شناخت مکانیزم کمانش و بررسی در  ئلهطراحی به این مس

کمانش به صورت  به طور کلیّیابی است. ذکر این نکته در اینجا ضروري است که  این زمینه قابل دست

اي  هاي استوانه کند. کمانش پوسته بررسی آن را بیشتر می یتاهمدهد و همین امر  ناگهانی رخ می

  :]4[حت اثر موارد زیر رخ دهدکن است تمم
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 نیروي محوري - 1

 فشار خارجی - 2

 پیچش  - 3

  ترکیب موارد فوق - 4

  ها ي کمانش پوسته هاي مختلف حل مسئله بررسی روش 2- 1-5

اي باعث شده است که  هاي سازه عنوان المان ها به ها و پوسته ي بسیار وسیع از ورق استفاده

. تحقیقات به یکی از سه روش زیر استوار ها انجام شود تحقیقات دیرینه و بسیار وسیعی پیرامون آن

  است:

 ها بررسی تحلیلی سازه - 1

 ها بررسی عددي سازه - 2

  ها بررسی تجربی سازه - 3

امروزه سه روش فوق رایج بوده و گاهی از هر سه روش براي انجام یک تحقیق استفاده 

توسط  ها، روشی است که بر یک یا چند اصل فیزیکی استوار است؛ که شود. حل تحلیلی سازه می

ي ساده  هایی با هندسه اند. این روش حل بیشتر براي مسائل و سازه هاي ریاضی توسعه داده شده روش

دهد و حل بسیاري از مسائل ساده در  هاي دقیقی ارائه می ها و شرایط مرزي متقارن جواب و بارگذاري

یل تنش یک مخزن توان به تحل ها می هاي تحلیل سازه هاي منتشر شده موجود است. از روش کتاب

اي تحت فشار داخلی یا خارجی و یا یک ورق تحت کشش که یک سوراخ در آن ایجاد شده  استوانه

است اشاره نمود. در روش تحلیلی اگر اندکی مسئله از لحاظ هندسه، بارگذاري یا شرایط مرزي 

گردد. در مواردي نیز  می یرممکنغبه جواب دقیق بسیار دشوار و حتی  یافتندست پیچیده شود 

شاید دلیل تقریبی بودن این حل،  آید. دست می ها به هاي تقریبی براي حل تحلیلی سازه جواب

اند. عدم توانایی در حل معادلات  رفته به کاري است که براي حل معادلات  هاي ساده کننده فرض
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  تحلیلی است.  ت حلمشکلا ینتر مهمشود، از  هاي تحلیلی حاصل می که از حل دیفرانسیلی

هاي قدرتمند المان محدود  ها نیز روش دیگري است که امروزه توسط برنامه حل عددي سازه

توان از آن  صرفه است و همواره می به بازار صنعت آمده است. این روش بسیار ارزان قیمت و مقرون به

باشد، استفاده  یرممکنغیا  هاي تجربی و آزمایشگاهی گران قیمت بهره برد. زمانی که استفاده از روش

  تواند کمک زیادي به حل مسئله کند. از حل عددي می

گیرد، روش  ي مهندسین و محققین قرار می ترین روش عددي که امروزه مورد استفاده رایج

اي  سازه  ي پیوسته تبدیل به تعداد زیادي المان ي آن یک سازه وسیله باشد که به المان محدود می

و منتشر شده است که بیانگر اهمیت و قابلیت  یفتألهاي بسیار زیادي  زمینه کتاب شود. در این می

  باشد. اي می این روش در حل مسائل سازه

باشد. این روش  اي روش آزمایشی یا روش تجربی می ي حل مسائل سازهآخرین روش برا

هاي  ددي را بر جوابهاي تحلیلی یا ع توان جواب نمی گاه یچهباشد.  همواره جواب نهایی مسئله می

بهینه تجربی ترجیح داد. در بسیاري از مسائل روابط تحلیلی وجود دارند که توسط نتایج آزمایش 

براي صحت نتایج عددي یا تحلیلی مقایسه با نتایج تجربی بنابراین اولین معیار مقایسه اند.  شده

بنابراین استفاده از آن  ؛یی تمام شودتواند به قیمت بسیار بالا دست آوردن نتایج تجربی می باشد. به می

  .]5[باشد مستلزم محدودیت در مسائل اقتصادي می

  تابعی متغیرمواد  اي بر مقدمه 6- 1

دانشمندان علم  توسط 1984ي نخستین بار در سال برا 1تابعی متغیري ساخت مواد  نظریه

این مواد براي استفاده در دماي بالا و شرایطی که یک قطعه بایستی خواص  .]6[مواد ژاپن معرفی شد

گیرند. در این شرایط استفاده از  قرار می استفاده مورد، باشدهاي مختلف داشته  متفاوتی در قسمت

                                                 
1 Functionally graded material 
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مواد با خواص ثابت کارایی لازم را نداشته و این باعث ایجاد موادي شده که داراي خواصی متغیر 

ي این مواد، تغییرات خواص ساختارها یکرومبعی هستند. به خاطر تغییرات تدریجی در تا صورت به

هاي  تدریجی بوده و مشکل عدم تطابق در سطوح تماس در دو ماده مختلف که در بارگذاري صورت به

دهند، از  مختلف و در تغییرات دمایی در ماده نقش منفی خود را در استحکام و طول عمر نشان می

تابعی صورت گرفته  متغیري گذشته، مطالعات متعددي بر روي مواد  در طی سه دههواهد رفت. بین خ

ي فضاپیماها، اجزاي راکتورهاي اتمی،  است. این مواد کاربردهاي مفیدي در اجزاي موتور موشک، بدنه

  هاي توربین و کاربردهاي فنی و مهندسی دیگر دارند. تیغه

به دلیل تحمل بارهاي  ،تابعی متغیراز مواد  شده  ساختهاي هاي استوانهاز پوسته استفاده

، صنایع در صنایع هوا و فضا فراوانی کاربردهايچنین مقاومت در دماي حرارتی بالا، فشاري و هم

پوسته تحت بارگذاري فشاري قرار دارد و  ،هاکاربرداین . در اکثر دارنداي هاي هستهشیمیایی و راکتور

 متغیراي هاي استوانهیافتن بار بحرانی کمانش پوسته ،مثال  عنوان به ممکن است دچار کمانش شود.

هاي طبیعی پوسته اي برخوردار است. از طرفی بایستی فرکانسویژه یتاهمدر طراحی از  تابعی

 اجزاي متصل به پوسته جلوگیري شود.یی آ کارر ي تشدید و اختلال دشناخته شوند تا از پدیده

مورد  گذشتههاي نیز در سال تابعی متغیراي هاي استوانهتحلیل کمانش و ارتعاشات پوسته رو نیازا

ه بسیاري از پژوهشگران بوده است. توج 

  شده انجامهاي مروري بر پژوهش 7- 1

اي را تحت شرایط مرزي  هاي استوانه در پژوهشی ناپایداري پوسته ]7[ 2و جینین 1وانراد

 1با استفاده از تئوري کلاسیک و به روش مربعات دیفرانسیلی ]8[و همکاران  3. لويکردندساده بررسی 

                                                 
1 Radwan 
2 Genin 
3 Loy 
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رداختند، اي تحت شرایط مرزي ساده و گیردار پ به بررسی ارتعاشات یک پوسته استوانه 1دیفرانسیلی

و به  لوورا با استفاده از تئوري پوسته تابعی  متغیر ي  رتعاشات پوستها ]9[ وي و همکارانل چنین هم

- پوستهبه مطالعه بر روي ارتعاشات آزاد  ]10[و همکاران  3. پرادهانکردندتحلیل  2ریتز-روش رایلی

ها  با استفاده از روش رایلی پرداختند. آن تحت شرایط مرزي مختلف تابعی متغیر ايهاي استوانه

 .را با هم مقایسه کردند  شرایط مرزي مختلف به دست آوردند و آن براي هاي طبیعی پوسته را فرکانس

با افزایش شماره  ، هاي طبیعی پوسته براي هر شرط مرزي به این نتیجه رسیدند که فرکانس یتدرنها

خود به این نکته اشاره کردند  ي ها در مقاله یابند. آن ش میمحیطی، در ابتدا کاهش و سپس افزای مد

یابند؛ این در  هاي کششی و خمشی کاهش می سفتی ،توانی ي ه در رابطهکه با افزایش شاخص ماد

چنین بیشترین مقدار سفتی  یابد هم حالی است که سفتی پیچشی در ابتدا افزایش و سپس کاهش می

  ه برابر یک باشد.شاخص ماد دهد که پیچشی نیز هنگامی رخ می

تابعی با استفاده از تئوري تغییر  متغیرهاي ي استاتیکی ورقبه مطالعه ]11[و همکاران  4فریرا

6و گانسان 5کادولیشکل برشی مرتبه بالا پرداختند. 
هاي آزاد پوسته اتکمانش و ارتعاش ]12[ 

تئوري تغییر شکل برشی مرتبه اول و به  با استفاده ازرا  تابعی در معرض حرارت متغیراي استوانه

تابعی مختلف را تحت شرایط  متغیرها چند مواد   . آنکردندتحلیلی مطالعه  یمهن 7روش المان محدود

اي  هاي استوانه به بررسی پایداري پوسته ]13[پور آرانی و همکاران  کردند. قرباني گیردار بررسی مرز

ها با استفاده از روابط  ط مرزي ساده پرداختند. آنایا شرالاستیک تحت فشار محوري ب ي با هسته

و به روش انرژي معادلات پایداري و سازگاري را به دست آوردند و  8جایی سندرز جابه-غیرخطی کرنش

                                                 
1 Differential Quadrature Method (DQM)  
2 Rayleigh-Ritz 
3 Pradhan 
4 Ferreira 
5 Kadoli 
6 Ganesan 
7 Finite Element Method (FEM) 
8 Sanders 



15  

ي کمانش یک  به مطالعه ]14[ 3و باترا 2لی استفاده کردند. 1براي تحلیل کمانش از روش گالرکین

تحت بار محوري پرداختند و اثر پارامترهاي هندسی و تغییر خواص مواد را  لایه اي سه ي استوانه پوسته

یرات بار حرارتی و بار مکانیکی تأثبه  ]15[ 5و وانگ 4شنگ. بر روي بار بحرانی کمانش بررسی کردند

ي  وسیله تابعی احاطه شده به متغیراي  بر روي ارتعاشات، کمانش و پایداري دینامیکی پوسته استوانه

  ستر الاستیک با استفاده از تئوري تغییر شکل برشی مرتبه اول پرداختند.یک ب

اي  استوانه ي نیز به انجام پژوهشی بر روي کمانش و ارتعاشات پوسته ]16[ آذرافزا و همکاران 

یه با استفاده از سه روش کلاسیک، تئوري مرتبه اول تغییر شکل برشی و روش چندلاکامپوزیتی 

 - ها بعد از به دست آوردن معادلات حرکت، با استفاده از روابط کرنش پرداختند. آني افزار نرم

یت معادلات حرکت درنهاکرنش -ها در روابط تنش و جایگزینی آن لووجایی بر مبناي تقریب اول  به جا

و تحت شرایط مرزي یکسر آزاد و یکسر گیردار،  به دست آوردندي تغییر مکان را ها مؤلفهبر حسب 

 به این نتیجه رسیدندها  هاي فوریه دوگانه در نظر گرفتند. آن سري صورت بهي تغییر مکان را ها فهمؤل

  یابند. هاي طبیعی پوسته کاهش می که با افزایش بار محوري فشاري، فرکانس

اي  استوانه  اي را بر روي کمانش و ارتعاشات آزاد پوسته مطالعه ]17[ حدادپور و همکاران 

ها خواص مواد را وابسته به دما و در جهت  تحت اثر دما انجام دادند. آن گاه ساده، یهتکبا تابعی  متغیر

و روابط  لوو معادلات حاکم بر اساس تئوريتوانی فرض کردند.  ضخامت بر اساس رابطه توزیع

  و براي حل معادلات حرکت از روش گالرکین استفاده شد. استخراج 6کارمن- خطی دانل غیر

ر اي  استوانه ي پوستهپاسخ استاتیکی و ارتعاشات آزاد  ]18[ همکارانو  7ژاو را بـا   تـابعی  متغیـ

                                                 
1 Galerkin 
2 Li 
3 Batra 
4 Sheng 
5 Wang 
6 Donnell-Karman 
7 Zhao 
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1ریتز-یپاپیوسته در راستاي عمق، از روش ک طور بهفرض تغییرات خواص 
و با استفاده از تئوري تغییر  

ر حجمـی،  عواملی مانند کس یرتأثاند. در این مطالعه  دست آورده شکل برشی مرتبه اول براي پوسته به

آزاد مورد بررسی قرار گرفته  اتبراي ارتعاش ،مواد، شرایط مرزي، نسبت طول به ضخامت پوستهخواص 

  ها براي معتبر سازي حل مورد بررسی قرار گرفته است. است. همگرایی حل با تغییر تعداد گره

یرات برش عرضی و اینرسی چرخشی بر روي تأثبه تحقیق بر روي  ]19[ ابراهیمی و سپیانی

قرار دارد، پرداختند. سپیانی و تابعی که تحت بار محوري  متغیراي  ارتعاشات و کمانش پوسته استوانه

تابعی، احاطه شده  متغیراي  پژوهشی را بر روي کمانش و ارتعاشات پوسته استوانه ]20[ همکاران

، با در نظر گرفتن برش عرضی و اینرسی چرخشی انجام 2کي الاستیک ایزوتروپی ي یک لایه وسیله به

 وابسته به دما و استوانه تحت بار محوري فشاري قرار داشت.مواد ها خواص  دادند. در پژوهش آن

هاي الاستیک به کار را براي پوسته 5تئوري تغییر شکل برشی مرتبه بالا ]21[ 4و لیو 3ردي

که میدان  دلیل این در تئوري تغییر شکل برشی مرتبه بالا بهها به این نتیجه رسیدند که  بردند. آن

  شود، نیازي به ضریب تصحیح برشی نیست. بر اساس تغییرات سهموي تخمین زده میجایی  جابه

داراي  یهچندلااي  هاي استوانه به بررسی کمانش پوسته ]22[فر و همکاران  صادقی

 یریکنواختغها تأثیر خارج از مرکزي  پرداختند. آن یریکنواختغکننده با خارج از مرکزي  تقویت

چنین بار  اي با شرط مرزي ساده بررسی کردند. هم ي استوانه را بر روي بار کمانش پوسته 6استرینگرها

ي اول برشی و به  و بر اساس تئوري مرتبه لووجایی  جابه - بحرانی کمانش را با استفاده از روابط کرنش

دست آوردند. سپس به بررسی تأثیرات نسبت طول به شعاع، نسبت  هریتز ب -کمک روش رایلی

  ضخامت به شعاع، تعداد استرینگرها و نسبت عمق به عرض استرینگرها بر روي بار کمانش پرداختند.

                                                 
1 Kp-Ritz 
2 Isotropic 
3 Reddy 
4 Liu 
5 High Order Shear Deformation Theory (HSDT) 
6 Stringers 
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تابعی تقویت شده، تحت بار  متغیراي  ي استوانه به بررسی کمانش پوسته ]23[ 2و بک 1فونگ

و  3ها داراي رینگ ي آن ي مورد مطالعه ار پیچشی پرداختند. پوستهمحوري فشاري، فشار خارجی و ب

ها معادلات حاکم را با استفاده از تئوري کلاسیک به دست  استرینگر در سطح داخلی و خارجی بود. آن

  روش گالرکین آن را حل کردند. ي یلهوس بهآوردند و 

 4تابعی دوبعدي متغیراي  نهي استوا نیز به بررسی کمانش پوسته ]24[محمدزاده و همکاران 

در دو جهت شعاعی و محوري) تحت بارهاي ترکیبی محوري و فشار خارجی بر اساس  (تغییرات

ها با استفاده از روش مربعات دیفرانسیلی، بار بحرانی کمانش براي  تئوري کلاسیک پرداختند. آن

ا با بار بحرانی کمانش پوسته دست آوردند و آن ر تابعی دوبعدي را به متغیراي  ي استوانه پوسته

به این نتیجه بار بحرانی کمانش در  یتدرنهابعدي مقایسه کردند.  تابعی یک متغیراي  استوانه

تابعی  متغیراي  ي استوانه اي دوبعدي بیشتر از بار بحرانی کمانش در پوسته هاي استوانه پوسته

  کمانش دارد. بعدي است و این مسئله اثر قابل توجهی بر بار بحرانی یک

تابعی دوبعدي را  متغیراي  استوانه ي پوستهارتعاشات آزاد یک  ]25[زاده  ابراهیمی و نجفی

و با استفاده از تئوري کلاسیک  لووجایی  جابه - ها معادلات را بر اساس روابط کرنش بررسی کردند. آن

  ند. ها از روش مربعات دیفرانسیلی استفاده کرد به دست آورند و براي حل آن

در  5شده تیتقو ،تابعی متغیراي استوانه ي کمانش مکانیکی پوسته ]26[ فراهانی و همکاران 

- را مطالعه کردند. ژانگ 6با استفاده از تئوري تغییر شکل برشی مرتبه سوم ،جهت شعاعی و محوري

 با 8ترموالاستیکاي مگنوالکترو ي استوانهتعاشات پوستهتحلیل کمانش و ار ]27[ و همکاران 7لانگ

                                                 
1 Phoung 
2 Bich 
3 Ring 
4 Two-dimensional functionally graded material 
5 Stiffend 
6 Third order shear deformation theory 
7 Zhang Lang 
8 Magneto-electro-thermo-elastic 
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با استفاده از  ]28[و همکاران  1هانگوي چنین هواياستفاده از تئوري مرتبه بالا را بررسی کردند. هم

هاي  تابعی را تحت بارگذاري متغیراي  استوانه ي  مان محدود رفتار کمانشی پوستهروش ریتز و روش ال

        .و پیچشی  بررسی کردندمحوري، جانبی 

اي با استفاده از تئوري تغییر شکل برشی به بررسی  در مقاله ]29[ 3و کروغلو 2یوو سوفی

ها معادلات  تابعی تحت فشار خارجی پرداختند. آن متغیراي  استوانه ي کمانش و ارتعاشات یک پوسته

و براي حل معادلات از روش گالرکین استفاده  دست آوردند به حاکم را بر اساس تئوري پوسته دانل

 کردند.

تابعی تحت بار  متغیرمخروطی  ي پایداري یک پوسته به بررسی چنین هم ]30[ یوو سوفی

محوري فشاري پرداخت. معادلات با استفاده از تئوري تغییر شکل برشی مرتبه اول و بر مبناي تئوري 

  ها با استفاده از روش گالرکین صورت گرفت.  پوسته دانل به دست آمد و حل آن

اي با استفاده  ي استوانه ها ارتعاشات آزاد پوسته وانجام شده، تحلیل کمانش در اکثر مطالعات 

هاي در تئوري کلاسیک از کرنشاز تئوري کلاسیک و تغییر شکل برشی مرتبه اول انجام شده است. 

شود و در تئوري تغییر شکل برشی مرتبه اول نیز نیاز به یک ضریب می نظر صرفبرشی عرضی 

اي هاي استوانهبنابراین تحلیل کمانش و ارتعاشات پوسته؛ خطا در آن زیاد نشود است تا 4تصحیح برش

هاي برشی عرضی لحاظ تابعی با استفاده از تئوري تغییر شکل برشی مرتبه بالا که در آن کرنش متغیر

چنین در  هم اي برخوردار است.یت ویژهشود و نیازي به ضریب تصحیح برشی نیز ندارد از اهممی

که در  ؛ در حالیمستقل از دما در نظر گرفته شده است تابعی متغیرخواص مواد  ،مطالعات این شتربی

دما بر تغییر شوند و  بالا استفاده میبسیار هایی با دماهاي  تابعی در محیط متغیرمواد  ،اکثر کاربردها

                                                 
1 Huaiwei Huang 
2 Sofiyev 
3 Kuruoglu 
4 Shear correction factor 
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اي بر روي کمانش و  ویژهکار هاي فوق  در پژوهش گذارد. تأثیر می تابعی متغیر روي خواص مواد

با استفاده از  ،تابعی که تحت بار محوري استاتیکی قرار دارد متغیراي  ي استوانه پوسته آزاد ارتعاشات

اي  هاي استوانه با توجه به کاربرد وسیع پوسته تئوري تغییر شکل برشی مرتبه سوم انجام نگرفته است.

که در اکثر کاربردها نیز اي، هوافضا و ...  صنایع هسته :خصوص در صنایع حساسی مانند تابعی به متغیر

 متغیراي  هاي استوانه قرار دارند، بررسی کمانش و ارتعاشات پوسته و یا ارتعاشات در معرض کمانش

تري نسبت به تئوري  هاي دقیق تابعی با استفاده از تئوري تغییر شکل برشی مرتبه سوم که جواب

  اي برخوردار است. دهد از اهمیت ویژه کلاسیک و تئوري مرتبه اول می

  ي حاضر نامه معرفی پایان 8- 1

تابعی تحت بار  متغیراي  ي استوانه پوستهآزاد به بررسی کمانش و ارتعاشات  پژوهشدر این 

  باشد.  محوري پرداخته شده است. مبناي کار بر اساس تئوري تغییر شکل برشی مرتبه سوم می

به هاي ساخت این مواد و همچنین  تابعی و روش متغیردر فصل دوم؛ به معرفی مواد 

  .شده است  پرداختهسازي ریاضی این مواد  مدل

یح کامل ها به تشر جایی پوسته هاي حاکم بر جابه اي بر تئوري با مقدمهدر فصل سوم؛ 

آمده و این معادلات حل شده دست  به ي پوسته پرداخته شده است. سپس معادلات حرکت هندسه

  .است

در فصل چهارم؛ نتایج حاصل از تحلیل کمانش و ارتعاشات آزاد پوسته مورد بحث و بررسی 

  .ي کار ارائه شده است راي ادامهپیشنهادهایی ب یتدرنهاو  ار گرفتهقر



 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



 

  

  

  

  

     

  

 

   2 فصل

  تابعی متغیرمواد 
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 مقدمه 1- 2

هایی با  محیطگروه جدیدي از مواد هستند که براي استفاده در  FGM(1( مواد متغیر تابعی

 مورد، باشدهاي مختلف داشته  دماي بالا و شرایطی که یک قطعه بایستی خواص متفاوتی در قسمت

لازم را نداشته و این  ییکار آگیرند. در این شرایط استفاده از مواد با خواص ثابت  قرار می استفاده

تغییرات تدریجی در  دلیلتابعی هستند. به  صورت بهباعث ایجاد موادي شده که داراي خواصی متغیر 

م تطابق در مشکل عد است.تدریجی  صورت بهآن نیز  ي این مواد، تغییرات خواصساختارها یکروم

نقش منفی خود را در  ،و در تغییرات دمایی ها ، که در بارگذاريمختلف ي سطوح تماس دو ماده

  دهد، از بین خواهد رفت. استحکام و طول عمر نشان می

توان این مواد را  . میلز هستندترکیبی از سرامیک و ف از مواد با خواص تابعی متغیر،بسیاري 

هایی که نیاز به قابلیت تحمل دماهاي بالا و مقاومت به سایش است؛  متاي ساخت که در قس گونه به

هایی  درصد سرامیک بالا بوده و خواص ماده به خواص سرامیک نزدیک باشد و از طرف دیگر در قسمت

این  که نیاز به استحکام زیاد است درصد فلز بیشتر و خواص ماده به خواص فلز شباهت داشته باشد.

خواص ذکر شده در بالا داراي کاربردهاي فراوانی در صنایع مربوط به مهندسی مکانیک،  مواد به خاطر

هوافضا و عمران هستند و به خاطر خواص دمایی و مکانیکی مناسب، داراي پتانسیل بالایی براي 

 ها هستند. در صنایعی که سازه در مجاورت دماهاي بسیار بالا قرار دارد استفاده در بسیاري از زمینه

هاي زیاد،  هاي طراّح را برآورده کند بسیار مشکل است. در حرارت استفاده از مواد همگن که خواسته

که  است یحالگیرند و این در  قرار می فلزات و آلیاژهاي فلزي به شدت در معرض اکسیداسیون

استحکام بالا ، بسیاري از خواص مورد نظر در طراحی مانند چقرمگی و سرامیکیتنها از مواد  ي استفاده

ین مشکل از فلزات یا مواد مرکّب با پوشش عایق حرارتی استفاده رفع اسازد. براي  را برآورده نمی

موجب افزایش  ،اي به لایه دیگر در مواد مرکّب شود ولی تغییر ناگهانی خواص ترمودینامیکی از لایه می

                                                 
1 Functionally Graded Materials 
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شود.  تغییرات دمایی بالا میهاي حرارتی و ایجاد ترك در سطوح مشترك و گسیختگی سازه در  تنش

کی و یابی به موادي که داراي تغییرات یکنواخت خواص مکانیدست ،هاي گذشته رو در سال ینازا

 ي تابعی در زمره متغیرمواد است.  قرارگرفته محققاند، مورد توجه حرارتی در راستاي ضخامت باش

ي  پیوسته از یک نقطه به نقطه طور بهها  قرار دارند که خصوصیات آن همگن یرغو  مواد همسانگرد

سرامیکی به عنوان پوشش محافظ در برابر حرارت روي  ي ها، ماده کند. در بیشتر آن دیگر تغییر می

گیرد. تغییرات  سازه فلزي که داراي چقرمگی و استحکام و دیگر خواص مطلوب طراحی است، قرار می

موجب جلوگیري از تغییر ناگهانی  ،ها تابعی غیرمت ي نسبت حجمی مواد سازنده ي تدریجی و پیوسته

هاي  هاي حرارتی و تنش کاهش تنش باعث خواص ترمودینامیکی بین پوشش سرامیکی و فلز شده و 

نشان داده شده  )1- 2 (شکل  یک مثال از این مواد در شوند. ماند در سطح تمامی پوشش و فلز می پس

هاي گازي، پوشش مقاوم در برابر  تابعی در فضاپیماها، توربین متغیرترین کاربرد مواد  متداول است.

اي، خطوط تخلیه  ها و ... است. راکتورهاي هسته ها، بلبرینگ دنده سایش و خوردگی در ابزار برش، چرخ

 متغیرها و صنعت الکترونیک از دیگر موارد کاربرد مواد  هاي هوایی و فضایی، کوره موتور، سطوح سازه

  .تابعی هستند

  تابعی متغیرتاریخچه مواد  2- 2

اي براي  نیاز به موادي با مقاومت حرارتی بالا و قابلیت تحمل گرادیان شدید حرارتی، به انگیزه

به هنگام ورود به جو زمین هاي فضایی  مثال سطوح سازه عنوان بهتابعی تبدیل شد.  متغیرتولید مواد 

مل کنند. به این علت دانشمندان علم مواد در کلوین را تح 1600دمایی در حدود  بایست اختلاف می

اي طراحی کنند  تصمیم گرفتند ماده 1در مرکز تحقیقات هوافضا در شهر سندایی 1984ژاپن در سال 

هاي ساخت مواد  ، سه سال بعد از اولین ایده1987در سال  .]31[تا گرادیان شدید دما را تحمل کند

ساخت این مواد تعریف شد که  یهاولآوري  ي عظیم براي رسیدن به فن تابعی، یک پروژه متغیر

                                                 
1Sendai 
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  .]32[نشگاه و شرکت در آن همکاري کردندمؤسسات پژوهشی هفده کشور و چندین دا

ي ترکیب دو فاز مختلف را با تغییر  ایده ]31[ 2و دووزِ 1بِورِ 1972براي نخستین بار در سال 

 منظور بهبود خواص مکانیکی مطرح کردند. تیب هر کدام از فازها در هر لایه بهي آرایش و تر در نحوه

روي مواد  1960و  1950هاي  در دهه ]31[ 3اي که گتُزِل از نتایج تحقیقات گسترده ها آني  ایده

براي نخستین بار در کشور ژاپن نام  1980ي گرفت. در اواسط دهه مرکب انجام داده بود نشأت می

تابعی داده شد و عصر جدیدي براي تحقیقات گسترده روي این مواد  متغیره مواد ب FGMعلمی 

تحقیقات خود را بر روي  ]32[ 6و هیراي 5، کویزومی4هاي نینو سه تن از دانشمندان به نام گشود.

هاي  دهد که با توجه به اینکه اجزاي سازه ي فضاپیما آغاز کردند. تحقیقات این سه تن نشان می پروژه

ریزساختارهاي  گیرند، در ترکیب تغییر رار میکار رفته در بدنه فضاپیما تحت بارهاي بسیار شدید ق به

اي موجود و در دسترس ساخته  از اجزاي سازههاي بدنه، بایستی به دو مورد توجه گردد. نخست،  سازه

 یزت نوكسطوح آمدن  به وجود یلبه دلهاي فضایی  شوند و دوم اینکه از تمرکز تنش در اجزاي سازه

در کشور ژاپن سازمانی متشکل از  1987ها باعث شد که در سال  ي این یافته پرهیز گردد. نتیجه

منظور تحقیق گسترده در ارتباط با مواد  ي بسیار زیادي به دانشمندان مختلف تأسیس شده و بودجه

اند  ن سرد شدهآاین سازمان تحقیقات خود را بر روي اجزایی که یک وجه تابعی تخصیص یابد.  متغیر

ي علمی این سازمان  شوند، معطوف نمود. کمیته و وجه دیگرشان در محیط بسیار داغ نگهداري می

ها هدایت شدند.  نهایت به سمت فلزات و سرامیک مرکب معدنی شد که در موادمأمور طراحی و ارزیابی 

ها  کلوین در محیطی اکسیدکننده در نظر گرفته شد و آزمایش 2000ا حدود براي سطح داغ، دم

کلوین قرار داشت و  1000ي مناسبی براي سطح داغ نشان داد. سطح سرد در دماي  سرامیک را ماده

                                                 
1 Bever 
2 Douwez 
3 Gotzel 
4 Nino 
5 Koizumi 
6 Herai 
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مد نظر قرار گرفت. بین دو  ،به این شکل خصوصیاتی مانند مقاومت، سختی و هدایت حرارتی مواد

با مخلوطی از سرامیک و فلز با درصدي مشخص پر کردند که این عمل توسط  و سرد را  سطح داغ

توجه خود را  ]31[ 2، نینو و ساساکی1، کویزومی، میاموتو1993متالوژي پودر صورت گرفت. در سال 

 متغیري تحقیقاتی استفاده از مواد  هاي بقاي انرژي معطوف کردند. هدف این برنامه بر روي سیستم

هینه کردن تبدیل انرژي حرارتی به الکتریسیته بود که در مواد ترموالکتریک استفاده تابعی براي ب

ي وسیعی از  ي بازدهی بالا در بقاي انرژي در محدوده ي این پروژه در زمینه ویژه یتاهمشود.  می

کشور و در چند  1990تا  1980هاي  تغییرات درجه حرارت بود. در خارج از کشور ژاپن در بین سال

تابعی صورت گرفت.  متغیرآمریکا، چین و روسیه تحقیقاتی روي مواد  متحده یالاتاجمله آلمان،  از

هاي پژوهشی و  تابعی در محیط متغیرمنظور ساخت و کاربرد مواد  هاي بسیار زیادي به تلاش هرچند

این مواد  ؛ ولی رشد و شکوفایی بیشترهاي گذشته صورت گرفته است هاي تحقیقاتی در سال آزمایشگاه

                                                                                                                              .گردد ي آینده بیش از پیش عیان میها در صنعت، در دهه

      

  Bاجزاي فاز                          

  Aبا ماتریس فاز                      

  ناحیه انتقال                         

   Aاجزاي فاز                         

 Bبا ماتریس فاز                      

 ]33[ تابعی در یک جهت مشخص متغیري  یک ماده ي دهنده یلتشکتغییرات کسر حجمی اجزاي  )1-2 (شکل 

                                                 
1 Miyamoto 
2 Sasaki 
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  تابعی متغیرهاي تولید مواد  روش 3- 2

تابعی توسعه داده شده است که  متغیرهاي متعددي براي تولید مواد  تا به امروز روش

 3يمجزا سازهاي  و روش2يساز همگنهاي  ، روش1هاي ترکیب کردنی روشی در سه گروه طورکل به

   .]34[شوند بندي  می دسته

یه و به لا یهلا طور بهتابعی  متغیر ي ی، مادهکردن یبترکهاي  ی: در روشکردن یبترکروش  - 1

شود. در این روش،  یمبا در نظر گرفتن توزیعی مناسب براي اجزاي سازنده، ساخته 

تغییرات تدریجی ماده، با کامپیوتر قابل کنترل است و امکان ایجاد هر گونه تغییر تدریجی 

، هاي گذشته  ي اتوماسیون در دههآور فني  هاي صورت گرفته در زمینه وجود دارد. پیشرفت

 ی و اقتصادي ممکن ساخته است.فناستفاده از این روش را از لحاظ 

 ي ي: در این روش، تغییرات ناگهانی در سطح مشترك بین دو مادهسازروش همگن - 2

 شود. تدریجی ایجاد می صورت بهتغییرات  با مختلف، از طریق انتقال مواد

ماکروسکوپیک همگن است از طریق انتقال ماده  طور بهاي که  سازي: مادهروش مجزا - 3

 متغیر ي انش تبدیل به مادهیله میدانی خارجی مانند میدان الکتریکی یا میدان گروس به

 هرگونهبرخلاف روش ترکیب کردنی، امکان ایجاد  آخر، شود. در این دو روش تابعی می

هاي ترکیب کردنی معرفی  در ادامه تعدادي از روش. جود نداردوتغییر تدریجی در خواص 

  شوند.    می

  روش متالوژي پودر  2-3-1

ی شامل تشکیل کل طور بهروند،  می به کارابعی ت متغیرروش متالوژي پودر که براي تولید مواد 

هاي  ساختاري از پودر با تغییرات تدریجی مورد نظر در درصد حجمی اجزا و سپس استفاده از روش

                                                 
1 Constitutive 
2 Homogenizing 
3 Segregating 
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بدون فشار و پرس گرم در قالب بسته، جهت تراکم آن 1سازي جامد سازي مانند پرس سرد، لخت

تابعی دانست؛ زیرا با  متغیرهاي تولید مواد  ترین روش توان یکی از متداول این روش را می .هستند

اند،  یافته  متالوژي پودر و سرامیک توسعه هاي گذشته در زمینه هایی که در طول دهه استفاده از روش

اي به  تبدیل ماده چنین امکان تولید پودر بسیاري از فلزات و آلیاژها و مواد سرامیکی وجود دارد و هم

ذکر  یانشانماید.  ذرات بسیار کوچک، شرایط مناسبی را براي ایجاد تغییرات تدریجی دلخواه فراهم می

از 2دهنده در صورت کوتاه بودن زمان نفوذ یلتشکهاي  زمان فاز است که در این روش امکان نفوذ هم

  .]34[تابعی بسیار نازك باشد رمتغی ي آنکه ماده ساز شود مگر  تواند مشکل می ،زمان تولید

تابعی با استفاده از روش متالوژي پودر، چگونگی  متغیرهاي اصلی در تولید مواد  از چالش

هاي متنوعی در این زمینه  تشکیل شده از پودر است. روش یهاولایجاد تغییرات تدریجی در ساختار 

آوري بالا است. در  هاي با فن یستمهاي نیازمند س هاي دستی تا روش ارائه شده است که شامل روش

هاي دستی  کند، روش ها تنها در یک جهت تغییر می جهته که خواص آن تابعی تک متغیرمواد  ي زمینه

هاي جداگانه  ها، تهیه لایه متعددي براي ایجاد خواص تدریجی ارائه شده که از پرکاربردترین این روش

تابعی  متغیرها بر روي یکدیگر است. براي تولید مواد  هبا ترکیب یکنواخت و سپس انباشتن این لای

توان به روش گریز از  ها می است. از جمله این روش  جهته، چندین روش اتوماتیک نیز توسعه یافته تک

رود. در این روش  می به کاراي شکل  مرکز براي تراکم پودر اشاره کرد که براي ساخت اجسام استوانه

کن عمودي  شود به داخل مخلوط هایی که توسط کامپیوتر کنترل می سرعت پودرها از سه مخزن با

شوند. در این روش  شوند و از آنجا پودرهاي مخلوط شده به مرکز قالبی دوار پاشیده می تغذیه می

باشد؛ قبل  ایجاد اطمینان از سرعت عملکرد بالاي دستگاه می منظور بهید بر اختلاط سریع پودرها تأک

  .گردد تا پودرها را در جاي خود نگه دارد ش، موم تزریق میاز توقف چرخ

                                                 
1 Sintering 
2 Diffusion Time 
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  یده پوششروش  2-3-2

اي را بین  توانند نقش ماده واسط بهینه تابعی می متغیرهاي مواد  در بسیاري از کاربردها، لایه

اي و پوشش خارجی که از سایر اجزا در مقابل شرایط نامناسب دمایی، خوردگی و فرسایش  جزء توده

تابعی ارائه شده  متغیربراي تولید مواد  یپوشش دههاي متعددي از  کند، ایفا کنند. روش محافظت می

ها با توجه به  هاي زیاد وجود دارد؛ اما این روش ها امکان تولید سازه با ضخامت که در تعدادي از آن

پوشش دهی در هاي  روش کاربرد ندارند.ماند، چندان  ي زیادي که باقی میها هاي بالا و حفره هزینه

به  ،ها امکان کنترل تغییرات تدریجی ترکیبات هاي ترکیب کردنی هستند که در آن واقع جزء روش

شوند، وجود دارد. همانند  کامپیوتر کنترل می با تغذیه گاز، مایع و یا پودر، که هاي دستگاه ي وسیله

ایجاد شده شوند. در  یهاولجی نفوذ نباید باعث بر هم زدن تغییرات تدری ي روش متالوژي پودر، پدیده

، زمان 3گذاري با بخار و رسوب2، الکتروفرمینگ1از قبیل پاشش پلاسما یده پوششهاي معمول  روش

افتد. در ادامه تعدادي از  نفوذ اتفاق نمی ي پدیده ،کافی کوتاه بوده و در نتیجه ي تولید به اندازه

  شوند. معرفی می یده پوششتابعی با روش  متغیرهاي تولید مواد  روش

  روش پاشش پلاسما 2-3-2-1

تفنگ پلاسما تبدیل به ذرات پودر با دما و سرعت  ي یلهوس بهدر این روش فلز و مواد دیرگداز 

هاي از قبل تعیین شده از طریق کنترل سرعت تغذیه، مواد پودر شده به هم  بالا شده، سپس با نسبت

قابل توجه ذرات پودر ذوب شده در  چسبند. در این روش سرعت بالاي ذرات، موجب صاف شدن می

هاي باقی مانده در  که این ویژگی موجب کاهش حفره ؛شود جامد می ي اثر فشار بر روي زیر لایه

   .]35[شود نشین شده نهایی می پوشش ته

  

                                                 
1 Plasma spray 
2 Electroforming 
3 Vapor Deposition 
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  ]35[تصویر مفهومی از روش پاشش پلاسما  )2-2 (شکل 

  الکتروفرمینگروش  2-3-2-2

شود؛ بدین  تابعی استفاده می متغیرالکتروشیمیایی براي تولید مواد  ي در این روش از پدیده

شوند. از طریق  آند انتخاب و ذرات سرامیک به محلول الکترولیت اضافه می عنوان بهصورت که فلز 

شش بر روي کاتد هاي حجمی در سوسپانسیون، پو تغییر چگالی جریان الکتریکی و یا تغییر نسبت

شود.  سرامیک استفاده می- فلز و فلز-تابعی فلز متغیرشود. از این روش براي تولید مواد  نشین می ته

عیب این روش مدت زمان زیاد مورد نیاز براي تولید ماده با ضخامت زیاد است. این زمان براي تولید 

  .رسد روز می 30میکرومتر تا  8پوششی با ضخامت 

  با بخارگذاري رسوب 2-3-2-3

هاي کربن یا نیتروژن  اتم زمان همگذاري چند فلز بخار شده و با اعمال  این روش شامل رسوب

تشکیل مخلوط کنترل  باعث ،هاي کربن یا نیتروژن هاي فلزي و اتم در فاز گازي است. واکنش بین اتم

یر در طول زمان، پذ کنشواشود. با تغییر تراکم گازهاي  شده از فلز و نیترید یا کاربید مربوط به آن می

هاي بسیار  شود. مزّیت اصلی این روش امکان تولید لایه سازه با تغییرات تدریجی خواص تولید می

هر چند که دماهاي بسیار بالا در این روش موجب کاهش  ،نازك با شیب تغییرات زیاد ترکیبات است

   .]34[شود تابعی می متغیرپایداري مواد 
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  تابعی متغیرهاي مواد  مدل 4- 2

کند.  صورت پیوسته تغییر می تابعی در یک، دو و یا سه راستا به متغیرخواص مکانیکی مواد 

صورت ریاضی پیشنهاد شده است. در  تابعی به متغیرهاي ریاضی گوناگونی براي بیان خواص مواد  مدل

به  cو  mچه سرامیک و فلز تشکیل شده است. چنانجزء تابعی از دو  متغیر ي اغلب موارد، ماده

صورت زیر  عنوان حجم فلز و سرامیک در نظر گرفته شوند؛ کسر حجمی هر یک از دو جزء به ترتیب به

  خواهد بود.

) 2 -1(  
   ,     cm

m c

m c m c

vv
V V

v v v v
 

 
 

باشـند و همـواره از    معرّف کسر حجمی جزء فلزي و سرامیکی می ترتیب به  cV و mV بالا ي در رابطه

  کنند. زیر پیروي می ي رابطه

) 2 -2(  1m cV V   

  شود. صورت زیر بیان می تابعی به متغیر ي نسبت حجمی، خواص مکانیکی مادهبا استفاده از توابع 

) 2 -3(  
m m c cP P V PV   

تابعی، خاصیت جزء فلزي و  متغیر ي گر خاصیت ماده ترتیب بیان به cPو P ،mPبالا ي در رابطه

تابعی  متغیر ي خاصیت جزء سرامیکی است. در ادامه چند مدل مهم براي توزیع خواص مکانیکی ماده

  .معرفی خواهند شد

  1مدل ردي  2-4-1

خطی، تابعی از  صورت غیر تابعی به متغیر ي طور کلیّ خواص مکانیکی ماده در این مدل، به 

شوند. با این فرض که تغییرات  کند، بیان می درجه حرارت و مختصاتی که خواص در آن تغییر می

                                                 
1 Reddy 
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  صورت زیر نوشت: توان رابطه را به باشد می zتابعی در راستاي  متغیر ي خواص ماده

2 3 2 311
0 1 2 3 0 1 2 3( , ) ( 1 ) ( ) ( 1 ) ( )cm
m m m m m c c c c c

PP
P z T P P T P T P T V z P P T P T P T V z

T T
         

 

) 2-4(  P ( )V (z) P ( )V ( )m m c cT T z   

  Tبراي بیان خواص مربوط به سرامیک و فلز استفاده شده است.  m و cبالا از زیرنویس  ي در رابطه

تشکیل دهنده  ي ، ضرایبی هستند که براي هر مادهiPمعرّف درجه حرارت در درون جسم و ضرایب 

  شوند.صورت یکتا تعیین میبه

 یابد.صورت زیرکاهش میچنانچه خواص مواد ثابت فرض شوند فرمول ردي براي توزیع خواص به

) 2 -5(       0 0m m c cP z P V z P V z   

  .]31[توانی به صورت زیر مدل کرده است را با تابعبالا  ي رابطهکاررفته در  ردي کسر حجمی به

  

) 2 -6(  
 

1

2

g

m

z
V z

h

 
  
 

 

عنوان مثال براي یک    کند. به اي است که خواص در آن تغییر می ، معرّف محدودهhبالا  ي در رابطه

معرفّ  hتابعی که تغییر خواص آن در راستاي ضخامت است،  متغیرشده از مواد   ساخته ي پوسته

مقادیر  کهشود  تابعی نامیده می متغیر ي ماده 1، شاخص توانی�کار رفته   ضخامت پوسته و ثابت به

 ي از میانه zچنین  بیانگر شدت تغییرات خواص ماده است. هم مقدار این توان کند. نامنفی را اختیار می

تابعی از این مدل استفاده  متغیرسازي مواد  شود. در تحقیق حاضر براي مدل گیري می ضخامت اندازه

  شده است.

                                                 
1 Power Low Index 
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  1مدل اردوگان   2-4-2

  .]31[کند صورت زیر مدل می تابعی را به متغیر ي اردوگان، تغییرات خواص یک ماده

) 2 -7(    0
zP z P e   

تابعی بستگی دارد. در  متغیر ي دهنده ماده ثابت هستند که به خواص تشکیل 0Pو در این مدل 

گیري  کند، اندازه از یکی از دو لبه راستایی که خواص در آن تغییر می zاین مدل معمولاً مختصات 

اي که تغییرات خواص در جهت شعاعی با مدل اردوگان است،  شود. به عنوان مثال، براي استوانه می

  شعاع خارجی و یا شعاع داخلی استوانه است.  zگیري  مبدأ اندازه

  2مدل تانیگاوا   2-4-3

تابعی مطابق با توزیع مخصوص به خود  متغیرک از خواص مواد بر مبناي مدل تانیگاوا هر ی

انیگاوا روابط زیر شوند. براي دو خاصیت مدول الاستیسیته و ضریب انبساط حرارتی، ت بندي می فرمول

  .]36[را ارائه کرد

  

) 2 -8(  
  0

2 6
1

2

n
z z

E z E
z L

  
  

  
 

  

) 2 -9(  
  0 1

p
z

z
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 
 

  
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هاي  ت. ثابرود و داراي بعد طول است کار می ثابتی است که براي نرمالیزه کردن به Lبالا  ي در رابطه

تابعی بسته به نوع اجزاي سرامیک  متغیر ي اند، در هر ماده کار رفته به دیگر که به صورت ضریب و توان

را در سراسر ماده 3پوآسون د. لازم به ذکر است تانیگاوا ضریبشون طور یکتا تعیین می اش به و فلزي

  گیرد. یکسان در نظر می

                                                 
1 Ordogan 
2 Tanigawa 
3 Poisson’s Ratio 
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  1داومدل ن   2-4-4

ي  توزیع نمایی استوار است، براي بیان توزیع کلّیه ي خطی زیر را که بر پایه ندا مدل غیر

  .]31[تابعی ارائه کرده است رمتغیمواد خواص 

  

  

) 2 -10(   

1

2
      ln c c

m m

P Pz
ln

h P P

mP z P e

 
  

   
  

   

ر اي است که خواص د محدوده hشود و  خواص محاسبه می براي تغییراتاز میانه  zبالا،  ي در رابطه

 (کند صورت پیوسته تغییر می آن به
2 2

h h
z  (.  

                                                 
1 Noda 



 



 

  

  

  

  

  

  

    3 فصل

  تحلیل کمانش و ارتعاشات برمعادلات حاکم 
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  مقدمه 1- 3

و بررسی هندسه و خواص   پوستهدر  استفادهمورد  هاي تئوريابتدا به معرفی  فصلدر این 

هاي  جایی و منتجه جابه - کرنش، کرنش -چنین روابط تنش همشود.  اي پرداخته می استوانه ي پوسته

 ،شده توسط نیروي محوري انجام. در ادامه انرژي کرنشی، انرژي جنبشی و کار است مدهآ ،تنش

اي تحت بار  استوانه ي اصل همیلتون، معادلات حرکت پوسته به کمکپس از آن . شوند حاسبه میم

اي  استوانه ي هاي طبیعی پوسته ي بار کمانش و فرکانس درنهایت به محاسبه .آیند دست می هبمحوري 

  شود.  تابعی پرداخته می متغیر

  ها پوسته برتئوري حاکم  2- 3

   شوند. اي معرفی می هاي استوانه تحلیل پوستهاستفاده شده در  هاي تئوريبرخی از در اینجا 

  تئوري کلاسیک  3-2-1

دارد که تمامی خطوط مستقیمی که عمود بر سطح میانی پوسته  تئوري کلاسیک بیان می

 از کرنشیگر د عبارت بهمانند،  باشند، قبل و بعد از تغییر شکل نیز مستقیم و عمود بر آن باقی می می

هاي برشی  تغییر شکل ،. از آنجا که این تئوريگردد نظر می و کرنش نرمال عرضی صرف 1عرضی برشی

بینی خیز عرضی، بارهاي کمانش و  گیرد، استفاده از آن خطاي زیادي را در پیش را در نظر نمی

هاي تئوري  برخی از فرض .کند هاي جدار ضخیم وارد می خصوص براي پوسته هاي طبیعی به فرکانس

  .]37[در زیر آمده است ،هستندمعروف  کیرشهف-لوو  هاي فرض هب کلاسیک که

 پوسته نازك است. - 1

 ها کوچک هستند. ها و دوران جایی جابه - 2

مقاطع مسطح و عمود بر سطح میـانی پـس از تغییـر شـکل نیـز مسـطح و عمـود بـاقی          - 3

                                                 
1Transvers shear strain 
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 مانند. می

کوچـک هسـتند و    تـنش  یگـر دهاي  فهؤلهاي عمود بر صفحه میانی در مقایسه با م تنش - 4

   .نظر کرد توان از آن صرف می

  مرتبه اول  تئوري تغییر شکل برشی 3-2-2

بعد از تغییر  راست و عمود بر صفحه میانی خطوط ،مرتبه اول تغییر شکل برشیدر تئوري 

 شود. و اثرات تغییر شکل برشی عرضی در نظر گرفته می مانند اما عمود نیستند راست باقی میشکل 

 1یضریب تصحیح برشاز  بنابراینشود  در این تئوري، کرنش برشی در راستاي ضخامت ثابت فرض می

  .]37[دشو استفاده می

 مرتبه سوم  تغییر شکل برشیتئوري  3-2-3

 تخمین میدان براي هاي مرتبه بالا اي مله، از چند ج(سوم) هاي برشی مرتبه بالا تئوري   

جایی در راستاي ضخامت بهره برده و در نتیجه نیازي به استفاده از ضریب تصحیح برشی در این  جابه

نسبت به تئوري مرتبه اول دقت محاسبات را افزایش  (سوم) هاي مرتبه بالا تئوري نخواهد بود. تئوري

در این پژوهش از تئوري مرتبه سوم  .]37[یابد دهند، اما در مقابل حجم محاسبات نیز افزایش می می

عمود  ،برشیک سینماتیک تغییر شکل  )1-3 (شکل برشی براي استخراج معادلات استفاده شده است. 

  دهد. را نشان می y=0 ي بر لبه

                                                 
1Shear correction factor 
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  ]38[هاي کلاسیک، مرتبه اول و مرتبه سوم تغییر شکل راستاي عمود بر صفحه میانی در تئوري )1-3 (شکل 

  اي استوانه ي پوستههندسه و خواص   3- 3

 و شعاع h، ضخامت Lتابعی به طول  متغیراي ساخته شده از مواد  استوانه ي یک پوسته

 ارجاع داده شده z و x، اي به دستگاه مختصات استوانهمفروض است. سطح میانی استوانه  R متوسط

 فشاري چنین پوسته تحت بار محوري هم ؛شود گیري می اندازه zفاصله از سطح میانی با مختصات که 

aN 2- 3(شکل ( است.((    

  

  بار محوري تحتتابعی  متغیراي  استوانه ي پوسته )2-3 (شکل 
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  تابعی متغیراي  استوانه ي خواص پوسته 3-3-1

،  مرجع در صفحه میانی آن مختصاتو  hاي با ضخامت یکنواخت  استوانه ي براي یک پوسته

 ،براي کسر حجمی فلز ،ي توانی تابعی با استفاده از رابطه متغیر ي ي ماده اجزاي سازندهتوصیف 

   توان به صورت زیر نوشت: می

  

) 3 -1(  
 

1

2

g

m

z
V z

h

 
  
 

 

ماده است که مقادیر نامنفی را  شاخص توانی gفاصله از صفحه میانی پوسته و  zبالا  ي که در رابطه

کند. با توجه به اینکه مجموع کسر حجمی مواد سازنده برابر با یک است، کسر حجمی  اختیار می

  زیر بیان خواهد شد: ي سرامیک طبق رابطه

  

) 3 -2(  
 

1
1

2
c

g
z

V z
h

 
   

 
 

)بیانگر فلز خالص ،برابر صفر gمقدار  )1-3 ( ي در رابطه 1)mV   و اگرg نهایت میل کند  به سمت بی

)ي سرامیک خالص است  نشان دهنده 0)mV .  

  خواص وابسته به دما 3-3-2

روند که در این صورت تغییرات  کار می هاي با دماي بالا به تابعی در محیط متغیرمعمولاً مواد 

ها   بینی خواص مواد، آن در پیش آید. ضروري است براي دقت قابل توجهی در خواص آن بوجود می

توان  را می Pهر خاصیت مکانیکی در پوسته مانند 1طبق قانون ویت .وابسته به دما در نظر گرفته شوند

  .]39[زیر بیان کرد ي ص اصلی مطابق رابطهابر حسب خو

) 3 -3(     
1

( , ) ( ( ) ( ))( ) ( )
2

g
eff out in in

z
P z T P T P T P T

h
              

باشد. در  می اي ي استوانه داخلی پوستهسطح  و خارجیسطح گر خواص به ترتیب بیان inPو outPکه 

                                                 
1Voigt 
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بع توان با یک تا وابسته به دما فرض شده و می الاستیسیته خواص مکانیکی مانند مدول )3-3 ( ي رابطه

  .]39[غیرخطی از دما آن را نشان داد

در نظر  فلز ،سطح خارجی و سرامیک ،سطح داخلی پوسته جز در موارد ذکر شده هشپژو در این

  گرفته شده است.

) 3 -4(     2 31
0 1 2 3( ) ( 1 )

P
P T P PT P T P T

T
               

مواد تشکیل دهنده هاي  ثابتوابسته به  ضرایب دماییi=(iP - 6,5,4,3,2,1,0,1( )،4- 3 ( ي در رابطه

   است. ) آمده1-4( جدولاست که در 

زیر تعریف  تابعی به صورت روابط متغیر ي مادهپوآسون  و ضریب جرمی ، چگالیالاستیسیتهمدول 

  شوند. می

 
  )الف - 3-5  (        

1
,

2

g

eff m c c

z
E T z E T E T E T

h

 
    

 
 

 
  )ب -5- 3(        

1
,

2

g

eff m c c

z
T z T T T

h
   

 
    

 
 

 

  )پ -5- 3(        
1

,
2

g

eff m c c

z
T z T T T

h
   

 
    

 
 

 

   اي استوانه ي استخراج معادلات حرکت پوسته  4- 3

اي بر اساس تئوري مرتبه سوم تغییر شکل  استوانه ي پژوهش معادلات حرکت پوستهدر این 

  اند. استخراج شده لووجایی  جابه - برشی ردي و روابط کرنش

  جایی میدان جابه 3-4-1

 و u ،v هاي تغییر مکان لفهؤمردي بر اساس تئوري مرتبه سوم تغییر شکل برشی    w در
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  .]37,38[توصیف کردصورت زیر  توان به را می zوx،هاي  جهت

 

  )الف -3-6  (    3 0
0 2

4
, , , , ,

3
x x

w
u x z t u x t z z

h x
   

 
    

 
 

 

  )ب -3-6 (    3 0
0 2

4 1
, , , , ,

3

w
v x z t v x t z z

h R
    



 
    

 
 

  )پ -3-6 (   0, , , , ,w x z t w x t   

0بالا  وابطدر ر 0 0( , , )u v w و هاي صفحه میانی جایی جابه x وهاي عمود بر صفحه میانی  چرخش

  .]38,40[هستند xوحول محورهاي

ضخامت پوسته به سمت  (شعاعی) در جهت zو  محیطی در راستاي طولی،  xي  مختصه

  .))2- 3شکل ((استوانه و بر روي لایه میانی است  داخل

  کرنش -تنش  روابط 3-4-2

براي  کرنش –روابط کلی تنش اي،  اي با فرض شرایط تنش صفحه ي استوانه براي یک پوسته

  .]37[به صورت زیر خواهد بود همسانگرد ي یک ماده

 

 

  

x

x











 
 
 
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   =
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 
 
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 

x

x











 
 
 
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)  3-7(  
xz

z





 
 
 

   =
55
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0

0

Q

Q

 
 
 

xz

z





 
 
 

  

تنش برشی  ،x (محیطی) تنش در جهت x ، (طول) تنش در جهت x)،7- 3  (ي  در رابطه

xي  در صفحه ،xz ي رشی در صفحهتنش بx z وz ي تنش برشی در صفحهz   .است

ماتریس سفتی کاهش یافته  [Q] )،7-3  ( ي در رابطهها نیز به همین صورت خواهد بود.  براي کرنش

  .]20[شود صورت زیر تعریف می که به است.
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                   z
A 1

R
   
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(   3-8 )  
 55 66

2 1
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E
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A 
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
 

 12 21 21
eff eff

eff

E
Q Q
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


 


 

  تغییر مکان -کرنش روابط 3-4-3

  .]41[شود به صورت زیر تعریف می لووبر اساس تئوري تغییر مکان  -ي کرنش رابطه

  
x

u

x



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  1 v
w

R
 

 
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x R
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
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xz

u w

z x


 
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  1
z

v w v

z R R
 

 
  
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) 3 -9(  
z

w

z






         

  آیند. دست می صورت زیر به ها به کرنش )9-3 ( وابطدر ر )6-3  ( روابطبا جایگذاري 

 

  

  

     0 1 33
x x x xz z       

     0 1 33z z          

     0 1 33
x x x xz z          

 
 

)  3-10( 

 
  

   0 22
xz xz xzz     

   0 22
z z zz       

،)10-3  (در روابط  0

x،
 0

،
 0

xهاي سطح میانی،  کرنشxz  وz هاي برشـی عرضـی،    کرنش

 1,3

x ، 1,3

  و 1,3

x باشند. می انحناها   
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)  3-11(   2 0 0
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  هاي تنش منتجه 3-4-4

  .]37,38[شوند صورت زیر تعریف می به هاي تنش منتجهاي،  استوانه ي براي یک پوسته
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   

  

 
 

  )ت -3-12 (

2

2

xz

h z

x

h

Q
dz

Q 






 
 


 
 
  

   

 

  )ث -3-12 (
2

2

2

h

xz

h z

xR
z dz

R 






 
 

 







  

   

  اصل همیلتون 3-4-5

فاده توان با اسـت  تحت بار محوري را میتابعی  متغیراي  استوانه ي معادلات حرکت براي پوسته

  .]37[از اصل همیلتون استخراج کرد

 

)  3-13(  
0

( U V K) 0
a

T

N dt      

V،یانرژي کرنشوریشنال  �δکه 
aN  و  (محوري) ي نیروهاي خارجی وسیله شده به انجام کاروریشنال

δ�  انجام شده را  اکنون باید انرژي کرنشی، انرژي جنبشی و کار باشد. می انرژي جنبشیوریشنال

تابعی  متغیراي  ي استوانه ها در اصل همیلتون معادلات حرکت پوسته دست آورده و با قرار دادن آن به

  تحت بار محوري را استخراج کنیم.
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  انرژي کرنشی  3-4-6

  .]42[شود میمحاسبه  زیر ي رابطه به صورت  انرژي کرنشی

 
 

)  3-14(  
  

2

2

h

x x x x xz xz z z

hA

U dz dA               



       

در  )10-3  (ي  رابطهجایگذاري  با در نظر گرفتن تئوري مرتبه سوم تغییر شکل برشی، یعنی با

  .خواهد شدصورت زیر  به  انرژي کرنشی )14-3  ( ي رابطه

           
2

0 1 3 0 1 33 3

2 2

2

4 4
{[   

3 3

h

x x x x

hA

U z z z z
h h

           



   
        

   
   

         0 1 3 0 23 2

2 2

4 4

3
x x x x xz xz xzz z z

h h
         
   

       
   

  

 

)  3-15(  

   0 22

2

4
] }z z zz dz dA

h
    
 

  
 

  

هاي تنش به صورت زیر  هانرژي کرنشی بر حسب منتج ،)12-3( روابطبا در نظر گرفتن  چنین هم

  خواهد بود.

           0 1 3 0 1 3

2 2

4 4
[

3 3
x x x x x x

A

U N M P N M P
h h

                  

             0 1 3 0 2 0 2

2 2 2

4 4 4
]

3
x x x x x x x xz x xz z zN M P Q R

h h
AQ R

h
d                     

 

)  3-16(   

کرنشی بر انرژي ، ءجزبه  ءگیري جز و با انتگرال )16-3  ( ي رابطهدر  )11-3  (روابط  که با جایگذاري

  .آید میها به دست  جایی هاي تنش و جابه حسب منتجه
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2

0 0 02 2 2

4 4 1
(

3 3
x x x x

x x

A

NN M P P
u w v

x x h x h x
U

R
   


 
   

    
   


  

      
2

0 0 02 2 2 2

11 4 1 4

3 3
xN M P P N

w w v
R R R h R h x
    

     
  

   
    

   
 

         
0 2 2

1 1 4 1 4

3 3
x x x x x

x x

N M M P P
u

R x R x h x R h x
    

     


    
    

    
 

         
2

0 0 02 2 2 2

2 4 4 4

3
x x x

x x x x

P Q R
w Q w R w Q

R h x x h h x


      


  
     

   
 

          
0 0 0 02 2 2

1 4 1 4 1 4
]

Q Q R
w v R w R v dA

R R h R h R h
  

      
 

 
    

 
 

)  3-17(  

  

  ي جنبشیانرژ 3-4-7

  .]37[شود ي زیر محاسبه می صورت رابطه انرژي جنبشی به

 

)  3-18(  
2

2

(u u v v w w)

h

hA

K dzdA    



           

 )18-3  (ي  در رابطه) 6-3(، با جایگذاري روابط با در نظر گرفتن تئوري مرتبه سوم تغییر شکل برشی

  .خواهد شدبه صورت زیر  جنبشیانرژي 

2
3 30 0

0 02 2

2

4 4
[(u z z ( ))( u z ( ))

3 3

h

x x x x

hA

eff

w w
K z

h x h x


     



 
      

  
 

      

3 30 0
0 02 2

4 1 4 1
( z z ( ))( z ( ))

3 3

w w
v v z

h R h R
   


    

 

 
      

 

 
      

)  3-19(    0 0 ]w w dzdA    

  به صورت زیر خواهد شد. )19-3  (ي  رابطه zسازي روابط بر حسب  با مرتب
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)  3-20(  

2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2

[(u u v v w w ) z(u u v v )

h

x x

h

e f

A

fK           



                      

             2 3 0
0 0 02

w4
z ( ) z (u u u

3
x x x x

h x
 


      


    




         

             0 0 0
0 0 0 0 0

w w w1 1
u v v v v )

x R R
 


    

 

  
    

  

  
       

             4 0 0
2

w w4
z (

3
x x x x x x

h x x
 


       

 
    

 

 
         

             2 60 0 0
2

w w w1 1 4
) ( ) z (

3
x x x

R R h x
   

 
      

 

  
    

  

  
        

             0 0 0 0 0w w w w w1 1
x

x x x R R
   

 
    

 

    
    
    

    
      

               0 0
2

w w1
)]dzdA

R



 

 


 

 
 

  ]37[ي زیر  صورت رابطه با تعریف اینرسی جرمی به

 

)  3-21(  

  

2
2 3 4 6

0 1 2 3 4 6

2

( , , , , , ) (1, , , , , )dz

h

eff

h

I I I I I I z z z z z



   

به  ي انرژي جنبشی درنهایت رابطهتابعی است،  متغیري  چگالی جرمی مؤثر مادهeffکه در آن 

  صورت زیر خواهد شد.

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0
0 0 1 3 3 0 0 0 1 32 2 2

4 4 4
[( I u I I I ) ( I I I

3 3 3
x x

A

w
K u v

h h x h
      


        




      

              0 0 0
3 0 0 0 3 32 2 2

4 1 4 4 1
I ) (

3 3 3

w u v
v I w I I

h R h x h R


 

  
    

  

  
  

          
2

2 20
4 4 6 62 2 2 2 2

4 4 1 4 4 1
( ) ( )

3 3 3 3
x w

I I I I
h x h R h x h R

  

 

  
   

   

  
 

          
2

2 20
6 6 0 1 0 2 3 02 2 2 2 2

4 1 4 4
( ) ( ) ) (
3 3 3

x
x

w
I I w I u I I u

h R h x h


 



 
     

 


   

          2 20 0
4 4 4 6 62 2 2 2 2

4 4 4 4 4
( ) ( ) )

3 3 3 3 3
x x x x

w w
I I I I I

h h h x h h x
   

 
    

 

 
    
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)  3-22(  

          0
1 0 2 3 0 4 4 42 2 2 2

4 4 4 4 1
(

3 3 3 3

w
I v I I v I I I

h h h h R
    




      




     

             2 2 0
6 62 2

4 4 1
( ) ( ) ) ]
3 3

w
I I dA

h h R
  




 




  

  

  انجام شدهکار  3-4-8

ي زیـر محاسـبه    بـه صـورت رابطـه    )aN( ناشی از نیروي محوري ،سیل)ن(پتا کار انجام شده

  .]43[شود می

)  3-23(  

  

2 20 0[( ) ( ) ]
2a

a
N

A

N v w
V dA

x x

 
 

   

  آید. ) کار انجام شده به صورت زیر به دست می23-3  (ي  گیري از رابطه 1اکنون با وریشن

2 20 0 0 0 0 0[ ( ) ( ) ] [2( )( ) 2( )( )]
2 2a

a a
N

A A

N v w N v v w w
V dA dA

x x x x x x

 
  

     
   

        

)  3-24( 2 2
0 0

0 02 2
[ ( ) v ( ) ]a a

A

v w
N N w dA

x x
 

 
 

 
 

  

  معادلات حرکت 3-4-9

و کار  ))22- 3(  (رابطه، انرژي جنبشی ))17-3  (ي  (رابطهبا جایگذاري روابط انرژي کرنشی 

 ي پوستهحرکت معادلات )) 13- 3  (ي  (رابطهدر اصل همیلتون )  )24-3  ( ي (رابطهانجام شده 

  آید. ت بار محوري به دست میتابعی تح متغیراي  استوانه

                                                 
1Variation 
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  )الف - 25- 3 (
  0

0 0 0 1 2 3 2 3

1
: xx

x

NN
u I I C I C I

x R x

w
u 



 
    

  


  

  

 
2

0 0
0 1 0 0 1 2 3 2 32

1 1
: x

a

N N Q R v w
v C N I v I C I C I

x R R R x R
   

 
 

   
       

   


  

   ب) - 25- 3(

  
2 22

0 1 2 1 2 2 2

1 1 2
: xx x xQ R P P NQ R P

w C C C
x x R x R R x R

    
   

       
        

          
 

2 2 2
20 0 0 0 0

0 0 2 6 2 32 2 2 2

1 1
{a

w ww
N I C I C I

x x R x R

u v
w

 

      
        

      

   
  

  پ) - 25- 3( 4 1 6

1
}xI C I

x R




 
   

  



 

  
  
  
  

  ت) - 25- 3(

 2 2 1

1
: x xx x

x x x

M PM P
C C Q C R

x x R
 

 

    
     

    
 

     2 0
1 2 3 0 2 2 4 2 6 2 4 2 6  2 x

w
I C I u I C I C I C I C I

x



      




  

 

  
  
  
  

  ث) - 25- 3(

 2 2 1

1
: x xM P M P

C C Q C R
x x R

   
  

 

    
     

    
 

     2 0
1 2 3 0 2 2 4 2 6 2 4 2 6

1
2

w
I C I v I C I C I C I C I

R
 


      




  

که در آن 
2 2

4

3
C

h
  1و 23C C باشد. می  

ها  جایی حسب جابهباید معادلات حرکت بر  ها ، براي حل آندست آوردن معادلات حرکت پس از به

  .کرنش تعریف شوند و هاي تنش روابط بین منتجه باید؛ براي این کار محاسبه شوند
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  کرنش - تنش هاي منتجه ي رابطه  5- 3

  شود. کرنش به صورت زیر تعریف می و هاي تنش بین منتجه ي رابطه
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  شرایط مرزي 6- 3

گاه  ، دو سر تکیهدر این مطالعه اي ي استوانه براي پوسته شرایط مرزي در نظر گرفته شده

0xگاهی لازم است که در  ساده است. با در نظر گرفتن این شرایط تکیه   وx L  شرایط زیر

  برقرار باشد.

  شرایط مرزي هندسی

) 3 -30(  � = 0, � = 0, �� = 0 

  مرزي طبیعیشرایط 

) 3 -31(  �� = 0, �� = 0, �� = 0 

گاه ساده را  با شرایط مرزي تکیه ))29- 3(روابطاي ( ي استوانه یک حل براي معادلات حرکت پوسته

  .]19,20[گرفتصورت زیر در نظر  توان به می
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   cos cosi t
mn mn mu A e x n    

   sin sini t
mn mn mv B e x n    

  sin cosi t
mn mn mw C e x n    

   cos cosi t
xmn mn mH e x n    

)  3-32(  sin sini t
mn mn mK e x n

    

 mnKو mnA،mnB،mnC،mnHکند. در این رابطه، ارضا میجایی فوق شرایط مرزي را  میدان جابه 

، هستند هاضرایب شکل مد
m

m

L



 ،n محیطی، شماره مد m محوري شماره مد،   فرکانس

  . باشد میزمان  tو  طبیعی

  تحلیل کمانش 7- 3

در  یمانز هاي عبارتشود ( بایستی حل استاتیکی انجام  دست آوردن بار کمانش براي به

به یک  )29- 3(در روابط  )32-3  ( وابطبا جایگذاري ر. شود) مین در نظر گرفته  )32-3  (ي  رابطه

هاي سینوسی و  عبارتبا فاکتورگیري از  آمده است. »الف«رسیم که در پیوست  دستگاه معادلات می

  رسیم. به روابطی به صورت زیر می ،»الف« پیوست کسینوسی از معادلات

cos)  )الف -3-33  ( cos ) ( , ,R,...) 0m x n L m n    

sin)  ب) -3-33( sin ) ( , ,R,...) 0m x n L m n    

sin)  پ) -3-33( cos ) ( , ,R,...) 0m x n L m n    

cos)  ت) -3-33( cos ) ( , ,R,...) 0m x n L m n    

sin)  ث) -3-33( sin ) ( , ,R,...) 0m x n L m n    

,m)که  n, R,...)L  شکل و ها،  پارامترهاي هندسی، سفتیتابعی از ضرایب سینوس و کسینوس بوده و

و یـا ضـرایب   سینوسـی و کسینوسـی    هاي عبارتیا ) 33-3براي حل معادلات (. باشد شماره مدها می
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سـینوس و کسـینوس بایـد     هـاي  عبـارت جا که در این پـنج معادلـه    باید برابر صفر باشند. از آنها  آن

سینوس و کسینوس برابر صـفر نخواهنـد   پس هیچ گاه به ازاي یک مقدار ثابت  ،همزمان برقرار باشند

 یابیم.  مجهولات را می ،ها ضرایب آندترمینان بود. از این رو با صفر قرار دادن 

در aNجـاي  به crNو با قرار دادن» الف«پیوست از معادلات  ها سینوس و کسینوس با حذف

   رسیم.   به دستگاه معادلات زیر می حالت بحرانی

  

  

  

) 3 -34(  
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     
    
    
        

  

صفر قـرار  با  ،دست آوردن جواب غیربدیهی براي به آمده است. اکنون » ب« در پیوست ijTکه مقادیر 

  خواهیم داشت: ضرایبماتریس دترمینان  دادن

  

  

  

) 3 -35(  

  

11 12 13 14 15

2
21 22 23 24 25

2
31 32 33 34 35

41 42 43 44 45

51 52 53 54 55

0
m cr

m cr

T T T T T

T T N T T T

T T T N T T

T T T T T

T T T T T







   

  آید. دست می صورت زیر به به استاتیکی بار کمانش ي معادله، )35- 3 (ي  رابطهبا ساده سازي  یتدرنها

  

) 3 -36(  

  

2( , , ) ( , m, n) N ( , m, n) 0

m, n 1, 2,3,...,

cr cra L m n N b L c L  

 
  

 nو  m معادله، بار کمانش پوسته، برايحل این  باباشد.  بار کمانش میNcrضرایب و  cو a ،bکه 

با داشتن پارامترهاي هندسی  باشد. ، بار بحرانی کمانش میآنآید و کمترین مقدار  دست می مختلف به
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  تابعی را محاسبه نمود. متغیراي  ي استوانه بار کمانش پوسته )36-3 (ي  توان از رابطه می ،و خواص مواد

  تحلیل ارتعاشات آزاد 8- 3

به دستگاه  )29-3( در روابط )32-3  (ي  با قرار دادن رابطه براي تحلیل ارتعاشات آزاد نیز

برابر کسري از  )aN( با در نظر گرفتن بار محوري رسیم. آمده است می» ج«معادلاتی که در پیوست 

نیز تمامی مراحل تحلیل کمانش را  تحلیل ارتعاشات آزاد در .دهیم حل را انجام می بار بحرانی کمانش

هاي زمانی، اینرسی جرمی نیز وارد معادلات  عبارتانجام داده با این تفاوت که با در نظر گرفتن 

به دستگاه  آمده است» ج«ها از معادلاتی که در پیوست  با حذف سینوس وکسینوساکنون  .شود می

  رسیم. معادلات زیر می

  

  

  

  

  

  

  

  

  

     

11 12 13 14 15

2
21 22 23 24 25

2
31 32 33 34 35

41 42 43 44 45

51 52 53

0 2 3 1 2 3

0 2 3 1 2 3

2
2 2

2 3

54

2 3 0 2 6 2 4 2 6 2 4 2 62

55

2

0 0

0 0

m

m m

m a

m a

m

I C I I C I

n
I C I I C I

R

n n n
C I C I I C I C I C I C I C I

R R R

I

T T T T T

T T N T T T

T T T N T T

T T T T T

T T T T T











 

 
  
 
 

 



 
      

 

 
  



 

 

2
1 2 3 2 4 2 6 2 2 4 2 6

2
1 2 3 2 4 2 6 2 2 4 2 6

0 0

0 0

2

2

mC I C I C I I C I C I

n
I C I C I C I I C I C I

R



 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 

    




  
 

 
 

  

  

  

  

  

  

) 3 -37(  

0

0

0

0

0

mn

mn

mn

mn

mn

A

B

C

H

K

    
    
    
    
    
    
       

 

  



59  

که در آن 
2 2

4
 

3
C

h
 و مقادیرijT آمده است. »ب« در پیوست  

تابعی  متغیراي  ي استوانه هاي طبیعی پوسته فرکانس ،)37-3 ( ي ي مقدار ویژه مسئله حل غیربدیهی

  دهد. را می محوريتحت بار 



 

  



  

  

  

  

  

  

   4 فصل

تحلیل و بررسی نتایج
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  مقدمه 1- 4

تابعی با تغییرات  متغیراي  ي استوانه در این پژوهش به بررسی کمانش و ارتعاشات پوسته

استفاده از تئوري تغییر شکل برشی مرتبه سوم و  با و  پرداختهبعدي در راستاي ضخامت  یکخواص 

در این فصل نتایج  هاي طبیعی و بار کمانش ارائه شده است. ، فرکانسلووی جای جابه -روابط کرنش

، نشان داده و درستی نتایج شوند میدیگر مقایسه  مراجعبا  از تحلیل کمانش و ارتعاشات دست آمده به

ي  و پیشنهادهایی جهت ادامه مورد بحث و بررسی قرار دادهدست آمده را  . سپس نتایج بهشود می

  .شود میهاي مرتبط ارائه  مطالعات در زمینه

  خواص وابسته به دما 2- 4

و  1ي ترکیبی سیلیکون نیترید از ماده ،دست آوردن نتایج حاصل از تحقیق حاضر براي به

تابعی، خواص باید وابسته به  متغیرردن تأثیر خواص مواد کمنظور مدل  استفاده شده است. به 2نیکل

صورت  به Tدر دماي  پوآسون براي هر یک از مواد ول الاستیسیته، چگالی جرمی و ضریبمد. دما باشد

  ].33[شود محاسبه میزیر 

) 4 -1(   1 2 3
0 1 1 2 31iP P P T PT PT PT

      

خواص  باشد. Tدر دماي  خواص هر یک از تواند می Pنیترید یا نیکل باشد و  کونیلیس تواند یم iکه 

 )5-3( در روابط )1- 4(ي  با جایگذاري رابطه. است مدهآ )1-4( جدولر د ینکلو 300 يمواد در دما

   د.آی میدست  به تابعی متغیري  پوآسون مؤثر، براي ماده ول الاستیسیته، چگالی جرمی و ضریبمد

  

                                                 
1Silicon Nitride 
2Nickel 
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  .]33[ي نیکل و سیلیکون نیترید و مادهضرایب خواص وابسته به دما براي د) 1-4 (جدول 

    سیلیکون نیترید  نیکل

v E(N.m-2) v E(Nm-2) 
  

0  0  0  0  P-1 

31/0  95/223 ×109 24/0  43/348 ×109 P0 

0  - 794/2 ×10-4 0  - 070/3 ×10-4 P1 

0  - 998/3 ×10-9 0  160/2 ×10-7 P2 

0  0  0  - 946/8 ×10-11 P3 

8900(kg.m-3 ) 2370(kgm-3 ) � 
  

   

  ي نتایج با تحقیقات گذشته مقایسه 3- 4

از تحلیل کمانش  حاصلوهش، نتایج در این پژ نشان دادن درستی محاسبات انجام شده براي

   .در گذشته مقایسه شده است هبا تحقیقات انجام گرفت ،و ارتعاشات آزاد

  بررسی کمانش 4-3-1

دست آمده در این حالت، مقادیر بار بحرانـی کمـانش بـراي     براي نشان دادن درستی نتایج به

 )2-4 (جدول مقایسه شده است. با توجه به  ]44[اي همسانگرد با مقدار آن در مرجع  ي استوانه پوسته

 2و المروث 1دست آمده از کار حاضر و مطالعات گزارش شده توسط براش شود بین نتایج به مشاهده می

استفاده شده  3ي سرامیکی آلومینا درصد وجود دارد. در این مقایسه از ماده 4/2اختلافی کمتر از  ]44[

  است.

  

                                                 
1 Brush 
2 Almroth 
3 Alomina 
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  ]44[ با مرجع شده از آلومینا  ساختههمسانگرد ي  براي پوسته )MN( بار بحرانی کمانش ي مقایسه )2-4 (جدول 

L/R=1  وR=0.3m  

�

�
  اختلاف (%)  حل حاضر  ]44[براش و المروث 

1

30
 

1

50
 

1

100
 

1

200
 

1

300
 

2390/26 

  

6167/25 

  

37/2  

4460/9 

  

3091/9 

  

45/1  

3615/2 

  

3955/2  

  

42/1  

5940/0 

  

5951/0 

  

18/0  

2623/0          2626/0 

 

11/0  

  
  

  ارتعاشات آزاد بررسی 4-3-2

Ω بعد بی طبیعیهاي  ) نتایج فرکانس1-4 (شکل  = 2ω ∗  ي براي پوسته  ���/�����2

گاه ساده را با  نیکل، با شرایط مرزي تکیه - از سیلیکون نیترید شده  ساختهتابعی  متغیراي  استوانه

شود که  دهد. مشاهده می هاي کلاسیک، مرتبه اول و مرتبه سوم برشی نشان می استفاده از تئوري

 5(اختلاف کمتر از  توافق خوبیبر اساس تئوري مرتبه سوم  آمده  دست  به طبیعی هاي فرکانس

بر اساس تئوري کلاسیک و مرتبه اول که در  شده  ارائهبا نتایج خصوص در مدهاي پایین  به درصد)

در شماره مدهاي بالا شود، نتایج تئوري حاضر،  طور که مشاهده می آمده است دارد. همان ]19[ مرجع

از تئوري توان استفاده  د. دلیل این امر را میده می  دست بهتري نسبت به مرجع مذکور  پایین مقادیر

تر بودن روابط  چنین کامل ها و هم مرتبه اول و کلاسیک پوسته هاي جاي تئوري مرتبه سوم به
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   در این تئوري دانست. ها شده براي پوسته  گرفته  کار سینماتیک به

ش و سپس هاي طبیعی ابتدا کاه محیطی فرکانس) با افزایش شماره مد 1-4در شکل (

هاي  براي تئوري شود، که فرکانس پایه نامیده می فرکانس طبیعیمقدار کمترین یابند.  افزایش می

افتد این در حالی  اتفاق می )=7n(محیطی هفتم  ي اول و سوم در شماره مد رشی مرتبهتغییر شکل ب

   افتد. اتفاق می )=6n(محیطی ششم  فرکانس پایه در شماره مد ،براي تئوري کلاسیکاست که 

  

 

   اي تحت بار محوري ي استوانه براي پوسته محیطیهاي  برحسب شماره مد بعد بی طبیعی ) فرکانس1-4 (شکل 
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    ارائه و بررسی نتایج 4- 4

ي  پوسته آزادي کمانش و ارتعاشات دست آمده از کار حاضر برا نتایج به بخش،در این 

از جمله اثرات بار محوري،  مترهاییاتأثیر پار چنین است. هم شدهارائه  تابعی متغیراي  استوانه

هاي  فرکانس ،کمانشبار بر روي دما  ونسبت طول به شعاع صوصیات مواد، نسبت ضخامت به شعاع، خ

ذکر  بهلازم  مورد مطالعه قرار گرفته است.تابعی  متغیراي  ي استوانه پوسته ي طبیعی و فرکانس پایه

1mبراي مد محوري اول ( ، نتایجحاضردر تحلیل که است   ،(0.01
h

R
 ،1

L

R
 ،5g  و

300T K است.  آمده  

  کمانشنتایج  4-4-1

ش بعد کردن بار کمان بی براي  بعد آمده است که به صورت بی ،نتایجبار کمانش ارائه شده در 

  .]44[شده استي زیر استفاده  از رابطه

) 4 -2(  

  

2
*

2
cr

cr

m

N L
N

D
  

*
crN بعد، بار کمانش بیcrN ،بار کمانشL اي و ي استوانه طول پوستهmD ي  سفتی خمشی پوسته

  شود. صورت زیر تعریف می اي تمام فلزي است که به استوانه

) 4 -3(  

  

3

212(1 )
m

m

m

E h
D

v



 

mE مدول الاستیسیته ،mv پوآسون و  ضریبh اي تمام فلزي است. ي استوانه ضخامت پوسته  
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ابتدا کاهش و سپس افزایش محیطی بار کمانش  هايمدشماره با افزایش ) 2-4 (شکل در 

کمتري نسبت به دو  مقادیردست آمده با استفاده از تئوري مرتبه سوم برشی،  بار کمانش به .یابد می

براي تئوري شود  که بار بحرانی کمانش نامیده میمانش کمترین مقدار بار ک دهد. میتئوري دیگر 

در مد محیطی هفتم هاي مرتبه اول و سوم برشی  و در تئوري )=6n(کلاسیک در مد محیطی ششم 

)7n=افتد. ) اتفاق می  

  

 

   هاي مختلف براي تئوري محیطی هايمدشماره بر حسب  بعد بی کمانش بار) 2-4 (شکل 
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هاي مختلف  براي شاخص شماره مدهاي محیطیبر حسب  بعد بی بار کمانش) 3-4 (شکل 

یابد. دلیل اصلی این افزایش  افزایش می نیز با افزایش شاخص ماده، بار کمانش دهد. را نشان میماده 

ي این تغییر جنس پوسته، از  در نتیجه باشد. ي تمام سرامیکی می ي تمام فلزي به پوسته تبدیل پوسته

شاخص ماده  یابد. آنجا که مدول الاستیسیته سرامیک بیشتر از فلز است بار کمانش نیز افزایش می

  افتد. دارد و بار بحرانی کمانش در مد محیطی هفتم اتفاق مین بحرانی کمانش تأثیري بر شماره مد بار

  

 

  هاي مختلف ماده براي شاخص محیطی هايمدشماره بر حسب  بعد بی ) بار کمانش3-4 (شکل 
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را نشان در دماهاي مختلف  شماره مدهاي محیطیبر حسب  بعد بی بار کمانش) 4-4 (شکل 

اختلاف بار یابد.  با افزایش دما به علت کاهش مدول الاستیسیته، بار کمانش کاهش می دهد. می

شماره مد محیطی هفتم کمترین و در شماره مد محیطی دست آمده در دماهاي مختلف در  کمانش به

بار بحرانی ندارد و بار بحرانی کمانش در مد  ،دما نیز تأثیري بر شماره مد اول بیشترین مقدار است.

    افتد.  محیطی هفتم اتفاق می

  

 

  براي دماهاي مختلف  محیطی هايمدشماره بر حسب  بعد بی ) بار کمانش4-4 (شکل 
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را  هاي مختلف براي ضخامت محیطی هايمدشماره بر حسب بعد  ) بار کمانش بی5-4 (شکل 

در شماره مدهاي محیطی بالا یابد.  می افزایشکمانش نیز با افزایش ضخامت بار  دهد. نشان می

 ،نسبت به شماره مدهاي محیطی پایین ،هاي مختلف در ضخامت دست آمده به اختلاف بار کمانش

گذارد و با افزایش نسبت  تأثیر می نسبت ضخامت به شعاع بر شماره مد، بار بحرانی بیشتر است.

  یابد. میضخامت به شعاع شماره مد، بار بحرانی کمانش کاهش 

  

 

  هاي مختلف براي ضخامت محیطی هايمدشماره بر حسب  بعد بی ) بار کمانش5-4 (شکل 
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بار بحرانی کمانش بر حسب نسبت ضخامت به شعاع بر اساس سه تئوري مختلف ) 6-4 (شکل 

، بار بحرانی کمانش نیز شود که با افزایش نسبت ضخامت به شعاع مشاهده میدهد.  را نشان می

نتایج سه تئوري تطابق  ،هاي کم در ضخامتباشد.  دلیل آن افزایش سفتی پوسته مییابد.  افزایش می

اختلاف بیشتري نسبت به  ضخامت نتایج حاصل از تئوري مرتبه سومخوبی با هم دارند اما با افزایش 

   دو تئوري دیگر دارد.

  

 

  بر حسب نسبت ضخامت به شعاع  بعد بی بار بحرانی کمانش )6-4 (شکل 
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را اي  ي استوانه براي دو نوع پوستهبار بحرانی کمانش بر حسب شاخص ماده ) 7-4 (شکل 

نوع اول سطح داخلی آن از جنس سرامیک و سطح خارجی آن از  اي ي استوانه پوسته دهد. نشان می

باشد.  ي نوع دوم سطح داخلی آن فلزي و سطح خارجی آن سرامیکی می جنس فلز است اما پوسته

یابد. دلیل اصلی این  با افزایش شاخص ماده، بار بحرانی کمانش افزایش می ي نوع اول براي پوسته

ي پوسته، غنی  ي تشکیل دهنده ، مادهي نوع اول در پوسته  gبراي مقادیر بزرگ ست کها این ،افزایش

اما در  از جزء سرامیکی خواهد شد که معمولاً داراي سفتی بیشتري نسبت به مواد فلزي هستند.

یابد. در این پوسته با افزایش  ي نوع دوم با افزایش شاخص ماده، بار بحرانی کمانش کاهش می پوسته

gغنی از جز فلزي خواهد شد که سفتی کمتري نسبت به سرامیک ي پوسته  ي تشکیل دهنده ه، ماد

  دارد.

 

   بر حسب شاخص ماده  بعد بی بار بحرانی کمانش) 7-4 (شکل 
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هاي  براي تئوري نمودار لگاریتمی تأثیر ضریب لاغري بر روي بار بحرانی کمانش) 8-4 (شکل 

شماره با افزایش ضریب لاغري دهد.  کلاسیک، مرتبه اول و مرتبه سوم تغییر شکل برشی را نشان می

شود در ابتداي نمودار بار بحرانی کمانش کاهش  مشاهده میبد. یا مد بار بحرانی کمانش کاهش می

روند  .پس از آن بار بحرانی کمانش ثابت است و تغییرات چندانی نخواهد داشت داردقابل توجهی 

به بعد بار بحرانی  32داراي تغییرات نوسانی است، پس از آن و از ضریب لاغري  ،ادامه نمودار در

  رد.کمانش کاهش قابل توجهی دا

  

 

  هاي مختلف بعد بر حسب ضریب لاغري براي تئوري ) بار بحرانی کمانش بی8-4 (شکل 
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 ضخامتنسبت  دربر حسب ضریب لاغري  کمانشبحرانی  بارنمودار لگاریتمی ) 9-4 (شکل 

با افزایش ضخامت بدلیل افزایش سفتی پوسته بار بحرانی  .دهد را نشان میهاي مختلف  به شعاع

  یابد.  کمانش نیز افزایش می

  

 

   هاي مختلف ضخامتبراي  ضریب لاغريبعد بر حسب  کمانش بیبحرانی ) بار 9-4 (شکل 
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هاي  شاخص بر حسب ضریب لاغري براينمودار لگاریتمی بار بحرانی کمانش  )10-4 (شکل 

ي  ي تمام فلزي به پوسته دلیل تبدیل پوسته هبا افزایش شاخص ماده ب. دهد را نشان میماده مختلف 

بار بحرانی کمانش افزایش  لاستیسیته سرامیک بیشتر از فلز است،و با توجه به اینکه مدول ا سرامیکی

  یابد. می

  

 

  هاي مختلف ماده بعد بر حسب ضریب لاغري براي شاخص ) بار بحرانی کمانش بی10-4 (شکل 
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دهد.  هاي مختلف ماده را نشان می ) تأثیر دما بر بار بحرانی کمانش براي شاخص11- 4 (شکل 

طور که مشخص است با افزایش دما به علت کاهش مدول الاستیسیته، بار بحرانی کاهش  همان

تابعی است. افزایش دما باعث کاهش نیروي بین  متغیرص مواد یابد. دلیل این امر تأثیر دما بر خوا می

مولکولی ذرات ماده و در نتیجه کاهش مدول الاستیسیته شده و مقاومت پوسته در برابر کمانش را 

  دهد. کاهش می

  

 

  هاي مختلف ماده بر حسب دما براي شاخص بعد بی ) بار بحرانی کمانش11-4 (شکل 
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  ارتعاشات آزادنتایج  4-4-2

0.5aدر تحلیل ارتعاشات آزاد  crN N منحنی ) 12- 4 (شکل  درگرفته شده است.  در نظر

نشان  شاخص ماده،محیطی به ازاي مقادیر مختلف  هايشماره مد برحسب بعد بی طبیعی هاي فرکانس

 مربوط به مقادیر مختلف  هاي است. منحنی شده  داده gي فلز خالص و سرامیک  بین دو محدوده

از  ،تابعی متغیراي  استوانه ي تغییر خواص مکانیکی پوسته لیبه دل. این امر اند گرفته قرارخالص 

هاي طبیعی  شود که فرکانس مشاهده می باشد. می سرامیکی ي تمام پوسته به تمام فلزي ي پوسته

 توان باشد؛ دلیل را می اي تمام سرامیکی می ي استوانه اي تمام فلزي بیشتر از پوسته ي استوانه پوسته

ي سرامیک و فلز یافت. مدول الاستیسیته و در نتیجه سفتی سرامیک  تفاوت مدول الاستیسیته در

  یابند. هاي طبیعی کاهش می باشد، پس با افزایش مدول الاستیسیته، فرکانس بیشتر از فلز می

 

فشاري  اي تحت بار محوري ي استوانه پوسته براي مدهاي محیطیماره شبرحسب  بعد طبیعی بی فرکانس )12-4 (شکل 

   هاي مختلف ماده در شاخص و کششی
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مقادیر  محیطی به ازاي هايشماره مد برحسب بعد هاي طبیعی بی فرکانس )١٣-۴ (شکل در 

ي  پوستههاي طبیعی  فرکانساین شکل تأثیر بار محوري بر روي  .دهد بار محوري را نشان می مختلف

 طبیعی  هاي اي فرکانس هاي استوانه در پوسته فشاري ر محوريبا افزایش بادهد.  اي را نشان می استوانه

طبیعی که فرکانس پایه نامیده   کمترین مقدار فرکانساثر بار محوري بر روي  یابند. کاهش می

بار محوري تأثیري بر شماره مد محیطی فرکانس پایه ندارد و فرکانس پایه در بیشتر است.  شود، می

  فرکانس پایه در بار بحرانی کمانش صفر است. مقدار د.افت مد محیطی هفتم اتفاق می

 

تحت بارهاي محوري  اي ي استوانه براي پوسته مدهاي محیطیشماره برحسب بعد  طبیعی بی فرکانس) ١٣-۴ (شکل 

  فشاري و کششی مختلف
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هـاي   بعد بر حسب شماره مدهاي محیطـی بـراي ضـخامت    ) فرکانس طبیعی بی14-4 (شکل 

هـاي مختلـف در شـماره مـد      دست آمده در ضخامت هاي به دهد. اختلاف فرکانس مختلف را نشان می

شود.  دهاي محیطی این اختلاف نیز بیشتر میمحیطی اول کمترین مقدار است که با افزایش شماره م

با کاهش نسبت ضـخامت بـه شـعاع    دست آمده کم است.  هاي به هاي کم اختلاف فرکانس در ضخامت

  یابد. شماره مد محیطی فرکانس پایه افزایش می

  

 

 در تحت بار محوري اي ي استوانه براي پوسته مدهاي محیطیشماره برحسب بعد  طبیعی بی فرکانس )14-4 (شکل 

  هاي مختلف ضخامت
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 ضـرایب لاغـري  بعد بر حسب شماره مدهاي محیطی براي  ) فرکانس طبیعی بی15-4 (شکل 

هاي طبیعـی   اول اختلاف فرکانسمحیطی مد شماره شود که در  مشاهده می. دهد مختلف را نشان می

بـا افـزایش   دست آمده براي طول هاي مختلف زیاد است اما در مدهاي بالا این اختلاف کـم اسـت.    به

  یابد. ضریب لاغري، شماره مد محیطی فرکانس پایه کاهش می

  

 

 براي تحت بار محوري اي ي استوانه براي پوسته مدهاي محیطیشماره برحسب بعد  طبیعی بی فرکانس )15-4 (شکل 

  مختلف هاي طول
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هاي مختلـف را   بعد بر حسب شماره مدهاي محیطی در دما ) فرکانس طبیعی بی16-4 (شکل 

شود این کاهش در شماره مد محیطی  هاي طبیعی می افزایش دما باعث کاهش فرکانسدهد.  نشان می

بار محـوري  دما نیز مانند  باشد. شتر از سایر مدها میهفتم که کمترین مقدار فرکانس طبیعی است بی

  افتد. تأثیري بر شماره مد محیطی فرکانس پایه ندارد و فرکانس پایه در مد محیطی هفتم اتفاق می

  

 

فشاري  تحت بار محوري اي استوانهي  براي پوسته مدهاي محیطیشماره برحسب بعد  طبیعی بی فرکانس )16-4 (شکل 

  مختلف در دماهاي و کششی
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مرتبه اول و مرتبه  یک،کلاس يتئور بر اساس ،بعد بی پایه يها فرکانس نتایج) 17-4 (شکل 

ضخامت،  یش. با افزادهد یبرحسب نسبت ضخامت به شعاع پوسته را نشان م تغییر شکل برشی سوم

 کنند؛ یم یدانسبت به هم پ یشترياختلاف ب ي،آمده بر اساس سه تئور  دست به ي پایه يها فرکانس

مرتبه اول نسبت به  يدر تئور یچرخش ینرسیو ا ضیبرش عر تأثیر ،ضخیم شدن پوستهبا  ینبنابرا

نسبت به تئوري مرتبه اول مرتبه سوم  يمرتبه بالا در تئور يها جملهتأثیر  ینچن هم ،یککلاس يرتئو

  .شود یم یشترب یزپوسته ن ي پایه يها فرکانس يرو

  

 

   اي تحت بار محوري ي استوانه براي پوسته برحسب نسبت ضخامت به شعاعبعد  بی پایه فرکانس) 17-4 (شکل 
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 يها ضخامت يبرا )L/R( ضریب لاغريبرحسب  بعد بی ي پایه هاي ) فرکانس18-4 (شکل 

 ي پایهها فرکانس ،ضریب لاغري یشبا افزا شود یکه مشاهده م گونه . هماندهد یمختلف را نشان م

از این شکل  به بعد تغییرات نامحسوسی دارد. 4غري . این کاهش فرکانس از ضریب لایابند یکاهش م

هاي  کوچکتري نسبت به پوسته ي پایه هاي اي بلند فرکانس هاي استوانه پوستهکه  دریافتتوان  می

  اي کوتاه دارند.  استوانه

  

 

  فشاري  اي تحت بار محوري ي استوانه براي پوستهبرحسب نسبت طول به شعاع  بعد یب پایه فرکانس) 18-4 (شکل 
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هاي کلاسیک،  براي تئوري بعد بر حسب دماهاي مختلف بی هاي پایه فرکانس) 19-4 (شکل 

ش دما شود با افزای مشاهده می دهد. مرتبه اول و مرتبه سوم تغییر شکل برشی را نشان می

لکولی و در وباعث کاهش نیروي بین مایش دما د. افزنیاب می نامحسوسی کاهش ي پایهها فرکانس

 ي پایهها مدول الاستیسیته فرکانس کاهشدر نتیجه با  شود؛ میمدول الاستیسیته نتیجه کاهش 

   یابند. مینامحسوسی کاهش 

  

 

   فشاري  اي تحت بار محوري ي استوانه پوستههاي مختلف براي دما حسب بر بعد بی پایه ) فرکانس19-4 (شکل 
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  گیري نتیجهبندي و  جمع 5- 4

تابعی تحت بار  متغیراي  ي استوانه هاي طبیعی پوسته ي بار کمانش و فرکانس در این پژوهش، به محاسبه

از تئوري تغییر شکل برشـی مرتبـه    ،دست آوردن معادلات حاکم پرداخته شد. براي به استاتیکیمحوري 

تغییـر   ي تابع تـوانی  خواص مواد طبق رابطهاستفاده شد. همچنین  لووجایی  جابه –سوم و روابط کرنش 

  باشد. کند و وابسته به ضخامت و دما است. برخی نتایج حاصل از کار حاضر به شرح زیر می می

 ین. کمتریابد یم یشسپس افزا بار کمانش ابتدا کاهش و یطیمح يشماره مدها یشبا افزا - 1

مرتبـه   يتئور يششم و برا یطیدر شماره مد مح یککلاس يتئور يمقدار بار کمانش برا

 .افتد یهفتم اتفاق م یطیدر مد مح یاول و سوم برش

دست آمده با استفاده از تئوري تغییر شکل برشی مرتبه سوم کمتر از  مقدار بار کمانش به - 2

  تئوري تغییر شکل برشی مرتبه اول و تئوري کلاسیک است.مقادیر آن با استفاده از 

 .یابد ، بار بحرانی کمانش نیز افزایش میاي ي استوانه ضخامت پوستهبا افزایش  - 3

 یلبه دل یکیتمام سرام ي به پوسته يتمام فلز ي پوسته یلشاخص ماده و با تبد یشبا افزا - 4

  .یابد یم یشکمانش افزا یبار بحران ي،نسبت به فلز یکیسرام ي پوسته یشترب یسفت

  .یابد یبار کمانش کاهش م ي،ا استوانه ي پوسته يلاغر یبضر یشبا افزا - 5

  . یابد یکاهش م کمانشبحرانی بار  یسیته،دما به علت کاهش مدول الاست یشبا افزا - 6

اي به مدهاي محیطی وابسته است؛ با افزایش مدهاي  ي استوانه هاي پوسته فرکانس - 7

 یابد. تغییرات فرکانسی ابتدا کاهش سپس افزایش میمحیطی، روند کلی 

دست آمده با استفاده از تئوري تغییر شکل برشی مرتبه سوم  هاي طبیعی به مقدار فرکانس - 8

از تئوري تغییر شکل برشی مرتبه اول و تئوري کلاسیک با استفاده  ،آنکمتر از مقادیر 

 است.

یابند.  ها نیز افزایش می عی، فرکانستاب متغیراي  ي استوانه فزایش ضخامت پوستهابا  - 9
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هاي  براي پوسته ،دست آمده با استفاده از سه تئوري در این حالت هاي به اختلاف فرکانس

 یابند. اختلاف فرکانس ها نیز افزایش می ضخیم شدن پوستهنازك کم است اما با 

یابند.  کاهش می ي طبیعی و پایهها فرکانس اي، ي استوانه پوسته ضریب لاغريبا افزایش  -10

 با هم دارند. نامحسوسیها اختلاف  هاي بلند فرکانس براي استوانه

گذارد بدین ترتیب که با افزایش شاخص  هاي طبیعی تأثیر می شاخص ماده بر فرکانس -11

هاي طبیعی و  ي تمام سرامیکی، فرکانس ي تمام فلزي به پوسته و با تبدیل پوستهماده 

  ابند.ی هاي پایه کاهش می فرکانس

اثر  یابند. کاهش می طبیعی  هاي اي فرکانس هاي استوانه با افزایش بار محوري در پوسته -12

مقدار فرکانس پایه در بار بحرانی هاي پایه بیشتر است.  بار محوري بر روي فرکانس

 کمانش صفر است.

 یشزاوابسته به حرارت در نظر گرفته شده است، با اف یتابع متغیراز آنجا که خواص مواد  -13

 .یابند یکاهش م یزها ن فرکانس یجهدر نت یابد یکاهش م یستهدما، مدول الاست

شاخص ماده، بار محوري و دما تأثیري بر شماره مد محیطی فرکانس پایه ندارند. شماره  -14

کند و براي تئوري مرتبه سوم  ها تغییري نمیپارامترمد محیطی فرکانس پایه با تغییر این 

 افتد. د محیطی هفتم اتفاق میتغییر شکل برشی در م

انس پایـه اثـر   بـر شـماره مـد محیطـی فرک ـ     و نسبت ضخامت بـه شـعاع   ضریب لاغري -15

شـماره مـد    هـا پارامتربدین ترتیب که با افـزایش ایـن    ددهن گذارند و آن را تغییر می می

 یابد. محیطی فرکانس پایه کاهش می
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  پیشنهادها 6- 4

اي،  این بحث و کاربرد آن در صنایع مختلف از جمله در صنعت هسته یتاهمبا توجه به 

رسد. بنابراین  صنعت هوافضا و ... نیاز به مطالعات بیشتري در این زمینه امري ضروري به نظر می

  گردد: ي کار پیشنهاد می موضوعات زیر براي ادامه

تحت بار  دوبعدي یتابع متغیر اي هاي استوانه تحلیل کمانش و ارتعاشات آزاد پوسته - 1

  حرارتی و مکانیکی

تابعی تحت بار محوري  متغیراي  هاي استوانه تحلیل کمانش و ارتعاشات آزاد پوسته - 2

 متناوب

تابعی تحت بار محوري ثابت  متغیرهاي مخروطی  بررسی کمانش و ارتعاشات آزاد پوسته - 3

 و متناوب

با رینگ  يدوبعدابعی ت متغیراي  هاي استوانه و ارتعاشات پوستهبررسی کمانش  - 4

 تحت فشار خارجی شده یتتقو

با استفاده از تئوري مرتبه سوم تغییر تابعی  متغیراي  هاي استوانه تحلیل پایداري پوسته - 5

 تحلیلی یمهنبه روش المان محدود شکل برشی 
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  الف  پیوست

 (فـرض شـده (روابـط      جـایی  جابـه میـدان  که با جایگذاري  دستگاه معادلات حاکم بر تحلیل کمانش

دسـت   بـه  ))29-3 ((روابـط   هـا  جـایی  در معادلات حرکت بر حسب جابه )هاي زمانی بدون ترم )3-32 

   اند. آمده

  ):0uل (ضرایب ي او معادله

2
11 12

1
cos( ) cos( ) ( cos( ) cos( ) )mn m m mn m mA A x n A B x n n

R
        

2
12 11

1
( cos( ) cos( )) cos( ) cos( )mn m m mn m mA C x n B H x n

R
        

2
12 11 2

1
( cos( ) cos( ) n) cos( ) cos( )mn m m mn m mB K x n E C H x n

R
        

3
11 2 12 2

1
cos( ) cos( ) ( cos( ) cos( ) n)mn m m mn m mE C C x n E K C x n

R
        

2
12 2 662

1 1
( cos( ) cos( )n ) (A cos( ) cos( )n)mn m m mn m mE C C x n B x n

R R
      

 

2
66 662

1 1
( cos( ) cos( ) n ) ( cos( ) cos( ) n)mn m mn m mA A x n B K x n

R R
       

2
66 2 662

1 1
( cos( )cos( ) n ) ( cos( ) cos( ) n)mn m mn m mB H x n C E K x n

R R
       

2 2
66 2 2 662 2

1 1
( cos( )cos( )n ) (2 cos( ) cos( )n ) 0mn m mn m mE C H x n C E C x n

R R
           

 

  ):0vي دوم (ضرایب  معادله

2
66 66

1
sin( ) sin( ) ( sin( ) sin( ) n)mn m m mn m mA B x n A A x n

R
        

2
66 66

1
sin( ) sin( ) ( sin( ) sin( ) n)mn m m mn m mB K x n B H x n

R
        

2
66 662 2

4 1 4
sin( ) sin( ) ( sin( ) sin( )n)

3 3
mn m m mn m mE K x n E H x n

h R h
        



90 

  

2
66 212

1 4 1
( 2 sin( ) sin( )n) ( sin( ) sin( )n)

3
mn m m mn m mE C x n A A x n

R h R
        

2
22 222 2

1 1
( sin( ) n sin( )) ( sin( )sin( ) n)mn m mn mA B x n A C x n

R R
      

2
21 222

1 1
( sin( ) sin( ) n) ( sin( )sin( ) n )mn m m mn mB H x n B K x n

R R
       

2
21 2 21 2

1 1
( sin( ) sin( )n) ( sin( ) sin( )n)mn m m mn m mE C H x n E C C x n

R R
        

2 3
22 2 22 22 3

1 1
( sin( ) n sin( )) ( sin( )sin( )n )mn m mn mE C K x n E C C x n

R R
      

44 442

1 1
( sin( )sin( )) ( sin( )sin( ) n)mn m mn mA K x n A C x n

R R
      

44 442 2

1 1 4
( sin( )sin( )) ( sin( )sin( ))mn m mn mA B x n J K x n

R R h
      

44 442 2

1 1
( sin( )sin( ) n) ( sin( )sin( ))mn m mn mJ C x n J B x n

R R
      

1 44 1 442

1 1
(C sin( )sin( )) (C sin( )sin( ) n)mn m mn mJ K x n J C x n

R R
      

1 44 1 442 2

1 1 4
(C sin( )sin( )) (C sin( )sin( ))mn m mn mJ B x n L K x n

R R h
      

1 44 1 442 2 2

1 4 1
(C sin( )sin( ) n) (C sin( )sin( ))mn m mn mL C x n L B x n

R h R
                    

2N sin( ) sin( ) 0cr mn m mB x n     

 

  ):0wي سوم (ضرایب  معادله

2
55 55sin( ) cos( ) sin( ) cos( )mn m m mn m mA H x n A C x n        

2
55 552

4
sin( ) cos( ) sin( ) cos( )mn m m mn m mJ H x n J C x n

h
        

2
55 1 55 1sin( ) cos( ) sin( ) cos( )mn m m mn m mJ C H x n J C C x n        

2
55 1 55 12

4
sin( ) cos( ) sin( ) cos( )mn m m mn m mL C H x n L C C x n

h
        

2
44 442

1 1
( sin( ) cos( ) n) ( sin( ) cos( ))mn m mn mA K x n A C x n n

R R
      
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44 442 2

1 1 4
( sin( ) cos( )) ( sin( )cos( ) n)mn m mn mA B x n n J K x n

R R h
      

2
44 442 2

1 1
( sin( ) cos( )) ( sin( ) cos( ))mn m mn mJ C x n n J B x n n

R R
      

2
44 1 44 12

1 1
( sin( )cos( ) n) ( sin( ) cos( ))mn m mn mJ C K x n J C C x n n

R R
      

44 1 1 44 12

1 1
( sin( ) cos( )) ( sin( )cos( ) n)mn m mn mJ B C x n n C L C K x n

R R
      

2 2
44 1 44 12 2

1 1
( sin( ) cos( )) ( sin( ) cos( ))mn m mn mL C C x n n L B C x n n

R R
      

3 2
2 11 2 12

1
sin( ) cos( ) ( sin( ) cos( ) n)mn m m mn m mC E A x n C E B x n

R
        

2 3
12 1 11

1
( sin( ) cos( )) sin( ) cos( )mn m m mn m mE C x n C F H x n

R
        

2 3
1 12 1 2 11

1
( sin( ) cos( ) n) sin( ) cos( )mn m m mn m mC F K x n C C H H x n

R
        

4 2
2 11 1 2 12

1
sin( ) cos( ) ( sin( ) cos( )n)mn m m mn m mC H C x n C C H K x n

R
        

2 2 2
2 12 2 212 2

1 1
( sin( ) cos( )n ) ( sin( ) cos( )n )mn m m mn m mC H C x n C E A x n

R R
        

3 2
2 22 223 3

1 1
( sin( )cos( )n ) ( sin( )cos( )n )mn m mn mC E B x n E C x n

R R
      

2 3
1 21 1 222 3

1 1
( sin( ) cos( )n ) ( sin( )cos( )n )mn m m mn mC F H x n C F K x n

R R
       

2 2 2
1 2 21 2 212 2

1 1
( sin( ) cos( )n ) ( sin( ) cos( )n )mn m m mn m mCC H H x n C H C x n

R R
        

3 4
1 2 22 2 223 4

1 1
( sin( )cos( )n ) ( sin( )cos( )n )mn m mn mC C H K x n C H C x n

R R
      

2 2
2 66 2 662

2 2
( sin( ) cos( )n) ( sin( ) cos( )n )mn m m mn m mC E B x n C E A x n

R R
      

             

2 2
1 66 1 662

2 2
( sin( ) cos( )n) ( sin( ) cos( )n )mn m m mn m mC F K x n C F H x n

R R
        

2 2
1 66 1 662 2 2

2 4 2 4
( sin( ) cos( )n) ( sin( ) cos( )n )

3 3
mn m m mn m mC H K x n C H H x n

R h R h
        
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2 2
2 66 212

4 1
( sin( ) cos( )n ) ( sin( ) cos( ))mn m m mn m mC H C x n A A x n

R R
        

22 222 2

1 1
( sin( ) cos( ) n) ( sin( )cos( ))mn m mn mA B x n A C x n

R R
      

21 222

1 1
( sin( ) cos( )) ( sin( )cos( ) n)mn m m mn mB H x n B K x n

R R
       

2
21 2 21 2

1 1
( sin( ) cos( )) ( sin( ) cos( ))mn m m mn m mE H C x n E C C x n

R R
        

2
22 2 22 22 3

1 1
( sin( ) cos( )) ( sin( ) cos( ))mn m mn mE K C x n n E C C x n n

R R
      

2sin( ) cos( )) 0i t
cr mn m mN C e x n      

 

  ):xي چهارم (ضرایب  معادله

2
11 12

1
cos( ) cos( ) (B B cos( ) cos( ) n)mn m m mn m mB A x n x n

R
        

2
12 11

1
( cos( ) cos( )) cos( ) cos( )mn m m mn m mB C x n D H x n

R
        

2
12 11

1
(D cos( ) cos( ) n) cos( ) cos( )mn m m mn m mK x n F H x n

R
        

3
11 1 12 2

1
cos( ) cos( ) ( cos( ) cos( ) n)mn m m mn m mF C C x n F K C x n

R
        

2 2
12 1 2 112

1
( cos( ) cos( ) n ) cos( ) cos( )mn m m mn m mF C C x n C E A x n

R
        

2 12 2 21

1 1
( cos( ) cos( )n) ( cos( ) cos( ))mn m m mn m mC E B x n C E C x n

R R
        

2
1 11 2 12

1
cos( ) cos( ) ( cos( ) cos( ) n)mn m m mn m mC F H x n C F K x n

R
        

2 3
1 11 2 11 1cos( ) cos( ) cos( ) cos( )mn m m mn m mC H H x n C H C C x n        

2
2 12 2 2 2 122

1 1
( cos( ) cos( )n) ( cos( ) cos( )n )mn m m mn m mC H K C x n C C H C x n

R R
        

2
66 662

1 1
( cos( ) cos( ) n) ( cos( ) cos( ) n )mn m m mn mB B x n B A x n

R R
       
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2
66 662

1 1
( cos( ) cos( ) n) ( cos( )cos( ) n )mn m m mn mD K x n D H x n

R R
       

2
66 662 2 2

1 4 1 4
( cos( ) cos( )n) ( cos( )cos( )n )

3
mn m m mn mF K x n F H x n

R h R h
       

2
1 66 2 662

2 1
C ( cos( ) cos( )n ) ( cos( ) cos( )n)mn m m mn m mF C x n C E B x n

R R
      

   

2
2 66 66 22

1 1
( cos( )cos( ) n ) ( cos( ) cos( )n)mn m mn m mC E A x n F K C x n

R R
     

   

      

2
66 66 22 2

1 1 4
( cos( )cos( )n ) ( cos( ) cos( )n)

3
mn m mn m mF H x n H K C x n

R R h
     

           

    
2 2

66 66 12 2 2 2

1 4 2 4
( cos( )cos( )n ) ( cos( ) cos( )n )

3
mn m mn m mH H x n H C C x n

R h R h
          

55 55cos( ) cos( ) cos( ) cos( ))mn m mn m mA H x n A C x n       

55 2 55 1cos( ) cos( ) cos( ) cos( ))mn m mn m mJ H C x n J C C x n       

55 1 55cos( ) cos( ) cos( ) cos( ))mn m mn m mJ H x n C J C x n       

55 2 55 1 1cos( ) cos( ) cos( ) cos( )) 0mn m mn m mL H C x n L C C C x n        

 

  ):ي پنجم (ضرایب  معادله

2
66 66

1
sin( ) sin( ) ( sin( ) sin( ) n)mn m m mn m mB B x n B A x n

R
        

2
66 66

1
sin( ) sin( ) ( sin( ) sin( ) n)mn m m mn m mD K x n D H x n

R
        

2
66 662

1 4
sin( ) sin( ) ( sin( ) sin( )n)

3
mn m m mn m mF K x n F H x n

R h
        

2 2
1 66 66 2

2
( sin( ) sin( ) n) sin( ) sin( )mn m m mn m mC F C x n E C B x n

R
        

2
66 2 66 1

1
( sin( ) sin( ) n) sin( ) sin( )mn m m mn m mE C A x n F C K x n

R
        

2
66 2 66 1

1
( sin( ) sin( ) n) sin( ) sin( )mn m m mn m mF C H x n H C K x n

R
        

2
66 2 2 66 2 1

1 2
( sin( ) sin( )n) ( sin( ) sin( ))mn m m mn m mH C H C x n H C C C x n

R R
        
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2
21 222

1 1
( sin( ) sin( ) n) ( sin( ) sin( ))mn m m mn mB A x n B B x n n

R R
       

22 212

1 1
( sin( )sin( ) n) ( sin( ) sin( ) n)mn m mn m mB C x n D H x n

R R
       

2
22 21 22

1 1
( sin( )sin( ) n ) ( sin( ) sin( ) n)mn m mn m mD K x n F H C x n

R R
       

2 2
21 1 222

1 1
( sin( ) sin( )n) ( sin( )sin( )n )mn m m mn mF C C x n F K x n

R R
       

3
22 1 21 23

1 1
( sin( )sin( )n ) ( sin( ) sin( )n)mn m mn m mF C C x n E C A x n

R R
       

2
22 2 22 22 2

1 1
( sin( )sin( )n ) ( sin( )sin( )n)mn m mn mE C B x n E C C x n

R R
      

2
21 2 22 12

1 1
( sin( ) sin( ) n) ( sin( )sin( ) n )mn m m mn mF C H x n F C K x n

R R
       

2
21 2 2 21 2 1

1 1
( sin( ) sin( )n) ( sin( ) sin( )n)mn m m mn m mH C H C x n H C C C x n

R R
        

2 3
22 1 22 2 22 3

1 1
( sin( )sin( )n ) ( sin( )sin( )n )mn m mn mH K C x n H C C C x n

R R
      

44 44

1
sin( )sin( ) ( sin( )sin( ) n)mn m mn mA K x n A C x n

R
      

44 44

1
( sin( )sin( )) sin( )sin( )mn m mn mA B x n J K x n

R
      

44 44 12

1 4 1
( sin( )sin( ) n) ( sin( )sin( ))mn m mn mJ C x n J B C x n

R h R
      

44 2 44 1

1
sin( )sin( ) ( sin( )sin( ) n)mn m mn mJ C K x n J C C x n

R
      

2 44 44 2

1
( sin( )sin( )) sin( )sin( )mn m mn mC J B x n A C K x n

R
      

2
44 1 1 44 1

1 1
( sin( )sin( ) n) ( sin( )sin( )) 0i t i t

mn m mn mL C C C e x n L B C e x n
R R

        
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  پیوست ب

) براي شرایط مرزي )37-3 ()، 35-3 ()، 34-3 ( وابط(ر فرکانسی و ارتعاشی ماتریس معادلات هاي درایه

1گاه ساده که در آن  تکیه 2

4

h
C   و

22

4

3h
C  باشد. می  

2
2

11 11 m 66 2

n
T A λ A

R
   

  m
12 12 66

nλ
T A A

R
    

2
3 m

13 2 21 66 m 11 m 212

λn
T C (E 2E )λ E λ A

R R

 
     

 
 

   
2

2
14 11 11 m 66 22 2 66

n
T C E B λ B C E

R
      

 2
m

15 12 66 66 122

nλ
T B B C E C E

R
      

  m
21 12 66

nλ
T A A

R
    

2
2 44 4

1
4 44 44

22 66 m 22 2 2 2 2 2

J L A Jn
T A λ A C

R R R R R

   
        

   
 

3
2 44 44 44 44

23 2 21 66 m 22 223 2
1

2 2 2 21

A n J n J n L nCn n n
T C ( E 2E )λ E C A

R R R R R R R

     
              

    
 

m
24 21 21 66 62 2 6

nλ
T (E B E B )

R
C C     

  1 1
2

2
2 44 44 44 44

25 66 2 166 m 22 22 2

J L C A J Cn
T (B E )λ B E C

R R R
-

R R
C C

   
         

   
 

2
3 m

31 2 21 66 m 11 m 212

λn
T C (E 2E )λ E λ A

R R

 
     

 
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3
2 44 44 44 44

32 2 21 66 m 22 223 2
1

2 2 2 21

A n J n J n L nCn n n
T C ( E 2E )λ E C A

R R R R R R R

     
              

    
 

    
22 2

2 22 m
33 55 55 55 55 m 44 44 44 44 21 2221 1 2 3

A λn n
T ((A J ) C J L )λ A J C J L E E

R R R R
          

 
2 2 2 42

4m m 22
2 21 66 12 11 m 222 3 4

λ λ n H nn
C E 4H 2H H λ E

R R R R

 
       

 
 

    m
34 55 55 55 55 m1 1 1 221 21 66 661 2

λ
T ( J C A C J L C )λ E C B C (2F C( 2H

R
          

2
3

12 12 m 11 1 m22 12

n
H C F )λ ( H C F )λ

R
- )    

    1
2 1 2 2

2 3
m 44 44

35 22 22 12 66 66 12 22 222 32

λ n A n J C nn n
T -E C B C -F 2F 2H C H C (H C F )

R R R R R

 
          

 
 

44 44 1
1

J n L C n
C

R R

 
  

 
 

   
2

2
41 11 11 m 66 22 2 66

n
T C E B λ B C E

R
      

m
42 21 21 66 62 2 6

nλ
T (E B E B )

R
C C     

    m
43 55 55 55 55 m 21 211 1 1 2

λ
T ( J C A C J L C )λ E C B

R
        

2
3

66 66 12 12 m1 2 2 211 11 m2

n
C (2F 2H C H C F )λ ( H C F )λ

R
-

 
      

 
 

 
2 2

2
44 11 11 m 55 55 2 55 55 66 66 1 66 662 2

n n
T (F D )λ A J C J L (D F ) C (F H )

R R

   
            

   

  2
1 11 11 mC H F λ  

   m m
45 12 12 66 662 12 62 62

nλ nλ
T C -H C 2F 2F H C D D

R R
       
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 2
m

51 12 66 66 122

nλ
T B B C E C E

R
      

  1 1
2

2
2 44 44 44 44

52 66 2 166 m 22 22 2

J L C A J Cn
T (B E )λ B E C

R R R
-

R R
C C

   
         

   
 

    1
2 1 2 2

2 3
m 44 44

53 22 22 12 66 66 12 22 222 32

λ n A n J Cnn n
T -E C B C -F 2F 2H C H C (H C F )

R R R R R

 
          

 
 

44 44 1
1

J n L C n
C

R R

 
  

 
 

   m m
54 12 12 66 662 12 62 62

nλ nλ
T C -H C 2F 2F H C D D

R R
       

        
2

2
55 44 44 2 44 44 66 66 1 66 66 m 22 22 1 22 22 2

n
T J A C J A (D F C (F H ))λ F D C H F

R
             
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  پیوست ج

 (فرض شده (روابـط   جایی میدان جابهدستگاه معادلات حاکم بر تحلیل ارتعاشات آزاد که با جایگذاري 

  اند.  دست آمده به)) 29-3 (ها (روابط  جایی )) در معادلات حرکت بر حسب جابه3-32 

  ):0uي اول (ضرایب  معادله

2
11 12

1
cos( ) cos( ) ( cos( ) cos( ) )i t i t

mn m m mn m mA A e x n A B e x n n
R

         

2
12 11

1
( cos( ) cos( )) cos( ) cos( )i t i t

mn m m mn m mA C e x n B H e x n
R

         

2
12 11 2

1
( cos( ) cos( ) n) cos( ) cos( )i t i t

mn m m mn m mB K e x n E C H e x n
R

         

3
11 2 12 2

1
cos( ) cos( ) ( cos( ) cos( ) n)i t i t

mn m m mn m mE C C e x n E K C e x n
R

         

2
12 2 662

1 1
( cos( ) cos( )n ) (A cos( ) cos( )n)i t i t

mn m m mn m mE C C e x n B e x n
R R

       
 

2
66 662

1 1
( cos( ) cos( ) n ) ( cos( ) cos( ) n)i t i t

mn m mn m mA A e x n B K e x n
R R

        

2
66 2 662

1 1
( cos( )cos( ) n ) ( cos( ) cos( ) n)i t i t

mn m mn m mB H e x n C E K e x n
R R

        

2 2
66 2 2 662 2

1 1
( cos( )cos( )n ) (2 cos( ) cos( )n )i t i t

mn m mn m mE C H e x n C E C e x n
R R

           

 
2 2 2 2

0 1 2 3cos( ) cos( ) (I C I ) cos( ) cos( )i t i t
mn m mn mI A e i x n H e i x n          

2 2
2 3C I cos( ) cos( ) 0i t

mn m mC e i x n       
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  ):0vي دوم (ضرایب  معادله

2
66 66

1
sin( ) sin( ) ( sin( ) sin( ) n)i t i t

mn m m mn m mA B e x n A A e x n
R

         

2
66 66

1
sin( ) sin( ) ( sin( ) sin( ) n)i t i t

mn m m mn m mB K e x n B H e x n
R

         

2
66 662 2

4 1 4
sin( ) sin( ) ( sin( ) sin( ) n)

3 3
i t i t

mn m m mn m mE K e x n E H e x n
h R h

         

2
66 212

1 4 1
( 2 sin( ) sin( )n) ( sin( ) sin( )n)

3
i t i t

mn m m mn m mE C e x n A A e x n
R h R

         

2
22 222 2

1 1
( sin( ) n sin( )) ( sin( )sin( ) n)i t i t

mn m mn mA B e x n A C e x n
R R

       

2
21 222

1 1
( sin( ) sin( ) n) ( sin( ) sin( ) n )i t i t

mn m m mn mB H e x n B K e x n
R R

        

2
21 2 21 2

1 1
( sin( ) sin( )n) ( sin( ) sin( )n)i t i t

mn m m mn m mE C H e x n E C C e x n
R R

         

2 3
22 2 22 22 3

1 1
( sin( ) n sin( )) ( sin( )sin( ) n )i t i t

mn m mn mE C K e x n E C C e x n
R R

       

44 442

1 1
( sin( )sin( )) ( sin( )sin( ) n)i t i t

mn m mn mA K e x n A C e x n
R R

       

44 442 2

1 1 4
( sin( )sin( )) ( sin( )sin( ))i t i t

mn m mn mA B e x n J K e x n
R R h

       

44 442 2

1 1
( sin( )sin( ) n) ( sin( ) sin( ))i t i t

mn m mn mJ C e x n J B e x n
R R

       

1 44 1 442

1 1
(C sin( )sin( )) (C sin( )sin( ) n)i t i t

mn m mn mJ K e x n J C e x n
R R

       

1 44 1 442 2

1 1 4
(C sin( )sin( )) (C sin( )sin( ))i t i t

mn m mn mJ B e x n L K e x n
R R h

       

1 44 1 442 2 2

1 4 1
(C sin( )sin( )n) (C sin( )sin( ))i t i t

mn m mn mL C e x n L B e x n
R h R

                   

2 2 2
0N sin( ) sin( ) I i sin( ) sin( )i t i t

a mn m m mn mB e x n B e x n         

2 2 2 2
1 2 3 2 3

1
(I I ) i sin( )sin( ) ( I i sin( )sin( )n) 0i t i t

mn m mn mC K e x n C C e x n
R

         
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  ):0wي سوم (ضرایب  معادله

2
55 55sin( ) cos( ) sin( ) cos( )i t i t

mn m m mn m mA H e x n A C e x n         

2
55 552

4
sin( ) cos( ) sin( ) cos( )i t i t

mn m m mn m mJ H e x n J C e x n
h

         

2
55 1 55 1sin( ) cos( ) sin( ) cos( )i t i t

mn m m mn m mJ C H e x n J C C e x n         

2
55 1 55 12

4
sin( ) cos( ) sin( ) cos( )i t i t

mn m m mn m mL C H e x n L C C e x n
h

         

2
44 442

1 1
( sin( ) cos( ) n) ( sin( ) cos( ))i t i t

mn m mn mA K e x n A C e x n n
R R

       

44 442 2

1 1 4
( sin( ) cos( )) ( sin( ) cos( ) n)i t i t

mn m mn mA B e x n n J K e x n
R R h

       

2
44 442 2

1 1
( sin( ) cos( )) ( sin( ) cos( ))i t i t

mn m mn mJ C e x n n J B e x n n
R R

       

2
44 1 44 12

1 1
( sin( )cos( ) n) ( sin( ) cos( ))i t i t

mn m mn mJ C K e x n J C C e x n n
R R

       

44 1 1 44 12

1 1
( sin( ) cos( )) ( sin( )cos( ) n)i t i t

mn m mn mJ B C e x n n C L C K e x n
R R

       

2
44 1 44 1 12 2

1 1
( sin( ) cos( )) ( sin( ) cos( ))i t i t

mn m mn mL C C e x n n L B C C e x n n
R R

       

3 2
2 11 2 12

1
sin( ) cos( ) ( sin( ) cos( ) n)i t i t

mn m m mn m mC E A e x n C E B e x n
R

         

2 3
12 1 11

1
( sin( ) cos( )) sin( ) cos( )i t i t

mn m m mn m mE C e x n C F H e x n
R

         

2 3
1 12 1 2 11

1
( sin( ) cos( )n) sin( ) cos( )i t i t

mn m m mn m mC F K e x n C C H H e x n
R

         

4 2
2 11 1 2 12

1
sin( ) cos( ) ( sin( ) cos( )n)i t i t

mn m m mn m mC H C e x n C C H K e x n
R

         

2 2 2
2 12 2 212 2

1 1
( sin( ) cos( )n ) ( sin( ) cos( )n )i t i t

mn m m mn m mC H C e x n C E A e x n
R R

         

3 2
2 22 223 3

1 1
( sin( )cos( )n ) ( sin( )cos( )n )i t i t

mn m mn mC E B e x n E C e x n
R R

       

2 3
1 21 1 222 3

1 1
( sin( ) cos( )n ) ( sin( )cos( )n )i t i t

mn m m mn mC F H e x n C F K e x n
R R

        
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2 2 2
1 2 21 2 212 2

1 1
( sin( ) cos( )n ) ( sin( ) cos( )n )i t i t

mn m m mn m mCC H H e x n C H C e x n
R R

         

3 4
1 2 22 2 223 4

1 1
( sin( )cos( )n ) ( sin( )cos( )n )i t i t

mn m mn mC C H K e x n C H C e x n
R R

       

2 2
2 66 2 662

2 2
( sin( ) cos( )n) ( sin( ) cos( )n )i t i t

mn m m mn m mC E B e x n C E A e x n
R R

       
           

2 2
1 66 1 662

2 2
( sin( ) cos( )n) ( sin( ) cos( )n )i t i t

mn m m mn m mC F K e x n C F H e x n
R R

         

2 2
1 66 1 662 2 2

2 4 2 4
( sin( ) cos( )n) ( sin( ) cos( )n )

3 3
i t i t

mn m m mn m mC H K e x n C H H e x n
R h R h

         

2 2
2 66 212

4 1
( sin( ) cos( )n ) ( sin( ) cos( ))i t i t

mn m m mn m mC H C e x n A A e x n
R R

         

22 222 2

1 1
( sin( ) cos( ) n) ( sin( ) cos( ))i t i t

mn m mn mA B e x n A C e x n
R R

       

21 222

1 1
( sin( ) cos( )) ( sin( )cos( ) n)i t i t

mn m m mn mB H e x n B K e x n
R R

        

2
21 2 21 2

1 1
( sin( ) cos( )) ( sin( ) cos( ))i t i t

mn m m mn m mE H C e x n E C C e x n
R R

         

2
22 2 22 22 3

1 1
( sin( ) cos( )) ( sin( ) cos( ))i t i t

mn m mn mE K C e x n n E C C e x n n
R R

       

2 2 2
0sin( ) cos( )) i sin( ) cos( )i t i t

a mn m m mn mN C e x n I C e x n         

2 2 2 2 2 2 2 2
2 6 2 62

1
i sin( ) cos( )) ( i sin( )cos( )n )i t i t

mn m m mn mC I C e x n C I C e x n
R

          

2 2 2 2
2 3 2 3

1
i sin( ) cos( )) ( i sin( )cos( ) n)i t i t

mn m m mn mC I A e x n C I B e x n
R

          

2 2
4 2 6 2(I C I )(C i sin( ) cos( ))i t

mn m mH e x n      

2 2
4 2 6 2

1
(I C I )( i sin( ) cos( ) n)) 0i t

mn mC K e x n
R

       
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  ):xي چهارم (ضرایب  معادله

2
11 12

1
cos( ) cos( ) (B B cos( ) cos( ) n)i t i t

mn m m mn m mB A e x n e x n
R

         

2
12 11

1
( cos( ) cos( )) cos( ) cos( )i t i t

mn m m mn m mB C e x n D H e x n
R

         

2
12 11

1
(D cos( ) cos( ) n) cos( ) cos( )i t i t

mn m m mn m mK e x n F H e x n
R

         

3
11 1 12 2

1
cos( ) cos( ) ( cos( ) cos( ) n)i t i t

mn m m mn m mF C C e x n F K C e x n
R

         

2 2
12 1 2 112

1
( cos( ) cos( ) n ) cos( ) cos( )i t i t

mn m m mn m mF C C e x n C E A e x n
R

         

2 12 2 21

1 1
( cos( ) cos( )n) ( cos( ) cos( ))i t i t

mn m m mn m mC E B e x n C E C e x n
R R

         

2
1 11 2 12

1
cos( ) cos( ) ( cos( ) cos( ) n)i t i t

mn m m mn m mC F H e x n C F K e x n
R

         

2 3
1 11 2 11 1cos( ) cos( ) cos( ) cos( )i t i t

mn m m mn m mC H H e x n C H C C e x n         

2
2 12 2 2 2 122

1 1
( cos( ) cos( )n) ( cos( ) cos( )n )i t i t

mn m m mn m mC H K C e x n C C H C e x n
R R

         

2
66 662

1 1
( cos( ) cos( ) n) ( cos( ) cos( ) n )i t i t

mn m m mn mB B e x n B A e x n
R R

        

2
66 662

1 1
( cos( ) cos( ) n) ( cos( )cos( ) n )i t i t

mn m m mn mD K e x n D H e x n
R R

        

2
66 662 2 2

1 4 1 4
( cos( ) cos( )n) ( cos( )cos( )n )

3
i t i t

mn m m mn mF K e x n F H e x n
R h R h

        

2
1 66 2 662

2 1
C ( cos( ) cos( )n ) ( cos( ) cos( )n)i t i t

mn m m mn m mF C e x n C E B e x n
R R

       
   

2
2 66 66 22

1 1
( cos( )cos( ) n ) ( cos( ) cos( )n)i t i t

mn m mn m mC E A e x n F K C e x n
R R

      

        

2
66 66 22 2

1 1 4
( cos( )cos( )n ) ( cos( ) cos( )n)

3
i t i t

mn m mn m mF H e x n H K C e x n
R R h

      
          

2 2
66 66 12 2 2 2

1 4 2 4
( cos( )cos( )n ) ( cos( ) cos( )n )

3
i t i t

mn m mn m mH H e x n H C C e x n
R h R h

        

55 55cos( ) cos( ) cos( ) cos( ))i t i t
mn m mn m mA H e x n A C e x n        
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55 2 55 1cos( )cos( ) cos( ) cos( ))i t i t
mn m mn m mJ H C e x n J C C e x n        

55 1 55cos( ) cos( ) cos( ) cos( ))i t i t
mn m mn m mJ H e x n C J C e x n        

55 2 55 1 1cos( )cos( ) cos( ) cos( ))i t i t
mn m mn m mL H C e x n L C C C e x n        

2 2 2
2 2 4 2 6(I 2C I C I ) i cos( ) cos( )i t

mn mH e x n       

2 2
1 2 3(I C I ) A i cos( ) cos( )i t

mn me x n      

2 2
2 4 2 6(I C I ) i cos( ) cos( )) 0i t

mn m mC C e x n        

  

  ):ي پنجم (ضرایب  معادله

2
66 66

1
sin( ) sin( ) ( sin( ) sin( ) n)i t i t

mn m m mn m mB B e x n B A e x n
R

         

2
66 66

1
sin( ) sin( ) ( sin( ) sin( ) n)i t i t

mn m m mn m mD K e x n D H e x n
R

         

2
66 662

1 4
sin( ) sin( ) ( sin( ) sin( )n)

3
i t i t

mn m m mn m mF K e x n F H e x n
R h

         

2 2
1 66 66 2

2
( sin( ) sin( ) n) sin( ) sin( )i t i t

mn m m mn m mC F C e x n E C B e x n
R

         

2
66 2 66 1

1
( sin( ) sin( ) n) sin( ) sin( )i t i t

mn m m mn m mE C A e x n F C K e x n
R

         

2
66 2 66 1

1
( sin( ) sin( ) n) sin( ) sin( )i t i t

mn m m mn m mF C H e x n H C K e x n
R

         

2
66 2 2 66 2 1

1 2
( sin( ) sin( )n) ( sin( ) sin( ))i t i t

mn m m mn m mH C H C e x n H C C C e x n
R R

         

2
21 222

1 1
( sin( ) sin( ) n) ( sin( ) sin( ))i t i t

mn m m mn mB A e x n B B e x n n
R R

        

22 212

1 1
( sin( )sin( ) n) ( sin( ) sin( ) n)i t i t

mn m mn m mB C e x n D H e x n
R R

        

2
22 21 22

1 1
( sin( )sin( ) n ) ( sin( ) sin( ) n)i t i t

mn m mn m mD K e x n F H C e x n
R R

        

2 2
21 1 222

1 1
( sin( ) sin( ) n) ( sin( )sin( )n )i t i t

mn m m mn mF C C e x n F K e x n
R R

        
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3
22 1 21 23

1 1
( sin( )sin( )n ) ( sin( ) sin( )n)i t i t

mn m mn m mF C C e x n E C A e x n
R R

        

2
22 2 22 22 2

1 1
( sin( )sin( ) n ) ( sin( )sin( )n)i t i t

mn m mn mE C B e x n E C C e x n
R R

       

2
21 2 22 12

1 1
( sin( ) sin( ) n) ( sin( )sin( )n )i t i t

mn m m mn mF C H e x n F C K e x n
R R

        

2
21 2 2 21 2 1

1 1
( sin( ) sin( )n) ( sin( ) sin( )n)i t i t

mn m m mn m mH C H C e x n H C C C e x n
R R

         

2 3
22 1 22 2 22 3

1 1
( sin( )sin( )n ) ( sin( )sin( )n )i t i t

mn m mn mH K C e x n H C C C e x n
R R

       

44 44

1
sin( ) sin( ) ( sin( )sin( ) n)i t i t

mn m mn mA K e x n A C e x n
R

       

44 44

1
( sin( )sin( )) sin( )sin( )i t i t

mn m mn mA B e x n J K e x n
R

       

44 44 12

1 4 1
( sin( )sin( ) n) ( sin( )sin( ))i t i t

mn m mn mJ C e x n J B C e x n
R h R

       

44 2 44 1

1
sin( ) sin( ) ( sin( )sin( ) n)i t i t

mn m mn mJ C K e x n J C C e x n
R

       

2 44 44 2

1
( sin( )sin( )) sin( )sin( )i t i t

mn m mn mC J B e x n A C K e x n
R

       

2
44 1 1 44 1

1 1
( sin( )sin( ) n) ( sin( )sin( ))i t i t

mn m mn mL C C C e x n L B C e x n
R R

       

2 2 2
1 2 3 2 2 4 2 6(I C I ) i sin( )sin( ) (I 2C I C I )i t i t

mn m mnB e x n K e         

2 2 2 2
2 4 2 6

1
i sin( )sin( ) (C (I C I ) i sin( )sin( ) n) 0i t

m mn mx n C e x n
R

         
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Abstract  

The purpose of this study is free vibration and buckling analysis of functionally graded 

cylindrical  shell,  subjected  to  static  axial  load.  Material  properties  of  functionally 

graded  cylindrical  shell  are  considered  as  temperature  dependent  and  graded  in  the 

thickness direction according to a power-law distribution. The study is based on third-

order shear deformation theory and the obtain equations is conducted on the principle of 

Hamilton. After obtaining  the  equations of motion using  strain-displacement  relations 

based  on  first  approximation  love  and  replacing  them  in  stress-strain  relations, 

eventually  equations  of  motion  is  written  in  terms  of  displacement  components. 

Boundary conditions of the shell are considered simply supported at both ends. Taking 

into account  the boundary conditions of shell, a displacement field which satisfies  the 

boundary conditions for solving the equations of motion is assumed. Finally, buckling 

load  and  natural  frequencies  are  extracted  and  effects  of  changes  in  geometry 

parameters, material properties, and axial  load on buckling load and natural frequency 

on the structure were discussed. By comparing the results with the references, accuracy 

of  solutions has been validated as well as  the  increased precision of  third-order  shear 

deformation theory. 

  

Keywords: Buckling, Free Vibration, Cylindrical Shell, Functionally Graded 

Materials, High-order Shear Deformation Theory, Axial Load. 
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