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قدردانی و تشکر

دعا و (ع) پاکش خاندان و (ص) خاتم پیامبر بر درود یکتا، پروردگار بی�کران ستایش و سپاس از پس
(عج)؛ عصر امام فرج در تعجیل براي

نعمت و لطف بزرگ�ترین که جانم، از عزیزتر مادر و پدر از همه، از پیش و بیش که می�دانم واجب خود بر
و خالصانه معنوي�شان و مادّي بی�دریغ کمک�هاي و حمایت�ها به�سبب هستند، و بوده من زندگی در الهی

دارم. عمر طول و سلامتی آمرزش، طلب برایشان متعال خداوند درگاه از نمایم. سپاس�گزاري صمیمانه
آقاي جناب هستند، معلم معناي کامل تجسم به�حق که خویش، بزرگوار معلم و ارجمند استاد از همچنین،

می�نمایم. قدردانی آموختند، من به آن�چه تمام به�خاطر و پایان�نامه این هدایت براي قنّاد، مهدي دکتر
هم�دلی�هاي و هم�زبانی�ها هم�فکري�ها، به�خاطر سوهانی، فاطمه مهندس خانم سرکار دلبندم، خواهر از نیز،

نمی�داشت. انجامی و آغاز چنین پژوهش این او حضور بدون بی�شک می�کنم. تشکر صمیمانه�اش
جلالی، امیر دکتر آقاي جناب ایپک�چی، حمیدرضا دکتر آقاي جناب کمک�هاي و همکاري�ها از پایان، در
پرهیزکار محمد مهندس آقاي جناب قارونی، حامد مهندس آقاي جناب بابایی، مسعود مهندس آقاي جناب
درگاه از و متشکرم نیست، میسر و مقدور آن�ها تک�تک نام ذکر که استادانی و دوستان همه�ي نیز و یعقوبی

خواستارم. عاقبت حسن و روزافزون کامیابی و بهروزي عزیزان این تمام براي خداوند
را عزیزم دوستان و استادان خانواده، همراهی�هاي و زحمات از ناچیز هرچند بخشی پایان�نامه این امیدوارم

باشد. کرده جبران

سوهانی حسین محمد
1393 ماه شهریور هفتم
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داًشىذُ  هٌْذسی هىاًیه، گشایش طشاحی واستشدی، ی واسشٌاسی اسشذ سشتِ ی داًشجَی دٍسُ هحوذ حسیي سَّاًی ایٌجاًة

 تحت FGM ضخین جذاس ای استَاًِ ّای پَستِ الاستیه ًاهِ تحلیل پایاى ی ًَیسٌذُ ،داًشگاُ صٌعتی شاّشٍد هٌْذسی هىاًیه

 .شَم هتعْذ هیدوتش هْذی لٌاد  تحت ساٌّوائی، FSDT اساس تش غیشخطی جایی جاتِ-وشًش سٍاتط تا فشاس

 ًاهِ تَسط ایٌجاًة اًجام شذُ است ٍ اص صحت ٍ اصالت تشخَسداس است تحمیمات دس ایي پایاى. 

 ّای هحمماى دیگش تِ هشجع هَسد استفادُ استٌاد شذُ است دس استفادُ اص ًتایج پژٍّش. 

  وٌَى تَسط خَد یا فشد دیگشی تشای دسیافت ّیچ ًَع هذسن یا اهتیاصی دس ّیچ جا اسائِ ًشذُ است ًاهِ تا هٌذسج دس پایاىهطالة. 

  ِیا « داًشگاُ صٌعتی شاّشٍد»تاشذ ٍ همالات هستخشج تا ًام  حمَق هعٌَی ایي اثش هتعلك تِ داًشگاُ صٌعتی شاّشٍد هی ی ولی ٍ

«Shahrood  University  of  Technology »تِ چاپ خَاّذ سسیذ. 

 گشدد سعایت هی ًاهِ پایاىاًذ دس همالات هستخشج اص  ًاهِ تأثیشگزاس تَدُ ى ًتایج اصلی پایاىحمَق هعٌَی توام افشادی وِ دس تِ دست آهذ. 

 ِاست ضَاتط ٍ اصَل اخلالی سعایت استفادُ شذُ ( ّای آًْا یا تافت)ًاهِ، دس هَاسدی وِ اص هَجَد صًذُ  هشاحل اًجام ایي پایاى ی دس ولی

 .شذُ است

 ِاطلاعات شخصی افشاد دستشسی یافتِ یا استفادُ شذُ است اصل  ی ًاهِ، دس هَاسدی وِ تِ حَصُ هشاحل اًجام ایي پایاى ی دس ولی

 .اصَل اخلاق اًساًی سعایت شذُ استساصداسی، ضَاتط ٍ 

 تاریخ

 امضای دانشجو

 

 

 

 

 

 

 

 مالکیت نتایج و حق نشر

( ای، ًشم افضاسّا ٍ تجْیضات ساختِ شذُ ّای سایاًِ همالات هستخشج، وتاب، تشًاهِ)حمَق هعٌَی ایي اثش ٍ هحصَلات آى  ی ولیِ

 .ایي هطلة تایذ تِ ًحَ همتضی دس تَلیذات علوی هشتَطِ روش شَد. تاشذ هتعلك تِ داًشگاُ صٌعتی شاّشٍد هی

 .تاشذ دٍى روش هشجع هجاص ًویبًاهِ  استفادُ اص اطلاعات ٍ ًتایج هَجَد دس پایاى
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چکیده

تعادل حالت در فشار، تحت ضخیم جدار استوانه�اي پوسته�هاي بر حاکم معادلات حاضر، پژوهش در
بر گرین-لاگرانژ) کرنش (تانسور غیرخطی (سینماتیک) جابه�جایی کرنش- روابط برقراري فرض با استاتیکی،
برقرار مسأله در کامل محوري تقارن فرض است. شده استخراج اول مرتبه�ي برشی شکل تغییر تئوري اساس
الاستیسیته مدول توانی توزیع با تابعی ناهمگن و همسانگرد مادّه�ي از پوسته است. ثابت استوانه ضخامت و
نسبت است. شده گرفته نظر در خطی الاستیک صورت به مادّه رفتار و است شده ساخته ضخامت راستاي در
است. تابعی ناهمگن مواد تحلیل در متداول فرض یک که است شده فرض ثابت پوسته سرتاسر در پواسون
(نادنبالگر) پایستار و زمان از مستقل یکنواخت، خارجی و داخلی فشارهاي تحت و بوده دوسرگیردار استوانه

دارد. قرار
ضرایب با و دو مرتبه�ي از کوپل�شده، غیرخطی دیفرانسیل معادلات دستگاه یک پوسته، بر حاکم معادلات
(روش اغتشاشات تئوري کمک به و شده استخراج مجازي کار اصل کمک به معادلات این هستند. ثابت
همچنین است. شده انجام دو مرتبه�ي تا معادلات تحلیلی حل است. شده حل تطبیق�یافته) مجانبی بسط
با است. گرفته انجام نیز انسیس پارامتري طراحی زبان کمک به مسأله محدود المان پارامتري مدل�سازي
پاسخ بر ناهمگنی و جنس بارگذاري، هندسی، پارامترهاي تغییرات تأثیر تحلیل، از حاصل نتایج به توجه
و مقایسه محدود المان روش از آمده به�دست نتایج با تحلیل، از حاصل نتایج است. شده بررسی غیرخطی

است. شده اعتبارسنجی
سینماتیک روابط اول، مرتبه برشی شکل تغییر تئوري ضخیم، جدار استوانه�اي پوسته�ي کلیدواژگان:

تطبیق�یافته. مجانبی بسط روش غیرخطی،
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مقالات مرور و مقدمات .1 فصل

پیشگفتار 1-1
روزافزون به�طور مکانیک زمینه�ي در محققان توجه اخیر، دهه�هاي در عددي روش�هاي سریع پیشرفت از پس
تئوري مدل�هاي تبدیل مسأله، دیگر امروزه است. شده متمرکز مسائل فرمول�بندي در دقت افزایش بر
(مدل�سازي مختلف زمینه�هاي در موجود مدل�هاي دقت افزایش هدف بلکه نیست، عددي کدهاي به موجود
به دستیابی منظور به (... و غیرخطی سازه�هاي بهینه�سازي ضربه، مکانیک بزرگ، کرنش�هاي تحلیل مواد،

است[1]. غیرخطی مسائل در خصوصاً واقعیت» دقیق�تر «شبیه�سازي
کردن محدود و هستند استثنا یک روند، شمار به طبیعت در قاعده یک که آن از بیش خطی سیستم�هاي
حد تا خطی مسائل چند هر است. ریاضی دانش در محدودیت خاطر به عمدتاً خطی سیستم�هاي به مطالعات
پیشرفت و طرف یک از جدید غیرخطی مسائل با مواجهه اما می�سازند، مرتفع را مهندسی نیازهاي زیادي
مسائل براي تحلیلی حل�هاي به دستیابی تا شده سبب دیگر، طرف از غیرخطی معادلات حل جهت در دانش

گردد. برخوردار ویژه�اي اهمیت از غیرخطی
مروري آن، طبقه�بندي�هاي و پوسته�ها شامل حاضر، پژوهش بنیادین مفاهیم مورد در ابتدا فصل این در
تئوري نهایتاً و آن�ها ریاضی مدل�سازي شیوه�ي و ناهمگن مواد پوسته�ها، تحلیل غیرخطی تئوري�هاي بر
می�گردد. مرور مختصراً مرتبط، گرفته�ي انجام پژوهش�هاي سایر سپس می�شود. بیان مطالبی اغتشاشات1

پوسته�ها 2-1
پوسته�ها و ورق�ها تیرها، کلی گروه سه به سازه�اي اجزاي بارگذاري، و هندسه به توجه با مکانیک مهندسی در
مراتب به دیگر بعد دو به نسبت محوري) (بعد آن�ها بعد یک که هستند سازه�هایی تیرها می�شوند. تقسیم
سازه�هایی کنند. تحمل را عرضی برش و پیچشی محوري، خمشی، بارگذاري�هاي قادرند و است بزرگ�تر

می�روند. شمار به تیر خاص حالت�هاي ستون�ها و خرپا اجزاي رشته�ها، کابل�ها، مانند
معمولاً باشد. کوچک دیگر بعد دو به نسبت ضخامت) (بعد آن�ها بعد یک که هستند مسطح سازه�هایی ورق�ها
صفحه�اي درون برش و عرضی برش پیچشی، محوري، خمشی، بارگذاري انواع بتوانند ورق�ها است انتظار
درون بارهاي قادرند تنها ناچیز ضخامت دلیل به که هستند ورق�ها از خاصی حالت غشاها کنند. تحمل را

نمایند. تحمل را برش و کشش شامل صفحه�اي
در است. کوچک طولی ابعاد و انحنا شعاع به نسبت آن�ها ضخامت که هستند خمیده سازه�هایی پوسته�ها
1. Perturbation Theory

2



پوسته�ها .2-1

در گسترده�اي کاربرد دامنه�ي داراي و می�روند شمار به مهندسی در سازه�ها نوع عمومی�ترین پوسته�ها واقع
رآکتورهاي موشک�ها، فضاپیماها، سیال، انتقال و نگه�داري مخازن ساخت در مثلاً هستند. مختلف صنایع

می�شود. استفاده پوسته�ها از ... و غیرمسطح سقف�هاي اتمی،

پوسته�ها هندسی تقسیم�بندي 1-2-1
گروه دو به پوسته�ها دیدگاه یک از کرد. تقسیم�بندي شکل چند به را پوسته�ها می�توان هندسه نظر از
پوسته�هایی دوران از حاصل پوسته�هاي می�شوند. تقسیم انتقال3 از حاصل و دوران2 از حاصل پوسته�هاي
مقابل در می�آیند. پدید دوران محور یک حول مولد سطح یا منحنی یک جزئی یا و کامل دوران از که هستند
مسیر یک روي بر مولد سطح یا منحنی منحنی�الخط یا و مستقیم�الخط انتقال از انتقال، از حاصل پوسته�هاي

دانست. پوسته�ها زیرمجموعه�ي را ورق�ها می�توان دیدگاه این به توجه با می�شود. حاصل مشخص
تقسیم�بندي این مبناي کرد. دسته�بندي نیز ضخیم و نازك گروه دو به ضخامت به توجه با توان می را پوسته�ها
که است شده معرفی نسبت این براي متفاوتی مقادیر گوناگون مراجع در انحناست. شعاع به ضخامت نسبت

است. ۱
۲۰ نسبت آن�ها معروف�ترین

شعاع نسبت اگر دارد. وجود نیز دیگر هندسی تقسیم�بندي یک استوانه�اي پوسته�هاي براي خاص طور به
بلند استوانه باشد کوچک نسبت این اگر و می�شود؛ نامیده کوتاه استوانه باشد، بزرگ آن طول به استوانه

است.

پوسته�ها مادّي تقسیم�بندي 2-2-1
پوسته�هایی همگن پوسته�هاي هستند. ناهمگن5 یا و همگن4 سازه�ها، تمام مانند پوسته�ها، مادّي، دیدگاه از
خواصی داراي ناهمگن پوسته�هاي مقابل در باشد. ثابت نقاط تمام در آن�ها مکانیکی خواص که هستند
تابع یک کمک به بتوان را پوسته نقاط مکانیکی خواص تغییرات اگر است. نقاط موقعیت تابع که هستند

است. تابعی ناهمگن مواد ،FGM فارسی معادل می�شود. گفته 6FGM پوسته به کرد، بیان ریاضی
به وابسته ناهمسانگرد پوسته�هاي در خواص باشند. ناهمسانگرد یا و همسانگرد می�توانند پوسته�ها همچنین،
داده�اند، اختصاص خود به را مطالعات حجم بیش�ترین که ناهمسانگرد مواد از گروه مهم�ترین هستند. جهت
است. متفاوت دیگر جهت دو به نسبت جهت یک در مکانیکی خواص مواد این در هستند. ارتوتروپیک7 مواد
2. Shells of Revolution
3. Shells of Translation
4. Homogeneous
5. Heterogeneous
6. Functionally-Graded Materials
7. Orthotropic Materials
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مقالات مرور و مقدمات .1 فصل

می�رود. به�شمار دسته این از مثال�هایی نوردشده آلیاژهاي و سنتی مرکب مواد

[2] استوانه�اي پوسته�هاي غیرخطی تئوري�هاي 3-1
می�گردد. معرفی دارند، وجود استوانه�اي پوسته�هاي درباره�ي که معروف غیرخطی تئوري�هاي قسمت این در
گرفتن نظر در کوچک یا بزرگ نیز و پوسته ضخامت اثرات کردن لحاظ در تئوري�ها این عمده�ي تفاوت
نووژیلوف10، فلوگه-لور-بیرن9، دانل8، تئوري�هاي قسمت این در است. مماسی راستاهاي در جابه�جایی

می�شود. معرفی مختصراً غیرخطی12 اول مرتبه برشی شکل تغییر و سندرز-کویتر11

دانل غیرخطی تئوري 1-3-1
دانل تئوري .(1-1 (شکل است مفروض L طول و h ضخامت ،R میانگین شعاع با استوانه�اي پوسته�ي یک
تئوري، این در است. شده ارائه استوانه�اي پوسته�ي یک شعاعی) جهت (در w بزرگ شکل�هاي تغییر براي

برقرارند. زیر فرضیات

.h≪ R,L است؛ نازك پوسته .1

خیز اول، فرض به توجه با بنابراین است؛ برابر �h ضخامت بزرگی مرتبه�ي با w خیز بزرگی مرتبه�ي .2
.w ≪ R,L یعنی، است؛ کوچک L و R ابعاد به نسبت

.|∂w/(R∂θ)| ≪ ۱ و |∂w/∂x| ≪ ۱ است؛ کوچک نقطه هر در شیب .3

است. معتبر خطی الاستیسیته�ي بنابراین هستند، کوچک کرنش مؤلفه�هاي تمام .4

قابل پوسته میانی رویه�ي بر عمود جهت در تنش�ها یعنی، است؛ برقرار لوو-کیرشهف13 فرضیات .5
خوبی تقریب�هاي فرضیات این می�کنند. تغییر ضخامت با خطی به�صورت کرنش�ها و هستند صرف�نظر
در تنش�ها پوسته، سطح بر عمود خارجی بارهاي حضور در چند، هر هستند. نازك پوسته�هاي براي
سایر از متمرکز) بارهاي همسایگی در جز (به آن�ها اندازه�ي اگر حتی می�آیند، وجود به نیز نرمال جهت

باشد. کوچک�تر تنش�ها
8. Donnel’s Nonlinear Theory
9. The Flügge-Lur’e-Byrne Nonlinear Shell Theory
10. The Novozholov Nonlinear Shell Theory
11. The Sanders-Koiter Nonlinear Shell Theory
12. Nonlinear First-order Shear Deformation Theory
13. Love-Kirchhoff Hypotheses
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استوانه�اي پوسته�هاي غیرخطی تئوري�هاي .3-1

(الف)

(ب)
پوسته.[2] مقطع سطح بزرگ�شده�ي نماي (ب) جابه�جایی�ها. و ابعاد (الف) استوانه�اي. پوسته�ي :1-1 شکل

غیرخطی جملات تنها کرنش-جابه�جایی روابط در و هستند کوچک بسیار v و u مماسی جابه�جایی�هاي .6
می�شود. صرف�نظر غیرخطی جملات سایر از می�شود. دیده w شامل

داده نشان u۳ و u۲ ،u۱ با ترتیب به شعاعی و محیطی محوري، جهات در پوسته از دلخواه نقطه�اي جابه�جایی
سمت به w و u۳ .(1-1 (شکل است14 پوسته میانی رویه�ي روي نقطه�اي جابه�جایی w و v ،u که می�شود،
گرفته نظر در پوسته براي زیر جابه�جایی میدان ،5 شماره�ي فرض به توجه با می�شوند. فرض مثبت بیرون

می�شود.

u۱ = u(x, θ)− z
∂w

∂x
, (1-1الف)

u۲ = v(x, θ)− z

R

∂w

∂θ
, (1-1ب)

u۳ = w(x, θ). (1-1پ)

است. نقطه ضخامت مختصه�ي z که می�آید به�دست جابه�جایی میدان در z = ۰ دادن قرار از میانی (سطح) رویه .14

5



مقالات مرور و مقدمات .1 فصل

می�شوند.15 محاسبه زیر شکل به کرنش مؤلفه�هاي غیرخطی، سینماتیک معادلات گرفتن نظر در با

εx = εx,۰ + zkx, (1-2الف)
εθ = εθ,۰ + zkθ, (1-2ب)
γxθ = γxθ,۰ + zkxθ. (1-2پ)

انحنا تغییرات و میانی رویه�ي کرنش�هاي شود، چشم�پوشی R برابر در z از یعنی شود، فرض نازك پوسته اگر
می�آیند. دست به زیر روابط از

εx,۰ =
∂u

∂x
+

۱
۲

(
∂w

∂x

)۲

, (1-3الف)

εθ,۰ =
۱
R

∂v

∂θ
+
w

R
+

۱
۲

(
۱
R

∂w

∂θ

)۲

, (1-3ب)

γxθ,۰ =
۱
R

∂u

∂θ
+
∂v

∂x
+

۱
R

∂w

∂x

∂w

∂θ
, (1-3پ)

kx = −∂
۲w

∂x۲ , (1-3ت)

kθ = − ۱
R۲

∂۲w

∂θ۲ , (1-3ث)

kxθ = − ۲
R

∂۲w

∂x∂θ
. (1-3ج)

ناقص) (پوسته�هاي استوانه�اي پانل�هاي یا و کامل استوانه�اي پوسته�هاي تحلیل براي می�توان اخیر روابط از
کرد. استفاده

نقصهندسی

نشان w۰ شعاعی جابه�جایی با اولیه صفر تنش با متناظر استوانه�اي پوسته�هاي براي اولیه هندسی نقص�هاي
زیر معادله�ي به (1-1پ) بنابراین می�شود. گرفته نادیده درون�صفحه�اي اولیه�ي هندسی نقص می�شود؛ داده

می�شود. تبدیل

u۳ = w(x, θ) + w۰(x, θ). (4-1)

داده توضیح 27 صفحه�ي در استوانه�اي مختصات دستگاه در گرین) کرنش (تانسور غیرخطی سینماتیک معادلات استخراج روند .15
است. شده
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استوانه�اي پوسته�هاي غیرخطی تئوري�هاي .3-1

که (چرا هستند w۰ تابع تنها که جملاتی از صرف�نظر و غیرخطی سینماتیک روابط در (4-1) جایگذاري با
می�گیرند. را (1-3پ) تا (1-3الف) معادلات جاي زیر معادلات هستند)، صفر تنش و اولیه حالت با متناظر

εx,۰ =
∂u

∂x
+

۱
۲

(
∂w

∂x

)۲

+
∂w

∂x

∂w۰

∂x
, (1-5الف)

εθ,۰ =
۱
R

∂v

∂θ
+
w

R
+

۱
۲

(
۱
R

∂w

∂θ

)۲

+
۱
R۲

∂w

∂θ

∂w۰

∂θ
, (1-5ب)

γxθ,۰ =
۱
R

∂u

∂θ
+
∂v

∂x
+

۱
R

∂w

∂x

∂w

∂θ
+

۱
R

∂w۰

∂x

∂w

∂θ
+

۱
R

∂w

∂x

∂w۰

∂θ
. (1-5پ)

می�ماند. باقی تغییر بدون اولیه هندسی نقص حضور در (1-3ج) تا (1-3ت) معادلات

فلوگه-لور-بیرن تئوري 2-3-1

بود. نخواهد معتبر نیز دانل تئوري 6 فرض همچنین می�شود. صرف�نظر پوسته نازکی فرض از تئوري این در
می�شود. گرفته نظر در زیر شکل به جابه�جایی میدان بنابراین

u۱ = u− z
∂(w + w۰)

∂x
, (1-6الف)

u۲ = v − z

R

(
∂(w + w۰)

∂θ
− v

)
, (1-6ب)

u۳ = w + w۰. (1-6پ)

می�گردد. توجیه 2-1 شکل به توجه با راحتی به اخیر جابه�جایی میدان
از ضخامت اثرات گرفتن نظر در براي و نمی�شود چشم�پوشی طول و شعاع برابر در ضخامت از تئوري این در

می�شود. استفاده زیر تقریب�هاي

۱
r
=

۱
R + z

=
۱
R

[
۱ − z

R
+O(z/R)۲

]
, (1-7الف)

۱
r۲ =

۱
(R + z)۲

=
۱
R۲

[
۱ − ۲z

R
+O(z/R)۲

]
, (1-7ب)

این گرفتن نظر در با می�شود. صرف�نظر آن از که است (z/R)۲ با هم�مرتبه کوچک عددي O(z/R)۲ که
می�کنند. تغییر زیر شکل به دانل تئوري به نسبت انحناها و کرنش�ها تقریب، دو

7



مقالات مرور و مقدمات .1 فصل

(الف)

(ب)
عرضی.[2] مقطع (ب) طولی. مقطع (الف) میانی. سطح بر واقع Q نقطه�ي و P دلخواه نقطه�ي جابه�جایی :2-1 شکل

εx,۰ =
∂u

∂x
+

۱
۲

[(
∂u

∂x

)۲

+

(
∂v

∂x

)۲

+

(
∂w

∂x

)۲
]
+
∂w

∂x

∂w۰

∂x
, (1-8الف)

εθ,۰ =
۱
R

∂v

∂θ
+
w

R
+

۱
۲R۲

[(
∂u

∂θ

)۲

+

(
∂v

∂θ
+ w

)۲

+

(
∂w

∂θ
− v

)۲
]

+
۱
R۲

[
∂w۰

∂θ

(
∂w

∂θ
− v

)
+ w۰

(
w +

∂v

∂θ

)]
,

(1-8ب)
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استوانه�اي پوسته�هاي غیرخطی تئوري�هاي .3-1

γxθ,۰ =
∂v

∂x
+

۱
R

∂u

∂θ
+

۱
R

[
∂u

∂x

∂u

∂θ
+
∂v

∂x

(
∂v

∂θ
+ w

)
+
∂w

∂x

(
∂w

∂θ
− v

)
+
∂w۰

∂x

(
∂w

∂θ
− v

)
+
∂w

∂x

∂w۰

∂θ
+
∂v

∂x
w۰

]
,

(1-8پ)

kx = −∂
۲w

∂x۲ − ∂u

∂x

∂۲(w + w۰)

∂x۲ − ۱
R

∂v

∂x

∂۲(w + w۰)

∂(x∂θ
+

۱
R

(
∂v

∂x

)۲

, (1-8ت)

kθ =− ۱
R۲

∂۲w

∂θ۲ − w

R۲ − w + w۰

R۳

(
w +

∂۲w

∂θ۲ +
∂v

∂θ

)
− w

R۳

(
w۰ +

∂۲w۰

∂θ۲

)
− ۱
R۲

∂u

∂θ

(
۱
R

∂u

∂θ
+
∂۲(w + w۰)

∂x∂θ

)
− ۱
R۳

∂v

∂θ

∂۲(w + w۰)

∂θ۲ ,

(1-8ث)

kxθ =− ۲
R

∂۲w

∂x∂θ
+

۱
R

∂v

∂x
− ۱
R۲

∂u

∂θ
− ۱
R

∂u

∂x

(
۱
R

∂u

∂θ
+
∂۲(w + w۰)

∂x∂θ

)
+

۱
R۲

∂v

∂x

(
∂v

∂θ
− ∂۲(w + w۰)

∂θ۲

)
− ۱
R۲

∂۲(w + w۰)

∂x∂θ

(
w +

∂v

∂θ

)
− w۰

R۲
∂۲w

∂x∂θ
− ۱
R

∂۲(w + w۰)

∂x۲
∂u

∂θ
− ۱
R۲

∂v

∂x

∂۲(w + w۰)

∂θ۲ .

(1-8ج)

می�آید. دست به z بالاي مرتبه جملات از صرف�نظر با فوق روابط

نووژیلوف غیرخطی تئوري 3-3-1
گرفته نظر در زیر پیچیده�تر شکل به جابه�جایی میدان ،(1953) نووژیلوف پوسته�ي غیرخطی تئوري اساس بر

می�شود.

u۱ = u+ zΘ, (1-9الف)
u۲ = v + zΨ, (1-9ب)
u۳ = w + w۰ + zχ, (1-9پ)

که

Θ = −∂(w + w۰)

∂x

(
۱ +

۱
R

∂v

∂θ
+
w

R

)
+

۱
R۲

(
∂(w + w۰)

∂θ
− v

)
∂u

∂θ
− ∂w

∂x

w۰

R
, (1-10الف)

Ψ = − ۱
R

(
∂(w + w۰)

∂θ
− v

)(
۱ +

∂u

∂x

)
+
∂(w + w۰)

∂x

∂v

∂x
, (1-10ب)

χ ∼=
∂u

∂x
+

۱
R

∂v

∂θ
+
w + w۰

R
+

۱
R

∂u

∂x

(
∂v

∂θ
+ w + w۰

)
− ۱
R

∂u

∂θ

∂v

∂x
. (1-10پ)
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مقالات مرور و مقدمات .1 فصل

از پس پوسته میانی سطح بر عمود و مستقیم تارهاي که این فرض با را (10-1) و (9-1) روابط نووژیلوف
دست به نمی�شوند، درازش16 دچار و مانند می باقی میانی سطح بر عمود و مستقیم همچنان شکل تغییر
ضخامت) راستاي در کرنش�ها خطی (تغییرات دانل تئوري 5 فرضشماره در دوم بخش فرضجاي این آورد.

نیست. برقرار نیز 6 فرض همچنین می�گیرد. را
تغییرات براي زیر عبارت�هاي غیرخطی، سینماتیک روابط در (10-1) و (9-1) جابه�جایی میدان جایگذاري با

می�آید. دست به پوسته انحناي

kx =− ∂۲w

∂x۲ +
۱
R

∂v

∂x

(
− ۱
R

∂u

∂θ
+
∂v

∂x
− ∂۲(w + w۰)

∂x∂θ

)
+
∂(w + w۰)

∂x

∂۲u

∂x۲

+
۱
R۲

∂۲u

∂x∂θ

(
−v + ∂(w + w۰)

∂θ

)
+

۱
R۲

∂۲(w + w۰)

∂x∂θ

∂u

∂θ

− ∂۲(w + w۰)

∂x۲

(
w

R
+

۱
R

∂v

∂θ
+
∂u

∂x

)
− ∂۲w

∂x۲
w۰

R
.

(1-11الف)

kθ =− ۱
R۲

∂۲w

∂θ۲ +
۱
R

∂u

∂x
+

۱
R۲

∂v

∂θ
− w + w۰

R

(
۱
R۲

∂۲w

∂θ۲ − ۱
R۲

∂v

∂θ
− ۲
R

∂u

∂x

)
− w

R۳
∂۲w۰

∂θ۲ − ۱
R۲

∂u

∂θ

(
۱
R

∂u

∂θ
+
∂v

∂x
+
∂۲(w + w۰)

∂x∂θ

)
+

۱
R۲

∂v

∂θ

(
۱
R

∂v

∂θ
+ ۳∂u

∂x
− ۱
R

∂۲(w + w۰)

∂θ۲

)
+

۱
R۳

∂۲v

∂θ۲

(
∂(w + w۰)

∂θ
− v

)
+

۱
R۳

∂(w + w۰)

∂θ

(
∂w

∂θ
− v

)
− ۱
R۲

∂۲(w + w۰)

∂θ۲
∂u

∂x
+

۱
R۳

∂w

∂θ

∂w۰

∂θ

+
۱
R

∂(w + w۰)

∂x

∂۲v

∂x∂θ
+

۱
R

∂v

∂x

∂۲(w + w۰)

∂x∂θ

(1-11ب)

kxθ =− ۲
R

∂۲w

∂x∂θ
− ۱
R۲

∂u

∂θ
+

۱
R

∂v

∂x
+

۱
R۲

∂u

∂θ

(
−∂u
∂x

+
۱
R

∂۲(w + w۰)

∂θ۲ − ۱
R

∂v

∂θ

)
+
∂۲(w + w۰)

∂x۲
∂v

∂x
− v

R۲

(
۱
R

∂۲u

∂θ۲ +
∂۲v

∂x∂θ
+
∂(w + w۰)

∂x

)
+

۱
R۲

∂(w + w۰)

∂θ

(
۱
R

∂۲u

∂θ۲ +
∂w

∂x
+

∂۲v

∂x∂θ

)
+

۱
R۲

∂w

∂θ

∂w۰

∂x

+
۱
R

∂v

∂x

(
w + w۰

R
+

۲
R

∂v

∂θ
− ۱
R

∂۲(w + w۰)

∂θ۲ + ۲∂u
∂x

)
+
∂(w + w۰)

∂x

(
۱
R

∂۲u

∂x∂θ
+
∂۲v

∂x۲

)
− ۲
R

∂۲(w + w۰)

∂x∂θ

(
w

R
+

۱
R

∂v

∂θ
+
∂u

∂x

)
− ۲w۰

R۲
∂۲w

∂x∂θ
.

(1-11پ)

16. Elongation
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استوانه�اي پوسته�هاي غیرخطی تئوري�هاي .3-1

مطابقت فلوگه-لور-بیرن تئوري روابط با پوسته میانی رویه�ي کرنش-جابه�جایی روابط نووژیلوف، تئوري در
است. پیچش و انحناها در تغییر پیچیده، روابط این از استفاده از ناشی شده ایجاد تفاوت تنها بنابراین دارد.

سندرز-کویتر غیرخطی تئوري 4-3-1
با هم�زمان تقریباً داد؛ ارائه تانسوري شکل در را پوسته غیرخطی یافته�ي بهبود تئوري 1963 سال در سندرز
گردید. سندرز-کویتر معادلات به منجر که آمد، دست به نیز 1966 سال در کویتر توسط معادلات همین او،
منطبق ریاضی عبارت�هاي یافتن منظور به قبل تئوري�هاي با مشابه فرضیات گرفتن نظر در با معادلات این
کرنش با محدود شکل�هاي تغییر براي و آمدند دست به هم�مرتبه جملات داشتن نگه نیز و پوسته مکانیک با
همچنین بود. نخواهد برقرار دانل تئوري 6 شماره فرض بنابراین هستند؛ مناسب کوچک دوران�هاي و کوچک
به زیر روابط از انحناها تغییرات نیز و میانی رویه�ي کرنش�هاي می�گردد. چشم�پوشی عرضی هاي برش از

می�آیند. دست

εx,۰ =
∂u

∂x
+

۱
۲

(
∂w

∂x

)۲

+
۱
۸

(
∂v

∂x
− ۱
R

∂u

∂θ

)۲

+
∂w

∂x

∂w۰

∂x
, (1-12الف)

εθ,۰ =
۱
R

∂v

∂θ
+
w

R
+

۱
۲R۲

(
∂w

∂θ
− v

)۲

+
۱
۸

(
۱
R

∂u

∂θ
− ∂v

∂x

)۲

+
۱
R۲

∂w

∂θ

(
∂w

∂θ
− v

)
, (1-12ب)

γxθ,۰ =
۱
R

∂u

∂θ
+
∂v

∂x
+

۱
R

∂w

∂x

(
∂w

∂θ
− v

)
+

۱
R

∂w۰

∂x

(
∂w

∂θ
− v

)
+

۱
R

∂w

∂x

∂w۰

∂θ
, (1-12پ)

kx = −∂
۲w

∂x۲ , (1-12ت)

kθ =
۱
R۲

(
∂v

∂θ
− ∂۲w

∂θ۲

)
, (1-12ث)

kxθ = − ۲
R

∂۲w

∂x∂θ
+

۱
۲R

(
۳∂v
∂x

− ۱
R

∂u

∂θ

)
. (1-12ج)

هستند. خطی سندرز-کویتر، غیرخطی تئوري به توجه با پیچش و انحنا تغییرات

غیرخطی اول مرتبه برشی شکل تغییر تئوري 5-3-1
سال در چاندراشخارا17 و ردي توسط بار نخستین پوسته�ها غیرخطی اول مرتبه برشی شکل تغییر تئوري
تغییر توصیف براي ϕ۲ و ϕ۱ دوران دو و w و v ،u جابه�جایی سه وابسته، متغیر پنج از شد. معرفی 1985
خطی جملات براي سندرز تئوري ضخیم جدار نسخه�ي می�توان را تئوري این می�شود. استفاده پوسته شکل

دانست. غیرخطی جملات براي دانل غیرخطی تئوري و
استخراج در می�گردد. معرفی y و x راستاي دو در انحنا با پوسته�ي یک براي تئوري این بخش این در
17. Reddy and Chandrashekhara
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مقالات مرور و مقدمات .1 فصل

باشند. ثابت نقاط تمام در انحناها که است این بر فرض بخش این معادلات
بنابراین کوچکاست، اصلی انحناي شعاع�هاي با مقایسه در پوسته ضخامت (1) از: عبارتند تئوري این فرضیات
چشم�پوشی قابل σz عرضی نرمال تنش (2) است. مناسب ضخیم نسبتاً پوسته�هاي براي تنها تئوري این
پوسته، لبه�هاي نزدیکی در جز به ،τyz و τxz با مقایسه در σz که داد نشان می�توان کلی، حالت در است.
خطوط (3) می�رود. شمار به ضخیم نسبتاً پوسته�هاي رفتار از خوبی تقریب تئوري این بنابراین، است. کوچک
رویه�ي بر عمود لزوماً اما می�مانند، باقی مستقیم همچنان شکل تغییر از پس پوسته میانی رویه�ي بر عمود

نیست. برقرار تئوري این در لوو-کیرشهف فرض یعنی نیستند. میانی
می�شود. توصیف زیر روابط کمک به پوسته از دلخواهی نقطه�ي جابه�جایی میدان

u۱ = (۱ + z/Rx)u+ zϕ۱, (1-13الف)
u۲ = (۱ + z/Ry)v + zϕ۲, (1-13ب)
u۳ = w + w۰. (1-13پ)

نیز (z حسب (بر بالاتر مراتب تئوري�هاي به فوق، برداري میدان به مشابه جملات کردن اضافه با می�توان
یافت. دست

معادلات غیرخطی جملات از صرف�نظر با شده�اند، فرض کوچک عرضی برشی کرنش�هاي که آن�جا از
می�آید. دست به عرضی برش براي زیر سینماتیک

γxz =
∂u۱

∂z
+

۱
Rx(۱ + z/Rx)

(
∂u۳

∂ψ
− u۱

)
, (1-14الف)

γyz =
∂u۲

∂z
+

۱
Ry(۱ + z/Ry)

(
∂u۳

∂θ
− u۲

)
. (1-14ب)

کرنش- روابط z/Ry و z/Rx شامل جملات از صرف�نظر با هستند. زاویه�اي مختصات θ و ψ فوق، روابط در
می�آید. دست به اول مرتبه برشی شکل تغییر تئوري براي زیر جابه�جایی

εx = εx,۰ + zkx, (1-15الف)
εy = εy,۰ + zky, (1-15ب)
γxy = γxy,۰ + zkxy, (1-15پ)
γxz = γxz,۰, (1-15ت)
γyz = γyz,۰, (1-15ث)
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تابعی ناهمگن مواد .4-1

که

εx,۰ =
۱
Rx

(
∂u

∂ψ
+ w

)
+

۱
۲R۲

x

(
∂w

∂ψ

)۲

+
۱
R۲

x

∂w

∂ψ

∂w۰

∂ψ
, (1-16الف)

εy,۰ =
۱
Ry

(
∂v

∂θ
+ w

)
+

۱
۲R۲

y

(
∂w

∂θ

)۲

+
۱
R۲

y

∂w

∂θ

∂w۰

∂θ
, (1-16ب)

γxy,۰ =
۱
Ry

∂u

∂θ
+

۱
Rx

∂v

∂ψ
+

۱
RxRy

(
∂w

∂ψ

∂w

∂θ
+
∂w۰

∂ψ

∂w

∂θ
+
∂w

∂ψ

∂w۰

∂θ

)
, (1-16پ)

γxz,۰ = ϕ۱ +
۱
Rx

(
∂w

∂ψ
− u

)
, (1-16ت)

γyz,۰ = ϕ۲ +
۱
Ry

(
∂w

∂θ
− v

)
, (1-16ث)

kx =
۱
Rx

∂ϕ۱

∂ψ
, (1-16ج)

ky =
۱
Ry

∂ϕ۲

∂θ
, (1-16چ)

kxy =
۱
Ry

∂ϕ۱

∂θ
+

۱
Rx

∂ϕ۲

∂ψ
+

۱
۲

(
۱
Ry

− ۱
Rx

)(
۱
Rx

∂v

∂ψ
− ۱
Ry

∂u

∂θ

)
. (1-16ح)

ثابت برشی تنش به منجر که است ثابت ضخامت در عرضی برشی کرنش توزیع بالا، معادلات به توجه با
تقریب یک تنها نتیجه بنابراین نمی�کنند؛ تحمل را برشی وضوح به پوسته پایینی و بالایی سطوح می�شود.
مقدار داراي پایین و بالا سطوح در و است سهمی به شبیه ضخامت در برشی تنش واقعی توزیع است. اولیه
در عرضی برش تصحیح ضریب یک که است ضروري تعادل، ملاحظات براي دلیل، همین به است. صفر

نشوند. محاسبه هستند، که چه آن از بیش تنش�ها تا شود وارد معادلات
شده استفاده اول مرتبه برشی شکل تغییر تئوري از جابه�جایی میدان تقریب براي چند هر حاضر، پژوهش در
برشی) و (نرمال عرضی تنش�هاي کوچکی فرض نیز و پوسته ضخامت کوچکی به مربوط فرض از اما است،
مشتق و محیطی جابه�جایی از مسأله در موجود محوري تقارن به توجه با همچنین، است. نشده استفاده

می�شود. صرف�نظر مختصات محیطی مؤلفه�ي به نسبت

تابعی ناهمگن مواد 4-1
مقدمه 1-4-1

مختلف مهندسی کاربردهاي در کنون تا بالا، وزن به سفتی و وزن به استحکام نسبت بودن دارا با مرکب، مواد
سالیان نیز فلزات نیستند. بالا دماهاي تحمل به قادر سنتی مرکب مواد اما اند. شده گرفته کار به موفقیت با
بالا دماهاي در نیز آن�ها اما گرفته�اند؛ قرار استفاده مورد خود بالاي شکل�پذیري و استحکام خاطر به طولانی
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مقالات مرور و مقدمات .1 فصل

ولی دهند، می نشان خود از خوبی مقاومت گرما برابر در سرامیک�ها می�دهند. دست از را خود استحکام
می�گیرد. قرار تحت�الشعاع پایین شکل�پذیري خاطر به آن�ها از استفاده

ماده�ي یک کرده�اند. جلب خود به را زیادي توجه FGM عنوان تحت مرکب مواد از گروهی اخیر دهه�هاي در
است. شده تشکیل سرامیک) و فلز (معمولاً مواد از مختلفی فازهاي از که است مرکب ماده�ي نوعی FG
تجربه را نرمی و پیوسته تغییرات FG ماده�ي خواص تشکیل�دهنده، مواد حجمی نسبت تدریجی تغییر با
در می�گردد. تنش تمرکز و ماده دو مشترك سطوح به مربوط مشکلات رفتن بین از به منجر که می�کنند
حرارتی مقاومت مانند سرامیک�ها و شکل�پذیري و استحکام مانند فلزات خواص از مجموعه�اي مواد از نوع این
مرکب ماده�ي همگن، ماده�ي بین تفاوت شماتیک صورت به ،3-1 شکل .[3] هستند حصول قابل توأماً بالا

می�دهد. نشان را تابعی ناهمگن ماده�ي و

..
ضخامت

.

خاصیت

.
ضخامت

.

خاصیت

.
ضخامت

.

خاصیت

.

همگن ماده�ي

.

.

مرکب ماده�ي

.

.

تابعی ناهمگن ماده�ي

تابعی. ناهمگن و مرکب همگن، مواد بین خواص در تغییر تفاوت :3-1 شکل

تاریخچه 2-4-1
مطرح ژاپن هوافضاي سازمان در 1984 سال در همکاران و نینو توسط تابعی ناهمگن مواد اولیه�ي مفهوم
ملی پروژه�ي اول مرحله�ي شد. شروع کشور این در آن تولید امکان�سنجی مطالعات 1986 سال از و گردید
سه پروژه این در شد. انجام ژاپن در 1989 تا 1987 سال�هاي طی تابعی» ناهمگن مواد گسترش «فناوري
استفاده با که بود جدید ماده�ي یک تولید پیشنهادي نظریه�ي داشتند. حضور ارزیابی و پردازش ساخت، گروه
و بالا مکانیکی مقاومت با فلزات و مناسب حرارتی گرادیان تحمل و بالا حرارتی مقاومت با سرامیک�ها از
شرایط تا پذیرد انجام فلز به سرامیک از ماده تدریجی تغییرات که گونه�اي به مناسب، حرارتی هدایت ضریب
شود. ارضا شاتل درونی لایه�ي جوشکاري و مکانیکی شرایط نیز و فضایی شاتل دماغه�ي بیرونی لایه�ي دمایی
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تابعی ناهمگن مواد .4-1

10 تا 1 ضخامت و میلی�متر 30 قطر به قطعاتی آماده�سازي و ساخت که پروژه هدف به دستیابی از پس
بودند، کلوین 1000 حدود در دمایی اختلاف و کلوین 2000 حدود در دماهایی تحمل به قادر میلی�مترکه
دادند. قرار همگان اختیار در 1990 در جهانی سمپوزیوم اولین در را خود پژوهش نتایج ژاپنی، دانشمندان
میلی�متر 300 ابعاد به مربعی ورق ساخت به منجر که شد انجام 1990-91 در ژاپن پژوهشملی دوم مرحله�ي
در استفاده براي میلی�متر 50 قطر به نیم�کره یک و فضایی سفینه�ي دماغه�ي پایینی قسمت در استفاده براي
آن، از پس و شد برگزار 1992 در تابعی ناهمگن مواد سمپوزیوم دومین شد. سفینه دماغه�ي مخروطی نوك

شد. فراگیر جنس این از سازه�هایی ویژه به و FG مواد روي بر مطالعات
آن�ها اساس بر است. شده منتشر و نگاشته FG مواد مختلف جنبه�هاي مورد در مختلفی منابع کنون تا
مکانیک و حرارتی تنش تحلیل روي بر بیش�تر مواد این روي بر تحقیقات نخستین که گرفت نتیجه می�توان
انواع پایداري و ارتعاشات کمانش، خمش، مانند دیگري جنبه�هاي بعدها اما است. بوده متمرکز شکست

گرفت. قرار توجه مورد نیز پوسته�ها و ورق�ها مانند سازه�ها

تابعی ناهمگن مواد ریاضی مدل�سازي 3-4-1
دقیقی توصیف معمولاً می�شود. ساخته مختلف خواص با و همگن مواد از مختلف فاز دو با زیادي FG مواد

نیست. دسترس در حجمی درصد توزیع مورد در اطلاعاتی احتمالاً جز به مواد، این ریزساختار از
این در نیز FGMها مؤثر خواص می�کند، تغییر خواص گرادیان جهت در تدریجاً فاز هر حجمی درصد چون
نیمه�همگن مدل�سازي دارد: وجود تابعی ناهمگن مواد کردن مدل براي راه دو عمدتاً است. متغیر راستا
و دارد ناپیوسته�اي تغییرات حجمی درصد می�شود فرض اول روش در .(4-1 (شکل پیوسته تغییر مدل و
پژوهش در است. ثابت تشکیل�دهنده مواد حجمی درصد لایه هر در که است لایه�لایه صورت به FG ماده�ي

است. گرفته صورت روش این با عددي مدل�سازي حاضر
توزیع براي که ریاضی مهم مدل سه می�شود. مدل ریاضی توابع با خواص پیوسته�ي توزیع دوم، روش در
حجمی. کسر توزیع (پ) و نمایی توزیع (ب) توانی، توزیع (الف) از: عبارتند شوند می گرفته نظر در خواص

توانی توزیع (الف)

به خواص می�شود فرض توزیع، روش این در می�شود. استفاده (استوانه�اي) قطبی مختصات در توزیع این از
باشد. وابسته r/ri شعاعی نسبت

P (r, T ) = Pi(T )

(
r

ri

)n

. (17-1)
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..
(الف)

.
.

(ب)

پیوسته. تغییر مدل (ب) نیمه�همگن، مدل (الف) .FGM لایه�ي یک تحلیلی مدل :4-1 شکل

شعاع در را خاصیت این مقدار Pi و است نظر مورد حرارتی یا مکانیکی خاصیت P ،(17-1) معادله�ي در
نیستند. دما از مستقل مواد خواص که دهد می نشان و دماست بیانگر T همچنین، دهد. می نشان ri داخلی

است. خاصیت توزیع شکل مشخص�کننده�ي و است ناهمگنی ثابت n بعد بی عدد

نمایی توزیع (ب)

تنها نیز توزیع از شکل این می�شود. توصیف نمایی تابع کمک به موقعیت به خواص وابستگی توزیع، این در
دارد. کاربرد قطبی مختصات در

P (r, T ) = Pi(T ) exp

(
n

(
r

ri
− ۱
))

. (18-1)

حجمی کسر توزیع (پ)

می�شود. گرفته نظر در زیر شکل به خواص توزیع روش این در

P (xg, T ) =
(
Pf (T )− Pi(T )

)
Vf (xg) + Pi(T ). (19-1)

ابتداي در یکی است: وابسته ماده دو به نقطه هر در ماده خاصیت روش این در قبل، روش دو خلاف بر
تعریف زیر شکل به و است حجمی کسر Vf ، معادله�ي در .(Pf ) آن انتهاي در دیگري و (Pi) خواص گرادیان

شود. می

Vf (xg) =

(
xg − (xg)i

(xg)f − (xg)i

)n

. (20-1)

ابتداي در موقعیت (xg)i است. خواص گرادیان جهت در زاویه�اي یا طولی مختصه�ي xg بالا، روابط در
است. گرادیان انتهاي در موقعیت (xg)f و گرادیان
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دما به مواد خواص وابستگی 4-4-1
شکل به توان می را وابستگی این می�کنند. تغییر دما تغییرات با مواد دمایی و مکانیکی خواص کلی حالت در

کرد. مدل غیرخطی تابع یک

P (T ) = P۰(P−۱T
−۱ + ۱ + P۱T + P۲T

۲ + P۳T
۳). (21-1)

تا 1-1 جداول در می�آید. دست به تجربی صورت به Pk (k = −۱,۰,۱,۲,۳) ضرایب رابطه این در
گرمایی رسانایی حرارتی، انبساط ضریب الاستیسیته، مدول (شامل حرارتی و مکانیکی خواص ضرایب ،4-1

.[3] است شده آورده نمونه ماده�ي پنج براي پواسون) نسبت و
Pa حسب بر الاستیسیته مدول :1-1 جدول

P۳ P۲ P۱ P−۱ P۰ ماده
−۳٫ ۶۸۱e−۱۰ ۱٫ ۲۱۴e−۶ −۱٫ ۳۷۱e−۳ ۰ ۲۴۴٫ ۲۷e+۹ زیرکون
−۱٫ ۶۷e−۱۰ ۴٫ ۰۲۷e−۷ −۳٫ ۸۵۳e−۴ ۰ ۳۴۹٫ ۵۵e+۹ آلومینیوم اکسید
−۸٫ ۹۴۶e−۱۱ ۲٫ ۱۶۰e−۷ −۳٫ ۰۷۰e−۴ ۰ ۳۴۸٫ ۴۳e+۹ نیترید سیلیکون

۰ ۰ −۴٫ ۵۸۶e−۴ ۰ ۱۲۲٫ ۵۰e+۹ Ti-6Al-4V
۰ −۶٫ ۵۳۴e−۷ ۳٫ ۰۷۹e−۴ ۰ ۲۰۱٫ ۰۴e+۹ زنگ�نزن فولاد

K−۱ حسب بر حرارتی انبساط ضریب :2-1 جدول

P۳ P۲ P۱ P−۱ P۰ ماده
−۶٫ ۷۷۸e−۱۱ ۱٫ ۰۰۶e−۵ −۱٫ ۴۹۱e−۳ ۰ ۱۲٫ ۷۶۶e−۶ زیرکون

۰ ۰ ۱٫ ۸۳۸e−۴ ۰ ۶٫ ۸۲۶۹e−۶ آلومینیوم اکسید
۰ ۰ ۹٫ ۰۹۵e−۴ ۰ ۵٫ ۸۷۲۳e−۶ نیترید سیلیکون
۰ −۳٫ ۱۴۷e−۶ ۶٫ ۶۳۸e−۴ ۰ ۷٫ ۵۷۸۸e−۶ Ti-6Al-4V
۰ ۰ ۸٫ ۰۸۶e−۴ ۰ ۱۲٫ ۳۳۰e−۶ زنگ�نزن فولاد

WmK−۱ حسب بر گرمایی رسانایی :3-1 جدول

P۳ P۲ P۱ P−۱ P۰ ماده
۰ ۶٫ ۶۴۸e−۸ ۱٫ ۲۷۶e−۳ ۰ ۱٫ ۷۰۰۰ زیرکون
۰ ۰ −۶٫ ۲۲۷e−۳ −۱۱۲۳٫ ۶ −۱۴٫ ۰۸۷ آلومینیوم اکسید

−۷٫ ۸۷e−۱۱ ۵٫ ۴۶۶e−۷ −۱٫ ۰۳۲e−۳ ۰ ۱۳٫ ۷۲۳ نیترید سیلیکون
۰ ۰ ۱٫ ۷۰۴e−۵۲ ۰ ۱٫ ۰۰۰۰ Ti-6Al-4V

−۷٫ ۲۲۳e−۱۰ ۲٫ ۰۹۲e−۶ −۱٫ ۲۶۴e−۳ ۰ ۱۵٫ ۳۷۹ زنگ�نزن فولاد
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پواسون نسبت :4-1 جدول

P۳ P۲ P۱ P−۱ P۰ ماده
۰ ۰ ۱٫ ۱۳۳e−۴ ۰ ۰٫ ۲۸۸۲ زیرکون
۰ ۰ ۰ ۰ ۰٫ ۲۶۰۰ آلومینیوم اکسید
۰ ۰ ۰ ۰ ۰٫ ۲۴۰۰ نیترید سیلیکون
۰ ۰ ۱٫ ۱۲۱e−۴ ۰ ۰٫ ۲۸۸۴ Ti-6Al-4V
۰ ۳٫ ۷۹۷e−۷ −۲٫ ۰۰۲e−۴ ۰ ۰٫ ۳۲۶۲ زنگ�نزن فولاد

تحلیلی تقریب�هاي 5-1
مقدمه 1-5-1

فرمول یک با حلی داراي مهندسی) علوم و فیزیک کاربردي، ریاضیات (در مسائل از بسیاري واقعی، جهان در
در زیادي اطلاع آن�ها از که هستند پیچیده�اي پاسخ�هاي داراي آن�ها از برخی نیستند. صریح و دقیق ساده،

مثال: براي نیست. دسترس
بگیرید. نظر در را استرلینگ18 فرمول (الف)

n! ∼
√

۲nπennn

(
۱ +O

(
۱
n

))
. (22-1)

کنید توجه است. ۱/n با هم�مرتبه عبارتی O(۱/n) و بزرگی در بودن هم�مرتبه معناي به ∼ فوق، عبارت در
وجود آن دقیق محاسبه�ي براي ایده�اي هیچ که می�کند رشد سریع قدري به n! آن�گاه n → ∞ اگر که

رود. می شمار به n! از خوبی بسیار تقریب (22-1) رابطه�ي اما ندارد.
ندارد. وجود کلی حالت در n ≥ ۵ درجه�ي با جبري معادلات براي صریحی حل هیچ جبر در (ب)

ندارند. دقیق حل جزئی مشتق با یا معمولی غیرخطی دیفرانسیل معادلات تئوري در مسائل بیش�تر (پ)
دیگر. زیاد مثال�هاي و

مهم تقریب�ها این به رسیدن راه�هاي بنابراین است. کافی مسائلی چنین براي تقریبی حل یک اغلب عمل، در
تقریب�هاي تحلیلی. تقریب�هاي و عددي تقریب�هاي دارد: وجود عمده راه دو مسائل تقریبی حل براي هستند.
این به تحلیلی» تقریبی «حل عبارت هستند. کنترل20 قابل و درك19 قابل خطایی داراي همواره تحلیلی
دقیق مقدار با آن خطاي یا اختلاف که یافت می�توان تقریبی حل یک از تحلیلی فرمول یک که است معنی

است. دقیق اندازه�گیري قابل
18. Stirling Formula
19. Understandable
20. Controllable
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مجانبی تحلیل 2-5-1
،1886 سال در است. پیچیده مسائل تحلیلی تقریب�هاي یافتن براي قدرتمند ابزاري مجانبی21 تحلیل
پرانتل ،1905 در بعدها کردند. پایه�گذاري را مجانبی22 بسط�هاي جداگانه مقالاتی در استیلتیس و پوانکاره
این هوا، در ایرفویل یک حرکت مورد در نوشت. جسم یک اطراف در سیال یک حرکت درباره�ي مقاله�اي
وجود به سبب مسأله این حل می�شود. توصیف بالا رینولدز عدد با ناویر-استوکس معادلات کمک به مسأله

گردید. تکین اغتشاشات روش آمدن
اغتشاشی بسط یا مجانبی یکبسط نخست جمله�ي چند صورت به یکمسأله حل اغتشاشات، تئوري اساس بر
چندگانه24، بسط�هاي روش اغتشاشات23، روش از: عبارتند مجانبی تحلیل در مهم موضوعات می�شود. بیان
یک پژوهش این در . ... و انتگرال�ها27 مجانبی بسط تطبیق�یافته26، مجانبی بسط روش ،25WKBJ تقریب

است. شده حل تطبیق�یافته مجانبی بسط کمک به غیرخطی معمولی دیفرانسیل معادلات دستگاه

تطبیق�یافته مجانبی بسط 3-5-1
مسائلی مرزي لایه مسائل است. مناسب مرزي28 لایه مسائل حل براي تطبیق�یافته مجانبی بسط روش
آن در وابسته متغیرهاي تغییرات و کرده اثر (باریک29) کوچک ناحیه�اي در اغتشاش آن�ها در که هستند
به می�شود. ضرب مشتق مرتبه�ي بالاترین در کوچکی پارامتر مسائل، از دسته این در است. سریع بسیار
مرزهاي به باریک نواحی این می�یابد. کاهش معادلات مرتبه�ي کوچک، پارامتر کردن صفر با دیگر عبارت
مکانیک در مرزي لایه مسائل نام�هاي به مسائل دسته این رو، این از می�شوند. مرتبط بررسی مورد حوزه��ي
نمی�توان را سریع تغییرات مذکور، نواحی در می�شوند. شناخته جامدات مکانیک در لبه�اي30 مسائل و سیالات
امکان�پذیر کار این کشیده�شده32) یا (بزرگ�شده سریع مقیاس کمک به اما کرد، بیان کُنْد31 مستقل متغیر با

است.
است. شده آورده الف پیوست در تطبیق�یافته مجانبی بسط روش مورد در بیش�تر توضیحات

21. Asymptotic Analysis
22. Asymptotic Expansions
23. Perturbation Method
24. Multiple-scales Method
25. Wentzel, Kramers, Brillouin and Jeffreys
26. Matched Asymptotic Expansions
27. Asymptotic Expansion of Integrals
28. Boundary Layer Problems
29. Narrow Region
30. Edge Layer
31. Slow
32. Magnified or Stretched Scale
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مقالات بر مروري 6-1

جدار استوانه�ي دقیق حل مستوي33 الاستیسیته�ي تئوري از استفاده با 1852 سال در لامه بار نخستین
ارائه یکنواخت فشار تحت را همسانگرد و همگن ماده�ي از شده ساخته و ثابت جدار با محوري متقارن ضخیم

.[4] کرد
با پوسته�هاي هندسی غیرخطی رفتار کامل، لاگرانژي روش از استفاده با ،1986 سال در [5] انات و الیور

نمودند. بررسی محدود اجزاي روش با را محوري تقارن
استوانه�اي هاي پوسته کمانشغیرخطی بر را ضخامت نقصدر اثرات ،2001 سال در [6] گاسیک و کامبسکور
پرداختند پارامتري مطالعه�ي به COMI المان از استفاده با آن�ها کردند. بررسی خارجی یکنواخت فشار تحت
دهند. قرار مطالعه مورد بتوانند را ضخامت در محوري نامتقارن نقص گونه هر تا داد می اجازه آن�ها به که
نقص و می�کند کمانش m فوریه�ي مد با نقص بدون پوسته�ي که است این آن�ها پژوهش در مهم فرض
۱ نوع از ضخامت نقص که بودند داده نشان قبلاً آن�ها است. ۲m یا و m ،۱ فوریه�ي مد از ضخامت اولیه�ي
کمانش فشار بر غیرخطی پیش�کمانش که دادند نشان آن�ها می�رود. شمار به نقص نوع بحرانی�ترین ۲m و
نقص که دادند نشان و گرفتند نظر در را هندسی نقص با ضخامت نقص کوپلینگ سپس ندارد. زیادي تأثیر
آن�ها می�دهند. کاهش را کمانش بار قابل�ملاحظه�اي طور به غیرخطی محدوده�ي در نقصضخامت و هندسی
نقص که این به بسته شود، استفاده نقص کردن وارد براي خارجی شعاع از تنها اگر که دادند نشان نهایت در
دست به مسأله براي متنوعی کمانش بارهاي باشد، دو هر از ترکیبی یا و هندسی ضخامت، نوع از نظر مورد

می�آید.
گره�اي چهار پوسته�ي المان یک غیرخطی محدود المان فرمول�بندي ،2002 سال در [7] القاعدي و بالا

دادند. انجام ضخامت روي بر سه مرتبه جابه�جایی میدان اساس بر را ایزوپارامتریک
خمیده�خط مختصات در را پوسته�ها غیرخطی محدود المان فرمول�بندي ،2007 سال در ردي[8] و آرسینیگا
آن�ها دادند. توسعه تانسوري اساسحساب بر ناهمگن مواد براي اول مرتبه برشی شکل تغییر تئوري کمک به
و برشی غشایی، قفل�شدگی از تا کردند استفاده میدان�ها تقریب براي بالا مرتبه لاگرانژي میانیابی توابع از
موردي مطالعه�ي چند براي را المان این اساس بر تحلیل از حاصل نتایج نهایت در شود. جلوگیري ضخامت

کرده�اند. بیان
و دیسک�ها استوانه�ها، در را محوري متقارن تنش�هاي و جابه�جایی�ها [9] تمل و توتونچو ،2009 سال در

33. Plane Elasticity Theory
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تکمیلی34 توابع روش و مستوي الاستیسیته�ي تئوري کمک به داخلی یکنواخت فشار تحت FGM کره�هاي
شعاعی جهت در پواسون نسبت و الاستیسیته مدول مانند ماده خواص کردند فرض آن�ها کردند. تعیین
معادلات با نقطه�اي دو مرزي مقدار مسأله�ي یک به منجر فرضیات این کند. تغییر دلخواه تابعی حسب بر
مسأله�ي به را مرزي مقدار مسأله تکمیلی توابع روش کمک به آن�ها می�شود. متغیر ضریب با حاکم دیفرانسیل

کردند. حل پنج35 مرتبه رانج-کوتاي عددي روش با سپس و تبدیل اولیه مقدار
خیز سوم و اول مرتبه برشی شکل تغییر تئوري از استفاده با [10] همکاران و خباز سرفراز 2009 سال در
ثابت و ضخامت تأثیر درباره�ي آن�ها کردند. محاسبه را FGM ورق�هاي ضخامت جهت در تنش و بزرگ

کردند. بحث پاسخ�ها بر ضخامت) جهت در خواص توانی توزیع در (توان n ناهمگنی
استوانه�هاي بر حاکم معادلات مستوي، الاستیسیته�ي نظریه�ي از استفاده با [11] رحیمی و قناد 1389 سال در
تنش�هاي سپس و کردند استخراج کلی حالت در را FG مواد از شده ساخته محوري متقارن ضخیم جدار
معادله�ي مختلط و مضاعف حقیقی، ریشه�هاي ازاي به را استوانه شعاعی جابه�جایی نیز و محیطی و شعاعی
نمودند. ارائه بسته استوانه�ي و کرنش-صفحه�اي تنش-صفحه�اي، مرزي شرط سه گرفتن نظر در با مشخصه

گرفتند. نظر در توانی صورت به را خواص توزیع و باشد همسانگرد و همگن استوانه کردند فرض آن�ها
جدار استوانه�ي بر حاکم معادلات اول، مرتبه برشی شکل تغییر تئوري اساس بر [12] سال همان در آن�ها
سر دو با استوانه براي را بیشینه تنش و شعاعی جابه�جایی سپس و استخراج کلی حالت در را FGM ضخیم

کردند. مقایسه PET حل نتایج با و آوردند دست به تحلیلی صورت به (کرنش-صفحه�اي) مقید و بسته
بر حاکم معادلات اول مرتبه برشی شکل تغییر تئوري از استفاده با [13] 2010 سال در زمانی�نژاد و قنّاد

کردند. حل و ارائه مختلف مرزي شرایط براي را همسانگرد و همگن ضخیم جدار استوانه�ي
غیرخطی تنش موج انتشار و ارتعاشات ترموالاستیسیته، تحلیل [14] همکاران و شریعت ،2010 سال در
المان فرمول�بندي از آن�ها دادند. ارائه را دما به وابسته خواص با FGM استوانه�اي نازك جدار پوسته�هاي
دقت گردد، تضمین شعاعی نرمال تنش و جابه�جایی پیوستگی تا کردند استفاده سه36 مرتبه هرمیتی محدود
انتشار، همچنین شود. جلوگیري المان�ها مشترك مرز در موج مجازي منبع آمدن وجود به از و یابد افزایش
تغییرات نمودند. مطالعه دمایی محیط در را ضربه�اي مکانیکی بارهاي از ناشی تنش امواج تداخل و بازتاب
کمک به غیرخطی شدت به حاکم معادلات حل با را دینامیکی بارهاي از ناشی تنش و جابه�جایی دما، زمانی
ثابت تأثیرات کردند. تعیین فرورهایش و فرارهایش تکنیک�هاي و تکراري زمانی انتگرال�گیري روش یک

34. Complementary Functions Method
35. The Fifth-order Runge-Kutta Method (RK5)
36. Third-order Hermitian Finite Element Formulation
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خواص وابستگی به�سزاي تأثیر آن�ها، کار نتایج نمودند. بررسی را دما به خواص وابستگی و ابعاد ناهمگنی،
می�دهد. نشان بازتاب پدیده�ي و الاستیک موج انتشار گذرا، تنش توزیع بر را دما به

لایه�ي با لایه چند محوري تقارن با پوسته�هاي غیرخطی تحلیل به [15] اعرابی و پژند رضایی ،1390 سال در
تغییر تابع گونه دو از آن��ها پرداختند. بالا مرتبه برشی شکل تغییر تئوري کمک به گسترده پیزوالکتریک
دست به براي ایشان جستند. بهره ضخامت راستاي در برشی کرنش بهتر تقریب براي بالا مرتبه�ي شکل
لاگرانژي رابطه�سازي و افزودند دگرگون پوسته�ي یک�بعدي جزء به آزادي درجه�ي دو دقیق�تر، پاسخ آوردن

گرفتند. به�کار را نیوتون-رافسون فرایند به�همراه
ناهمگن ضخیم جدار استوانه�اي پوسته�هاي براي را جابه�جایی�ها و تنش�ها ،[16] قارونی و قنّاد 2012 سال در
آوردند. دست به بالا مرتبه برشی شکل تغییر تئوري کمک به ضخامت، راستاي در خواص توانی توزیع با
الاستیسیته�ي تئوري�هاي از حاصل نتایج با را خود کار نتایج و کردند استفاده خطی سینماتیک روابط از آن�ها

کردند. مقایسه محدود المان روش و اول مرتبه برشی شکل تغییر و مستوي
بررسی را نازك جدار استوانه�اي پوسته�هاي غیرخطی ارتعاشات [17] پلیکانو و استروزي 2013 سال در
کردند استفاده محدود دامنه�ي با غیرخطی ارتعاشات مدل�سازي براي سندرز-کویتر تئوري از آن�ها کردند.
این در مرزي شرایط نمودند. توصیف شعاعی و محیطی طولی، جملات حسب بر را پوسته شکل تغییر و
حسب بر طولی جهت در را جابه�جایی میدان آن�ها شد. گرفته نظر در آزاد و گیردار ساده، صورت به پژوهش

دادند. دوگانه بسط هارمونیک، توابع حسب بر شعاعی جهت در و چبی�شف متعامد چندجمله�اي�هاي
گیردار دایروي ورق�هاي و نازك کروي پوسته�هاي پایداري براي را تحلیلی راه یک ،2014 سال در [18] تونگ
وي کرد. ارائه محیط دمایی تغییرات معرض در و خارجی یکنواخت فشار تحت الاستیک، بستر بر FGM
مواد حجمی کسر حسب بر ساده توانی تابع با ضخامت راستاي در و بوده وابسته دما به مواد خواص کرد فرض
تئوري اساس بر محوري متقارن نازك کروي پوسته�هاي براي او فرمول�بندي�هاي است. شده توزیع سازنده،
نوع از الاستیک بستر و اولیه نقصهندسی هندسی، غیرخطی گرفتن نظر در با و اول مرتبه برشی شکل تغییر
براي گلرکین روش از و کند ارضا را ثابت گیردار مرزهاي تقریبی حل�هاي کرد فرض او هستند. Pasternak
استفاده FGM کم�عمق کروي پوسته�هاي براي بار-خیز منحنی�هاي و کمانش بارهاي عبارت�هاي استخراج
یک تونگ می�دهند. ارائه را FGM دایره�اي ورق�هاي با متناظر روابط عبارت�ها این خاص حالت در است. شده
FGM دایروي ورق�هاي براي پس�کمانش بار-خیز منحنی�هاي و کمانش دماي یافتن براي تکراري الگوریتم
نیز و بستر و هندسه، مواد، به مربوط پارامترهاي تأثیرات او نهایت در است. نوشته حرارتی بارگذاري تحت
FGM دایروي ورق�هاي و نازك کروي پوسته�هاي غیرخطی پاسخ بر دما به خواص وابستگی و هندسی نقص
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است. کرده بحث جزئیات با و تحلیل
استوانه�ي براي را رهایش زمان یک با عمومی ترموالاستیسیته�ي مسأله�ي [19] عباس و زنکور 2014 سال در
استوانه خارجی و داخلی سطوح آن�ها کردند. بررسی دما به وابسته فیزیکی خواص با تو�خالی و بلند بی�نهایت
بیرونی سطح که حالی در دارد؛ قرار دما و زمان با خوردگی تحت داخلی سطح گرفتند. نظر در تنش بدون را
که حاکم معادلات حل براي را محدود المان مدل یک آن�ها است. شده داشته نگه ثابت مرجع دماي در
جابه�جایی، عددي پاسخ دادند؛ توسعه هستند، غیرخطی و کوپل�شده جزئی، مشتقات با دیفرانسیل معادلات

کردند. بررسی را دما به خواص وابستگی عدم و وابستگی اثرات و آوردند دست به را تنش و دما
نقص هندسی، غیرخطی احتساب با پوسته�ها کلاسیک تئوري اساس بر ،2014 سال در [20] همکاران و دوك
کروي کم�عمق پوسته�هاي محوري متقارن غیرخطی پاسخ ،Pasternak نوع از الاستیک بستر و اولیه هندسی
از استفاده با آن�ها پژوهش نتایج کردند. بررسی گوناگون مرزي شرایط و مکانیکی-حرارتی بار تحت FGM
هندسی خصوصیات و مادّه دما، خارجی، فشار الاستیک، بستر تأثیرات تنش، تابع و بابناف-گلرکین37 روش
با را خود کار نتایج از برخی آن�ها نهایت در می�دهد. نشان را پوسته�ها غیرخطی پس�کمانش و کمانش بر

کردند. مقایسه دیگر نویسندگان نتایج
مرتبط پژوهش�هاي مورد در است. شده انجام خطی مسائل زمینه�ي در پژوهش�ها اکثر که می�شود مشاهده
می�شود استفاده مسأله حل براي عددي تقریب�هاي و محدود المان روش از عمدتاً غیرخطی، مسائل با
پوسته�ي حاضر، پژوهش در است. بوده توجه مورد کم�تر بسیار مسائل این حل در تحلیلی تقریب�هاي و
روابط با محوري، متقارن حالت در خارجی و داخلی یکنواخت فشارهاي تحت FGM ضخیم جدار استوانه�اي
بسط روش با اول مرتبه برشی شکل تغییر تئوري کمک به الاستیک حالت در غیرخطی کرنش-جابه�جایی

می�شود. حل تطبیق�یافته مجانبی

37. Bubnof-Galerkin Method
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معادلات استخراج .2 فصل

مسأله تعریف 1-2
تعادل حالت در فشار تحت ضخیم جدار استوانه�اي پوسته�هاي الاستیک تحلیل هدف، پژوهش، این در
روابط از معادلات، کلی استخراج در است. غیرخطی جابه�جایی کرنش- روابط برقراري فرض با استاتیکی،
همسانگرد و ناهمگن صورت به پوسته�ها جنس و است شده استفاده هوك1) (قانون الاستیکخطی ساختاري
نادنبالگر2 و زمان از مستقل یکنواخت، فشارهاي خود خارجی و داخلی شعاع�هاي در استوانه می�شود. فرض
ناهمگنی، جنس، هندسه، که آن�جا از می�شود. گرفته نظر در ثابت استوانه h ضخامت می�کند. تحمل را
تقارن حالت در مسأله است، متقارن آن مرکزي محور به نسبت استوانه روي بر مرزي شرایط و بارگذاري

می�دهد. نشان را بررسی مورد استوانه�ي طولی برش 1-2 شکل می�گردد. بررسی کامل محوري

..

ري
حو
م

.

(x, Ux)

.
شعاعی

. (r, Ur); (z, Uz).

pi

.

po

. انی
می
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R

.

P

.

z
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L

.

h

.

x

.
ri

.
r

.

ro

مسأله شماتیک :1-2 شکل

صادقند. زیر هندسی روابط 1-2 شکل در P دلخواه نقطه�ي جابه�جایی و موقعیت به توجه با

r = R + z → ri = R− h

۲
, ro = R +

h

۲
, (2-1الف)

Ur = Uz. (2-1ب)

پوسته�ي هندسه�ي ۰ ≤ θ ≤ ۲π و ۰ ≤ x ≤ L ، ri ≤ r ≤ ro مستقل کمیت�هاي تغییرات محدوده�ي
می�کند. تعریف را استوانه�اي

1. Hook’s Law
2. Non-follower
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غیرخطی سینماتیک روابط .2-2

سینماتیکغیرخطی روابط 2-2
می�شود[1].4 تعریف زیر رابطه�ي با عمومی خمیده�خط مختصات دستگاه در ،E کرنشگرین-لاگرانژ3، تانسور

E = EijG
i ◦Gj =

۱
۲
(C− I). (2-2)

در پادگرد6 پایه�ي بردار Gi همچنین، است. بردار دو دیادیک5 ضرب بیانگر ( ) ◦ ( ) فوق، رابطه�ي در
است: شکل9 تغییر گرادیان F و همانی8 تانسور I کوشی-گرین7، راست Cتانسور = FTF اولیه، پیکربندي

I = Gi ◦Gi, (2-3الف)
F = gi ◦Gi. (2-3ب)

است. جسم نهایی و اولیه پیکربندي در هم�گرد10 پایه�ي بردارهاي ترتیب به gi و Gi اخیر روابط در
را اولیه پیکربندي در dX مادّي بردار طول دوم توان در تغییرات حقیقت در گرین-لاگرانژ کرنش تانسور
توجه با را طول تغییرات تا می�سازد قادر را ناظر E دیگر، عبارت به است. موقعیت بردار X که می�دهد نشان

نهاد. نام نیز مادّي»11 کرنش «تانسور را E می�توان بنابراین نماید. محاسبه اولیه مختصات به
تعریف شکل تغییر از پیش پیکربندي به نسبت که Eij هم�گرد درایه�هاي با Eکرنش تانسور ترتیب، همین به
پایه بردارهاي حسب بر E تانسور (2-2) در (2-3ب) و (2-3الف) جایگذاري با می�شود. استفاده می�شوند،

می�شود. محاسبه Gij = Gi ·Gj
سنجه12 ضرایب و

E = EijG
i ◦Gj =

۱
۲
[
(Gi ◦ gi)(gj ◦Gj)−Gij(G

i ◦Gj)
] (4-2)

که داد نشان می�توان

gi = Gi + u,i = (Gji + Uj|i)Gj = FjiG
j, (5-2)

3. Green-Lagrange Strain Tensor
توپر و صاف صورت به تانسورها و بردارها و (italic) مایل و نازك حروف با عددي کمیت�هاي پایان�نامه، این متن سرتاسر در .4

می�شوند. داده نمایش (bold)
5. Dyadic Product
6. Contravariant Base Vector
7. Right Cauchy-Green Tensor
8. Identity Tensor
9. Deformation Gradient
10. Covariant Base Vectors
11. Material Strain Tensor
12. Metric Factors
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کرنش تانسور هم�گرد مؤلفه�هاي بنابراین است. جابه�جایی برداري میدان u = U iGi = UiG
i آن در که

محاسبه�اند. قابل زیر شکل به گرین

Eij =
۱
۲
(gi · gj −Gi ·Gj) =

۱
۲
(gij −Gij)

=
۱
۲
(Gi · u,i +Gj · u,i + u,i · u,j) =

۱
۲
(Ui|j + Uj|i + Uk|iUk|j).

(6-2)

است. هم�گرد مشتق معنی به ( )|i و جزئی مشتق معنی به ( ),i اخیر، روابط در

کرنش�ها محاسبه�ي 3-2
می�شود. محاسبه زیر شکل به بردار یک پادگرد و هم�گرد مؤلفه�هاي هم�گرد مشتق تعریف، به توجه با

Ui|j = Ui,j − UkΓ
k
ij, (2-7الف)

U i|j = U i
,j + UkΓi

kj. (2-7ب)

است. پایه بردارهاي تغییرات براي معیاري و بوده دوم13 نوع کریستوفل نماد Γk
ij

Γk
ij = Γk

ji = Gi,j ·Gk = Gj,i ·Gk. (8-2)

پایه�ي بردارهاي است. بردار دو عددي)14 (نقطه�اي، داخلی ضرب نشان�دهنده�ي ( ) · ( ) اخیر، رابطه�ي در
می�شوند. محاسبه زیر مشتقات به توجه با پادگرد و هم�گرد

Gi = X,i =
∂Xj

∂qi
îj, Gi =

∂qi

∂Xj
îj, (9-2)

دستگاه به مربوط مختصه�هاي qi و کارتزین مختصات دستگاه در یکه) (و پایه بردار îj = îj آن در که
همچنین (و شعاعی جهات ترتیب به 3 و 2 ،1 اندیس�هاي استوانه�اي مختصات در هستند. خمیده�خط

بنابراین: می�دهند؛ نشان را محوري و محیطی ضخامت)،

q۱ = r, q۲ = θ, q۳ = x,

G۱ = G۱ = êr = êz, (2-10الف)
G۲ = rêθ, G۲ =

êθ
r
, (2-10ب)

G۳ = G۳ = êx, (2-10پ)
13. Christoffel Symbol of the Second Kind
14. Inner (Dot, Scalar) Product
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هستند. (جهت) یکه بردارهاي ها ê که
شکل به استوانه�اي مختصات دستگاه در دوم نوع کریستوفل نماد مقادیر ،(10-2) و (8-2) روابط به توجه با

می�شود. محاسبه زیر
Γθ
rθ = Γθ

θr = ۱/r,

Γr
θθ = −r,

Γk
ij = ۰, اندیس�ها .سایر

(11-2)

می�شود. تعریف زیر شکل به فیزیکی15 مؤلفه�هاي و پادگرد و هم�گرد مؤلفه�هاي بین رابطه�ي طرفی از
∗
U i = Ui|gi|, (2-12الف)
∗
U i = U i|gi|. (2-12ب)

بین رابطه�ي استوانه�اي مختصات دستگاه در نمی�گیرد. صورت i اندیس روي جمع عمل اخیر روابط در
است. زیر شکل به فیزیکی مؤلفه�هاي و ریاضی مؤلفه�هاي

U۱ = U۱ = Ur = Uz, (2-13الف)
U۲ = rUθ, U۲ =

Uθ

r
, (2-13ب)

U۳ = U۳ = Ux. (2-13پ)

و Uθ = ۰) مسأله محوري تقارن به توجه با و (13-2) و (11-2) ،(7-2) ،(6-2) معادلات به توجه با
می�آید. دست به زیر شرح به غیرخطی سینماتیک روابط ،(∂( )

∂θ
= ۰

εz = Err = Uz,z +
۱
۲
(
U۲
z,z + U۲

x,z

)
, (2-14الف)

εθ = Eθθ =
Uz

R + z
+

U۲
z

۲(R + z)۲
, (2-14ب)

εx = Exx = Ux,x +
۱
۲
(
U۲
x,x + U۲

z,x

)
, (2-14پ)

γxz = ۲Erx = Uz,x + Ux,z + Uz,zUz,x + Ux,zUx,x, (2-14ت)
γxθ = ۲Exθ = ۰, γzθ = ۲Erθ = ۰.

هستند. جزئی مشتقات ،( ),z = ∂( )

∂z
و ( ),x =

∂( )

∂x
بالا، روابط در

گرفته نظر در زیر صورت به جابه�جایی میدان محوري، تقارن و اول مرتبه برشی شکل تغییر تئوري به توجه با
15. Physical Components
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معادلات استخراج .2 فصل

می�شود.
Ux = u(x) + ϕ(x)z

Uθ = ۰

Uz = w(x) + ψ(x)z

(15-2)

توابع حسب بر کرنش�ها ،(14-2) غیرخطی سینماتیک معادلات در (15-2) جابه�جایی میدان دادن قرار با
می�آید. دست به آن�ها مشتقات و ψ و w ،ϕ ،u

εz = ψ +
ψ۲

۲
+
ϕ۲

۲
(2-16الف)

εθ =
w + ψz

R + z
+

(w + ψz)۲

۲(R + z)۲
(2-16ب)

εx = u′ +
u′۲

۲
+
w′۲

۲
+ (ϕ′ + u′ϕ′ + w′ψ′)z +

(
ϕ′۲

۲
+
ψ′۲

۲

)
z۲ (2-16پ)

γxz = ϕ+ u′ϕ+ w′ + w′ψ + (ψ′ + ψψ′ + ϕϕ′)z (2-16ت)

و z مستقل متغیر به نسبت کرنش�ها کلی، حالت در که می�شود ملاحظه است. ( )′ = d( )

dx
بالا روابط در

نیستند. خطی ψ و w ،ϕ ،u توابع

مجازي کار اصل 4-2
(انرژي داخلی نیروهاي مجازي کار که است تعادل حالت در زمانی شکل�پذیر جسم یک اصل این طبق بر
مجازي جابه�جایی�هاي ضمناً باشد. برابر مجازي جابه�جایی از ناشی خارجی بارگذاري مجازي کار با کرنشی)
سازگار مرزي شرایط با و کنند ارضا را سینماتیک معادلات یعنی، باشند؛ مجاز سینماتیکی نظر از می�بایست

.[21] باشند

کرنشی انرژي 1-4-2
خود نهایی مقدار تا صفر از تدریجی طور به که است داخلی نیروهاي توسط شده انجام کار کرنشی16 انرژي

می�یابند. افزایش

U =

∫∫∫
V

U∗ dV, (17-2)

آن در که

U∗ =

∫ εij

۰
σij dεij (18-2)

16. Starin Energy
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مجازي کار اصل .4-2

دوم تنش تانسور فیزیکی مؤلفه�هاي σij اخیر، رابطه�ي در است. کرنشی انرژي حجمی) (شدت چگالی
که داد نشان می�توان می�شود. انجام j و i تکراري اندیس�هاي روي جمع عمل و هستند کیرشهف-پیولا17

می�شود. محاسبه زیر رابطه�ي از کرنشی انرژي تغییرات18 خطی، الاستیک مواد براي

δU =

∫∫∫
V

δU∗ dV =

∫∫∫
V

σij δεij dV. (19-2)

نظر در حلقه�اي صورت به حجم المان مسأله، محوري تقارن حالت و استوانه�اي مختصات سیستم به توجه با
می�شود. گرفته

dV = ۲πr dr dx = ۲π(R + z) dz dx. (20-2)

می�شود. محاسبه استوانه�اي پوسته�ي کرنشی انرژي تغییرات ،(19-2) در (20-2) جایگذاري با

δU = ۲πR
∫ L

۰

∫ +h/۲

−h/۲
σij δεij

(
۱ +

z

R

)
dz dx (21-2)

صورت به را کرنش�ها تغییرات می�توان تغییرات19، حساب اصول از استفاده با و (16-2) معادلات به توجه با
کرد. محاسبه زیر

δεz = δ

[
ψ +

ψ۲

۲
+
ϕ۲

۲

]
= δψ + ψ δψ + ϕ δϕ, (2-22الف)

δεθ = δ

[
w + ψz

R + z
+

(w + ψz)۲

۲(R + z)۲

]
=

۱
R + z

( δw + z δψ) +
۱

(R + z)۲
((w + ψz)( δw + z δψ)), (2-22ب)

δεx = δ

[
u′ +

u′۲

۲
+
w′۲

۲
+ (ϕ′ + u′ϕ′ + w′ψ′)z +

(
ϕ′۲

۲
+
ψ′۲

۲

)
z۲
]

= δu′ + u′ δu′ + w′ δw′ + ( δϕ′ + u′ δϕ′ + ϕ′ δu′ + w′ δψ′ + ψ′ δw′)z

+ (ϕ′ δϕ′ + ψ′ δψ′)z۲, (2-22پ)
δγxz = δ[ϕ+ u′ϕ+ w′ + w′ψ + (ψ′ + ψψ′ + ϕϕ′)z]

= δϕ+ u′ δϕ+ ϕ δu′ + δw′ + w′ δψ + ψ δw′

+ ( δψ′ + ψ δψ′ + ψ′ δψ + ϕ δϕ′ + ϕ′ δϕ)z. (2-22ت)
17. The Second Kirchhoff-Piola Stress Tensor
18. Variations
19. Variational Calculus
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معادلات استخراج .2 فصل

می�شوند. تعریف صورت این به تنش20 منتجه�هاي کرنشی، انرژي محاسبه�ي روند ساده�سازي براي

{
Nz Mz Qz

}T

=

∫ +h/۲

−h/۲
σz

{
۱ z z۲

}T (
۱ +

z

R

)
dz, (2-23الف)

{
Nθ Mθ Qθ

}T

=

∫ +h/۲

−h/۲
σθ

{
۱ z z۲

}T

dz, (2-23ب)
{
N̄θ M̄θ Q̄θ

}T

=

∫ +h/۲

−h/۲
σθ

{
۱ z z۲

}T
(

R

R + z

)
dz, (2-23پ)

{
Nx Mx Qx

}T

=

∫ +h/۲

−h/۲
σx

{
۱ z z۲

}T (
۱ +

z

R

)
dz, (2-23ت)

{
Nxz Mxz Qxz

}T

=

∫ +h/۲

−h/۲
τxz

{
۱ z z۲

}T (
۱ +

z

R

)
dz, (2-23ث)

قسمت این در هستند. کیرشهف-پیولا دوم تنش تانسور غیرصفر فیزیکی مؤلفه�هاي τxz و σx ،σθ ،σz که
می�شود. محاسبه جداگانه طور به σij δεij جملات از کدام هر

R

∫ L

۰

∫ +h/۲

−h/۲
σz δεz

(
۱ +

z

R

)
dz dx = R

∫ L

۰
Nz((۱ + ψ) δψ + ϕ δϕ) dx

= R

∫ L

۰


۰
Nzϕ

۰
Nz(۱ + ψ)



T
δu

δϕ

δw

δψ

 dx (2-24الف)

R

∫ L

۰

∫ +h/۲

−h/۲
σθ δεθ

(
۱ +

z

R

)
dz dx

=

∫ L

۰
(Nθ δw +Mθ δψ) dx

+
۱
R

∫ L

۰
[(N̄θw + M̄θψ) δw + (M̄θw + Q̄θψ) δψ] dx

=

∫ L

۰


۰
۰

Nθ +
۱
R
(N̄θw + M̄θψ)

Mθ +
۱
R
(M̄θw + Q̄θψ)



T
δu

δϕ

δw

δψ

 dx (2-24ب)

20. Stress Resultatns
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مجازي کار اصل .4-2

R

∫ L

۰

∫ +h/۲

−h/۲
σx δεx

(
۱ +

z

R

)
dz dx

= R

∫ L

۰
(Nx((۱ + u′) δu′ + w′ δw′)

+Mx(ϕ
′ δu′ + (۱ + u′) δϕ′ + ψ′ δw′ + w′ δψ′) +Qx(ϕ

′ δϕ′ + ψ′ δψ′)) dx

= R



Nx(۱ + u′) +Mxϕ

′

Mx(۱ + u′) +Qxϕ
′

Nxw
′ +Mxψ

′

Mxw
′ +Qxψ

′



T
δu

δϕ

δw

δψ




x=۰,L

−R

∫ L

۰

d

dx


Nx(۱ + u′) +Mxϕ

′

Mx(۱ + u′) +Qxϕ
′

Nxw
′ +Mxψ

′

Mxw
′ +Qxψ

′



T
δu

δϕ

δw

δψ

 dx (2-24پ)

R

∫ L

۰

∫ +h/۲

−h/۲
τz δγxz

(
۱ +

z

R

)
dz dx = R

∫ L

۰
[Nxz(ϕ δu

′ + (۱ + u′) δϕ

+ (۱ + ψ) δw′ + w′ δψ) +Mxz(ϕ
′ δϕ+ ϕ δϕ′ + ψ′ δψ + (۱ + ψ) δψ′)] dx

= R




Nxzϕ

Mxzϕ

Nxz(۱ + ψ)

Mxz(۱ + ψ)



T
δu

δϕ

δw

δψ




x=۰,L

+R

∫ L

۰




۰
Nxz(۱ + u′) +Mxzϕ

′

۰
Nxzw

′ +Mxzψ
′



T

− d

dx


Nxzϕ

Mxzϕ

Nxz(۱ + ψ)

Mxz(۱ + ψ)



T

δu

δϕ

δw

δψ

 dx

(2-24ت)

خارجی بارگذاري مجازي کار 2-4-2
بعد (با p سطحی بارهاي حجم)، واحد بر نیرو بعد (با b حجمی بارهاي از ناشی خارجی، بارهاي مجازي کار

بنابراین، است؛ نیرو) بعد (با fi متمرکز نیروهاي و سطح) واحد بر نیرو

δW =

∫∫∫
V

b · δu dV +

∫∫
S

p · δu dS +
∑
i

fi · δu, (25-2)
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پس: است؛ شده چشم�پوشی حجمی نیروهاي از حاضر مسأله�ي در است. جسم محصورکننده�ي سطح S که
تنها سطحی، بارهاي میان از ندارد. وجود مسأله در نیز فعالی متمرکز نیروي هیچ ضمن، در .b = {۰}

انجام کار خود، امتداد در اثرشان نقطه�ي جابه�جایی با توانند می یعنی هستند؛ فعال خارجی و داخلی فشار
می�شود. محاسبه زیر شکل به po خارجی و pi داخلی یکنواخت فشارهاي از ناشی مجازي کار دهند.

δW =

∫∫
Si

pi δUz

∣∣
r=ri

dSi −
∫∫
So

po δUz

∣∣
r=ro

dSo, (26-2)

است. آن خارجی دیواره�ي So و پوسته داخلی دیواره�ي Si که

dSi = ۲πri dx, dSo = ۲πro dx. (27-2)

نوشت، می�توان بنابراین

δW =

∫ L

۰
۲πpiri

(
δw − h

۲
δψ

)
dx−

∫ L

۰
۲πporo

(
δw +

h

۲
δψ

)
dx, (28-2)

یا

δW = ۲π
∫ L

۰


۰
۰

Wi −Wo

−h
۲(Wi +Wo)



T
δu

δϕ

δw

δψ

 dx, (29-2)

آن در که

Wi = piri = pi

(
R− h

۲

)
, Wo = poro = po

(
R +

h

۲

)
. (30-2)

حاکم معادلات 5-2
می�آید. به�دست مسأله حاکم معادله�ي چهار ،� δU = δW مجازي، کار اصل به توجه با

−R
d

dx
(Nx(۱ + u′) +Mxϕ

′ +Nxzϕ) = ۰ (2-31الف)

R(Nzϕ+Nxz(۱ + u′) +Mxzϕ
′)−R

d

dx
(Mx(۱ + u′) +Qxϕ

′ +Mxzϕ) = ۰ (2-31ب)

Nθ +
۱
R
(N̄θw + M̄θψ)−R

d

dx
(Nxw

′ +Mxψ
′ +Nxz(۱ + ψ)) = Wi −Wo (2-31پ)

Mθ +
۱
R
(M̄θw + Q̄θψ) +R(Nz(۱ + ψ) +Nxzw

′ +Mxzψ
′)

−R
d

dx
(Mxw

′ +Qxψ
′ +Mxz(۱ + ψ)) = −h

۲
(Wi +Wo) (2-31ت)
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حاکم معادلات .5-2

کرد. مرتب زیر شکل به می�توان را فوق معادلات

−R
d

dx

{
Nx

Mx

}
+R

{
۰
Nxz

}

−R
d

dx

([
Nx Mx

Mx Qx

]{
u′

ϕ′

})
+R

[
۰ ۰
Nxz Mxz

]{
u′

ϕ′

}

−R
d

dx

([
۰ Nxz

۰ Mxz

]{
u

ϕ

})
+R

[
۰ ۰
۰ Nz

]{
u

ϕ

}
=

{
۰
۰

} (2-32الف)

−R
d

dx

{
Nxz

Mxz

}
+R

{
۰
Nz

}
+

{
Nθ

Mθ

}

−R
d

dx

([
Nx Mx

Mx Qx

]{
w′

ψ′

})
+R

[
۰ ۰
Nxz Mxz

]{
w′

ψ′

}

−R
d

dx

([
۰ Nxz

۰ Mxz

]{
w

ψ

})
+R

[
۰ ۰
۰ Nz

]{
w

ψ

}
+

۱
R

[
N̄θ M̄θ

M̄θ Q̄θ

]{
w

ψ

}

=

{
Wi −Wo

−h
۲(Wi +Wo)

}
(2-32ب)

بازنویسی جابه�جایی میدان مؤلفه�هاي حسب بر را حاکم معادلات تنش، منتجه�هاي محاسبه�ي با می�توان
یعنی، کند؛ تغییر نمایی به�صورت شعاعی جهت در الاستیک مدول می�شود فرض منظور، این به کرد.

E(r) = Ei

(
r

ri

)n

. (33-2)

جایگذاري با است. ناهمگنی بی�بعد ثابت n و داخلی شعاع در الاستیسیته مدول Ei ،(33-2) رابطه�ي در
کرد. بیان z مختصه�ي حسب بر را الاستیسیته مدول توان می (33-2) در (2-1الف)

E(z) = Ei

(
۲(R + z)

۲R− h

)n

. (34-2)

مقدار با برابر نسبت این شود می فرض است، صفر عملاً پاسخ در پواسون نسبت تغییرات اثر چون همچنین
باشد. ν = ۰٫ ۳ ثابت

می�کند. تعریف را تنش-کرنش معادلات هوك قانون طرفی، از

σi = λE(z)[(۱ − ν)εi + ν(εj + εk)], i ̸= j ̸= k, λ =
۱

(۱ + ν)(۱ − ۲ν)
, (2-35الف)

τxz = µλE(z)γxz, µ =
κ(۱ − ۲ν)

۲
, :که κ =

۵
۶
. (2-35ب)
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مقادیر مختلف منابع در است. برشی تصحیح ضریب κ و نیست لامه ثابت اینجا در λ که داشت توجه باید
حاضر پژوهش در دارند. هم با اندکی بسیار اختلاف که است شده پیشنهاد ضریب این براي π۲/۱۲ و ۵/۶

است. شده استفاده κ = ۵/۶ از
و محوري مختصه�ي حسب بر مشتقات برشی، شکل تغییر تئوري به�کارگیري به توجه با حاضر، مسأله�ي در
I ضخامت روي انتگرال بنابراین، هستند. (ضخامت) شعاعی راستاي در انتگرال�گیري حاصل ثابت، ضرایب

می�شود. تعریف زیر شکل به

I(p, q) =

∫ +h/۲

−h/۲
zp(R + z)q dz. (36-2)

است. n ناهمگنی ثابت نیز و h و R هندسی مشخصه�هاي تابع ،I(p, q) انتگرال کلی حالت در
می�شوند. محاسبه آن�ها مشتقات و جابه�جایی توابع حسب بر تنش منتجه�هاي اکنون

Nx

Mx

Qx

 =

∫ +h/۲

−h/۲
σx


۱
z

z۲


(
۱ +

z

R

)
dz

=

∫ +h/۲

−h/۲
(λE(z)[(۱ − ν)εx + ν(εθ + εz)])


۱
z

z۲


(
۱ +

z

R

)
dz

=
λEi

Rrni

(۱ − ν)


I(۰, n+ ۱)
I(۱, n+ ۱)
I(۲, n+ ۱)


[
u′ +

u′۲

۲
+
w′۲

۲

]

+ (۱ − ν)


I(۱, n+ ۱)
I(۲, n+ ۱)
I(۳, n+ ۱)

 [ϕ′ + u′ϕ′ + w′ψ′]

+ (۱ − ν)


I(۲, n+ ۱)
I(۳, n+ ۱)
I(۴, n+ ۱)


[
ϕ′۲

۲
+
ψ′۲

۲

]
+ ν


I(۰, n+ ۱) + I(۱, n)
I(۱, n+ ۱) + I(۲, n)
I(۲, n+ ۱) + I(۳, n)

ψ

+ ν


I(۰, n+ ۱) + I(۲, n− ۱)
I(۱, n+ ۱) + I(۳, n− ۱)
I(۲, n+ ۱) + I(۴, n− ۱)

 ψ۲

۲
+ ν


I(۰, n+ ۱)
I(۱, n+ ۱)
I(۲, n+ ۱)

 ϕ۲

۲

+ν


I(۰, n)
I(۱, n)
I(۲, n)

w + ν


I(۰, n− ۱)
I(۱, n− ۱)
I(۲, n− ۱)

 w۲

۲
+ ν


I(۱, n− ۱)
I(۲, n− ۱)
I(۳, n− ۱)

wψ



(37-2)
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Nz =

∫ +h/۲

−h/۲
σz

(
۱ +

z

R

)
dz

=

∫ +h/۲

−h/۲
(λE(z)[(۱ − ν)εz + ν(εx + εθ)])

(
۱ +

z

R

)
dz

=
λEi

Rrni

[
νI(۰, n+ ۱)

[
u′ +

u′۲

۲
+
w′۲

۲

]
+ νI(۱, n+ ۱) [ϕ′ + u′ϕ′ + w′ψ′]

+ νI(۲, n+ ۱)
[
ϕ′۲

۲
+
ψ′۲

۲

]
+ ((۱ − ν)I(۰, n+ ۱) + νI(۱, n))ψ

+ ((۱ − ν)I(۰, n+ ۱) + νI(۲, n− ۱))ψ
۲

۲
+ (۱ − ν)I(۰, n+ ۱)ϕ

۲

۲

+νI(۰, n)w + νI(۰, n− ۱)w
۲

۲
+ νI(۱, n− ۱)wψ

]

(38-2)

{
Nθ

Mθ

}
=

∫ +h/۲

−h/۲
σθ

{
۱
z

}
dz

=

∫ +h/۲

−h/۲
(λE(z)[(۱ − ν)εθ + ν(εx + εz)])

{
۱
z

}
dz

=
λEi

rni

[
ν

{
I(۰, n)
I(۱, n)

}[
u′ +

u′۲

۲
+
w′۲

۲

]

+ ν

{
I(۱, n)
I(۲, n)

}
[ϕ′ + u′ϕ′ + w′ψ′]

+ ν

{
I(۲, n)
I(۳, n)

}[
ϕ′۲

۲
+
ψ′۲

۲

]
+

{
νI(۰, n) + (۱ − ν)I(۱, n− ۱)
νI(۱, n) + (۱ − ν)I(۲, n− ۱)

}
ψ

+

{
νI(۰, n) + (۱ − ν)I(۲, n− ۲)
νI(۱, n) + (۱ − ν)I(۳, n− ۲)

}
ψ۲

۲
+ ν

{
I(۰, n)
I(۱, n)

}
ϕ۲

۲

+ (۱ − ν)

{
I(۰, n− ۱)
I(۱, n− ۱)

}
w + (۱ − ν)

{
I(۰, n− ۲)
I(۱, n− ۲)

}
w۲

۲

+(۱ − ν)

{
I(۱, n− ۲)
I(۲, n− ۲)

}
wψ

]

(39-2)
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
N̄θ

M̄θ

Q̄θ

 =

∫ +h/۲

−h/۲
σθ


۱
z

z۲

 R

R + z
dz

=

∫ +h/۲

−h/۲
(λE(z)[(۱ − ν)εθ + ν(εx + εz)])


۱
z

z۲

 R

R + z
dz

=
RλEi

rni

ν

I(۰, n− ۱)
I(۱, n− ۱)
I(۲, n− ۱)


[
u′ +

u′۲

۲
+
w′۲

۲

]

+ ν


I(۱, n− ۱)
I(۲, n− ۱)
I(۳, n− ۱)

 [ϕ′ + u′ϕ′ + w′ψ′] + ν


I(۲, n− ۱)
I(۳, n− ۱)
I(۴, n− ۱)


[
ϕ′۲

۲
+
ψ′۲

۲

]

+


νI(۰, n− ۱) + (۱ − ν)I(۱, n− ۲)
νI(۱, n− ۱) + (۱ − ν)I(۲, n− ۲)
νI(۲, n− ۱) + (۱ − ν)I(۳, n− ۲)

ψ

+


νI(۰, n− ۱) + (۱ − ν)I(۲, n− ۳)
νI(۱, n− ۱) + (۱ − ν)I(۳, n− ۳)

νI۲
n−۱ + (۱ − ν)I۴

n−۳

 ψ۲

۲
+ ν


I۰
n−۱

I۱
n−۱

I۲
n−۱

 ϕ۲

۲

+ (۱ − ν)


I(۰, n− ۲)
I(۱, n− ۲)
I(۲, n− ۲)

w + (۱ − ν)


I(۰, n− ۳)
I(۱, n− ۳)
I(۲, n− ۳)

 w۲

۲

+(۱ − ν)


I(۱, n− ۳)
I(۲, n− ۳)
I(۳, n− ۳)

wψ



(40-2)

{
Nxz

Mxz

}
=

∫ +h/۲

−h/۲
τxz

(
۱ +

z

R

){۱
z

}
dz

=

∫ +h/۲

−h/۲
µλE(z)γxz

(
۱ +

z

R

){۱
z

}
dz

=
µλEi

Rrni

[{
I(۰, n+ ۱)
I(۱, n+ ۱)

}
(ϕ+ u′ϕ+ w′ + w′ψ)

+

{
I(۱, n+ ۱)
I(۲, n+ ۱)

}
(ψ′ + ψψ′ + ϕϕ′)

]
(41-2)
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بر را معادلات این می�توان ،(32-2) حاکم معادلات در (41-2) تا (37-2) تنش منتجه�هاي جایگذاري با
شعاع ،ν پواسون نسبت تابع معادلات این ثابت ضرایب آورد. دست به آن�ها مشتقات و ψ و w ،φ ،u حسب

هستند. n ناهمگنی ثابت و h ضخامت ،R میانگین

νI(۰, n)w′ + ν [I(۰, n+ ۱) + I(۱, n)]ψ′ + (۱ − ν) I(۰, n+ ۱)u′′ + (۱ − ν) I(۱, n+ ۱)ϕ′′

+ ۳(۱ − ν) [I(۰, n+ ۱)u′u′′ + I(۱, n+ ۱)(u′ϕ′)′ + I(۲, n+ ۱)ϕ′ϕ′′] + νI(۰, n− ۱)ww′

+ νI(۱, n− ۱)(wψ)′ + (۲µ+ ν) I(۰, n+ ۱)ϕϕ′ + ν[I(۰, n+ ۱) + I(۲, n− ۱)]ψψ′

+ (۱ − ν) [I(۰, n+ ۱)w′w′′ + I(۱, n+ ۱)(w′ψ′)′ + I(۲, n+ ۱)ψ′ψ′′] + νI(۰, n)u′w′

+ ν[I(۰, n+ ۱) + I(۱, n)]u′ψ′ + [µI(۰, n+ ۱) + νI(۱, n)]ϕ′w′ + [(µ+ ν) I(۱, n+ ۱)

+ νI(۲, n)]ϕ′ψ′ + ν[I(۰, n)w + (I(۱, n) + I(۰, n+ ۱)]ψ)u′′ + µ[I(۰, n+ ۱)w′′

+ I(۱, n+ ۱)ψ′′]ϕ+ ν[I(۱, n)w + (I(۲, n) + I(۱, n+ ۱)]ψ)ϕ′′

+
ν + ۲µ

۲
[
I(۰, n+ ۱)u′′ϕ۲ + I(۱, n+ ۱)ϕ′′ϕ۲]+ (ν + ۲µ)

[
I(۰, n+ ۱)u′ϕ′

+ I(۱, n+ ۱)ϕ′۲
]
ϕ+

۳(۱ − ν)

۲

[
I(۰, n+ ۱)u′۲u′′ + I(۱, n+ ۱)(u′۲ϕ′)′

+ I(۲, n+ ۱)(u′ϕ′۲)′ + I(۳, n+ ۱)ϕ′۲ϕ′′
]
+ µ[I(۰, n+ ۱)w′ + I(۱, n+ ۱)ψ′]ϕψ′

+ ν[I(۰, n− ۱)u′ww′ + I(۱, n− ۱)(u′(wψ)′ + ϕ′ww′)] + νI(۲, n− ۱)ϕ′wψ′

+ ν[I(۰, n+ ۱) + I(۲, n− ۱)]u′ψψ′ + [µI(۰, n+ ۱) + νI(۲, n− ۱)]ϕ′w′ψ

+ [(µ+ ν) I(۱, n+ ۱) + νI(۳, n− ۱)]ϕ′ψψ′ ν

۲
I(۰, n− ۱)u′′w۲

+
ν

۲

(
[I(۰, n+ ۱) + I(۲, n− ۱)]u′′ + [I(۱, n+ ۱) + I(۳, n− ۱)]ϕ′′

)
ψ۲

+ µ[I(۰, n+ ۱)w′′ + I(۱, n+ ۱)ψ′′]ϕψ +
۱ − ν

۲
I(۰, n+ ۱)u′w′۲

+
۱ − ν

۲

(
I(۱, n+ ۱)

[
۲u′w′ψ′ + ϕ′w′۲

]
+ I(۲, n+ ۱)

[
۲ϕ′w′ψ′ + u′ψ′۲

])
+
ν

۲
I(۱, n− ۱)(۲u′′wψ + ϕ′′w۲) +

۱ − ν

۲
I(۳, n+ ۱)ϕψ′۲ = ۰, (2-42الف)

− µI(۰, n+ ۱)ϕ+ [−µI(۰, n+ ۱) + νI(۱, n)]w′ + [(ν − µ) I(۱, n+ ۱) + νI(۲, n)]ψ′

+ (۱ − ν)[I(۱, n+ ۱)u′′ + I(۲, n+ ۱)ϕ′′]− (۲µ+ ν)I(۰, n+ ۱)u′ϕ

+ ۳(۱ − ν)[I(۱, n+ ۱)u′u′′ + I(۲, n+ ۱)(u′ϕ′)′ + I(۳, n+ ۱)ϕ′ϕ′′]
بعد) صفحه�ي در (ادامه
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+ νI(۱, n− ۱)ww′ + νI(۲, n− ۱)wψ′ + [−µI(۰, n+ ۱) + νI(۲, n− ۱)]w′ψ

+ [(ν − µ) I(۱, n+ ۱) + νI(۳, n− ۱)]ψψ′ + (۱ − ν)[I(۱, n+ ۱)w′w′′

+ I(۲, n+ ۱)(w′ψ′)′ + I(۳, n+ ۱)ψ′ψ′′]− [νI(۱, n) + (۱ − ν) I(۰, n+ ۱)]ϕψ

− νI(۰, n)ϕw + [−µI(۰, n+ ۱) + νI(۱, n)]u′w′ + ν[I(۲, n+ ۱) + I(۳, n)]ϕ′ψ′

+ [(ν − µ) I(۱, n+ ۱) + νI(۲, n)]u′ψ′ + νI(۲, n)ϕ′w′ + ν[I(۲, n) + I(۱, n+ ۱)]u′′ψ

+ νI(۱, n)u′′w + νI(۲, n)ϕ′′w + ν[I(۳, n) + I(۲, n+ ۱)]ϕ′′ψ − ۱ − ν

۲
I(۰, n+ ۱)ϕ۳

+
ν + ۲µ

۲
[I(۰, n+ ۱)(u′′ϕ۲ − u′

۲
ϕ) + I(۲, n+ ۱)(ϕ۲ϕ′′ + ϕ′۲ϕ)]

+
۳
۲
(۱ − ν)

[
I(۱, n+ ۱)u′۲u′′ + I(۲, n+ ۱)(u′۲ϕ′)′ + I(۳, n+ ۱)(ϕ′۲u′)′

+ I(۴, n+ ۱)ϕ′۲ϕ′′
]
+ µ[I(۱, n+ ۱)w′′ + I(۲, n+ ۱)ψ′′]ϕ− ۱

۲
[νI(۰, n− ۱)ϕw۲

+ ۲νI(۱, n− ۱)ϕwψ]− ۱
۲
[(۱ − ν) I(۰, n+ ۱) + νI(۲, n− ۱)]ϕψ۲

− ν

۲
I(۰, n+ ۱)ϕw′۲ + (µ− ν)I(۱, n+ ۱)ϕw′ψ′ +

µ− ۲ν
۲

I(۲, n+ ۱)ϕψ′۲

+
ν

۲
I(۱, n− ۱)u′′w۲ +

ν

۲
I(۲, n− ۱)(۲u′′wψ + ϕ′′w۲) + νI(۳, n− ۱)ϕ′′wψ

+
ν

۲
[I(۳, n− ۱) + I(۱, n+ ۱)]u′′ψ۲ +

ν

۲
[I(۴, n− ۱) + I(۲, n+ ۱)]ϕ′′ψ۲

+ µ[I(۱, n+ ۱)w′′ + I(۲, n+ ۱)ψ′′]ϕψ +
۱ − ν

۲

[
I(۱, n+ ۱)(u′w′۲)′

+ I(۲, n+ ۱)(۲u′w′ψ′ + ϕ′w′۲)′ + I(۳, n+ ۱)(u′ψ′۲ + ۲ϕ′w′ψ′)′

+ I(۴, n+ ۱)(ϕ′ψ′۲)′
]
= ۰, (2-42ب)

− (۱ − ν) I(۰, n− ۱)w − [νI(۰, n) + (۱ − ν) I(۱, n− ۱)]ψ − νI(۰, n)u′

− [νI(۱, n)− µI(۰, n+ ۱)]ϕ′ + µI(۰, n+ ۱)w′′ + µI(۱, n+ ۱)ψ′′

− ν

۲
I(۰, n)

(
u′

۲
+ ϕ۲

)
+ [−νI(۱, n) + µI(۰, n+ ۱)]u′ϕ′ + µ[I(۰, n+ ۱)w′′

−
[ν
۲
I(۲, n)− µI(۱, n+ ۱)

]
ϕ′۲ + I(۱, n+ ۱)ψ′′]ϕ− ۳

۲
(۱ − ν) I(۰, n− ۲)w۲

− [۳(۱ − ν)I(۱, n− ۲) + νI(۰, n− ۱)]wψ + [νI(۱, n) + (۲µ+ ν) I(۰, n+ ۱)]w′ψ′

+
ν

۲
I(۰, n)w′۲ −

[
۳
۲
(۱ − ν) I(۲, n− ۲) + νI(۱, n− ۱) + ν

۲
I(۰, n)

]
ψ۲

+
[ν
۲
I(۲, n) + (۲µ+ ν) I(۱, n+ ۱)

]
ψ′۲ + ν[I(۰, n)w′′ + I(۱, n)ψ′′]w

بعد) صفحه�ي در (ادامه
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+ [νI(۱, n) + (۲µ+ ν) I(۰, n+ ۱)]w′′ψ + [νI(۲, n) + (۲µ+ ν) I(۱, n+ ۱)]ψψ′′

+ µI(۰, n+ ۱)ϕψ′ − ν[I(۰, n− ۱)u′w + I(۱, n− ۱)(u′ψ + ϕ′w)]− [νI(۲, n− ۱)

− µI(۰, n+ ۱)]ϕ′ψ + (۱ − ν)[I(۰, n+ ۱)(u′w′)′ + I(۱, n+ ۱)(u′ψ′ + ϕ′w′)′

+ I(۲, n+ ۱)(ϕ′ψ′)′]− ۱ − ν

۲
I(۰, n− ۳)w۳ − ۳

۲
(۱ − ν) I(۱, n− ۳)w۲ψ

+
۱
۲
[νI(۰, n− ۱)− ۳(۱ − ν) I(۲, n− ۳)]wψ۲ +

۱
۲
[νI(۱, n− ۱)

− (۱ − ν) I(۳, n− ۳)]ψ۳ +
ν

۲
I(۰, n− ۱)ww′۲ + νI(۱, n− ۱)ww′ψ′

+
ν

۲
I(۱, n− ۱)w′۲ψ +

ν

۲
I(۲, n− ۱)ψ′۲w + [(۲µ+ ν) I(۰, n+ ۱)

+ νI(۲, n− ۱)]w′ψψ′ + [(۲µ+ ν) I(۱, n+ ۱) + ν

۲
I(۳, n− ۱)]ψψ′۲

− ν

۲
[I(۰, n− ۱)w′′ + I(۱, n− ۱)ψ′′]w۲ − νI(۱, n− ۱)ww′′ψ − νI(۲, n− ۱)wψψ′′

− ۱
۲
[(۲µ+ ν) I(۰, n+ ۱) + νI(۲, n− ۱)]w′′ψ۲ − ۱

۲
[(۲µ+ ν) I(۱, n+ ۱)

+ νI(۳, n− ۱)]ψ۲ψ′′ +
۳
۲
(۱ − ν)[I(۰, n+ ۱)w′′ + I(۱, n+ ۱)ψ′′]w′۲

+ ۳(۱ − ν)[I(۱, n+ ۱)w′′ + I(۲, n+ ۱)ψ′′]w′ψ′ +
۳
۲
(۱ − ν)[I(۲, n+ ۱)w′′

+ I(۳, n+ ۱)ψ′′]ψ′۲ − νI(۱, n− ۱)u′ϕ′w − ν

۲
I(۲, n− ۱)ϕ′۲w − ν

۲
[I(۰, n− ۱)w

+ I(۱, n− ۱)ψ]
(
u′

۲
+ ϕ۲

)
+ [µI(۰, n+ ۱)− νI(۲, n− ۱)]u′ϕ′ψ

+ [µI(۱, n+ ۱)− ν

۲
I(۳, n− ۱)]ϕ′۲ψ + µI(۰, n+ ۱)u′ϕψ′ + νI(۰, n+ ۱)ϕϕ′w′

+ (µ+ ν) I(۱, n+ ۱)ϕϕ′ψ +
ν

۲
[I(۰, n+ ۱)w′′ + I(۱, n+ ۱)ψ′′]ϕ۲

+ µ[I(۰, n+ ۱)u′′ + I(۱, n+ ۱)ϕ′′]ϕψ +
۱ − ν

۲

[
I(۰, n+ ۱)(u′۲w′)′

+ I(۱, n+ ۱)(u′۲ψ′)′
]
+ (۱ − ν) [I(۱, n+ ۱)(u′ϕ′w′)′ + I(۲, n+ ۱)(u′ϕ′ψ′)′]

+
۱ − ν

۲

[
I(۲, n+ ۱)(ϕ′۲w′)′ + I(۳, n+ ۱)(ϕ′۲ψ′)′

]
= −Wi +Wo, (2-42پ)

− [νI(۰, n) + (۱ − ν) I(۱, n− ۱)]w − [۲νI(۱, n) + (۱ − ν)(I(۲, n− ۱) + I(۰, n+ ۱))]ψ

− ν[I(۱, n) + I(۰, n+ ۱)]u′ + [−νI(۲, n) + (µ− ν) I(۱, n+ ۱)]ϕ′

+ µ[I(۱, n+ ۱)w′′ + I(۲, n+ ۱)ψ′′]− ۱
۲
[(۱ − ν) I(۰, n+ ۱) + νI(۱, n)]ϕ۲

− ν

۲
[I(۱, n) + I(۰, n+ ۱)]u′۲ − [νI(۲, n)− (µ− ν) I(۱, n+ ۱)]u′ϕ′

بعد) صفحه�ي در (ادامه
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−
[
ν

۲
I(۳, n)− ۲µ− ν

۲
I(۲, n+ ۱)

]
ϕ′۲ + µ[I(۱, n+ ۱)u′′ + I(۲, n+ ۱)ϕ′′]ϕ

−
[
۳
۲
(۱ − ν) I(۱, n− ۲) + ν

۲
I(۰, n− ۱)

]
w۲ − [۳(۱ − ν) I(۲, n− ۲) + ۲νI(۱, n− ۱)

+ νI(۰, n)]wψ +

[
ν

۲
I(۱, n)− ۲µ+ ν

۲
I(۰, n+ ۱)

]
w′۲ + νI(۲, n)w′ψ′

− ۳
۲
[(۱ − ν) I(۳, n− ۲) + νI(۲, n− ۱) + νI(۱, n) + (۱ − ν) I(۰, n+ ۱)]ψ۲

+

[
ν

۲
I(۳, n) + ۲µ+ ν

۲
I(۲, n+ ۱)

]
ψ′۲ + ν[I(۱, n)w′′ + I(۲, n)ψ′′]w

+ [νI(۲, n) + (۲µ+ ν) I(۱, n+ ۱)]w′′ψ + [νI(۳, n) + (۲µ+ ν) I(۲, n+ ۱)]ψψ′′

− µI(۰, n+ ۱)ϕw′ − ν[I(۱, n− ۱)u′w + I(۲, n− ۱)(u′ψ + ϕ′w)]

− [νI(۳, n− ۱)− (µ− ν) I(۱, n+ ۱)]ϕ′ψ + (۱ − ν)[I(۱, n+ ۱)(u′w′)′

+ I(۲, n+ ۱)(u′ψ′ + ϕ′w′)′ + I(۳, n+ ۱)(ϕ′ψ′)′]− ۱ − ν

۲
I(۱, n− ۳)w۳

− ۱
۲
[νI(۰, n− ۱) + ۳(۱ − ν) I(۲, n− ۳)]w۲ψ − ۱

۲
[νI(۱, n− ۱)

+ ۳(۱ − ν) I(۳, n− ۳)]wψ۲ − ۱ − ν

۲
[I(۰, n+ ۱) + I(۴, n− ۳)]ψ۳ +

ν

۲
I(۱, n− ۱)ww′۲

+ νI(۲, n− ۱)ww′ψ′ + νI(۳, n− ۱)
[
wψ′۲

۲
+ w′ψψ′

]
− [(۲µ+ ν) I(۰, n+ ۱)

− νI(۲, n− ۱)]w′۲ψ + [(۲µ+ ν) I(۲, n+ ۱) + νI(۴, n− ۱)]ψψ′۲

− ν

۲
[I(۱, n− ۱)w′′ + I(۲, n− ۱)ψ′′]w۲ − νI(۲, n− ۱)ww′′ψ − ۱

۲
[(۲µ+ ν) I(۱, n+ ۱)

+ νI(۳, n− ۱)]w′′ψ۲ − νI(۳, n− ۱)wψψ′′ − ۱
۲
[(۲µ+ ν) I(۲, n+ ۱)

+ νI(۴, n− ۱)]ψ۲ψ′′ +
۳
۲
(۱ − ν)[I(۱, n+ ۱)w′′ + I(۲, n+ ۱)ψ′′]w′۲

+ ۳(۱ − ν)[I(۲, n+ ۱)w′′ + I(۳, n+ ۱)ψ′′]w′ψ′ +
۳
۲
(۱ − ν)[I(۳, n+ ۱)w′′

+ I(۴, n+ ۱)ψ′′]ψ′۲ − ν

۲
I(۱, n− ۱)ϕ۲w − ۱

۲
[νI(۲, n− ۱) + (۱ − ν) I(۰, n+ ۱)]ϕ۲ψ

− ν

۲
I(۱, n− ۱)u′۲w − ν

۲
[I(۰, n+ ۱) + I(۲, n− ۱)]u′۲ψ − νI(۲, n− ۱)u′ϕ′w

+ [(µ− ν) I(۱, n+ ۱)− νI(۳, n− ۱)]u′ϕ′ψ − ν

۲
I(۳, n− ۱)ϕ′۲w

+
۱
۲
[(۲µ− ν)I(۲, n+ ۱)− νI(۴, n− ۱)]ϕ′۲ψ − µI(۰, n+ ۱)u′ϕw′

− (µ− ν) I(۱, n+ ۱)ϕϕ′w′ + νI(۲, n+ ۱)ϕϕ′ψ′ +
ν

۲
[I(۱, n+ ۱)w′′

بعد) صفحه�ي در (ادامه
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جمع�بندي .6-2

+ I(۲, n+ ۱)ψ′′]ϕ۲ + µ[I(۱, n+ ۱)u′′ + I(۲, n+ ۱)ϕ′′]ϕψ

+
۱ − ν

۲

[
I(۱, n+ ۱)(u′۲w′)′ + I(۲, n+ ۱)(u′۲ψ′)′

]
+ (۱ − ν) [I(۲, n+ ۱)(u′ϕ′w′)′ + I(۳, n+ ۱)(u′ϕ′ψ′)′]

+
۱ − ν

۲

[
I(۳, n+ ۱)(ϕ′۲w′)′ + I(۴, n+ ۱)(ϕ′۲ψ′)′

]
=
h

۲
(Wi +Wo). (2-42ت)

جمع�بندي 6-2
گردید. استخراج مجازي کار اصل از استفاده با بررسی مورد پوسته�ي بر حاکم معادلات فصل، این در
ضرایب با و دو مرتبه�ي از ناهمگن، غیرخطی معمولی دیفرانسیل معادلات دستگاه یک حاصل معادلات
سینماتیک، معادلات غیرخطی جملات گرفتن نظر در با معادلات حجم که می�شود ملاحظه هستند. ثابت

می�یابد. افزایش قابل�ملاحظه�اي به�طور
می�شود. حل تطبیق�یافته مجانبی بسط روش کمک به معادلات دستگاه این آتی، فصل در
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تحلیلی حل .3 فصل

مقدمه 1-3

تغییر تئوري اساس بر سینماتیک، معادلات غیرخطی جملات گرفتن نظر در با که شد مشاهده قبل فصل در
معادلات دستگاه یک فشار، تحت ناهمگن استوانه�اي پوسته�ي بر حاکم معادلات اول، مرتبه برشی شکل
به معادلات این حل به فصل این در است. ثابت ضرایب با کوپل�شده ناهمگن غیرخطی معمولی دیفرانسیل

است. شده پرداخته مجانبی تطبیق�یافته�ي بسط روش کمک
از پس شوند. بی�بعد معادلات ابتدا است لازم می�شود، استفاده اغتشاشات تئوري از معادلات حل براي چون
نهایت، در می�آید. به�دست جداگانه طور به مرزي نواحی در حل سپس و خارجی حل معادلات، بی�بعدسازي

می�آید. به�دست کلی پاسخ مرزي، شرایط اعمال نیز و خارجی و داخلی حل�هاي دادن تطبیق با

معادلات بی�بعدسازي 2-3

براي دارد. وجود �x مستقل متغیر یک و �ψ و �w ،ϕ ،u وابسته�ي متغیر چهار مسأله، ریاضی فرمول�بندي در
می�شوند. پیشنهاد زیر بی�بعد پارامترهاي معادلات، بی�بعدسازي

x∗ =
x

L
, R∗ =

R

h
, r∗i =

ri
h

=
۲R∗ − ۱

۲
, ϵ =

h

L
, (3-1الف)

u∗(x∗) =
u(x)

h
, ϕ∗(x∗) = ϕ(x), w∗(x∗) =

w(x)

h
, ψ∗(x∗) = ψ(x), (3-1ب)

p∗i =
pir

∗
i
n

λEiϵ
, p∗o =

por
∗
i
n

λEiϵ
. (3-1پ)

پارامتر ϵ همچنین، است. بی�بعد داخلی شعاع r∗i و بی�بعد میانگین شعاع R∗ بی�بعد، طول x∗ بالا، معالات در
هستند. بی�بعد خارجی و داخلی فشاري بارگذاري نیز p∗o و p∗i است. اغتشاشی کوچک

هستند. زیر صورت به x∗ حسب بر دو و یک مرتبه�ي مشتقات

d

dx
=

۱
L

d

dx∗
,

d۲

dx۲ =
۱
L۲

d۲

dx∗۲
.

(2-3)
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معادلات بی�بعدسازي .2-3

می�شود. گرفته نظر در ϵ حسب بر چندجمله�اي صورت به مستقیم1، بسط مسأله، مجهولات محاسبه�ي براي

u∗(x∗; ϵ) = ϵ
(
u۱(x

∗) + ϵu۲(x
∗) + ϵ۲u۳(x

∗) + · · ·
)
,

ϕ∗(x∗; ϵ) = ϵ
(
ϕ۱(x

∗) + ϵϕ۲(x
∗) + ϵ۲ϕ۳(x

∗) + · · ·
)
,

w∗(x∗; ϵ) = ϵ
(
w۱(x

∗) + ϵw۲(x
∗) + ϵ۲w۳(x

∗) + · · ·
)
,

ψ∗(x∗; ϵ) = ϵ
(
ψ۱(x

∗) + ϵψ۲(x
∗) + ϵ۲ψ۳(x

∗) + · · ·
)
.

(3-3)

صورت به (3-1پ) معادلات مخرج در ϵ متغیر نیز و (3-3) معادلات راست سمت در پرانتز بیرون در ϵ متغیر
است. شده وارد تعمدي2

شکل ،ϵ توان�هاي حسب بر سازي مرتب و (42-2) حاکم معادلات در (3-3) و (1-3) معادلات جایگذاري با
می�آید. دست به زیر شکل به معادلات کلی

ϵL۱{ȳ۱(x
∗)}+ ϵ۲

[
L̄۲{ȳ۱(x

∗)}+ L۲{ȳ۲(x
∗)}
]

+ ϵ۳
[
L̄۳

(
{ȳ۱(x

∗)}, {ȳ۲(x
∗)}
)
+ L۳{ȳ۳(x

∗)}
]
+ · · ·

= ϵ{f۱}+ ϵ۲{f۲}+ ϵ۳{f۳}+ · · · ,

(4-3)

هستند. دیفرانسیل معادلات ناهمگنی� عامل و بارگذاري معرف {fi} و دیفرانسیلی3 عملگرهاي L̄i و Li که
Li{ȳi(x∗)} عبارت�هاي به و پیرو4 جملات L̄i({ȳ۱(x

∗)}, {ȳ۲(x
∗)}, . . . , {ȳi−۱(x

∗)}) عبارت�هاي به
می�شوند. تعریف زیر شکل به و هستند جابه�جایی شبه�بردارهاي {ȳi(x∗)}ها می�شود. گفته پیشرو5 جملات

{ȳi(x∗)} =
{
ui(x

∗) ϕi(x
∗) wi(x

∗) ψi(x
∗)
}T

. (5-3)

هستند. صفر با برابر {f۱} جز به {fi}ها تمام بارگذاري، بودن ثابت دلیل به

{f۱} =
{
F̄
}
=
{
۰ ۰ −W ∗

i +W ∗
o

۱
۲(W

∗
i +W ∗

o )
}T

, (6-3)

. W ∗
o = p∗o

(
R∗ + ۱

۲

) و W ∗
i = p∗i

(
R∗ − ۱

۲

) که
دیفرانسیلی عملگرهاي کلی حالت در L̄i عملگرهاي که می�شود اشاره نکته این به بخش، این پایان در

یعنی، برابرند؛ هم با و بوده جبري) (عملگر صفر مرتبه�ي از و خطی عملگرهاي Li و هستند غیرخطی

L۱ = L۲ = L۳ = · · · = .ثابت (7-3)
1. Straight Forward Expansion
2. Bookkeeping
3. Differential Operators
4. Follower Terms
5. Leading Terms
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خارجی حل 3-3

توان�هاي ضرایب که است کوچک قدري به ϵ اغتشاش پارامتر که است این اغتشاشات روش اصلی ایده�ي
که است این (4-3) تساوي برقراري براي لازم شرط بنابراین، نیستند. هم�مرتبه بزرگی نظر از آن مختلف

باشند. برابر هم با ϵi ضرایب

O(ϵ۱) : L۱{ȳ۱(x
∗)} = {f۱}, (8-3)

O(ϵ۲) : L۲{ȳ۲(x
∗)} = −L̄۲{ȳ۱(x

∗)}, (9-3)
...

می�شود. جبري معادلات دستگاه�هاي حل شامل تنها خارجی حل پس است، ثابت Li چون

{ȳ۱(x
∗)} = L−۱

۱ {f۱}, (10-3)
{ȳ۲(x

∗)} = −L−۱
۲
[
L̄۲{ȳ۱(x

∗)}
]
. (11-3)

...

بود. خواهد زیر شکل به خارجی حل در پاسخ نهایی شکل

ui = Ci۱x
∗ + Ci۲, (3-12الف)

ϕi = ۰, (3-12ب)
wi = Ci۳, (3-12پ)
ψi = Ci۴. (3-12ت)

است. j = ۱,۲,۳,۴ و می�دهد نشان را حل مرتبه�ي i = ۱,۲, · · · که هستند ثابت Cijها فوق، روابط در
مرز از دور نقاط در جابه�جایی میدان نهایی شکل ،(12-3) و (3-3) (3-1ب)، ،(15-2) روابط به توجه با

می�شود. بازنویسی

U o
x = C۱x+ C۲, (3-13الف)
U o
z = C۳z + C۴, (3-13ب)

48



چپ مرز در داخلی حل .4-3

که

C۱ = h(ϵC۱۱ + ϵ۲C۲۱ + ϵ۳C۳۱ + · · · ), (3-14الف)
C۲ = h(ϵC۱۲ + ϵ۲C۲۲ + ϵ۳C۳۲ + · · · ), (3-14ب)
C۳ = h(ϵC۱۳ + ϵ۲C۲۳ + ϵ۳C۳۳ + · · · ), (3-14پ)
C۴ = ϵC۱۴ + ϵ۲C۲۴ + ϵ۳C۳۴ + · · · . (3-14ت)

است. خارجی حل نشان�دهنده�ي اخیر روابط در oبالانویس
نتیجه می�توان نمی�کنند، ارضا را مسأله مرزي شرط�هاي کلی حالت در خارجی هاي حل که این به توجه با
چپ مرز x∗ = ۰ نزدیکی در مرز به اصطلاحاً دارد. وجود مرزي لایه�هاي x∗ = ۱ و x∗ = ۰ در که گرفت

می�شود. گفته راست مرز x∗ = ۱ نزدیکی در و

چپ مرز در داخلی حل 4-3
با می�شود. استفاده η = x∗/ϵ = x/h کشیده�شده�ي مقیاس از پاسخ، در چپ مرز اثرات مشاهده�ي براي

می�شوند. ϵکوچک پارامتر ایجاد باعث معادلات در η به نسبت مشتقات تعریف، این
d

dη
= ϵ

d

dx∗
,

d۲

dη۲ = ϵ۲
d۲

dx∗۲
.

(15-3)

می�شود. گرفته نظر در η به نسبت مجهولات مستقیم بسط اکنون
u∗(η; ϵ) = ϵ

(
ul۱(η) + ϵul۲(η) + ϵ۲ul۳(η) + · · ·

)
,

ϕ∗(η; ϵ) = ϵ
(
ϕl

۱(η) + ϵϕl
۲(η) + ϵ۲ϕl

۳(η) + · · ·
)
,

w∗(η; ϵ) = ϵ
(
wl

۱(η) + ϵwl
۲(η) + ϵ۲wl

۳(η) + · · ·
)
,

ψ∗(η; ϵ) = ϵ
(
ψl

۱(η) + ϵψl
۲(η) + ϵ۲ψl

۳(η) + · · ·
)
.

(16-3)

کلی شکل ،(42-2) حاکم معادلات در (16-3) بسط جایگذاري با است. چپ مرز نشان�دهنده�ي l بالانویس
می�آید. دست به زیر شکل به معادلات

ϵLl
۱{ȳ۱(η)}+ ϵ۲

[
L̄l

۲{ȳ۱(η)}+ Ll
۲{ȳ۲(η)}

]
+ ϵ۳

[
L̄l

۳

(
{ȳ۱(η)}, {ȳ۲(η)}

)
+ Ll

۳{ȳ۳(η)}
]
+ · · ·

= ϵ{f l
۱}+ ϵ۲{f l

۲}+ ϵ۳{f l
۳}+ · · · .

(17-3)
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براي هستند. η سریع متغیر حسب بر چپ مرز در معادلات با متناظر دیفرانسیلی عملگرهاي L̄l
i و Ll

i

می�شوند. تعریف زیر رابطه�ي طبق و برابرند هم با Llها
i ،i مختلف اندیس�هاي

Ll
۱ = Ll

۲ = Ll
۳ = · · · = [Ā۱]D

۲
η + [Ā۲]Dη + [Ā۳], Dη =

d

dη
, D۲

η =
d۲

dη۲ . (18-3)

از: عبارتند آن�ها درایه�هاي هستند. پادمتقارن [Ā۲] ماتریس و متقارن [Ā۳] و [Ā۱] ماتریس�هاي

[Ā۱]ij = [Ā۱]ji =



(۱ − ν) I∗(۰, n+ ۱), i = j = ۱,

(۱ − ν) I∗(۱, n+ ۱), i = ۱, j = ۲,

(۱ − ν) I∗(۲, n+ ۱), i = j = ۲,

µI∗(۰, n+ ۱), i = j = ۳,

µI∗(۱, n+ ۱), i = ۳, j = ۴,

µI∗(۲, n+ ۱), i = j = ۴,

۰, مؤلفه�ها .سایر

(3-19الف)

[Ā۲]ij = −[Ā۲]ji =



νI∗(۰, n), i = ۱, j = ۳,

ν(I∗(۰, n+ ۱) + I∗(۱, n)), i = ۱, j = ۴,

−µI∗(۰, n+ ۱) + νI∗(۱, n), i = ۲, j = ۳,

(ν − µ) I∗(۱, n+ ۱) + νI∗(۲, n), i = ۲, j = ۴,

۰, مؤلفه�ها .سایر

(3-19ب)

[Ā۳]ij = [Ā۳]ji =



−µI∗(۰, n+ ۱), i = j = ۲,

−(۱ − ν) I∗(۰, n− ۱), i = j = ۳,

−νI∗(۰, n)− (۱ − ν) I∗(۱, n− ۱), i = ۳, j = ۴,

−۲νI∗(۱, n)
−(۱ − ν)(I∗(۲, n− ۱) + I∗(۰, n+ ۱)), i = j = ۴,

۰, مؤلفه�ها .سایر

(3-19پ)

است. پوسته ضخامت روي بر بعد بدون انتگرال�گیري I∗(p, q) فوق، روابط در

I∗(p, q) =
I(p, q)

hp+q+۱ =

∫ +۱/۲

−۱/۲
z∗p(R + z∗)q dz∗, z∗ =

z

h
. (20-3)
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چپ مرز در داخلی حل .4-3

حل زیر معادلات می�بایست چپ مرز در داخلی حل یافتن براي .{f l
i} = {fi} ها i تمام براي همچنین

شوند.

O(ϵ۱) : Ll
۱{ȳ۱(η)} = {F̄}, (21-3)

O(ϵ۲) : Ll
۲{ȳ۲(η)} = −L̄l

۲{ȳ۱(η)}, (22-3)

یک مرتبه حل 1-4-3
است. ثابت ضرایب با η به نسبت معمولی دیفرانسیل معادلات دستگاه یک (21-3) یک مرتبه معادله�ي
چون است. حل دو این مجموع کلی حل که است عمومی حل یک و خصوصی حل یک داراي معادله این
ضرایب ماتریس اما بود. خواهد {ȳp۱} = [Ā۳]

−۱{F̄} شکل به خصوصی حل است، ثابت معادله، ناهمگنی
متغیر تغییر از مشکل این رفع منظور به نیست. معکوس�پذیر صفر، ستون و سطر یک داشتن علت به [Ā۳]

(21-3) معادلات دستگاه در نخست معادله�ي از همچنین می�شود. استفاده vl۱(η) =
∫
ul۱(η) dη − C۷

است. زیر صورت به (21-3) معادله�ي اصلاح�شده�ي شکل نتیجه، در می�شود. انتگرال�گیري
(
[A۱]D

۲
η + [A۲]Dη + [A۳]

)
{y۱(η)} = {F}, (23-3)

که

[A۱]ij =



(۱ − ν) I∗(۲, n+ ۱), i = j = ۲,

µI∗(۰, n+ ۱), i = j = ۳,

µI∗(۱, n+ ۱), i = ۳, j = ۴, یا i = ۴, j = ۳,

µI∗(۲, n+ ۱), i = j = ۴,

۰, مؤلفه�ها .سایر

(3-24الف)

[A۲]ij =



(۱ − ν) I∗(۱, n+ ۱), i = ۱, j = ۲, یا i = ۲, j = ۱,

−µI∗(۰, n+ ۱) + νI∗(۱, n), i = ۲, j = ۳,

µI∗(۰, n+ ۱)− νI∗(۱, n), i = ۳, j = ۲,

(ν − µ) I∗(۱, n+ ۱) + νI∗(۲, n), i = ۲, j = ۴,

(µ− ν) I∗(۱, n+ ۱)− νI∗(۲, n), i = ۴, j = ۲,

۰, مؤلفه�ها .سایر

(3-24ب)
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تحلیلی حل .3 فصل

[A۳]ij =



(۱ − ν) I∗(۰, n+ ۱), i = j = ۱,

νI∗(۰, n), i = ۱, j = ۳,

ν(I∗(۰, n+ ۱) + I∗(۱, n)), i = ۱, j = ۴,

−µI∗(۰, n+ ۱), i = j = ۲,

−νI∗(۰, n), i = ۳, j = ۱,

−(۱ − ν) I∗(۰, n− ۱), i = j = ۳,

−νI∗(۰, n)− (۱ − ν) I∗(۱, n− ۱), i = ۳, j = ۴,
یا i = ۴, j = ۳,

−ν(I∗(۰, n+ ۱)I∗(۱, n)), i = ۴, j = ۱,

−۲νI∗(۱, n)
−(۱ − ν)(I∗(۲, n− ۱) + I∗(۰, n+ ۱)), i = j = ۴,

۰, مؤلفه�ها .سایر

(3-24پ)

{F} =
{
C۰ ۰ −W ∗

i +W ∗
o

۱
۲(W

∗
i +W ∗

o )
}T

, (3-24ت)

{y۱(η)} =
{
vl۱(η) ϕl

۱(η) wl
۱(η) ψl

۱(η)
}T

. (3-24ث)

{yp۱} = شکل به خصوصی جواب اکنون، است. اول معادله�ي از انتگرال�گیري ثابت (3-24ت) معاله�ي در C۰

بود. خواهد [A۳]
−۱{F}

(23-3) معادله�ي همگن شکل در {yg۱(η)} = {V }eλη (همگن)، عمومی جواب آوردن دست به براي
می�شود. )جایگذاري

[A۱]λ
۲ + [A۲]λ+ [A۳]

)
{V }eλη = {۰}. (25-3)

پس، eλη؛ ̸= ۰ کلی حالت )در
[A۱]λ

۲ + [A۲]λ+ [A۳]
)
{V } = {۰}. (26-3)

صفر آن داشتن جواب براي لازم شرط است. غیرخطی6 ویژه�ي مقدار مسأله�ي یک معرف (26-3) معادله�ي
است. ضرایب ماتریس دترمینان شدن

det
(
[A۱]λ

۲ + [A۲]λ+ [A۳]
)
= ۰. (27-3)

6. Nonlinear Eigen Value Problem
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راست مرز در داخلی حل .5-3

از کدام هر دادن قرار با می�شود. گفته λi ویژه8 مقادیر آن ریشه�هاي به و مشخصه7 معادله�ي (27-3) به
ویژه�ي بردارهاي و مقادیر می�آید. دست به {Vi} ویژه�ي9 بردار یک (26-3) معادله�ي در λi ویژه�ي مقادیر

است. نوشتن قابل زیر شکل به مسأله عمومی جواب نهایت، در هستند. مختلط بررسی، مورد مسأله�ي

{yg۱(η)} =
۶∑

i=۱

C l
i{Vi}eλiη, (28-3)

بود. خواهد خصوصی و عمومی جواب جمع برابر کلی جواب هستند. ثابت Cها l
i که

{y۱(η)} = {yp۱}+ {yg۱(η)}. (29-3)

شامل صفر مرتبه نهایی پاسخ یافت. را {ȳ۱(η)} می�توان ul۱(η) = dvl۱(η)/ dη رابطه�ي کمک با سپس،
است. C l

i , i = ۰,۱, · · · ,۷ ثابت هشت

دو مرتبه حل 2-4-3
یک صورت به دو مرتبه معادلات (22-3) در آن جایگذاري با آمد، دست به یک مرتبه حل که آن از پس
حل ،Ll

۱ = Ll
۲ چون آید. می دست به متغیر ناهمگنی با و ثابت ضرایب با خطی معمولی معادلات دستگاه

عملگر یک L̄l
۲ که آن�جا از اما است. یک مرتبه معادلات همگن حل مانند دقیقاً دو مرتبه معادلات همگن

می�شود. ظاهر e۲λη و eλη مانند جملاتی دو مرتبه معادلات راست سمت در است، غیرخطی دیفرانسیلی
دو مرتبه معادلات خصوصی حل بنابراین، می�شود. استفاده نامعین10 ضرایب روش از معادله این حل براي

شد. خواهد طولانی�تر بسیار یک مرتبه معادلات به نسبت

راست مرز در داخلی حل 5-3
ξ = (x∗ − ۱)/ϵ = (x− L)/h سریع متغیر از راست، مرز نزدیکی در پاسخ در اغتشاش مشاهده�ي براي

می�شود. استفاده
u∗(ξ; ϵ) = ϵ

(
ur۱(ξ) + ϵur۲(ξ) + ϵ۲ur۳(ξ) + · · ·

)
,

ϕ∗(ξ; ϵ) = ϵ
(
ϕr

۱(ξ) + ϵϕr
۲(ξ) + ϵ۲ϕr

۳(ξ) + · · ·
)
,

w∗(ξ; ϵ) = ϵ
(
wr

۱(ξ) + ϵwr
۲(ξ) + ϵ۲wr

۳(ξ) + · · ·
)
,

ψ∗(ξ; ϵ) = ϵ
(
ψr

۱(ξ) + ϵψr
۲(ξ) + ϵ۲ψr

۳(ξ) + · · ·
)
.

(30-3)

7. Characteristic Equation
8. Eigen Values
9. Eigen Vector
10. Method of Undetermined Coefficients
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تحلیلی حل .3 فصل

شده، بی�بعد حاکم معادلات در فوق بسط�هاي دادن قرار با است. راست مرز در حل نشان�دهنده�ي rبالانویس
و معادلات به شبیه دقیقاً آن�ها حل و معادلات این می�آیند. دست به راست مرزي لایه�ي بر حاکم معادلات

هستند. چپ مرزي لایه�ي در متناظر حل�هاي

ϵLr
۱{ȳ۱(ξ)}+ ϵ۲

[
L̄r

۲{ȳ۱(ξ)}+ Lr
۲{ȳ۲(ξ)}

]
+ ϵ۳

[
L̄r

۳

(
{ȳ۱(ξ)}, {ȳ۲(ξ)}

)
+ Lr

۳{ȳ۳(ξ)}
]
+ · · ·

= ϵ{f r
۱}+ ϵ۲{f r

۲}+ ϵ۳{f r
۳}+ · · · .

(31-3)

و Dξ از باید Dη جاي به که تفاوت این با L̄r؛
i
∼= L̄l

i و Lr
i
∼= Ll

i ،i اندیس�هاي تمام ازاي به فوق روابط در
شود. استفاده D۲

ξ از D۲
η جاي به

Dξ =
d

dξ
, D۲

ξ =
d۲

dξ۲ . (32-3)

.{f r
i } = {fi} همچنین،

می�آید. دست به زیر صورت به راست مرزي لایه�ي در صفر مرتبه حل نتیجه در

{y۱(ξ)} = {yp۱}+ {yg۱(ξ)} = [A۳]
−۱{F}+

۶∑
i=۱

Cr
i {Vi}eλiξ. (33-3)

صفر مرتبه نهایی پاسخ یافت. را {ȳ۱(ξ)} می�توان ur۱(ξ) = dvr۱(ξ)/ dξ رابطه�ي کمک با مشابه، طور به
است. Cr

i , i = ۰,۱, · · · ,۷ ثابت هشت شامل نیز راست مرز در
است. چپ مرز در حل با مشابه نیز راست مرز در یک مرتبه�ي حل روند

ثابت�ها محاسبه�ي 6-3

این می�رسد. حل ثوابت محاسبه�ي به نوبت شد، داده توضیح قبل بخش در که حل، مراحل انجام از پس
می�آیند. دست به انطباق شروط و مرزي شرایط کمک به ثوابت
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یکنواخت بسط .7-3

از: عبارتند مرزي شرایط می�شود. انتخاب موردي مطالعه�ي براي دوسرگیردار استوانه�اي بخش، این در

Ux

∣∣∣∀z
x=۰,L

= ۰ →


u
∣∣∣
x=۰,L

= ۰ → uli

∣∣∣
i=۱,۲,···
η=۰

= ۰, uri

∣∣∣i=۱,۲,···
ξ=۰

= ۰,

ϕ
∣∣∣
x=۰,L

= ۰ → ϕl
i

∣∣∣
i=۱,۲,···
η=۰

= ۰, ϕr
i

∣∣∣i=۱,۲,···
ξ=۰

= ۰,
(34-3)

Uz

∣∣∣∀z
x=۰,L

= ۰ →


w
∣∣∣
x=۰,L

= ۰ → wl
i

∣∣∣
i=۱,۲,···
η=۰

= ۰, wr
i

∣∣∣i=۱,۲,···
ξ=۰

= ۰,

ψ
∣∣∣
x=۰,L

= ۰ → ψl
i

∣∣∣
i=۱,۲,···
η=۰

= ۰, ψl
r

∣∣∣i=۱,۲,···
ξ=۰

= ۰.

(35-3)
داده توضیح الف پیوست در قاعده این محاسبه�اند. قابل ون�دایک11 انطباق قاعده�ي کمک به انطباق شروط

است. شده
می�آید. به�دست حل ثابت�هاي مرزي، شرایط و انطباق شروط همزمان اعمال با

یکنواخت بسط 7-3
راست و {ȳ(η)} چپ داخلی بسط دو و {ȳ(x∗)} خارجی بسط یک مجزا، بسط سه به�صورت حل اینجا، تا
و مذکور بسط�هاي کردن جمع از تقریبی-تحلیلی حل عنوان به نهایی تقریب است. آمده به�دست ،{ȳ(ξ)}

می�آید. به�دست هم�پوشانی12 بخش�هاي کردن کم سپس

{ȳ(x)} = {ȳ(x∗)}+ {ȳ(η)}+ {ȳ(ξ)} − {ȳ(η)}o − {ȳ(ξ)}o, (36-3)

است. داخلی حل�هاي از کدام هر با خارجی حل مشترك بخش�هاي {ȳ(ξ)}o و {ȳ(η)}o که
کمک به سپس و کرنش�ها ،(16-2) سینماتیک روابط کمک به توان می جابه�جایی، میدان محاسبه�ي از پس

نمود. محاسبه نیز را تنش�ها ،(35-2) هوك قانون

11. Van Dyke’s Rule for Matching
12. Overlap
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نتایج .4 فصل

مقدمه 1-4
این در شد. معرفی بررسی، مورد مسأله�ي بر حاکم معادلات تحلیلی حل و استخراج روند قبل، فصل�هاي در
اثرات سپس و است شده داده نشان پوسته در جابه�جایی و تنش توزیع موردي، مطالعه�ي یک در ابتدا فصل،
از حاصل نتایج با و شده بررسی غیرخطی حل بر بارگذاري و جنس ناهمگنی، هندسی، پارامترهاي در تغییر

می�شود. مقایسه محدود المان مدل�سازي

تنش و جابه�جایی توزیع موردي: مطالعه�ي 2-4
یک قالب در پوسته، در تنش�ها و جابه�جایی�ها توزیع شامل تحلیلی، حل از حاصل نتایج بخش، این در
بی�بعد جابه�جایی�هاي از منظور بخش، این در شده رسم نمودارهاي در است. گردیده ارائه موردي مطالعه�ي

یعنی، است؛ h ضخامت بر Uz و Ux جابه�جایی مؤلفه�هاي تقسیم حاصل ،U∗
z و U∗

x

U∗
x =

Ux

h
= u∗ + z∗ϕ, (1-4)

U∗
z =

Uz

h
= w∗ + z∗ψ. (2-4)

خواص و پوسته مشخصات شده�اند. بی�بعد داخلی، فشار بر تقسیم با مربوطه، نمودارهاي در تنش�ها همچنین،
است. شده آورده 1-4 جدول در آن مکانیکی

موردي مطالعه�ي در مختلف کمیت�هاي مقدار :1-4 جدول

مقدار کمیت مقدار کمیت
۵۳mm ro ۴۷mm ri

۰ n ۴۰۰mm L

۰ po ۸MPa pi

۰٫ ۳ ν ۰٫ ۷GPa Ei

پوسته ضخامت مختلف لایه�هاي در تنش میدان و جابه�جایی میدان توزیع ،12-4 تا 1-4 شکل�هاي در
است. شده رسم تطبیق�یافته مجانبی بسط روش با دو مرتبه و یک مرتبه حل�هاي حسب بر
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تنش و جابه�جایی توزیع موردي: مطالعه�ي .2-4

...
..
۰

.
۰٫ ۲

.
۰٫ ۴

.
۰٫ ۶

.
۰٫ ۸

.
۱

.
−۰٫ ۱

.

۰

.

۰٫ ۱

.

x∗

.

U
∗ x

.

. ..z∗ = −۰٫ ۵۰. ..z∗ = −۰٫ ۲۵. ..z∗ = ۰٫ ۰۰. ..z∗ = +۰٫ ۲۵. ..z∗ = +۰٫ ۵۰

یک مرتبه MAE حسب بر پوسته بی�بعدشده�ي محوري جابه�جایی توزیع :1-4 شکل

...
..
۰

.
۰٫ ۲

.
۰٫ ۴

.
۰٫ ۶

.
۰٫ ۸

.
۱

.−۰٫ ۱ .

۰

.

۰٫ ۱

.

x∗

.

U
∗ x

.

. ..z∗ = −۰٫ ۵۰. ..z∗ = −۰٫ ۲۵. ..z∗ = ۰٫ ۰۰. ..z∗ = +۰٫ ۲۵. ..z∗ = +۰٫ ۵۰

دو مرتبه MAE حسب بر پوسته بی�بعدشده�ي محوري جابه�جایی توزیع :2-4 شکل
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...
..
۰

.
۰٫ ۲

.
۰٫ ۴

.
۰٫ ۶

.
۰٫ ۸

.
۱

.۰ .

۰٫ ۲

.

۰٫ ۴

.

۰٫ ۶

.

۰٫ ۸

.

x∗

.

U
∗ z

.

. ..z∗ = −۰٫ ۵۰. ..z∗ = −۰٫ ۲۵. ..z∗ = ۰٫ ۰۰. ..z∗ = +۰٫ ۲۵. ..z∗ = +۰٫ ۵۰

یک مرتبه MAE حسب بر پوسته بی�بعدشده�ي شعاعی جابه�جایی توزیع :3-4 شکل

...
..
۰

.
۰٫ ۲

.
۰٫ ۴

.
۰٫ ۶

.
۰٫ ۸

.
۱

.۰ .

۰٫ ۳

.

۰٫ ۶

.

۰٫ ۹

.

x∗

.

U
∗ z

.

. ..z∗ = −۰٫ ۵۰. ..z∗ = −۰٫ ۲۵. ..z∗ = ۰٫ ۰۰. ..z∗ = +۰٫ ۲۵. ..z∗ = +۰٫ ۵۰

دو مرتبه MAE حسب بر پوسته بی�بعدشده�ي شعاعی جابه�جایی توزیع :4-4 شکل
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تنش و جابه�جایی توزیع موردي: مطالعه�ي .2-4

...
..
۰

.
۰٫ ۲

.
۰٫ ۴

.
۰٫ ۶

.
۰٫ ۸

.
۱

.−۱۰ .

−۵

.

۰

.

۵

.

۱۰

.

۱۵

.

x∗

.

σ
x
/
p
i

.
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یک مرتبه MAE حسب بر پوسته بی�بعدشده�ي محوري نرمال تنش توزیع :5-4 شکل
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دو مرتبه MAE حسب بر پوسته بی�بعدشده�ي محوري نرمال تنش توزیع :6-4 شکل
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یک مرتبه MAE حسب بر پوسته بی�بعدشده�ي شعاعی نرمال تنش توزیع :7-4 شکل
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دو مرتبه MAE حسب بر پوسته بی�بعدشده�ي شعاعی نرمال تنش توزیع :8-4 شکل
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یک مرتبه MAE حسب بر پوسته بی�بعدشده�ي محیطی نرمال تنش توزیع :9-4 شکل
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دو مرتبه MAE حسب بر پوسته بی�بعدشده�ي محیطی نرمال تنش توزیع :10-4 شکل
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یک مرتبه MAE حسب بر پوسته بی�بعدشده�ي برشی تنش توزیع :11-4 شکل
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دو مرتبه MAE حسب بر پوسته بی�بعدشده�ي برشی تنش توزیع :12-4 شکل
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غیرخطی رفتار بر مؤثر پارامترهاي 3-4
غیرخطی رفتار بر ناهمگنی و جنس بارگذاري، هندسی، پارامترهاي تأثیرات مطالعه�ي به قسمت، این در
جابه�جایی نمودار غیرخطی، رفتار مختلف جنبه�هاي بررسی براي است. شده پرداخته استوانه�اي پوسته�ي

است. شده رسم بی�بعد محوري مختصه�ي حسب بر پوسته میانی سطح بی�بعدشده�ي

طول تغییرات 1-3-4
مقدار چهار براي پوسته میانی سطح جابه�جایی غیرخطی، حل بر استوانه طول تغییرات اثر ارزیابی براي
بلندي از معیاري ϵ = h/L ثابت، ضخامت در است. شده رسم ϵ = ۰٫ ۰۰۶,۰٫ ۰۱۲,۰٫ ۰۲۴,۰٫ ۰۴۸

،R∗ = ۸٫ ۳۳ بخش، این نمودارهاي تمام براي است. کوتاه�تر استوانه باشد، بیش�تر ϵ چه هر است؛ استوانه
تا 13-4 شکل�هاي است. شده گرفته نظر در صفر خارجی فشار و pi/Ei = ۰٫ ۰۱۱۴ ،ν = ۰٫ ۳ ،n = ۰

هستند. بخش این به مربوط 20-4
با 2-4 جدول می�گردد. خارجی و داخلی حل�هاي اعتبار محدوده�ي در تغییر سبب استوانه طول در تغییر
است استوانه بلندي میزان نشان�دهنده�ي ϵ جدول، این در است. شده استخراج بخش این شکل�هاي به توجه
کوتاه�تر، استوانه�هاي در که می�شود ملاحظه می�دهد. نشان را چپ داخلی حل و خارجی حل مرز x∗inner و

می�دهد. اختصاص خود به را حل محدوده�ي کل از بیش�تري سهم داخلی حل
داخلی حل محدوده�ي :2-4 جدول

۰٫ ۰۴۸ ۰٫ ۰۲۴ ۰٫ ۰۱۲ ۰٫ ۰۰۶ ϵ

۰٫ ۴۲ ۰٫ ۲۸ ۰٫ ۱۶ ۰٫ ۰۶ x∗
inner

۸۴ ۵۶ ۳۲ ۱۲ درصد

ضخامت تغییرات 2-3-4
چهار براي پوسته میانی سطح جابه�جایی جابه�جایی، میدان بر ضخامت تغییرات اثر مشاهده�ي منظور به
نیز ϵ بی�بعد پارامتر در تغییر سبب ضخامت دادن تغییر است. شده آورده R∗ = ۲٫ ۵,۵٫ ۰,۱۰,۲۰ مقدار
ϵ = ۰٫ ۰۵,۰٫ ۰۲۵,۰٫ ۰۱۲۵,۰٫ ۰۰۶۲۵ مقادیر به�ترتیب ϵ ،R∗ براي شده ذکر مقادیر براي می�گردد.
است. نازك�تر استوانه باشد، بیش�تر عدد این هرچه رود؛ می شمار به پوسته ضخامت از معیاري R∗ دارد. را

هستند. بخش این به مربوط 28-4 تا 21-4 شکل�هاي است. قبل مانند جنس و بار ناهمگنی، ثابت
مختلف ضخامت�هاي ازاي به را z∗ = ۰٫ ۰ و x∗ = ۰٫ ۵ در واقع نقطه�ي شعاعی جابه�جایی 3-4 جدول
همچنین و غیرخطی و خطی حل�هاي اختلاف نازك�تر هاي پوسته براي که می�گردد ملاحظه می�دهد. نشان
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بروز سبب پوسته شدن نازك�تر دیگر، عبارت به می�یابد. افزایش تحلیلی و عددي غیرخطی حل�هاي اختلاف
می�گردد. آن در غیرخطی رفتار

پوسته میانی نقطه�ي بی�بعدشده�ي شعاعی جابه�جایی مقادیر :3-4 جدول

۲۰ ۱۰ ۵٫ ۰ ۲٫ ۵ R∗

۴٫ ۱۰ ۱٫ ۰۱ ۲٫ ۴۲e−۱ ۵٫ ۴۴e−۲ صفر مرتبه MAE
۵٫ ۳۴ ۱٫ ۱۶ ۲٫ ۵۹e−۱ ۵٫ ۶۲e−۲ یک مرتبه MAE
۴٫ ۱۱ ۱٫ ۰۱ ۲٫ ۴۴e−۱ ۵٫ ۵۱e−۲ خطی FEM
۷٫ ۸۵ ۱٫ ۲۸ ۲٫ ۷۲e−۱ ۵٫ ۸۳e−۲ غیرخطی FEM

جنس و بارگذاري 3-3-4
داده نشان پوسته غیرخطی رفتار بر الاستیسیته مدول به بار نسبت تغییر اثرات ،34-4 تا 29-4 شکل�هاي در
پوسته�هاي (مانند سفت بسیار پوسته�هاي رفتار که گرفت نتیجه می�توان شکل�ها این به توجه با است. شده
رفتار از چشم�پوشی متعارف کاري فشارهاي در و صنعتی کاربردهاي در بنابراین است. خطی کاملاً فولادي)

نباشد. نازك پوسته که آن به�شرط می�کند؛ ایجاد را کمی بسیار خطاي سازه، غیرخطی
مقادیر براي نمودارها است. ν = ۰٫ ۳ و n = ۰ ،ϵ = ۰٫ ۰۱۵ ،R∗ = ۸٫ ۳۳ بخش، این نمودارهاي در

شده�اند. رسم pi/Ei = ۰٫ ۰۱۱۵,۰٫ ۰۲۳۰,۰٫ ۰۴۶۱,۰٫ ۰۹۲۳ مختلف

ناهمگنی 4-3-4
نمودارهاي به توجه با است. شده داده نشان غیرخطی پاسخ بر ناهمگنی ثابت تغییرات اثر قسمت، این در
شدن کوچک�تر نتیجه در و شدن سفت�تر سبب منفی ناهمگنی ثابت�هاي که گرفت نتیجه می�توان بخش این
بودن بزرگ�تر دلیل می�توان مشابه استدلال با می�شوند. میانی سطح روي نقاط جابه�جایی بردار اندازه�ي

نمود. توجیه را مثبت ناهمگنی هاي ثابت در جابه�جایی
به مربوط 38-4 تا 35-4 شکل�هاي ندارد. سازه غیرخطی رفتار بر اثري ناهمگنی ثابت در تغییر ضمن، در
غیرخطی، عددي حل به مربوط منحنی زیاد، الاستیسیته�ي مدول به بار نسبت مورد در هستند. بخش این

است. نشده آورده المان�ها، حد از بیش اعوجاج به�خاطر
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. یک.. مرتبه MAE. دو.. مرتبه MAE. خطی.. FEM. غیرخطی.. FEM

ϵ = ۰٫ ۰۰۶ ازاي به پوسته میانی سطح بی�بعدشده�ي شعاعی جابه�جایی :13-4 شکل
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ϵ = ۰٫ ۰۱۲ ازاي به پوسته میانی سطح بی�بعدشده�ي شعاعی جابه�جایی :14-4 شکل
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ϵ = ۰٫ ۰۲۴ ازاي به پوسته میانی سطح بی�بعدشده�ي شعاعی جابه�جایی :15-4 شکل
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ϵ = ۰٫ ۰۴۸ ازاي به پوسته میانی سطح بی�بعدشده�ي شعاعی جابه�جایی :16-4 شکل
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ϵ = ۰٫ ۰۰۶ ازاي به پوسته میانی سطح بی�بعدشده�ي محوري جابه�جایی :17-4 شکل
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ϵ = ۰٫ ۰۱۲ ازاي به پوسته میانی سطح بی�بعدشده�ي محوري جابه�جایی :18-4 شکل
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ϵ = ۰٫ ۰۲۴ ازاي به پوسته میانی سطح بی�بعدشده�ي محوري جابه�جایی :19-4 شکل
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ϵ = ۰٫ ۰۴۸ ازاي به پوسته میانی سطح بی�بعدشده�ي محوري جابه�جایی :20-4 شکل
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R∗ = ۲٫ ۵ ازاي به پوسته میانی سطح بی�بعدشده�ي شعاعی جابه�جایی :21-4 شکل

...
..
۰

.
۰٫ ۲

.
۰٫ ۴

.
۰٫ ۶

.
۰٫ ۸

.
۱

.۰ .

۰٫ ۱

.

۰٫ ۲

.

۰٫ ۳

.

x∗

.

U
∗ z

.

. یک.. مرتبه MAE. دو.. مرتبه MAE. خطی.. FEM. غیرخطی.. FEM

R∗ = ۵٫ ۰ ازاي به پوسته میانی سطح بی�بعدشده�ي شعاعی جابه�جایی :22-4 شکل
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R∗ = ۱۰ ازاي به پوسته میانی سطح بی�بعدشده�ي شعاعی جابه�جایی :23-4 شکل
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. یک.. مرتبه MAE. دو.. مرتبه MAE. خطی.. FEM. غیرخطی.. FEM

R∗ = ۲۰ ازاي به پوسته میانی سطح بی�بعدشده�ي شعاعی جابه�جایی :24-4 شکل
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تئوري�ها مقایسه�ي 4-4
دور نقاط در سازه خطی رفتار که گفت می�توان ،[12] و [11] مراجع نتایج با فصل این نتایج مقایسه�ي با
می�توان برشی، شکل تغییر تئوري کمک با است. ارزیابی قابل مستوي الاستیسیته�ي تئوري کمک به مرز از
حل با تطبیق�یافته مجانبی بسط روش با خارجی حل نمود. مشاهده خطی حل در نیز را مرز وجود اثرات
برشی شکل تغییر تئوري حل با تطبیق�یافته مجانبی بسط روش با کلی حل و مستوي الاستیسیته�ي تئوري

دارد. هم�خوانی خطی اول مرتبه
باشد)، نرم و نازك نسبی به�طور استوانه (یعنی باشد مهیا سازه غیرخطی رفتار براي شرایط که صورتی در
در یا و دو مرتبه�ي جملات از باید شرایط، این در می�گردد. ایجاد اختلاف غیرخطی و خطی حل�هاي میان
محدوده�ي نمادین، صورت به 39-4 شکل کرد. استفاده پوسته پاسخ بررسی براي بالاتر مرتبه�هاي نیاز صورت
ضخامت یک، مرتبه MAE حل سهم میزان بر مؤثر هندسی عامل می�دهد. نشان را مختلف حل�هاي اعتبار
است. خارجی و داخلی حل�هاي اعتبار محدوده�ي بر مؤثر هندسی پارامتر پوسته طول همچنین، است. پوسته

پاسخ از مختلف تئوري�هاي سهم :39-4 شکل
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پیشنهادها و نتیجه�گیري .5 فصل

مقدمه 1-5
ابتدا فصل این در گردید. ارائه جدول�هایی و نمودارها قالب در مسأله تحلیل از حاصل نتایج گذشته فصل در

می�گردد. مطرح حاضر پژوهش ادامه�ي براي پیشنهادهایی سپس و می�شود پرداخته نتایج تفسیر به

نتیجه�گیري و بحث 2-5
است. بیان قابل زیر به�صورت پژوهش، نتایج

هستند. یکدیگر با کامل توافق در PET کمک به حل و یک مرتبه خارجی حل .1

می�توان پس هستند. یکی هم با ناچیزي بسیار اختلاف با یک مرتبه MAE حل و خطی FEM حل .2
در نمی�شود. دیده غیرخطی حل جنبه�هاي از کدام هیچ یک، مرتبه MAE حل در که گرفت نتیجه
مرتبه MAE که تفاوت این با است؛ خطی FSDT حل با کامل توافق در یک مرتبه MAE حل واقع
این دقیق و صریح حل یک کمک به خطی FSDT اما می�زند، تقریب را حل بسط سه کمک به یک

می�دهد. انجام را کار

(الف) از: عبارتند واقعیت با و یکدیگر با غیرخطی FEM و دو مرتبه MAE حل�هاي اختلاف عوامل .3
توسط فشاري بار گرفتن نظر در دنبالگر (ب) بالاتر). نه (و دو مرتبه�ي تا غیرخطی تحلیلی حل انجام
سفتی تنش پدیده�ي گرفتن نظر در (پ) تحلیلی. حل در آن گرفتن نظر در نادنبالگر و ANSYS
و عددي شبیه�سازي در نیمه�همگن مدل�سازي از استفاده (ت) غیرخطی. حل�هاي در ANSYS توسط

حل. دو هر بودن تقریبی (ث) تحلیلی. حل در پیوسته تغییر مدل�سازي

انتظار، مطابق مرز، نزدیکی در جز به نیز برشی تنش است. محیطی تنش بیشینه، تنش نقاط تمام در .4
است. صفر

از است. خطی صورت به محوري جابه�جایی تغییرات و بوده ثابت شعاعی جابه�جایی مرز از دور نقاط در .5
اغتشاش ایجاد عامل استوانه، دوانتهاي در صفر جابه�جایی نوع از مرزي شرایط وجود فیزیکی، دیدگاه

هستند. رفتار این در

نشان غیرخطی و خطی حل�هاي محدوده�ي نسبی اندازه�ي در را خود اثرات استوانه طول تغییرات .6
بخش خارجی حل و می�شود دیده کم�تر حل در مرزها وجود اثر باشد، بلندتر استوانه چه هر می�دهد.
شدن کوتاه�تر با مقابل در می�دهد. پوشش را محوري موقعیت حسب بر جابه�جایی نمودار عمده�ي
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اثر اصل با نتیجه�گیري این دربرمی�گیرد. را نمودار این از بیش�تري گستره�ي داخلی حل�هاي پوسته،
دارد.2 هم�خوانی موضعی1

تغییرات خلاف بر یعنی، است. پوسته ضخامت نسبی اندازه�ي پوسته، در هندسی غیرخطی رفتار منشأ .7
عبارت به ندارد. غیرخطی و خطی حل�هاي اختلاف میزان در اثري استوانه، طول تغییرات ضخامت،
ضخیم�تر چه هر و می�یابد افزایش غیرخطی و خطی حل�هاي اختلاف باشد، نازك�تر پوسته چه هر دیگر،
استوانه، کاهشطول یا افزایش با که است حالی در این می�شوند. نزدیک�تر یکدیگر به حل دو این گردد

نمی�شود. مشاهده غیرخطی و خطی حل اختلاف میزان در تغییري

ضخامت به نسبت جابه�جایی بزرگی مرتبه�ي بر مؤثر هندسی عامل تنها پوسته، ضخامت یا نازکی میزان .8
و است بیش�تر ضخامت بزرگی مرتبه�ي از جابه�جایی بزرگی مرتبه�ي نازك�، بسیار استوانه�هاي براي است.
جابه�جایی که نمود مشاهده را مواردي خاصمی�توان ضخامت�هاي در بالعکس. ضخیم استوانه�هاي براي

است. ضخامت اندازه�ي با هم�مرتبه

شیب محوري، موقعیت حسب بر محوري جابه�جایی نمودارهاي در داخلی، فشار تحت استوانه�هاي براي .9
MAEمرتبه براي شیب این علامت که حالی در است؛ منفی همواره یک MAEمرتبه در خارجی حل
می�ماند؛ باقی منفی همچنان شیب این باشد ضخیم استوانه اگر است. استوانه ضخامت به وابسته دو
رفتار خاصی، ضخامت�هاي در می�توان که چنان می�شود. مثبت شیب این نازك�تر، هاي استوانه در اما
غالب جملات کردن تغییر شیب، علامت تغییر این بروز علت کرد. مشاهده خارجی حل در قرینه کاملاً

است. غیرخطی داخلی حل�هاي در

حل�هاي اختلاف باشد، بیش�تر آن الاستیسیته�ي مدول به پوسته بر اعمالی فشاري بار نسبت چه هر .10
از آن�ها در که صنعتی و عملی کاربردهاي براي دقیق�تر، عبارت به می�شود. بیش�تر غیرخطی و خطی
نیازي و است خطی به�شدت پوسته رفتار می�شود، استفاده آلومینیوم) و فولاد (مانند سفت بسیار مواد
پوسته�هاي در بنابراین، نباشد). نازك پوسته که آن شرط (به ندارد وجود غیرخطی رفتار بررسی به

می�شود. دیده نرم بسیار مواد در هندسی غیرخطی رفتار فشار، تحت استوانه�اي

انتظار، مطابق بنابراین می�شود. پوسته کلی شدن (نرم�تر) سفت�تر باعث (منفی) مثبت ناهمگنی ثابت .11
همگن پوسته�هاي از (بیش�تر) کم�تر (منفی)، مثبت ناهمگنی ثابت با ناهمگن پوسته�هاي در جابه�جایی
1. Principle of Local Action

همسایگی یک از خارج نقاط حرکت از می�توان پیوسته، محیط یک از خاصی نقطه�ي در تنش اثر بررسی در اصل، این طبق بر .2
.[1] کرد چشم�پوشی مذکور، نقطه�ي از دلخواه
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است.

و غیرخطی و خطی حل�هاي (اختلاف پوسته غیرخطی رفتار بر مشهودي تأثیر ناهمگنی ثابت تغییرات .12
ندارد. خارجی) و داخلی هاي حل محدوده�ي

است. محوري جابه�جایی از بزرگ�تر شعاعی جابه�جایی همواره بزرگی، مرتبه�ي نظر از .13

جابه�جایی در و خارجی) (حل مرز از دور نقاط در شعاعی جابه�جایی در غیرخطی و خطی حل�هاي .14
خارجی حل وابستگی می�رسد نظر به دارند. اختلاف داخلی) هاي (حل مرز نزدیک نقاط در محوري

باشد. اختلاف این عامل انطباق، شروط به محوري جابه�جایی

پیشنهادها 3-5
هستند. مطالعه و بررسی قابل زیر موارد حاضر، پژوهش توسعه�ي منظور به

مختلف. شکست معیارهاي بررسی و معادل تنش آوردن دست به .1

تطبیق�یافته. مجانبی بسط روش در بالاتر مراتب حل لزوم بررسی .2

بالا. مرتبه�ي برشی شکل تغییر تئوري از استفاده .3

استوانه�اي. پوسته�هاي غیرخطی تئوري�هاي سایر کمک به حل .4

غیرهوکی). (جامد ماده رفتار گرفتن نظر در غیرخطی .5

ردي. توانی تابع و نمایی تابع مانند ناهمگن مواد مدل�سازي براي دیگر توابع از استفاده .6

.(... و عرضی ارتوتروپیک (ارتوتروپیک، ناهمسانگرد مواد براي حل .7

ویسکوالاستیک. مواد براي حل .8

الاستیک. بستر بر پوسته براي حل .9

سازه. در غیرخطی پس�کمانش و کمانش پدیده�ي بررسی .10

مخروط. و کره مانند پرکاربرد پوسته�هاي سایر براي حل .11

پوسته. جداره�ي ضخامت گرفتن نظر در متغیر .12
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ايسهموي، استوانه هذلولوي، استوانه�اي بیضوي، (استوانه�اي پیچیده�تر مختصات دستگاه�هاي از استفاده .13
.(... و مدور سهموي مدور، هذلولوي مدور، بیضوي

و الکترومغناطیسی چرخشی، حرارتی، ،(... و خمشی پیچشی، (محوري، مکانیکی بارگذاري�هاي اعمال .14
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الف پیوست

تطبیق�یافته مجانبی بسط



تطبیق�یافته مجانبی بسط الف. پیوست

مقدمه الف-1
استفاده حل براي تطبیق�یافته مجانبی بسط روش از می�توان مسأله، ماهیت خاطر به حاضر، پژوهش در
مجانبی بسط روش جنبه�هاي تمام که ساده مسأله�ي یک روش، این معرفی منظور به پیوست، این در کرد.
دست به راه�هاي و انطباق شروط کشیده�شده، مقیاس�هاي داخلی، و خارجی بسط�هاي (شامل تطبیق�یافته

می�گردد. بررسی می�گیرد، بر در را تطبیق�یافته) مجانبی بسط ایجاد نهایت در و آن�ها آوردن

نمونه مسأله�ي تعریف الف-2
بگیرید: نظر در را زیر دوي مرتبه معمولی دیفرانسیل معادله�ي مسأله�ي

ϵ
d۲u

dx۲ + (۱ + ϵ)
du

dx
+ u = ۰, ۰ ≤ x ≤ ۱, (الف-1)

u(۰) = ۰, u(۱) = ۱. (الف-2)

است. زیر صورت به ϵ = ۰ ازاي به آن با متناظر مسأله�ي
du

dx
+ u = ۰, ۰ ≤ x ≤ ۱, (الف-3)

u(۰) = ۰, (الف-4)
u(۱) = ۱. (الف-5)

و (الف-4) شرط دو از که گرفت نتیجه می�توان است، یک مرتبه�ي از (الف-3) معادله�ي که این به توجه با
شد. خواهد ارضا یکی تنها (الف-5)

از: عبارتند ترتیب به که می�یابیم، را فوق مسائل دقیق حل ابتدا،

uϵ(x) =
e−x − e−x/ϵ

e−۱ − e−۱/ϵ =

{
۰, اگر x = ۰;

e۱−x, اگر x > ۰,
(الف-6)

و ،(ϵ→ ۰ که (زمانی

u۰(x) =

{
۰, اگر u(۰) = ۰;

e۱−x, اگر u(۱) = ۱.
(الف-7)

زیرا: دارد، وجود x = ۱ یا x = ۰ در مرزي لایه�ي یک حالت، دو هر در }بنابراین،
uϵ(۱)− u۰(۱) = ۱, اگر u۰(x) = ۰;

uϵ(۰)− u۰(۰) = e, اگر u۰(x) = e۱−x.
(الف-8)
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نمونه مسأله�ي تعریف الف-2.

بگیرید. نظر در را زیر بسط موضوع این شدن روشن�تر براي است. تکین1 اصطلاح به مسأله بنابراین

uϵ(x) = u۰(x) + ϵu۱(x) + ϵ۲u۲(x) + · · · . (الف-9)

گرفت: نتیجه می�توان ϵi ضرایب مقایسه�ي و (الف-1) مسأله�ي در بسط این جایگذاري با
du۰

dx
+ u۰ = ۰, (الف-10)

u۰(۰) = ۰, (الف-11)
u۰(۱) = ۱. (الف-12)

نوشت: می�توان سپس
du۱

dx
+ u۱ +

d۲u۰

dx۲ +
du۰

dx
= ۰, (الف-13)

u۱(۰) = ۰. (الف-14)

du۲

dx
+ u۲ +

d۲u۱

dx۲ +
du۱

dx
= ۰, (الف-15)

u۲(۰) = ۰. (الف-16)

صورت به آن جواب کند. ارضا می�تواند را مرزي شرط یک تنها است یک مرتبه�ي از (الف-10) معادله�ي چون
است. زیر

u۰(x) = C۰e
−x. (الف-17)

بسط اما می�کند، ارضا را (الف-12) و (الف-11) شرط دو از یکی تنها u۰(x) که این با داد نشان می�توان
دارد: وجود حالت دو داشت. نخواهد وجود (الف-9) شکل به مجانبی�اي

بنابراین نمی�شود). توجهی دیگر شرط به لحظه این (در شود ارضا x = ۰ در مرزي شرط که کنید فرض (آ)
پس ،C۰ = ۰

u۰(x) = ۰. (الف-18)

می�شود: نتیجه (الف-15) و (الف-13) معادلات حل با سپس

u۱(x) = u۲(x) = ۰. (الف-19)
1. Singular
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تطبیق�یافته مجانبی بسط الف. پیوست

نمی�شود. یافت مجانبی�اي بسط هیچ بنابراین
نتیجه، در .u۰(x) = e۱−x و C۰ = e بنابراین شود. ارضا x = ۱ در مرزي شرط که کنید فرض (ب)

می�شوند. زیر معادلات به تبدیل (الف-15) و (الف-13) معادلات
du۱

dx
+ u۱ = ۰, (الف-20)

du۲

dx
+ u۲ = ۰. (الف-21)

بنابراین،

u۱(x) = C۱e
−x, u۲(x) = C۲e

−x. (الف-22)

پس .C۱ = C۲ = ۰ می�شود نتیجه u۱(۱) = u۲(۱) = ۰ شرط�هاي از اما

u۱(x) = u۲(x) = ۰. (الف-23)

بود. خواهد زیر شکل به «مجاز» مجانبی بسط پس

U ϵ
i (x) = e۱−x, (الف-24)

.i = ۰,۱,۲, · · · ازاي به

خارجی بسط�هاي الف-3
بگیرید. نظر در را زیر بسط می�گردد. معرفی خارجی بسط قسمت این در

uϵ(x) = u۰(x) + ϵu۱(x) + ϵ۲u۲(x) + · · · . (الف-25)

و f ′(x) =
df

dx
مثلاً: می�شود. داده نشان ′ نماد با متغیره یک تابع مشتق نوشتار، در سادگی براي

می�آید. دست به زیر معادلات ϵi ضرایب دادن قرار برابر و (الف-1) در جایگذاري با .f ′(ξ) =
df

dξ

O(ϵ۰) : u′۰ + u۰ = ۰, u۰(۱) = ۱, (الف-26)
O(ϵ۱) : u′۱ + u۱ + u′′۰ + u۰ = ۰, u۱(۱) = ۰, (الف-27)
O(ϵ۲) : u′۲ + u۲ + u′′۱ + u۱ = ۰, u۲(۱) = ۰. (الف-28)
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داخلی بسط�هاي الف-4.

از: عبارتند ترتیب به فوق معادلات پاسخ

u۰(x) = e۱−x, u۱(x) = ۰, u۲(x) = ۰. (الف-29)

شوند. ساخته زیر شکل به می�تواند (i+ ۱ جملات (تا خارجی تقریب�هاي بنابراین

Oϵ
i (x) = e۱−x, (الف-30)

.i = ۰,۱,۲ ازاي به

داخلی بسط�هاي الف-4
«مقیاس تکنیک با بایست می ابتدا در است. سخت�تر مراتب به خارجی بسط�هاي از داخلی بسط�هاي یافتن

شود. داده تشخیص مناسب مقیاس مجدد»2،

مجدد مقیاس الف-1-4
براي داد نشان توان می .δ = δ(ϵ) یعنی است، ϵ از تابعی δ که بگیرید، نظر در را ξ = x/δ جدید متغیر
x تغییر با ξ بنابراین باشد، کوچک بسیار باید δ باشند، داشته انطباق قابلیت خارجی و داخلی بسط که این

نامند. می «سریع» متغیر را آن دلیل همین به می�کند. تغییر سریع بسیار
بازنویسی ξ حسب بر (الف-1) معادله�ي ابتدا است. δ براي مناسبی فرمول یافتن بخش این در اول هدف

می�شود.
ϵ

δ۲
d۲U

dξ۲ +
۱ + ϵ

δ

dU

dξ
+ U = ۰. (الف-31)

یعنی (الف-31)، معادله�ي ضرایب میان رابطه�ي بررسی منظور به
ϵ

δ۲ ,
۱ + ϵ

δ
, ۱,

،ϵ≪ ۱ چون که کنید توجه می�شود. تقسیم قسمت پنج به مجدد مقیاس بحث
۱ + ϵ

δ
∼ ۱

δ
. (الف-32)

گرفت، نتیجه می�توان ϵ≪ ۱ که این به توجه با . δ ≫ ۱ اول) حالت
ϵ

δ۲ ≪ ۱
δ۲ ≪ ϵ

δ
≪ ۱. (الف-33)

2. Rescaling
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تطبیق�یافته مجانبی بسط الف. پیوست

گفت، می�توان (الف-31) معادله�ي به توجه با
ϵ

δ۲︸︷︷︸
o(۱)

d۲U

dξ۲ +
۱ + ϵ

δ︸ ︷︷ ︸
o(۱)

dU

dξ
+ U︸︷︷︸

O(۱)

= ۰, (الف-34)

نیست. مناسبی مقیاس بزرگ δ نتیجه در .U = o(۱) بنابراین،
یک حالت این در می�ماند. باقی تغییر بدون (الف-1) معادله�ي و ،ξ ∼ x حالت این در . δ ∼ ۱ دوم) حالت

نیست. مناسب که می�گردد ایجاد معمولی بسط
معادله�ي طرفین کردن تقسیم با .ϵ ≫ δ می�شود نتیجه حالت این در . ϵ

δ۲ ≫ ۱
δ
و δ ≪ ۱ سوم) حالت

کرد. بازنویسی زیر شکل به را آن توان می ϵ
δ۲ بر (الف-31)

d۲U

dξ۲ +
۱ + ϵ

ϵ
δ
dU

dξ︸ ︷︷ ︸
o(۱)

+
δ۲

ϵ︸︷︷︸
o(۱)

= ۰. (الف-35)

گرفت، نتیجه می�توان
d۲U

dξ۲ = o(۱). (الف-36)

شد. نخواهد مناسب داخلی بسط یک به منجر نیز بسط این بنابراین
می�توان δ در (الف-31) معادله�ي طرفین کردن ضرب با .ϵ ∼ δ یعنی که ، ϵ

δ۲ ∼ ۱
δ
و δ ≪ ۱ چهارم) حالت

کرد. بازنویسی زیر شکل به را آن
ϵ

δ︸︷︷︸
∼۱

d۲U

dξ۲ +
du

dξ
+ ϵ

dU

dξ
+ δ U︸ ︷︷ ︸

o(۱)

= ۰, (الف-37)

در می�گردد. محقق نظر مورد هدف δ = ϵ ساده�ي عبارت انتخاب با می�شود. درست مقیاس به منجر که
.ξ = x/ϵ نتیجه

زیر شکل به ، δ در (الف-31) معادله�ي کردن ضرب با .ϵ≪ δ نتیجه در ، ϵ
δ۲ ≪ ۱

δ
و δ ≪ ۱ پنجم) حالت

می�شود. بازنویسی
ϵ

δ︸︷︷︸
o(۱)

d۲U

dξ۲ + (۱ + ϵ)︸ ︷︷ ︸
∼۱

dU

dξ
+ δ U︸︷︷︸

o(۱)

= ۰, (الف-38)

نیست. مطلوب که ، dU
dξ

= o(۱) که است این معناي به که
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داخلی بسط�هاي الف-4.

معین داخلی بسط الف-2-4
می�شود. تعریف سریع متغیر مجدد مقیاس به توجه با اکنون

ξ =
x

ϵ
. (الف-39)

می�شود. گرفته نظر در زیر شکل به داخلی بسط

uϵ(x) = U۰(ξ) + ϵU۱(ξ) + ϵ۲U۲(ξ) + · · · . (الف-40)

که داد نشان توان می راحتی به i = ۰,۱,۲, · · · ازاي به
dUi(ξ)

dx
=

۱
ϵ

dUi(ξ)

dξ
,

d۲Ui(ξ)

dx۲ =
۱
ϵ۲

d۲Ui(ξ)

dξ۲ . (الف-41)

معادلات معادله، طرف دو در جملات بالانس و (الف-31) معادله�ي در (الف-41) و (الف-40) دادن قرار با
می�آید. دست به زیر

O(ϵ−۱) : U ′′
۰ + U ′

۰ = ۰, (الف-42)
O(ϵ۰) : U ′′

۱ + U ′
۱ + U ′

۰ + U۰ = ۰, (الف-43)
O(ϵ۱) : U ′′

۲ + U ′
۲ + U ′

۱ + U۱ = ۰. (الف-44)

می�آید. دست به زیر شکل به جواب�ها فوق معادلات حل از

U۰(ξ) = C۰۱e
−ξ + C۰۲, (الف-45)

U۱(ξ) = C۱۱e
−ξ + C۱۲ − C۰۲ξ, (الف-46)

U۲(ξ) = C۲۱e
−ξ + C۲۲ +

C۰۲

۲
ξ۲ − C۱۲ξ. (الف-47)

این براي است. ثوابت این تعیین بعد، گام هستند. ثابت i = ۰,۱,۲; j = ۱,۲ ازاي به ها Cij این�جا در
که، گرفت نتیجه بتوان تا می�شود استفاده است، ξ = ۰ با متناظر که ،x = ۰ در مرزي شرط از منظور

U۰(۰) = ۰, U۱(۰) = ۰, U۲(۰) = ۰. (الف-48)

بنابراین

Ci۱ = −Ci۲ =: Ai, i = ۰,۱,۲. (الف-49)
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تطبیق�یافته مجانبی بسط الف. پیوست

می�شوند. ساده زیر شکل به (الف-47) تا (الف-45) معادلات بنابراین

U۰(ξ) = A۰(e
−ξ − ۱), (الف-50)

U۱(ξ) = A۱(e
−ξ − ۱) + A۰ξ, (الف-51)

U۲(ξ) = A۲(e
−ξ − ۱)− A۰

۲
ξ۲ + A۱ξ. (الف-52)

استفاده انطباق3 پروسه�ي از آن�ها محاسبه�ي براي هستند. نامعین همچنان Ai ثوابت که می�شود ملاحظه
مسأله�ي مورد در و است نازك اغلب که دارد وجود مرزي لایه�ي نزدیکی در داخلی4 محدوده�ي یک می�شود.
مرتبه�ي از و مرزي لایه�ي از دور خارجی5 محدوده�ي یک که حالی در است؛ O(ϵ) بزرگی مرتبه�ي از حاضر
مرتبه�ي تا ϵ شدن بزرگ با است). بزرگ�تر بسیار داخلی محدوده�ي به نسبت (بنابراین دارد وجود O(۱)
محدوده�ي یک که گرفت نتیجه توان می پس می�رسد. خارجی محدوده�ي به داخلی محدوده�ي ، O(۱)

.γ ∈ (۰,۱) که است O(ϵγ) مرتبه�ي از که دارد وجود آن�ها بین هم�پوشانی)6 انطباق، (یا میانی
در که است تقریبی یافتن هدف، معتبرند. خارجی و داخلی نواحی در ترتیب به خارجی و داخلی بسط�هاي
نظر به منطقی بنابراین نامید. یکنواخت7 تقریب یک را آن بتوان تا باشد معتبر بررسی مورد دامنه�ي تمام
این در مشترکی شروط و شوند منطبق هم بر میانی محدوده�ي در خارجی و داخلی هاي بسط که می�رسد

می�گویند. انطباق8 شروط مشترك، شرط�هاي این به شود. ارضا خارجی و داخلی بسط�هاي توسط ناحیه

انطباق شروط الف-5

باشند. برابر هم با میانی محدوده�ي در خارجی و داخلی حل�هاي می�رود انتظار اکنون

U۰(ξ) + ϵU۱(ξ) + ϵ۲U۲(ξ) = u۰(x) + ϵu۱(x) + ϵ۲u۲(x) +O(ϵ۳). (الف-53)

می�شود. معرفی انطباق شروط آوردن دست به براي روش دو بخش این در

3. Matching
4. Inner Region
5. Outer Region
6. Intermediate (or, Matching, Overlapping) Region
7. Uniform Expansion
8. Matching Conditions
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انطباق شروط الف-5.

بسط�ها کمک به انطباق الف-1-5
داد. بسط ξ حسب بر را (الف-53) معادله�ي راست سمت و x = ϵξ نوشت می�توان سریع متغیر تعریف به بنا

می�شوند. حاصل زیر انطباق شروط بنابراین

U۰(ξ) ∼ u۰(۰) = e, (الف-54)
U۱(ξ) ∼ u′۰(۰)ξ + u۱(۰) = −eξ, (الف-55)
U۲(ξ) ∼

۱
۲
u′′۰(۰)ξ۲ + u′۱(۰)ξ + u۲(۰) =

e

۲
ξ۲, (الف-56)

نوشت توان می معادله�ي کمک به .ξ → ∞ که زمانی

U۰(ξ) → A۰, (الف-57)

شود، می نتیجه (الف-54) با (الف-57) مقایسه�ي از .ξ → ∞ وقتی

A۰ = −e. (الف-58)

می�شوند. ساده زیر شکل به (الف-52) تا (الف-50) معادلات بنابراین

U۰(ξ) = −e(e−ξ − ۱), (الف-59)
U۱(ξ) = A۱(e

−ξ − ۱)− eξ, (الف-60)
U۲(ξ) = A۲(e

−ξ − ۱) + e

۲
ξ۲ + A۱ξ. (الف-61)

بزرگ ξ براي (الف-60) و (الف-55) مقایسه�ي با می�آید. دست به داخلی بسط نخست جمله�ي ترتیب بدین
می�شود، نتیجه

A۱ = ۰. (الف-62)

نوشت، توان می (الف-61) و (الف-56) مقایسه�ي با شکل، همین به

A۲ = ۰. (الف-63)

می�آید. دست به داخلی بسط جمله�ي سه پس

U۰(ξ) = e(۱ − e−ξ), (الف-64)
U۱(ξ) = −eξ, (الف-65)
U۲(ξ) =

e

۲
ξ۲. (الف-66)
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.ϵ = ۰٫ ۱ با Iϵ۰ و Oϵ
۰ ،uϵ توابع تصویر الف-1: شکل

می�شوند. تعریف i = ۰,۱,۲ ازاي به جمله) i+ ۱ (تا زیر تقریب�هاي توابع، این از استفاده با

Iϵ۰(ξ) = e(۱ − e−ξ), (الف-67)
Iϵ۱(ξ) = e(۱ − e−ξ)− ϵeξ, (الف-68)
Iϵ۲(ξ) = e(۱ − e−ξ)− ϵeξ + ϵ۲

e

۲
ξ۲. (الف-69)

دهد. می نشان جمله یک تا را خارجی بسط و داخلی بسط دقیق، حل الف-1 شکل

ون�دایک انطباق قاعده�ي الف-2-5

همواره ون�دایک انطباق قاعده�ي عوض در باشد. خسته�کننده بسیار می�تواند میانی9 متغیر کمک به انطباق
می�شود. وقت در جویی صرفه باعث و کاراست

f = و f = Σnϵ
nfn(x) با ترتیب به که دارد وجود داخلی و خارجی متناظر بسط�هاي ،f تابع براي

بگیرید: نظر در Q و P نامنفی صحیح اعداد براي را زیر تعاریف می�شوند. داده نشان Σnϵ
ngn(x)

9. Intermediate Variavble
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انطباق شروط الف-5.

EPf = داشتن نگه با (ϵ ↓ ۰ و ثابت x) خارجی حد
خارجی بسط از جمله P + ۱

=
P∑

n=۰

ϵnfn(x),

(الف-70)

و
HQf = داشتن نگه با (ϵ ↓ ۰ و ثابت ξ) داخلی حد

داخلی بسط از جمله Q+ ۱

=

Q∑
n=۰

ϵngn(x).

(الف-71)

که، می�کند بیان ون�دایک انطباق قاعده�ي

EPHQf = HQEPf. (الف-72)

H۰g := A۰(e
−ξ − ۱) و f = ϵn می�شود تعریف حاضر مسأله�ي براي .P = Q = ۰ دهید قرار (1 مثال

بنابراین .E۰f := e۱−x و
E۰H۰g = E۰{A۰(e

−ξ − ۱)}

= E۰{A۰(e
−x/ϵ − ۱)}

= −A۰.

(الف-73)

و
H۰E۰f = H۰{e۱−x}

= H۰{e۱−ϵξ}

= e.

(الف-74)

گفت، می�توان ون�دایک قاعده�ي از استفاده با

A۰ = −e. (الف-75)

کنید. دقت بعد مثال به آورد. دست به نیز را بالا مرتبه انطباق شروط توان می روش این با
.f = uϵ بررسی مورد مسأله�ي براي .P = Q = ۱ دهید قرار (2 مثال

H۱g := A۰(e
−ξ − ۱) + ϵ(A۱(e

−ξ − ۱)− eξ),
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و

E۱f := e۱−x.

بنابراین
E۱H۱g = E۱{A۰(e

−ξ − ۱) + ϵ(A۱(e
−ξ − ۱)− eξ)}

= E۱{A۰(e
−x/ϵ − ۱) + ϵ(A۱(e

−x/ϵ − ۱)− eξ)}

= A۰ − ex+ ϵA۱,

(الف-76)

و
H۱E۱f = H۱{e۱−x}

= H۱{e۱−ϵξ}

= H۱{e(۱ − ϵξ +O(ϵ۲))}

= e(۱ − ϵξ).

(الف-77)

گفت، می�توان ون�دایک قاعده�ي به توجه با

A۰ = −e, A۱ = ۰. (الف-78)

تطبیق�یافته مجانبی بسط�هاي الف-6
کار این می�آید. دست به مسأله براي یکنواخت تقریب خارجی و داخلی هاي بسط کمک به قسمت این در

داد. انجام می�توان روش دو به را

مورد مسأله�ي براي مشترك. قسمت کردن کم سپس و خارجی و داخلی بسط کردن جمع اول: روش .1
نوشت: می�توان بررسی

U ϵ
۰(x) = e۱−x + e(۱ − e−ξ)− e = e(e−x − e−x/ϵ). (الف-79)

U ϵ
۱(x) = e(e−x − e−x/ϵ)− ex− (−eϵξ) = e(e−x − e−x/ϵ). (الف-80)

U ϵ
۲(x) = e(e−x − e−x/ϵ) +

۱
۲
ex۲ − ۱

۲
e(ϵξ)۲ = e(e−x − e−x/ϵ). (الف-81)

یعنی

U ϵ
۰(x) = U ϵ

۱(x) = U ϵ
۲(x). (الف-82)

نمی�یابد! افزایش دقت جملات افزایش با خاص مسأله�ي این در بنابراین
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ترکیب یک χϵ(x)مناسب برش تابع یک از استفاده با روش این در برش10. تابع از استفاده دوم: روش .2
می�شود. معرفی تحلیلی تقریب عنوان به خارجی و داخلی بسط از خطی

U ϵ
i (x) = (۱ − χϵ(x))O

ϵ
i (x) + χϵ(x)I

ϵ
i (
x

ϵ
), i = ۰,۱,۲. (الف-83)

10. Cut-off Function
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پیوستب

PLANE183 المان معرفی



PLANE183 المان معرفی ب. پیوست

مقدمه ب-1
استفاده مسأله عددي حل براي نیمه�همگن مدل�سازي تکنیک و ANSYS 12.0 نرم�افزار از پژوهشحاضر، در

می�شود.1 پرداخته عددي تحلیل در استفاده مورد المان اجمالی معرفی به بخش، این در است. شده

المان توصیف ب-2
دو داراي المان از گره هر است. گره�اي هشت یا شش دوبعدي بالاي مرتبه المان یک PLANE183 المان
(تنش صفحه�اي المان یک عنوان به تواند می المان این .Y و X جهات در جابه�جایی است: آزادي درجه�ي
استفاده مورد محوري متقارن المان عنوان به یا و عمومی) صفحه�اي کرنش و صفحه�اي کرنش صفحه�اي،
و بزرگ خیز سفتی، تنش خزش، هایپرالاستیسیته، پلاستیسیته، مسائل تحلیل قابلیت المان این بگیرد. قرار
شکل�هاي تغییر می�دهد اجازه که دارد را مرکب فرمول�بندي قابلیت المان این همچنین، دارد. را بزرگ کرنش
کند. شبیه�سازي را غیرقابل�تراکم کاملاً هایپرالاستیک مواد نیز و غیرقابل�تراکم تقریباً الاستوپلاستیک مواد

ورودي داده�هاي ب-3
که چند هر است. شده داده نشان ب-1 شکل در المان این براي مختصات دستگاه و گره�ها محل هندسه،
باشد، KEYOPT(1)=0 که زمانی ،O و L ،K گره�هاي به مشترك گره�ي شماره�ي دادن اختصاص با می�توان
بر علاوه کرد. استفاده KEYOPT(1)=1 از مثلثی المان�هاي براي است بهتر اما داد، تشکیل مثلثی المان
مادّه�ي اصلی جهات است. ارتوتروپیک مواد خواص و 2(TK) ضخامت شامل المان ورودي داده�هاي گره�ها،

دارد. انطباق مختصات دستگاه جهات با ارتوتروپیک

PLANE183 المان هندسه�ي ب-1: شکل

سمت به مثبت فشار کرد. تعریف المان وجوه روي بر سطحی بارهاي صورت به می�توان را فشاري بارهاي
می�کند. عمل المان داخل

است. شده نوشته ANSYS 12.0 نرم�افزار راهنماي از استفاده با بخش این .1
تنش-صفحه�اي. گزینه�ي براي تنها .2
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ورودي داده�هاي ب-3.

یعنی I گره�ي پیش�فرض دماي TUNIF نمود. وارد گره هر در حجمی بارهاي صورت به می�توان را دما
با برابر المان یال�هاي وسط در واقع گره�هاي دماي شود، تعیین گوشه گره�هاي تمام دماي اگر است. T(I)
برابر نشده ذکر دماهاي ورودي، دمایی الگوهاي سایر براي بود. خواهد آن اطراف گره�ي دو دماهاي میانگین

می�شود. گرفته نظر در TUNIF با
(KEYOPT(3)=5 و KEYOPT(3)=3 (براي صفحه�اي تحلیل�هاي براي وجود، صورت در گره�اي، نیروهاي

شوند. تعریف صفحه عمق واحد بر می�بایست ،۳۶۰◦ محوري متقارن تحلیل یا و
این از استفاده با می�شود. استفاده تنش-کرنش خروجی و مواد خواص به جهت�دهی براي ESYS دستور از
باشد. جهانی مختصات دستگاه یا و مادّي مختصات دستگاه بر منطبق خروجی که کرد تعیین می�توان دستور
اساس بر همواره مادّي/المان، مختصات دستگاه جاي به کرنش، و تنش خروجی هایپرالاستیک، مواد براي

می�باشد. کارتزین جهانی مختصات دستگاه
کرد. تعریف سازه در اولیه تنش می�توان INISTATE دستور از استفاده با

KEYOPT(1)=0 I, J, K, L, M, N, O, P گره�ها
KEYOPT(1)=1 I, J, K, L, M, N

UX, UY آزادي درجات
KEYOPT(3)=0, 1 or 2 ندارد حقیقی ثابت�هاي
KEYOPT(3)=3 THK

EX, EY, EZ, PRXY, PRYZ, PRXZ (or NUXY,
NUYZ, NUXZ), ALPX, ALPY, ALPZ (or CTEX,
CTEY, CTEZ or THSX, THSY, THSZ), DENS,

GXY, GYZ, GXZ, DAMP

ماده خواص

KEYOPT(1)=0 (I-L) 4 سطح ،(I-K) 3 سطح ،(K-J) سطح2 ،(J-I) 1 سطح فشاري بارهاي
KEYOPT(1)=1 (I-K) 3 سطح ،(K-J) سطح2 ،(J-I) 1 سطح
KEYOPT(1)=0 T(I), T(J), T(K), T(L), T(M), T(N), T(O), T(P) دمایی بارهاي
KEYOPT(1)=1 T(I), T(J), T(K), T(L), T(M), T(N)
KEYOPT(1)=0 گره�اي هشت چهارضلعی المان شکل
KEYOPT(1)=1 گره�اي شش سه�ضلعی
KEYOPT(3)=0 تنش-صفحه�اي

المان رفتار
KEYOPT(3)=1 محوري متقارن
KEYOPT(3)=2 کرنش-صفحه�اي
KEYOPT(3)=3 (TK) ضخامت ورودي با تنش-صفحه�اي
KEYOPT(3)=5 عمومی کرنش-صفحه�اي
KEYOPT(6)=0 جابه�جایی فرمول�بندي از استفاده تنها المان فرمول�بندي
KEYOPT(6)=1 u-P ترکیبی فرمول�بندي از استفاده

PLANE183 المان ورودي داده�هاي خلاصه�ي ب-1: جدول
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خروجی داده�هاي ب-4
گره�اي. جابه�جایی�هاي (الف) می�شوند. دسته�بندي گروه دو در PLANE183 المان با متناظر خروجی�هاي

است. شده آورده ب-2 جدول در که خروجی�ها، سایر (ب)
کرنش�هاي و تنش�ها با متناظر Z و XY ،Y ،X کرنش و تنش خروجی�هاي محوري، متقارن حل�هاي براي

هستند. محیطی و درون�صفحه�اي برش محوري، شعاعی،

محدودیت�ها و فرضیات ب-5
باشد. مثبت باید المان مساحت .1

باشد. تقارن محور Y محور و بگیرد قرار XY صفحه�ي در باید المان محوري، متقارن تحلیل�هاي در .2
شود. ایجاد +X ربع در باید محوري متقارن مدل

خطی به�صورت سهمی جاي به یال آن طول در جابه�جایی شود، حذف المان یال یک میانی گره�ي اگر .3
می�کند. تغییر

می�شود. گرفته نظر در غیرخطی تحلیل�هاي در همواره سفتی تنش .4

104



محدودیت�ها و فرضیات ب-5.

المان شماره�ي EL
گره�ها NODES

مادّه شماره�ي MAT
ضخامت THICK
حجم VOLU

نتایج نمایش محل XC,YC
فشارها PRES
دماها TEMP

(SZ=0.0 صفحه�اي تنش حالت (در تنش�ها S: X, Y, Z, XY
اصلی تنش�هاي S:1, 2, 3

تنش شدت S: INT
معادل تنش S: EQV

الاستیک کرنش�هاي EPEL: X, Y, Z, XY
اصلی الاستیک کرنش�هاي EPEL: 1, 2, 3

معادل الاستیک کرنش EPEL: EQV
حرارتی کرنش�هاي EPTH: X, Y, Z, XY

معادل حرارتی کرنش�هاي EPTH: EQV
پلاستیک کرنش�هاي EPPL: X, Y, Z, XY

معادل پلاستیک کرنش�هاي EPPL: EQV
خزش کرنش�هاي EPCR: X, Y, Z, XY

معادل خزش کرنش�هاي EPCR: EQV
کل مکانیکی کرنش�هاي EPTO: X, Y, Z, XY

معادل کل مکانیکی کرنش�هاي EPTO: EQV
تجمعی معادل پلاستیک کرنش NL: EPEQ
تجمعی معادل خزشی کرنش NL: CREQ

پلاستیک تسلیم NL: SRAT
پلاستیک کار NL: PLWK

هیدرواستاتیک فشار NL: HPRES
کرنشی انرژي شدت SEND: ELASTIC, PLASTIC, CREEP

انتگرال�گیري محل نقاط LOCI
وضعیت متغیرهاي SVAR: 1, 2, ... , N

PLANE183 المان خروجی�هاي ب-2: جدول
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Abstract

In present study, the governing equations of pressurized thick cylindrical shells are de-

rived in static equilibrium condition, with nonlinear strain-displacement (kinematic) rela-

tions (Green-Lagrange strain tensor), and based on the First-order Shear Deformation Theory

(FSDT). The problem is considered to be full axisymmetric and thickness of cylinder is con-

stant. Shell is made up of heterogeneous and isotropic material, with variable modulus of

elasticity through the thickness according to the power law, and obeys linear elastic con-

stitutive equations. As a common assumption, Poisson’s ration is supposed to be constant

throughout the shell. The cylinder is clamped at both lengthwise bounds and undergoes uni-

form, time-independent, conservative (non-follower) internal and external pressures.

The governing equations form a coupled system of nonlinear differential equations of second

order, with constant coefficients. These equations are derived using virtual work principle

and solved utilizing perturbations theory (matched asymptotic expansion method).The ana-

lytical solution is carried out up to second order. Also, the parametric finite element modeling

of the problem is done by using ANSYS Parametric Design Language (APDL). The effect

of variations of cylinder’s geometric, loading, material and heterogeneity parameters upon

nonlinear behaviour of the shell is studied. The results are validated and compared with those

obtained from the finite elements method (FEM).

Keywords: Thick-walled cylindrical shell, First-order shear deformation theory, Nonlinear

kinematic relations, Matched asymptotic expansion method.
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