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دکتر حمیدرضا ایپک چی و تی پروفسور محمود شریع تقدیر و تشکر میکنم از اساتید بزرگوارم جناب 

 .که در انجام این پایان نامه از کمک به بنده دریغ نکردند

همچنین 
 تنها    نه    که  رخی زادهمهدی ود دکتر مسع    جناب  عزیزم    مشاور     استاد    از   کنم  می اری ز سپاسگ   

 .عنوان یک مشاور بلکه همانند یک دوست مرا در تمام مراحل انجام پایان نامه همراهی نمودندبه

 . خود را به اتمام رسسانمبتوانم پایان نامه تاو ارج می نهم زحمات خانواده خود را که محیطی فراهم نمودند 
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 تعهد نامه

دانشکده  طراحی کاربردی –مهندسی مکانیک دانشججوی دوره کارشجنا جی ارشجد رشت       حسنن رایگان  اینجانب

محاسبه ضرایب شدت تنش دینامیکی برای یک ترک  نویسنده پایان نام  شاهروددانشگاه  مهندسنی مکانیک 

 ییراهنماتحج    ی حلقوی داخلی در یک اسننتوانه جدار ضننخیم از جنس ماده تابعی تحت بار دینامیکیالبه

 متعهد می شوم.پروفسور محمود شریعتی 

 .  تحقیقات در این پایان نام  تو ط اینجانب انجام شده ا   و از صح  و اصال  برخوردار ا 

 های محققان دیگر ب  مرجع مورد ا تفاده ا تناد شده ا  .در ا تفاده از نتایج پژوهش 

 ی دریاف  هیچ نوع مدرک یا امتیازی در هیچ جا ارائ  نشده نام  تاکنون تو ط خود یا فرد دیگری برامطالب مندرج در پایان

 ا  .

  یا  و« دانشگاه شاهرود»باشجد و مقاتت مستررج با نام  تعلق ب  دانشجگاه صجنعتی شجاهرود می   کلی  حقوق معنوی این اثر م

«Shahrood  University  ».ب  چاپ خواهد ر ید 

  م پایان نااند در مقاتت مستررج از اصجلی پایان نام  تثثیرذاار بوده  آمدن نتایح د ج  ب حقوق معنوی تمام افرادی ک  در 

 رعای  می ذردد.

  ها ( ا جتفاده شده ا   ضوابط و اصو   های آندر کلی  مراحل انجام این پایان نام ، در مواردی ک  از موجود زنده ) یا باف

 اخلاقی رعای  شده ا  .

       در کلی  مراحل انجام این پایان نام ، در مواردی ک  ب  حوزه اطلاعات شجریجی افراد د جتر ی یافت  یا ا تفاده شده ا

 اصل رازداری ، ضوابط و اصو  اخلاق انسانی رعای  شده ا   

  :تاریخ              

دانشجوامضای       

 

 

  

 مالکیت نتایج و حق نشر

   محیجججوتت آن )مقجاتت مسجججتررج، کتجاب، برنام  های رایان  ای، نرم اف ار ها و   کلیج  حقوق معنوی این اثر و

تجهی ات  جاخت  شجده ا ج  ( متعلق ب  دانشجگاه صجنعتی شاهرود می باشد. این مطلب باید ب  نحو مقتضی در      

 تولیدات علمی مربوط  ذکر شود.

  مجاز نمی باشد.ا تفاده از اطلاعات و نتایج موجود در پایان نام  بدون ذکر مرجع 

 



 ز

 چکیده

آیند و روز ب  روز ن مواد موجود در جهان ب  حساب میاز آنجا ک  مواد تابعی یکی از جدیدتری

ها بیش از پیش مورد برر جججی قرار ذردد، تزم ا ججج  ک  خوا  و رفتار آنها اف وده میبر کاربرد آن

 ب  برر ی رفتار ترک در مکانیک ا ج  ک  ای علم هذیرد. مکانیک شجکسج  دینامیکی یکی از شجاخ    

پردازد و از حدود یک قرن پیش مورد توج  مهند ان قرار ذرفت  ا   و تحقیقات زیادی در اجسام می

 رابط  با آن صورت ذرفت  ا  .

های عددی افت  ک  یکی از رولیمحدود تو جججع نام  پیش رو با ا جججتفاده از رول المانپایان

در  ی موجودهاترک محا جججض  ضجججریب شجججدت تنش دینامیکی درب   ،باشجججدها میبرای تحلیل ترک

ها ها و مرازن پرداخت  ا ج . در این تحقیق بعد از شجنا ایی مواد تابعی و برر ی خوا  آن  ا جتوان  

یافت  محدود تو ع . در ادام  رول المانب  طور بسجیار خلاصج  معرفی شجده ا ج     محدود رول المان

های مد با بکار بردن ها  ازی ترکو مد  شجده ا ج  و کاربرد آن در مسائل مکانیک شکس    مطرح

رح داده شیافت  های ای وپارامتریک تعمیمالمان از ذیریبهره انیکی متداو  برای مواد مرکب ومکمیکرو

 شده ا  .

 تفاده از رول با اای برای حال  متقارن محوری تیات ا توان در مرمعادتت تعاد   ادام در 

معادتت ب  فرم ماتریسی و با  اده کردن  شده ازی ذسست  ،یافت  در قلمرو مکانمحدود تو ع المان

 از انتگرا نام  اند. در این پایاندر قلمرو زمان حل شدهبا بکار بردن رول نیومارک معادتت مورد نظر، 

 ده ا  .آوردن ضرایب شدت تنش ا تفاده ذردی د  ب برهمکنش برای 

بندی و حل معادتت مربوط  تا محا جججض  نتایج و ر جججم تمجام مراحل حل مسجججال  از المان 

شده نتایج برنام  نوشت صح   اف ار متلب کدنویسجی ذردیده ا  . جایی و تنش در نرمکانتورهای جاب 

در نهای  تاثیر طو  ترک،  .معتضر ب  اثضات ر یده ا  مقاتت حل چند مثا  عددی و مقایس  آن با  با

 ضرایبتغییر خوا ،  جرع  دورانی و می ان شجعاع ا جتوان  در شجرایط بارذااری ا جتاتیکی بر روی      

ر دنسض  ب  زمان تنش نمودارهای تغییرات ضرایب شدتتنش برر جی ذردیده ا  . همننین  شجدت 

ی مورد ا ججتفاده در این حال  بارذااری دینامیکی در ا ججتوان  تر ججیم ذردیده ا جج . جن  ماده تابع

 باشد.مسائل شیش /اپوکسی می

 :هاکلیدواژه

 -انتگرا  برهمکنش   – متقارن محوری – مد  میکرومکانیکی – افت یتو ججع محدود المان 

  .مواد تابعی – ضریب شدت تنش
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  مقدمه
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جی ترکیضات شیمیایی، توزیع و تغییر تدری یاز جمل  موادی هسجتند ک  ب  وا ط   مواد تابعی

ذیری و یجا انجدازه فاز تقوی  کننده در یک یا چند بعد خوا  متفاوتی را در مناطق مرتلف از   جهج  

نجر ب  ذسترل کاربرد این ذون  مواد شده . این تغییر تدریجی  جاختار و خوا  م دهندیخود بروز م

 باشد.  یک  ازه مرتلف نواحیا  . بریو  در مواردی ک  نیاز ب  خوا  متفاوت در 

 ها ومواد ب  دلیل پیو ججتگی موجود در خوا  مکانیکی، حرارتی و مغناطیسججی، تنش این  در

و همین تغییرات  شجججودیک  موجب ا جججتحکام ماده م کنندیای پیدا مها حال  پیو جججت ذرادیان آن

. در صورتی شودیمرتلف آن م هایی موجب ا جتحکام بین ت  تابعیتدریجی خوا  در  جاختار مواد  

الیاف، نوعی ناهماهنگی در خوا   ایین زم یکج  در مواد مرکب کامپوزیتی، تداخل بین  جججاختارها 

 .کندیمکانیکی ایجاد م

 هاآنو امروزه ا تفاده از  اندافت یجاد و ذسترل یا ها ازهمنظور اف ایش ا جتحکام  ب  این مواد

ی( تح  تنش قرار ذیرد، کی رامرو ب  ذسجترل ا ج . وقتی  جطح مواد تابعی )مریوصار در  طوح    

ترین مود ذسیرتگی در مواد تابعی وجود هایی در  طح ایجاد شوند. چنانک  معمو ممکن ا ج  ترک 

شجججده از این مواد تح  ی  جججاخت ها جججازهها در ر ترک. بنابراین برر جججی رفتاباشجججدیمها ترک نیا

 .]31[ی برخوردار ا  اژهیوی از اهمی  کیمکانی هایبارذاار

ند. ای داشت  باشکاربردهای ذسترده توانندیبا توج  ب  نوع خوا  و رفتار مدنظر، م تابعیمواد 

های پلا ججتیک، این خوا  شججامل خوا  حرارتی، خوا  مکانیکی )شججامل ات ججتیک، تغییرشججکل  

  ب  با توج شکس ، پوشش دهی(، خوا  و رفتارهای ترمومکانیکی و خوا  نوری و الکتریکی هستند.

 این مواد از اهمی  برر ی رفتار شکس کاربردهای مرتلف این مواد در صنایع هوایی، نظامی و دفاعی، 

 و ضرورت باتیی برخوردار ا  .

 مرازندر  اخ  مرازن تح  فشار ا  .  هاآنه از ی مهم این مواد ا جتفاد کاربردهااز جمل  

لف انواع مرت ،هاآن یا تفاده نوع ب  بست  ک  باشندمی مهند ی مرتلف یکاربردها دارای فشار تح 

زمان  و عمر نییتع جه  شجکس ،  کیمکان دیدذاه از .ذرددیم اعما  هاآن ب  یکیمکان هاییبارذاار

 یهارول .باشججدیم تنش ضججروری شججدت بیضججرا نییتع مرازن، نیا یانوب  یهابازدید و  ججروی 

 رول و پتانسیل توابع )مثل یلیتحل مرزی( و یهاالمان و رولمحدود المان رول عددی )مثل مرتلف

 خود خا  معایب م ایا و دارای کی هرک   دارد وجود بیضجججرا نیا یمحا جججض  برای ین(ذرتابع

بیشججتر از بارهای  اریبسجج ها ججازهی روی بر اضججرب ی و کینامیداز طرفی اهمی  بارهای  .باشججندیم

 زیاد هاآندر  ترکاحتما  وجود  ا؛ یباشندیم ترکدارای  ک یی ها ازهدر  خیو ب ی ا  ؛ کیا تات

 ا  .
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 یک  داراهمگن  محدود یا توان  یبرا را تنش شدت بیضرا یبست فرم  [1]واتاناب   و مشی

ترک بر این ضرایب را   یر طو  ا جتوان  و همننین موقعی تثث .آوردند د ج  ب بود  یطیترک محیک 

یی محوری داشت  باشند و ا توان  تح  جاجاب توانستند یمفقط  ا جتوان   هاینی  برر جی کردند. لض  

در  شوند ک  ترکیمتوزیع دمای شجعاعی قرار داش . نتایج نشان داد ک  این ضرایب هنگامی بیشین   

 .و ط ا توان  قرار داشت  باشد

ضججرایب شججدت تنش را با ا ججتفاده از رول المان محدود  جج  بعدی برای    [2]راجو و نیومن

ل با ا تفاده از اص هاآنی دارای ترک نیم  بیضوی درون و یا بیرون ا توان  محا ض  نمودند. هاا توان 

 .برهم ذااری چهار نوع بارذااری یکنواخ ، خطی، درج  دو و درج   جج  را مورد برر ججی قرار دادند 

ی نیم  بیضججوی درون ا ججتوان  تح  فشججار داخلی را مورد هاترک [3]ای دیگرهمننین در مقال  هاآن

 برر ی قرار دادند.

با بکار بردن رول تابع وزنی ضجرایب شجدت تنش را برای ترک در ا توان   اخت     [4] جیفی 

شجده از مواد تابعی مورد برر جی قرار داد. خیجوصجیات مکانیکی ماده با ا تفاده از یک تابع نمایی در     

ثرات اعما  فشار، کسر حجمی، اندازه ترک و ضرام  ا توان  را . او اشده ا  را تای شعاعی تعریف 

بر روی ضرایب شدت تنش مورد برر ی قرار داد و ب  این نتیج  ر ید ک  اثرات تغییر کسر حجمی بر 

 روی ضرایب شدت تنش بیشتر از  ایر موارد ا  .

برای ترک حلقوی داخلی  با ا تفاده از تابع وزنی ضرایب شدت تنش را [5]اشجراقی و  لطانی 

همننین اثرات ابعاد ا توان ، عمق  هاآنآوردند.  د ج  ب ی  جاخت  شجده از مواد تابعی   ا جتوان  درون 

هدف بد   آوردن تابع وزنی برای مواد  هاآنترک و تغییر ماده را مورد برر ی قرار دادند. در تحقیق 

 تابعی ا  .

ضجرایب شجدت تنش را برای یک ا توان  دارای ترک نیم  بیضوی مورد    [1]پریدن و همکاران

برر جی قرار داد. ا جتوان  تح  ذشتاور پینشی خالص قرار داش  و رول حل بر مضنای المان محدود   

 .یر طو  و عمق ترک در  طح خارجی ا توان  را برر ی نمودندتثث هاآنوار بود. ا ت

ی ترک داخلی را با دهان ضجرایب شجدت تنش و بازشدذی    I مود [7]وارفولومیو و همکارانش 

 یهاالمانا جججتفاده از تابع وزن برای ا جججتوان  تح  بار یکنواخ  متقارن محوری با بکارذیری رول 

 مرزی محا ض  نمودند.

را  ییجاجاب با ا تفاده از کامپلیان  و حل مسال  مقدار مرزی ضرایب شدت تنش و  [8]چن  

آورد. همننین او در  د جج ب برای دو ترک با طو  مرتلف در ا ججتوان  محدود تح  تنش کشججشججی  

ی داخلی و خارجی  را ری هاترکای  جاخت  شده از مواد تابعی ک  دارای   ا جتوان  [1]ای دیگرمقال 
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بود را مورد برر ججی قرار داد. ا ججتوان  تح  تنش طولی قرار داشجج  و خوا  ماده از یک تابع نمایی  

 انرژی ا تفاده شده بود.کرد. برای محا ض  ضرایب شدت تنش نی  از رول یمپیروی 

ی ضججرایب شججدت تنش برای ا ججتوان  ترک دار در حالتی ک  ت بسج حل  [11]واتاناب   و مشجی 

 بارذااری روی  طح ترک صورت ذرفت  بود را محا ض  نمودند.

در انتهای آن بار برشججی قرار داده شده بود و دارای یک ا جتوان  طویل همگن را ک    [11]لی 

ی مرتلف ترک را هااندازهیک ترک محیطی بود برر ججی کرد و در نهای  ضججرایب شججدت تنش برای  

 آورد. د  ب 

 ار ذارا یحرارت یبارذاار از ناشی تنش شدت بیضرا وزن ابعت رول از ا تفاده با [12]جون  

عددی  صججورتب  وزن تابع در تحقیق او انتگرا  .آورد د جج ب  یداخل یطیترک محبا ای ا ججتوان  در

 .ا   شده محا ض 

ی هاجن ای را ک  درون و بیرون آن دارای روکش فل ی از ا توان  [13]بیرینسجی و همکاران 

شد و ضرایب شدت تنش با یممتفاوت بود مورد برر جی قرار داد. بارذااری محوری ب  ا جتوان  اعما    

 .آمدند د  ب حل عددی معادل  انتگرا  منفرد 

ی در درون آن ایجاد  رتا رنهای  ک  یک ترک یبای را با طو  لول   [14]ذربنر و ا ترا میر

ها لول  را تح  بار کششی قرار دود مورد برر ی قرار دادند. آنشده بود را با ا تفاده از رول المان مح

 دادند و ضریب شدت تنش مود یک را محا ض  نمودند.

یافت  با ا ججتفاده از رول انرژی و ا ججتفاده از رول المان محدود تو ججع    [15]یاتجنتران و 

د ای مرک ی موریرهداضرایب شدت تنش را برای ا توان  دارای ترک محیطی و بار دیگر برای یک ترک 

 برر ی قرار دادند.

 محدودالمانی متفاوت را با ا تفاده از رول هااندازها جتوان  ترک دار با   [11]لوئی  و وانگ 

 Tتنشابع وزن تحلیل کردند و با ا تفاده از ت  ج  درج ی مرتلف خطی، درج  دو و هایبارذاارتح  

 را محا ض  نمودند.

 را تنش حرارتی شدت بیضرا یبسجت   حل یوزن تابع رول بردن کارب  با [17]ی نضو و قاجار

 .نمودند ارائ  محدودالمانبا ا تفاده از رول  داریپا یحرارت و یکیمکانی بارذاار حال  در
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با ا ججتفاده از یک رول تحلیلی برای را مد یک ضججرایب شججدت تنش   [18]کورتین  و داتی 

 ا توار بود. 1تیرهای باز برر ی کردند. این رول بر ا اس مفهوم نرخ ذسترل انرژی

د تو ججع  یافت  ضججرایب شججدت تنش مد با ا ججتفاده از رول المان محدو [11]وو و همکارانش

 ترکیضی را در حال     بعدی محا ض  نمودند.

شدت تنش را یافت  ضججرایب  با بکاربردن رول المان محدود تو جع  [21]شجارما و همکارانش  

برای ترک نیم  بیضوی محوری و حلقوی در یک لول  خمیده محا ض  نمودند. لول  تح  فشار داخلی 

و ترک در دو حال   طح بیرونی و داخلی مورد برر ی قرار ذرفت  بود. در مقال   و خمش قرار داشج  

. در نهای  با ا ججتفاده شججد  ججازی غنیجایی جاب  تقریبها از رول تفکیک واحد برای محا ججض  آن

 ا تفاده از انتگرا  برهمکنش ضرایب شدت تنش را محا ض  نمودند.

یک ا جججتوان  را ک  دارای ترک نیم   اف ار انسجججی نرم بکار بردنبا  [21]مانیکانتا و همکاران

ها ضججرایب شججدت تنش را با بیضججوی بر روی  ججطح خارجی خود بود را مورد برر ججی قرار دادند. آن 

 ا تفاده از انتگرا  برهمکنش محا ض  نمودند.

 ی ضریماداخل ا توان ضرایب شدت تنش را برای یک ترک نیم  بیضوی  [22]مولیک و  اهو

 آوردن این ضرایب ا تفاده کردند. د  ب ها از رول تابع وزنی برای مورد برر ی قرار دادند. آن

 بردن تابع وزن در کارب با  را تنش حرارتی شدت بیضجرا ی بسجت  حل   [11] نضوی و کامیاب

  .کردند نییتع یطیترک مح حاوی جدارضریم یا توان 

نام  بد ج  آوردن ضجریب شدت تنش برای ا توان   اخت  شده از مواد   هدف ما در این پایان

 تح  بارذااری های دینامیکی و ا تاتیکی خواهد بود.تابعی 

  

                                                           
3 Energy release rate 
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 تاریخچه 9-3

 دیگر و راکتورها و هاتوربین هوافضججا، صججنایع پرقدرت موتورهای تو ججع  با اخیر های ججا  در

 در .ا جج  شججده احسججاس مکانیکی لحاظ از ترمقاوم و بات حرارتی مقاوم  با موادی ب  نیاز هاماشججین

 کارکرد درج  با قطعات روکش و پوشش جه  خالص  رامیکی مواد از هوافضا صنایع در قضل های ا 

 هایتنش برابر در زیادی مقاوم  ولی ؛بودند خوبی بسججیار هایعایق مواد این شججد،می ا ججتفاده بات

 ار مواد در ترک و حفره ایجاد جمل  از زیادی مشکلات مواد این در پسماند هاینداشتند. تنش پسماند

 حرارتی هایتنش ک  شد ا تفاده ایتی  کامپوزی  مواد از مشکل این رفع برای بعدها .داشج   پی در

 ک  مرکب ایماده طرح مشکلات این ب  توج  با .ذردیدمی شدن تی تی  پدیده موجب نی  مواد این در

 رورتض باشد، نداشت  را شدن تی تی  مشکل هم و باشد داشت  ییبات مکانیکی و حرارتی مقاوم  هم

 . کرد پیدا

لار )مث هاآن مکانیکی خوا  ک  باشججند،می ناهمگن  ججاختار ری  با کامپوزیتی مواد تابعی مواد

. [23]کندیم تغییر جسم دیگر  طح ب   طح یک از پیو ت  و ملایم بطور  رتی یا ترکیب شیمیایی(

  ججرامیک و فل  پودر اختلاط از مواد این .باشججدمی فل  و  ججرامیک از ایپیو ججت  ترکیب آن ایجر نوع

 ک  ایذون  ب  .باشدمی پیو ت  کاملا دیگر  طح ب   طح یک از  رامیک و فل  تغییر .آیندمی د  ب 

 از ایپیو ت  ترکیب  طح دو بین .ا   خالص فل   طح یک و خالص  جرامیک  جن  از  جطح  یک

 .اردد ضرام  جه  در ایپیو ت  تغییرات ترکیب، نوع ب  توج  با نی  مکانیکی خوا  .باشدمی هردو

مواد  ب  نسض  موثری مکانیکی خوا  دارای دهنده تشکیل مواد ترکیب پیو تگی ب  توج  با مواد این

  .باشدمی ایتی  کامپوزی 

 و ا تروان مثل دارد، وجود طضیع  نی  در موجود طضیعی های ازه از بعضی این نوع مواد در

 ک  جایی در ک  صورت . بدین[24] دناشبمی تدریجی تغییرات دارای  جاختارشجان   در ک  خی ران نی

 با  اختارهای بین ایعمده هایتفاوت کلی طور ب  .باشدمی ترقوی ان جاختارشج   ا ج ،  بیشجتر  تنش

مواد  ک  این جمل  از .دارد وجود شججودمی  ججاخت  میججنوعی صججورت ب  چ  آن و زنده تدریجی تغییر

 در د،نکن ح  را خود موضججعی تنش بردارنده در محیط دنتوانمی و دناشججبمی هوشججمند زنده،تابعی 

 مواد، این پ  .دنباشمی قابلیتی چنین فاقد حاضجر  حا  در حداقل بشجر   جاخ   مواد تابعی ک  حالی

امکان  مواد، مرتلف فازهای ترکیب و تعریف با و مرکب مواد پیدایش با دیگر طرف از .نیسججتند جدید

 .ا   شده ایجاد تدریجی تغییرات با همراه و کنتر  قابل دهنده تشکیل اج ای با  اختاری ایجاد
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و همکارانش در آزمایشجججگاه ملی  1تو جججط نینو مواد تابعیمفهوم  1814اولین بار در  جججا   

. هدف نینو تولید پوششی با [25] معرفی شد 3عنوان مواد ضجد حرارت در ژاپن ب  2هوافضجای  جندای  

مقاوم  حرارتی بسججیار بات برای بدن  هواپیماهای فوق  ججریع بود ک  کاهش تنش حرارتی و اف ایش  

یی برای تو ع  مواد با مقاوم  بات با هاتلالپ  از آن  مقاوم  در برابر ذرما را در پی داشجت  باشجد.  

و  هوافضججای ها ججازها ججتفاده از مواد تابعی ادام  یاف . مواد تابعی ابتدا ب  عنوان عایق حرارتی برای 

اند. با تو ع  تری یافت یعو کاربردهای  مواد تابعی. اما امروزه [23]ای طراحی شدندراکتورهای هست 

هایی با دماهای بسیار یطمحای در ی  ازههامؤلف یندهای مدرن، این مواد ب  عنوان فراصنایع جدید و 

ذیرند. ر ججانندذی ذرمایی و ضججریب انضسججاط ذرمایی پایین ب  مواد تابعی  یمبات مورد ا ججتفاده قرار 

ی ها ججازهدهند. از دیگر موارد کاربردهای مواد تابعی علاوه بر یم یی زیاد رادماییرات تغقابلی  تحمل 

های ضد حرارت، یکاشها، ینتوربی هاپرهی ضد حرارت، هاپوشجش ی برل اب ارهاتوان ب  می هوافضجا 

ی شیمیایی، حفاظ راکتورهاای و اج ای داخلی های هست یروذاهندر راکتور  هالول مرازن تح  فشار و 

-21] ی مینوعی اشاره کردهادندانو  هاپولزره، هامحرک،  جنسجورها و   هاکوره، هاموشجک  یحرارت

28]. 

 4شجامل ر جوب  ازی با برار شیمیایی   تابعیهای مرتلفی برای  جاخ  مواد  یکتکنتا کنون 

(CVD( ر وب با برار فی یکی ،)PVDمتالوژی پودر، پاشش پلا ما، آبکاری ب  کمک برق ،)و  نت   5

 .[21, 28] بکار ذرفت  شده ا   1احتراق

تغییر پیو جت  خیجوصجیات فی یکی ا ج . تغییر تدریجی کسر      مواد تابعیین مرتیج   ترمهم

ی یک ماده تابعی، ب  تغییر یکنواخ  و پیو ت  خوا  ماده از یک  طح دهندهیل تشجک حجمی مواد 

افت  روند، تمرک  تنش کاهش ییمت فیل مشترک از بین شود. بنابراین مشکلایمب   طح دیگر منجر 

ترکیب پیو ت  دو ماده  صورتب مواد تابعی  معموتر.  [31] شودیمتری نتیج  و توزیع تنش یکنواخ 

 ازنده و خوا  در یک اتیا  بینشوند. یک تغییر فضایی در نسض  اج ای  یممرتلف در نظر ذرفت  

 در محل اتیا  هاتنشپتانسیل کاهش  -ی امادهدر مقایس  با یک فیل مشترک دو  -دو ماده مرتلف 

 یابدیمرا دارا ج . بعلاوه ا جتحکام فیجل مشجترک در اتیجا  اف ایش و احتما  ذسستن آن کاهش      

ی  جججطحی هججاپوشجججشعنوان اتیجججلات بین انواع مرتلف مواد و توان بجج یم تججابعی. از مواد [21]

                                                           
1 Niino 
2 Sendai 
3 Thermal Barrier Materials 
7 Chemical Vapor Deposition 

1 Electro-Plating 
6 Combustion Synthesis 



 مواد تابعی  دوم فیل 

11 

ا تفاده نمود. عدم حضور فیل  2شجده یبندطضق ی هامؤلف عنوان طور  جاده ب  یا ب  1شجده یبندطضق 

یج  مقاوم  در برابر درنتعدم تنا جججب خوا  مواد را کاهش داده و  تابعینی  در مواد  هجا مشجججترک

وجود  اختمان میکرو کوپی مواد دهد. بااینیمتی  شدن فیل مشترک و ذسترل ترک را بهضود تی 

آغاز ترک و ذسترل آن ا  . بنابراین  تابعیحاکم بر مواد  ی ناهمگن ا   و نوع خرابیطورکلب  تابعی

یرند از ذیمک  در معرض بارهای مکانیکی قرار بینی رفتار شجججکسججج  مواد تابعی هنگامیتوانایی پیش

 برخوردار ا  . ها ازهیار باتیی در تحلیل این نوع بساهمی  

 خواص مواد تابعی  9-9

علاوه بر پروفیل ترکیب، تابع خوا  مواد تشکیل دهنده انترابی  مواد تابعیطورکلی، خوا  ب 

. [31] یک توصجیف تفییلی از میکرو اختارهای تابعی واقعی در د ترس نیس   معموترباشجد.  یمنی  

کند، خوا  یمان ماده تابعی تغییر طور تدریجی در جه  ذرادیک  کسجججر حجمی هر فاز ب ییازآنججا 

 مواد تابعی نی  در امتداد همین جه  تغییر خواهند کرد. مؤثر

شججود ک  کسججر یم. در رول او  فرض [21] وجود دارد تابعی مواد ججازی دو رول برای مد 

ی تی  با کسر حجمصورت تی ب  تابعیکند و ماده یمی تغییر اتک صجورت  حجمی  جرامیک یا فل  ب  

شود ک  کسر یمبات(. در رول دوم فرض  - 1-2شجکل  شجود ) یمذرفت   در نظریکسجان در هر ناحی   

پایین( در این رول خوا  یک  - 1-2 شکلکند )یمصورت پیو ت  تغییر حجمی  جرامیک یا فل  ب  

توصیف شود. در این تحقیق از رول دوم برای  تابع ماده در امتداد ضجرام  آن باید با ا تفاده از یک 

 شود.یم ازی ماده تابعی ا تفاده مد 

                                                           
3 Graded Surface Coatings 

9 Graded Components 
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 برای یک ماده تابعی دلرواههای تحلیلی نحوه تغییر خوا  در مد  -1-2شکل 

دهد. یمشجججود ک  تغییر خوا  ماده در جه  شجججعاع ا جججتوان  رخ  یمدر این تحقیق فرض 

شده ب  آن. شود ک  ماده تابعی از دو ج ء تشکیل شده باشد؛ ماتری  و ماده اف ودهیمهمننین فرض 

 کند.یمیی زیر پیروی ( از تابع نما𝑉𝑖شده ب  ماتری  )در این تحقیق کسر حجمی ماده اف وده

(2-1) 𝑉𝑖
 (𝑟) = (

𝑟 − 𝑅

𝑊
)
𝑃

 

𝑅 ≤ 𝑟 ≤ 𝑅 +𝑊 
 Pشعاع داخلی ا توان  و نمای  Rا ج ،   rضجرام  ا جتوان  در امتداد محور شجعاعی     Wک  

 تعیین کننده پروفیل تغییر خوا  ماده ا  . کسر حجمی ماتری  نی  عضارت ا   از: پارامتر

(2-2) 𝑉𝑚
 (𝑟) = 1 − 𝑉𝑖

 (𝑟) 

نام  ماده اف وده شده برای مسائل مورد مطالع  شیش  و ماده تزم ب  ذکر ا   ک  در این پایان

( برای 𝑉𝑖شده )های تغییرات کسر حجمی ماده اف ودهیمنحن 2-2شکل ماتری  اپوکسجی خواهد بود.  

 .اف ار متلب ر م ذردیده ا  ک  با ا تفاده از نرم دهدیمرا نشان  Pمقادیر مرتلف 
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 نمودار تغییرات کسر حجمی ماده اف وده شده ب  ماتری  برای نماهای مرتلف -2-2شکل 

 توانیمدهنده یک ماده تابعی در هر نقط  از آن یلتشکبا در اختیار داشتن کسر حجمی مواد 

ی میکرومکانیکی مواد مرکب برای هامد خوا  ماده را در آن نقط  محا ججض  نمود. در این تحقیق از 

و مدو   𝜇مدو  صججلضی  برشججی  هامد شججود. بر طضق این اد تابعی ا ججتفاده میمحا ججض  خوا  مو

 :[31]توان از روابط زیر محا ض  نمودیمرا  Kحجمی 

(2-3) 𝜇 = 𝜇𝑚 +
𝑉𝑖(𝜇𝑖 − 𝜇𝑚)

1 + 𝑉𝑚(𝜇𝑖 − 𝜇𝑚) (𝜇𝑚 +
𝜇𝑚(9𝐾𝑚 + 8𝜇𝑚)
6(𝐾𝑚 + 2𝜇𝑚)

)⁄
 

(2-4) 𝐾 = 𝐾𝑚 +
𝑉𝑖(𝐾𝑖 − 𝐾𝑚)

1 +
𝑉𝑚(𝐾𝑖 − 𝐾𝑚)
(𝐾𝑚 + 4𝜇𝑚 3⁄ )

 

شججده و ب  ترتیب مشججرص کننده مدو  صججلضی  برشججی ماده اف وده  𝜇𝑚و  𝜇𝑖در این روابط 

 آیند:یم د  ب ی زیر هارابط ماتری  هستند و از 

(2-5) 𝜇𝑖 =
𝐸𝑖

2(1 + 𝜈𝑖)
 

(2-1) 
𝜇𝑚 =

𝐸𝑚
2(1 + 𝜈𝑚)

 

نسجججض  پوا جججون ماده  𝜈𝑖مدو  یانگ ماتری ،  𝐸𝑚شجججده، مدو  یانگ ماده اف وده 𝐸𝑖کج   

شده و مدو  حجمی ماده اف وده 𝐾𝑖و همننین  باشندیمنسجض  پوا جون ماتری     𝜈𝑚شجده و  اف وده
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𝐾𝑚    ی زیر محا جججض  هارابط خواهند بود ک  از  (4-2)و  (3-2)مجدو  حجمی ماتری  در معادتت

 :ذردندیم

(2-7) 𝐾𝑖 =
𝐸𝑖

3(1 − 2𝜈𝑖)
 

(2-8) 
𝐾𝑚 =

𝐸𝑚
3(1 − 2𝜈𝑚)

 

صورت زیر محا ض  نی  در هر یک از نقاط ماده ب  𝜈و نسض  پوا ون  Eدر نهای  مدو  یانگ 

 ذردند:یم

(2-1) 𝐸 = 9𝜇𝐾 (𝜇 + 3𝐾)⁄  

(2-11) 𝜈 = (3𝐾 − 2𝜇) (2(𝜇 + 3𝐾))⁄  

 :[32]شودو چگالی نی  از رابط  زیر محا ض  می

(2-11) 𝜌 = 𝑉𝑖𝜌𝑖 + 𝑉𝑚𝜌𝑚 
و  4-2شججکل در  ، نسججض  پوا ججون3-2شججکل در  مدو  یانگب  عنوان نمون  نمودار تغییرات 

اپوکسی و خارج  ای ک  درون آن رابرای ماده تابعی اپوکسی/شیش  برای ا توان  5-2شجکل  در  چگالی

ک  تمام  های مرتلف در را تای ضرام  ماده آورده شده ا  Pدهد، ب  ازای یمآن را شیش  تشکیل 

 :اف ار متلب ر م ذردیده ا  این نمودارها در نرم

 

 

 

 های مرتلفPی نمون  اپوکسی/شیش  ب  ازای نمودار تغییرات مدو  ات تیسیت  برای ماده -3-2شکل 
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 های مرتلفPی نمون  اپوکسی/شیش  ب  ازای نمودار تغییرات نسض  پوا ون برای ماده -4-2شکل 

 

 

 های مرتلفPی نمون  اپوکسی/شیش  ب  ازای نمودار تغییرات چگالی برای ماده -5-2شکل 
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 مقدمه 1-3

 نمایندیم ا ججتفاده فی یکی دیدذاه از ک  مهند ججانی  ججهم 1محدود المان رول یتو ججع  در

 مسائل برای ابتدا رول این .برندیم بکار را ریاضی فشرده یهارول ک  ا ج   هایییاضجیدان راز  بیش

 .یاف  کاربرد پیو ت  هاییطمح مسائل دیگر و  پ  تنش تحلیل

ی بعدی را هازمانی فی یکی را توجی  و رفتارهای آن در یدهپدبتوانیم علج  یک   کج  آنبرای 

ی  ازمد بینی کنیم، تزم ا   ک  آن پدیده را با توج  ب  شرایط مرزی و معادتت حاکم  بر آن یشپ

 املک ریاضی مد  یک خود، نیاز مورد یی اول و مرزی شرایط با دیفرانسجیل  معادل  یک واقع درکنیم. 

 .ا   یک پدیده از

 ک ، این رولیناها و با توج  ب  یدهپدبا توج  ب  شرایط هند ی پینیده موجود در این ذون  

ی پیشججرفت  انجام اف ارهانرمی  یلو ججی ب   ججازمد شججود، یمدر حال  کلی نوعی تقریب محسججوب 

 عانوا از توانمی هدفی چنین ب یابی د جج  برای ن کار با حداکثر دق  صججورت پایرد.ذیرد تا اییم

 دیفرانسیل معادتتی یل و  ب  شجده  تعریف پیو جت   مسجال   یک ی جاز ذسجسجت    یهارولف مرتل

 نمود. ا تفاده

 محدودروش المان 1-9

ها، حرک   یاتت، انتقا  حرارت، مسائل موج و تحلیل  جازه محدود روشجی برای  ول المانر

مفهوم ا ا ی رول ماکور این ا   ک  هر متغیر میدانی پیو ت  مثل  رع ،  ا  . غیره و یکآکو ت

 ییو جججت از متغیرهای میدانی پ یابجا یک مد  مج ا ک  از مجموع   توانجد یتنش، فشجججار یجا دمجا م  

تعریف  هایرمجموع این متغیرها روی تعداد محدودی از ز شده و، تقریب زده یل شدهقطع  تشجک قطع 

 .شوندیم

های پیو ت  ا  . رول اج ا یطمحاین رول جه  حل تقریضی معادتت دیفرانسیل حاکم بر 

محدود در ابتدا ب  عنوان یک رول تحلیل تنش مطرح ذردید و اکنون نی  ب  طور ذسجججترده ای برای 

رود. علاوه بر این در بسجججیاری از کاربردهای مهند جججی از قضیل هدای  حرارت، یماین منظور ب  کار 

های الکتریکی و مغناطیسی، این رول جایگاه خود را یافت  یدانمتراول مایعات، دینامیک  جیاتت و  

 ا  . 

                                                           
3 Finite Element Method (FEM) 
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 ب   ازه کردنقطع  قطع  شجامل  رول این ک : ا ج   اینمحدود المان رول از  جاده  تعریفی

 چسججضاندن  ججپ  و  ججاده رول باها المان ازهرکدام  رفتار توصججیف  ججازه(، اج ای( متعددی هاالمان

، این رول ابتدا ناحی  مورد نظر را ب  تعداد زیادی ناحی  کوچک مو وم ب  ها ج  ذرهدر ها آن مجدد

 لوتثاب  مها ب ذره ک یطورب شود یمب  یکدیگر ذره نامیده  هاالمانکند؛ نقاط اتیا  یمالمان تقسیم 

 مانال یک مجموع  ب دارند. یمنگ   یگرهمد ب  راها المان شوند ک می ذرفت  نظر در چسضی قطرات یا

 یبعدو    یاصفح  یخطی، دوبعد بعدییک توانندها میالمان .شجود می ذفت مش  یکیش هاذره با

 لمانا ا  . یک تیورقابل المان یک برای مرتلف المان، اشکا  بعد ب  بست  همننین .باشجند  حجمی

 نی ی دبع   المان یک طرفی از باشد. دیگری دلرواه شکل و یا مربع مثلث، شکل ب  تواندمی دوبعدی

 از مسال  بندی هند  مش باشد. داشجت   مکعب یا و منشجور  چهاروجهی، هرم، مانند اشجکالی تواند یم

 .دباشمی منا ب مهارت و دق  ک  مستل مد باشمی  ازیمد  مهم مراحل

 رج دذیرد ک  این تقریب یک تابع یمای برای مسججال  در نظر ی اولی بعدی تقریب مرحل در 

نی  شناخت   1یانیابعنوان توابع م، ک  ب زنیباین توابع تقر .باشدیمیک یا درج  دو با ضرایب مجهو  

در خیو   .ذیردینم انجاممسال   شکل کل برای و دنشجو می زده المان یکی محدوده در ،شجوند یم

ذاه هیچ کرد، انتراب ری  را بسیار هاالمان ابعادتوان یم چون شوند،می حل اف ارنرم تو ط ک  لیئمسا

 ف ارهاانرم در همواره جواب برای تقریب اولی یگر دعضارتشود. ب نمی زده دو از بیشتر درج  با تقریضی

های ییرذانتگرا  از پ  و شده نوشت  هاذره تکتک برای حاکم معادل  بعد.  هموی یا و ا   یا خطی

 شود.می تضدیل جضریی معادل  یک فرم تزم، ب 

، 2نذالرکی رول از ا تفاده صورت در جضری معادتت د جتگاه  ا جترراج ی بعدی با مرحل در 

 با ذردد.می تشججکیل وزنیی یماندهباق انتگرا   ججپ  و شججده مشججرص ذره هر برای 3تابع وزنی

 هم  معادتت ا جججترراج از پ  ک ذردد یایجاد م جضریی معادل  یک ذره هر برای ،یریذانتگرا 

 و اولی  ابعاد ب  توج  با ،یذره مقادیر شدن مشرص از پ آید. یم ب  وجود معادتت د جتگاه  ها،ذره

 ردند.ذمی محا ض  ذشتاور و نیرو تنش، کرنش، نظیرها ی کم  ایر ،شدهیفتعری هند ی ماده خوا 

 یابست  فرمو  ن محدود المان تحلیل .ا   مسجال   عددی حل برای راهیمحدود المان رول

 یشججنهادشججدهپ حل همننین .نمایدیم حل را مسججائل از خاصججی ذون  ن  و کندیم ارائ  حلعنوان ب 

منا ضی در د ترس  و دقیق فرمو   اده، بسجیار  مسجال   یک درک  آن مگر ا ج ،  آن تقریضی تو جط 

 .باشد

                                                           
3 Interpolation functions 
9 Galerkin method 

1 Weight function 
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 9و تشکیل روابط ضعیف 3انتگرال وزنی 1-1

در نظر بگیرید. )ب  ازای  𝜑(𝑥)معادل  دیفرانسجججیل ذیل را تح  شجججرایط مرزی آن برای حل 

0 < 𝑥 < 𝐿) 

(3-1) 
−
𝑑

𝑑𝑥
[𝑎(𝑥)

𝑑𝜑

𝑑𝑥
] = 𝑞(𝑥) 

𝜑(0) = 𝜑0      ,     (𝑎
𝑑𝜑

𝑑𝑥
)
𝑥=𝐿

= 𝑄0 

طو  دامن  یک  Lمقادیر معلوم و  𝑄0و  𝑥  ،𝜑0توابع معلوم بر حسب مرتی   𝑞و  𝑎در اینجا 

 ی مسال  هستند.هادادههمراه با طو  دامن ،  𝑄0و  𝜑0و ثواب    𝑞و  𝑎باشند. توابع یمبعدی 

 𝜑  برای مثا  در برر ججی هدای   (1-3)متغیر وابسججت  در این مسججال  ا جج . معادتت از نوع

 ذردند.یمحرارت در یک پره مضد  حرارتی با یک ا توان  متقارن محوری ظاهر 

شجایان ذکر ا   ک  هدف اصلی نوشتن عضارت انتگرا  وزنی برای معادل  دیفرانسیل، داشتن   

 باشد.یمرابط  جضری مستقل خطی بین ضرایب  برای تقریب زیر  𝑛آوردن  د  ب ب اری جه  ا

(3-2) 𝜑 =∑𝑐𝑗𝜑𝑗 + 𝜑0(𝑥)

𝑛

𝑗=1

 

 𝑤در این رول تمام عضارات معادل  دیفرانسیل در یک طرف تساوی قرار داده شده و تابع وزن 

 شود. یمشود و روی دامن  مسال  انتگرا  ذرفت  یمدر کل معادل  ضرب 

(3-3) ∫𝑤

𝐿

0

[−
𝑑

𝑑𝑥
(𝑎
𝑑𝜑

𝑑𝑥
) − 𝑞]𝑑𝑥 = 0 

نامند. زمانی یم (2-3)را عضارت انتگرا  وزنی یا باقیمانده وزنی معاد  با معادل   (3-3)عضارت 

 ذردد، دیگر عضارات داخل کروش  برابر صفر نیس .یمریضی آن جایگ ین ب  و یل  مقدار تق 𝜑ک  

معادل   𝑛آوردن  د  ب و  𝑤تابع مستقل خطی برای  𝑛امکان انتراب  (3-3)عضارت انتگرالی 

, 𝐶1برای ضججرایب  𝐶2 , 𝐶3 , آورد. باید توج  داشجج  ک  عضارت انتگرا  وزنی هر معادل  یمرا فراهم  …

در عضارت انتگرالی تح  شرایط پیو تگی  𝑤دیفرانسجیل، قابل د جترس ا ج . ب  طور کلی تابع وزن    

ل نسیقرار دارد. عضارت انتگرا  وزنی تنها بیان کننده معادل  دیفرا 𝜑تری نسض  ب  متغیر وابست  یفضع

 ذردد. ینما   و هیچ ذون  شرایط مرزی را شامل 

                                                           
3 Integral weight 

9 Weak Form
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باید برابر صفر  ،در نقاط مرزی، جایی ک  شجرایط مرزی ا جا ی معین شده ا     𝑤تابع وزن 

باید شجکل همگن شجرایط مرزی ا ا ی معین مسال  را ارضا نماید. اذر در این    𝑤شجود. ب  بیان دیگر  

 .[33]شودیمنی ا تفاده ذردد ب  آن رول ذالرکین اطلاق ب  جای توابع وز 1انتگرا  از توابع شکل

 ایزوپارامتریکی هاالمان 1-7

 (x,y)مربعی یک المان چهار وجهی در د ججتگاه مرتیات  را ری  2ی ای وپارامتریکهاالمان

 کنند.یمنگاش   (ξ, η)درد تگاه محلی  2*2را ب  یک مربع 

 لاعاض با ییهاالمان مستطیلی، غیر یهاالمان از ا جتفاده  ای وپارامتریک، یهاالمان فرمولضندی

 مکانیک در ا تفاده مورد منفرد یهاالمان و مرز و حدبی هاییطمح برای محدودی ناهاالمان خمیده،

 .کندیم ممکن را شکس 

 .کند حاظل را ضلعی چهار بودن مستطیلی غیر ک  شود، تعریف ایبگون  باید مرتیات  یستم

 در .ا   طضیعی مرتیات  یستم یک شده، مشجرص  (ξ, η)با نام   1-3شجکل   در ک  این  جیسجتم  

 ظاهری اندازه و شکل از نظرصرف .ها  ذوش  میانگین ینقط  در  یستم این مضدأ (x,y) مرتیجات 

 η = ±1 با المان اضلاع طضیعی مرتیات در همیش  (x,y)کلی  مرتیجات  در آن ذیریجه  المان یا

 ب  نسض  خاصی ذیریجه  و نیسجتند  متعامد ξو η  محورهای شجوند. بطورکلی یمتعریف  ξ = ±1 و

 .ندارند (x,y)محورهای

 

 [34]مرتیات  را ری و محلی در المان محدود ای وپارامتریک -1-3شکل 

                                                           
3 Shape function 

9 Isoparametric elements 
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 :[34]شودیم تعریف زیر بیورت المان اولی  درون نقط  یک yو  xمرتیات 

(3-4) 𝑥 =∑𝑥𝑖  𝑁𝑖

4

𝑖=1

 

(3-5) 𝑦 =∑𝑦𝑖  𝑁𝑖

4

𝑖=1

 

همان توابع شججکل المان محدود  𝑁𝑖 ی المان هسجتند و  هاذرهمرتیجات   𝑥𝑖و  𝑦𝑖ک  در اینجا 

 :[35]ذردندیمی ای وپارامتریک از روابط زیر حاصل هاالمانهستند ک  برای 

(3-1) 𝑁𝑖(𝜉, 𝜂) =
1

4
(1 + 𝜉𝜉𝑖)(1 + 𝜂𝜂𝑖) 

ک  تو ط کیم  1ی مدرجهاالمانتوان از یمجه  المان بندی یک صفح  از جن  ماده تابعی 

ان برای درونیابی بع شکل یکساز توا هاالمان. در این [31]و پائولینو پیشجنهاد شجده ا   ا تفاده نمود  

بندی بندی، فرمو شججود. بنابراین این نوع فرمو یمها، هند جج  و پارامترهای ماده ا ججتفاده ییجاجاب 

 نامیده شده ا  . 2المانی ای وپارامتریک تعمیم یافت 

برای تعضیج  خوا  ماده تابعی در مد  المان محدود تو جججع  یافت ، تمامی خوا  برای کلی   

شوند.  پ  خوا  مورد نیاز برای یمی میکرومکانیکی محا ض  هامد با ا تفاده از  اهالمانی هاذره

از توابع شکل ی المان مربوط  با ا تفاده هاذرهتوان از روی خوا  یمهر نقط  ذو ی در یک المان را 

و  ν، نسججض  پوا ججون  Eیابی کرد. بنابراین خوا  ماده از قضیل مدو  ات ججتیک ای وپارامتریک میان

و ب  کمک خوا   ηو  ξتوان بر حسجب مرتیات  یمبرای هر نقط  ذو جی در یک المان را   ρچگالی 

 :[31]ی آن المان با ا تفاده از روابط زیر محا ض  و در معادتت مربوط  جایگ ین کردهاذره

(3-7) 𝐸 =∑𝑁𝑖𝐸𝑖  

𝑚

𝑖=1

 

(3-8) 𝜈 =∑𝑁𝑖𝜈𝑖

𝑚

𝑖=1

 

(3-1) 𝜌 =∑𝑁𝑖𝜌𝑖

𝑚

𝑖=1

 

ی ای وپارامتریک تعمیم یافت  برای المان بندی مواد تابعی ا جججتفاده هاالماندر این تحقیق از 

 ذردد.یم

                                                           
3 Graded Elements 

9 Generalized Isoparametric Elements Formulation (GIF) 



 یافت محدود تو ع المان   ومفیل 

21 

 یافتهمحدود توسعهالمان 1-1

ا  . این رول  1ا جتفاده از رول المان محدود تو ع  یافت   هاترکی تحلیل هارولیکی از 

مد   ازی  های موجود درک  تو جط بلینکو و همکارانش پیشجنهاد شجد برای برطرف کردن کا جتی    

 .[37]های دلرواه در رول المان محدود ا  ذسترل ناپیو تگی

 1111نام رول المان محدود تو جع  یافت  اولین بار تو جط دانشجگاه نورس و جترن در  جا       

. مضنای رول المان محدود تو ججع  یافت  همان رول المان محدود ا جج  ک  برای  [38]مطرح ذردید

ل ذیرد. ذستریمهای موضعی بهره  ازیذسجترل یافت  ا   و از غنی  هاترکهایی مانند یو جتگی پ

 .[31]ی بدون المان ا  هارولاین رول حاصل تحقیقات ذسترده بلینکو و همکاران در 

 ی محدود غنی شدههاالمانتفکیک واحد  1-1-3

ی محدود غنی شده هاالمانبرای  2محدود تو ع  یافت  مفهوم تفکیک واحدرول المانمضنای 

ا   ب  صورتی  تفکیک واحد در یک قلمرو یک مجموع  از توابع. [41]های بدون المان ا  یبتقربا 

 ک :

(3-11) ∑∅𝑖(𝑥) = 1

 

∀𝑖

    ,    ∀𝑥 𝜖 𝛺 

 بردار موقعی  ا  . xدر این رابط  

یافت  این ا   ک  هر تابع محدود تو ع خاصجی  تفکیک واحد ا جتفاده شجده در رول المان   

𝛹(𝑥)  ضرب توابع تفکیک واحد با تو جط حاصجل   توانیمرا𝛹(𝑥)توانیمعنی ، ی[41]، بازیابی کرد 

 نوش :

(3-11) ∑∅𝑖(𝑥)𝛹(𝑥)  = 𝛹(𝑥) 

 

∀𝑖

 

، تابع غنی  ججازی شججودیماصججلاح  𝑏𝑖ب  علاوه هنگامی ک  جمع بندی با معرفی پارامترهای 

 :[42]ب  کمک تقریب زیر با این پارامترها تنظیم شود تواندیم

(3-12) 𝑢(𝑥) =∑𝑁𝑖(𝑥)𝑎𝑖

 

∀𝑖

+∑∅𝑖(𝑥)𝛹(𝑥)𝑏𝑖

 

∀𝑖

 

  توابع شججکل ا ججتاندارد ها نی𝑁𝑖ای ا ججتاندارد هسججتند. ها درجات آزادی ذره𝑎𝑖در این رابط  

 بیان نمودیم. (1-3)در رابط   ها رامحدود هستند ک  قضلا آنرول المان

                                                           
3 Extended Finite Element Method 

9 Partition of unity 
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در حالی ک   ؛تقریب المان محدود ا تاندارد ا   (12-3)اولین عضارت در  م  را   معادل  

پارامترهای مجهو  هستند ک  غنی  𝑏𝑖. مقادیر ذره ای [42]نامیده می شجود  1برش دوم اغلب انسجات  

غالضا مضتنی بر  𝛹(𝑥) جججازی را تنظیم می کننجد بج  نحوی کج  بتواند حل را ب  خوبی تقریب ب ند.    

تزم نیس  دقیقا حل موضعی برای مسال   ،های دقیقی نیستند؛ بنابراینهای مجانضی ا   ک  حلحل

فقط بر  𝑖(𝑥)∅ای این ا جج  ک  هنگامی ک  توابع . م ی  دیگر این تقریب  ججازه[38]مورد نظر باشججد

روی یک زیر ناحی  کوچک از مسجال  غیر صجفر هسجتند، معادتت ذسجسجت  شجده برای  یستم صفر       

دتت ذسججست  غیر ، معاسجتقیم یک تابع غنی  جازی ب  تقریب  خواهند شجد. در مقابل اضجاف  کردن م  

تر هسجتند. توج  شججود ک  با خاصی  تفکیک  دهد ک  از نظر محا جضاتی پره ین  می صجفری را نتیج  

𝑏𝑖واحد هنگامی ک   = 𝑢𝑖و  1 = شججود. باید اشججاره بازیابی می (3-3)دقیقا با تقریب  𝛹(𝑥)، تابع 0

همانطور ک  در بات نشجان داده شجد، توابع شکل برای تقریب ا تاندارد و غنی  ازی تزم نیس     ،کرد

ور کلی ؛ یعنی ب  طذیرندابع یکسججانی مورد ا ججتفاده قرار میاما ب  طور کلی تو ؛توابع یکسججانی باشججند

∅𝑖(𝑥) = 𝑁𝑖(𝑥) [42]ذردد.ن قاعده ا تفاده می. در اینجا نی  از ای 

کنند؛ زیرا این تمام توابع شجججکل المان محدود تذرانژی خاصجججی  تفکیک واحد را ارضجججا می

المان  یبخاصی  برای همگرایی و عضور از آزمون پیو تگی ضروری ا  . خاصی  تفکیک واحد ب  تقر

 .[42]نمایش دهددهد ک  حرک  انتقا  جسم صلب را ب  طور دقیق محدود این قابلی  را می

 یافتهمحدود توسعهها در روش المانسازی ترکمدل 1-1-9

های در نظر بگیرید. تمام ذره 2-3شکل دار را مطابق یک مد  المان محدود از یک جسم ترک

نوک ترک های اطراف های المانهمننین مجموع  ذره .شوندمشجرص می  𝑁𝐴محدود با شجضک  المان 

نماید؛ و ها را کاربر انتراب می، ک  تعداد آن𝑁𝐶شوند با ی نوک ترک نامیده میشجده های غنیک  ذره

رتی دارای ناپیو تگی هستند و شوند و یا ب  عضاهایی ک  تو ط ترک بریده میهای المانمجموع  ذره

ب  ذکر ا جج  ک  اذرچ  تعداد  ذردد. تزممشججرص می 𝑁𝐻شججوند با شججده ذام نامیده میهای غنیذره

( اما با ا جججتفاده از 2-3شجججکل در  Bالمان  کند )مانندای نوک ترک یک المان هم کفای  میهالمان

 . [42]آورد د  ب توان مقداری بهضود در دق  را چندین المان می

 

                                                           
3 Ansatz 
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های غنی شده ذام )کم رنگ( و غنی شده یک خط ترک دلرواه )خط نقط  چین( در یک شضک  با المان - 2-3شکل 
 ]42[شوندیمها مشرص یرهداها و ترتیب تو ط مربع  ب HNو  CNی هامجموع در  هاذره(. پررنگنوک )

  ازییافت  برای یک المان ک  ب  طور کامل غنیمحدود تو ع جایی در رول المان میدان جاب

 : [41, 21]صورت زیر بیان کردتوان ب شده ا   را می

(3-13) 

 

𝑢 (𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑ 𝑁𝑛(𝑥, 𝑦)𝑎𝑛(𝑡)

𝑛𝜖𝑁𝐴

+ ∑ 𝑁𝑛(𝑥, 𝑦)[𝐻(𝑍) − 𝐻(𝑍𝑛)]𝑏𝑛(𝑡)

𝑛𝜖𝑁𝐻

+∑ ∑ 𝑁𝑛(𝑥, 𝑦)[𝐹𝑚(𝑟, 𝜑) − 𝐹𝑚(𝑟𝑛, 𝜑𝑛)]𝑐𝑛𝑚(𝑡)

𝑛𝜖𝑁𝑐𝑚

 

بردارهای مجهوتت ذرهی خواهند بود ک  توابعی از  𝑐𝑛𝑚(𝑡)و  𝑏𝑛(𝑡)و  𝑎𝑛(𝑡)در این رابط  

 شوند:زمان هستند و ب  صورت زیر تعریف می

(3-14) 𝑎𝑛(𝑡) = {𝑎𝑛
𝑢(𝑡), 𝑎𝑛

𝑣(𝑡)}𝑇 

(3-15) 𝑏𝑛(𝑡) = {𝑏𝑛
𝑢(𝑡), 𝑏𝑛

𝑣(𝑡)}𝑇 

(3-11) 𝑐𝑛𝑚(𝑡) = {𝑐𝑛𝑚
𝑢 (𝑡), 𝑐𝑛𝑚

𝑣 (𝑡)}𝑇 

 ذردد:ا   ک  تو ط رابط  زیر ارائ  میتابع  پل  هویساید  𝐻(𝑍)، (13-3)همننین در رابط  

(3-17) 𝐻(𝑧) = {
1,       𝑧 > 0
0,       𝑧 ≤ 0

 

 تابعی از موقعی  یک نقط  نسض  ب  مسیر ترک ا  . Zدر اینجا 

زیر ب  جای  یسجاید اصجلاح شده  توان از تابع هویهای عددی تابع میبرای اجتناب از ناپایداری

 .[31]قضل ا تفاده نمود یرابط 
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(3-18) 𝐻(𝑧) = {

1,                                                   𝑍 > 𝜁

0.5 +
𝑍

2𝜁
+
1

2𝜋
𝑠𝑖𝑛

𝜋𝑍

𝜁
      − 𝜁 < 𝑍 < 𝜁

0,                                                𝑍 < −𝜁

 

 ذردد.کتر از ابعاد یک المان انتراب میکوچ 𝜁ک  در این رابط  

 ازی هستند ک  رفتار ن دیک نوک را تقریب یک مجموع  از توابع غنی 𝐹𝑚، (13-3)در رابط  

 :[41, 37, 21, 11] زنند. این توابع عضارتند ازیم

(3-11) {𝐹𝑚} = √𝑟 {𝑠𝑖𝑛 (
𝜑

2
) , 𝑐𝑜𝑠 (

𝜑

2
) , 𝑠𝑖𝑛(𝜑)𝑠𝑖𝑛 (

𝜑

2
) , 𝑠𝑖𝑛(𝜑) 𝑐𝑜𝑠 (

𝜑

2
)} 

جایی در رول های میدان جاب مولف  (13-3)در معادل   (11-3)در نهای  با جایگااری رابط  

 توان ب  صورت زیر نوش :یمرا  yو  xیافت  در جه  مرتیات  را ری محدود تو ع المان

 (3-21) 

 

𝑢 (𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑ 𝑁𝑛(𝑥, 𝑦)𝑎𝑛
𝑢(𝑡)

𝑛𝜖𝑁𝐴

+ ∑ 𝑁𝑛(𝑥, 𝑦)[𝐻(𝑍) − 𝐻(𝑍𝑛)]𝑏𝑛
𝑢(𝑡)

𝑛𝜖𝑁𝐻

 

                    + ∑ 𝑁𝑛(𝑥, 𝑦) [√𝑟 𝑠𝑖𝑛 (
𝜑

2
) − √𝑟𝑛 𝑠𝑖𝑛 (

𝜑𝑛
2
)] 𝑐𝑛1

𝑢 (𝑡)

𝑛𝜖𝑁𝑐

 

                    + ∑ 𝑁𝑛(𝑥, 𝑦) [√𝑟 𝑐𝑜𝑠 (
𝜑

2
) − √𝑟𝑛 𝑐𝑜𝑠 (

𝜑𝑛
2
)] 𝑐𝑛2

𝑢 (𝑡)

𝑛𝜖𝑁𝑐

 

                    + ∑ 𝑁𝑛(𝑥, 𝑦) [√𝑟 𝑠𝑖𝑛(𝜑) 𝑠𝑖𝑛 (
𝜑

2
)

𝑛𝜖𝑁𝑐

−√𝑟𝑛 𝑠𝑖𝑛(𝜑𝑛) 𝑠𝑖𝑛 (
𝜑𝑛
2
)] 𝑐𝑛3

𝑢 (𝑡) 

                    + ∑ 𝑁𝑛(𝑥, 𝑦) [√𝑟 𝑠𝑖𝑛(𝜑) 𝑐𝑜𝑠 (
𝜑

2
)

𝑛𝜖𝑁𝑐

−√𝑟𝑛 𝑠𝑖𝑛(𝜑𝑛) 𝑐𝑜𝑠 (
𝜑𝑛
2
)] 𝑐𝑛4

𝑢 (𝑡) 

(3-21) 

 

𝑣(𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑ 𝑁𝑛(𝑥, 𝑦)𝑎𝑛
𝑣(𝑡)

𝑛𝜖𝑁𝐴

+ ∑ 𝑁𝑛(𝑥, 𝑦)[𝐻(𝑍) − 𝐻(𝑍𝑛)]𝑏𝑛
𝑣(𝑡)

𝑛𝜖𝑁𝐻

 

                   + ∑ 𝑁𝑛(𝑥, 𝑦) [√𝑟 𝑠𝑖𝑛 (
𝜑

2
) − √𝑟𝑛 𝑠𝑖𝑛 (

𝜑𝑛
2
)] 𝑐𝑛1

𝑣 (𝑡)

𝑛𝜖𝑁𝑐
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                   + ∑ 𝑁𝑛(𝑥, 𝑦) [√𝑟 𝑐𝑜𝑠 (
𝜑

2
) − √𝑟𝑛 𝑐𝑜𝑠 (

𝜑𝑛
2
)] 𝑐𝑛2

𝑣 (𝑡)

𝑛𝜖𝑁𝑐

 

                   + ∑ 𝑁𝑛(𝑥, 𝑦) [√𝑟 𝑠𝑖𝑛(𝜑) 𝑠𝑖𝑛 (
𝜑

2
)

𝑛𝜖𝑁𝑐

−√𝑟𝑛 𝑠𝑖𝑛(𝜑𝑛) 𝑠𝑖𝑛 (
𝜑𝑛
2
)] 𝑐𝑛3

𝑣 (𝑡) 

                   + ∑ 𝑁𝑛(𝑥, 𝑦) [√𝑟 𝑠𝑖𝑛(𝜑) 𝑐𝑜𝑠 (
𝜑

2
)

𝑛𝜖𝑁𝑐

−√𝑟𝑛 𝑠𝑖𝑛(𝜑𝑛) 𝑐𝑜𝑠 (
𝜑𝑛
2
)] 𝑐𝑛4

𝑣 (𝑡) 

 :[32, 11]بازنویسی نمودتوان ب  صورت  اده شده زیر این روابط را می

(3-22) 

𝑢 (𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑ 𝑁𝑛(𝑥, 𝑦)𝑎𝑛
𝑢(𝑡)

𝑛𝜖𝑁𝐴

+ ∑ 𝛷𝑛(𝑥, 𝑦)𝑏𝑛
𝑢(𝑡)

𝑛𝜖𝑁𝐻

+ ∑ ∑ 𝛹𝑛𝑚(𝑥, 𝑦)𝑐𝑛𝑚
𝑢 (𝑡)

𝑛𝜖𝑁𝑐

4

𝑚=1

 

(3-23) 

𝑣  (𝑥, 𝑦, 𝑡) = ∑ 𝑁𝑛(𝑥, 𝑦)𝑎𝑛
𝑣(𝑡)

𝑛𝜖𝑁𝐴

+ ∑ 𝛷𝑛(𝑥, 𝑦)𝑏𝑛
𝑣(𝑡)

𝑛𝜖𝑁𝐻

+ ∑ ∑ 𝛹𝑛𝑚(𝑥, 𝑦)𝑐𝑛𝑚
𝑣 (𝑡)

𝑛𝜖𝑁𝑐

4

𝑚=1

 

جایی هستند ک  ب  ترتیب وظیف  های جاب  ازی میدانهای غنیعضارت 𝛹و  𝛷در این روابط 

 :[32]شوندمی ازی مسیر و نوک ترک را بر عهده دارند و ب  صورت زیر بیان غنی

(3-24) 𝛷𝑛(𝑥, 𝑦) = 𝑁𝑛(𝑥, 𝑦)[𝐻(𝑍) − 𝐻(𝑍𝑛)] 

(3-25) 

𝛹𝑛𝑚(𝑥, 𝑦) = 𝑁𝑛(𝑥, 𝑦) [√𝑟 𝑠𝑖𝑛 (
𝜑

2
) − √𝑟𝑛 𝑠𝑖𝑛 (

𝜑𝑛
2
) , √𝑟 𝑐𝑜𝑠 (

𝜑

2
)

− √𝑟𝑛 𝑐𝑜𝑠 (
𝜑𝑛
2
) 

√𝑟 𝑠𝑖𝑛(𝜑) 𝑠𝑖𝑛 (
𝜑

2
) − √𝑟𝑛 𝑠𝑖𝑛(𝜑𝑛) 𝑠𝑖𝑛 (

𝜑𝑛
2
), 

√𝑟 𝑠𝑖𝑛(𝜑) 𝑐𝑜𝑠 (
𝜑

2
) − √𝑟𝑛 𝑠𝑖𝑛(𝜑𝑛) 𝑐𝑜𝑠 (

𝜑𝑛
2
)] 

 ازی توان معادتت حاکم بر مسجال  را ذسجست   می (23-3)و  (22-3)با ا جتفاده از دو رابط   

 نمود.
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 گیری عددی انتگرال 1-6

ای  توان نرس  با یک چند جملذیری نیستند، می هول  قابل انتگرا توابع پینیده را ک  ب  

ور باشد، نمود. اذر تابع ب  طور قابل توجهی از خطی بودن د 1ذیری عددیتقریب زده و  پ  انتگرا 

ا در هبندیتوان با اف ایش تعداد تقسیمرود. ولی این خطا را میای انتظار میآنگاه خطای قابل ملاحظ 

های مرتض  باتتر نی  برای تقریب زدن تابع ایتوان از چند جمل کجاهش داد. می  𝑋𝑛تجا   𝑋0فجاصجججلج    

محدود برای محا جججض   برود. ب  طور کلی در رول المانای کج  دق  کار بات ا جججتفجاده نمود، بگونج   

 رد. درهای عددی ا تفاده کشوند، باید از رول جازی معادتت نتیج  می هایی ک  از ذسجسجت   انتگرا 

 شود.ا تفاده می 2ذیری ذاوسها از رول انتگرا اینجا نی  برای محا ض  انتگرا 

𝐼خواهیم فرض کنید می = ∫ 𝑓(𝜉)𝑑𝜉
1

−1
را محا ض  نماییم. در این حال  و در رول ذاوس  

 :[43]توان تقریب زدت کلی انتگرا  را ب  صورت زیر میصور

(3-21) 𝐼 =∑𝑤𝑖  𝑓(𝜉𝑖  )

𝑛

𝑖=1

 

تعداد نقاط ذو ججی در حال   nمقادیر تابع در نقاط ذو ججی و   𝜉𝑖توابع وزنی،   𝑤𝑖ک  در آن 

 یک بعدی ا  .

ها صجججورت بر روی  جججطح المان ها معموتذیریمحدود این انتگرا از آنجا ک  در رول المان

وان تها را میهای دو ذان  نیاز داریم. با ا تفاده از رول ذاوس این انتگرا ب  محا ض  انتگرا  ،ذیردمی

 :[43]آورد د  ب ب  صورت زیر 

(3-27) ∫ ∫ 𝑓(𝜉, 𝜂)

+1

−1

𝑑𝜉𝑑𝜂

+1

−1

=∑∑𝑤𝑗𝑤𝑖  𝑓(𝜉𝑖 , 𝜂𝑖)

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

 

  ذو ی در یک المان نقط 21*21برنام  نوشت  شده در این تحقیق امکان ا تفاده از حداکثر 

در یک المان  11برابر با  nذیری دو بعدی را دارا جج . موقعی  نقاط ذو ججی برای حال  برای انتگرا 

 ب  تیویر کشیده شده ا  .اف ار متلب با ا تفاده از نرم 3-3شکل مربعی و مثلثی در 

                                                           
3 Numerical integration 
9 Gauss integration method 
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 در یک المان مربعی و مثلثی 11برابر با  nموقعی  نقاط ذو ی برای حال   -3-3شکل 

هایی ک  تو جط ترک   جازی را در المان تواند انتگرا  توابع غنیاز آنجایی ک  رول ذاوس نمی

ایی ک  هشجوند ب  طور دقیق محا ض  کند، دالضو برای رفع این مشکل پیشنهاد کرد ک  المان بریده می

 بندیتقسججیم 4-3شججکل تر همانند های چهارضججلعی کوچکاند را ب  الماندر مسججیر ترک واقع شججده

 .[44]نماییم

 

 ]31[ذیری عددیهای مسیر ترک برای انتگرا بندی المانتقسیم -4-3شکل 

ب   تر نسض های کوچکچهارضلعی ذیری و ارزیابی تابع هویسجاید، موقعی  مرک  برای انتگرا 

 ذو ججیذیرد. یعنی با قرار ذرفتن مرک  چهارضججلعی در یک طرف ترک کل نقاط ترک ملاک قرار می
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لعی در همان طرف در نظر ذرفت  ضجججذیری بر روی آن چهارسجججاید در انتگرا برای ارزیجابی تابع هوی 

 شوند.می

شود تا اثر تکینی نوک ترک ب  چند مثلث تقسیم می 5-3شکل با المان نوک ترک نی  مطابق 

 در عضارت زیر انتگرا  حاف ذردد.

 

 ]31[عددیذیری بندی المان نوک ترک برای انتگرا تقسیم -5-3شکل 

 تعیین موقعیت نقاط نسبت به مسیر ترک 1-7

ای یا ذو ججی( نسججض  ب  مسججیر ترک، یعنی اینک   رار ذرفتن نقاط )اعم از نقاط ذرهموقعی  ق

های عددی بر روی ذیرند، برای محا جججض  تابع هویسجججاید و انتگرا ف ترک قرار مینقاط در کدام طر

 های شامل ترک یک مسال  مهم ا  .المان

توان موقعی  نقاط را مشججرص نمود. اذر شججیب اینجا با ا ججتفاده از معادل  مسججیر ترک میدر 

 در نظر بگیریم داریم: mترک را 

(3-28) 𝑚 = 𝑡𝑎𝑛(𝛼) 

 باشد.زاوی  ترک نسض  ب  خط افق می αک  

ک  از رابط   Zکند و ارتفاع نقط  ذو ی را مشرص میعی  ک  موق 𝑍𝑛𝑄با مقایسج  دو مقدار   

 توان موقعی  نقط  ذو ی را مشرص نمود:آید میمی د  ب زیر 

(3-21) 𝑍 = 𝑚 ∗ (𝑅𝑛𝑄 − 𝑅1) + 𝑍1 
,𝑅1)ک  در این رابط   𝑍1) .  موقعی  نقط  ابتدایی ترک ا 

ب  این معنی ا   ک  نقط  ذو ی مورد نظر در زیر  ،بیشجتر باشجد   𝑍𝑛𝑄از مقدار  Zاذر مقدار 

مسیر ترک قرار دارد.
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 معادلات حرکت 7-3

 :[45]ذرددای ب  صورت زیر بیان میدر مرتیات ا توان  1حرک معادتت 

(4-1) 𝜕𝜎𝑟
𝜕𝑟

+
1

𝑟

𝜕𝜏𝑟𝜃
𝜕𝜃

+
𝜎𝑟 − 𝜎𝜃
𝑟

+
𝜕𝜏𝑟𝑧
𝜕𝑧

+ 𝐹𝑟 = 𝜌
𝜕2𝑢𝑟
𝜕𝑡2

 

(4-2) 𝜕𝜏𝑟𝜃
𝜕𝑟

+
1

𝑟

𝜕𝜎𝜃
𝜕𝜃

+
2𝜏𝑟𝜃
𝑟

+
𝜕𝜏𝜃𝑧
𝜕𝑧

+ 𝐹𝜃 = 𝜌
𝜕2𝑢𝜃
𝜕𝑡2

 

(4-3) 𝜕𝜏𝑟𝑧
𝜕𝑟

+
1

𝑟

𝜕𝜏𝜃𝑧
𝜕𝜃

+
𝜕𝜎𝑧
𝜕𝑧

+
𝜏𝑟𝑧
𝑟
+ 𝐹𝑧 =  𝜌

𝜕2𝑢𝑧
𝜕𝑡2

 

آیند. اینگون  مسائل ک  هدف در حو  یک محور ب  وجود میها از چرخش یک صفح  ا توان 

ذویند. عموما در مسائل می 2آن، تحلیل و برر جی این صجفحات عرضجی ا   را مسائل متقان محوری   

کنند )تزم ب  ذکر ا   متقارن محوری خوا ، بارذااری و شرایط مرزی را ب  صورت متقارن ایجاد می

 .[41](ذرددا تفاده می 3متقارن از  ری فوری تح  بارذااری غیر ل متقارن محوریک  برای حل مسائ

��کنند مقدار در اینگون  مسائل از آنجا ک  خوا  و نیروها در را تای محیطی تغییری نمی

𝜕𝜃
برابر صفر  

. این [47]شججودنی  صججفر می 𝜃جایی در را ججتای محور مقدار جاب  خواهد بود. ب  عل  تقارن موجود

معادتت  عاد  در حال  متقارن محوری خواهد شد. در نهای فرضجیات باعث حاف شدن معادل  دوم ت 

 توان برای حال  متقارن محوری ب  شکل زیر بازنویسی کرد:تعاد  را می

(4-4) 𝜕(𝑟𝜎𝑟)

𝜕𝑟
− 𝜎𝜃 + 𝑟

𝜕𝜏𝑟𝑧
𝜕𝑧

+ 𝑟𝑓𝑟 = 𝑟𝜌
𝜕2𝑢𝑟
𝜕𝑡2

 

(4-5) 𝜕(𝑟𝜏𝑟𝑧)

𝜕𝑟
+ 𝑟

𝜕𝜎𝑧
𝜕𝑧

+ 𝑟𝑓𝑧 =  𝑟𝜌
𝜕2𝑢𝑧
𝜕𝑡2

 

 :[45]ذرددزیر بیان میجایی ب  صورت روابط تنش برحسب جاب 

(4-1) 𝜎𝑖𝑗 = 𝜆𝛿𝑖𝑗𝑑𝑖𝑣𝑢 + 2𝜇𝑒𝑖𝑗 
 ک  در این رابط  داریم:

(4-7) 𝑑𝑖𝑣𝑢 =
1

𝑟

𝜕(𝑟𝑢)

𝜕𝑟
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧
 

 شوند:هستند و ب  صورت زیر بیان می 4های تم ثاب  𝜇و  𝜆و همننین در این رابط  

(4-8) 𝜆 =
𝐸𝜈

(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)
 

                                                           
3 Equations of motion 
9 Axisymmetric 

1 Fourier series 

7 Lamé constants 
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(4-1) 𝜇 = 𝐺 =
𝐸

2(1 + 𝜈)
 

ا ججتفاده از های کرنش را با همننین باید مولف  (5-4)و  (4-4)ها در معادتت برای بیان تنش

 جایی در حال  متقارن محوری نوش :روابط زیر برحسب جاب 

(4-11) 𝜀𝑟 =
𝜕𝑢

𝜕𝑟
 

(4-11) 𝜀𝜃 =
𝑢

𝑟
 

(4-12) 𝜀𝑧 =
𝜕𝑤

𝜕𝑧
 

(4-13) 2𝜀𝑟𝑧 = 𝛾𝑟𝑧 =
𝜕𝑢

𝜕𝑧
+
𝜕𝑤

𝜕𝑟
 

ها را تنش (1-4)در معادل   (13-4)و  (12-4)، (11-4)، (11-4)، (7-4)با جایگااری روابط  

 صورت زیر خواهیم داش :جایی ب برحسب جاب 

(4-14) 𝜎𝑟 = 𝜆 (
1

𝑟

𝜕(𝑟𝑢)

𝜕𝑟
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧
) + 2𝜇𝜀𝑟 = 𝜆 (

𝑢

𝑟
+
𝜕𝑢

𝜕𝑟
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧
) + 2𝜇

𝜕𝑢

𝜕𝑟
 

(4-15) 𝜎𝜃 = 𝜆 (
1

𝑟

𝜕(𝑟𝑢)

𝜕𝑟
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧
) +  2𝜇𝜀𝜃 = 𝜆 (

𝑢

𝑟
+
𝜕𝑢

𝜕𝑟
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧
) + 2𝜇

𝑢

𝑟
 

(4-11) 𝜎𝑧 =  𝜆 (
1

𝑟

𝜕(𝑟𝑢)

𝜕𝑟
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧
) + 2𝜇𝜀𝑧 = 𝜆 (

𝑢

𝑟
+
𝜕𝑢

𝜕𝑟
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧
) + 2𝜇

𝜕𝑤

𝜕𝑧
 

(4-17) 𝜎13 = 𝜏𝑟𝑧 = 2 𝜇𝜀𝑟𝑧 = 𝜇 (
𝜕𝑢

𝜕𝑧
+
𝜕𝑤

𝜕𝑟
) 

های نیروی شوند. مولف بر روی مرز تعیین می 1های  طحیشرایط مرزی از طریق بردار تنش

 شوند.ب  تانسور تنش مرتضط می 2مرزی از طریق فرمو  کوشی

(4-18) 𝑇𝑟𝑖
𝑛 = 𝜎𝑖𝑗𝑛𝑗 

𝑇𝑟𝑖ک  در این رابط  
𝑛  مولف  تنش  طحی بر روی  طح مرزی ا   ک  بردار یک  نرما  آنn 

 باشد.می

                                                           
3 Traction vector 

9 Cauchy’s formula 
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 ت حرکتسازی معادلاگسسته 7-9

ا تفاده  1محدود مضتنی بر رول ذلرکینبندی المانتوان از فرمو برای حل معادتت حرک  می

( با این فرض eمحدود ا  . برای هر المان مضنا )یافت  مشاب  مد  المانمحدود تو ع نمود. مد  المان

اند؛ همان طور ک  در فیل ذاشت  نشان داده غنی شده  ازی،های آن با هر دو تابع غنیک  تمامی ذره

 شوند:یجایی با ا تفاده از روابط زیر تقریب زده مهای جاب شد، مولف 

(4-11) 𝑢 = 𝑢𝑟 = 𝑁ℎ(𝑟, 𝑧)𝑎ℎ
𝑢(𝑡) + ∅ℎ(𝑟, 𝑧)𝑏ℎ

𝑢(𝑡) + 𝛹ℎ𝑚(𝑟, 𝑧)𝑐ℎ𝑚
𝑢 (𝑡) 

(4-21) 𝑤 = 𝑢𝑧 = 𝑁ℎ(𝑟, 𝑧)𝑎ℎ
𝑤(𝑡) + ∅ℎ(𝑟, 𝑧)𝑏ℎ

𝑤(𝑡) + 𝛹ℎ𝑚(𝑟, 𝑧)𝑐ℎ𝑚
𝑤 (𝑡) 

h = 1,2,…,ne       m = 1,2,3,4 

ا   ک   2( ا  . این تقریب از نوع کانتروویچeتعداد نقاط ذرهی در المان مضنا ) neک  در آن 

 جایی در هرهای جاب شجججوند. در این رابط  مولف ان ب  توابعی مج ا تفکیک میو مک در آن توابع زمان

,𝑁ℎ(𝑟ذره تابع زمان هسجتند و تابع شجکل    𝑧) های ، تابعی از متغیرهای مکان ا  . مشتق دوم مولف

 آورد: د  ب صورت زیر توان ب جایی را میجاب 

(4-21) 𝑢̈ = 𝑁ℎ(𝑟, 𝑧)𝑎̈ℎ
𝑢(𝑡) + ∅ℎ(𝑟, 𝑧)𝑏̈ℎ

𝑢(𝑡) + 𝛹ℎ𝑚(𝑟, 𝑧)𝑐̈ℎ𝑚
𝑢 (𝑡) 

(4-22) 𝑤̈ = 𝑁ℎ(𝑟, 𝑧)𝑎̈ℎ
𝑤(𝑡) + ∅ℎ(𝑟, 𝑧)𝑏̈ℎ

𝑤(𝑡) + 𝛹ℎ𝑚(𝑟, 𝑧)𝑐̈ℎ𝑚
𝑤 (𝑡) 

h = 1,2,…,ne       m = 1,2,3,4 

,𝑆𝑙(𝑟با اعما  انتگرا  باقی مانده وزنی نسججض  ب  توابع وزنی  𝑧)  تقریب ذلرکین ب  صججورت ،

 زیر بیان خواهد ذش :

(4-23) ∫(
𝜕(𝑟𝜎𝑟)

𝜕𝑟
− 𝜎𝜃 + 𝑟

𝜕𝜏𝑟𝑧
𝜕𝑧

+ 𝑟𝑓𝑟 − 𝑟𝜌𝑢̈) 𝑆𝑙𝑑𝑉

 

𝑉

= 0 

(4-24) ∫(
𝜕(𝑟𝜏𝑟𝑧)

𝜕𝑟
+ 𝑟

𝜕𝜎𝑧
𝜕𝑧

+ 𝑟𝑓𝑧 −  𝑟𝜌𝑤̈) 𝑆𝑙𝑑𝑉

 

𝑉

= 0 

l=1,2,…,ns 

,𝑆𝑙(𝑟کج  در این روابط   𝑧) یافت  خواهند بود. یعنی محدود تو جججع همان توابع شجججکل المان

 خواهیم داش :

(4-25) 𝑆𝑙 = {𝑁1, 𝑁2, 𝑁3, 𝑁4, ∅1, ∅2, ∅3, ∅4, 𝛹1𝑚 , 𝛹2𝑚, 𝛹3𝑚, 𝛹4𝑚} 

 𝑚 = 1,2,3,4 

                                                           
3 Galerkin method 

9 Kantrovitch type of approximation 
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و ا تفاده از تاوری  (24-4)و  (23-4)وابط مشتق ر هایب  ترم 1بندی ضجعیف با اعما  فرمو 

 توان نوش :می [48]ذوس

(4-21) ∫
𝜕(𝑟𝜎𝑟)

𝜕𝑟
𝑆𝑙𝑑𝑉

 

𝑉(𝑒)

= ∫ 𝑟𝜎𝑟𝑛𝑟𝑆𝑙𝑑𝐴
 

𝐴(𝑒)

−∫ 𝑟
𝜕𝑆𝑙
𝜕𝑟

𝜎𝑟𝑑𝑉
 

𝑉(𝑒)

 

(4-27) ∫ 𝑟
𝜕𝜏𝑟𝑧
𝜕𝑧

𝑆𝑙𝑑𝑉
 

𝑉(𝑒)

= ∫ 𝑟𝜏𝑟𝑧𝑛𝑧𝑆𝑙𝑑𝐴
 

𝐴(𝑒)

−∫ 𝑟
𝜕𝑆𝑙
𝜕𝑧

𝜏𝑟𝑧𝑑𝑉
 

𝑉(𝑒)

 

(4-28) ∫
𝜕(𝑟𝜏𝑟𝑧)

𝜕𝑟
𝑆𝑙𝑑𝑉

 

𝑉(𝑒)

= ∫ 𝑟𝜏𝑟𝑧𝑛𝑟𝑆𝑙𝑑𝐴
 

𝐴(𝑒)

−∫ 𝑟
𝜕𝑆𝑙
𝜕𝑟

𝜏𝑟𝑧𝑑𝑉
 

𝑉(𝑒)

 

(4-21) ∫ 𝑟
𝜕𝜎𝑧
𝜕𝑧

𝑆𝑙𝑑𝑉
 

𝑉(𝑒)

= ∫ 𝑟𝜎𝑧𝑛𝑧𝑆𝑙𝑑𝐴
 

𝐴(𝑒)

−∫ 𝑟
𝜕𝑆𝑙
𝜕𝑧

𝜎𝑧𝑑𝑉
 

𝑉(𝑒)

 

صورت توان ب های  م  چپ معادتت بات را میاولین عضارت 2نظر ذرفتن فرمو  کوشی با در

 زیر نوش :

(4-31) ∫ 𝑟𝜎𝑟𝑛𝑟𝑆𝑙𝑑𝐴
 

𝐴(𝑒)

= ∫ 𝑟𝑇𝑟𝑟
𝑛𝑟𝑆𝑙𝑑𝐴

 

𝐴(𝑒)

 

(4-31) ∫ 𝑟𝜏𝑟𝑧𝑛𝑧𝑆𝑙𝑑𝐴
 

𝐴(𝑒)

= ∫ 𝑟𝑇𝑟𝑟
𝑛𝑧𝑆𝑙𝑑𝐴

 

𝐴(𝑒)

 

(4-32) ∫ 𝑟𝜏𝑟𝑧𝑛𝑟𝑆𝑙𝑑𝐴
 

𝐴(𝑒)

= ∫ 𝑟𝑇𝑟𝑧
𝑛𝑟𝑆𝑙𝑑𝐴

 

𝐴(𝑒)

 

(4-33) ∫ 𝑟𝜎𝑧𝑛𝑧𝑆𝑙𝑑𝐴
 

𝐴(𝑒)

= ∫ 𝑟𝑇𝑟𝑧
𝑛𝑧𝑆𝑙𝑑𝐴

 

𝐴(𝑒)

 

 خواهیم داش : (24-4)و  (23-4)با جایگااری این روابط در معادتت 

(4-34) 
 

∫ 𝑟𝑇𝑟𝑟
𝑛𝑟𝑆𝑙𝑑𝐴

 

𝐴(𝑒)

−∫ 𝑟
𝜕𝑆𝑙
𝜕𝑟

𝜎𝑟𝑑𝑉
 

𝑉(𝑒)

−∫ 𝜎𝜃𝑆𝑙𝑑𝑉
 

𝑉(𝑒)

+∫ 𝑟𝑇𝑟𝑟
𝑛𝑧𝑆𝑙𝑑𝐴

 

𝐴(𝑒)

 

−∫ 𝑟
𝜕𝑆𝑙
𝜕𝑧

𝜏𝑟𝑧𝑑𝑉
 

𝑉(𝑒)

− ∫ 𝑟𝜌𝑢̈𝑆𝑙𝑑𝑉

 

𝑉(𝑒)

+∫ 𝑟𝑓𝑟𝑆𝑙𝑑𝑉
 

𝑉(𝑒)

= 0 

(4-35) 
 

∫ 𝑟𝑇𝑟𝑧
𝑛𝑟𝑆𝑙𝑑𝐴

 

𝐴(𝑒)

−∫ 𝑟
𝜕𝑆𝑙
𝜕𝑟

𝜏𝑟𝑧𝑑𝑉
 

𝑉(𝑒)

+∫ 𝑟𝑇𝑟𝑧
𝑛𝑧𝑆𝑙𝑑𝐴

 

𝐴(𝑒)

 

−∫ 𝑟
𝜕𝑆𝑙
𝜕𝑧

𝜎𝑧𝑑𝑉
 

𝑉(𝑒)

− ∫ 𝑟𝜌𝑤̈𝑆𝑙𝑑𝑉

 

𝑉(𝑒)

+∫ 𝑟𝑓𝑧𝑆𝑙𝑑𝑉
 

𝑉(𝑒)

= 0 

                                                           
3 Weak formulation 

9 Cauchy formula 
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 ی زیر نوش :توان ب  صورت  اده شدهک  این معادتت را می

(4-31) ∫ 𝑟𝜌𝑢̈𝑆𝑙𝑑𝑉

 

𝑉(𝑒)

+∫ 𝑟
𝜕𝑆𝑙
𝜕𝑟

𝜎𝑟𝑑𝑉
 

𝑉(𝑒)

+∫ 𝜎𝜃𝑆𝑙𝑑𝑉
 

𝑉(𝑒)

+∫ 𝑟
𝜕𝑆𝑙
𝜕𝑧

𝜏𝑟𝑧𝑑𝑉
 

𝑉(𝑒)

= 𝐹𝑟 

(4-37) ∫ 𝑟𝜌𝑤̈𝑆𝑙𝑑𝑉

 

𝑉(𝑒)

+∫ 𝑟
𝜕𝑆𝑙
𝜕𝑟

𝜏𝑟𝑧𝑑𝑉
 

𝑉(𝑒)

+∫ 𝑟
𝜕𝑆𝑙
𝜕𝑧

𝜎𝑧𝑑𝑉
 

𝑉(𝑒)

= 𝐹𝑧 

 صورت زیر داریم:را ب  𝐹𝑧و  𝐹𝑟در این روابط 

(4-38) 𝐹𝑟 = ∫ 𝑟𝑇𝑟𝑟
𝑛𝑟𝑆𝑙𝑑𝐴

 

𝐴(𝑒)

+∫ 𝑟𝑇𝑟𝑟
𝑛𝑧𝑆𝑙𝑑𝐴

 

𝐴(𝑒)

+∫ 𝑟𝑓𝑟𝑆𝑙𝑑𝑉
 

𝑉(𝑒)

 

(4-31) 𝐹𝑧 = ∫ 𝑟𝑇𝑟𝑧
𝑛𝑟𝑆𝑙𝑑𝐴

 

𝐴(𝑒)

+∫ 𝑟𝑇𝑟𝑧
𝑛𝑧𝑆𝑙𝑑𝐴

 

𝐴(𝑒)

+∫ 𝑟𝑓𝑧𝑆𝑙𝑑𝑉
 

𝑉(𝑒)

 

بر حسججب  (17-4)و  (11-4)، (15-4)، (14-4)آمده از روابط  د ج  ب های جایگااری تنشبا 

 خواهد آمد: د  ب معادتت زیر  (35-4)و  (34-4)جایی در روابط جاب 

(4-41) 
 

∫ 𝑟𝜌𝑢̈𝑆𝑙𝑑𝑉

 

𝑉(𝑒)

+ ∫ 𝑟
𝜕𝑆𝑙
𝜕𝑟

(𝜆 (
𝑢

𝑟
+
𝜕𝑢

𝜕𝑟
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧
) + 2𝜇

𝜕𝑢

𝜕𝑟
) 𝑑𝑉

 

𝑉(𝑒)

+∫ 𝑆𝑙 (𝜆 (
𝑢

𝑟
+
𝜕𝑢

𝜕𝑟
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧
) + 2𝜇

𝑢

𝑟
) 𝑑𝑉

 

𝑉(𝑒)

+∫ 𝑟
𝜕𝑆𝑙
𝜕𝑧

(𝜇 (
𝜕𝑢

𝜕𝑧
+
𝜕𝑤

𝜕𝑟
) ) 𝑑𝑉

 

𝑉(𝑒)

= 𝐹𝑟 

(4-41) 
 

∫ 𝑟𝜌𝑤̈𝑆𝑙𝑑𝑉

 

𝑉(𝑒)

+ ∫ 𝑟
𝜕𝑆𝑙
𝜕𝑟

(𝜇 (
𝜕𝑢

𝜕𝑧
+
𝜕𝑤

𝜕𝑟
) ) 𝑑𝑉

 

𝑉(𝑒)

 

+∫ 𝑟
𝜕𝑆𝑙
𝜕𝑧

( 𝜆 (
𝑢

𝑟
+
𝜕𝑢

𝜕𝑟
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧
)+2𝜇

𝜕𝑤

𝜕𝑧
) ) 𝑑𝑉

 

𝑉(𝑒)

= 𝐹𝑧   

ها شجججامل هردو تابع ذره ک  تمامی ذره neبا تعداد  eاکنون بجا در نظر ذرفتن المجان مضنای   

و  (21-4)، (21-4)، (11-4)جایی را همانگون  ک  در معادتت های جاب  جججازی هسجججتند، مولف غنی

 نماییم:زنیم و در معادتت بات جایگااری میبیان ذردید تقریب می (4-22)
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(4-42) 

∫ 𝑟𝜌(𝑁ℎ𝑎̈ℎ
𝑢 + ∅ℎ𝑏̈ℎ

𝑢 +𝛹ℎ𝑚𝑐̈ℎ𝑚
𝑢 )𝑆𝑙𝑑𝑉

 

𝑉(𝑒)

 

+∫ 𝑟
𝜕𝑆𝑙
𝜕𝑟

(𝜆 (
𝑁ℎ𝑎ℎ

𝑢 + ∅ℎ𝑏ℎ
𝑢 +𝛹ℎ𝑚𝑐ℎ𝑚

𝑢

𝑟

 

𝑉(𝑒)

+ (𝑁ℎ,𝑟𝑎ℎ
𝑢 + ∅ℎ,𝑟𝑏ℎ

𝑢 +𝛹ℎ𝑚,𝑟𝑐ℎ𝑚
𝑢 )

+ (𝑁ℎ,𝑧𝑎ℎ
𝑤 + ∅ℎ,𝑧𝑏ℎ

𝑤 +𝛹ℎ𝑚,𝑧𝑐ℎ𝑚
𝑤 ) )

+ 2𝜇(𝑁ℎ,𝑟𝑎ℎ
𝑢 + ∅ℎ,𝑟𝑏ℎ

𝑢 +𝛹ℎ𝑚,𝑟𝑐ℎ𝑚
𝑢 ) )𝑑𝑉 

+∫ 𝑆𝑙 (𝜆 (
𝑁ℎ𝑎ℎ

𝑢 + ∅ℎ𝑏ℎ
𝑢 +𝛹ℎ𝑚𝑐ℎ𝑚

𝑢

𝑟

 

𝑉(𝑒)

+ (𝑁ℎ,𝑟𝑎ℎ
𝑢 + ∅ℎ,𝑟𝑏ℎ

𝑢 +𝛹ℎ𝑚,𝑟𝑐ℎ𝑚
𝑢 )

+ (𝑁ℎ,𝑧𝑎ℎ
𝑤 + ∅ℎ,𝑧𝑏ℎ

𝑤 +𝛹ℎ𝑚,𝑧𝑐ℎ𝑚
𝑤 ) )

+ 2𝜇 (
𝑁ℎ𝑎ℎ

𝑢 + ∅ℎ𝑏ℎ
𝑢 +𝛹ℎ𝑚𝑐ℎ𝑚

𝑢

𝑟
) ) 𝑑𝑉 

+∫ 𝑟
𝜕𝑆𝑙
𝜕𝑧

(𝜇(𝑁ℎ,𝑧𝑎ℎ
𝑢 + ∅ℎ,𝑧𝑏ℎ

𝑢 +𝛹ℎ𝑚,𝑧𝑐ℎ𝑚
𝑢 +𝑁ℎ,𝑟𝑎ℎ

𝑤
 

𝑉(𝑒)

+ ∅ℎ,𝑟𝑏ℎ
𝑤 +𝛹ℎ𝑚,𝑟𝑐ℎ𝑚

𝑤 ) )𝑑𝑉 = 𝐹𝑟 

(4-43) 
 

∫ 𝑟𝜌(𝑁ℎ𝑎̈ℎ
𝑤 + ∅ℎ𝑏̈ℎ

𝑤 +𝛹ℎ𝑚𝑐̈ℎ𝑚
𝑤 )𝑆𝑙𝑑𝑉

 

𝑉(𝑒)

 

+ ∫ 𝑟
𝜕𝑆𝑙
𝜕𝑟

(𝜇(𝑁ℎ,𝑧𝑎ℎ
𝑢 + ∅ℎ,𝑧𝑏ℎ

𝑢 +𝛹ℎ𝑚,𝑧𝑐ℎ𝑚
𝑢 +𝑁ℎ,𝑟𝑎ℎ

𝑤

 

𝑉(𝑒)

+ ∅ℎ,𝑟𝑏ℎ
𝑤 +𝛹ℎ𝑚,𝑟𝑐ℎ𝑚

𝑤 ) )𝑑𝑉 

+∫ 𝑟
𝜕𝑆𝑙
𝜕𝑧

(𝜆 (
𝑁ℎ𝑎ℎ

𝑢 + ∅ℎ𝑏ℎ
𝑢 +𝛹ℎ𝑚𝑐ℎ𝑚

𝑢

𝑟

 

𝑉(𝑒)

+ (𝑁ℎ,𝑟𝑎ℎ
𝑢 + ∅ℎ,𝑟𝑏ℎ

𝑢 +𝛹ℎ𝑚,𝑟𝑐ℎ𝑚
𝑢 )

+ (𝑁ℎ,𝑧𝑎ℎ
𝑤 + ∅ℎ,𝑧𝑏ℎ

𝑤 +𝛹ℎ𝑚,𝑧𝑐ℎ𝑚
𝑤 ) )

+ 2𝜇(𝑁ℎ,𝑧𝑎ℎ
𝑤 + ∅ℎ,𝑧𝑏ℎ

𝑤 + 𝛹ℎ𝑚,𝑧𝑐ℎ𝑚
𝑤 ))𝑑𝑉 = 𝐹𝑧 

صورت زیر بازنویسی ها را ب توان آنمی (43-4)و  (42-4) های معادتتبا مرتب  ازی عضارت

 کرد:
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(4-44) 
 

( ∫ 𝑟𝜌𝑁ℎ𝑆𝑙

 

𝑉(𝑒)

𝑑𝑉) 𝑎̈ℎ
𝑢 + ( ∫ 𝑟𝜌∅ℎ𝑆𝑙

 

𝑉(𝑒)

𝑑𝑉) 𝑏̈ℎ
𝑢

+ ( ∫ 𝑟𝜌𝛹ℎ𝑚𝑆𝑙

 

𝑉(𝑒)

𝑑𝑉) 𝑐̈ℎ𝑚
𝑢 + 

( ∫ [𝑟𝑆𝑙,𝑟 (
𝜆

𝑟
𝑁ℎ + (𝜆 + 2𝜇)𝑁ℎ,𝑟) + 𝑟𝜇𝑆𝑙,𝑧𝑁ℎ,𝑧

 

𝑉(𝑒)

+ 𝑆𝑙 (𝜆𝑁ℎ,𝑟 +
(𝜆 + 2𝜇)

𝑟  
𝑁ℎ)] 𝑑𝑉)𝑎ℎ

𝑢 + 

( ∫ [𝑟𝑆𝑙,𝑟 (
𝜆

𝑟
∅ℎ + (𝜆 + 2𝜇)∅ℎ,𝑟) + 𝑟𝜇𝑆𝑙,𝑧∅ℎ,𝑧

 

𝑉(𝑒)

+ 𝑆𝑙 (𝜆∅ℎ,𝑟 +
(𝜆 + 2𝜇)

𝑟  
∅ℎ)] 𝑑𝑉)𝑏ℎ

𝑢 + 

( ∫ [𝑟𝑆𝑙,𝑟 (
𝜆

𝑟
𝛹ℎ𝑚 + (𝜆 + 2𝜇)𝛹ℎ𝑚,𝑟) + 𝑟𝜇𝑆𝑙,𝑧𝛹ℎ𝑚,𝑧

 

𝑉(𝑒)

+ 𝑆𝑙 (𝜆𝛹ℎ𝑚,𝑟 +
(𝜆 + 2𝜇)

𝑟  
𝛹ℎ𝑚)] 𝑑𝑉)𝑐ℎ𝑚

𝑢  

+( ∫[𝑟𝜆𝑆𝑙,𝑟𝑁ℎ,𝑧 + 𝜆𝑆𝑙𝑁ℎ,𝑧 + 𝑟𝜇𝑆𝑙,𝑧𝑁ℎ,𝑟]𝑑𝑉

 

𝑉(𝑒)

)𝑎ℎ
𝑤 

+( ∫[𝑟𝜆𝑆𝑙,𝑟∅ℎ,𝑧 + 𝜆𝑆𝑙∅ℎ,𝑧 + 𝑟𝜇𝑆𝑙,𝑧∅ℎ,𝑟]𝑑𝑉

 

𝑉(𝑒)

)𝑏ℎ
𝑤 

+( ∫[𝑟𝜆𝑆𝑙,𝑟𝛹ℎ𝑚,𝑧 + 𝜆𝑆𝑙𝛹ℎ𝑚,𝑧 + 𝑟𝜇𝑆𝑙,𝑧𝛹ℎ𝑚,𝑟]𝑑𝑉

 

𝑉(𝑒)

)𝑐ℎ𝑚
𝑤 = 𝐹𝑟 
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(4-45) 
 

( ∫ 𝑟𝜌𝑁ℎ𝑆𝑙𝑑𝑉

 

𝑉(𝑒)

) 𝑎̈𝑤 + ( ∫ 𝑟𝜌∅ℎ𝑆𝑙𝑑𝑉

 

𝑉(𝑒)

) 𝑏̈𝑤

+ ( ∫ 𝑟𝜌𝛹ℎ𝑚𝑆𝑙𝑑𝑉

 

𝑉(𝑒)

) 𝑐̈𝑤 

+( ∫ [𝑟𝜇𝑆𝑙,𝑟𝑁ℎ,𝑧 + 𝑟𝜆𝑆𝑙,𝑧 (
𝑁ℎ
𝑟
+ 𝑁ℎ,𝑟)] 𝑑𝑉

 

𝑉(𝑒)

)𝑎ℎ
𝑢 

+( ∫ [𝑟𝜇𝑆𝑙,𝑟∅ℎ,𝑧 + 𝑟𝜆𝑆𝑙,𝑧 (
∅ℎ
𝑟
+ ∅ℎ,𝑟)] 𝑑𝑉

 

𝑉(𝑒)

)𝑏ℎ
𝑢 

+( ∫ [𝑟𝜇𝑆𝑙,𝑟𝛹ℎ𝑚,𝑧 + 𝑟𝜆𝑆𝑙,𝑧 (
𝛹ℎ𝑚
𝑟

+ 𝛹ℎ𝑚,𝑟)]𝑑𝑉

 

𝑉(𝑒)

)𝑐ℎ𝑚
𝑢  

+( ∫[𝑟𝜇𝑆𝑙,𝑟𝑁ℎ,𝑟 + 𝑟(𝜆 + 2𝜇)𝑆𝑙,𝑧𝑁ℎ,𝑧]𝑑𝑉

 

𝑉(𝑒)

)𝑎ℎ
𝑤 

+( ∫[𝑟𝜇𝑆𝑙,𝑟∅ℎ,𝑟 + 𝑟(𝜆 + 2𝜇)𝑆𝑙,𝑧∅ℎ,𝑧]𝑑𝑉

 

𝑉(𝑒)

)𝑏ℎ
𝑤 

+( ∫[𝑟𝜇𝑆𝑙,𝑟𝛹ℎ𝑚,𝑟 + 𝑟(𝜆 + 2𝜇)𝑆𝑙,𝑧𝛹ℎ𝑚,𝑧]𝑑𝑉

 

𝑉(𝑒)

)𝑐ℎ𝑚
𝑤  = 𝐹𝑧 

 توان در غالب یک معادل  ماتریسی ب  فرم زیر مونتاژ کرد:این معادتت را می

(4-41) [𝑀]{∆̈} + [𝐾]{∆} = {𝐹} 

بردار  {∆}ماتری   جججفتی المان خواهد بود.  [𝐾]مجاتری  جرم المان و   [𝑀]در این رابطج   

ها و بردارها ( این ماتری eنی  بردار نیروهای ذرهی ا   ک  برای المان مضنا ) {𝐹}مجهوتت ذرهی و 

 آیند:می د  ب صورت زیر ب 

(4-47) [𝑀](𝑒) = [
[𝑚11]

[0]
 
[𝑚12]

[0]
 
[𝑚13]

[0]
 
[0]
[𝑚24]

 
[0]
[𝑚25]

 
[0]
[𝑚26]

] 

(4-48) [𝐾](𝑒) = [
[𝑘11] [𝑘12] [𝑘13]

[𝑘21] [𝑘22] [𝑘23]
   
[𝑘14] [𝑘15] [𝑘16]

[𝑘24] [𝑘25] [𝑘26]
] 
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(4-41) {∆} = {𝑎ℎ
𝑢, 𝑏ℎ

𝑢, 𝑐ℎ𝑚
𝑢 , 𝑎ℎ

𝑤, 𝑏ℎ
𝑤, 𝑐ℎ𝑚

𝑤 }𝑇 
h , m =1,2,3,4 

(4-51) {𝐹}(𝑒) = {
𝐹𝑟
𝐹𝑧
} =

{
 
 

 
 ∫ 𝑟(𝑇𝑟𝑟

𝑛𝑟 + 𝑇𝑟𝑟
𝑛𝑧)𝑆𝑙𝑑𝐴

 

𝐴(𝑒)

+∫ 𝑟𝑓𝑟𝑆𝑙𝑑𝑉
 

𝑉(𝑒)

∫ 𝑟(𝑇𝑟𝑧
𝑛𝑟 + 𝑇𝑟𝑧

𝑛𝑧)𝑆𝑙𝑑𝐴
 

𝐴(𝑒)

+∫ 𝑟𝑓𝑧𝑆𝑙𝑑𝑉
 

𝑉(𝑒) }
 
 

 
 

 

 توان از معادتت زیر ا ترراج نمود:های جرم و  فتی را نی  میهای ماتری مولف 

(4-51) [𝑚11] = [𝑚24] = [∫𝑟𝜌𝑁ℎ

 

𝑉

𝑆𝑙𝑑𝑉] 

(4-52) [𝑚12] = [𝑚25] = [∫𝑟𝜌∅ℎ𝑆𝑙

 

𝑉

𝑑𝑉] 

(4-53) [𝑚13] = [𝑚26] = [∫𝑟𝜌𝛹ℎ𝑚𝑆𝑙𝑑𝑉

 

𝑉

] 

(4-54) 
 

[𝑘11] = ∫ 𝑟 [
𝜆

𝑟
𝑆𝑙,𝑟𝑁ℎ + (𝜆 + 2𝜇)𝑆𝑙,𝑟𝑁ℎ,𝑟 + 𝜇𝑆𝑙,𝑧𝑁ℎ,𝑧

 

𝑉(𝑒)

 

+
𝜆

𝑟
𝑆𝑙𝑁ℎ,𝑟 +

(𝜆 + 2𝜇)

𝑟  2
𝑆𝑙𝑁ℎ] 𝑑𝑉 

(4-55) 
 

[𝑘12] = ∫ 𝑟 [
𝜆

𝑟
𝑆𝑙,𝑟∅ℎ + (𝜆 + 2𝜇)𝑆𝑙,𝑟∅ℎ,𝑟 + 𝑟𝜇𝑆𝑙,𝑧∅ℎ,𝑧

 

𝑉(𝑒)

+
𝜆

𝑟
𝑆𝑙∅ℎ,𝑟 +

(𝜆 + 2𝜇)

𝑟2
𝑆𝑙∅ℎ] 𝑑𝑉 

(4-51) 
 

[𝑘13] = ∫ 𝑟 [
𝜆

𝑟
𝑆𝑙,𝑟𝛹ℎ𝑚 + (𝜆 + 2𝜇)𝑆𝑙,𝑟𝛹ℎ𝑚,𝑟 + 𝑟𝜇𝑆𝑙,𝑧𝛹ℎ𝑚,𝑧

 

𝑉(𝑒)

+
𝜆

𝑟
𝑆𝑙𝛹ℎ𝑚,𝑟 +

(𝜆 + 2𝜇)

𝑟2
𝑆𝑙𝛹ℎ𝑚] 𝑑𝑉 

(4-57) [𝑘14] = ∫ 𝑟 [𝜆𝑆𝑙,𝑟𝑁ℎ,𝑧 +
𝜆

𝑟
𝑆𝑙𝑁ℎ,𝑧 + 𝜇𝑆𝑙,𝑧𝑁ℎ,𝑟] 𝑑𝑉

 

𝑉(𝑒)

 

(4-58) [𝑘15] = ∫ 𝑟 [𝜆𝑆𝑙,𝑟∅ℎ,𝑧 +
𝜆

𝑟
𝑆𝑙∅ℎ,𝑧 + 𝜇𝑆𝑙,𝑧∅ℎ,𝑟] 𝑑𝑉

 

𝑉(𝑒)
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(4-51) [𝑘16] = ∫ 𝑟 [𝜆𝑆𝑙,𝑟𝛹ℎ𝑚,𝑧 +
𝜆

𝑟
𝑆𝑙𝛹ℎ𝑚,𝑧 + 𝜇𝑆𝑙,𝑧𝛹ℎ𝑚,𝑟] 𝑑𝑉

 

𝑉(𝑒)

 

(4-11) [𝑘21] = ∫ 𝑟 [𝜇𝑆𝑙,𝑟𝑁ℎ,𝑧 +
𝜆

𝑟
𝑆𝑙,𝑧𝑁ℎ + 𝜆𝑆𝑙,𝑧𝑁ℎ,𝑟] 𝑑𝑉

 

𝑉(𝑒)

 

(4-11) [𝑘22] = ∫ 𝑟 [𝜇𝑆𝑙,𝑟∅ℎ,𝑧 +
𝜆

𝑟
𝑆𝑙,𝑧∅ℎ + 𝜆𝑆𝑙,𝑧∅ℎ,𝑟] 𝑑𝑉

 

𝑉(𝑒)

 

(4-12) [𝑘23] = ∫ 𝑟 [𝜇𝑆𝑙,𝑟𝛹ℎ𝑚,𝑧 +
𝜆

𝑟
𝑆𝑙,𝑧𝛹ℎ𝑚 + 𝜆𝑆𝑙,𝑧𝛹ℎ𝑚,𝑟] 𝑑𝑉

 

𝑉(𝑒)

 

(4-13) [𝑘24] = ∫ 𝑟[𝜇𝑆𝑙,𝑟𝑁ℎ,𝑟 + (𝜆 + 2𝜇)𝑆𝑙,𝑧𝑁ℎ,𝑧]𝑑𝑉

 

𝑉(𝑒)

 

(4-14) [𝑘25] = ∫ 𝑟[𝜇𝑆𝑙,𝑟∅ℎ,𝑟 + (𝜆 + 2𝜇)𝑆𝑙,𝑧∅ℎ,𝑧]𝑑𝑉

 

𝑉(𝑒)

 

(4-15) [𝑘26] = ∫ 𝑟[𝜇𝑆𝑙,𝑟𝛹ℎ𝑚,𝑟 + (𝜆 + 2𝜇)𝑆𝑙,𝑧𝛹ℎ𝑚,𝑧]𝑑𝑉

 

𝑉(𝑒)

 

 توان ب  فرم ماتریسی زیر بازنویسی نمود:ها را میاین مولف 

(4-11) [𝑚11] = [𝑚24] = ∫ 𝑟𝜌[𝑆]𝑇[𝑁]𝑑𝑉

 

𝑉(𝑒)

 

(4-17) [𝑚12] = [𝑚25] = ∫ 𝑟𝜌[𝑆]𝑇[𝛷]𝑑𝑉

 

𝑉(𝑒)

 

(4-18) 
 

[𝑚13] = [𝑚26]

= ∫𝑟[𝜌[𝑆]𝑇[𝛹1]  𝜌[𝑆]
𝑇[𝛹2]  𝜌[𝑆]

𝑇[𝛹3]  𝜌[𝑆]
𝑇[𝛹4]]𝑑𝑉

 

𝑉

 

(4-11) 
 

[𝑘11] = ∫𝑟 [
𝜆

𝑟
[𝐺13]

𝑇[𝑁] + (𝜆 + 2𝜇)[𝐺13]
𝑇[𝐺1]

 

𝑉

 

+𝜇[𝐺14]
𝑇[𝐺2] +

𝜆

𝑟
[𝑆]𝑇[𝐺1] +

(𝜆 + 2𝜇)

𝑟2
[𝑆]𝑇[𝑁] ] 𝑑𝑉 

(4-71) 
 

[𝑘12] = ∫ 𝑟 [
𝜆

𝑟
[𝐺13]

𝑇[𝛷] + (𝜆 + 2𝜇)[𝐺13]
𝑇[𝐺3]

 

𝑉

 

+𝜇[𝐺14]
𝑇[𝐺4] +

𝜆

𝑟
[𝑆]𝑇[𝐺3] +

(𝜆 + 2𝜇)

𝑟2
[𝑆]𝑇[𝛷] ] 𝑑𝑉 
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(4-71) 
 

[𝑘13] = [∫ 𝑟 [
𝜆

𝑟
[𝐺13]

𝑇[𝛹1] + (𝜆 + 2𝜇)[𝐺13]
𝑇[𝐺5]

 

𝑉

 

+𝜇[𝐺14]
𝑇[𝐺9] +

𝜆

𝑟
[𝑆]𝑇[𝐺5] +

(𝜆 + 2𝜇)

𝑟2
[𝑆]𝑇[𝛹1] ] 𝑑𝑉 

  ∫ 𝑟 [
𝜆

𝑟
[𝐺13]

𝑇[𝛹2] + (𝜆 + 2𝜇)[𝐺13]
𝑇[𝐺6]

 

𝑉

 

+𝜇[𝐺14]
𝑇[𝐺10] +

𝜆

𝑟
[𝑆]𝑇[𝐺6] +

(𝜆 + 2𝜇)

𝑟2
[𝑆]𝑇[𝛹2] ] 𝑑𝑉 

    ∫ 𝑟 [
𝜆

𝑟
[𝐺13]

𝑇[𝛹3] + (𝜆 + 2𝜇)[𝐺13]
𝑇[𝐺7]

 

𝑉

 

+𝜇[𝐺14]
𝑇[𝐺11] +

𝜆

𝑟
[𝑆]𝑇[𝐺7] +

(𝜆 + 2𝜇)

𝑟2
[𝑆]𝑇[𝛹3] ] 𝑑𝑉 

   ∫ 𝑟 [
𝜆

𝑟
[𝐺13]

𝑇[𝛹4] + (𝜆 + 2𝜇)[𝐺13]
𝑇[𝐺8]

 

𝑉

 

+𝜇[𝐺14]
𝑇[𝐺12] +

𝜆

𝑟
[𝑆]𝑇[𝐺8] +

(𝜆 + 2𝜇)

𝑟2
[𝑆]𝑇[𝛹4] ] 𝑑𝑉] 

(4-72) [𝑘14] = ∫ 𝑟 [𝜆[𝐺13]
𝑇[𝐺2] +

𝜆

𝑟
[𝑆]𝑇[𝐺2] + 𝜇[𝐺14]

𝑇[𝐺1]] 𝑑𝑉
 

𝑉

 

(4-73) [𝑘15] = ∫ 𝑟 [𝜆[𝐺13]
𝑇[𝐺4] +

𝜆

𝑟
[𝑆]𝑇[𝐺4] + 𝜇[𝐺14]

𝑇[𝐺3]] 𝑑𝑉
 

𝑉

 

(4-74) 

[𝑘16] = ∫ 𝑟 [(𝜆[𝐺13]
𝑇[𝐺9] +

𝜆

𝑟
[𝑆]𝑇[𝐺9] + 𝜇[𝐺14]

𝑇[𝐺5])
 

𝑉

 

(𝜆[𝐺13]
𝑇[𝐺10] +

𝜆

𝑟
[𝑆]𝑇[𝐺10] + 𝜇[𝐺14]

𝑇[𝐺6])  

  (𝜆[𝐺13]
𝑇[𝐺11] +

𝜆

𝑟
[𝑆]𝑇[𝐺11] + 𝜇[𝐺14]

𝑇[𝐺7])    

 (𝜆[𝐺13]
𝑇[𝐺12] +

𝜆

𝑟
[𝑆]𝑇[𝐺12] + 𝜇[𝐺14]

𝑇[𝐺8])] 𝑑𝑉   

(4-75) [𝑘21] = ∫𝑟 [𝜇[𝐺13]
𝑇[𝐺2] +

𝜆

𝑟
[𝐺14]

𝑇[𝑁] + 𝜆[𝐺14]
𝑇[𝐺1]] 𝑑𝑉

 

𝑉

 

(4-71) [𝑘22] = ∫𝑟 [𝜇[𝐺13]
𝑇[𝐺4] +

𝜆

𝑟
[𝐺14]

𝑇[𝛷] + 𝜆[𝐺14]
𝑇[𝐺3]] 𝑑𝑉

 

𝑉
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(4-77) 

[𝑘23] = ∫𝑟 [(𝜇[𝐺13]
𝑇[𝐺9] +

𝜆

𝑟
[𝐺14]

𝑇[𝛹1]

 

𝑉

+ 𝜆[𝐺14]
𝑇[𝐺5])     (𝜇[𝐺13]

𝑇[𝐺10] +
𝜆

𝑟
[𝐺14]

𝑇[𝛹2]

+ 𝜆[𝐺14]
𝑇[𝐺6])   (𝜇[𝐺13]

𝑇[𝐺11] +
𝜆

𝑟
[𝐺14]

𝑇[𝛹3]

+ 𝜆[𝐺14]
𝑇[𝐺7])   (𝜇[𝐺13]

𝑇[𝐺12] +
𝜆

𝑟
[𝐺14]

𝑇[𝛹4]

+ 𝜆[𝐺14]
𝑇[𝐺8])] 𝑑𝑉 

(4-78) [𝑘24] = ∫𝑟[𝜇[𝐺13]
𝑇[𝐺1] + (𝜆 + 2𝜇)[𝐺14]

𝑇[𝐺2]]𝑑𝑉

 

𝑉

 

(4-71) [𝑘25] = ∫𝑟[𝜇[𝐺13]
𝑇[𝐺3] + (𝜆 + 2𝜇)[𝐺14]

𝑇[𝐺4]]𝑑𝑉

 

𝑉

 

(4-81) 

[𝑘26] = ∫[(𝜇[𝐺13]
𝑇[𝐺5] + (𝜆 + 2𝜇)[𝐺14]

𝑇[𝐺9])(𝜇[𝐺13]
𝑇[𝐺6]

 

𝑉

+ (𝜆 + 2𝜇)[𝐺14]
𝑇[𝐺10]) (𝜇[𝐺13]

𝑇[𝐺7]
+ (𝜆 + 2𝜇)[𝐺14]

𝑇[𝐺11]) (𝜇[𝐺13]
𝑇[𝐺8]

+ (𝜆 + 2𝜇)[𝐺14]
𝑇[𝐺12])]𝑑𝑉 

ان چهارذرهی ب  صورت زیر ها وبردارهای ا جتفاده شده در این معادتت برای یک الم ماتری 

 شوند:بیان می

(4-81) [𝑆] = [𝑁1  …  𝑁4  𝛷1  …  𝛷4  𝛹11  …  𝛹44]  

(4-82) [𝑁] = [𝑁1  𝑁2  𝑁3  𝑁4 ]  

(4-83) [𝛷] = [𝛷1  𝛷2  𝛷3  𝛷4 ] 

(4-84) [𝛹1] = [𝛹11  𝛹12  𝛹13  𝛹14 ]  

(4-85) [𝛹2] = [𝛹21  𝛹22  𝛹23  𝛹24 ]  

(4-81) [𝛹3] = [𝛹31  𝛹32  𝛹33  𝛹34 ]  

(4-87) [𝛹4] = [𝛹41  𝛹42  𝛹43  𝛹44 ] 

(4-88) [𝐺1] = [𝑁1,𝑥  𝑁2,𝑥  𝑁3,𝑥  𝑁4,𝑥 ]  

(4-81) [𝐺2] = [𝑁1,𝑦  𝑁2,𝑦  𝑁3,𝑦  𝑁4,𝑦 ]  
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(4-11) [𝐺3] = [𝛷1,𝑥  𝛷2,𝑥  𝛷3,𝑥  𝛷4,𝑥 ] 

(4-11) [𝐺4] = [𝛷1,𝑦  𝛷2,𝑦  𝛷3,𝑦  𝛷4,𝑦 ]  

(4-12) [𝐺5] = [𝛹11,𝑥  𝛹12,𝑥   𝛹13,𝑥   𝛹14,𝑥  ]  

(4-13) [𝐺6] = [𝛹21,𝑥  𝛹22,𝑥  𝛹23,𝑥   𝛹24,𝑥 ]  

(4-14) [𝐺7] = [𝛹31,𝑥  𝛹32,𝑥  𝛹33,𝑥   𝛹34,𝑥 ]  

(4-15) [𝐺8] = [𝛹41,𝑥   𝛹42,𝑥  𝛹43,𝑥  𝛹44,𝑥  ] 

(4-11) [𝐺9] = [𝛹11,𝑦  𝛹12,𝑦  𝛹13,𝑦  𝛹14,𝑦 ] 

(4-17) [𝐺10] = [𝛹21,𝑦  𝛹22,𝑦  𝛹23,𝑦  𝛹24,𝑦 ] 

(4-18) [𝐺11] = [𝛹31,𝑦  𝛹32,𝑦  𝛹33,𝑦  𝛹34,𝑦 ] 

(4-11) [𝐺12] = [𝛹41,𝑦  𝛹42,𝑦  𝛹43,𝑦  𝛹44,𝑦 ] 

(4-111) [𝐺13] = [𝑁1,𝑥  …  𝑁4,𝑥   𝛷1,𝑥  …  𝛷4,𝑥   𝛹11,𝑥  …  𝛹44,𝑥 ] 

(4-111) [𝐺14] = [𝑁1,𝑦  …  𝑁4,𝑦  𝛷1,𝑦  …  𝛷4,𝑦  𝛹11,𝑦  …  𝛹44,𝑦 ] 

ها ب  منظور  هول  در پیاده  ازی الگوریتم و برنام   ازی ماتری در این مرحل  برای  جاده 

( ک  ب  eکنیم ک  بردار مجهوتت ذرهی برای المان مضنای )جا مینویسجی، معادتت را ب  صورتی جاب  

 ازی شده ا   ب  صورت زیر تضدیل شود: طور کامل غنی

(4-112) {∆} = {𝑎ℎ
𝑢, 𝑎ℎ

𝑤, 𝑏ℎ
𝑢, 𝑏ℎ

𝑤, 𝑐ℎ𝑚
𝑢 , 𝑐ℎ𝑚

𝑤 } 

 توان ب  صورت زیر  اده نمود:های جرم و  فتی را میدر این صورت ماتری 

(4-113) [𝑀] = ∫ 𝑟𝜌[𝐵𝑚]
𝑇[𝐵𝑚] 𝑑𝑉

 

𝑉(𝑒)

 

(4-114) [𝐾] = ∫ 𝑟[𝐵𝑘]
𝑇[𝐷][𝐵𝑘] 𝑑𝑉

 

𝑉(𝑒)

 

 ک  در این روابط خواهیم داش :

 
 

(4-115) 

 

[𝐵𝑚] = [
𝑁1 … 𝑁4
0 … 0 

 
0 … 0 
𝑁1 … 𝑁4

∅1 … ∅4
0 … 0 

 

0  … 0 
∅1 … ∅4

𝛹11 … 𝛹44
0   … 0   

0   … 0   
𝛹11 … 𝛹44

] 
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(4-111) 

 

[𝐵𝑘] =

[
 
 
 
 
𝑁1,𝑥   … 𝑁4,𝑥
0      … 0     

0    … 0    
𝑁1,𝑦 … 𝑁4,𝑦

∅1,𝑥  … ∅4,𝑥  

0      … 0     
𝑁1

𝑟⁄ …
𝑁4

𝑟⁄

𝑁1,𝑦 … 𝑁4,𝑦 

0    … 0    
𝑁1,𝑥 … 𝑁4,𝑥

∅1
𝑟⁄ …

∅4
𝑟⁄

∅1,𝑦 … ∅4,𝑦 

 

0    … 0     
∅1,𝑦 … ∅4,𝑦

𝛹11,𝑥  … 𝛹44,𝑥
0        … 0        

0      … 0      
𝛹11,𝑦 … 𝛹44,𝑦

0    … 0    
∅1,𝑥 … ∅4,𝑥

𝛹11
𝑟⁄ …

𝛹44
𝑟⁄

𝛹11,𝑦 … 𝛹44,𝑦

0      … 0      
𝛹11,𝑥 … 𝛹11,𝑥]

 
 
 
 

 

ذردد ک  آن ای بیان میارن محوری همانند حال  کرنش صججفح ماتری  خوا  در حال  متق

 دهند:صورت زیر نمایش میرا ب 

(4-117) [𝐷] =
𝐸

(1 + 𝜈)(1 − 2𝜈)
[

1 − 𝜈
𝜈
𝜈
0

𝜈
1 − 𝜈
𝜈
0

𝜈
𝜈

1 − 𝜈
0

0
0
0

(1 − 2𝜈)/2

] 

های ای وپارامتریک، ابتدا در صورت ا تفاده از المان [𝐵𝑚]و  [𝐵𝑘]های برای محا ض  ماتری 

, 𝜉)گاه مرتیجات محلی  د جت ب باید مشجتقات توابع شجکل نسجض      𝜂)   تعیین و با ا تفاده از ماتری

, 𝑥)گاه مرتیجججات د جججتبج   [𝐽𝑎] 1ژاکوبی 𝑦) ری  ژاکوبی ب  صجججورت زیر تعریف انتقا  یابند. مات

 :[41]ذرددمی

(4-118) [𝐽𝑎] = [
𝑗11 𝑗12
𝑗21 𝑗22

] 

 ذردند:صورت زیر بیان میهای آن ب رکدام از مولف و ه

(4-111) 𝑗11 =
𝜕𝑥

𝜕𝜉
=∑𝑥𝑖𝑁𝑖,𝜉

4

𝑖=1

 

(4-111) 𝑗12 =
𝜕𝑦

𝜕𝜉
=∑𝑦𝑖𝑁𝑖,𝜉

4

𝑖=1

 

(4-111) 𝑗21 =
𝜕𝑥

𝜕𝜂
=∑𝑥𝑖𝑁𝑖,𝜂

4

𝑖=1

 

(4-112) 𝑗22 =
𝜕𝑦

𝜕𝜂
=∑𝑦𝑖𝑁𝑖,𝜂

4

𝑖=1

 

                                                           
3 Jacobian matrix 
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 سی کرد:یصورت زیر بازنورا ب  [𝐵𝑘]توان ماتری  میدر این صورت 

(4-113) 

 

[𝐵𝑘] =
1

𝑑𝑒𝑡(𝐽𝑎)
[

𝑗22
0
0

−𝑗21

−𝑗12
0
0
𝑗11

0
−𝑗21
0
𝑗22

0
𝑗11
0
−𝑗12

0
0
1
0

] 

[
 
 
 
 
 
 

𝑁1,𝜉 … 𝑁4,𝜉 0 … 0

𝑁1,𝜂 … 𝑁4,𝜂 0 … 0

0 … 0 𝑁1,𝜉 … 𝑁4,𝜉
0 … 0 𝑁1,𝜂 … 𝑁4,𝜂

𝑁1
𝑅𝑛𝑄

𝑑𝑒𝑡(𝐽𝑎) …
𝑁4
𝑅𝑛𝑄

𝑑𝑒𝑡(𝐽𝑎) 0 … 0

 

0 … 0 ∅1,𝜉 … ∅4,𝜉 0 … 0

0 … 0 ∅1,𝜂 … ∅4,𝜂 0 … 0

𝑁1,𝜉 … 𝑁4,𝜉 0 … 0 ∅1,𝜉 … ∅4,𝜉
𝑁1,𝜂 … 𝑁4,𝜂 0 … 0 ∅1,𝜂 … ∅4,𝜂

0 … 0
∅1
𝑅𝑛𝑄

𝑑𝑒𝑡 (𝐽𝑎) …
∅4
𝑅𝑛𝑄

𝑑𝑒𝑡 (𝐽𝑎) 0 … 0

 

𝛹11,𝜉 … 𝛹44,𝜉 0 … 0

𝛹11,𝜂 … 𝛹44,𝜂 0 … 0

0 … 0 𝛹11,𝜉 … 𝛹44,𝜉
0 … 0 𝛹11,𝜂 … 𝛹44,𝜂

𝛹11
𝑅𝑛𝑄

𝑑𝑒𝑡 (𝐽𝑎) …
𝛹44
𝑅𝑛𝑄

𝑑𝑒𝑡 (𝐽𝑎) 0 … 0
]
 
 
 
 
 
 

 

 .دترمینان ماتری  ژاکوبی ا   𝑑𝑒𝑡 (𝐽𝑎)در این رابط  

 𝑅𝑛𝑄 توان آن ذیری خواهد بود و از رابط  زیر میات شعاعی نقط  ذو ی مورد انتگرا مرتی

 را محا ض  نمود:

(4-114) 𝑅𝑛𝑄 = [𝑅𝑒] ∗ [𝑁]
𝑇 

یک  هایبردار مرتیججات شججعاعی ذره Reدر این معادل  بردار توابع شججکل ا جج  و  [𝑁]بردار 

 صورت زیر بیان کرد:توان برای یک المان چهارذرهی ب المان خواهد بود ک  آن را می

(4-115) 𝑅𝑒 = [𝑅1 𝑅2 𝑅3 𝑅4] 
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 روش نیومارک 7-1

باشجججد. این می 1های حل عددی معادتت دیفرانسجججیل مرتض  دوم رول نیومارکرولیکی از 

ها و رول در طی پنجاه  جججا  ذاشجججت  ب  طور ذسجججترده برای حل این معادتت در دینامیک  جججازه

آ ان   ازیرد مطالع  قرار ذرفت  ا  . پیادههای مرتلف مهند ی مکانیک بکار ذرفت  شده و موزمین 

ج  ب این رول و مشتقات آن در خیو  میرایی عددی و بقای انرژی بسیار قابل توهای خوو ویژذی

ی شده ا   و شامل معادتت  ازها برای حل معادل  ذسست ترین رولا  . خانواده نیومارک پرکابرد

 :[51]باشدزیر می

(4-111) {∆𝑛+1} = {∆𝑛} + ∆𝑡{∆̇𝑛} + ∆𝑡
2(1 2⁄ − 𝜉){∆̈𝑛} + ∆𝑡

2𝜉{∆̈𝑛+1} 

(4-117) {∆̇𝑛+1} = {∆̇𝑛} + ∆𝑡
 (1 − 𝛾){∆̈𝑛} + ∆𝑡

 𝛾{∆̈𝑛+1} 

  الگوریتم مورد نظر را تعیین مشججریججات پایداری و دق  𝛾و  𝜉ک  در این روابط پارامترهای 

𝛾کننجد. باید توج  داشججج  ک  اذر  می = باشجججد میرایی ویسجججکوز بر روی پایداری اثری ندارد؛  0.5

𝛾همننین هنگامی ک   > های نیومارکی ی رولشود اثر میرایی ویسکوز اف ایش ذام زمانی بحران 0.5

 .[51]ا   ک  ب  صورت مشروط پایدار هستند

  خیلی شجناخت  شججده و پرکاربرد هستند.  ای ا ج  ک های ویژهده نیومارک شجامل رول اخانو

باشد ک  ای میها برای کابردهای دینامیک  جازه یکی از پرکابردترین این رول 2رول شجتاب متو جط  

𝛾بججدون قیججد و شجججرط پججایججدار ا ججج . در این رول مقججادیر   = 𝜂و  0.5 = در نظر ذرفتجج   0.25

 .[51]شودمی

 مانیز ذام صریح، نیومارک بندیفرمو  یک با یافت تو ع  محدودالمان رول برای ک آنجایی از

 .خواهد شد ا تفاده متو ط ضمنی شتاب رول از نام پایان این در، [51]ا   کوچک پایدار خیلی

 :[41]آورد د  ب صورت زیر توان شتاب را ب می (41-4)با ا تفاده از معادل  

(4-118) {∆̈𝑛} = [𝑀]
−1({𝐹𝑛} − [𝐾]{∆𝑛}) 

کنیم ضجججرب می [𝑀]را در ماتری   (111-4)ابتدا طرفین معادل   {𝑛+1∆}برای محا جججض  

 کنیم:را در آن جایگااری می (118-4) پ  رابط  

(4-111) 
[𝑀]{∆𝑛+1} = [𝑀]{∆𝑛} + ∆𝑡[𝑀]{∆̇𝑛} + ∆𝑡

2(1 2⁄ − 𝜉)[𝑀]{∆̈𝑛}

+ ∆𝑡2𝜉({𝐹𝑛+1} − [𝐾]{∆𝑛+1}) 

                                                           
3 Newmark method 

9 Average acceleration method 
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 زیر بیان کرد:صورت توان آن را ب با  اده  ازی این معادل  می

(4-121) [𝐾]′{∆𝑛+1} = {𝐹𝑛+1}
′ 

 ک  در آن:

(4-121) [𝐾]′ = [𝐾] +
[𝑀]

∆𝑡2𝜉
 

(4-122) {𝐹𝑛+1}
′ =

[𝑀]

∆𝑡2𝜉
({∆𝑛} + ∆𝑡{∆̇𝑛} + ∆𝑡

2(1 2⁄ − 𝜉){∆̈𝑛}) + {𝐹𝑛+1} 

 بنابراین مراحل حل مسال  با ا تفاده از رول نیومارک ب  صورت زیر خواهد بود:

 .ذرددتعریف می {0̇∆}و  {0∆}شرایط مرزی و اولی  مقادیر  t=0در زمان  -1

 :کردشتاب اولی  را نی  محا ض   توانمی (118-4)با ا تفاده از معادل   -2

(4-123) {∆̈0} = [𝑀]
−1({𝐹0} − [𝐾]{∆0}) 

زیرا ک  مقادیر نیروی  نمود؛را محا جججض   {1∆}مقدار  توانمی (121-4)با حل کردن معادل   -3

 د جج ب در مراحل قضل  {0̈∆}و   {0̇∆}،  {0∆}اعمالی را برای تمام مراحل داریم و همننین 

 .آمده ا  

 :ذرددمیحل  {1̈∆}آوردن مقدار   د  ب برای  (111-4)معادل   -4

(4-124) {∆̈1} =
1

∆𝑡2𝜉
({∆1} − {∆0} − ∆𝑡{∆̇0} − ∆𝑡

2(1 2⁄ − 𝜉){∆̈0}) 

 .شودمیحل  {1̇∆}آوردن  د  ب جه   (117-4)معادل   -5

را  {2∆}و مقدار  ب  مرحل   وم باز ذشت  5و  4 آمده در مراحل د ج  ب با ا جتفاده از نتایج   -1

 نماییم.و این مراحل را تا ر یدن ب  جواب نهایی تکرار می کردهمحا ض  
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 مقدمه 1-3

باشد ک  ب  برر ی ایجاد و ذسترل ترک می از مکانیک جامدات ایشاخ   1مکانیک شجکسج   

پردازد. این موضوعات از زوا   ازه می یانارآن بر تغییر شکل و اح یرها( و نحوه تثثدر جامدات )و  جازه 

د. ذیرهای ذسججسججت  مورد مطالع  قرار ذرفت  و می و محیطهای پیو ججت  یطمحر مکانیک هر دو منظ

بر روی شیش  2 ثبو یل  ذریفیدر دوران جنگ جهانی او  نش آزمایشجاتی بود ک   نقط  آغازین این دا

. [53, 52]دمیلادی در ژورنجا  انجمن  جججلطنتی بج  چاپ ر جججی   1121انججام ذرفج  و در  جججا    

های تاوری و تجربی بسیاری کرده ا   و های منحیجر بفرد ترک این دانش را عرص  تلال ینیدذیپ

 .ل آن تینحل باقی مانده ا  ئهنوز هم بسیاری از مسا

 ینتر اده  اختن زمان از انسان ا   ک  مسائلی ینترعمده از یکی اجسام در شکس  پدیده

 بیشتری اهمی  از این مسال  حاضجر  عیجر  در تکنولوژی پیشجرف   دلیل ب  و مواج  بوده آن با اب ارها

 .باشدیمبرخوردار  ذاشت  ب  نسض 

 جانی عواقب تنها ن  صججنعتی، یها ججازهو  تجهی ات از بسججیاری ناذهانی ذسججیرتگی واقع در

 داده نشان آورد. تحقیقاتیمفراهم  نی  را اقتیجادی  چشجمگیر  ضجررهای  بلک  پی دارد، در را ناذواری

 بر بالغ 1187 در ا  متحده آمریکا ایاتت در ناذهانی یهاشکس  از ناشی قیم  ضجررهای  ک  ا ج  

 .]17[دهدیمتشکیل  را کشور این ملی ناخالص تولید 4% حدودک   ذردیده دتر میلیارد 111

های شکستی یدهپدزیر مجموع  مکانیک شکس  ا   و شامل  3مکانیک شجکسج  دینامیکی  

توانند ب  دلیل اعما  بارذااری یماثرات اینر ی  .اهمی  دارد هاآنشجود ک  نقش اینر ی ماده در  یم

 .[54] ریع بر روی یک جسم ترک خورده یا بر اثر ذسترل ترک ایجاد شوند

توان ب  تعیین ضرایب یمدر مسجائل شجکسج  دینامیکی میدان تنش موضعی اطراف ترک را    

برای تعیین رفتار شکس  مورد  4، ضجرایب شجدت تنش  دت تنش محدود کرد. در تاوری شجکسج   شج 

ا چ  کند بیمک  ترک رشجد خواهد کرد یا ن  و اذر رشد  کنند یمذیرد. یعنی تعیین یما جتفاده قرار  

این تعیین دقیق ضجرایب شجدت تنش در مسججائل شججکس  ات تودینامیک   بنابر . جرعتی و چ  جهتی 

 خطی بسیار مهم ا  .

                                                           
3 Fracture mechanic 

9 Griffith(1893-1963) 

1 Dynamic fracture mechanic 

7 Stress Intensity Factor (SIF) 
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 قضیه گریفیث 1-9

 ،طو  معینی ا جج  ای ک  حاوی تعدادی ترک بسججیار ری  باک  در ماده کندیاو چنین بیان م

نوک ترک، حداقل ب  مقدار تنش تزم برای ذسستن پیوندهای اتمی  نش متمرک  درهمین ک  مقدار ت

ترک،  طح ترک اف ایش  رشد . باشودی، شجکسج  ظاهر م  بر جد آن موضجع )ا جتحکام کشجشجی(      در

 قدارم این. شود برده کار ب  . این مطلب بدین معنی ا ج  ک  برای ایجاد این  جطح باید انرژی  یابدیم

 .[55]شودیم کسب شکل تغییر انرژی از انرژی

 طحی  یهاخرال وها ترک وجود را ترد شکس  ذشتن پدیدار عل  ذریفی  فرضی  بنابراین 

ود دارد وج هم اما مواردی. داندیم مواضع در آن را ا تحکام بودن پائین و( بحرانی اندازه با) ری  بسیار

ن  . بنابراین در این ذوشودیها پدیدار م طحی بسیار ری  شکس  ترد در آن یهاک  بدون داشتن ترک

فراتر رفتن  انفعجاتتی صجججورت ذیرد کج  موجب ب  وجود آمدن تمرک  تنش و   مواد هم بجایجد فعجل و   

ن مکانی م ای اشترو و زنر. شود ترکمنشث  ایجاد  در نتیج و کششی ا جتحکام  از مقدار تنش  موضجعی 

وانع در پشجج  م هاییچنین بیان داشججتند ک  در حین تغییر شججکل پلا  ججتیکی نابجا  فعل و انفعا  را

 وطمرب یهاصفح  نیم زیر در ترتیب و بدین یافت  تجمع( هاقلویی دومرز مشجترک   ها و)مانند مرزدان 

 . شودیم ایجاد ری ی بسیار یهاترک هایینابجا این ب 

 Jانتگرال  1-1

یکی از پارامترهایی ا ج  ک  در مکانیک شجکسج  بسیار مورد توج  ا  . مفهوم     J 1انتگرا  

. رای  تغییرات انرژی پتانسیل [31]اولین بار تو ط رای  و بر پای  فرضی  انرژی معرفی شد Jانتگرا  

را ب  عنوان انتگرا   Jهنگام رشجد ترک در مواد ات تیک غیر خطی را مورد برر ی قرار داد و انتگرا   

بندی ، فرمو انرژی پتانسیل و اف ایش  طح ترک خطی مستقل از مسیر و با مقداری برابر با کاهش در

را معاد  نرخ رهایش انرژی در نظر ذرف . در  Jنتگرا  توان ایمکرد. در واقع با فرض رفتار خطی ماده 

در مواد تابعی نی  در نظر ذرفت   Jاین برش تغییر خوا  ماده در المان مضنا برای محا جججض  انتگرا  

 شود.یم

 2xمماس بر لض  ترک و محور   1xبا ا ججتفاده از د ججتگاه مرتیججات محلی نوک ترک با محور 

را بر روی یک مسیر کوچک صفر شونده حو  نوک ترک ب  صورت زیر  Jتوان انتگرا  یمعمود بر آن 

 . [31]نوش 

(5-1) 
𝐽 = 𝑙𝑖𝑚

𝛤→0
∫(𝑊 + 𝑇)𝑑𝑥2 − 𝜎𝑖𝑗𝑛𝑗

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥1

𝑑𝛤
 

𝛤

 

 

                                                           
3 J-integral 
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ب  ترتیب چگالی انرژی کرنشججی و چگالی انرژی جنضشججی هسججتند و ب    Tو  Wدر این رابط  

 :[51]ذردندیمصورت زیر تعریف 

(5-2) 𝑊 =
1

2
𝜎𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗 

(5-3) 
𝑇 =

1

2
𝜌
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑡

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑡

 

چگالی انرژی  ،های متحرک را نرواهیم داش از آنجا ک  در این مضحث ما قیجد برر جی ترک  

توان ب  صججورت زیر بازنویسججی  یمرا  Jذیریم. در نتیج  انتگرا  یمجنضشججی را برابر با صججفر در نظر  

 :[58, 57]کرد

(5-4) 𝐽 = 𝑙𝑖𝑚
𝛤→0

∫ (𝑊𝛿1𝑗 − 𝜎𝑖𝑗
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥1

) 𝑛𝑗𝑑𝛤
 

𝛤

 

در  هاکرنشو  هاتنشزیرا محا ض   ؛های عددی منا جب نیسج   یلتحلشجکل معادل  بات برای  

، ∗𝛤ی بست باشجد. یک مسیر  ینمکند، امکان پایر یمامتداد یک مسجیر کوچک ب   جم  صجفر میل    

(𝛤∗ = 𝛤0 + 𝛤+ + 𝛤− + 𝛤1 شججود. با حدذیری از معادلیمدر نظر ذرفت   1-5شججکل ( مطابق با  

 :[37, 31]را در امتداد این مسیر ب  صورت زیر نوش  Jتوان انتگرا  یمبات و  اده کردن آن 

(5-5) 𝐽 = ∫ (𝜎𝑖𝑗
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥1

−𝑊𝛿1𝑗) 𝑞𝑚𝑗𝑑𝛤
 

𝛤∗
−∫ 𝜎2𝑖

𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥1

𝑞𝑑𝛤
 

𝛤−+𝛤+
 

 

 

 ]31[اطراف نوک ترک Jمسیر انتگرا   -1-5شکل 

𝑚𝑗)یعنی  باشدیم 𝛤بردار یک  و عمود رو ب  خارج کانتور  𝑚𝑗ک  در اینجا  = 𝑛𝑗  روی𝛤1  و

𝑚𝑗 = −𝑛𝑗  روی𝛤0)[31 ,37] بنابراین  ،. از آنجا ک   ججطوح ترک عاری از تنش هسججتند𝜎2𝑖 = 0 
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انتگرا  دوم در معادل  بات حاف خواهد  ،یعنی هنگامی ک  روی  جججطح ترک بارذااری نداریم ا ججج .

 𝛤1برابر با یک و بر روی  𝛤0تابع دلرواهی ا   ک  مقدار آن بر روی   qهمننین تابع وزنی  .[58]شد

 شود.ذیری تعریف میبر روی ناحی  انتگرا  2-5شکل . این تابع مطابق با [51]برابر با صفر ا  

 

 qتابع وزنی  -2-5شکل 

 :را ب  صورت زیر نوش   Jتوان انتگرا  می با اعما  تاوری دیورژان 

(5-1) 𝐽 = ∫ (𝜎𝑖𝑗
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥1

−𝑊𝛿1𝑗)
𝜕𝑞

𝜕𝑥𝑗
𝑑𝐴 +

 

𝐴

∫ (𝜎𝑖𝑗
𝜕𝑢𝑖
𝜕𝑥1

−𝑊𝛿1𝑗)
,𝑗

𝑞𝑑𝐴
 

𝐴

 

ضای در ف Jمیان انتگرا  . [11]در این رابط  انتگرا  دوم برای مواد همگن برابر با صجفر ا    

 :[11]ا   بعدی رابط  زیر برقراردر فضای    Jبعدی و انتگرا  دو

(5-7) 𝐽 =
𝐽𝑆

∫ 𝑞(𝑠)𝑑𝑠
 

𝐿𝐶

 

مسیر نوک  𝐿𝐶تابع وزنی و همان  q بعدی ا  ،در فضجای  ج    Jانتگرا   𝐽𝑆ک  در این رابط  

 ترک خواهد بود.

 انتگرال برهمکنش 1-7

ب  طور جداذان   را IIو مد   Iتوان مقادیر ضججرایب شججدت تنش مد نمی Jبا محا ججض  انتگرا  

را برای این منظور پیشنهاد کردند ک  در  1رول انتگرا  برهمکنش [11]محا ض  کرد. یایو و همکاران

آن از جمع آثار دو حال   جینماتیکی قابل قضو  از یک جسجم برای ا جترراج ضرایب شدت تنش مد    

شجود. انتگرا  برهمکنش در واقع عضارت برهمکنش دو حال  بارذااری مستقل و  می ترکیضی ا جتفاده 

گرا  آید. انتهای پایسجتار ات تیسیت  پدید می  جازه حاوی ترک ا ج  ک  در انتگرا   قابل قضو  برای 

توان ضرایب شدت تنش را در بندی دقیق ا ج  ک  با ا تفاده از آن می در واقع یک فرمو برهمکنش 

 .[27]ابعی محا ض  نمودمواد ت

                                                           
3 Interaction integral 
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 بعدی با ا تفادهآوردن ضرایب شدت تنش    د ج  ب در این برش انتگرا  برهمکنش برای 

بندی شده و با ا تفاده از مستقل از مسیر فرمو  Jهای واقعی و کمکی در انتگرا  از برهم نهی میدان

 آید.می د  ب  1بندی غیر تعادلیفرمو 

 انتگرا  .ذیریممی نظر در ( راaux, σ aux, ε auxuو کمکی )( u , ε , σواقعی ) میدان اکنون دو

J نوش : زیر صورتب  توانمی رابعدی در فضای    شده نهیبرهم هایبرای میدان 

(5-8) 

𝐽𝑠 = ∫ ((𝜎𝑖𝑗 + 𝜎𝑖𝑗
𝑎𝑢𝑥)(𝑢𝑖,1 + 𝑢𝑖,1

𝑎𝑢𝑥)
 

𝑉

− 0.5(𝜎𝑖𝑘 + 𝜎𝑖𝑘
𝑎𝑢𝑥)(𝜀𝑖𝑘

 + 𝜀𝑖𝑘
𝑎𝑢𝑥)𝛿1𝑗) 𝑞,𝑗𝑑𝑉 

      +∫ ((𝜎𝑖𝑗 + 𝜎𝑖𝑗
𝑎𝑢𝑥)(𝑢𝑖,1 + 𝑢𝑖,1

𝑎𝑢𝑥)
 

𝑉

− 0.5(𝜎𝑖𝑘 + 𝜎𝑖𝑘
𝑎𝑢𝑥)(𝜀𝑖𝑘

 + 𝜀𝑖𝑘
𝑎𝑢𝑥)𝛿1𝑗)

,𝑗
𝑞𝑑𝑉 

 :[11, 57]صورت زیر تج ی  نمودتوان ب معادل  بات را می

(5-1) 𝐽𝑠 = 𝐽̅ + 𝐽𝑎𝑢𝑥 +𝑀𝐼 

𝐽ک  در این رابط   برای میدان واقعی و میدان کمکی بعدی  ججج  Jب  ترتیب انتگرا    𝐽𝑎𝑢𝑥و  ̅

 آیند:می د  ب صورت زیر ( ا   ک  ب Mانتگرا  برهمکنش )انتگرا   MIهستند و 

(5-11) 𝐽 ̅ = ∫(𝜎𝑖𝑗𝑢𝑖,1 −𝑊𝛿1𝑗)𝑞,𝑗𝑑𝑉 +
 

𝑉

∫(𝜎𝑖𝑗𝑢𝑖,1 −𝑊𝛿1𝑗),𝑗𝑞𝑑𝑉
 

𝑉

 

(5-11) 
 

𝐽𝑎𝑢𝑥 = ∫(𝜎𝑖𝑗
𝑎𝑢𝑥𝑢𝑖,1

𝑎𝑢𝑥 −𝑊𝑎𝑢𝑥𝛿1𝑗)𝑞,𝑗𝑑𝑉
 

𝑉

+∫(𝜎𝑖𝑗
𝑎𝑢𝑥𝑢𝑖,1

𝑎𝑢𝑥 −𝑊𝑎𝑢𝑥𝛿1𝑗),𝑗
𝑞𝑑𝑉

 

𝑉

 

(5-12) 
 

𝑀𝐼 = ∫(𝜎𝑖𝑗𝑢𝑖,1
𝑎𝑢𝑥 + 𝜎𝑖𝑗

𝑎𝑢𝑥𝑢𝑖,1 −𝑊
𝑀𝐼𝛿1𝑗)𝑞,𝑗𝑑𝑉

 

𝑉

+∫(𝜎𝑖𝑗𝑢𝑖,1
𝑎𝑢𝑥 + 𝜎𝑖𝑗

𝑎𝑢𝑥𝑢𝑖,1 −𝑊
𝑀𝐼𝛿1𝑗),𝑗

𝑞𝑑𝑉
 

𝑉

 

تابع چگالی انرژی  𝑊𝑀𝐼هجای کمکی و  چگجالی انرژی کرنشجججی میجدان   𝑊𝑎𝑢𝑥در این روابط 

 :[58]کرنشی مکانیکی برهمکنش هستند و داریم

(5-13) 𝑊𝑎𝑢𝑥 =
1

2
𝜎𝑖𝑗
𝑎𝑢𝑥𝜀𝑖𝑗

𝑎𝑢𝑥 

                                                           
3 Non-equilibrium 
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(5-14) 𝑊𝑀𝐼 =
1

2
(𝜎𝑖𝑗

𝑎𝑢𝑥𝜀𝑖𝑗
 + 𝜎𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗

𝑎𝑢𝑥) 

 صورت زیر بازنویسیتوان انتگرا  برهمکنش را ب های معادل  بات میدر نهای  با باز کردن ترم

 نمود:

(5-15) 
 

𝑀𝐼 = ∫ (𝜎𝑖𝑗𝑢𝑖,1
𝑎𝑢𝑥 + 𝜎𝑖𝑗

𝑎𝑢𝑥𝑢𝑖,1 −
1

2
𝜎𝑖𝑘
𝑎𝑢𝑥𝜀𝑖𝑘

 𝛿1𝑗

 

𝑉

−
1

2
𝜎𝑖𝑘𝜀𝑖𝑘

𝑎𝑢𝑥𝛿1𝑗) 𝑞,𝑗𝑑𝑉 

      +∫ (𝜎𝑖𝑗,𝑗𝑢𝑖,1
𝑎𝑢𝑥 + 𝜎𝑖𝑗𝑢𝑖,1𝑗

𝑎𝑢𝑥 + 𝜎𝑖𝑗,𝑗
𝑎𝑢𝑥𝑢𝑖,1 + 𝜎𝑖𝑗

𝑎𝑢𝑥𝑢𝑖,1𝑗 −
1

2
𝜎𝑖𝑗,1
𝑎𝑢𝑥𝜀𝑖𝑗

 
 

𝑉

−
1

2
𝜎𝑖𝑗
𝑎𝑢𝑥𝜀𝑖𝑗,1

 −
1

2
𝜎𝑖𝑗,1𝜀𝑖𝑗

𝑎𝑢𝑥 −
1

2
𝜎𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗,1

𝑎𝑢𝑥) 𝑞𝑑𝑉 

 های کمکیمیدان 1-1

 𝜀𝑎𝑢𝑥، کرنش 𝑢𝑎𝑢𝑥جایی  های کمکی جاببکارذیری انتگرا  برهمکنش نیازمند کاربرد میدان

ضریب شدت تنش –های کمکی ماکور برحسب نوع کمی  مورد محا ض  ا ج . میدان  𝜎𝑎𝑢𝑥و تنش 

 شوند.تعریف می -Tو یا تنش 

توان ب  صورت های کمکی را میهای کمکی وجود دارد. میدانلفی برای میدانهای مرتانتراب

قانون مکانیک  های کمکی انترابی هر  ججج رف . ب  طور معمو  میدانتحلیلی و یجا عجددی در نظر ذ  

های کمکی با این خیوصی ، ب  طور عددی برای مواد کنند. در حا  حاضر، میدانجامدات را ارضا می

مواد تابعی نی  معموت از  آینجد و کاربرد چندانی ندارند. برای می د ججج بج  یجل خجا    تجابعی بجا پروف  

  د ب شجود ک  برای مواد همگن تح  بارذااری مکانیکی  های تحلیلی نوک ترک ا جتفاد می میدان

آیند ، منجر ب  می د ججج ب های کمکی مواد همگن ک  ب  طور تحلیلی آمده ا ججج . اما کاربرد میدان

های های انترابی ماکور برای بارذااریشجججود. میدانیکی از قوانین مکانیک جامدات می حداقلنقض 

 باشند.اتیکی و دینامیکی قابل کاربرد میمکانیکی و حرارتی ب  صورت ا ت

واصل دورتر از نوک ترک، ل اختلاف بین خوا  ماده در نوک ترک و فیدر مواد ناهمگن ب  دل

و تانسور  2، نا ازذاری1بندی غیر تعادلیئ  شده ا   ک  عضارتند از فرمو ابندی متفاوت ار ج  فرمو  

بندی غیر تعادلی برای محا جججض  انتگرا  برهمکنش و . در این تحقیق فرمو 3تشجججکیجل دهنده ثاب  

 ضرایب شدت تنش در مواد تابعی مورد ا تفاده قرار خواهد ذرف .

                                                           
3 Non-equilibrium 

9 Incompatibility 

1 Constant constitutive tensor 
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 بندی غیر تعادلیفرمول 1-6

های مجانضی های کمکی ب  صججورت مسججتقیم از حل ها و کرنشجاییبندی جاب در این فرمو 

ک مد   ججاختمانی ناهمگن محا ججض   های کمکی ب  کمآیند و تنشمی د جج ب  1مانند حل ویلیام 

 شوند.می

جایی کمکی برای مد یک ب  صجججورت زیر در نظر ذرفت  خواهند هجای ججاب   در اینججا میجدان  

 :[11]شد

(5-11) 𝑢1
𝑎𝑢𝑥 =

𝐾𝐼
𝑎𝑢𝑥

2𝜇𝑡𝑖𝑝
√
𝑟

2𝜋
𝑐𝑜𝑠 (

𝜑

2
) [𝜅𝑇𝑖𝑝 − 1 + 2 𝑠𝑖𝑛

2 (
𝜑

2
)] 

(5-17) 
𝑢2
𝑎𝑢𝑥 =

𝐾𝐼
𝑎𝑢𝑥

2𝜇𝑡𝑖𝑝
√
𝑟

2𝜋
𝑠𝑖𝑛 (

𝜑

2
) [𝜅𝑇𝑖𝑝 + 1 − 2 𝑐𝑜𝑠

2 (
𝜑

2
)] 

 :[11]شوندها برای مد دوم نی  ب  صورت زیر نوشت  میاین میدان

(5-18) 𝑢1
𝑎𝑢𝑥 =

𝐾𝐼𝐼
𝑎𝑢𝑥

2𝜇𝑡𝑖𝑝
√
𝑟

2𝜋
𝑠𝑖𝑛 (

𝜑

2
) [𝜅𝑇𝑖𝑝 + 1 + 2 𝑐𝑜𝑠

2 (
𝜑

2
)] 

(5-11) 
𝑢2
𝑎𝑢𝑥 =

−𝐾𝐼𝐼
𝑎𝑢𝑥

2𝜇𝑡𝑖𝑝
√
𝑟

2𝜋
𝑐𝑜𝑠 (

𝜑

2
) [𝜅𝑇𝑖𝑝 − 1 − 2 𝑠𝑖𝑛

2 (
𝜑

2
)] 

,𝑟)ک  در این روابط  𝜑)  ،مرتیات قطضی محلی نوک ترک هستند𝜇𝑡𝑖𝑝  مدو  برشی در نوک

 :[53]ذرددمحوری ب  صورت زیر بیان میای و متقارن برای حال  کرنش صفح  𝜅𝑇𝑖𝑝ترک و 

(5-21) 𝜅𝑇𝑖𝑝 = 3 − 4𝜈𝑇𝑖𝑝 

 ا ججتفاده عددی  ججازیشججضی  از آمده د جج ب  هایکمی  از واقعی هایمیدان ک آنجایی از

 های کمکیمیدان برای تعادلی غیر بندیفرمو  در .نمایندمی رضارا ا و  ازذاری تعاد  شرط کنند،می

𝜎𝑖𝑗,𝑖)تعاد   شرط ایستا ترک
𝑎𝑢𝑥 ≠ جایی و کرنش  ازذارند، . در حالی ک  جاب [12]شودارضا نمی (0

, 57]آورد د  ب های کمکی جاییصجورت زیر با ا تفاده از جاب  توان ب های کمکی را میرنشک یعنی

11]: 

(5-21) 𝜀𝑖𝑗
𝑎𝑢𝑥 =

1

2
(𝑢𝑖,𝑗

𝑎𝑢𝑥 + 𝑢𝑗,𝑖
𝑎𝑢𝑥) 

 :[11, 32, 27]آید می د  ب میدان تنش کمکی نی  از رابط  زیر 

(5-22) 𝜎𝑖𝑗
𝑎𝑢𝑥 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(𝑥)𝜀𝑖𝑗

𝑎𝑢𝑥 

                                                           
3 Williams’ solution 
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های ماتری  ات جتیسجیت  هستند و ب  صورت زیر نمایش   همان درای  𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙ک  در این رابط  

 :[11]شونده میداد

(5-23) 

𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(𝑥) = 

[
 
 
 
 
 
 
𝜆(𝑥) + 2𝜇(𝑥) 𝜆(𝑥) 𝜆(𝑥) 0 0 0

𝜆(𝑥) 𝜆(𝑥) + 2𝜇(𝑥) 𝜆(𝑥) 0 0 0

𝜆(𝑥) 𝜆(𝑥) 𝜆(𝑥) + 2𝜇(𝑥) 0 0 0

0 0 0 2𝜇(𝑥) 0 0

0 0 0 0 2𝜇(𝑥) 0
0 0 0 0 0 2𝜇(𝑥)]

 
 
 
 
 
 

 

ا   جججازی انتگر توان نوشججج  ک  برای  جججادبنجدی غیر تعادلی روابط زیر را می رمو برای ف

 :[13, 11, 58, 37, 31]ذیرندبرهمکنش مورد ا تفاده قرار می

(5-24) 𝜎𝑖𝑗,𝑗
 = 𝜌𝑢̈𝑖 − 𝐵𝑖  

(5-25) 𝜎𝑖𝑗
 𝑢𝑗,1𝑖

𝑎𝑢𝑥 = 𝜎𝑖𝑗
 𝜀𝑖𝑗,1

𝑎𝑢𝑥 

(5-21) 𝜎𝑖𝑗
 𝜀𝑖𝑗

𝑎𝑢𝑥 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(𝑥)𝜀𝑘𝑙
 𝜀𝑖𝑗

𝑎𝑢𝑥 = 𝜎𝑘𝑙
𝑎𝑢𝑥𝜀𝑘𝑙

 = 𝜎𝑖𝑗
𝑎𝑢𝑥𝜀𝑖𝑗

  

(5-27) 
 

𝜎𝑖𝑗,1
 𝜀𝑖𝑗

𝑎𝑢𝑥 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙,1𝜀𝑘𝑙
 𝜀𝑖𝑗

𝑎𝑢𝑥 + 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝜀𝑘𝑙,1
 𝜀𝑖𝑗

𝑎𝑢𝑥

= 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙,1𝜀𝑘𝑙
 𝜀𝑖𝑗

𝑎𝑢𝑥 + 𝜎𝑖𝑗
𝑎𝑢𝑥𝜀𝑖𝑗,1

  
(5-28) 𝜎𝑖𝑗,1

𝑎𝑢𝑥𝜀𝑖𝑗
 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙,1𝜀𝑘𝑙

𝑎𝑢𝑥𝜀𝑖𝑗
 + 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝜀𝑘𝑙,1

𝑎𝑢𝑥𝜀𝑖𝑗
 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙,1𝜀𝑘𝑙

𝑎𝑢𝑥𝜀𝑖𝑗
 + 𝜎𝑖𝑗

 𝜀𝑖𝑗,1
𝑎𝑢𝑥 

 :[11]توان انتگرا  برهمکنش را  اده  ازی نمودی بات میهااکنون با ا تفاده از رابط 

(5-21) 
 

𝑀𝐼 = ∫(𝜎𝑖𝑗𝑢𝑖,1
𝑎𝑢𝑥 + 𝜎𝑖𝑗

𝑎𝑢𝑥𝑢𝑖,1 − 𝜎𝑖𝑘𝜀𝑖𝑘
𝑎𝑢𝑥𝛿1𝑗)𝑞,𝑗𝑑𝑉

 

𝑉

+∫(𝜌𝑢̈𝑖𝑢𝑖,1
𝑎𝑢𝑥 + 𝜎𝑖𝑗,𝑗

𝑎𝑢𝑥𝑢𝑖,1 − 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙,1𝜀𝑘𝑙
 𝜀𝑖𝑗

𝑎𝑢𝑥)𝑞𝑑𝑉
 

𝑉

 

𝜎𝑖𝑗,𝑗عضارت  تزم ب  ذکر ا جج  ک  در این رابط 
𝑎𝑢𝑥𝑢𝑖,1  بندی غیر تعادلی ظاهر ناشججی از فرمو

𝜎𝑖𝑗,𝑗𝑢𝑖,1شجده ا ج  و همننین عضارت   
𝑎𝑢𝑥  ناشی از اثرات دینامیکی ا   و𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙,1𝜀𝑘𝑙

 𝜀𝑖𝑗
𝑎𝑢𝑥  ب  دلیل

 .[11, 31, 27]ماده تابعی ب  وجود آمده ا    ناهمگنی

در رول  و...( هاتنش ها،کرنش ها،ها )جابجاییکمی   جججایر عددی محا جججض  ک آنجایی از

د تگاه  در Mانتگرا   باید ابتدا ا  ،  را ری د جتگاه مرتیات  مضنای بریافت  محدود تو جع  المان

 محلی مرتیات گاهد تب  تنش شدت ضرایب محا ض  جه   پ  و محا جض    جرا جری   مرتیجات 

  :شودمی زیر بیان صورتب   را ری مرتیات د تگاه دربرهمکنش  انتگرا های . مولف یابد انتقا 
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(5-31) 

 

(𝑀𝐼𝑛)𝑔 = ∫(𝜎𝑖𝑗𝑢𝑖,𝑛
𝑎𝑢𝑥 + 𝜎𝑖𝑗

𝑎𝑢𝑥𝑢𝑖,𝑛 − 𝜎𝑖𝑘𝜀𝑖𝑘
𝑎𝑢𝑥𝛿𝑛𝑗)

𝜕𝑞

𝜕𝑋𝑗
𝑑𝑉

 

𝑉

+∫(𝜌𝑢̈𝑖𝑢𝑖,𝑛
𝑎𝑢𝑥 + 𝜎𝑖𝑗,𝑗

𝑎𝑢𝑥𝑢𝑖,𝑛 − 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙,𝑛𝜀𝑘𝑙
 𝜀𝑖𝑗

𝑎𝑢𝑥)𝑞𝑑𝑉
 

𝑉

 

𝑛 = 1,2 

های د تگاه مرتیات  را ری هستند. انتگرا  برهمکنش در د تگاه مؤلف  𝑋𝑗در این رابط  

 :[12]توان از رابط  زیر محا ض  کردمرتیات محلی نوک ترک را می

(5-31) 𝑀𝐼𝑙 = (𝑀𝐼1)𝑔𝑐𝑜𝑠𝜔 + (𝑀𝐼2)𝑔𝑠𝑖𝑛𝜔 

زاوی  بین د ججتگاه مرتیججات  ججرا ججری و محلی در نوک ترک ا جج . برای   𝜔در این رابط  

ذیری ذو ججی ا تفاده توان از رول انتگرا آوردن مقادیر عددی رابط  انتگرا  برهمکنش می د ج  ب 

 :[11]صورت زیر نوش توان ب این رابط  انتگرا  برهمکنش را مینمود. بنابر

(5-32) 
 

(𝑀𝐼𝑛)𝑔 =∑∑2𝜋𝑟𝑔𝑝[(𝜎𝑖𝑗𝑢𝑖,𝑛
𝑎𝑢𝑥 + 𝜎𝑖𝑗

𝑎𝑢𝑥𝑢𝑖,𝑛 − 𝜎𝑖𝑘𝜀𝑖𝑘
𝑎𝑢𝑥𝛿𝑛𝑗)

 

𝐺.𝑃.

 

𝑒𝑙.

𝜕𝑞

𝜕𝑋𝑗
 

+(𝜌𝑢̈𝑖𝑢𝑖,𝑛
𝑎𝑢𝑥 + 𝜎𝑖𝑗,𝑗

𝑎𝑢𝑥𝑢𝑖,𝑛 − 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙,𝑛𝜀𝑘𝑙
 𝜀𝑖𝑗

𝑎𝑢𝑥)𝑞]𝑑𝑒𝑡 (𝐽)𝑤𝑔𝑝 

ذیری و  یگمای دوم های داخل ناحی  انتگرا بط   جیگمای او  شامل تمامی المان در این را

 𝑟𝑔𝑝 باشجججد. همننینمی در داخل هر المان 𝑤𝑔𝑝شجججامل تمامی نقاط ذو جججی مربوط ب  توابع وزنی 

,𝑋1)دترمینان ماتری  ژاکوبی ا   ک  مرتیات  𝑑𝑒𝑡 (𝐽)مرتیات شعاعی نقط  ذو ی و  𝑋2)   را ب

,𝜉)مرتیات  𝜂) کند.مرتضط می 

د آور د  ب توان با ا جتفاده از توابع شجکل در یک المان برای یک نقط  ذو ی   را می qتابع 

[51 ,13 ,14]. 

(5-33) 𝑞 =∑𝑁𝑖𝑞𝑖

𝑚

𝑖=1

 

 محاسبه ضرایب شدت تنش 1-7

ای رابط  بین انتگرا  برهمکنش و ضججرایب شججدت تنش برای ترک در حال  کرنش صجججفح   

 :[13, 58, 37]ذرددبیان میصورت زیر ب 

(5-34) 𝑀𝐼𝑙 =
2

𝐸∗
(𝐾𝐼𝐾𝐼

𝑎𝑢𝑥 + 𝐾𝐼𝐼𝐾𝐼𝐼
𝑎𝑢𝑥) 

از رابط  زیر برای مسججائل متقارن محوری مانند مسججائل کرنش صججفح  ای   ∗𝐸در این معادل  

 :[11, 8, 7]محا ض  می ذردد
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(5-35) 𝐸∗ =
𝐸𝑡𝑖𝑝

(1 − 𝜈𝑡𝑖𝑝
2 )

 

𝜈𝑡𝑖𝑝و  𝐸𝑡𝑖𝑝ک  در این رابط  
ب  ترتیب بیانگر مدو  یانگ و نسجججض  پوا جججون در نوک ترک   

 توان ا تفاده کرد.برای مسائل متقارن محوری نی  می هستند. از این رابط 

𝐾𝐼𝐼در رابط  بات  ،𝐾𝐼برای محا جججض  
𝑎𝑢𝑥 = 𝐾𝐼𝑎𝑢𝑥 و 0 = را  𝐾𝐼دهیم در نتیج  را قرار می 1

 :[58, 57, 27]آورد  د  ب توان ب  صورت زیر می

(5-31) 𝐾𝐼 =
𝐸∗

2
𝑀𝐼𝑙

(1) 

𝐾𝐼𝐼مقادیر  𝐾𝐼𝐼همننین برای محجا جججضج    
𝑎𝑢𝑥 = 𝐾𝐼𝑎𝑢𝑥 و 1 = را در رابط  بات جایگااری  0

 کنیم و داریم:می

(5-37) 𝐾𝐼𝐼 =
𝐸∗

2
𝑀𝐼𝑙

(2) 

𝑀𝐼𝑙توضجیح ا   ک  مقادیر  تزم ب  
𝑀𝐼𝑙و  (1)

ب  ترتیب با قرار دادن میدان کمکی مد او   (2)

( در انتگرا  (11-5)و  (18-5)( و میججدان کمکی مججد دوم )رابطجج  هججای (17-5)و  (11-5))روابط 

 آید.می د  ب برهمکنش 
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 های برنامه نوشته شدهیژگیو 6-3

ی کاربردهازیربرنام  ا   ک  هرذون  تغییر برای  31برنام  نوشجت  شده در این تحقیق دارای  

 از: اندعضارتهای برنام  نوشت  شده در این تحقیق یژذیو ازد. یمدیگر را  اده 

یک زیر برنام  برای تولید شضک  نوشت  شده ا   ک  قادر ب  تولید شضک  برای یک هند    -1

مسجججتطیلی با ابعاد دلرواه و تعداد المان دلرواه ا ججج . در این زیر برنام  برای هرکدام از 

ر آید ک  هیمخوا  ماده با توج  ب  پروفیل تغییرات خاصی ، ماتریسی جداذان  ب  وجود 

 ها بیان کننده خوا  در چهار ذره یک المان خواهد بود.ی ترما طر از این 

این برنام  قادر خواهد بود مواد همگن و تابعی با خوا  دلرواه را مد   ججازی نماید و هر  -2

 نوع پروفیل تغییر خوا  ماده را برای مواد تابعی لحاظ کند.

ی ها ججطحهای دینامیکی و ا ججتاتیکی در یبارذااردر برنام  نوشججت  شججده امکان ایجاد   -3

 مرتلف وجود دارد.

و  اهکرنشو  هاتنشجایی، های ذرافیکی بوده و کلی  کانتورهای جاب یخروجبرنام  دارای  -4

شججده و شججضک  تغییر یافت  در هر ذام زمانی را  ی غنیهاالمانی شججامل همننین شججضک 

 دهد.یمذخیره و در د ترس قرار 

 ی زاوی  دار نی  در برنام  ب  کاربر داده شده ا  .هاکترامکان تحلیل  -5

 بررسی صحت کد نوشته شده 6-9

 دارای ضخامت کم و ترک محیطی داخلی تحت کشش یکنواخت یلوله 6-9-3

ای را با طو  بی نهای  ک  یک ترک  را ری در درون آن ایجاد لول  [14]ذربنر و ا ترا میر

را برابر  𝐾𝐼ها لول  را تح  بارذااری محوری قرار دادند و مقدار شده بود را مورد برر ی قرار دادند؛ آن

، ضرام  لول  mm51 =𝑅𝑖 مقدار شعاع داخلی هاآنی آوردند. در مقال  د ج  ب  𝑁 𝑚𝑚−3/2521با 

mm5 = t ، طو  ترکmm5/2 3/1 و همننین نسجججض  پوا جججون و مدو  یانگ نی  ب  ترتیب = 𝜈  ،

𝑁 𝑚𝑚2⁄511*2  =E   و تنش محوری وارد بر لول   اندشججدهدر نظر ذرفت𝑁 𝑚𝑚2⁄115 باشججد. می

 د جج ب آوردیم ک  نتیج   د جج ب را  𝐾𝐼بعد از جایگااری مقادیر بات در برنام  و اجرای برنام ، مقدار 

 آمده ب  قرار زیر ا  :

𝐾𝐼 = 530.63  𝑁 𝑚𝑚−3/2  
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شکس  بسیار ن دیک ب   Iمقدار ضجریب شدت تنش در مود   ،شجود همانگون  ک  مشجاهده می 

 .باشدمیمقدار مقال  مورد نظر ا   ک  این موضوع بیان کننده صح  نتایج برنام  نوشت  شده 

 ا  . 1-1شکل یس  ب  وجود آمده در اطراف نوک ترک مشاب  با مونتنش کانتور 

 

 مگاپا کا برحسب  میس  اطراف نوک ترکتنش ون -1-1شکل 

 آید.یم د  ب  2-1شکل  همانندها نی  zجایی در را تای محور کانتور جاب 

 

 مترمیلیبر حسب  جایی در را تای محوریکانتور جاب  -2-1شکل 
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 ای درون استوانهترک دایره 6-9-9

ها مسججال  را برای نسض  آن .برر جی قرار دادند  ای را موردیرهدایک ترک  [15]یاتجنتران و 

، ارتفاع را برابر  m11شعاع ا توان  را برابر  هاآن( حل نمودند. a/W=  2/1طو  ترک ب  شعاع ا توان  )

m21 مدو  ات تیسیت  را ، GPa211  در نظر ذرفتند. 3/1و نسض  پوا ون را برابر 

را برای تنش محوری با ب رذی  Iمود  با ا جججتفاده از رول عددی ضجججریب شجججدت تنش هاآن

MPa1  1/2برابر MPa.m151/1 ضججریب  حل تحلیلی این مسججال   در در حالی ک  ؛محا ججض  نمودند

 .ا   1/2MPa.m511/1 تنش برابرشدت

آمده تو ط برنام  نوشت  شده در این تحقیق با یک شضک   د  ب مقدار ضجریب شجدت تنش   

ک  بار دیگر در ججتی و دق  برنام   1/2MPa.m5357/1المان برابر ا جج  با  111در  81متشججکل از 

 دهد. نوشت  شده را نوید می

آوردند.  د  ب ها ضجرایب شدت تنش را برای بارذااری دورانی نی   همننین در این مقال  آن

( و هم مان با آن بارذااری  RPM151دور بر دقیق  ) 151شجججدت تنش برای دوران  مقجدار ضجججریب 

MPa1  1/2مقدارMPa.m135/22  نام در این پایان آمد. در حالی ک  با برنام  نوشججت  شججده د جج ب 

 آمد. د  ب  1/2MPa.m171/23مقدار 

2𝜋تزم ب  ذکر ا ج  ک  در بارذااری دورانی مقدار دور بر دقیق  باید در  

60
ضرب ذردد و  پ   

 روی هرذره از یک المان جایگااری ذردد: (1-1)رابط  مقدار 

(1-1) 𝐹 =
2𝜋𝐴𝑟̅

4
𝑟̅𝜌𝜔2 

ی و ا یزاو رع   𝜔 طح مقطع یک المان،  Aفاصل  شعاعی مرک  دوران،  𝑟̅ک  در این رابط  

𝜌   ذردد.محا ض  می (1-3)چگالی المان ا   ک  با ا تفاده از رابط 
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 نمایش داده شده ا  . 3-1شکل  جایی در را تای محور شعاعی درکانتور جاب 

 

 بر حسب متر جایی در را تای محور شعاعیکانتور جاب  -3-1شکل 

 .آیدمی د  ب  4-1شکل همننین کانتور تنش شعاعی نی  ب  صورت  

 

 بر حسب پا کا  ایکانتور تنش شعاعی برای ترک دایره -4-1شکل 
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 ای درون استوانهترک دایره 6-9-1

آورد. ا توان  از دو  د  ب ای یرهداضریب شدت تنش بی بعد شده را برای یک ترک  [15]جیا

، نسض  21111، مدو  ات تیسیت  1طرف تح  تنش قرار داده شجده بود. مقدار تنش اعمالی برابر با  

تنش بود. مقدار ضریب شدت 5/1و شجعاع ترک   8/2ن  ، ارتفاع ا جتوا 1، شجعاع ا جتوان    3/1پوا جون  

 آمده ا  . د  ب  181/1بعد شده در این مقال  برابر با بی

بعد از وارد کردن اطلاعات داده شجده در بات و اجرای برنام  نوشجت  شجده مقدار ضریب شدت    

 شود:یمبی بعد  (2-1)آمد ک  با ا تفاده از فرمو   د  ب  7811/1تنش 

(1-2) 𝑘 =
𝐾𝐼

𝜎√𝜋𝑎
 

 .باشدیمشعاع ترک  aتنش وارد شده ب  ا توان  و  𝜎ک  در این رابط  

ک  ب  مقدار  دیآیم د  ب  1272/1مقدار  ،تنشدر نهای  بعد از بی بعد کردن ضریب شدت 

 .باشدیمن دیک  [15]آمده در مرجع  د  ب 

 ای درون استوانهترک دایره 6-9-7

ورد برر ی قرار دادند. در این ای را درون یک ا توان  میک ترک دایره [5]اشجراقی و  جلطانی  

متر میلی 5ای ب  شعاع میلیمتر بود یک ترک دایره 111متر و طو  آن یلیم 51ا توان  ک  شعاع آن 

ها ضریب شدت تنش تحلیلی را شد. آنمگاپا کا  ب  این ا توان  وارد می 11قرار داشج . بار کششی  

 آوردند. د  ب  1/2MPa.mm27/25ر براب (3-1)با ا تفاده از رابط  

(1-3) 𝑘 =
2

𝜋
𝜎√𝜋𝑎𝐹(𝑎 𝑏⁄ ) 

 ذردد:تعریف می (4-1)تو ط رابط   Fشعاع ا توان  و تابع  bشعاع ترک،  aک  در این رابط  

(1-4) 𝐹(𝑎 𝑏⁄ ) =
1 − 0.5(𝑎 𝑏⁄ ) + 0.148(

𝑎
𝑏⁄ )

3

√1 − 𝑎 𝑏⁄

 

 1/2MPa.mm23/25ها با ا جججتفاده از حل عددی مقدار ضجججریب شجججدت تنش را برابر با  آن

 آوردند. د  ب 
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بعد از وارد کردن ابعاد و اجرای برنام ، مقدار ضجریب شجدت تنش با ا ججتفاده از برنام  نوشت    

 آمد. د  ب  1/2MPa.mm12/42مقدار  ،المان 151در  75شده و ب  کار بردن یک شضک  متشکل از 

 مسائل بات مشاهده نمایید.ای از نتایج برنام  را برای می توانید خلاص  1-1در جدو  

 مقایس  نتایج برنام  -1-1جدو  

 تحلیلی 27/25  

 اشراقی ترک دایره ای بارذااری محوری

 عددی 23/25 12/24 % 1/4

 جیا ترک دایره ای بارذااری محوری عددی 181/1 1272/1 % 1/7

 تحلیلی 511/1  

 بارذااری محوری

 تران ترک دایره ای
 عددی 151/1 5357/1 % 8/3

 عددی 135/22 171/23 % 7/4
بارذااری محوری 

 و دورانی

 ذربنر ترک محیطی بارذااری محوری عددی 521 13/531 % 14/2

های  راغ حل مثا نوشت  شده، آمده تو جط برنام    د ج  ب بعد از اطمینان از صجح  نتایج  

 رویم.مرتلف می

 مسائل حل شده در شرایط بارگذاری استاتیکی 6-1

 اییب شدت تنش در استوانه دارای ترک دایرهاثیر طول ترک بر ضرت 6-1-3

ل شکای مانند یرهداای از جن  ماده تابعی شجیش /اپوکسی دارای یک ترک  یک میل  ا جتوان  

رد و با ذییمقرار  در را تای محوری شود. این ا توان  تح  بارذااری ا تاتیکییمدر نظر ذرفت   1-5

 شوند. یمتغییر طو  ترک ضرایب شدت تنش محا ض  
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 ا توان  دارای ترک دایروی -5-1شکل 

هستند. آن را در  طح  m2/1  =Hارتفاع ا توان   m1/1  =Wدر این مسجال  شجعاع ا جتوان     

 (. 1-1شکل دهیم )یمقرار  MPa1 = σ باتیی و پایینی تح  کشش یکنواخ 

 

کنند. همننین های مسیر ترک را مشرص میها ذرهدهد و دایرههای نوک ترک را نمایش میها ذرهمربع -1-1شکل 
 .محل اعما  نیرو هستند ،اندهایی ک  با علام   تاره مشرص شدهذره

دهند. خوا  این مواد در جدو  اپوکسی و خارج آن را شیش  تشکیل میداخل این ا توان  را 

 بیان شده ا  . 1-2
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 ]31[ا توان   خوا  مواد  ازنده -2-1جدو  

 چگالی
3Kg/m 

مدو  یانگ  نسض  پوا ون
(GPa) 

 ماده

 اپوکسی 2/3 34/1 1175

 شیش  71 23/1 2511

 

ا   و شضک  ا تفاده  2/1این مسجال  مقدار  برای  کننده در معادل  تغییر خوا پارامتر تعیین

باشد. برای محا ض  المان مستطیلی چهار ذرهی می 115در  55شده برای حل این مسال  متشکل از 

 انتگرا  برهمکنش یک مربع با ابعاد چهار المان طو  و چهار المان ارتفاع در نظر ذرفت  شده ا  .

با  7-1شکل  لف ترک ب  شعاع ا توان  درهای مرتنمودار ضریب شدت تنش برای نسض  طو 

 .نمایش داده شده ا   )1/2Pa.m(واحد 

 
 ا توان  شعاعنمودار ضریب شدت تنش بر حسب نسض  طو  ترک ب   -7-1شکل 

ذردد، با اف یش طو  ترک و انتقا  نوک ترک مشاهده می 7-1شجکل  همانگون  ک  در نمودار 

وجی  تواند تیابد ک  این رفتار ب  دو دلیل میک  تنش اف ایش میب   جم  خارج ا جتوان ، ضریب تمر  

ذردد و این رفتار باعث اف ایش شود؛ او  اینک  اف ایش طو  ترک باعث باز شدن بیشتر دهان  ترک می
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  با نکت  دوم در رابط یابد.ذردد و در نتیج  ضریب شدت تنش نی  اف ایش میها در نوک ترک میتنش

تواند این نکت  باشد ک  از آنجا ک  ماده بکار رفت  در ا توان  ماده تابعی ا   ک  در داخل این رفتار می

ذردد، هنگامی ک  نوک ترک ب   طح خارجی ا توان  تر میتر و در خارج ا جتوان   جر   ا جتوان  نرم 

 رکند و این طضیعی خواهد بود ک  تنش دشجود، در واقع ب   جم   فتی بیشتر حرک  می  ن دیک می

تری رود ک  تنش بیش طح خارجی ا توان  بیشتر از درون آن باشد و لاا نوک ترک ب   متی پیش می

 یابد.شود و در نتیج  ضریب تمرک  تنش اف ایش میب  آن وارد می

تزم ب  ذکر ا    داده شده ا  .نشان  8-1شکل  شجضک  تغییر شکل یافت  برای این مثا  در 

 برابر شده ا  . 7111جایی در را تای محوری جاب ب  منظور نمایش بهتر تغییر شکل شضک ، ک  

 

 متر 15/1برای طو  ترک  یافت  شضک  تغییر شکل -8-1شکل 
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شکل جایی در را جتای شعاعی و محوری نی  برای چند طو  مرتلف ترک در  کانتورهای جاب 

 آورده شده ا  . 1-1

ک = 
طو  تر

11
/1

 
متر

 

  

ک = 
طو  تر

14
/1

 
متر
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ک = 
طو  تر

11
/1

 
متر

 

 

 

 

 

ک = 
طو  تر

11
/1

 
متر

 

  
 بر حسب متر جایی در را تای محور شعاعی و  م  چپ در را تای محور طولی م  را   جاب  -1-1شکل 

 

 



 های عددیتحلیل  ششمفیل 

71 

 ا  .نمایش داده شده  11-1شکل  درهای مرتلف میس  برای طو کانتور تنش ون

 
a = 0.01 m 

 
a = 0.04 m 

 
a = 0.06 m 

 
a = 0.09 m 

 ترک بر حسب پا کا  لفتهای مرطو ای با میس  برای ترک دایرهکانتورهای تنش ون – 11-1شکل 
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ضریب شدت تنش در استوانه توخالی دارای ترک  بر P کنندهتاثیر پارامتر تعیین  6-1-9

 محیطی

مسال  قضل از جن  مواد تابعی اپوکسی/شیش  ک  همانند  11-1شکل  در این قسم  ا توان 

 15/1متر و ترکی محیطی ب  طو   1/1 برابر دهیم. شعاع داخلی آن راا ج  را مورد برر جی قرار می  

 . کنیمفرض میدر درون آن متر 

 

 

 ا توان  توخالی دارای ترک محیطی داخلی -11-1شکل 

 

کنیم. نمودار تغییرات ضجریب شجدت تنش را محا ض  می   ،P با تغییر نمای خوا  مواد تابعی

 .آورده شده ا   12-1شکل  نمودار در Pضریب شدت تنش بر حسب نمای 
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 Pمای نتغییرات ضریب شدت تنش بر حسب  -12-1شکل 

 برابر ای از جن  اپوکسجججی خججالصتزم بجج  ذکر ا ججج  کجج  این ضجججریججب برای ا جججتوانجج  

 1/2Pa.m 5e27/4  1/2 برابر ای از جن  شیش و برای ا توانPa.m  5e33/4 .  هنگامی ک  مقدار  ا

P    شود و با اف ایش ای از جن  اپوکسی تحلیل میصجفر ا ج  ا توانP   ا توان  از اپوکسی ب  شیش

 دهد.تغییر خوا  می

شکل خوا  مورد ا جتفاده در را تای شعاعی ا توان  مطابق با نمودارهای   Pبا تغییر پارامتر 

مدو   ،شججودمشججاهده می 3-2شججکل کند. همانگون  ک  در تغییر می 5-2شججکل و  4-2شججکل ، 2-3

در نوک ترک ک  همان میان ا توان  ا  ، تغییر  3/1های بیشتر از تقریضا Pات تیسیت  ب  ازای مقدار 

تا مقدار تقریضی  Pشود، با اف ایش مشاهده می12-1شکل چندانی نرواهد کرد. همانطور ک  در نمودار 

یابد. اما پ  از عضور ذردد و در نتیج  ضریب شدت تنش کاهش میب  نرمی نوک ترک اف وده می 3/1

P ب شدت تنش ب  خاطر اف ایش کند و اف ایش ضجری از این مقدار نرمی نوک ترک تغییر چندانی نمی

 خواهد بود. ،شودجایی در دهان  ترک ک  باعث اف ایش تنش در نوک ترک میجاب 
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اده شده د 13-1شکل های مرتلف در Pکانتور تنش در را جتای شجعاعی و محوری نی  برای   

 ا  .

P
 =

 0
.1

 

  

P
 =

 1
.3
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P
 =

 3
.5

 

  

P
 =

 5
 

  
 بر حسب پا کا  های مرتلفPهای محوری )را  ( برای های شعاعی )چپ( و تنشکانتور تنش -13-1شکل 
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شکل ب  صورت  P=0.1جایی در را تای محوری و شعاعی نی  برای همننین کانتورهای جاب 

 شود.داده مینشان  1-14

  
 بر حسب متر  p=0.1)چپ( برای  محوریجایی در را تای شعاعی )را  ( و در را تای کانتورهای جاب  -14-1شکل 

ا این ب ر تقریضا شضی  همین اشکا  هستندک  این کانتورها برای  جایر مقادی  ا ج  تزم ب  ذکر 

 .یابنداف ایش می Pبا اف ایش  هاجاییر جاب داتفاوت ک  مق

 ضریب شدت تنشتاثیر سرعت دورانی بر  6-1-1

. ردذیریب شدت تنش مورد برر ی قرار میقسجم  تاثیر  جرع  دورانی ا توان  بر ض   در این

و ضججریب شججدت تنش را   دادهدور بر دقیق  اف ایش  1111دور بر دقیق  تا  111 ججرع  دوران را از 

 خواهد آمد. د  ب  15-1شکل نمودار در این صورت نماییم. محا ض  می

در ا توان  اف ایش خواهد یاف  و در ب  وجود آمده با اف ایش  جرع  دورانی در ا توان  تنش  

ذردد مشاهده می 15-1شکل نتیج  تنش در نوک ترک نی  زیاد خواهد شجد و همانگون  ک  در نمودار  

 باعث اف ایش ضریب تمرک  تنش در نوک ترک خواهد شد.

 



 های عددیتحلیل  ششمفیل 

77 

 
 نمودار ضریب شدت تنش بر حسب  رع  دورانی -15-1شکل 

  دور آورده شده ا  . 111و  دور 1811 تعداد دوران تنش ون میس  برای 11-1شکل در 

  
بر حسب  دور در دقیق  )چپ( 111دور در دقیق  )را  ( و برای  1811میس  برای کانتور تنش ون -11-1شکل 

 پا کا 
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 17-1شججکل در  دور بر دقیق  1811های تنش محوری و شججعاعی برای دوران در ادام  کانتور

 داده شده ا  :نشان 

  
 با واحد پا کا  RPM 1811کانتور تنش در را تای محوری )را  ( و را تای شعاعی )چپ( برای  -17-1شکل 

 خواهد بود: 18-1شکل جایی نی  ب  صورت همننین کانتورهای جاب 

  
 بر حسب متر RPM 1811جایی در را تای محوری )را  ( و را تای شعاعی )چپ( برای کانتور جاب  -18-1شکل 
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 ضریب شدت تنش استوانه بر داخلی تاثیر شعاع 6-1-7

دهیم و ضریب متر اف ایش می 1تا متر  11/1در این قسم  شعاع ا توان  مورد نظر را از مقدار 

 وریم.آمی د  ب شدت تنش را 

 شده ا  . آورده 11-1شکل در نمودار تغییرات ضریب شدت تنش بر حسب شعاع ا توان  

 
 شعاع داخلی ا توان  نمودار تغییرات ضریب شدت تنش نسض  ب  تغییرات -11-1شکل 

با اف ایش شجعاع ا توان  ضریب تمرک  تنش در نوک ترک اف ایش می یابد این رفتار در منضع  

های مرتلف ا تفاده شده در این منضع بر روی  طح ترک ذردد. اذر چ  بارذاارینی  مشاهده می [5]

 شوند.اعما  می
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شکل  درشعاع مرتلف  جایی در را تای شعاعی و محوری برای چندهمننین کانتورهای جاب 

 نشان داده شده ا  . 1-21
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برای ا توان  با  در را تای محوری )را  ( و را تای شعاعی )چپ( بر حسب متر جاییکانتورهای جاب  -21-1شکل 

 مرتلف داخلی هایشعاع

 

 

 



 های عددیتحلیل  ششم فیل 

82 

 ا  .نمایش داده شده  21-1شکل  درهای مرتلف میس  نی  برای شعاعکانتورهای تنش ون

 
m =0.20R 

 
m 0.5=0R 

 
m 0.8=0R 

 
=1 m0R 

 های مرتلفمیس  بر حسب پا کا  برای ا توان  با شعاعکانتور تنش ون -21-1شکل 
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 ئل حل شده برای بارگذاری دینامیکیامس 6-7

 ای تحت بارگذاری محوری دینامیکیاستوانه دارای ترک دایره 6-7-3

ک  از جن  مواد تابعی شججیشجج /اپوکسججی ا جج  را تح   5-1شججکل ی در این مرحل  ا ججتوان 

با  .متر وجود دارد 15/1ای ب  شعاع در این ا جتوان  یک ترک دایره  .دهیمیمبارذااری دینامیکی قرار 

 .حاصل شده ا  اجرای برنام   نتایج 

در ابتدای دیگر ب  عضارتی  .شودوارد می MPa1ی ب  اندازه ب  این ا جتوان  یک ضرب  محوری 

در نظر  μs1ذیرد. ذام زمانی در این مسججال  ا جتوان  تح  کشجش ناذهانی قرار می   ،زمان حل مسجال  

تر یم  22-1شکل  در P=0.2ذرفت  شجده ا ج . تغییرات ضجریب شجدت تنش نسض  ب  زمان برای     

 .ا   شده

 
 تغییرات ضریب شدت تنش نسض  ب  زمان  -22-1شکل 

ای ب  ا توان  تا ر یدن موج تنش ب  نوک ترک، مقداری طو  میکشد با اعما  بارذااری ضرب 

ک  در این مدت ضجریب شجدت تنش صفر خواهد بود. اما بعد از ر یدن موج تنش ضریب شدت تنش   

 یابد.در حا  بات رفتن ا   و پ  از عضور موج تنش این ضریب کاهش می
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میس  در زمان وارد کردن ضرب  جایی در را تای محوری و تنش ونهمننین کانتورهای جاب  

 .آورده شده ا   23-1شکل در 

  
)چپ(  بر حسب متر جایی در را تای محوری)را  ( و جاب  بر حسب پا کا  میس کانتورهای تنش ون -23-1شکل 

 در ابتدای تحلیل

ا   زمان ر یدن موج ضرب  ب  ترک میکروثانی  ک   21یی و تنش در زمان جاجاب کانتورهای 

 داده شده ا  . 24-1شکل نی  در 

  
)چپ(  بر حسب متر جایی در را تای محوری)را  ( و جاب  پا کا  بر حسب میس نکانتورهای تنش و -24-1شکل 

 میکرو ثانی  21زمان در 
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 استوانه توخالی دارای ترک محیطی تحت بارگذاری محوری دینامیکی 6-7-9

ک  همانند مسجججائل قضلی از جن  مواد تابعی  11-1شجججکل  یدر این مسجججالج  ا جججتوانج   

دهیم. در درون این ا توان  ک  دارای شعاع یمشجیش /اپوکسی ا   را تح  بارذااری دینامیکی قرار  

مورد نظر اجرای برنام  نتایج با  .متر وجود دارد 15/1یک ترک محیطی ب  شعاع  ،متر ا   1/1داخلی 

 آوریم.یم د  ب را 

شود. تغییرات وارد می μs1ب  این ا جتوان  نی  مانند مسجال  قضلی یک ضرب  محوری در زمان   

 شود.مشاهده می 25-1شکل ضریب شدت تنش نسض  ب  زمان در 

 
 تغییرات ضریب شدت تنش نسض  ب  زمان -25-1شکل 

مشاهده  25-1شکل و  22-1شجکل  کند، همانطور ک  در از آنجا ک  جن  ا جتوان  تغییر نمی 

ر ای ددایرهشود، زمان ر یدن موج تنش ب  ترک در دو حال  ا توان  توخالی و ا توان  دارای ترک می

ای محوری یکی ا   و فقط در ا توان  توخالی مقدار این ضریب اندکی کاهش حال  بارذااری ضجرب  

 باشد.های ب  وجود آمده در ا توان  توخالی مییابد؛ ک  عل  این کاهش، کاهش تنشمی
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میس  در زمان وارد کردن ضرب  جایی در را تای محوری و تنش ونهمننین کانتورهای جاب 

 .ا   شدهداده نشان  21-1شکل در 

  
)چپ(  بر حسب متر جایی در را تای محوری)را  ( و جاب  بر حسب پا کا  میس کانتورهای تنش ون -21-1شکل 

 در ابتدای تحلیل

میکروثانی  و زمان ر یدن موج ضرب  ب  ترک نی  در  21یی و تنش در زمان جاجاب کانتورهای 

 شده ا  .داده  27-1شکل 

  
)چپ(  بر حسب متر جایی در را تای محوری)را  ( و جاب  بر حسب پا کا  میس کانتورهای تنش ون -27-1شکل 

 میکرو ثانی  21 زمان  در
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 تحت بارگذاری دینامیکیدر استوانه توخالی   Pکننده تاثیر پارامتر تعیین 6-7-1

و تح  بارذااری ا جتوان  مسجال  قضل ک  از جن  مواد تابعی اپوکسججی/شیش  ا     در اینجا 

تنش را تغییرات ضججریب شججدت  Pدهیم . با تغییر مقدار دینامیکی قرار دارد را مورد برر ججی قرار می

 آید.بد   می 28-1شکل نسض  ب  زمان همانند 

 

 های مرتلفPبرای  تغییرات ضریب شدت تنش نسض  ب  زمان -28-1شکل 

تنش ابتدا ضریب شدت Pذردد همانند بارذااری ا تاتیکی با اف ایش همانطور ک  ملاحظ  می

شود زمان تر میچون ا توان  نرم Pکند. همننین با اف ایش کاهش و بعد از آن مجددا اف ایش پیدا می

 ر یدن موج تنش ب  نوک ترک اف ایش خوهد یاف .

 

 دینامیکی داخلیاستوانه توخالی دارای ترک محیطی تحت بارگذاری  6-7-7

قرار فشججار منفی در درون ا ججتوان   ایضججرب  مسججال  قضل را تح  بارا ججتوان   در این قسججم 

مسججال  در ا جج  و  MPa1 هکنیم. مقدار بار واردضججرایب شججدت تنش را محا ججض  می   دهیم ومی

 ذیرد.مورد برر ی قرار می μs5/1های زمانی ا تپ
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 تر یم شده ا  . 21-1شکل  برای این مسال  دربرحسب زمان  نمودار ضریب شدت تنش

 

 تغییرات ضریب شدت تنش نسض  ب  زمان -21-1شکل 

 

ود، شنوک ترک بست  می در ابتدای تحلیل از آنجا ک  هنگام بارذااری فشجاری درون ا جتوان   

درون ا توان  برای محا ض  ضریب شدت تنش مورد ا تفاده قرار ذرف  ک  این  فشجار منفی بارذااری 

ذردد. این بازشججدذی و از طرفی ر ججیدن موج ضججرب  ب  نوک بارذااری باعث باز شججدن دهان  ترک می

 شود.در نوک ترک می 21-1شکل ترک باعث اف ایش ضریب تمرک  تنش مطابق با 
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ضرب  در بعد از وارد کردن  μs5ر زمان شعاعی دجایی در را تای محوری و کانتورهای جاب 

 .ا   شدهداده نشان  31-1شکل 

  
 بر حسب متر μs5در )را  ( و را تای محوری )چپ(  جایی در را تای شعاعیجاب کانتورهای  -31-1شکل 

نمایش  31-1شکل  نی  در μs17جایی در را جتای محوری و شعاعی در زمان  کانتورهای جاب 

 .ا  داده شده 

  
 بر حسب متر μs17جایی در را تای شعاعی )را  ( و را تای محوری )چپ( در کانتورهای جاب  -31-1شکل 



 های عددیتحلیل  ششم فیل 

11 

 داده شده ا  .نشان  32-1شکل در نی  در این دو زمان  میس تنش ونکانتورهای همننین 

  
 بر حسب پا کا  ()چپ μs17 و در )را  ( μs5در  میس کانتورهای تنش ون -32-1شکل 
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محدود ای با ا تفاده از رول الماننام  معادتت حرک  در مرتیات ا توان در این پایان

دارای ترک محیطی تح   هایتنش در ا توان  شدتد   آوردن ضریب  یافت  برای بتو ع 

های  ازی مواد تابعی از مد  ازی شده ا  . جه  مد دینامیکی ذسست ا تاتیکی و های بارذااری

بعی ب  ادر نتیج  مواد تا تفاده ذردیده ا  ؛ تعمیم یافت  ی وپارامتریک های امکانیکی و المانمیکرو

 اند. ازی ذشت صورت واقعی و پیو ت  مد 

بندی و حل معادتت حل مسال  از المانشده برای نام  کد نوشت ترین د تاورد این پایانمهم

جه  برر ی  اف ار متلب ا  .جایی و تنش در نرممربوط  تا محا ض  نتایج و ر م کانتورهای جاب 

ام این   در تمصح  کد نوشت  شده، نتایج عددی برنام  با چهار مقال  معتضر اعتضار  نجی شده ا   ک

 .قرار ذرف برنام  نوشت  شده مورد تایید  نتایج ها دق مثا 

 :توان ب  طور خلاص  موارد زیر را بیان نمودبا توج  ب  نتایج داده شده می

ای از جن  ماده تابعی ک  درون در ا توان ا توان ،  ضرام ب  طو  ترک  نسض  با اف ایش  .1

و تح  بار کششی قرار دارد، ضریب شدت تنش در نوک ترک  تر ا  آن از بیرون آن نرم

 اف ایش می یابد.

با ذسترل نرمی در ا توان  از  طح داخلی ب   طح خارجی، ضریب شدت تنش ابتدا  .2

 در مسیر و نوک ترک، اف ایش خواهد یاف . مقدار  فتیکاهش و بعد از یکسان شدن 

 .دذرددر نوک ترک میضریب شدت تنش  باعث اف ایش اف ایش  رع  دورانی در ا توان  .3

یابد و با اف ایش با اف ایش شعاع داخلی مرازن دارای ترک، ضریب شدت تنش اف ایش می .4

 کند.هرچ  بیشتر این شعاع ضریب شدت تنش تغییرات کمتری پیدا می

ا توان  ضریب شدت تنش تا ر یدن موج تنش ب  نوک ترک صفر  در بارذااری دینامیکی .5

 پ  با عضور موج از نوک ترک  ،این ضریب اف ایش می یابد ،ز ر یدن موجا   و پ  ا

 یابد.این ضریب کاهش می

 ذردد:در پایان نی  پیشنهاداتی برای ادام  این تحقیق ارائ  می

 های موجود در  طح خارجی ا توان محا ض  ضریب شدت تنش برای ترک .1

 های دارای ترکمحا ض  ضریب شدت تنش در دیسک .2

 ایهای دارای ترک محیطی و دایرهرشد ترک در ا توان برر ی  .3
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Abstract 

Considering the fact that functional graded materials are categorized 

among the newest material in the world, it is necessary to analyze their behavior 

and properties more accurately. Dynamic fracture mechanic is one the mechanical 

branches that attracted the attention of researchers during last century to analyzes 

the behavior of fracture in material. The current thesis, using the extended finite 

element method (XFEM) i,e, one of the numerical methods in the analyzes of 

fracture, investigates the dynamic of stress intensity factor in cylindrical 

conservators in great detail.  

In this thesis after functional graded materials detection and their behaviors 

the finite element method is investigated.  In following the extended finite element 

method (XFEM) is introduced and its application in fracture mechanic problems 

and simulation of fractures with regular micromechanical method for complex 

material with using the generalized isoparametric elements are studied. 

Afterward, equilibrium equations in cylindrical coordinates for 

axisymmetric scenario with XFEM is presented in discrete matrix style and solved 

with Newmark method. In this dissertation, interaction integral is used to obtain 

the stress intensity factors.  

All of the solving steps from creation of mesh up to solution and results part, 

displacement contours and stress tensors are solved with MATLAB scientific 

program. Accuracy of the results is checked against some other well-known 

publications. Finally effects of length of fracture, change of properties, rotational 

speed and radii of cylinder in static loads on stress intensity factor. Also variation 

of stress intensity factor against time in dynamic load scenario is depicted. The 

material in this investigation in considered be glass epoxy. 

 

Keywords: 

Extended Finite Element Method (XFEM) - Micromechanical Model – 

Axisymmetric – Interaction Integral – Stress Intensity Factor (SIF) – FGM. 
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