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��� و i��� ����3، 	ّ�� 	ز �ن 	�" � � ��kم ��رد	S� 	ز ز��Wت �� ~�{|< � 	و، �G ز�Gن 1yz و  ��ون � ���
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 ر	 � h د+Mv ¹¸1د� 	·�، ¶µ´�`؛ � ²±° و¯®­< و 	ز �Gب
"  �C½¾ i¿ `Ä	 `Ä iÅÆÇ¿	 �C½¾ i¿ `�À-ÁÂÃ¿	gّ »¼ و �ّ�" :   


�� و Ê�WË�O 	ز ���ر ،	e` دو ���É iرÈ-	رم ،	ز�oر و �d� fgمÌÍ -ÎÏ i�Ð ،`Ä �Ñ�� ÔÕ-	ر� � Ò8-Ó� و �  
�?< 	·� و � �WÝم �m ÛÜ ز·�Ú� ی�ر و ی�ور� �� iØÙ د	×" �	� Ö `Ä-د� 	·�؛ Þ ijm �ßEà 

ï�، 	ز ìWí î� � � � ëل �L >èéر، åÁæ `ç² �G و ¤£و��WX5  ä	رد_�O 12^�و ~�¾U?<؛ ��ãب ��z د[\1 	ر��áâ  	ز 	]�Tدو 
 ̀ e	 �0�WYZ	ر "ðد·� و ز�-ÔY� ñò� `Ä � ÛÜ `e	؛ &%(�ی�نó�� ��ôõ � 	ر  

 ëل �C½ö و ��رد	S� ر	 د	رم
̀ �úد/øù ،`e÷� 	ز ز��Wت �&ن ر	 ]»�س È-ی e	 � ���G�.   
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4 Axially Functionally Graded (AFG) 
5 Atomic Force Microscopy (AFM) 
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 	� ��6��@� .�, �� `*# d�) - ���*�4�� �# f
�M ?H#�8� .����
� * b��
H� ��� 	����� 	
��) �)

 �� 1#�A��
� �) >:�7  #��# ������ 1�� cY�9� d,�
 5��#��% 2� e�. �=#�8� d�) >�� �#2 Z�@�,� 

 ?���M#�= 2� e� g�
� �)-��$�% �p,�# >�= � 1��  ]�=�,R * ��A�
 /��[��
H� ��� 	����� b �)

�$ 1�%��# *# g�
� h,�
 �J���* 1�%��#  	(*��,R ��= �	� ���& 	
��) #� �#��%` 
 d�) �# . ]�, -

 ���*�4�� �# b����
H� ��� 	����� �K� 5#*]$� �)FG  cY��9� d,�
 5��#��% 2� e� �) 	��i� 2� <�

 5R 	��8��� ���$� * ��A�
 /��[ W1��#� �  �8=�E�	� ���&#��%.  

1-3-  ��
2��!�"�#$���  

  X��$�6�, `�@� �) F [ � 1�:��� * #�8)� W������#�( �̀7� *W�� 5���( �����
 * w��7� >��i� �� ���,
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	� `*# X����$ �# .���
 `*� * ���( f�7��A� -��=`#� � Wb�����
H� ��� 	����� 5 Q 2� FG 2� e� * 2�7

 	T [ � ?��)#� �) 2�*�� * 1�� o��8� ���6��
H�	� -�0,�# � .` 
 X�$�$� �) f
�M ?H#�8� - ��

 `#� � h�� �� ���*�4�� b� 	������8��� FG  �� 2� <� 	����� >�$�% �p,�# 5*�) 2� e� g����
� �)

%	� �;��� 1�� cY9� d,�
 5��#�� .�7# -���Q X�$b��
H� ��� 	����� ]�=�,R �) f0�( * 4�� ���*�

   ��� $ ��q 2� e� * 1��� cY�9� d,�
 5��#��% 2� e� �� 1#�A��
� �) >:�72 �) ?���M Z�@�,���� /�

'*� �) 	��i� h,�
�$ �J��� * '*�  	(*��,R ��= � #��# �������  	����� 	
��) �) f3� X��$ .

  
� ����#�( 2� <� 	8)�� ��̀a�� `#� � �� 1�� �����
 ���*�4�� �# b���
H� ���.�  �#�, ��R X�$  ]

#���3�(	��7 d7*C( 2��) 	�R 2�7	� �;���# �.        
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:-*# X�$  

 
  

  

  

  

2- �L�B*. $����# � $�A�� K���7

 
 

 

���� ��������  
������ ��  ��!"  

 �ûü دوّم:  
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2-1- (�B�$�  

���)� X�$ >�� �# `*� f�7�A���=�( Z \ �# �
 2�5��	� 1#�A�
� ��,R �� ���, * 1�:��� * 1�� o��8� # �

�m�����2 	� 5��) ?�MYE9� >��  �� 2�����5���( >�� 	T [ � ?��)#� �) 2�*�� ���,� �# .# �, ���

	� '��]% # ��̀7� * 1�:��� ���̀>�*� 5R �.# � ��  

2-2- ��
�/�+��. 	"����  

2�7� ��,*��  1#��6% � \ �) * �,��# B��
 	� :�
�( �# 	�H�) �6�
��6M 	,*�4�� 	4�,�4�� �# 2

   	� 1#�A��
� �7� �H*�� * �7� �6��
�, � ]6[>�� >�6,�# *� >�� �� . 	� ?�*�[ F [ � �Q �
 �)��

	� 	��7������(�̀���9 ����� �) �,� � Ww�7 W�7� ��,*�� #� � �# .#���:) �K� ��,R 	4�,�4� * 	4�]�$ ?�

f�6�
 ���
 * 	M��\Y�� �) 	��7`�M �� 2��,� w S�� .�
� bQ 
 >4�� �
� 1�� 1�7�3� W�,�A


��3� � \ �) 2��,� wY�� W1���,� d7�
 �) �
d��]$� 	� 	��)�� ]7[.  

1��)�# 2�����6) 5�@@<�2  f���6���
 �# 	4�,�4� wY�� oJ��� B)���	4�,�4�*��4=�*�4�� 2�7 ) }<

1#�
 ��,� ]8[� .���G�* J�9 �=�,*# b� *10 ]9[ 1���,� �)wY�� 2��% � ��,*�� b� oJ��� 	4�,�4� 2�7

	� ��
 kY� ��<� �# �
 	,*�4��X��� �
 �� ?�$Y�� >�� 2��) >4�� Bi�� �
 W#�
 �=���, wY��	 

	���� 1̀#��11��4� �) �i��� wY�� W1�%12 �E
 �) �i��� wY�� *13 ��8� �� ���67�,�� .�,#�
 	$14  *

5���4�7 ]10[ S���� �T �
 �,#�# 5���3, * �,��0���
 	��6,�
�$ "��
�( �) �� � 7 	����� ��K  � 7 	�����

 �i��� �� ����3�) �) �� �����3� h,�
�$6-10 	�,	� d7�
 �� 	A�
 /����[ * #�)#S� >�� �
 �7 �) ��K

	� d7�
 W#�8)� d��]$�5 �:���7 .�)��15 5���4�7 * ]11[ 1���,� �)��# � ��,*�� b� wY�� 2��% ���$�

 	� ���a� ��# �) ����3� h,�
�$ �
�,� W��,R �� h( .��
16  Z�
 �#1937  b��
H� ��� 	����� # �*

d�( ���i�� �T�
 �) * 	��)2� e� 	
�
� 2�7�) �� '�� 9 #�
 	��)��) 	)�0� ?]12–14[ .  

                                                                                                                                          
9 Mihailovich 
10 MacDonald 
11 Doping-impurity losses 
12 Support-related losses 

13 Surface-related losses 
14 Zhang 
15 Harrington 
16 Zener 
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 �#f��6� b����
H� ���W  	4�,�4� wY�� -]�,�4� b� /i��
 	���# 5���� * d,�
 5���� >�) X( 


	� 	� 1���� �
 # ���  ���� �# Z#�8� �=�M �) ����3%��) .##�%�) Z#�8� �=�M �) f���6����
 �� �7#

     	� ?� 9 	8�[ � 2��# 5��#��% �� 	���, ?���M ���(�, ��3%�) ���� �) b���
H� ��� �) �
 #���(

>�� .�
� X( 
 d,�
 5���� 	� b��
H� ��� 	����� �� wY�� ���R�$��� % ]7[.  

2�)17   Z��
 �#1955 ���( �) �� 	3����R2 D,�) 2��) �,� 2� e�-�A=R18 � �) 	����� 5R �# �
 #�# -�0,

����� 2��% 1���,� L��� 2��# �� 	8)�� 5� �T ]15[?��7�� .19 ]16[  Z����
 �#1990 �� ����
�� *20  *

 5���4�7]17[  Z����
 �#1999  b�����
H� ��� 	����� /���� �)b� 5 4�J����
 2��) * Z�����6��


 �����, 5 4�J���
 � ��,*��*�4��L��� 2��# �# �� ]����3A�= *  ;��,H .�,#�
 '��]%21  I�&# ?��iT b�

   �� f
�M ?H#�8� XM * 2 & .����
� b� ��� W�,#�
 5��) b���
H� ��� '�8��� 	����� /����[ 2��)

�,#�4, �;��� ]18[2**� .22 5���4�7 * ]19[ Z**# *23 5���4�7 * ]20[ �) �
 �,#�# 5�3, 	)�0� ?� 9

	����� �# 1��T Bi�� b� b��
H� ��� 	����� f�6�
�,�4�*��4=� ,�, * 	4�,�4�*��4=�*�4�� 2�7	4 

 h
*� * ]��3A�=  .��
�24  ��� b� �# �� b��
H� ��� 	����� 	
��) #� � 	J�E�6� BE@� �E
 �)

1���,� d��]$� �) �
 ���$���# * �,#�# ���&W   b���
H� ��� 	�����	� d7�
�)�) ]7[3�� . ?��iT b� 5�

� �# ��A�
 /��[ 2��) 	J�J<����*�4�� �# b��
H� ��� 	����  �;����,#�
�, � * �A��, .h25  b� ]�,

 �A�
 /���[ 2��) 	J�J<� ?��iTb��
H� ��� 	����� � �<A9*�4�� �#� ����� * �
��7 �) �7 2��

�,#�
 .����
� 	� �T ]21[.  

2-3- (��+� 	���. �(�0
�  

`#� �  �i6, �) bi
 	��� l��
�) H�) 5�* �) -�4<�
� * ��*�@��̀@$ � � \� 7 B���9 �# 2]��R � 	�

 �:�# * 	� 1#�A�
� 	�
���� 2�7#�)��
 .�, ���<� �# 	��� l��
 `#� � �Q�%� 1#�A�
� ]�, -�% 2�7

                                                                                                                                          
17 Berry 
18 K-brass 
19 Roszhardt 
20 Yasumura 

21 Landau and Liftshitz 
22 Evoy 
23 Duwel 
24 Roukes 
25 Nayfeh and Younis 



���3�( * ��=`*� f�7�A�                                                                         -`*# X�$I�@<� 2  

10 

	��, �W >�� ��̀� `#� � 	�, 	���& 	��� l��
��<� �# ��,� � 2��# �) 	��7#��� 	J�� )�$ .�,*� ��
 ]J

�)����� �# 	,H \ 5��=���
 2��) 5R 2H�) 	:��@Q * ��*�@� �\���� oJ��� 2�7 1#�A���
� 	��
��

	� `#� � ��,�� ]J$ -�4<����
� WH�) 	���# �������� �# .# ���� 	� d7�
 	���& 	��� l��
`#� � .�)�� 

 ��*�@� 	4����
�) ��� W�,��# 	) � ���6) 	����M 2#*�<� 2�7#�)��
 W#� � >�� >���( 	:��@Q X�=#

.�,��#  

������  ���
#2 `#� � -�, �) 	��� l��
 #� � �� 2����  �̀�a��	8)�� �) ?̀���̀ � # � �) �� 5��:�8�9 �

 `#� � .��
� 1#�
 /J� FG  ���
#2 `#� � �� 2����   �� 2�����
]�� ?����a� �) �
 ����67 >:�7��q

`#�� b�`#�� �) 1 �) �:�# 1 /��� 	� ��= � ��3� ���a� �) .�, ���
 �(2 `#� � 	�0M �6
 
 W1�,��

 ���3�  ?���FGM  `#� � wY��)��H 	��� l��
-��H W2� �) ���
�� ��Q �� b� �# -�, * ��
 �( ?� 9

	� ���a� d�� ]
��� �� 	��, ?Y4�3� #���� �� �� ��
 d�� ]
��� ��9 �� 	���# �)A� X�=# �# ?*�

	����M ~�6i,� /��[ ��<� �# 	�H�) X�<� 	4����
 #� � �
 	��0,R �� .��
 2��% J��# 2�7 H�) �

)�����3� �\�� �� �� 2���) 	4�,�4� 	����
 ?�]J$ >��m�7 * �,��# ?�]J$ �) �i��6, ���) 	���# ?����

	� 5�3, # ��H �8� W��7# �)1̀#�� 5� �T2 1�,��
2 FGM 	� ���& 1#�A�
� #� ��,��% ]22[.  

 1��*FGM`*� 2��) W �7# �,��� �# ��) >�=1980   1#�A�
� 	�(�� 5����3,�# �� 1*�% b� ��
 � 2#Y��

���� ]23[ W5��� 5R �� .�� 1#�A���
� �)  #�̀ �FGW #� � '����6% 2��) 'Y� �)  .�$�� ���#� H�) ��*�@�

��Q�7  #�̀ �FG �) ��qR �#`#� � 5� �T1��
 2��) 2 �,�) * 	��^$ 2�7 �,�� 	M��\ �7� �
��]24W25[ W

�) 1�*��� ��� 5� �T2�]�� 1�����
��<� �# 	AJ��� 2�	� 1#�A����
� H�) 2�7��# �) 	��7������ .�, ���� 

`#� � �� 	T ��� 2�7#�)�
 FG �7� 6�
 ��,�� W�
� 1�� '��]% ?H�@� �# ]26[  *���<�2�7  FGM 

]27[ cY�
 W 2�7FGM  b�����
-]J$ ]28[ h4T ��
��4��R W ]29[ ��Jl��� * 2�7	4�](  h�� ��

FGM ]30[.  

2-3-1-  ��A+. _��  

`#� � FG  �)'*�	� ��= � 	AJ��� 2�7 	� �
 # ����H ��H ��= � ��
# *# �) �� 5R 5� ��= � * 2� �
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 ��H ��H '*� �) ��= � �# .#�
 2��) f��6@� Z�@�,� 1���( ���( �)A% 	,�����
 '*� 5R �) �
 2� ��

	�	� ?� ��9 I�&# � \ �) �� � �# 	0���� ?����a� # ��� ���
 � 5R �����
 2�7���R�$ * #��%

	� Z���
 �� �l��
.�
� 5��% ���6) ���
 '*� >�� ���]7 .# �  

	� `#� � ����
 2��) 5� � FG  �� W1� �=# /�
�� ��= � * �7�����
*�4�� �# 	0���� ?����a� #�0�� *

 #�
 1#�A�
� ?���M Z�@�,� * 	��� ��3�,� WZ���
 5���� ]31['*� >�� .`*# ��
# �# ��= � 2�7 ���& -

	�5�& * �,��%5��#��% ��= � 2��) �
 ����
�7 1#�A����
� �7#H $ �# 	i�
�� * 2��������
*�4�� 2�7

	�'*� .�, �'*� wY��) Z�@�,� �) 	��i� 2�7 1� �=# ����,� 1���� 	,�����
 2�7?����a� /�� 

 ��	�,'*� �# .�7#	� �����
 Z*���� 2�7'*� �) 5� �� ��
� W�# ( 2�� =��� 2�7 2�l��
� 2���%

d
*� ���R�$ W	����M.#�
 1���� ��
Y( d��( * 	7#  

 '*� �#]J$ h�� �� #� � ��= � 2��) �# ( 2�� =���- �# �# ( ?� ��9 �) h�� *# �7 ���)� b������


�# �p, #� � 	0���� ?����a� * 1��R 	� -�0,� �7��$ 	�0M �6
	� ~Y��� ���R�$ .# �
̀ � �,� �� 

# � Z���
 ��3� d��( ���,�) b� I)�E� �� �l��
.  ��,�� ���� �=�M - 
�� 2�7���R�$ �) hl


	� f
���� 5#�
 g�(.#���, 2#�)��
 ���, ?�8E& ��= � 2��) '*� >�� .�, �  

� 
� '*� �#1�� $ W	����M 2�l
� 2���%� 2� ]J$ ����� ��H �)	� 1�,�3$� ���� 2� 	\ �# �
 # �

	� X�43� �T�
 �) ���� ��H b� ?��J�T >�� ��)�
 * - ���� =R ?�8E& ��= � 2��) '*� >�� .# �

	� 1#�A�
� f�6J
.# �  

`#� � �� 	7# d
*� ���R�$ �# FG  	���� ��H b� * 	J��# ��H b� >�) ����) ���
�* ��H 5� �T �)

	� 1#�A�
�.# �  

    �E& �) �# ( ?��_ W��
Y( ��A� �� 1#�A��
� �) ���
Y( d���( '*� �#100  -�% �T�
 �) 5*�4��

	� ���( ���� * 1�� �) * ���
 �T�
 Z���
1�� 	� ~ J�� �:��4� �).�, �  

2-3-2-  ��+� `"1+. `��.  

�H �8� �`#� � �8=�E FG?� 9 �) #� � B�� � ��$ �) W 	�0M �6
 �� * 	���, W	,� � B)�� �) B�� � 2�7
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	� -�0,�   `#� � �� 1��� �����
 2�7��� #� � �# .# �� FG   �����[ 2���
�� �# #� � 5��#��% �
 5��

	� ���a� ��
 �(�����T W��
 	� 1#�A�
� 	���, �� 	,� � B�� � �� 2�7��� 	
��) * # ���
 �� 1�� ��

 #� �AFG 	� -�0,� 	E� B�� � B)�� ��$ �).# �  

2-4- ��+6.$
�'�
�/� ���  

2-4-1-  ���4� $
�'�
�/�  

 2*��, 5R �# �
 �$�� g�
� � 7 5 ,�& ���( �) #� � 	E� b��
H� ���$�N 2� <� b� 2*��, b� W

  �)�� �) �
 ���� �J�� b� d�3
 ��6� �# 2� <� 	���OP 2��$ �)�K b� �) 	E� ?� 9 �) W-% 

	� ���a�.��
  

)2-1(   N = -%OP 
 H� 	4�]�$ g��
�  ���$� >��7 �� b�
Y
 ����6���
  b��
H� 	E�	� X�43��
H� �# .�7# ���6�

 	� b��
Y
`*� 2�7���8� �� 5� � d�� ��=���  d,�
 *&���) W�) /�����)�� * *��, 2�� 1#�A�
� 	���

 ���6��
H� Z*�� �) 	E� ?� 9 �) �
 #�
�.�,��# �E)�� W 
)2-2(   ��� = �1 + . Q&�� + .1 − 2. &##T��U 

 WL $ �E)�� �#.  /���[  `#� � 2��) �
 5 �
� (   ��,�� #�:,��6�7�  1���,� * �
��7 �� X@�6� * �)�K

�	� >��m�7 �� �E)�� >�� .�
� #�  ��H �)� K /6M �) 5� �*  *E.�� , ��� ?� 9 �) W  

)2-3(   ��� = 2E&�� + *&##T�� 
 �E)��)2-3(`#� � 2�����
 �E)�� W 1��
 2��) * 1# ) b�
Y
 2� e� �# 	E� #�:,�6�7 #�8)� �# 	��7

  	� 5�3, 	7�:3����R * 	)�0� ?��7�3� ��� ��
� I�&# ����6) *�
����3� d7�
 �) �
 �7#�� 2�7

�� >�� ��i�T� �� W1���,�	� ��
�
 �E)# � ]32[.  

 5R �� 	
�M 	7�:�3����R D���, g��@� �# #� � 	4�,�4� ���$� �
 �
� ��4Q 
 * 5*�4�� 	= \ 2�7

 g��@� �# #� � ���$� >�� .����
� �����6)�* 5R 1���,� �) ?����� �) 5R �� �� ��4Q 
 * 5*�4�� 2�7�) 
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  ���$� cYE�9� �1���� $� $
a'���26 	��̀9 �� �# ���a� W1���,� �) ��6)�* ���$� �� � p�� .����, * ?�

	%C�*  ��4� 2��7 `#��� 	4�,	� 5R g��@� d7�
 �) 1 ���$� 2*� �) 2������6) ?�8=�E� �Q�%� .������)
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��
� ��$�% -�0,� b�
Y
 ���6��
H� 2�7 W

2� e� >�� 2#���) ?H#�8� �# �
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`#��	�, W#���, # �* W�7# 5�3, 	= \ g��@� �) �� 1 .#�
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H� 2�7 W��,R 2�����
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26 Size dependent 
27 Length scale parameter 

28 Cosserat 
29 Couple stress 
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�) �:�=) �:�= �) g�
� >�� �) 1�� �;��� 2�����
 �E)�� .�,�# 	� X��# ]�, �� (�E
 �M�*?� 9  ���

.�
�  

)2-4(   ��� = �2E + V�&�� + *&##T�� + VW��X�YZX − [X� 
)2-5(   $�� = K[4,4T�� + \[�,� + '[�,� 

 5��3, ���
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[ *�4��-d��Q30   .�
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��- d��Q

) �
� Z �8� ��
 �( ��<�YZ = �] × P�/2 * (W��X *�
�� .���) 	� �3:��� � 6,��-d��Q31 
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 `*� ��8[* �) �i6, ��$�� X4� ���a� �=�M �# f�6� ��=	� LY\�# �) 1�,���&�) 2�7������( .K W\ W

'  *V�Y(*�4�� �)� K (32 `#��	� 1����, 1.�, �  

�� 	$�8� ��** �
 � X( 
 d�� 1��� ��Q �7 ]34[W �̀��&# �) �`*� 2��) #��� ��) >�=?��6
 � �� 5R �7

 �)�*� �))2-4(  *)2-5( .�,# ) 1#�
 o��8�  

� �) >:����2�:,��) -�0, >���R) d��Q*�4�� � 6,�� 5# ) 5#�@��#�( -*]= * ?�� 6
 2� e� �# 	��7

�J�� �E)�� )2-4(( ) X( 
 d�� � ��6,�� *$��#�
 	$�8� �� �Y(*�4�� 2� e� W(]35[ 2� e� 1�*��� .

.���67 �:��4� �) Z#�8� �Y(*�4�� * ?��6
  

 >����
��� * >�=������1962 ]36[ >�( � W1962 ]37[  ��� 
 *1964 ]38[ X��( 
 d�� 2� e� W

� �����6����
H� 2� e� b� 5� �T �) �� b���
Y
 X����� 2� e� >�� .�,#�
 	$�8� �:�# 2H�) �i��#* 

  >�� �# 	$���[� b���
Y
 ��q ������( *# ���� �4��� # �* �) .���
� #� � 	= \ g��@� 	$���[� ������(

.�
� X43� 2� e� >�� �� 1#�A�
� � �7 ��� W#��# # �* 2� e�  

2-4-4-  ��� 34
� Y#+� 5�. $
�'�
�/�  

 �;��� �Y(*�4�� 2� e� �# Z#�8� �E)�� * �7*��, Z*���� Z#�8� �E)�� d,���4�7 * >:���� ���
 � 1����

                                                                                                                                          
30 Microrotation 
31 Macrorotation 

32 Micropolar 
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 5#*]$� �) 5���4�7 * �,�� .�
� 1�3, ��<= 5R �# 	�H�) �i��� Z#�8� �E)�� G�7 * �
�7*��, �*��3%

`#�� ?��_ 	,��*# ���$� �) f
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 d�� 2� e� �,#�
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 ��
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� �) .# � #��* ���9 ?� 9 �) 	3,�
 2��,�

��( *#�b���
Y
 X( 
 d�� �# ���������( b� �) W 	� d7�
 2� e� >�� �#�) 2� e� >�� 1�*��� .�)�� 

 1�� cY9� X( 
 d�� ���6��
H� 2� e� 5� �T	� ������# �.  

�� �# 	�3,�
 2��,� 	=�:Q 2� e� >W   	%��m�( * (d�� � 6,�� �) ������) d,�
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)2-7(   d = 12 e ����&�� + $��(��� fcg  

 5R �# �
 ���  W&��  W$��  W(�� �� /���� �)�= 	$��<,� ����6& Wd,�
 � ��6,�� Wd�� � ��6,�� 2�7 �A

.���67 k��<,� � 6,�� 5��@�� ��6& * X( 
 d�� � 6,��  
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1 Park 
2 Gao 
3 Kong 
4 Ma 

5 Mindlin 
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�i��� 5��#��% �) �i��� 	E� b��
H� `*#.#��# # �* X4� ���a� -  

 5 �6��Q�7 * bJ$1 ]45W46[ ��#�0� �� >�=���� 1�� 1#�
 2� e�  2� e� �� 5R * �,#�
 2��) Z ��$

`*# �i��� 5��#��% � 6,�� Wd,�
 5��#��% 2� e� �# .�,����, d,�
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	� f�6@� d��Q 5��#��% � 6,�� * d3
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1��T) d,�
 5��#��% 2� e� ?*�A� >���2� e� �  2��,� 	=�:Q �
 ����
� >�� Z �8� ������6�����
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j`*� �i��� 5��#��% 5��@�� ��6&) d,�
 �) f7 W`*# �i��� 5��#��% �) f7 * (X4� ���a� Z- 
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� ��6)�* X4� ���a�  

)2-13(   j = j�&�� , ���#� 

 5R �# �
&��  *���#  `*# �i��� 5��#��% � 6,�� * d,�
 � �6,�� /���� �)�E)�� �# .�
� X4� ���a� - 

`*# �i��� 5��#��% � 6,�� * d,�
 � 6,�� L $�) X4� ���a� -	� o��8� ��� ?� 9.�, �  

)2-14(   &�� = 12 �k�P� + k�P��;    ���# = k��P# 

 5R �# �
k�  *  J� �) *� 5��#��% � ���(�P� �)�� ��#�) �=�� d� d,�
 � 6,�� .��
� 	��� X@�6� �A

 X4��� ���a� -*# �i��� 5��#��% � ��6,�� * 5��@��18 �=�� h��,� *# �# ��,R ��7 �
 #��# X@���6� �A

.���67 5��@�� 	����)�  

) D���, ���  >�=���� �� 1��R ��
#]44[   5 �6��Q�7 * bJ$ *]45[ 	� 
 d�� � 6,�� W���  � 6,�� *

 X)*# d��"���) W`*# �i��� 5��#��% � 6,�� * d,�
 � 6,�� �) �i��� /������� ?� 9 �) d,�
 -  5��)

	�.# �  

)2-15(   ��� = kjk&�� ,   "��# = kjk���# . 
 ) 	�3,�
 2��,� 	=�:Q  >�=���� o��8� g��
� �]44[ `#�� 2��)�) 	E� b��
H� #�:,�6�7 1 ?� 9

	� o��8� ���.# �  

                                                                                                                                          
1 Fleck and Hutchinson 
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)2-16(   
j = 12 *&��&�� + E&��&�� + m7������## + m����#�#��+ mn���#���# + mo���#���# + mp���#�#��  

 5R �# �
*  *E  * d,�
 � ��6,�� �) ������ ��H �)� Kmq )r = 1,2, … ,5 �i��� 	$���[� �)�K D�( (

`*#`*# �i��� 5��#��% �) �i��� b��
H� -.���67 X4� ���a� -  

2-4-6-   $
�'�
�/���� 34
� 5��� !�"���   

  Z#�8� ����� * 1�� 1#�A�
� Z �8� Z#�8� �)�*� d,�
 5��#��% ���6��
H� 2� e� 5 ��
H ��$ �#

d�� ���$� �) f
�M ��H�) �i����i��� 2�7 = .�
� 1���� ��$�% 1��#�, ��H�) 5���4�7 * f]4[  Z�
 �#

2003   Z#�8� �=#�8� ����� �� 1#�A�
� �) �0�� �
 ��H�) �i��� ���8� �� ���� �T �0� b� �8�
 � �)

     X@�6� 2�7������( #��8� * cY9� �� d,�
 5��#��% ����6���
H� 2� e� ����6,� � W��� ��H�) �i���

\ g��@� �� �� b��
H� 	= 5  �)3  .��7# d7�
  

 5 ��6��Q�7 * bJ$]45[ `*# �i��� 5��#��% -���a�  X4������# 5��@�� ����6& *# �) �� W���#%  #�( *

 5��@�����#u.�,#�
 ��]0� W  

)2-17(   ���#% = 13 ����# + ��#� + �#���,   ���#u = 23 �W�#w(w� + W�#w(w�� 

 5R �# �
W��#  * �3:��� � 6,��(�� = 1 2� W�xy��xy  6,�� h����� 5��@�� ��6& .�
� dm�( � 

  `*# ��i��� 5���#��%  X�4���� ���a� -���#%	� ]�, W   )�K� ������6& *# ��) ��,� �trace (���#�/�  �K� 5*�) *

)traceless (���#�7�  .#�
 f�6@�W 
)2-18(   ���#% = ���#�/� + ���#�7�

 

	� ]�, �� dm�( h����� >��m�7�,� �  5��@�� ��6& *# �)(��%  5��@�� #�( *(��u .#�
 f�6@�W  

)2-19(   (�� = (��% + (��u  

��6& 5R �# �
	� o��8� ��� ?� 9 �) 5��@��#�( * 5��@�� 2�7.�, �  

)2-20(   (��% = 12 �(�� + (���,   (��u = 12 �(�� − (��� 

 ] 5���4�7 * f�= ��
 � �
 ��H�) �i��� Z#�8� ��& #�)��
4 2��,� 	=�:Q �
 #�# 5�3, W�$�� �8
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 � �6,�� 5��@�� ���6& �� 	8)�� X
 X4�� ���a�&�� F�6�� 5��#��% ��#�) W&,�  5��#��% � 6,�� W

 	$��<,� d��3
���#�7�  d��Q 5��#��% 5��@�� � ��6,�� *(��% � * ���
� 5��@�� #�( � ��6,�� �� X@���6

 d��Q 5��#��%(��u .�
�  

)2-21(   j = j�&�� , &,� , ���#�7� , (��% � 

  �
 2��,� 	=�:Q W1�� cY9� d,�
 5��#��% ���6���
H� 2� e� g��
� �)�:,�6�7 1#�� 2��) 	3, #

5��@��-2]
��1   ��M�, �
 	E� b���
H�c `*# ���# B)�� b� ?� ��9 �) ���
� 1#�
 Z�a���� �� �� -

h�����2�#�*�, 2�72 	� o��8� d,�
.# �  

)2-22(   j = 12 *&��&�� + E&��� &��� + m/� &XX,�&qq,� + m7� ���#�7����#�7� + m�� (��% (��%  

 	$��<,� d,�
 5R �# �
&���   1#�� 	$�[� X@��6� 2�7������( >��m�7 *mq� )r = 0,1,2 �) �i��� W(

�) d��Q 5��#��% * 	$��<,� d3
 5��#��% WF�6�� 5��#��%�) W/����	� o��8� ��� ?� 9 �.#  

)2-23(   &��� = &�� − 13 &XXT��  

)2-24(   m/� = Eh/�,     m7� = Eh7�,     m�� = Eh�� 

 L $ �E)�� �#hq) Wr = 0,1,2 `#�� 	= \ g��@� ������( ��
 (�) .���67 1	� �0��, 5� �T �)�*� 5� �

.#�
 o��8� �� ��� 2�����
  

)2-25(   

��� = *T��&XX + 2E&���   � = 2Eh/�&XX,� "��# = 2Eh7����#�7� $��% = 2Eh��(��%  
 2�7������(  W"  *$ d�� ��H�) �i��� 2�7	� 1����,  * �, ���  ���0��, .�
� b�
Y
 d�� � �6,�� 

	� X
 d,�
 2��,� 5� �d :#�
 	6� ,��) ��� ?� 9 �) 2� e� >�� Ii\ ��  

)2-26(   d = 12 e ����&�� +  �'� + "��#���#�7� + $��% (��% � fcg  

 �E)�� �# �%�)2-25(  	= \ g��@� 2�7������(h/  *h7 �E)�� .f�7# ���& �A��9 �)��) �� )2-26(  Z#�8�
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#f��3Q ?*�A� W��R * 1#�����[� .#��# # �* 2��%

 5���4�7]78[  X( 
 2� e� �� 1#�A�
� �) b��
H� ��� 	����� ��A�
 /��[ 2��) 	J�J<� ?��iT b�

Y��9� d���� >:�7 ���*�4�� � ��,*�� 2��) 1���� c���( b� �K� �� �,#�
 �;�5R �) �� 	= \ g��@� ��� 

  D���, .���
 1�7��3�   �# b���
H� ��� 	����� ��A�
 /���[	��:�7 �
 #�# 5�3, 5�3�� �8=�E�
 �

	� b�#], 	= \ g��@� ������( �) ��� ����[
Y
 2� e� �� 1�� cY9� d�� X( 
 2� e� W# �� b

	� �J9�$�) * #��%.h4T  

                                                                                                                                          
23 Sun 24 Prabhakar 
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2-6- `)Z����  

X���$ >�� �#W  	$�8� �) ���)� �#��=`*� f�7�A�2� e� * 	8)�� `#� � Wb����
H� ��� 	����� 5 Q 2�7 2�

    �) �i��� 1�� -�0,� 2�7��
 �� 2����� �m����� >��m�7 .�� ����#�( ����6���
H� b��
Y
��q

5���( F ���[ � �
 #�# 5����3, I�@<� ������3�( * ?H�@� �*�� .��#�% 5��) ���,���
 ���$� X�J<� �) 

 	4�,�4�2� <� 	8)�� �̀�a�� `#� � �� 1�� ����
 2�7���*�4��  ��KS� 5R �) 1*YT .�
� 1�� ����#�(

   2� e� �) �i��� 	= \ g���@� 2��7�������(b����
Y
��q 2�7 	8)�� �̀�a�� `#� � >�$�% �p, �# * )� 

	����� ����� b� � �7 b����
H� ���	� ]�:,��) d��
�( 25���( >�� �# .�����) #��R ?�����8��� ���,

 	
��) 1�� cY9� d,�
 5��#��% 2� e� g�
� �) 2� <� 	8)�� �̀�a�� #� � �� 1�� ����
 ���*�4��

 <� 	8)�� >:�7 ��q * >:�7 ���*�4�� �# b��
H� ��� 	����� 5R �) 1*YT .�
� 1���
� �) 2� 1#�A

.�
� ��$�% ���& �8=�E� #� � ��� $��q ?���M Z�@�,� 2� e� * 1�� cY9� d,�
 5��#��% 2� e� ��
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3-1- $�(�B�  

  ���*�4�� #��R ?���8��� X��$ >�� �# W	����� 5*�)����
 1�� `#� � �� �̀a�� � g�
� �) 2� <� 	8)��

  �̀9 �� * BE@� �E
 �
 �
� 1�� ��$ .�
� 1�� 	
��) 1��� cY�9� d,�
 5��#��% 2� e�� ?

1̀#�� �) >:�7��q * ��� �4���q ���*�4�� ����� .���
 ���a� ���*�4�� � <� 2��
�� �# 	E� ?� 9

 b���
Y
��q * b���
Y
 2���b� Z�*��� ���
��7 *# 2��)�% ���
*# * ��#��% ���
 ��#� >��m�7 *

�M �=#�8����*�4�� >�� 	����8��� ���$� �) f
�7   .���
� 1���� .������
� 5 �J���7 X��9� �� 1#�A���
� �)

h,�
�$	) 	8�i\ 2�7 '*� �� 1#�A���
� �) ���*�4�� �8)���, 	J�J<�	J��- ]���>�
�=�% * �) ���
#

1��R��<9 /��@� 2��) >��m�7 .�,�� �=#�8� �
 	��0,R �� WD���, �� �=#�8� b� ���*�4�� #��R ?���8��

3� �i���a�� /���[ * 	;]� ?�@�3� �) f�̀�6��@� B)�� ����,� * �
� � 	J�� '*� �# 1�� _����)-

��4� ����� ��7 (]���	�, k�[�� �� 	7�% �) �i��� 2��� ~�� d� * f
�M 	J�6,��A�# �=#�8� W��


#�A���
� �) * 1���� X��i� 	=��:�,� �=#�8� b� �) 5R�J����Q ���6) '*� �� 1W2� �J����Q ���6)2� 

Z�@�,���$����,�C= 2 ��� 5 ��R B)�� �6) *���#��%�
 *# ��� ���8�� * Z*h,�
�$ W# 	8�i\ 2�7I�& ��

  � X�9�M D���, �) * .�����
�'*� ����, 2�7 	J�J<� 1�� ��6��@� �) D���, 	0�
��i�T� >��m�7 .�,�

�# # � � D���, �) ��,R �6��@� .�
� ���&�) ��,R 5��� 	) � 2��%��
 �
 1�� -�0,� ?H�@�  

3-2- $�A(�� K���7�  

1�� cY9� d,�
 5��#��% 2� e� g�
� �) ]4[ 1�� 1���_ 	3,�
 2��,� Wd # 	E� b��
H� #� � �

 ��M�, �
c X4����a� �) �� �^$ ���) W�
� 1#�
 Z�a�� #*�<� 2�7	� ��� , ��� ?� 9:# �  

)3-1(   d = e P�� f� = 12 e ����&�� +  �'� + "��#�7����#�7�� + $��% (��% �fc 

 5R �# �
��� 5�3,1��7#�A=�� 2 	� 
 d�� � 6,�� 2�7� �7 .�
��A=�� >��m d,�
 � 6,�� 2�7

  b��
Y
�  F��6�� 5��#��% ��#�) W�   	$��<,� d�3
 5��#��% � �6,�� W��7�   � 6,�� 5��@�� ���6& *

 d��Q 5��#��%(% �) �� �) /����&�� W'� W���#�7�  *(��%    X4������a� 2��) �
 ���
� 1���� 1#�# 5���3,
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�) bQ 
���6)	� o��8� ��� X4�:�, � 
)3-2(   &�� = 12 �P� ,�+ P� ,� � 

 

)3-3(   '� = &XX,� 
 

)3-4(   

���#�7� = 13 �&�# ,�+ &#� ,�+ &�� ,# � − 115 T���&XX,# + 2&X#,X�
− 115 �T�#�&XX,� + 2&X�,X�+ T#��&XX,� + 2&X�,X��, 

 

)3-5(   (�� = 12 �i�,�+ i� ,� � 

 L $ �)�*� �# �
P� �A=���)�� ��#�) >�]���
 2�7 5��3, ���
 W	���1��7#   �) �i�6, 	;]� I��3� 2

   * ��^$ ?������i� �A�=��	) d��Q ��#�) 2�7 bQ 
 ����,i �) �
	� o��8� ��� ?� ��9 �� # �

	� 5�3,.��7#  

)3-6(   i� = 12 �+P�h�P��� = 12 W��#P# ,� 

�) �
 	��7������( W	E� #�:,���6�7 b����
H� 1#�� 2��) 2�������
 �)�*� g���
� �) I���3� �� 2��%

  	4������
 2�7������( �) �i6, 	�3,�
 2��,� 	=�:Q& W' W��7�  *(% �)	� �
#�) ���R /����� W

  W"�7�  *$%   2�7������( .����67  W"�7�  *$% d�� �H �8��i��� 2�7	� 1����, ��H�) 2  �) .�, ��

 E� #�:,�6�7 b��
H� #� � 2��) 2��%��
 ?H#�8� g��
��A�=�� W	 2�7������( �) ~ )�� d�� 2�7

 �) ���%��KS� 	4������
P� �).�
� ��� ?� 9  

)3-7(   ��� = *���&�T�� + 2E&�� 
 

)3-8(    � = 2Eh/�'� 
 

)3-9(   "��#�7� = 2Eh7����# 
 

)3-10(   $��% = 2Eh��(��%  

 L $ �)�*� �#*  *E  �) * ���67 ��H /����[ �,�� Z*�� /6M �) ��� ?� 9�  */��[  5 
� (. 
	� 1#�# d���,:�, � 

)3-11(   * = .��1 + .��1 − 2.� , E = �2�1 + .� 

 >��m�7h/ Wh7  *h� �) #� � 	= \ g��@� 2�7������(  d3
 5��#��% WF��6�� 5��#��% �) �i��� /����
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  2��) �7������( >�� 5#�
 �����3� 2��) .�������67 d��Q 5���#��% * 	$��<,�  	��) WoJ��� #� �

d����R  ���
� 1���� -�0,�  ,�,/*�4�� 	:�$�*�$ * dm�(*�4�� Wd��*�4�� ���6� ��,�� F ��� 2�7

]69[ d���3
 * F����6�� 5��#��% �) �i��� 	= \ g��@� ������( *# �
 	��:�7 ��� �=�M b� �# .

 ) �, �� ��$�% 1��#�, 	$��<,�h/ = h7 = 0,� W( 	3,�
 2��dW  �E)�� �# �
)3-1( �� 	$�8�W�
� 1 

	� d7�
 1�� cY9� d�� X( 
 2� e� �# 1�� 	$�8� 	3,�
 2��,� �)w�9 �) >��m�7 * �)��, �p

 g��@� ������( ���
 �7 �� 5#�
) 	= \h/ = h7 = h� = 0 �# ( �E)��)3-1(  �) �i��� 	��3,�
 2��,�

�) b�
Y
 2� e�	� �
#��R.  

3-3- +��C[$<6'� ����  

�=*� ���*�4�� �) f
�M �=#�8� W��6& >�� �#-	= ,�)AFG  �E
 �)	� �8
 � 1�, � b���) BE@� W�)��

	� �;��� 5R 	��8��� ]�=�,R hl
 .# �  

�A=���)�� ��#�) 2�7 	���� �=*� ��� b�-�) 	= ,�)	� 5��) ��� ?� 9:# �   

)3-12(   P7 =  −� kj��, ��k�  

)3-13(   P� = 0 

)3-14(   Pn = j��, �� 

 �
P7 WP� *Pn  �)�� 2�7��
�� �# 	���� W�  *� �) �� /����	� 5�3,��7# * � 5�3,1��7# � <� 2

.�
� ��� Z \ 2��
�� �# 	n��  

 ?H#�8� 2���:��� �))3-12(  ��)3-14(  �=#�8� �#)3-2(�A=�� W d,�
 � ��6,�� 2�7�  �p,�# 5*�)

�) 5 
� ( �K� >�$�%.��R �7� � �
# 
&77 = −� k�j��, ��k��    )3-15(   &�� = &nn = &7� = &7n = &�n = 0 )3-16(   

�) D���, �# 5 ��
� ( �K� �) ��J) * b���) ���*�4�� 2��) 1���� cY��9� d�� X( 
 2� e� �� 1��R ���
#

  �) Z \ �i�6, �����[25 	� ��])# � ��$�% 1��#�, �,� � ]74[ 5��#��% 2� e� �# �
 	�� 9 �# W

                                                                                                                                          
25 Aspect ratio 
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   �) 5 �
� ( �K� W1��� cY�9� d,�
��   1��#�, 5 
� ( �K� ?H�@� �n
� �# �,�A
S�� .# �� ��$�% �p,�#

�A=�� W5 ��
� ( �K� >�$�% �p,�# �) .���
� 1���� ��$�%
 �A��9��q 2�7�) d,� 	��6� ,��) ��� ?� ��9

	�.�, �  

&77 = −� k�j��, ��k�� , &�� = &nn = −.&77 )3-17(  

�A=�� F����6�� 5��#��% ��#�) 2�7� �A=�� * 	$��<,� d���3
 5��#��% � ���6,�� �A���9��q 2�7����   �)

 �)�*� 2���:���)3-15(  *)3-16(  �#)3-3(  *)3-4( �)�) ��� ?� 9	� �
#.���R 
'7 = �1 − 2.� �−� knj��, ��k�n �,    '� = 0,     'n = �1 − 2.� �− k�j��, ��k�� � )3-18(   

 �777�7� = − 25 �1 + .�� knj��, ��k�n    
�7���7� = �nn7�7� = �n7n�7� = �7nn�7� = ���7�7� = ��7��7� = 15 �1 + .�� knj��, ��k�n  

��n��7� = ���n�7� = �n���7� = 115 �1 + .� k�j��, ��k��  

�77n�7� = �7n7�7� = �n77�7� = − 415 �1 + .� k�j��, ��k��  

�nnn�7� = 15 �1 + .� k�j��, ��k��    )3-19(  

 �=#�8� �) �� � �) 1*YT �))3-6( �A=�� d��Q ��#�) 2�7i �) ��� ?� 9 �)	� �
#.���R 
  i7 = 0, i� = − k�j��, ���k� , in = 0 )3-20(  

�A�=�� >�$�% �p, �# �) d��Q ��#�) 2�7i 	��A�=�� 5� � 5��#��% � 6,�� 5��@�� ��6& �A9��q 2�7

 d��Q(% �E)�� �# 1�� 	$�8� 2)3-5( �) ��.#�*R �
# 
)3-21(   (7�% = (�7% = − 12 k�j��, ��k��  

�)�) �) W�)���3� � \�A�=�� 2��%��
�) 2�7 1��R ���
#& W��7�  *(% �)�*� >�$�% �p, �# �) * )3-7( W

)3-8( W)3-9(  *)3-10( d�� � 6,�� �A9 ��q 2�7 �A�=�� W�  d�� 2H�) �i��� 2�7� 6,�� *  W"�7� 

 *$% �)�) ��� ?� 9	� �
#.���R  

)3-22(   �77 = −����� k�j��, ��k��  
 

)3-23(    7 = −2E���h/�����1 − 2.�� knj��, ��k�n          
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 � = 0,        n = −2E���h/�����1 − 2.� k�j��, ��k��  
 

)3-24(   

"777�7� = − 45 �1 + .�E���h7����� knj��, ��k�n  
 "7���7� = "nn7�7� = "n7n�7� = "7nn�7� = "��7�7� = "�7��7� = 25 �1 + .�E���h7����� knj��, ��k�n  
 "�n��7� = "��n�7� = "n���7� = 215 �1 + .�E���h7���� k�j��, ��k��  
 "77n�7� = "7n7�7� = "n77�7� = − 815 �1 + .�E���h7���� k�j��, ��k��  
 "nnn�7� = 25 �1 + .�E���h7���� k�j��, ��k��  

 

)3-25(   $7�% = $�7% = −E���h����� k�j��, ��k��  

1#���
 2��)�<A��9 d�� ������� W2����
 2����
� 1���� ��$�% �p, �#  ��T * ������[ �
 �0,R �� *

 	� ��$ bQ 
 	$�
 1���,� �) 5R Z \ �) ��6��@� �# ���*�4��	� W�, ��A�=�� �� 5� ��# d�� 2�7 

 2��
���  *� w�9 .#�
 �p,)�nn = �7n = ��n =  ��� = �7� =  �n�  =  0( ?H#�8� >��m�7 .

    	�
��7 ?��̀�9 ��� f7 �4��� ��$ �) 	Ji& F�A���)�� ��T 7 �� **# � ( 	4�,�4� ?��̀9 �� f7 *

 	= \ g��@� 2�7������( >��m�7 * 1̀#��h/ Wh7 * h�  2�����
�� �#� �) 1#�
 ���a�1��R ����
# * �,�

1�� ��$ �)�K ����[ 2��
�� �# #� � 	4�,�4� ?��̀9 ��) ?����a� >�� .�,�N����) ( 	E� ?� 9

�) Z \ ��� �#	� o��8� ��� ?� 9.# �  

(3-26)  N��� = N� − �N� − N�� ��  
 I)�E�X4���)3-1(h��,� W 2�7�  *� 5���3, L $ �=#�8� �#1��7# ���*�4�� �Q * ���
�� ����
 2

 .��
�  X4��)3-1( � b� �� 	4�����b� ���*�4�  2��) �� 	8)�� ��̀a�� `#� � �� 1�� ����
 ��#��%�


�i6,b���) oJ��� 2�7	� 5�3, 	%�, � 	$�8� �) .�7#� �)5� �T 
)3-27(   � = 1 − N�N�   

 �=#�8�)3-27( 	��) �,� �.# � ��� , ��� X4�  

)3-28(   N��� = N�  1 − � ��¡   
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(a)¢£ = ¢¤ = ¥, (b)¢£ = ¥, ¢¤ ¦ ¥, (c) ¢£ ¦ ¥, ¢¤ = ¥ and (d)¢£ ¦ ¥, ¢¤ ¦ ¥ 

 

X4�)3-1( �i6,b���) 2�7 ���*�4�� b� oJ��� 	%�, �AFG  

	%C�* W>���)��)) �,�� Z*��) #� � �K�� 2�7�) 	�����) Z*�� W(E) 	��� 	=�:Q W(� 2�7������( * (

) 	= \ g��@�h/ Wh7 * h� ����3� ?����a� >��m�7 * (() F�A���) 	
��7 2�7ℎ) ��T * (§ �E
 (

	� (���*�4�� BE@��) ��,� �.�, � 5��) ��� ?� 9 
)3-29(  ���� = ���1 − �� ��� 
)3-30(  E��� = E�  1 − �̈ ��¡ 
)3-31(  ���� = ��  1 − �� ��¡ 
)3-32(  ℎ��� = ℎ�  1 − �� ��¡ 
)3-33(  §��� = §�  1 − �� ��¡ 
)3-34(  h/��� = h/�  1 − �w© ��¡ 
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)3-35(  h7��� = h7�  1 − �wª ��¡ 

)3-36(  h���� = h��  1 − �w« ��¡ 

��,R �# �
 
)3-37(   �� = 1 − ��� ���⁄  

)3-38(   �̈ = 1 − �E� E�⁄ � 
)3-39(   �� = 1 − ��� ��⁄ � 
)3-40(   �� = 1 − �ℎ� ℎ�⁄ � 
)3-41(   �� = 1 − �§� §�⁄ � 
)3-42(  �w© = 1 − �h/� h/�⁄ � 

)3-43(  �wª = 1 − �h7� h7�⁄ � 

)3-44(  �w« = 1 − �h�� h��⁄ � 

  ) BE@� �E�
 �M��6�) ) BE@� BE�
 -*# 5��� * (¬�) 1�, � b���) ���*�4�� ( ��� , ��� ?� 9

	�.# � 
   )��� = )��1 − �� ����1 − �� ��� 

)3-45(   ¬��� = ¬�  1 − �� ��¡  1 − �� ��¡n
 

) 	3,�
 2��,�d �E)�� �# �
 ()3-1( 	� W�� 5��)1�, � b���) ���*�4�� 2��) �,� � ����
 	E� 2

`#� � �� 1�� AFG �).# � 	6� ,��) ��� ?� 9 
)3-46(   

d = 12 e ­��¬�®y �k�j��, ��k�� ��  + 2�m/� ¬�®y �knj��, ��k�n ���
/

+ 2�m/� )�®y �k�j��, ��k�� �� + 45 �m7� ¬�®y �knj��, ��k�n ��

+ 815 �m7� )�®y �k�j��, ��k�� �� + �m�� )�®y �k�j��, ��k�� ��¯ f� 
�) L $ �=#�8� /���[ �
	� o��8� ��� ?� 9.�, � 
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)3-47(   

��¬�®y = ����¬��� �m/� ¬�®y = �1 − 2.��h/����E���¬��� �m/� )�®y = �1 − 2.��h/����E���)��� �m7� ¬�®y = �1 + .��h7����E���¬��� �m7� )�®y = �1 + .��h7����E���)��� �m�� )�®y = h�����E���)��� 
 	� 	%#��
 �)  ) 	�3,�
 2��,� # �, 1�7��3� 5� �d 1�� cY9� d�� X( 
 2� e� �� 1#�A�
� �) �
 (

 b=� �
 * � :
R �
 �]74[ )1�, � b���) ���*�4�� 2�� 2AFG  w�M �) W�
� 1�� '��]%h/  *h7 

 �E)�� �#)3-46( �)	� �
#.��R  

w���9 �) ) 	��3i�� 2��,� W	��3��Q 	��
���� �� 5#�
 �p,�1�, ��� b���) ���*�4�� 2��) ( 2AFG 

�)	� 5��) ��� ?� 9.# � 
)3-48(   � = 12 e ����)��� �kj��, ��k� �� f��

/  

3-4- 	<"� _��-g
"�  

 �) ��6& >�� �#1�, � b���) ���*�4�� 	3i�� 2��,� * 	3,�
 2��,� ?���iT �� 1#�A�
� 2AFG  �


�) 	Ji& ����6& �#	J�� '*� _���� �) * �,��R ���
#- ���*�4�� 	8�i\ h,�
�$ ]���%���
 b� ��#��

b���)1�, � 2AFG 	� 1#� >���� 1�� cY9� d,�
 5��#��% 2� e� g�
� �).�, �  

 Wb�, ���7 '�8��� ��$ �)j��, �� 	��) �,� �.# � 	$�8� ��� ?� 9 
)3-49(   j��, �� = °��� +±² 	�  
 �
°���  * # � X4��� B)��	 1���# 	8�i\ h,�
�$ �) .�����67 2�2���:��� =#�8��2 )3-49(  �#

�=#�8�2�7 )3-46(  *)3-48( ����3�) W  X��6,��( 2��,� 2  	�3i�� *���*�4�� 1�, � b���)2 AFG 

�)	� �
#.��R 
)3-50(

dXu³ = 12 e ­´��¬�®y + 2�m/� )�®y + 815 �m7� )�®y + �m�� )�®yµ �f�°���f�� ��  �
/

+ ´2�m/� ¬�®y + 45 �m7� ¬�®yµ �fn°���f�n ��¯ f� 
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)3-51(   �Xu³ = 12 	� e ����)����°�����w
/ f� 

 # � X4�� °��� �)   �� 2��
 b� ?� �9r ��0� B)��26   X@��6� 	E�[���� )¶ = 1, 2, … , r �
 (

��7 	�6��) 	
��7 2��� ����� 2���
 k�[�� �� (2�*�[ �����)	� ��$�% �p, �# W # �]79[. 
)3-52(   °��� = · +�[����q

�¸7  

 �
+� 	J�� ��6& .��� �� # ) ��7� � �#�& /
��� ����,� �) �
 ���67 (�)�K) 	��8��, /���[27  �


�)	� 5��) ��� ?� 9.���
 ����
 �� W# � 
)3-53(   �¹°���º = 	� = dXu³�Xu³ 

 b� 2��) 	
��7 2��� �����b� ��� ��%�# �
X4�)3-1( �)	� 5��) ��� ?� 9.# � 
)3-54(   j�0, �� = 0,   kj��, ��k� |³¸/ = 0 

 ��0� B)��[� 	� ����,� L $ 	
��7 2��� ����� �) ��6)�* �� 1#�A�
� �) �
 # ��J����Q B)� �� 2

	� ����
 ��� .�, �  

)3-55(   [���� =  ��¡�»7  ,   ¶ = 1,2,3, … ,20 
	� �E)�� �
 #�
 1�7�3� 5� �)3-54(  �=#�8� 2���:��� �))3-55(	� k�[�� ��@�&# W.# �  

  /����[+7 W+�  ��+�/  I��3� �) �E)�� �� 2��%)3-53(  ��
 2��) /��[ �7 /�6M �) .��� 5#�
 ��

�) W	J�� ��6&	� �
#.���R 
)3-56(   

k���k+� = 0, ¶ = 1,2,3, … ,20 
   �)� K �) 	E� >:�7 2�i� �=#�8� �6�) �� X4�3�� 1�:��
# b� L $ �E)��+7 W+�  ��+�/  5�3, ��

	�    �A9 �)��) 	�6��) 1�:�
# >�� /����[ h����� 5������# W	���)��q "�
�( >����# 2��) �
 ��7#

 �) .# ����3� �=#�8� W/���[ h����� 5������# 5#�# ���& �A9�) 2�	� �
#�3�� �
 ��RR 2�7 5

1�, � b���) ���*�4�� Z*� 	8�i\ h,�
�$ �6�) 2AFG 	� 5�3, ��.�7#  

                                                                                                                                          
26 Admissible function 27 Rayleigh’s quotient 
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3-5- -��� $A����  

1�, � b���) ���*�4�� 	��8��� ���$� �) f
�M �
�M �=#�8� ��6& >�� �# 2AFG  X9� �� 1#�A�
� �)

�J���7�) 5 	� �
# 5R 2��� ����� * �
�M X�6,��A�# �=#�8� X��i� �) ?���8��� ]�=�,R hl
 .��R

	� -�0,� 	=��:�,� �=#�8� b� �).#��%  

) 	3,�
 2��,� ?��iTd	� (1�� 1#�
 -�$ �) �,� �.# � 5��) ��� 2  

d = 12 e ­¼��� �k�jk�� �� + ½��� �knjk�n ��¯�
/ f� )3-57(  

 5R �# �
  

)3-58(   
¼��� = ��¬�®y + 2�m/� )�®y + 815 �m7� )�®y + �m�� )�®y 

½��� = 2�m/� ¬�®y + 45 �m7� ¬�®y 
 ) >�C,��%H 5#�
 ����
 �) 5 �J���7 X9� g��
� �)ℒX4� ���a� f�6�
 b� ( * �
�M �=#�8� W���(

�) 2��) 	���iT	� .����
� 2��� ����� 5#�*R �
#.# �  

)3-59(   T e ℒ f� = T e �� − d� f� = 0¿ª
¿©

¿ª
¿©  

 �)�*� 2���:��� �))3-46(  *)3-48(  :���# f�7� � L $ �E)�� �#  

)3-60(   T e 12¿ª
¿© e ­¼ �k�jk�� �� + ½ �knjk�n �� − ��)�®y �kj��, ��k� ��¯�

/ f� f�
= 0 

  5R �# ��
��)�®y = ����)��� b�� . b��J���) L $ �=#�8� 2�7�) /���� �����6M ��� ?� ���9

	�.�, �  

T e 12¿ª
¿© e ¼ �k�jk�� ���

/ f� f� = e e ¼ �k�jk�� � Tj,ÀÀ
�

/ f� f�¿ª
¿©= e ¼ �k�jk�� � Tj,À|�0 f�¿ª

¿© − e e kk� Á¼ �k�jk�� �Â Tj,À�
/ f� f�¿ª

¿©= e ¼ �k�jk�� � Tj,À|�0 f�¿ª
¿© − e kk� Á¼ �k�jk�� �Â Tj|�0 f�¿ª

¿©+ e e k�k�� Á¼ �k�jk�� �Â Tj�
/ f� f�¿ª

¿©  

)3-61( 
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T e 12¿ª
¿© e ½ �knjk�n ���

/ f� f� = e e ½ �knjk�n � Tj,ÀÀÀ
�

/ f� f�¿ª
¿©= e ½ �knjk�n � Tj,ÀÀ|�0 f�¿ª

¿© − e e kk� Á½ �knjk�n �Â Tj,ÀÀ
�

/ f� f�¿ª
¿©= e ½ �knjk�n � Tj,ÀÀ|�0 f�¿ª

¿© − e kk� Á½ �knjk�n �Â Tj,À|�0 f�¿ª
¿©+ e e k�k�� Á½ �knjk�n �Â Tj,À�

/ f� f�¿ª
¿©= e ½ �knjk�n � Tj,ÀÀ|�0 f�¿ª
¿© − e kk� Á½ �knjk�n �Â Tj,À|�0 f�¿ª

¿©+ e k�k�� Á½ �knjk�n �Â Tj|�0 f�¿ª
¿© − e e knk�n Á½ �knjk�n �Â Tj�

/ f�¿ª
¿©  

)3-62(

 T e 12¿ª
¿© e ��)�®y Ãkjk� Ä��

/ f� f� = e e ��)�®y Ãkjk� Ä Tj,Å�
/ f� f�¿ª

¿©= e ��)�®y Ãkjk� Ä Tj|�7�/f� − e e ��)�®y �k�jk�� � Tj�
/ f� f�¿ª

¿©
�

/  

)3-63(   

 �)�*� 2���:��� �))3-61( W)3-62(  *)3-63(  �#)3-60(�) �
�M �=#�8� W�) ��� ?� ���9 ����
#

	�.��R 
knk�n Á½��� �knjk�n �Â − k�k�� Á¼��� �k�jk�� �Â − ��)�®y �k�jk�� � = 0 )3-64(   

 >��m�7�) 5R �) �i��� 	� �T 2��� ������) ��� ?� 9.��R �7� � �
# 
kk� Á¼ �k�jk�� �Â − k�k�� Á½ �knjk�n �Â |� = 0, � = 0 ��  Tj|� = 0, � = 0 )3-65(   

¼ �k�jk�� � − kk� Á½ �knjk�n �Â |� = 0, � = 0 �� Tj,³|� = 0, � = 0 )3-66(   

½ �knjk�n � |� = 0, � = 0 �� Tj,³³|� = 0, �= 0 
)3-67(   

 1#�A�
� �)b� ���*�4�� 2��) WL $ �)�*� ���) 2��� ����� W��%�# �
.�� �7� � 5��) ��� ?� 9 
c = kk� Á¼ �k�jk�� �Â − k�k�� Á½ �knjk�n �Â |� = � = 0 * j�0� = 0 

 
)3-68(   

Æ = ¼ �k�jk�� � − kk� Á½ �knjk�n �Â |� = � = 0 * j,³|� = 0 = 0 )3-69(   

Æq3 = ½ �knjk�n � |� = � = 0 * j,³³|� = 0 = 0 )3-70(   
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 ��,R �# �
c WÆ  *Æq3 �)  b���
Y
��q 5��� * 2��� b���
Y
 5��� W2��� 	����) 2*��, /����

   1����, ]�, d,�
 5��#��% 2��� ~���� Wb���
Y
��q 2��� ~���� �
 �����67 2��� (��H�) �i���)

	�   b����
Y
��q 2��� ~����� *# �� 	4� ���*�4�� #��R w�\ 2��) ���Q�7 .# ����Æq3|� = �  *

j,³³|� = 0  5���4�7 * ��
 ��� W#��# # �*]5[ h,�
�$ �# �
 �,#�# 5���3, 2��) >���( 	8�i\ 2�7

b� ���*�4�� �� �Je6� >�� �# .#���, # �* 	,���Q ?*�A� 2��� ~�� *# >�� ����,� 5��� ��#��% �


 ~�� W>4�� 2��� �� *# >�� 5���Æq3|� = � Z*���� �
	� ����,� �
� ��.# �  

	) 2�7������( W��3�) 	%#�
 2��)	� o��8� ��� �8).�, �  

Ç = �� , ¬È = ¬¬� , �É = ��� , Ê = EE�  )È = ))� , " = 1�� Ë ��¬���)� �, * = 	� 

ℎÉ� = ℎ�� , hÌÍ = h�ℎ� ,    ¶ = 0,1,2 

½Í = 12 ℎÉ�� Ã2�m/� ¬�Î ®y + 45 �m7� ¬�Î ®yÄ 

¼È = ��¬�Î®y + 12�m/� )�Î ®y + 4815 �m7� )�Î ®y + 6�m�� )�Î ®y $�Ç� = ��)�Î ®y = �Ï�Ç�)È�Ç�. 

)3-71( 

 5R �# �
"  * 	,��� g��@� b�  

��¬�Î®y = �É�Ç�¬È�Ç� �m/� ¬�Î ®y = �1 − 2.��h/Í ��Ç�Ê�Ç�¬È�Ç� �m/� )�®y = �1 − 2.��h/Í ��Ç�Ê�Ç�)È�Ç� �m7� ¬�®y = �1 + .��h7Í ��Ç�Ê�Ç�¬È�Ç� �m7� )�®y = �1 + .��h7Í��Ç�Ê�Ç�)È�Ç� �m�� )�®y = h�Í ��Ç�Ê�Ç�)È�Ç�. 

)3-72(  

 	) 2�7������( 2���:��� ��)L $ �8) �=#�8� �# �
�=�)3-64( b7Y
 w�M *	) �
�M �=#�8� W�7 �8)

1�, � b���) ���*�4�� 2AFG �)�) ��� ?� 9.��R �7� � �
#  

)3-73(    
knkÇn Á½�Ç� �knj�Ç, "�kÇn �Â − k�kÇ� Á¼�Ç� �k�j�Ç, "�kÇ� �Â − $�Ç� �k�jk"� � = 0 

 2��� ����� >��m�7	) 2�7������( /6M�)	� 	6� ,��) ��� ?� 9 �) �8).�, �  

c = ÐÐÑ �¼  Ð«ÒÐÑ« ¡� − Ð«ÐÑ« �½  ÐÓÒÐÑÓ ¡� |Ç = 1 = 0  * j�0� = 0  )3-74(   
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Æ = ¼  Ð«ÒÐÑ« ¡ − ÐÐÑ �½  ÐÓÒÐÑÓ ¡� |Ç = 1 = 0  * j,Ñ|Ç = 0 = 0  )3-75(   

Æq3 = ½  ÐÓÒÐÑÓ ¡ |Ç = 1 = 0  * j,ÑÑ|Ç = 0 = 0  )3-76(   

 * b�, ���7 '�8��� ��$ �):��� -�$ �) XM 
)3-77(    j�Ç, "� = °�Ç�W�ÔÕ 

 �=#�8� �# 2���:��� *)3-73(�) �
�M �=#�8� W	� d7�
 ��� ?� 9.�)��  

)3-78(    
fnfÇn Á½�Ç� �fn°�Ç�fÇn �Â − f�fÇ� Á¼�Ç� �f�°�Ç�fÇ� �Â + *$�Ç�°�Ç� = 0 

 5R �# �
* = 	� �E)�� 2���:��� �) >��m�7 .)3-71(  �#)3-68(  ��)3-70( �=#�8� 2��� ����� W

	� 5��) ��� ?� 9 �) L $ 	= �8� ?�@�3� �) 	J�6,��A�#.# �  

c = ÖÖÑ �¼  Ö«ÒÖÑ« ¡� − Ö«ÖÑ« �½  ÖÓÒÖÑÓ ¡� |Ç = 1 = 0  * j�0� = 0  
 

)3-79(   

Æ = ¼  Ö«ÒÖÑ« ¡ − ÖÖÑ �½  ÖÓÒÖÑÓ ¡� |Ç = 1 = 0  * j,Ñ|Ç = 0 = 0  )3-80(    

Æq3 = ½  ÖÓÒÖÑÓ ¡ |Ç = 1 = 0  * j,ÑÑ|Ç = 0 = 0  )3-81(   

 �=#�8�)3-78(   �XM �
 �
� �̀�a�� /���[ * 	= �8� ?�@�3� �) f3� �i��� 	J��6,��A�# �=#�8� b�

5�4�� 5R I�&# * 	J�J<� 	i��@� "
�( >���� 2��) >�
�=�% '*� �� 1#�A�
� >��m�7 .��6�, ���(-

 B)�� 5#�
 ���( �) ~ �� 	J�J<� ��6��@� �E)�� 2��� ����� �
 �
� 2�)3-79(  ��)3-81(  k�[�� ��

J�6,��A�# �=#�8� ��
# b� 2��� ����� >�� �
 	��0,R �� .��
	 � >�$�� W���67 �̀�a�� /���[ �) B)�

 ��6��@� >�
�=�% '*� 2��) 2� �� ��# J�6,��A�# �=#�8� XM >��m�7 .�
�	  B)�� #���3�( �)°�Ç� 

�) 2�
 ?� 9 * X�6,��A�# �=#�8� ���#� �# .�
� 	J43� ���6) ��
 W1��m�( 2��� ����� �) �� � �)

 �6) �) �� 5R 5� �) �� W�� �7� � X��i� 	=��:�,� �=#�8� b� �) 5R 2��� �����°�Ç�  2�
 b� �)

.#�
 XM  

3-6- 	A���
�� $A���� $� -��� 	<�'���7"� $A���� Y"�c.  

 A�# �=#�8� ���6& >�� �# * 1�� X��i� 	=��:�,� �=#�8� b� �) 5R 2��� ����� * �
�M 	J�6,��# �

 ���#�   2���
 ���6) �� 1#�A���
� �)�J����Q * 2� b���) ���*�4�� 	����8��� ]�=�,R W��$�� Z�@�,� ��,�C=
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1�, ���2 AFG 	� �;���.# ��� Z��:�,� �) �=#�8� w�\ *# �� 2��%)3-78(  �) �i��6,Ç �� �A��9 �� Ç 
���# f�7� � : 

f�fÇ� �½�Ç� fn°�Ç�fÇn � − ffÇ �¼�Ç� f�°�Ç�fÇ� � + * e $�²�°�²�Ñ
/ f² = +7 )3-82(   

Z��:�,� �) �E)�� w�\ *# �� #�0� 2��%L $ :���# f�7� � �:�# �i��� D�( �� 
ffÇ �½�Ç� fn°�Ç�fÇn � − �¼�Ç� f�°�Ç�fÇ� � + * e $�²��Ç − ²�°�²�Ñ

/ f²= +7Ç + +� 

)3-83(   

 �½�Ç� fn°�Ç�fÇn � − �¼�Ç� f°�Ç�fÇ − ¼��Ç�°�Ç� + e ¼″�²�°�²�f²Ñ
/ �

+ * e 12 �Ç − ²��$�²�°�²�Ñ
/ f² = +7Ç�2 + +�Ç + +n 

)3-84(   

 �½�Ç� f�°�Ç�fÇ� − ½��Ç� f°�Ç�fÇ + ½Ø�Ç�°�Ç� − e ½�n��²�°�²�f²Ñ
/ �

− �¼�Ç�°�Ç� − 2 e ¼��²�°�²�f²Ñ
/+ e �Ç − ²�¼″�²�°�²�f²Ñ

/ � + * e 16 �Ç − ²�n$�²�°�²�Ñ
/ f²

= +7Çn6 + +�Ç�2 + +nÇ + +o 

)3-85(   

 �½�Ç� f°�Ç�fÇ − 2½��Ç�°�Ç� + 3 e ½″�²�°�²�f²Ñ
/ − e �Ç − ²�½�n��²�°�²�f²Ñ

/ �
− �e ´¼�²� − 2�Ç − ²�¼��²� + 12 �Ç − ²��¼″�²�µ °�²�f²Ñ

/ �
+ * e 124 �Ç − ²�o$�²�°�²�Ñ

/ f²
= +7Ço24 + +�Çn6 + +nÇ�2 + +oÇ + +p 

)3-86(

 �½�Ç�°�Ç� + e ´−3½��²� + 3�Ç − ²�½Ø�²� − 12 �Ç − ²��½�n��²�µ °�²�f²Ñ
/ �
− �e ´�Ç − ²�¼�²� − �Ç − ²��¼��²�Ñ

/+ 16 �Ç − ²�n¼Ø�²�µ °�²�f²� + * e 1120 �Ç − ²�p$�²�°�²�Ñ
/ f²

= +7Çp120 + +�Ço24 + +nÇn6 + +oÇ�2 + +pÇ + +8 

)3-87(

 �
+7  ��+8 Z��:�,� �)� K 2��� ������� 2���:��� �) �
 �����67 2��%)3-79(  ��)3-81( �) ���
#
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R ��7� � w�\ 2��� �������� 2���:��� �) .�����*�4�� #��R )c�Ç = 1� = 0 WÆ�Ç = 1� = 0   *

Æq3�Ç = 1� = 0 ?H#�8� �# ()3-82(  ��)3-85( /���[ W+7 W+�  *+n �)�) /����	� �
#.���R 
+7 = * e $�²�°�²�7

/ f² 

+� = − * e ²$�²�°�²�7
/ f² 

+n = −¼�1� f°fÇ |Ç = 1 + ¼��1�°�1� + e Ù+ 12 *²�$�²� − ¼″�²�Ú °�²�7
/ f² 

)3-88(   

���) �������� 2�����:����� �� W���)����3� � \ ) ���*�4�� #��R w�\ 2���j�0� = 0 Wj,Ñ|Ç = 0 = 0  *

j,ÑÑ|Ç = 0 = 0 ?H#�8� �# ()3-85(  ��)3-87( /�����[ W+o W+p  *+8   >���)��) .���� ��7� � �A��9

�=#�8� 	J�6,��A�# )3-78( 	� �,� � �)�) 	=��:�,� �=#�8� b� 	6� ,��) ��� ?� 9.# �  

½�Ç�°�Ç� + e ½7�Ç, ²�°�²�f²7
/ + * e ½��Ç, ²�°�²�7

/ f² + ��Ç� = 0 )3-89(   

5R �# �
 
½7�Ç, ²�
=

ÛÜÝ
ÜÞ− 12 �Ç − ²��½�n��²� + 3�Ç − ²�½Ø�²�−3½��²�

       − Ù�Ç − ²�¼�²� − �Ç − ²��¼��²� + 16 ��Ç − ²�n − Çn�¼″�²�Ú 0 ≤ ² ≤ Ç
16 Çn¼″�²� Ç ≤ ² ≤ 1

 
)3-90(

 

½��Ç, ²� = à$�²� Ù− 1120 ²p + 124 ²oÇ − 112 ²nÇ�Ú 0 ≤ ² ≤ Ç
$�²� Ù− 1120 Çp + 124 Ço² − 112 Çn²�Ú Ç ≤ ² ≤ 1 )3-91(   

 ��Ç� = Ù¼�1� f°fÇ áÇ = 1 − ¼��1�°�1�Ú �Çn6 �  )3-92(

  ��E)��)3-89( fJ7#�$ 	=��:�,� �=#�8� b�28 	� 5����3, ��'*� �
 �7#�XM 2��) 	AJ��� 2�7  5R

.#��# # �* �) L $ 	=��:�,� �=#�8� �# Z��:�,� 2H�) `�M �
 ���
� ����[ � �) -�H ������� Z��T� X�=#

�� ��$�% �p, �# b� �� 2��� �E)�� �# �
 � E,��7 * �
� 1)3-90(  *)3-91( 	� 1�7�3� 1��) W# �

�:�,� �� �A9 �� Z�Ç  �� *Ç .�
� 1�� ��64� b� ��  

                                                                                                                                          
28 Fredholm integral equation 
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3-7- 	A���
�� $A���� Y�  

1C�* ���@� W��6& >�� �# 	=��:�,� �=#�8� 2)3-89( 5�3, �
1��7#`*# 5� � 2 >���� �
� h,�
�$ -

	� 1#�# ��� W� p�� >�� 2��) .°�Ç�    1#�# ���6) ��$�� Z�@�,� ��,�C= 2���
 * 	,� � 2���
 *# �7 �)

	�  w��9 bQ 
 2�7�E� �� �%� .# �� �p,# � B)�� 	i��@� ���@� W >�8��,°�Ç�  	��) �,� � ?� 9

.# � ��� , ��� 
°�Ç� = · +qÇq,     â

q¸/   0 ≤ Ç ≤ 1 )3-93(   

*  

°�Ç� = · +qãqä�Ç�,      0 ≤ Ç ≤ 1â
q¸/  )3-94( 

 ��,R �# �
+q W- J8��, /���[ �7å * >̀�8� ��<9 #�T b�ãqæ �Ç�  �J����Q �# ��$�� Z�@�,� ��,�C= 2�

1��)2¹0,1º  �) * �
� ��� ?� 9	� o��8�.# � 
ãqä�Ç� = ãq�2Ç − 1� = · �−1�q»�ç! �r + ç�!�r − ç�! Ç�q

�¸/  )3-95(   

 �
ã�∗� �J����Q2� 1��) �# ��,�C= #���,��
� 2¹−1,1º 	� 5�3, ��.�7#  

 `*� - J8��, /����[ *# W���*�4�� ��%�# w�\ �# b���
Y
 2��� ������� k���[�� * ���) /��@� 2��)Z 

  ) �, � �A�9 	��6��)+7 = +� = 0 �=#�8� 2���:��� �) .()3-93(  *)3-94(  	=��:�,� �=#�8� �#)3-

89(  �# X��9�M �E)�� >�$�\ ����[ *ÇX �� (	,� � 2���
 /��@� 2��))ãXä�Ç�    2��))�J����Q 2�

 5R �# �
 W(��$�� Z�@�,� ��,�C=2 ≤ $ ≤ å Z��:�,� �) hl�
 * W  �i6, �J�9�M �E)�� >�$�\ �� 2��%

 �)Ç  /6M�) �=#�8� 1�:�
# b� Wb� �� �A9 ��+q�) �7	� �
#:��R 
·�fXq + -7Xq + �Xq + *-�Xq�+q = 0,      $ = 2,3,4, … , å.â
q¸�  )3-96(   

5R �# �
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ÛÜÜ
ÜÝ
ÜÜÜ
Þ fXq = e ½�Ç�Çq»X fÇ7

/ ,                       
-7Xq = e e ½7�Ç, ²�²qÇX f² fÇ7

/
7

/ ,      
-7Xq = e e ½7�Ç, ²�²qÇX f² fÇ7

/
7

/ ,      
�Xq = e �r¼�1� − ¼′�1�� �Çn»X6 � fÇ7

/ .
 (	,� � 2�
 /��@� 2��)) )3-97(   

   

ÛÜÜ
ÜÝ
ÜÜÜ
Þ fXq = e ½�Ç�ãqä�Ç�ãXä�Ç� fÇ7

/ ,                                     
-7Xq = e e ½7�Ç, ²�ãqä�²�ãXä�Ç�f² fÇ7

/
7

/ ,                   
-�Xq = e e ½��Ç, ²�ãqä�²�ãXä�Ç�f² fÇ7

/
7

/ ,                    
�$r = e  ¼�1�ãrê ′�² = 1� − ¼′�1�ãrê �1�¡ �Ç3

6 � ã$ë �Ç�fÇ1
0

 

 2�
 /��@� 2��))

�J����Q Z�@�,� ��,�C= 2�

��$��(  

)3-98(   

 �=#�8� 	���)��q XM 2��))3-96(:f���# h( �# � �A9 /���[ h����� 5������# 	�6��) W  

det�fXq + -7Xq + �Xq + *-�Xq� = 0, $, r = 2,3,4, … , å )3-99(   

 ����3� �=#�8� WL $ �=#�8��E)�� 2 2)3-96( 	��XM �) �
 ���) ���3� ���@� 5R 2*  -*# 5� �)

�) (	8�i\ h,�
�$1C�* ���@� 2���:��� �) >��m�7 .��R �7� � �
#�) 2�7 �E)�� �� 1��R �
#)3-

99(  �E)�� �#)3-96( .�� �7� � X9�M 5R �) �i��� 2�7# � X4� W  

3-8- �� �� �1�� S"����� ���  

 �=#�8� d�) >�� �#b���) ���*�4�� 	����8��� ���$� �) f
�M 	=��:�,�1�, ��� 2AFG  ��#��%���
 *#

�) D���, * 1�� .����
�	� �6��@� >�
�=�% '*� �) 1��R �
# �)�*� �) �� � �) .# �)3-65(  ��)3-

67(  1�, ��� b���) ���*�4�� 	� �T 2��� ������� �:,��) �
 2AFG  *# ���*�4�� 2��) W���
� ���


�) 2��� ����� W��%�#.�� �7� � 5��) ��� ?� 9 
°�0� = ���° و 0 = 0 )3-100( 

°,³|� = 0 = �|³,° و 0 = � = 0 )3-101( 

°,³|� = 0 = �|³³,° و 0 = � = 0 )3-102( 

   b�
Y
 ��q 2��� ����� ��R 2��� ~�� *# * b�
Y
 2��� ������ WZ*� 2��� ~��� ���Q �
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    	= �8� X�6,��A�# �=#�8� 2��� ����� .��
� 1��� cY�9� d,�
 5��#��% 2� e� �) �i���)3-64( 

	) 2�7������( o��8� �� �8) �E)�� �8))3-71(  ���
 *# ���*�4�� 2��) '�8��� 5# ) b�, ���7 ��$ *

�) ��#��%	� 5��) ��� ?� 9:# �  

°�0� = ��1° و 0 = 0 )3-103(   

°,Ñ|Ç = 0 = Ñ|Ç,° و 0 = 1 = 0 )3-104(   

°,ÑÑ|Ç = 0 = ÑÑ|Ç,° و 0 = 1 = 0 )3-105(   

  2��� ������ 2���:��� �) �i���Ç = 0  ?H#�8� �# ���*�4��)3-85(  ��)3-87( /���[ W+o W+p  *

+8  ���� ��7� � �A�9 w�\ 2��� ������� 2���:��� �) >��m�7 .Ç = 1  ?H#�8� �#)3-85(  ��)3-

87( 	� �0��,# �:  

e  2¼��²� − ½�n��²� − �1 − ²�¼″�²�¡ °�²�f²7
/ + * e 16 �1 − ²�n$�²�°�²�7

/ f² = +76 + +�2 + +n 

)3-106(   

 e �3½Ø�²� − �1 − ²�½�n��²� − ¼�²� + 2�1 − ²�¼��²�7
/ − 12 �1 − ²��¼″�²�� °�²�f² + * e 124 �1 − ²�o$�²�°�²�7

/ f²
= +724 + +�6 + +n2  

)3-107(

 �e ´−3½��²� + 3�Ç − ²�½Ø�²� − 12 �1 − ²��½�n��²�µ °�²�f²7
/ �

− �e ´�1 − ²�¼�²� − �1 − ²��¼��²�7
/+ 16 �1 − ²�n¼Ø�²�µ °�²�f²� + * e 1120 �1 − ²�p$�²�°�²�7

/ f²
= +7120 + +�24 + +n6  

)3-108( 

 2��) L $ Z �0� �
 W�=#�8� �
 XM �) /���[+7 W+�  *+n :���# f�7� �  
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+7 = e ��360�1 − ²� − 360�1 − ²�� − 60�½�n��²�7
/ + �2160�1 − ²� − 1080�½Ø�²� − 2160½��²�+ �180�1 − ²�� − 120�1 − ²�n − 60�1 − ²��¼Ø�%�

+ �120 − 720�1 − ²� + 720�1 − ²�� − 120�1 − ²�n�¼��²�+ �360 − 720�1 − ²��¼�²��°�²�f²
+ * e ¹6�1 − s�p − 15�1 − s�o7

/+ 10�1 − ²�nº$�²�°�²� f² 

)3-109(   

 +� = e ��−168�1 − ²� + 180�1 − ²�� + 24�½�n��²�7
/ + �−1080�1 − ²� + 504�½Ø�²� + 1080½′�²�+ �−84�1 − ²�� + 60�1 − ²�n + 24�1 − ²��¼Ø�²�+ �−48 + 336�1 − ²� − 360�1 − ²���¼��²�+ �−168 + 360�1 − ²��¼�²��°�²�f²

+ * e ¹−3�1 − s�p + 7�1 − s�o − 4�1 − ²�nº$�²�°�²�7
/ f² 

)3-110(   

 +n = e ��24�1 − ²� − 30�1 − ²�� − 3�½�n��²� + �180�1 − ²� − 72�½Ø�²�7
/ − 180½′�²� + �−84�1 − ²�� + 60�1 − ²�n + 24�1 − ²��¼Ø�²�+ �6 − 48�1 − ²� + 60�1 − ²���¼��²�+ �24 − 60�1 − ²��¼�²��°�²�f²

+ * e ´12 �1 − s�p − �1 − s�o + 12 �1 − ²�nµ $�²�°�²�7
/ f² 

)3-111(

 �=#�8�)3-87(  /���[ 2���:��� �)+7 W+��� ... W +8 �)	� 	6� ,��) ��� ?� 9.# �  

½�Ç�°�Ç� + e ½7�Ç, ²�°�²�f²7
/ + * e ½��Ç, ²�°�²�7

/ f² = 0 )3-112(   

5R �# �
 
½7�Ç, ²� =

ÛÜÜ
Ý
ÜÜÞ)/�n�½�n��²� + )/���½Ø�²�+)/�7�½��²�         + îï/�/�¼�²� + ï/�7�¼��²� + ï/���¼Ø�%�ð 0 ≤ ² ≤ Ç

)7�n�½�n��²� + )7���½Ø�²�+)7�7�½��²�         + îï7�/�¼�²� + ï7�7�¼��²� + ï7���¼Ø�%�ð Ç ≤ ² ≤ 1
 )3-113(   
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½��Ç, ²� = ­$�²�ñ/�², Ç� 0 ≤ ² ≤ Ç
$�²�ñ7�², Ç� Ç ≤ ² ≤ 1 )3-114(   

 �E)��)3-112( `*# F , fJ7#�$ 	=��:�,� �=#�8� b�	� 5�3, �� -'*� �
 �7#�XM 2��) 	AJ��� 2�7 

5R  .#��# # �*  /������[ L $ ?H#��8� �#)x�y� Wïx�y�  *ñx ) , ò = 0,1,2,3 5��) ��� ?� ���9 �) (

	� �,:�  

)3-115(    

)/�n� = − 12 �Ç − ²�� − Ã− 12 + 3² − 3²�Ä Çp − Ã−8² + 152 ²� + 32Ä Ço
− Ã−5²� − 32 + 6²Ä Çn 

 )/��� = 3�Ç − ²� − �9 − 18²�Çp − �45² − 24�Ço − �18 − 30²�Çn 
 )/�7� = 18Çp − 45Ço + 30Çn − 3 
 ï/����², Ç� = − 16 �Ç − ²�n − Ã12 ² − 32 ²� + ²nÄ Çp − Ã− 32 ² − 52 ²n + 4²�Ä Ço

− Ã53 ²n − 3²� + 32 ² − 16Ä Çn 
 ï/�7��², Ç� = �Ç − ²�� − �1 − 6² + 6²��Çp − �16² − 15²� − 3�Ço− �10²� + 3 − 12²�Çn 
 ï/�/��², Ç� = −�Ç − ²� − �6² − 3�Çp − �8 − 15²�Ço − �10² − 6�Çn 
 ñ/�², Ç� = 1120 �� − 1�n  �6�� + 3� + 1�²p + �−15�� − 5��²o + 10��²n¡ 
 )7�n� = Ã12 − 3² + 3²�Ä Çp − Ã−8² + 152 ²� + 32Ä Ço − Ã−5²� − 32 + 6²Ä Çn 

 )7��� = �−9 + 18²�Çp − �45² − 24�Ço − �18 − 30²�Çn 
 )7�7� = 18Çp − 45Ço + 30Çn 
 ï7����², Ç� = Ã32 ²� − 12 ² − ²nÄ Çp − Ã− 32 ² − 52 ²n + 4²�Ä Ço

− Ã53 ²n − 3²� + 32 ² − 16Ä Çn 

 ï7�7��², Ç� = �6² − 1 − 6²��Çp − �16² − 15²� − 3�Ço − �10²� + 3 − 12²�Çn 
 ï7�/��², Ç� = �3 − 6²�Çp − �8 − 15²�Ço − �10² − 6�Çn 
 ñ7�², Ç� = 1120 �² − 1�n  �6²� + 3² + 1�Çp + �−15²� − 5²�Ço + 10²�Çn¡ 

)3-116(   
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3-8-1-  �����  �� �� ��.����� 	A���
�� $A���� Y�  

 >�� �#1C�* ���@� W����6& 	=��:�,� �=#�8� 2)3-112(5���3, �
 W1��7#`*# 5� � 2 W���
� h,�
�$ -

   W� p�� >�� 2��) .��
� 1��� 1#� >����°�Ç�    ��6��@� B)� � 2��
 �)
 *# ��� Z �8� 2� ��#��%�

	� 1#�# b���
Y
w���9 bQ 
 2�7�E� �� �%� .# ��� >�8��, B)�� 	i��@� ���@� Wf��
 �p,°�Ç�  
	��) �,� �.# � ��� , ��� ?� 9 

°�Ç� = · +q[q�Ç�,      0 ≤ Ç ≤ 1â
q¸/  )3-117(   

 ��,R �# �
+q W- J8��, /�����[ �7å * >̀�8� ��<��9 #�T b�[q�Ç�  ���6��@� B)�� *# ��� Z �8� 2�

1��) �# b�
Y
 ��#��%�
2¹0,1º  �) * �
�	� o��8� ��� ?� 9.# � 
[q�Ç� = ´�cos \qÇ − cosh \qÇ� − cos \q� − cosh \q�sin \q� − sinh \q� �sin \qÇ − sinh \qÇ�µ )3-118(   

 5R �# �
\q�3�� �7:���67 ��� �=#�8� �in� 2�7 
)3-119(    cos�\q�� cosh�\q�� − 1 = 0 

 �=#�8�)3-118( 	� k���[�� �� X���6,��A�# �=#�8� 2��� ������� 	����	� ��p�,� * ��
 "��
�( �
 #*�

�)�) "
�( �) b�#], 	=��:�,� �=#�8� �� 1��R �
# 2���:��� �) .���) 	J�6,��A�# �=#�8� �� 1��R �
#

 �=#�8�)3-117(  �#)3-112( 	� �0��,# �: 
·�fXq + -7Xq + *-�Xq�+q = 0,      $ = 2,3,4, … , å.â
q¸�  )3-120(   

5R �# �
   

ÛÜÜ
Ý
ÜÜÞ fXq = e ½�Ç�[q�Ç�[X�Ç� fÇ7

/ ,                                     
-7Xq = e e ½7�Ç, ²�[q�²�[X�Ç�f² fÇ7

/
7

/ ,                   
-�Xq = e e ½��Ç, ²�[q�²�[X�Ç�f² fÇ7

/
7

/ .                    
  )3-121(   

 �=#�8� 	���)��q XM 2��))3-120(:f���# h( �# � �A9 /���[ h����� 5������# 	�6��) W  

det�fXq + -7Xq + *-�Xq� = 0, $, r = 2,3,4, … , å )3-122(   

���3� �=#�8� WL $ �=#�8��E)�� 2 2)3-112( 	����3� ���@� 5R XM �) �
 ���) 2* `*# 5� �) -
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	) 	8�i\ h,�
�$�) (�8)1C�* ���@� 2���:��� �) >��m�7 .��R �7� � ���
#�) 2�7 �� 1��R ���
#

 �E)��)3-122(  �E)�� �#)3-112(.�� �7� � X9�M 5R �) �i��� 2�7# � X4� W  

3-8-2-  P���A�  _��  

 �#	) 	8�i\ h,�
�$ W��6& >�� 	J�6,��A�# �=#�8� �8))3-78(  �� ��#��% �
*# 2��� ����� 2��)

  �XM b� >�
�=�% Z �8� '*� g�
� �) .��
� 1��� 1#� >���� >�
�=�% '*�  2��) 	i��@�°�Ç� 

�)	� ��$ ��� ?� 9:# �  

°�Ç� = · òq[q�Ç�â
q¸7  )3-123(   

 5R �# �
òq�) ���) �
 ���67 - J8��, /���[ �7 * ���R �
#[q�Ç�  5 ��R B)�� >�
�=�% '*� 2��)

 ?H#�8� 2��� �����)3-103(  ��)3-105(  �E)�� ��,��7)3-118( 	� o��8� .# �  5 ��R B)�� >��

L $ 2��� ������� -���	� k���[�� �� �
�=� .��
 �=#�8� 	i��@� XM 2���:��� �))3-123(  �=#�8� �#

  	J��6,��A�#)3-78( *  �# >�$�\ ��[ hl
[X�Ç� Z��:�,� * 1��) �# X9�M �0��, �� 2��%¹0,1º 

:���# f�7� �  

)3-124(

· òqâ
q¸7 e [X�Ç� fnfÇn �½�Ç�[q÷�Ç��7

/ fÇ
− · òqâ

q¸7 e [X�Ç� f�fÇ� �¼�Ç�[qØ�Ç��fÇ7
/+ * · òqâ

q¸7 e $�Ç�[q�Ç�[X�Ç�7
/ = 0 

	� L $ �E)�� �) �,� �X4� :# � 5��) ��� 	6�����  

)3-125(¹øºùúû = *¹üºùúû 
�) L $ �=#�8� h����� /���[	� o��8� ��� ?� 9:�, �  

)3-126(

½Xq = e ½�Ç�[q�ýþ��Ç�[X�Ç�7
/ fÇ + 3 e ½��Ç�[q�ý��Ç�[X�Ç�7

/ fÇ
+ 3 e ½Ø�Ç�[q�þý��Ç�[X�Ç�7

/ fÇ + e ½÷�Ç�[q÷�Ç�[X�Ç�7
/ fÇ

− e ¼�Ç�[q�þý��Ç�[X�Ç�7
/ fÇ − 2 e ¼��Ç�[q÷�Ç�[X�Ç�7

/ fÇ
− e ¼Ø�Ç�[qØ�Ç�[X�Ç�7

/ fÇ 
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)3-127(ÆXq = − e $�Ç�[q�Ç�[X�Ç�7
/  

	) 	8�i\ h,�
�$ -`*# 5� � �8)* 1C�* ���@� �Je6� XM �� 2)3-125( 	� X9�M.# �  

3-9-  	A+� b��B� �
����# ����+6. �� $
�'�
�/� ���4���e  

	��0,R ��`#� � 2��) 1����� cY���9� d,�
 5��#��% 2� e� 	= \ g��@� 2�7������( ���@� �
  oJ���

  Z �8� ���6) W�
� 1��3, '��]% g��@� ������( b� 2*�6� �� 	= \ g��@� ������( �
 �7 �
 �
�

) �,��:) �p, �# Z#�8� 	= \h/ = h7 = h� = h���0 1�i������ ��� .(2��4����R  5��:���37*C( /Jq� �


	� cY���9� d�� X( 
 	= \ g��@� ������( �) Z#�8� 	= \ g��@� ������( >�� 5#�# ���& �)��) ���


  �
� 1���]70[W  ��6& >�� �# .#��# 2���6) ?*�A� ��8&�* �) ]�, 5�3�� d7*C( �� X9�M D���, �


���E)  	= \ g��@� ������( * 1�� cY�9� d,�
 5��#��% 2� e� Z#�8� 	= \ g��@� ������( 5��� 2�

 1�� cY9� d�� X( 
�
� 1�� 5��).  

 1���� cY��9� d,�
 5��#��% 2� e� 2��) ��H�) �i��� d�� ������(§�  �
 ������[ �) �� ��� d��

	� ��6)�*= �
 � W��
 5���4�7 * f]4[ �) .�
� 1�� 5��) ��� ?� 9 
)3-128(  §�� = 6�1 − 2.�h/� + �p �4 − .�h7� + 3�1 − .�h��, 

>�� ��	��:�7 *� 	� ���& 2*�6� �� 	= \ g��@� ������( ��
 �7 �
) f�7#h/ = h7 = h� = h���0 W(

 ��H�) �i��� ������(§� �) 1�� cY9� d,�
 5��#��% 2� e� 2��)�) ��� ?� 9	� �
#.��R  

)3-129(  §�� = �10.6 − 15.4.�h���0�  

       1����� cY���9� d,�
 5��#��% ��) �i��� 	= \ g���@� 2��7�������( 5#�# ���& �A���9 ��) >��m�7

)h/ = h7 = 0 �E)�� �# W()3-128( 1���� cY��9� d�� X( 
 2� e� 2��) d�� ��H�) �i��� ������( W

�)�) ��� ?� 9:��R �7� � �
#  

)3-130(  §�� = 3�1 − .�h���0�  

 5R �# �
h���0  w�M �) .�
� 1�� cY��9� d�� X( 
 2� e� 2��) 	= \ g��@� ������( ����§��  ��

 �E)��)3-129(  *)3-130(�E)�� W 1����� cY���9� d�� X( 
 2� e� 	= \ g��@� ������( 5��� 2�

)h���0) 1����� cY���9� d,�
 5��#��% Z#�8� 	= \ g��@� ������( * (h���0�) ( ���&�) ��� ?� ���9
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	�:# �  

)3-131(  h���0� = 3�1 − .��10.6 − 15.4.� h���0�  

     d�� X( 
 * 1�� cY9� d,�
 5��#��%) ����6���
H� b��
Y
 ��q 2� e� *# D���, ��6��@� 2��)

 �E)�� �� 	���6��) 1���� cY��9� d,�
 5��#��% Z#�8� 	= \ g��@� ������( W(1���� cY��9�)3-131( 

.# � 1#� >����  

3-10- !& h"�
� � $�+)� $Ai'�  

 ���*�4�� 	����8��� ]�=�,R W����6& >�� �#b���)1�, ��� AFG  ��#��% ���
 b� ��%�# w�\ b� �# �


)� = 0) �:�# ����
 �# * (� = �	� #��R ( >��m�7 * �����) ���*�4��b���)1�, ��� AFG  ���
 *#

��#��% 	� ��$ �)��) 1���,� g��@� ������( ���
 �7 W�8=�E� 	%#���
 2��) .���
� 1���� 	��
��) �, ���

)h/ = h7 = h� = h���0 ���*�4�� Z \ .(20  w�\ BE@� �E
 ��T �� ��%�]) �)��)�Q  1�� ��$

) �
�� = 20ℎ�( X( 
 2� e� W1�� cY9� d,�
 5��#��% 2� e� 2�� �) W'��:, �# 	%#�
 2��) .

� d�� 1�� 1�� 
 �� ���6��
H� b�
Y
 2� e� * 1�� cY�9 ��,R >��H -�, 2MSGT WMCST  *CT 

.�
� 1�� 1#�A�
�  

3-10-1-  �" ��.����� h"�
� ������ �  

	) 	8�i\ h,�
�$ *# ��� �6�, �8)AFG b���)�i6, 2��) ��#��%�
 b� 1�, �b���) 2�7	%�, � 

 oJ��� �#Z*�� )3-1(     Z#�8� 	= \ g��@� ������( 5#�# ���& �A9 �) D���, .��
� 1��� 1#�# 5��3,

h���0    -�$ ��) 	=���:Q * ��������6�����
H� Z*��� ?����a� B)���� >�$�% �p,�# *���� = �1 + � �� �   * 

 ���� = �1 + � �� + �� �� ��� �)�R �
#1��) D���, �) �� �,� �� 1��R �
# B���]60[  '*� �) �
DTEM29 

1�� .����
��) D���, �) Z*�� >�� D���, >��m�7 .# � �6��@� �,� B��� �� 1��R �
#]74[  �6��@�

 �7 2��) �
 ���
� 1�������
 �) D���, #� �	J�� '*� �� 1��R ���
#-�J����Q W]��� Z�@�,� ��,�C= 2�

                                                                                                                                          
29 Differential Transform Element Method 
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	,� � 2�
 * ��$�� 	Ji& ?H�@� D���, �) �
� 1�� 	
��) �[�M �8=�E� �# �
 ���6) 2��%��
  	) �

	� 1�7���3�.# ��� f7>��Q Z*�� >�� D���, 	� 5���3,�) �
 �7#  h,�
�$ W	\*��� �i��6, d��]$�

	) 	8�i\ 2#���)	� d7�
 	8�i\ h,�
�$ >��`*# * d��]$� �8).�)��  

  

Z*�� )3-1( 	) 	8�i\ h,�
�$ �6��@��8) -`*# * Z`*� )	
 = 	��
�������� ��� (b���#��% �
  2� e� g�
� �)

b�
Y
 ��  �� 0   0.4   0.8  

  	
7 	
�  	
7 	
�  	
7 	
� 

0 Rayleigh-Ritz        N=20 2.4256  18.6041  2.8508    19.5303  3.8310    21.6759 

 Shifted Legendre N=10 2.4256 18.6041  2.8508 19.5303  3.8310 21.6760 

 Power Series        N=9 2.4256 18.6041  2.8508    19.5301  3.8311    21.6752 

 DTEM[59] 2.4256  18.6041  2.8508    19.5303  3.8310    21.6759 

 CT[74] 2.4256  18.6041  2.8508    19.5303  3.8310    21.6759 
          

0.4 Rayleigh-Ritz        N=20 2.6155    16.0705     3.0486    16.8571  4.0471    18.7164 

 Shifted Legendre N=10 2.6155  16.0705  3.0486 16.8571  4.0471 18.7164 

 Power Series        N=9 2.6155    16.0705  3.0486    16.8569  4.0472    18.7147 

 DTEM[59] 2.6155    16.0705     3.0486    16.8571  4.0471    18.7164 

 CT[74] 2.6155    16.0705     3.0486    16.8571  4.0471    18.7164 
          

0.8 Rayleigh-Ritz        N=20 3.0871    13.1142     3.5401    13.7466  4.5695    15.2955 

 Shifted Legendre N=10 3.0871  13.1148  3.5401 13.7472  4.5694 15.2963 

 Power Series        N=9 3.0873    13.1069  3.5403    13.7383  4.5696    15.2885 

 DTEM[59] 3.0871    13.1142     3.5401    13.7466  4.5695    15.2954 

 CT[74] 3.0871    13.1142     3.5401    13.7466  4.5695    15.2955 

 

X4����)3-2(  *X4����)3-3( �)	) 	8�i\ h,�
�$ ?����a� /���� �8)Z̀*�  -`*# * * >:�7 ���*�4��

 ��� �4� *X4���)3-4(  *X4���)3-5( 	) 	8�i\ h,�
�$ ?����a� �) >:�7 ���*�4�� -`*# * Z̀*� �8)

 �i�6, b���) �) 	%�, �� /����0,4  *0,8	) 	= \ g��@� ������( ���a� /6M�) 5�3, �� Z#�8� �8)

	�7#� .� �#X4���)3-2(  ��X4���)3-4(	) 	8�i\ h,�
�$ ?����a� W �8)b� ���*�4��  ��#��%���


 Z��T� �� X�9�M � d,�
 5��#��% 2� e�  ) 1��� cY�9MSGT 	J�� '*� ��
 �) (- W]���	,� � 2�
  *

�J����QZ�@�,� ��,�C= 2�	) 	8�i\ h,�
�$ ?����a� >��m�7 * ��$���
Y
 2� e� �� X9�M �8) * b

	�<�� �# 1����� cY���9� d�� X( 
1����� 1#�# 5����3, �,�%��� 2�7 �
 	�<�� b� >��m�7 .�,�

5���3,1��7#	) 	8�i\ h,�
�$ ?����a� 2)5 ��
� ( �K� >�$�% �p,�# �) �8 2� e� Z��T� �� X��9�M 

	� 1�� cY9� d,�
 5��#��%.�
� 1�� f
� W���)  
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X4�)3-2( 	) 	8�i\ h,�
�$ ?����a��6�, �8) ��� �4� * >:�7 ���*�4�� ������( ���a� /6M�) 	) -

	= \ g��@� �8)  
 

 
X4�)3-3( 	) 	8�i\ h,�
�$ ?����a� ��� �4� * >:�7 ���*�4�� -̀*# �8)	) ������( ���a� /6M�)) �8

	= \ g��@�  
 

 �
 � E,��7X4���)3-2(  ��X4���)3-4( 	� 1�7���3� h,�
�$ W	= \ g��@� ������( d��]$� �) W# ���

	� d��]$� 	8�i\�) D���, 5��� wY��� * �)�� 2� e� �� 1��R ��
#( 
 W���6��
H� b�
Y
 2�7 X

Y9� d�� 1�� cY9� d,�
 5��#��% * 1�� c	� ��3�)�) D���, wY��� >��m�7 .# ��R �
# �� 1�

	J�� '*�-  D���, ��) ]����) 	�
 	= \ g��@� ������( d��]$� �) 	=��:�,� �=#�8� XM �� 1��R ����
#

	� d��]$�f7 	=��:�,� �=#�8� XM *# �7 2��) D���, ��̀� �)��.#��# 	) � 	,�� (  
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Non-Dimensional Equivalent Length Scale parameter
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Non-Dimensional Equivalent Length Scale parameter
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 Power Series - MSGT 
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	� 1�7���3� �
 � E,��7 W5R �) 1*YT 5��#��% 2� e� �� 1#�A���
� �# 5 ��
� ( �K� >�$�% �p, �# # ���

q ��KS� 1�� cY9� d,�
.#��# 	[��q� X)�&��  

X4�)3-4( 	) 	8�i\ h,�
�$ ?����a�b���) �i6, �) * >:�7 ���*�4�� �8) 	%�, �0,4 ���a� /6M�) W

	) ������(.(�Q ��
) -`*# h,�
�$ * (�
�� ��
) �6�, h,�
�$ .	= \ g��@� �8)  
 

X4�)3-5( 	) 	8�i\ h,�
�$ ?����a�b���) �i6, �) * >:�7 ���*�4�� �8) 	%�, �0,8 ���a� /6M�) W

	) ������(.(�Q ��
) -`*# h,�
�$ * (�
�� ��
) �6�, h,�
�$ .	= \ g��@� �8)  
 

 �#X4�)3-6(  *X4�)3-7( h,�
�$ ?����a�	) 	8�i\ 2�7�) -`*# * Z̀*� �8)�i6, 2��� oJ��� 2�7

� Z \ �# 1̀#�� ���a� ���*�4�AFG b�	� 5�3, �� X4� .�7#�=�M ��7 2��) Z̀*� 	8�i\ h,�
�$ �7

	� d7�
 1̀#�� ���a� �i6, d��]$� �) d7�
 W1̀#�� ���a� �i6, d��]$� W-`*# h,�
�$ #� � �# ��̀� �)��

�=�M 	@)�� 2��) �� h,�
�$ d��]$� hl
 * d7�
 ���)� * b�
Y
 2� e� 2��) �� h,�
�$7�  	( �#

 .#��#�) h,�
�$ d7�
 b����
Y
 ��#��% ����
 b� ��� 2��) 1̀#�� ?����a� �i���6, d��]$� 	�J
 � \

	,��� ��̀� W#��# 	( �# �� 	8�i\ �� * ���) 	= \ g��@� ������( �# ���a� X��� 1̀#�� ?����a� �i6, �
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Non-Dimensional Equivalent Length Scale parameter

 Shifted Legendre - MSGT    
 Power Series - MSGT 
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Non-Dimensional Equivalent Length Scale parameter
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Non-Dimensional Equivalent Length Scale parameter
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	� h,�
�$ d��]$� �) �0�� ������( >�� d��]$� �
 �0,R �# ����) �E@, b� # �* W# ���X4���)3-7( 

�) 	@E��	� �p, .�
�	� 1�7�3� ��#�0��S� 5 
� ( �K� >�$�% �p, �# �
 # �pMY� X)�& ��K� �# 2

 R ��
# �) 	8�i\ h,�
�$ * #��# D���,>���( �=�M >�� �# 1��  �
 ��
� 	�=�M �� �� /���[ 
� ( 5 

	� ��$�% �p, �# �A9.# �  

 
X4�)3-6( 	) 	8�i\ h,�
�$ ?����a� ���*�4�� �6�, �8)AFG �i6, ���a� /6M�) ��� �4� * 2�7

.#� � ���a� oJ���  
 

 
X4�)3-7( 	) 	8�i\ h,�
�$ ?����a� �8)-̀*#  ���*�4��AFG �i6, ���a� /6M�) ��� �4� * 2�7

.#� � ���a� oJ���  
 

�) D���, wY��� �Q�%�	J�� '*� �� 1��R ����
#-�) D���, �) ]��� 	=��:�,� �=#�8� XM �� 1��R ����
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 �� ���
2   	� 1�7��3� ��̀� W�,��# wY��� ��9�# 2��� ����� >�$�% �p,�# �
 # �� '*� �# �
 2�

	J��-	� W�
� 1�3, ��<= ]����K� D���, �# �,� � ���%.���)  

X4���)3-8(  ��X4���)3-10( 	) 	8�i\ h,�
�$ ?����a�b� ���*�4�� -` ��
 �� Z̀*� �8)  ��#��%���


b���)1�� 2AFG �#��% * b�
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 DTEM[59] 10.2217  28.7406  10.5301  29.2239    

 
	) 	8�i\ h,�
�$ ��#��%����
 *# ��� -`*# * Z̀*� �8)AFG �i���6, * b����
Y
 2� e� Z��T� �) 2�7

1.8
1.4

1
0.6

0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8
215

230

245

260

275

Material Ratioη

ω̄

(b)
1.8

1.4
1

0.6
0.2

0.8

0.6

0.4

0.2

0
36

46

56

66

Material Ratioη

ω̄

(a)



-̀ 
 X�$                                                                  1�, � b���) ���*�4�� ?���8���AFG  

58 

b���) oJ��� >�
�=�% '*� * 	=��:�,� �=#�8� XM '*� *# �� 	%�, ��� D���, �) �
 1���� .������
�

�)  2#�T '*� �� 1��R ��
#DTEM ]59[ f7  	� 1�7��3� 	= i& X)�& 	,��� ( D���, g�
� �) .# �

�)b���) �i6, d��]$� 1��R �
#	) 	8�i\ h,�
�$ 	%�, �	� d7�
 �� -`*# * Z̀*� �8) .�7#  

X4�)3-11( 	) 	8�i\ h,�
�$ ?����a� ���*�4�� -`*# * �6�, �8) ��#��%�
 *#�4� * >:�7 ��� 

	) 	= \ g��@� ������( ���a� /��6M�) ��	� 5���3, �� Z#�8� �8) .��7#X4���)3-12(  h,�
�$ ]�,

	) 	8�i\   �i��6, �) 1���� b���) ��#��% ���
*# ���*�4�� b� -`*# * Z`*� �8)0,8 	� 5���3, �� .�7#

X4����)3-11(  *X4����)3-12( 	�<�� X������	) h,�
�$ ���a� 2�7 2� e� �) �i��� 	8�i\ �8)

) b�
Y
CT) 1�� cY9� d�� X( 
 W(MCST) 1�� cY9� d,�
 5��#��% * (MSGT	� ( �
 ���)

,h,�
�$ �) ~ )�� D���	) 	8�i\ 2�7  �XM 2��) 1���� cY��9� d,�
 5��#��% 2� e� �� X��9�M �8)

) 	=��:�,� �=#�8�IE) >�
�=�% '*� �XM * (GM1�� '��]% (.�,�  

    

X4�)3-11( 	) 	8�i\ h,�
�$ ?����a� ������( ���a� /6M�) ��#��% �
 *# ��� �4� * >:�7 ���*�4�� �8)

	) # � .	= \ g��@� �8)(�Q) -`*# # � W(�
��) Z̀*�  

 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
20

30

40

50

60

N
on

-D
im

en
sio

na
l F

re
qu

en
cy

 

Non-Dimensional Length Scale parameter

 CT
 MCST
 MSGT-IE
 MSGT-GM

MCSTl

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
60

80

100

120

140

160

N
on

-D
im

en
sio

na
l F

re
qu

en
cy

 

Non-Dimensional Length Scale parameter

 CT
 MCST
 MSGT-IE
 MSGT-GM

MCSTl



 1�, � b���) ���*�4�� ?���8���AFG                                                                 -̀ 
 X�$  
 

59 

59 

    

X4�)3-12( 	) 	8�i\ h,�
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)4-2(   P� = 0 

)4-3(   Pn = j��, �� 

  H�) ?H#��8� �#P7 WP�  *Pn �)1��7# 5����3, /�����)�� 2 2�7� <� 2�����
�� �# 	���� W�  *� 
���67 * �  * ���*�4�� 	= \ ?��̀���� �J9�$�E@, �7 2 �� 1� �=# 2	� 5�3, �� 	n�� � <�.�7#  

 ?H#�8� 2���:��� �))4-1(  ��)4-3(  �#�E)�� )3-2(�A�=�� W d,�
 � 6,�� 2�7� �)	� �
# �
 ���R
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:�� �����iT  

&77 = −� k�j��, ��k��  &�� = &nn = &7� = &7n = &�n = 0 
)4-4(   

�) d,�
 d�� �E)�� W	����M �K� � ^M �#:# ) �7� � ��� ?� 9  

)4-5(    ��� = *W##T�� + 2EW�� 

 5R �# �
W�� 	� 5�3, �� X
 d,�
 5�����) �
 �7#	� o��8� ��� ?� 9:# �  

W�� = &�� + &���0� )4-6(   

 L $ �E)�� �#&��  *&��0 �)5����3, /����1��7#1#�� 2��) �
 ������67 	����M * 	4�,�4� d,�
 2 2

�) 	����M d,�
 W	E� b��
H� * #�:,�6�7 W>:�7	� 	$�8� ��� ?� 9:# �  

&���0� = KiT�� )4-7(   

 �
K  * 	����M ~�6i,� /��[i  ��<� 2��# �) ��# wY����/ 	� 5�3, �� .�7#  

�� W>��m�7�=�A  �E)�� �� 1#�A�
� �) X
 d,�
 � �6,�� �A�9��q 2�7 2)4-4( W)4-6(  *)4-7(  �# �) *

 >�$�% �p,/��[ �) 5 
� (�) ��� ?� 9	� �
#�R�:�  

W77 = −� k�j��, ��k�� − Ki,      W�� = Wnn = −.W77 )4-8(  

 �E)�� �� 1#�A���
� �))3-3(  *)4-4( �A�=�� 2�7 �A��9��q F���6��� 5��#��% ��#�)� �) ����� , ��� ?� ��9

	�:�, �  

'7 = �1 − 2.� �−� knj��, ��k�n �,        'n = �1 − 2.� �− k�j��, ��k�� � )4-9(  

 >��m�7�A�=����q 2�7	����M F�6�� 5��#��% ��#�) �A9�
 d,�
 >�$�% �p, �# �)	����M 2�7  �E)��

)4-7( 	� 5��) ��� ?� 9 �):�, � 
'70 = �1 − 2.� Ã−3K kik�Ä,      'n0 = �1 − 2.� Ã−3K kik�Ä )4-10(  

 �:�# �) 	����M d,�
 h( W�
� 2�E& * 5��@�� � 6,�� b� 	����M d,�
 � 6,�� �
 	��0,R �� �


 2��KS� 2�������
 �)�*�	� * �����# �7� �, 	���
�# 5� �R�) �� 5>�� �� .#�# 5���3, 	�M�� ������( *�

 	4������
�  �#�E)�� )3-8( �) 	�6��):# � cY9� ��� ?� 9  

 � = 2Eh/��'� + '�0� )4-11(   
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�) ?H#�8� g�
� �) W1*YT)3-4(  *)3-5( W�A�=��#��% � 6,�� �A9��q 2�7� 	$��<,� d3
 5�����  *

 d��Q 5��#��% � 6,�� 5��@�� ��6&�
 �).��R ��7� � �
# 
�777�7� = − 25 �1 + .� �� knj��, ��k�n  �  
�7���7� = �nn7�7� = �n7n�7� = �7nn�7� = ���7�7� = ��7��7� = 15 �1 + .� �� knj��, ��k�n �  
��n��7� = ���n�7� = �n���7� = 115 �1 + .� �k�j��, ��k�� � 

�77n�7� = �7n7�7� = �n77�7� = − 415 �1 + .� �k�j��, ��k�� � 

�nnn�7� = 15 �1 + .� �k�j��, ��k�� �  )4-12(  

 

)4-13(   (7�% = (�7% = − 12 k�jk�� 
�)  �)��3� � \ �)�*� �� 1#�A�
� �))4-5(  *)4-11(�) ��H�) �i��� * b�
Y
 d�� 2�7������( W ?� 9

	� �
# �) ���:���R 
�77 = �W77��� + �3* + 2E�W77�0� = −� �� k�j��, ��k�� + Ki1 − 2.� )4-14(    

 

)4-15(    
 7 = −2Eh/��1 − 2.�� knj��, ��k�n − 3�Kh/��1 + .� kik� 

 n = −2Eh/��1 − 2.� k�j��, ��k�� − 3�Kh/��1 + .� kik� 
 "777�7� = − 45 �1 + .�Eh7� �� knj��, ��k�n  � = "7 

"7���7� = "nn7�7� = "n7n�7� = "7nn�7� = "��7�7� = "�7��7� = 25 �1 + .�Eh7� �� knj��, ��k�n � = "� 

"�n��7� = "��n�7� = "n���7� = 215 �1 + .�Eh7� �k�j��, ��k�� � = "n 

"77n�7� = "7n7�7� = "n77�7� = − 815 �1 + .�Eh7� �k�j��, ��k�� � = "o 

"nnn�7� = 25 �1 + .�Eh7� �k�j��, ��k�� � = "p 
)4-16(   

 

)4-17(    $7�% = $�7% = −Eh�� k�j��, ��k��  

) 1#��
 2�� �<A9 d�� ����� W2���
 ��$ 2��
� 1�� ����[ �
 �0,R �� *  ��� �#)�( ��T * 

  ���� �#)�(  	� ��$ bQ 
 	$�
 1���,� �) 5R Z \ �) ����6���@� �# ���*�4��	� W�, ���� �� 5� �
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���=�A 2��
�� �# d�� 2�7�  *� w�9) .#�
 �p,�nn = �7n = ��n =  ��� = �7� =  �n�  =  0.(  

�=*� ���*�4�� #��R '�8��� �) f
�M �=#�8�- � ��^M �# 	= ,�)?���M �K� 	�  X��9� �� 1#�A���
� �) �,� �

5 �J���7����
� W.  .# � 
)4-18(    0 = e �Td − T�� f�¿

¿©  

 ?H#�8� 2���:��� �))4-4(  ��)4-17(  �E)�� �#)3-1( 	��3,�
 2��,� ?����a� WTd  ���*�4�� 2��)

�) ?���M �K� � ^M �# #�:,�6�7 * 	E� b��
H� W>:�7 ��� ?� 9��� , 	�:# �  

)4-19(    

e Td¿
¿/ f� = e e ����T&�� +  �T'� + "��#�7�T���#�7�� + $��% T(��% �¿

¿/ f�
= e e �−å77�7� k�Tj��, ��k�� − �1 − 2.�ã7�7� knTj��, ��k�n�

/
¿

¿/− �1 − 2.�ãn�7� k�Tj��, ��k�� − 25 �1 + .��7�7� knTj��, ��k�n+ 65 �1 + .����7� knTj��, ��k�n + 315 �1 + .��n�7� k�Tj��, ��k��− 1215 �1 + .��o�7� k�Tj��, ��k�� + 15 �1 + .��p�7� k�Tj��, ��k��− Æ7�/� k�Tj��, ��k�� �f�
= e e �å�Ò���� k�Tj��, ��k�� + å�Ò��n� knTj��, ��k�n ��

/
¿

¿/ f�f�
= e e ­k�å�Ò����k�� − knå�Ò��n�k�n ¯�

/
¿

¿/ Tjf�f�
+ e �­k�å�Ò��n�k�� − k�å�Ò����k�� ¯ Tj + ­å�Ò���� − kå�Ò��n�k� ¯ kTjk�¿

¿©+ å�Ò��n� k�Tjk�� �� = �
� = 0 f� 

:5R �# �
  

)4-20(  

  

å�Ò���� = −å77�7� − �1 − 2.�ãn�7� + �1 + .� Ã 315 �n�7� − 1215 �o�7� + 15 �p�7�Ä − Æ7�/� 
å�Ò��n� = −�1 − 2.�ã7�7� − 25 �1 + .��7�7� + 65 �1 + .����7� 
Qå���/�, å���7�U = e ¹1, �º���f)� ,     Qã��/�, ã��7�U = e ¹1, �º �f)�  

Q���/�, ���7�U = e ¹1, �º"�f)� ,     QÆ��/�, Æ��7�U = e ¹1, �º$��% f)�  

 w��9 �) >��m�7  ?����a� W	3��Q 	�
���� �� 5#�
 �p, 	3i�� 2��,�T� �) ���*�4�� ��� ?� 9
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 5��)	�.# � 

)4-21(    e T�¿
¿/ f� = e e � �kTj��, ��k� ��

� f�¿
¿/ = e e �) �kTj��, ��k� �� f��

/
¿

¿/ f� 
 �
� 1��7# 5�3, 	=�:Q 2 *)  BE@� �E
 �M�6��
� ���*�4�� .  

  �)�*�) ���*�4�� 	��3i�� 2��,� * 	��3,�
 2��,� ?����a� 2���:��� �))4-19(  *)4-21( �E)�� �#(

)4-18(  g�
� �) b���
H� ��� 	����� �) ���*�4�� �
�M �=#�8� W1�� cY9� d,�
 5��#��% 2� e� 

�)�) ��� ?� 9	� �
#.��R  

)4-22(    ¼7 k8jk�8 − ¼� kojk�o + kn¼nk�n − k�¼ok�� − �) �k�jk�� � = 0 

5R �# �
  

¼7 = 2�1 − 2.��Eh/�¬ + 45 Eh7��1 + .��¬ 

¼� = �¬ + 2�1 − 2.��Eh/�) + 815 Eh7��1 + .��) + Eh��) 

¼n = 3h/� �1 − 2.���1 + .� kÆ0k�  

¼o = Æ01 − 2. + 3h/� �1 − 2.���1 + .� 50 

)4-23(   

5��� * 	����M 2�7Æ0  *50 	� o��8� ��� ?� 9 �):�, �  

)4-24(    

Æ0 = e �Ki�f)� = �§K e i�f��/�
6�/�  

50 = e � kk� �Ki�f)� = �§K e kik� f��/�
6�/�  

  ��
§ 	� 5����3, �� ���*�4�� ��T.�7#  �E)�� �� >��m�7)4-19( 2��� �������� 	� �T ?���iT W

�)	� .����
� ��� ?� 9:�, �  

�¼1 k5jk�5 − ¼2 k3jk�3 + k2¼3k�2 − k¼4k� � |� = 0, �= 0 

��  Tj|� = 0, � = 0   

�¼1 k4jk�4 − ¼2 k2jk�2 + k¼3k� − ¼4� |� = 0, � = 0 �� Tj,³|� = 0, � = 0  

�¼7 knjk�n + ¼n� |� = 0, � = 0 �� Tj,³³|� = 0, � = 0 )4-25(    

 �=#�8� �#)4-22(  	= \ g��@� 2�7������( �� �%�h/  *h7 w����9 �p,# ���� ���$� �) f
�M �=#�8� W



-���Q X�$                           (�J��� h,�
�$) >:�7 � ��,*�� ���*�4�� �# b��
H� ��� 	�����  

69 

 ��� 	����� �) ���*�4�� 	��8����) 1�� cY9� d�� X( 
 2� e� g�
� �) b��
H��
#  ��R �7� �

 B��� �)����3� �
]78[  	= \ g��@� 2�7������( ����
 �7 �� �%� >��m�7 .# ) �7� �h/  Wh7   *h� 

�) f7 ?� �9 w��9 5���# � �p, 	��8��� ���$� �) f
�M �=#�8� W �) b��
H� ��� 	����� �) ���*�4��

 �) b�
Y
 2� e� g��
� B��� �) �
 ��R �7� � �
#]7[ �) .#��# 2��%��
9 �) �)�3� � \w� �p,

 ���*�4�� #��R ?�����8��� �=#�8� W	����M 5��� �� 5#�
 	����� 5*�) d,�
 5��#��% 2� e� g���
� �)

1�� cY9� ]41[ 	� .����
�# �.  

  

4-2-2-  :���� [�B
�� ��� -7Z $A����   

 ��� $ 5 ,�& g��
� �)30,�6�7 f6� b� �# ��# 5��#��% b� �%� W:#�  	����M ��� W# � #�0�� >:�7

	� 5���� ��� $ f6� �#�) .�)��6�,�4� �) ������) �T�
 �) . � ��3�,� ���$� >�� W	4�]�$ � \f  	8&�*

�
� 	��$���(��q ?���M Z�@�,�� g��@� �) 	��7��])� �# ��9 ��g��@� �# �
 bQ 
 2�7,��� 2�7 	

	� ��
 1�� 
h,�
�$ �# �
 � ��,*�� ���*�4�� ��,�� W���
	� ��
 H�) 2�7>�� �� .��
�
 F , W*�2 �31 

5��) �
 W�=#�8�5 ,�& 2��i� �) b���
Y
 2� e� ?���M Z�@�,� �%  F , b� �) 	���6��)  W���
� ��� $

2 = =�732 ��3�,� �
 W �T�
 �) �� ?���M Z�@�,� . � �	� Z�� 	7����	
�
� .# � cY9� W��
 >���

�����6����
H� ��� b���
Y
 2� e� �
 W?���M Z�@�,� Z��33 )CTE	� cY��9� �� (#�= ���
 � W��
-

>�= ���34 ]80[ �)  ��$�� f��8� 2� e� .���
� 1���� 	$�8� ��� $��q ?���M Z�@�,� �=#�8� g���
� 2

���6��
H� ���35 )GTE���( �) (�
� 2 = =�7 �=#�8� b� 2 �T�
 �
 �
� ��  ?���M ��3�,� 	7����

	� >��^� ��.��
  

 >�� �#�8=�E���$�� f��8� 2� e� W 2 1#�A�
� ��� $��q ?���M Z�@�,� �=#�8� g�
� �) ���6��
H� ���

                                                                                                                                          
30 Fourier’s law 
31 Parabolic 
32 Hyperbolic 
33 Classical Thermoelasticty Theory 

34 Lord-Schulman 
35 Generalized Thermoelasticty Theory 
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  	����M �M����
� 5��� b� >�$�% �p,�# ��KS� �� 1���36  ��6����
H� ��� 	����� ��A�
 /����[ �)

  	� b��
H� ��� ���*�4�� 2��) ��� $��q ?���M Z�@�,� �=#�8� .# �� 	�
��) � ��,*�� ���*�4��� �,� 

�) 5��) ��� ?� 9# � ]80[:  

)4-26(    - k�ik��k�� = �+, kik� + �K�/ k�P�k�k�� + "/�+, k�ik�� + "/�K�/ knP�k��k�� 
 5R �# �
- W+, WKW  �/ *"/  /���� �) /��[ Z*�� W�)�K f0M �# � ��� ?���M W	����M ����7

 	� 5�����3, �� 	����M ���M������
� 5����� * ��<� 2����# W	����M >��m�7 .����7#�7 W��  *�n  

5�3,1��7# 2�7��
�� 2� W�  *� .���67  

 	����M �M���
� 5��� - �A�"/ �T�
 W	� ��
S� �� 	����M h=�( 	7�����) * ��
 5��� b� 2��8�

�	��:�7 f6� b� �# ��%�,�� ?���M Z�@�,� �� �
� ���, #� � ���Sb� �) 	���# 5��#��% b� �
� �i��

	� L�A�� .# ��� ���&�) W��$� ����6Q]81[  	����M �M�����
� 5��� 2��) 	�̀
 ���8� b�"/  ��� ��,��

�).#�*R �
# 
)4-27(    "/ = 3-+,.%� 

 5R �# �
.% .�
� (5 , $) ? 9 �T�
  

     2���
�� �# 	����M 5��#��% �
 ��$ >�� W2���
 1#��
 2��)�  �# 	����M 5��#��% �� ��%�]) ���6)

 2�7��
���  *� �) 	@E�� �
�	� �p,	� >���)��) W�
� �=#�8� �# 5� �)4-26( ) -�� ��k�i k��⁄ (

w�9�)�� 5���� I)�E� .#�
 �p,�=*� ���*�4�� 	���-	= ,�)W  �)�*� �# �
)4-1(  ��)4-3(  1�� 5� �T

   	) 2��7�������( o��8� ��) >��m�7 *d�( /�����[ �8)37 )( = #���	�M������
� -�4<����
�  * (38 

)O� = ��«0©����) ?���M Z�@�,� �=#�8� W(	� 	6� ,��) ��� ?� 9:# � 
)4-28(    ( �k�ik��� = �1 + �� �kik� + "/ k�ik�� � − Δ�K � � knjk�k�� − "/ kojk��k��� 

 5R �# �
� 	� o��8� ��� ?� 9 �).# �  

                                                                                                                                          
36 Thermal relaxation time 
37 Thermal diffusivity 

38 Relaxation strength 
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)4-29(    � = 2O� 1 + .1 − 2. 

 �=#�8�)4-28( 1��� �A� �=#�8� W���6��
H� ��� 2 ��� $��q ?���M Z�@�,� 2��i� �) �� ���*�4�� 2

	� 5�3,	��0,R �� ?H�@� �n
� �# �Q�%� .�7# �
O�  �i��� ��106o  �� 1# )� w�91�� �p,W  �# ��̀�

 >��X�$ ��)�&# 2 ������( >�� ��3�)  ��<= ?H#�8� �# ���,� ���
� 1��.  

4-3- -�7�� F"�f  

?��iT ��6& >�� �#	��7 5��� 2��) 	J�J<� /6M �) 	����M 2�7j��, ��  hl
 W�� �7� � 	$�8�

 ���*�4�� b��
H� ��� 	����� ��A�
 /��[�� �7� � .����
� ?H#�8� XM .)4-22(  *)4-28(  �)

�) 5�64� h,�
�$ �) 5��� �) �i6, 5# ) b�, ���7 ��$:�
� ��� ?� 9  

)4-30(    j��, �� = j/���W%¿ ,      i��, �, �� = i/��, �� W%¿ ,      ² = 	4 + ¶	�  

 5R �# �
��  5��3, �
 	@�@M ���@�1��7# b��
H� ��� 	����� � ^M �# ���3� ���� h,�
�$ 2

 * �
���  	� b��
H� ��� 	����� �) �i��� �
 �
� h,�
�$ 	� 7 � ��6&.���)  

 �E)�� 2���:��� �))4-30(  �=#�8� �#)4-28(  ?� ���9 �) ��# ?����a� 	J�J<� ?��iT��� �) ����
#

	�:��R  

)4-31(    i/��, �� = Δ�K�1 + Γ� � f�j/f�� + �7sin �'�� + ��cos �'�� 
  /����[�7  *��  �) ?���M Z�@�,� 2��� ������ Z��T� �) * ��R ��7� � ��
#'  �)  o��8� ��� ?� �9

	�.# �  

)4-32(    ' = �²( �1 + Γ��s"/ − ¶��7/�
 

  ) ���*�4�� 	�H�) * 	����( c E���
 �# b���)��#R 	����M 2��� �������� Z���T� ��)ki k�⁄ = 0   �#

� = ±ℎ/2 �=#�8� W()4-31( �) ��# ?����a� 2��) ���9 �=#�8� b� �)	� X��i� ��� ?� 9.# �  

)4-33(   i/��, �� = Δ�K�1 + Γ� f�j/f�� �� − sin�'��' cos  'ℎ2 ¡� 
    �E)�� �# L $ �E)�� 2����:���� ��) >��m�7)4-24(?��iT W	��7 5��� 2��) 	J�J<� �) 	����M 2�7

 /6Mj/ �)	� �
#:��R  
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)4-34(   Æ0 = �¬O��1 + ��  f�j/f�� ¹1 + ��²�º 
)4-35(   50 = �¬O��1 + ��  f�j/f�� ��²� 

 5R �# �
  

)4-36(   ��²� = 24�'ℎ�n ´'ℎ2 − �mr Ã'ℎ2 Äµ ,     ��²� = 24'ℎn ´'ℎ2 − �mr Ã'ℎ2 Äµ. 
 �)�*� 2���:��� �))4-34(  *)4-35( # �=#�8� �)4-22( �# ���*�4�� 	��8��� ���$� �) f
�M �=#�8� W

	� 	6� ,��) ��� ?� 9 �) b��
H� ��� 	����� � ^M:# � 
)4-37(    �¼7 + �7� f8j/f�8 − �¼� + ��� foj/f�o − �)²�j/ = 0 

:5R �# �
  

)4-38(    
�7 = 3�¬O��1 − 2.��h/�¹1 + ��²�º/�1 + ���1 + .� 
�� = �¬O��1 + �� ¹1 + ��²� + 3h/���²��1 − 2.�/�1 + .�º 

 WI�@<� >�� �#   /���[ 5#�# 5��3, 2��)��A�
   ����� W	��3,�
 5��#��% ���*�4�� 1���,� �) ���6)�*

 ���*�4�� 2���b�) ��#��% �
C-F * (�
*#  ��#��%)C-C ( �p, �# ���
� 1�� ��$�%.  

?��iT g�
��)2�7  �=#�8� �# �
 2��� ����� 	� �T)4-25(  2��) b�
Y
 2��� ����� W�� 5��)

L $ 2�7���*�4���) �
�=�.# ) �7� � ��� ?� 9 
)4-39(   )C-F( j/�0� = ¹fj/ f�⁄ º³¸/ = 0, ��¼7 + �7� fpj/f�p − �¼� + ��� fnj/f�n �³¸� = 0, 

��¼7 + �7� foj/f�o − �¼� + ��� f�j/f�� �³¸� = 0. ÛÜ
Ý
ÜÞ

)4-40(  
 
)C-C(  j/�0� = j/��� = ¹fj/ f�⁄ º³¸/,� = ¹f�j/ f��⁄ º³¸/,� = 0 

 

  b� 2�7���*�4�� 2��) b��
Y
��q 2��� ������ W>��m�7�) ��#��% �
*# * ��#��% �
�� ?� 9 �

	� ����,�Z�*��� �
 �, �.�,��  

)4-41(  )C-F( �f�j/f�� �³¸/ = ��¼7 + �7� fnj/f�n �³¸� = 0 

)4-42(  

 

)C-C(  �f�j/f�� �³¸/,� = 0 
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�) .�
� 2�� �# ���6) ��
 W��
 k�[�� ��@�&# �� L $ 2��� ����� �
 2# � X4� ����,�p�� >��7 � 

 �=#�8� XM 2��))4-37(  �) �� � �))4-39( �� )4-42( # � 2��) �
 �� ��� 	i��@� 2�7# � X4� Wr -�

 Z \ �) ���*�4�� b�� W�
� �):�
� 1�� ��6) ��
  

)4-43(  °q����� = �q ´�cos \q� − cosh \q�� − cos \q� + cosh \q�sin \q� + sinh \q� �sin \q� − sinh \q��µ 
)4-44(°q����� = �q ´�cos \q� − cosh \q�� − cos \q� − cosh \q�sin \q� − sinh \q� �sin \q� − sinh \q��µ 

 5R �# �
\q�3�� �7 �in� 2�7:���67 ��� �=#�8� 
)4-45(  cos�\q�� cosh�\q�� + 1 = 0     ��N� 

)4-46(   cos�\q�� cosh�\q�� − 1 = 0     ���� 

 ����0��,      ��E)�� 2����:���� ��))4-43(  *)4-44(  �#)4-37( h,��
�$ W 2�7r-�  	����� �) ���*�4��

�) ��� ?� 9 �) b��
H� ���	� �
#:��R  

)4-47(    q = 1�� Ë\q8�¼7 + �7� + \qo�¼� + ����)  

	��0,R �� ) �
� o�8[ 	����� b� Wb���
H� ��� 	����� �
	� ≪ 1 /���[ �i
�<� �# W(�7  *�� W

	� f7 ���*�4�� 	8�i\ h,��
�$ 5� �  ���#	�%"  >�]:��� ��²  W'�8��� 5# ) b�, ���7 ��$ �) .#�


���@� �=#�8� 1C�*f7 d,�
 5��#��% ���*�4�� 2 w�M �) ��#�J�� �# ��# �K� �) ~ )�� 2�7 �E)��)4-

37( �)	� �
# .��R  

)4-48(   ¼7 f8j/f�8 − ¼� foj/f�o − �)²�j/ = 0 
	�   	i��@� 2�7# � X4���� 2���:���� ��) 5� �)4-43(  *)4-44(f7 	8�i\ h,�
�$ W 2��#r-�  ��

�)�) ��� ?� 9.#�*R �
#  

)4-49(  	q,�%" = 1�� Ë\q8¼7 + \qo¼��)  

  ���*�4�� ��A�
 /��[ g 48� W�J��� h,�
�$ 1�%��# g��
� �)5���067  �) �i��� 5��#��% 2� e�

1�� cY9� d,�
  ?���M Z�@�,� 2� e� *��q�) ��� $�) ��� ?� 9	� �
#:��R 
)4-50(  5���067 = 2 áℑ� �ℜ� �á 
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�) D���,  �� 1��R ��
#p,�# �) b��
H� ��� 	����� g 48�>�$�% � i
�<� �# 1�� 1#�A�
� /��@� �

�) 	@E�� W	8�i\ h,�
�$	� �p, �i��� �
 ��Q �
�ℑ� �  �� ��4Q 
 ���6)ℜ� � .�
�  

 

4-4-  � $�+)� $Ai'� h"�
�!&  

 1#�# 5�3, 2#�T D���, �) ���*�4�� b��
H� ��� 	���i� ��A�
 /��[ ]�=�,R * 	
��) Wd�) >�� �#

1����A�
 /��[ g 48� �E)�� �� �,� �) D���, * ��7# 5�3, oJ��� 2�7������( �) ��1��R �
#  �) ��

 # � � ?H�@� D���,���6��@�  .���
Z*�� )4-1( ����3� #� � ���*�4�� *# 	��
��7 * 	4�]�$ ?����

 ��$�% ���& 	)�����	� 5�3, �� 2#�T ]�=�,R >�� �# .�7#  
 

Z*�� )4-1( �7���*�4�� 	4�,�4� * 	
��7 ?���3� 

��������� 	�
����  
������
� 

70 169  �������	
 ��
�� )GPa(  
310×7.2 310×3.32  ������ )3kg/m(  

920 700  ���� ��� �� �� !� "�
#�+, )J/kgK( 

6-10×1.23 6-10×2.59  �$�
#� %��&'
 ()#*K0 )1-K( 

0.31 0.22 ()#*  +��
�,. 

237 150  "�
#� ��-�'
 ()#*- )W/mK(  

5000 8433  +�'�. �/#�.% )m/s(  

1000 140  ��0� )µm( 

30 12  #�$�#1�� ���!*ℎ )µm( 

 

 X4��)4-1(  2��) ��<� 2��# �# ���a� �) �� b��
H� ��� 	����� ?����a�b� 5 4�J�
 ���*�4��  *

 ��#��%��
 *#  	� 5��3, 	� 1�7��3� �
 � E,��7 .�7#  /����[ g 48� W��<� 2��# d��]$� �) # ��

 	� d��]$� 	E� ?� �9 �) ��A�
 .�)�� ) b��
Y
 2� e� Z��T� 2��) D���,CT cY9� d�� X( 
 W(

 ) 1���MCST ) 1�� cY�9� d,�
 5��#��% * (MSGT) ��� $ ?���M Z�@�,� 2� e� *# �7 2��) (F * (

) ��� $��qNF .�
� 1�� .�����
� ( 	��0,R ��1#� >���� h,�
�$ �
 1��  X( 
 2� e� �� 1#�A�
� �)

 �� d�) 1�� cY9� d��
�$ W�
� 1�� cY9� d,�
 5��#��% * b�
Y
 2� e� Z��T� �� X9�M h,�

�) ��A�
 /��[ g 48� �) 1��R �
# 2� e�d�� X( 
 1�� cY9� bQ 
�) D���, �� ��# 1��R �
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 �� 2� e� d,�
 5��#��%  1��� cY�9�  * b��
Y
 2� e�   .��
� #� � �# �� 1���� Yi& �
 � E,��7

 	9�� d,�
 5��#��% 2� e�1�� cY9�  �)1�� cY9� d�� X( 
 2� e� 	� X��i�, �
 # � �) D���

  �� 1��R ��
# 1���� cY�9� d�� X( 
 2� e� �) D���, �) ]�=�,R >��  B��� �� 1��R ��
#]80[  �# �


) �) X4�R W1�� 1#�# d���, (	� 1�7�3� 5R �# 	) � ���6) I)�E� �
 �
� 1�� �6��@� .# �  

 

X4�)4-1(  ��<� 2��# /6M �) ��A�
 /��[ g 48� ?����a�5 4�J�
 ���*�4��4�� . ���*�

.(�Q) ��#��%�
 b� ���*�4�� W(�
��) ��#��% �
 *#  
 

X4�)4-2(  �
 *# ���*�4�� .5 4�J�
 2��) ����[ /6M �) ��A�
 /��[ g 48� ?����a�

.(�Q) ��#��%�
 b� ���*�4�� W(�
��) ��#��%  

 ?����a� �K� >��m�7 L $ 2�7���*�4�� 2��) b����
H� ��� 	����� �) �����[ �# �
�=�X4���)4-2( 

  1��� 1#�# 5��3, 	� 1�7��3� .�,� D���, 	,��<) ����[ �) ���*�4�� ����[ 5�� b�#], �) �
 # �

 *# * (1�� cY9� d,�
 5��#��% * 1�� cY9� d�� X( 
 Wb�
Y
) ���6��
H� 2� e� �
 �7 2��)

?���M Z�@�,� 2� e�  	� �J�9�$ �:��4� �� (��� $��q * ��� $)  �
 �
� 1�7��3� X)�& >��m�7 .�,��%
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 ?���M Z�@�,� 2� e� �) �i��� �M������
� 5��� >�$�% �p,�# 	����� ���@� d��]$� /i���
 ��� $��q

	� b��
H� ���# �.  

 
X4�)4-3( ���*�4�� ����[ /6M �) ��A�
 /��[ g 48� ?����a� ��#��%�
 *# ���� =R -  

 X4��)4-3( ����[ 2��� �) �� b��
H� ��� 	����� ��A�
 /��[ g 48� ?����a� ]�,��� 2�7 oJ

 2��)	� 5����3, - ���� =R ��#��%����
 *# ���*�4��.�7# � e� ����
 �7 2��) ]�, X4���� >�� D���,2 

  L $ ?���M Z�@�,� 2� e� *# * ����6���
H�	��0,R �� .�
� 1�� 1#�# d���, �
�=�g��@� ������( �
 

 �) D���, �# W�
� 5 4�J�
 �� ��%�]) ���*�4�� �����[ �) g��& �# - ��� =R 	= \1��R �
#  �
 ��

f3Q wY��� ���6��
H� 2� e�	� 1�7�3� 2��%.# �  

 

4-4-1-  	���*� -��Ef g�A��&  

�,� ]13[ �) ��# * d,�
 Wd�� 	,��� >�:,��� �i
�<� �) �� b��
H� ��� wY��
 5��) ��� ?� 9:#�  

)4-51(   5'®q®467 = K��/���,
	"0�11 + �	"0�1�� 

 5R �# �
"0�1 = �«���(«#  ����3� 5���b��
H� ��� 	����� 239  -�, �) ?H�@� �# ������( >�� .�
�

 �) - �A� >�� 5��� ]���� 2��) ��̀� W���
� 1���� 5� �T 	����M �M�����
� 5���- �A�  �M�����
� 5���

#�= ?���M Z�@�,� 2� e�-   �����3� 5��� �� �8=�E� >�� �# W>�= ��  1#�A�
� b���
H� ��� 	����� 2

 ,��7 .�
� 1��� 	����� ���3� 5��� �) h,�,*�� h,�
�$ 5��� ~�i��� �
���( �E)�� >�� �# �
 � E

                                                                                                                                          
39 Thermal relaxation time 
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 	� ��3� �� b��
H� ��� wY�� ?�� b���
H� ���h,�
�$ �# .��
) >���( 2�7	 ≪ "0�167 ��� W(

 ��p<= 	����M f7 �� f��� >�� .#�# �7� �, �� ��# 5��#��% B&�* �# * 1#��$� L��A�� 2�1����, ��#  �# �


  h,�
�$ �# .��
� bQ 
 ����6) 	����� 5R) H�) ���6) 2�7	 ≫ "0�167 * 1#�# �� b���)��#R ���R�$ W(

�) ��@,R 	����M 5��#��% 	� ���a� �T��
5��#��% �# 	�M �
 ��
 	����M ��� Wf7 ��]) 	���# 2�7

	�, �� F &* ���9�$ �# b����
H� ��� wY�� .�)��	67 = "0�1  ���@��) �� �����3�) �������� # �

	� 2�)# h,�,*�� �� h,�
�$ 5R �# �
 ��7#40 	� ���*�4�� h�� ����,� �� h( �
 	��0,R �� .����,

) ����[ Wd�) >�� �# W�
� ���*�4�� ����[ W���3� 5��� 	=���
 ������( ���� � ��,*��,��< �
 	

	� L�A�� 2�n
��M 	����� 5R �# ���& 	
��) #� � W��$�.�
� ��$�%  

 �# X4��)4-4(     ����[ /6M �) b���
H� ��� 	����� �����3� 5��� * h,�
�$ g 48� ?����a�

�=�M 2��) 	,��<) ����[ W��# �, *# >�� #� ��) X<� �� �� �
� 1�� f
��� 2�7�) oJ�.��R �
#  

X4�)4-4( ����[ /6M �) b��
H� ��� 	����� ���3� 5��� * h,�
�$ g 48� ?����a�  ���*�4��

.(�Q) ��#��%�
 b� * (�
��) ��#��%�
*#  

	� 1�7���3� H�) X4��� �# �
 � E,��7# ���2� e� Z��T� �) 	= \ g��@� ������( >�$�% �p,�# W2�7 

d,�
 5��#��%   	� /i
 1�� cY9� d�� X( 
 * 1��� cY�9��� # �  2�7���@� �# 	,��<) ����[

 �� ��4Q 
  L�A�� b�
Y
 �=�M 	,��<) �����[�0��, 5��7 �
�# >�� * ��$�	� �
 �
� 2�� �,� 

 ��X4�)4-2( .# � .����
� ]�,  

                                                                                                                                          
40 Debye Resonance 
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4-5- $>�
����   

 h,�
�$ 1�%��# �) 	��i� >:�7 ���*�4�� �# b��
H� ��� 	����� X��$ >�� �# �J��� ) * 1#�A�
� �

2� e� �� f��8� * 1�� cY�9� d,�
 5��#��% 2�7 >�$�% �p, �# �K� �� �� 	
��) ?���M Z�@�,� ��$��

���M �M���
� 5��� * 	= \ g��@� ������( /��[ D���, �) ��� $��q ?���M Z�@�,� 2� e� �) �i��� 	�

  �) �
 WX�$ >�� �# 1�� .����
� 2#�T D���, �) �� � �) .# � 1�7�3� b���
H� ��� 	����� ��A�


 �=�@� D���,]80[ f7	� W#��# 	) � ���6) 	,�� (:�$�% �0��, 5� �  

1 ( ���*�4�� �# b��
H� ��� 	�����#��%�
 *# * b� 2�7��6��
H� 2� e� �
 �7 �) �i��� �� �

  Z�@�,� Z�*��� 2� e� *# * (1�� cY9� d,�
 5��#��% * 1�� cY9� d�� X( 
 Wb��
Y
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� f��8� * b�
Y
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5-1- $��B�  

	��:�7	� Z��T� >:�7 ��q d�� 5���� b� (>:�7��q �� >:�7) f���6� b� �# �
 ������ W# ����
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#�= 2� e� 2��i� �) ?���M Z�@�,� �=#�8� ��$ �) * 	�����8��� X4����
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� �) � ��,*�� ���*�4�� b��
H� ��� 	����� 2 

 b��
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)5-1(   5*®q®467 = 12� O°°%¿"4®Ö = �K��/�,
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# �� 2��,�°%¿"4®Ö  1�� 1���_ 2��,� ���3�)
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	� X��i� ?���M �) ��A� 	4�,�4� 2��,�	� ��= � 	(*��,R * # ��� �i��6, W?���M Z�@�,� 2��) .# ���

 �) 	(*��,R ��= ��) f0M �M�*	� 5��) ��� ?� 9# � ]82[:  

)5-2(   ²+, = - ]�. ]��� = - ]i. ]i��  

 5R �# �
-  ,��
�� W	����% 	%��  * 	���# 5����i = � − �/  ��<� 2��# �) �i6, ��# ���a��/ 

	� 5�3, ��Z��:�,� �) .�7# X4�
 b� 2*� L $ �=#�8� �� 2��% 	,���:���# f�7� �  

)5-3(   O² = - ²+, f� 

Z��:�,� �)  �) 	,��� X4��
 b� �# 1��� ��= � X
 	(*��,R Wf0M 2*� L $ �=#�8� �� 2��%?� 9  ���

�)	� �
#:��R  

)5-4(   O¼ = e O² fc�  

�) 1�� oJ� ��
 X
 W2��= � 	(*��,R ?��iT �� 1#�A�
� �)�) ��� ?� 9	� �
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�)�) ��� ?� 9:��R �7� � �
#  

)5-12(O² = �	 -�/� �O�K f�j/f�� �� �1 − +±²�'��+±²  'ℎ2 ¡�
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ℐ�)� = − ²¶r�Ç��²¶rℎ  Ç�¡
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6-1- $��B�  
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&���0� = K���i��, ��T�� )6-11(   

 �
K���  * ���*�4�� � <� 2����
�� �# 	����M ~���6i,� /����[ ?����a� B)��i  2��# �) ��# wY���

 ��<��/ 	� 5�3, �� .�7#  

�A�=�� W>��m�7 �E)�� �� 1#�A���
� �) X
 d,�
 � ��6,�� �A��9��q 2�7 2)6-10( �=*� ���*�4�� 2��)-

	= ,�) �) 5 
� ( �i6, >�$�% �p, �# �) *�) ��� ?� 9	� �
#:��R  

W77 = −� k�j��, ��k�� − K���i,      W�� = Wnn = −.W77 )6-12(   

	��0,R �� �
/��[ `#� � 2��) 5 
� ( �) ��$ WH�) �=#�8� �# W�
� 1#*�<� b� �# oJ��� �
� >�� 

/��[ �
  .��4, ���a� ���*�4�� � <� 2��
�� �# 5 
� (  

�A�=�� 	����M F�6�� 5��#��% ��#�) �A9 ��q 2�7�
 d,�
 >�$�% �p, �# �)�) 	����M 2�7 ��� ?� 9

	� 5��):�, � 
'70 = �1 − 2.� Ã−3 kK���ik� Ä,      'n0 = �1 − 2.� Ã−3K��� kik�Ä )6-13(   

 	4������
 ������(� �) 	����M d,�
 � ^M �#	� 5��) ��� ?� 9:# �  

 � = 2E���h/�����'� + '�0� )6-14(   

 �)�*� �� 1#�A�
� �))6-9(  *)6-14( 5��#��% ��#�) �) �i��� ��H�) �i��� * b�
Y
 d�� 2�7������( W

�) F�6��	� �
# �) ��� ?� 9:���R 
�77 = ����W77��� + �3* + 2E�W77�0� = −���� �� k�j��, ��k�� + K���i1 − 2.� )6-15(

 

)6-16( 7 = −2E���h/�����1 − 2.�� knj��, ��k�n − 3 �1 − 2.��1 + .� ����h/�����1 + .� kk� �K���i� 
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 n = −2E���h/�����1 − 2.� k�j��, ��k�� − 3 �1 − 2.��1 + .� ����K���h/���� kik� 
 

 �# ) W]�, X��$ >�� 1#��
 2���<A9 d�� ����� W2��
�
� 1�� ��$ 2� ����[ �
 �0,R �� *  �#)

 ����( ��T *  ��� �#)�( 	� ��$ bQ 
 	$�
 1���,� �) 5R Z \ �) �6��@� �# ���*�4�� W�, �

	��� �� 5� ��=�A 2��
�� �# d�� 2�7�  *� w�9) .#�
 �p,�nn = �7n = ��n =  ��� = �7� =  �n�  =  0.(  

�=*� ���*�4�� #��R '�8��� �) f
�M �=#�8�- 	= ,�)AFG 	� b�����
H� ��� 	����� � ���^M �# �) �,� �

 X9� �� 1#�A�
�5 �J���7����
� W.  .# � 
)6-17(0 = e �Td − T�� f�¿

¿©  

 ?H#�8� 2���:��� �))6-12(  ��)6-16(  �E)�� �#)3-1( 	��3,�
 2��,� ?����a� WTd  ���*�4�� 2��)

�) ?���M �K� � ^M �# #�:,�6�7 * 	E� b��
H� W>:�7	� 1#�# ��� ?� 9:# �  

)6-18(   

e Td¿
¿/ f� = e e ����T&�� +  �T'� + "��#�7�T���#�7�� + $��% T(��% �¿

¿/ f�
= e e �−å77�7���� k�Tj��, ��k�� − �1 − 2.�ã7�7���� knTj��, ��k�n�

/
¿

¿/− �1 − 2.�ãn�7���� k�Tj��, ��k�� − 25 �1 + .��7�7���� knTj��, ��k�n+ 65 �1 + .����7���� knTj��, ��k�n + 315 �1 + .��n�7���� k�Tj��, ��k��− 1215 �1 + .��o�7���� k�Tj��, ��k�� + 15 �1 + .��p�7���� k�Tj��, ��k��− Æ7�/���� k�Tj��, ��k�� �f�
= e e �å�Ò���� ��� k�Tj��, ��k�� + å�Ò��n� ��� knTj��, ��k�n ��

/
¿

¿/ f�f�
= e e ­k�å�Ò���� ���k�� − knå�Ò��n� ���k�n ¯�

/
¿

¿/ Tjf�f�
+ e �­k�å�Ò��n� ���k�� − k�å�Ò���� ���k�� ¯ Tj¿

¿©
+ ­å�Ò���� ��� − kå�Ò��n�k� ���¯ kTjk� + å�Ò��n� ��� k�Tjk�� � � = �

� = 0 f� 
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�
 :5R �#  

)6-19(

å�Ò���� ��� = −å77�7���� − �1 − 2.�ãn�7����+ �1 + .� Ã 315 �n�7���� − 1215 �o�7���� + 15 �p�7����Ä − Æ7�/���� 

å�Ò��n� ��� = −�1 − 2.�ã7�7���� − 25 �1 + .��7�7���� + 65 �1 + .����7���� 

Qå���/����, å���7����U = e ¹1, �º������f)�       
Qã��/����, ã��7����U = e ¹1, �º ����f)�  

Q���/����, ���7����U = e ¹1, �º"����f)�      
QÆ��/����, Æ��7����U = e ¹1, �º$��% ���f)�  

w�9 �) >��m�7 ?����a� W	3��Q 	
���� �� 5#�
 �p, 	3i�� 2��,�T�  ���*�4��AFG �) ?� 9

	� 5��) ���.# � 

)6-20(e T�¿
¿/ f� = e e ���� �kTj��, ��k� ��

� f�¿
¿/ = e e ����) �kTj��, ��k� �� f��

/
¿

¿/ f� 
 �
����  1��7# 5��3, 2 ?����a� B)�� 	=�:Q  * � <� 2���
�� �#)   BE@� �E
 �M��6� ���*�4��

�
� .  

 �)�*�) ���*�4�� 	��3i�� 2��,� * 	��3,�
 2��,� ?����a� 2���:��� �))6-18(  *)6-20((  �E)�� �#

)6-17(  g�
� �) b���
H� ��� 	����� �) ���*�4�� �
�M �=#�8� W1�� cY9� d,�
 5��#��% 2� e� 

�)�) ��� ?� 9	� �
#.��R  

)6-21(     

knk�n �¼7��� k8j��, ��k�8 � − k�k�� �¼���� k�j��, ��k�� � + kn¼n���k�n − k�¼o���k��
− ����) �k�j��, ��k�� � = 0 

 �
5R �#  

¼7 = 2�1 − 2.��E���h/����¬ + 45 E���h7�����1 + .��¬ 

¼� = ����¬ + 2�1 − 2.��E���h/����) + 815 E���h7�����1 + .��) + E���h�����) 

¼n = 3����h/����§ �1 − 2.���1 + .� kÆ0���k�  

¼o = ����§ Æ0���1 − 2. + 3 �1 − 2.���1 + .� 50��� )6-22(

 * B)��5��� 	����M 2�7Æ0���  *50��� 	� o��8� ��� ?� 9 �):�, �  
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)6-23(

Æ0��� = K��� e i�f��/�
6�/�  

50 = e ����h/���� kk� �K���i�f)� = ����h/����K���§ e kik� f��/�
6�/�  

  ��
§ 	� 5����3, �� ���*�4�� ��T �=#�8� �# .�7#)6-21(  	= \ g��@� 2�7������( �� �%�h/  *h7 

w�9# � �p, ���*�4�� 	��8��� ���$� �) f
�M �=#�8� WAFG  2� e� g�
� �) b��
H� ��� 	����� �)

 �) 1�� cY�9� d�� X( 
���( �
 �7 �� �%� >��m�7 .��R �7� � �
# 	= \ g��@� 2�7���h/  Wh7  

 *h� �)f7 ?� ���9w����9 5���# ���� �p, ���*�4�� 	�����8��� ���$� �) f
�M �=#�8� WAFG  	����� �)

 �) b�
Y
 2� e� g�
� �) b���
H� ��� .��R �7� � �
#�)w�9 �) �)�3� � \ 5��� �� 5#�
 �p,

 	����� 5*�) ���*�4�� #��R ?�����8��� �=#�8� W	����M d,�
 5��#��% 2� e� g���
� �) b����
H� ���

	� .����
� 1�� cY9�.# �  

  

6-2-3-  ��
�/�+��. ��.����� ���� :���� [�B
�� $<#+� $A����   

  ��$�� f��8� 2� e� W?���M Z�@�,� �=#�8� o��9 � 2��) ]�, X��$ >�� �#
� �) ���6��
H� ��� 2 g�

�) ��� $��q ?���M Z�@�,� �=#�8��� 1�� ��6) ��
 	����M �M���
� 5��� b� >�$�% �p,�# ��KS�41 �) 

 b����
H� ��� 	����� ��A�
 /����[  � ��,*�� ���*�4��AFG   ?���M Z�@�,� �=#�8� .# ��� 	��
��)

 b��
H� ��� ���*�4�� 2��) ��� $��qAFG  �)	� 5��) ��� ?� 9:# �  

)6-24(

-��� k�ik��k�� = ����+,��� kik� + ����K����/ k�P�k�k�� + "/�������+,��� k�ik��
+ "/�������K����/ knP�k��k�� 

 5R �# �
-��� W+,��� WK���W"/���   *�/ �) /���� ?���M W	����M ����7 /�����[ ?����a� B)� �

 * � <� 2����
�� �# 	����M �M�����
� 5��� W	����M Z*�� W�)�K f0M �# � ����� �� ��<� 2��#

	� 5�3, >��m�7 .��7#�7 W��  *�n  5�3,1��7# 2�7��
�� 2� W�  *� .���67  

 2����
�� �# 	����M 5��#��% �
 ��$ >�� W2����
 1#���
 2��)�  �# 	����M 5��#��% �� ��%�]) �����6)

                                                                                                                                          
41 Thermal relaxation time 
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  2�7���
���  *�  �) 	@E�� ��
�	� �p,	� >���)��) W�
� �� L $ �=#�8� �# 5� ��J�� )k�i k��⁄ (

w����9   �)��� 5����� I)��E� .#�
 �p,�=*� ���*�4�� 	���- ?����a� B)� � o��8� �) >��m�7 * 	= ,�)

 ) d�( /���[(��� = #�³���³����³�) 	�M���
� -�4<�
�  * (O���� = ��³���³�«0©��³����³� � <� 2��
�� �# (

�) ?���M Z�@�,� �=#�8� W���*�4��	� 	6� ,��) ��� ?� 9:# � 
)6-25((��� �k�ik�� � = �1 + ����� �kik� + "/��� k�ik�� � − Δ����K��� � � knjk�k�� − "/��� kojk��k��� 

 5R �# �
� 	� o��8� ��� ?� 9 �).# �  

)6-26( ���� = 2O���� 1 + .1 − 2. 

 �=#�8�)6-25(1���� �A� �=#�8� W �����6����
H� ��� 2 ���*�4�� 2AFG  ?���M Z�@�,� 2��i� �) ��

	� 5�3, ��� $��q .�7#  

6-3- -�7�� F"�f  

 ��iT ���6& >�� �#5��� 2��) 	J�J<� 	�  /�6M �) 	����M 2�7j��, ��   hl
 W��� �7� � 	$�8�

  ���*�4�� b��
H� ��� 	����� ��A�
 /���[AFG �)�R �7� � �
# ?H#�8� XM .�)6-21(  *)6-

25( �) 5�64� h,�
�$ �) 5��� �) �i6, 5# ) b�, ���7 ��$ �):�
� ��� ?� 9  

)6-27(    j��, �� = j/���W%¿ ,      i��, �, �� = i/��, �� W%¿ ,      ² = 	4 + ¶	� 
 5R �# �
��  5��3, �
 	@�@M ���@�1��7# b��
H� ��� 	����� � ^M �# ���3� ���� h,�
�$ 2

 * �
���  	� b��
H� ��� 	����� �) �i��� �
 �
� h,�
�$ 	� 7 � ��6&.���)  

 �E)�� 2���:��� �))6-27(  �=#�8� �#)6-25( ��iT��� ?� ���9 �) ��# ?����a� 	J�J<� ? �) ����
#

	�:��R  

)6-28(   i/��, �� = Δ����K����1 + Γ���� � f�j/f�� + �7 sin�'����� + �� cos�'����� 
  /����[�7  *��  �) ?���M Z�@�,� 2��� ������ Z��T� �) * ��R ��7� � ��
#'  �) o��8� ��� ?� 9

	�.# �  

)6-29(' = � ²(��� �1 + Γ�����s"/��� − ¶��7/�
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) ���*�4�� 	�H�) * 	����( c E���
 �# b���)��#R 	����M 2��� �������� Z��T� �)�ki k�⁄ = 0�   �#

� = ±ℎ/2 �=#�8� W()6-28( �) ��# ?����a� 2��) ���9 �=#�8� b� �)	� X��i� ��� ?� 9.# �  

)6-30(   i/��, �� = Δ����K����1 + Γ���� f�j/f�� 9� − sin�'�����'��� cos Ã'���ℎ2 Ä: 
 �E)�� �# L $ �E)�� 2���:��� �) >��m�7)6-23(5��� 2��) 	J�J<� 	���iT W /��6M �) 	����M 2�7

j/ �)	� �
#:��R  

)6-31(Æ0 = O����ℎn12�1 + �����  f�j/f�� ¹1 + ��², ��º 
)6-32(50 = ����h/����¬O�����1 + ��  f�j/f�� ��², �� 

 5R �# �
  

)6-33(��², �� = 24�'ℎ�n ´'ℎ2 − �mr Ã'ℎ2 Äµ ,     ��², �� = 24'ℎn ´'ℎ2 − �mr Ã'ℎ2 Äµ. 
 �)�*� 2���:��� �))6-27( W)6-31(  *)6-32(  �=#�8� �#)6-21( 	�����8��� ���$� �) f
�M �=#�8� W

	� 	6� ,��) ��� ?� 9 �) b��
H� ��� 	����� � ^M �# ���*�4��:# � 

)6-34(

Ã¼7��� + �7�n����Ä f8j/f�8 + /3 f¼7���f� + 3 f�7�n����f� + �7������0fpj/f�p
+ /3 f�¼7���f�� + 3 f�7������f� + 3 f��7�n����f�� − �������� − ¼����0foj/f�o
+ Áfn¼7���f�n + 3 f��7������f�� + fn�7�n����f�n − 2 f��������f� − 2 f¼����f� Â fnj/f�n
+ Áfn�7������f�� − f���������f�� − f�¼����f�� Â f�j/f�� + ²�����)j/ = 0 

 5R �# �
  

)6-35(

�7������ = 3����h/����¬ �1 − 2.���1 + .� ff� � O�����1 + ����� ¹1 + ��²�%" , ��º� 

�7�n���� = 3����h/����¬ �1 − 2.���1 + .� O�����1 + ����� ¹1 + ��²�%" , ��º 
�������� = ����¬O�����1 + ����� Á 11 − 2. ¹1 + ��²�%" , ��º + 3 �1 − 2.���1 + .� h/������²�%" , ��Â 

	��0,R ��) �
� o�8[ 	����� b� Wb��
H� ��� 	����� �
	� ≪ 1 /���[ �i
�<� �# W(�7  *�� W

	�f7 ���*�4�� 	8�i\ h,���
�$ 5� � ����#²�%"  >�]:����� ��² h,���
�$ .#�
 ���*�4�� 	8�i\ 2���7
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f7�) ��# '*�  1�� .����
� -` �
 X��$ �# 	AJ��� 2�7 ������ ��,R 	6� ,��) �� X�$ >�� �# * �,�

 .�
� 1�� �=#�8�)6-34( & ��� 1�� 1#�
 -�$ �):�
� 	6� ,��) X)�  

)6-36(½8 f8j/f�8 + ½p fpj/f�p + ½o foj/f�o + ½n fnj/f�n + ½�  f�j/f�� + ²�½/j/ = 0 
5R �# �
  

)6-37(

½/ =  ����),   ½� = fn�7������f�� − f���������f�� − f�¼����f�� ,  
½n = fn¼7���f�n + 3 f��7������f�� + fn�7�n����f�n − 2 f��������f� − 2 f¼����f�  

½o = 3 f�¼7���f�� + 3 f�7������f� + 3 f��7�n����f�� − �������� − ¼����,   
½p = 3 f¼7���f� + 3 f�7�n����f� + �7������,   ½8 = ¼7��� + �7�n����. 

 WI�@<� >�� �#  /����[ 5#�# 5���3, 2��)��A�
 ���*�4�� 1���,� �) ����6)�* AFG  W	��3,�
 5��#��%

 ���*�4�� 2��� �����b�) ��#��% �
C-F * (�
*#  ��#��%)C-C (�
� 1�� ��$�% �p, �#.  

6-4- P���A�  _��  

  	J�6,��A�# �=#�8� h,�
�$ W���6& >�� �#)6-36( b� * ��#��% �
*# 2��� ����� 2��) ��#��% �


 2��) 	i��@� XM b� >�
�=�% Z �8� '*� g�
� �) .�
� 1�� 1#� >���� >�
�=�% '*� ��j/��� 

�)	� ��$ ��� ?� 9:# �  

j/��� = · òq[q���â
q¸7  )6-38(    

 5R �# �
òq �) ���) �
 ���67 - J8��, /����[ �7 * ���R �
#[q���  �
 >�
�=�% '*� 5 ��R B)��

 �E)�� �#)4-43(  *)4-44( 1���� o��8� �� 2��� ������� 	��) 5 ��R B)�� �
 ���
� Z �8� >�� .�,�

 �=#�8� 	i��@� XM 2���:��� �) .��
 k���[��)6-38(  �=#�8� �#)6-36(   �# >�$�\ ����[ hl��
 *

[X��� Z��:�,� * 1��) �# X9�M �0��, �� 2��%¹0, �º �# f�7� �:��  
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)6-39(

· òqâ
q¸7 e ½8���[X���[q�,������

/ f� + · òqâ
q¸7 e ½p���[X���[q�,�����

/ f�
+ · òqâ

q¸7 e ½o���[X���[q��,�����
/ f�

+ · òqâ
q¸7 e ½n���[X���[q÷����

/ f�
+ · òqâ

q¸7 e ½����[X���[qØ����
/ f�

+ ²� · òqâ
q¸7 e ½/���[X���[q����

/ f� 
	� L $ �E)��:# � 5��) ��� 	6����� -�$ �) �,� �  

)6-40(¹øºùúû = ²�¹üºùúû 
�) L $ �=#�8� h����� /���[	� o��8� ��� ?� 9:�, �  

)6-41(

½Xq = e ½8���[X���[q�,������
/ f� + e ½p���[X���[q�,�����

/ f�
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Abstract 
 
In this research, thermoelastic damping in axially functionally graded microbeam 

resonators is investigated using modified strain gradient theory. First, by adopting 

Hamilton principle, the governing equation of free vibration of tapered microbeam made 

of axially functionally graded materials is derived based on modified strain gradient 

theory. The dimensionless natural frequencies of cantilever and clamped-clamped 

microbeams are obtained by the semi-analytical methods, Rayleigh-Ritz and Galerkin, 

respectively. Since, the Rayleigh-Ritz test function does not satisfy all the boundary 

conditions, the governing differential equation and all boundary expressions are 

converted to an integral equation. According to integral equation, natural frequencies are 

determined using power expansion series and shifted Legendre polynomials series for 

cantilevered microbeam and series of common orthogonal function for clamped-clamped 

microbeam. The results of semi-analytical methods and solution of integral equation are 

compared to results of available literatures which in many cases a good overlap among 

them is observed. Hence, it can be concluded that the selection of semi-analytic test 

functions satisfy certain boundary conditions, therefore they can offer an acceptable 

answer. The thermoelastic damping in homogeneous microbeam is investigated based on 

the modified strain gradient and generalized thermoelasticity theories. The both complex 

frequency and entropy generation approaches are employed to determine the results of 

the quality factor and the critical thickness of microbeam resonator are obtained that the 

attenuation of critical thickness is maximum. By comparing some results of the quality 

factor based on both approaches, an excellent agreement is observed between them. The 

thermoelastic damping in the microbeam resonator made of axially functionally graded 

materials are studied with respect to the length scale parameters and the thermal relaxation 

time which are related to the modified strain gradient and Non-Fourier heat conduction 

theories, respectively.    

Key words: Thermoelastic damping, modified strain gradient theory, generalized 

thermoelasticity, axially functionally graded materials. 
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