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  با تغییرات نمایی FGMھای جدارضخیم چرخان استوانھ کامل حلّ 

تئوری  اساسبر  ھای فشاری و حرارتیتحت بارگذاری مکانیکی خواص
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  پایان نامھ ارشد جھت اخذ درجھ کارشناسی ارشد    

  ١٣٩٣شھریور ماه و سال انتشار: 

  
  
  
  
  
  



 ث
 

  
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



 ج
 

  تقدیم اثر

  تاسبخش آلام زمینی ام شان آراممهر آسمانییم می کنم به آنان که ماحصل آموخته هایم را تقد

  دستان پرمهر پدرم  استوارترین تکیه گاهم،به 

  وجود سبز مادرم به سبزترین نگاه زندگیم،

  به برترین دوست و همراهم، برادر عزیزم

ربانیتان را کران مهاي از دریاي بیهرچه بکوشم قطره که هرچه آموختم در مکتب عشق شما آموختم و

 گرانوردي آرهفردا کلید باغ بهشتم رضاي شما. ام به امید شماست و نتوانم بگویم. امروز هستیسپاس 

بار غباشد که حاصل تلاشم نسیم گونه،  تر از این ارزان نداشتم تا به خاك پایتان نثار کنم،سنگ

  خستگیتان را بزداید.

  بوسه بر دستان پرمهرتان
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  تشکر و قدردانی

از  نامه را به اتمام برسانم.، نثار ایزد منّان، که توفیق را رفیق راهم ساخت تا این پایانشکر شایان

ویژه استاد فاضل و اندیشمند ي مهندسی مکانیک دانشگاه شاهرود بهتمامی اساتید محترم دانشکده

لطف و محبت عنوان استاد راهنما که همواره اینجانب را مورد جناب آقاي دکتر مهدي قنّاد کهتویی به

  اند، کمال تشکر را دارم.خود قرار داده
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دانشگاه  مهندسی مکانیکدانشکده  مهندسی مکانیکدانشجوي دوره کارشناسی ارشد رشته  مسعود باباییاینجانب 
خواص  با تغییرات نمایی FGMهاي جدارضخیم چرخان حلّ کامل استوانهصنعتی شاهرود نویسنده پایان نامه 

دکتر  یتحت راهنمای ي مستويتههاي فشاري و حرارتی بر اساس تئوري الاستیسیمکانیکی تحت بارگذاري
  متعهد می شوم. مهدي قنّاد کهتویی

 .تحقیقات در این پایان نامه توسط اینجانب انجام شده است و از صحت و اصالت برخوردار است  

 .در استفاده از نتایج پژوهشهاي محققان دیگر به مرجع مورد استفاده استناد شده است 

  توسط خود یا فرد دیگري براي دریافت هیچ نوع مدرك یا امتیازي در هیچ جا ارائــه مطالب مندرج در پایان نامه تاکنون

 نشده است.

   دانشــگاه صــنعتی « کلیه حقوق معنوي این اثر متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود می باشد و مقالات مســتخرج بــا نــام

 ید.به چاپ خواهد رس»  Shahrood  University  of  Technology« و یا » شاهرود 

  پایان نامهحقوق معنوي تمام افرادي که در به دست آمدن نتایح اصلی پایان نامه تأثیرگذار بوده اند در مقالات مستخرج از 

 رعایت می گردد.

 کلیه مراحل انجام این پایان نامه ، در مواردي که از موجود زنده ( یا بافتهاي آنها ) استفاده شده است ضوابط و اصول  در

 اخلاقی رعایت شده است.

  در کلیه مراحل انجام این پایان نامه، در مواردي که به حوزه اطلاعات شخصی افراد دسترسی یافته یا استفاده شده است

                                                                                                                             وابط و اصول اخلاق انسانی رعایت شده است .اصل رازداري ، ض

  تاریخ                                                                

  امضاي دانشجو                                                                         

  
  

  

 

 

  

 مالکیت نتایج و حق نشر
 قالات مستخرج، کتاب، برنامه هاي رایانه اي، نرم افزار ها و کلیه حقوق معنوي این اثر و محصولات آن (م

در تجهیزات ساخته شده است ) متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود می باشد. این مطلب باید به نحو مقتضی 
 تولیدات علمی مربوطه ذکر شود.

 بدون ذکر مرجع مجاز نمی باشد استفاده از اطلاعات و نتایج موجود در پایان نامه. 
 

 تعهد نامه
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  چکیده
هاي جدار هاي ایجاد شده در استوانهو تنش جاییجابه ي حاضر، تحلیل و مدلسازيهدف از مطالعه

 بتدااباشد. در هاي مکانیکی و حرارتی میضخیم با ضخامت ثابت درحالت تقارن محوري تحت بارگذاري

خواص تحت بارگذاري  نمایی با تغییرات FG يههاي جدار ضخیم براي مادّمعادلات حاکم بر استوانه

ي معادلات نهایی بیان و با انجام مطالعه روش حلّ فشاري شامل فشار داخلی و خارجی استخراج و

آورده شده جایی براي شرایط مرزي مختلف مربوط به توزیع تنش و جابههاي موردي، نتایج و نمودار

ز ارائه نیي مورد نظر مدلسازي عددي استوانهمنظور بررسی صحت نتایج حاصل از حلّ تحلیلی، به .است

اي توانههاي اسالاستیک پوستههمچنین تحلیل است.  شده مقایسه نتایج دو روش حل با یکدیگر شده و

جایی در شرایط مرزي مختلف ارائه و نتایج توزیع تنش و جابه فشاري انجام وچرخان، تحت بارگذاري 

ي تحت اهاي استوانهالاستیک پوستهتحلیل ترمو علاوه بر آن اند.عددي مقایسه شدهحلّ با نتایج حاصل 

اصل ح ي نتایجمقایسهو  مختلف ارائه شدهشار حرارتی یکنواخت براي شرایط مرزي ي و بارگذاري فشار

ور از ها با شرایط مذکي مستوي در تحلیل استوانهالاستیسیتهري تئونشان داده است که  با حلّ عددي

 یی نیزهابندي نهایی انجام شده و پیشنهادو جمع گیرينهایتاً نتیجه .دقت بسیار خوبی برخوردار است

  شده است. ارائه

  

تحلیلی، تغییرات  ي مستوي، حلّم، تئوري الاستیسیتههاي جدار ضخیاستوانه واژگان کلیدي:

.نمایی خواص، مواد هوشمند، روش اجزاء محدود  
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  مقدمه 1-1
دنیاي  در که هستند هاسازه انواع ترینمتنوع و تریناز فراوان اي،پوسته هايسازه یا 1هاپوسته 

 و نیز حیوانات و انسانها سر يجمجمه مانند طبیعی اشکال در هاپوسته .شوندمی پیدا ما اطراف فیزیکی

صنایع مختلف:  در مصنوعی اشکال در شوند؛می مشاهده صدف و لاك جانوري مانند اندام محافظ اجزاي

 و ي خودروهابدنه ها،لوله ها،سقف همانند: فضا و هوا نظامی، خودروسازي، نیروگاهی، ساختمانی،

  .شوندمی تولید هاسفینه و هاموشک ها، کنندهپرتاب و هاپرتابه هواپیماها،

برابر  در مقاومت و رفتاري کیفیت جهت از که هستند خمیده هايسازه کلّی، طور به هاپوسته

مطلوبیت  به تناسب .گیرندمی قرار هاسازه تکاملی يمرتبه بالاترین در شده، وارد لنگرهاي و نیروها

تحلیل  براي موجود تقریبی  تحلیلی هاي باشد. روشمی اهمیت حائز نیز آنها تحلیل پیچیدگی رفتاري،

- ها، پوستهپوسته انواع میان دهند. ازمی تشکیل را هاپوسته تئوري که است فرضیاتی اساس بر هاپوسته

 هاگونه پوسته این رفتار يبرخوردارند. مطالعه ترياهمیت ویژه از کاربرد، فراوانی دلیل به اياستوانه هاي

 پژوهاندانش .دارد ادامه همچنان و بوده دانشمندان توجه مورد امروز به تا دور چندان نه يگذشته از

 انواع برابر را در آنها مقاومت بتوانند که اندبوده هاپوسته يماده و هندسه روي بر تغییرات اعمال پیگیر

  دهند.  کاهش را آنها وزن امکان، درصورت و افزایش حرارتی و مکانیکی هايتنش
  

  هاپوسته بنديدسته 1-2
  .شوندمی بنديدسته رفتاري و مادي هندسی، دیدگاه از هاپوسته بخش، این در

  هندسی: دیدگاه از -الف

از  خارج راست خط امتداد در مادي سطح یا منحنی یک انتقال از :2انتقال از حاصل يپوسته

  .شودمی حاصل قوس، يصفحه

                                                
1. Shells  
2. Shell of Translation  
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قوس،  يصفحه در واقع محور حول مادي سطح یا منحنی یک دوران از :1دوران از حاصل يپوسته

  .شودمی حاصل

از  کوچکتر آن 3میانی سطح انحناي شعاع به ضخامت نسبت که ايپوسته :2نازك جدار يپوسته

  .باشد 20/1

 از بزرگتر آن میانی سطح انحناي شعاع به ضخامت نسبت که اي: پوسته4ضخیم جدار يپوسته

  باشد.  20/1

  مادي:  دیدگاه از -ب

تابع  و است یکسان جسم مختلف نقاط در پوسته يماده مکانیکی خواص :5همگن يپوسته

 .باشدنمی نقاط موقعیت

 تابع و نیست یکسان جسم مختلف نقاط در پوسته يماده مکانیکی : خواص 6ناهمگن يپوسته

 .باشدمی نقاط موقعیت

) مکانیکی خواص :7همسانگرد يپوسته , )E  یکسان  نقطه، هر به مربوط جهات در پوسته يماده

  .است

)مکانیکی خواص :8ناهمسانگرد يپوسته , )E  یکسان  نقطه، هر به مربوط جهات در پوسته يماده

  .نیست

 رفتاري: دیدگاه از -ج
باري، بی و بارداري شرایط بین پوسته از نقطه هر جایی: جابه9کوچک هاي شکل تغییر با پوسته

  هندسی). نظر از خطی است(رفتار کوچک

                                                
 1. Shell of Rotation  

2. Thin Shell 
3. Midsurface 
4. Thick Shell  
5. Homogeneous Shell  
6. Inhomogeneous(Heterogeneous) Shell  
7. Isotropic Shell 
8. Anisotropic Shell 
9. Small Deflection  
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باري، بی و بارداري شرایط بین پوسته از نقطه هر جایی جابه :1بزرگ هاي شکل تغییر با پوسته

  هندسی). نظر از غیرخطی نیست(رفتار کوچک

هوك  عمومی قانون از کرنش-تنش روابط و پذیرند بازگشت هاشکل : تغییر2کشسان رفتار با پوسته

  مادي). نظر از خطی کنند(رفتارمی پیروي

عمومی  قانون از کرنش-تنش روابط و ناپذیرند بازگشت هاشکل : تغییر3مومسان رفتار با پوسته

  مادي). نظر از خطی کنند(رفتار غیرنمی پیروي هوك

  

  نازك هايپوسته تئوري 1-3 
 .باشدمی 20/1 از کوچکترR  میانی سطح شعاع به hپوسته  ضخامت نسبت نازك، هايپوسته در

دلیل  به کلّی طور است. به شده بنا خطی يالاستیسیته تئوري مبناي بر هاپوسته از دسته این تئوري

با ساده بلکه شود؛نمی استفاده بعدي سه يالاستیسیته تئوري دیگر، ابعاد به نسبت بعد یک بودن کوچک

 آورند. دقتدست میهب نازك هايپوسته تحلیل براي تقریبی-تحلیلی هايروش الاستیسیته، روابط سازي

 را فرضیات لیندارد. اوّ الاستیسیته روابط سازيساده يدرجه به بستگی شده هارائ هايتئوري نتایج

 .شد گرفته کارهب هاپوسته بسط تئوري در آن از پس که کرد هئارا هاورق يدرباره )1850( 4کیرشهف

 6نبود. لوو کامل وي اما کار کرد، کیرشهف معرفی فرضیات بر مبتنی را هاپوسته تئوري )1874( 5ارون

 هايپوسته کلاسیک تئوري عنوان به اکنون کرد که هارائ را نازك هايپوسته عمومی معادلات )1888(

 هايپوسته تحلیل ت لووفرضیا از استفاده ) با1912( 7رایسنر .است کیرشهف مشهور-لوو تئوري یا نازك

                                                
1. Large Deflection  
2. Elastic Behavior 
3. Plastic Behavior 
4. Kirchhoff  
5. Aron  
6. Love  
7. Reissner  
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 با هاپوسته تئوري که است کسی لیناوّ )1932(2نمود. فلوگه هارائ را 1متقارن محوري دوران از حاصل

 استاندارد معادلات عنوان به وي کرد. معادلات هارائ کوچک خیزهاي کردن لحاظ با را ي دومرتبه تقریب

 تئوري آنها سازيساده با باشد.می حل قابل خاص هايحالت در فقط و شودمی شناخته هاي نازكپوسته

 .شد ) تکمیل1944( 3بیرنه توسطت فلوگه آیند. نظریامی دستهب صفر و یک يمرتبه تقریب ها باپوسته

باشد. می آنها مشکل کارگیريهب که کرد بنديفرمول را نازك هايپوسته خطیغیر تئوري  )1957( 4نقدي

 )1964( 6و نووژیلف ه کردارائ مجازي کار اصل از استفاده با را هاپوسته بنديفرمول )1959( 5سندرز

 تريفشرده صورت به معادلات ترتیب یناهب و داد نشان مختلط شکل به را هاپوسته ينظریه يهارائ امکان

  .شدند نوشته

  کرد: بنديتقسیم گونهیناهب توانمی را نازك هايپوسته عمومی تئوري

   7)غشایی تئوري(صفر  يمرتبه تقریب با تئوري -1

  8)خمشی تئوري(یک  يمرتبه تقریب با تئوري -2

 ]1[)فلوگه تئوري( دو يمرتبه تقریب با تئوري -3
  

  غشایی تئوري 1-3-1
(نیروهاي  محوري نیروهاي تواندمی فقط که است بعدي دو 10تار یک مکانیکی، دیدگاه از 9غشاء

توانند نمی فیزیکی نظر از و است کم خیلی آنها 11خمشی سختی که هاییپوسته .کند لتحمّ را غشایی)

                                                
1. Axisymmetric Shell of Revolution 
2. Flugge  
3. Byrne  
4. Naghdi  
5. Sanders 
6. Novozhilov 
7. Membrane Theory 
8. Bending Theory 
9. Membrane 
10. String 
11. Bending Stiffness  
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- اغلب پوسته در داخلی نیروهاي شوند. میدانمی تحلیل تئوري این با کنند، تحمل را خمشی لنگرهاي

 تأمین تعادل براي غشایی نیروهاي جهت ازاین و شود می تشکیل غشایی نیروهاي از عمدتاً  نازك، هاي

 غشایی، تئوري در .است معین ایستایی نظر از پوسته دیگر عبارتی به و هستند کافی پوسته ایستایی

 2ايصفحهکرنش و 1ايصفحهتنش حالت در مسایل و توصیف میانی سطح جاییجابه با پوسته جاییجابه

  ].2شوند[ می شعاعی، تحلیل راستاي در عمودي کرنش و عمودي تنش از پوشیچشم با

   

  خمشی تئوري 1-3-2
و  برشی نیروهاي محوري، نیروهاي بر علاوه که است بعدي دو 4تیر یک مکانیکی، دیدگاه از 3ورق

از  و باشند توجه قابل آنها خمشی سختی که هاییکند. پوسته تحمل تواندمی نیز را خمشی لنگرهاي

مقدماتی  يشوند. فرضیهمی تحلیل تئوري این با کنند، تحمل را خمشی لنگرهاي بتوانند فیزیکی نظر

 فرضیات، باهمین و لوو شد داده تعمیم هاورق مورد کیرشهف در توسط سپس و هارائ 5ط ناویرتوس تیرها

  .نمود بنديصورت را خمشی تئوري

به  و نیستند کافی خمشی نیروهاي آوردن دستهب براي تنهایی به تعادل معادلات کلّی، حالت در

جایی جابه با پوسته جاییجابه نیز، خمشی تئوري است. در نامعین ایستایی نظر از پوسته دیگر، عبارتی

شایی تئوري شود. فرضیاتتوصیف می میانی سطح ضیا (تئوري خمشی تئوري و غ سیک) را فر ت کلا

  ]:2از[ عبارتند که نامندکیرشهف می -لوو

پوسته( است کوچک واحد، با مقایسه در میانی سطح انحناي شعاع به پوسته ضخامت نسبت -1

  ؛)نازك ي

  ؛)کوچک خیز( هستند کوچک پوسته، ضخامت با مقایسه در خیزها -2

                                                
1. Plane Stress 
2. Plane Strain 
3. Plate 
4. Beam 
5. Navier  
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 پوشی است چشم قابل تنش، هايمؤلفه سایر به نسبت میانی سطح بر عمود تنش يمؤلفه -3

  ؛)ايصفحه تنش(

 همچنان مستوي شکل، تغییر و بارگذاري از پس پوسته، میانی سطح بر عمود مستوي مقاطع -4

 نظر در صفر میانی، برسطح عمود کرنش يمؤلفه و برشی يهاکرنش فرض، این مانند. بامی باقی عمود و

  .)ايصفحه کرنش( شوندمی گرفته
  

  ضخیم هايپوسته تئوري 1-4
- دقیق استوانه حلّ ،PET(2بعدي( دو يالاستیسیته تئوري از استفاده با )1852( 1لامه بار اولین

 را همسانگرد و همگن يماده از داخلی یکنواخت فشار تحت ثابت جدار با محوري متقارن ضخیم هاي

 3گالرکین .است داشته فراوانی کاربرد مهندسی مختلف مسایل حلّ  در نیز تاکنون ]، که3کرد[ هارائ

 4ولاسف .دست آوردهب الاستیسیته اساسی معادلات از استفاده با را ضخیم هايپوسته ) روابط1930(

کرد.  هارائ ضخیم هايبراي پوسته حلیّ قابل معادلات خطی، يالاستیسیته تئوري از استفاده با )1949(

 هايپوسته براي را 5برشی شکل تئوري تغییر دورانی، اینرسی و عرضی برش اثر لحاظ با )1956( نقدي

 يمرتبه برشی شکل تغییر تئوري کارگیريهب با )1958( 6هرمان و ]. میرسکی4نمود[ گذاريپایه ضخیم

 مقادیر )1960( 7پن]. گرینس5کردند[ هئارا را ضخیمجدار اي استوانه هايپوسته ارتعاشی تحلیل ل،اوّ

  ]. 6نمود[ مقایسه ضخیم و نازك هايپوسته مختلف هايبا تئوري را ضخیم ياستوانه يویژه

  کرد: بنديتقسیم گونهیناهب توانمی را ضخیم هايپوسته عمومی تئوري

  خطی يالاستیسیته تئوري  -1

 برشی شکل تغییر تئوري  -2

                                                
1. Lame  
2. Plane Elasticity Theory 
3. Galerkin 
4. Vlassov 
5. Shear Deformation  
6. Mirsky-Hermann  
7. Greenspon 
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  خطی يالاستیسیته تئوري 1-4-1
 مجهول 15 نتوامی که وجود دارد معادله 15 بعدي، سه يالاستیسیته تئوري در کلّی طور به

جابه-(کرنش سینماتیک يمعادله شش (تنش)، تعادل يمعادله سه از: عبارتند معادلات آورد؛ دستهراب

 متقارن (تانسور تنش يمؤلفه ششاز:  عبارتند مجهولات و کرنش)-رفتاري (تنش يمعادله شش جایی) و

 جایی). تئوريجابه (بردار جاییجابه يمؤلفه سه و کرنش) متقارن (تانسور ي کرنشمؤلفه شش تنش)،

 به منجر و کندمی توصیف کامل طور به را هاپوسته رفتاري مشخصات بعدي هرچند سه يالاستیسیته

است.  ناپذیرامکان آنها کارگیريهب عملاً  و باشدمی پیچیده بسیار آن معادلات حلّ ولیشود  می دقیق حلّ

 (مستوي) بعدي دو يالاستیسیته تئوري و داد کاهش را بالا معادلات توانمی ايشوندهفرضیات ساده با

 مستوي مقاطع که شود می فرض مستوي، يالاستیسیته تئوري در .برد کارهب هااستوانه براي تحلیل را

 محور بر عمود و مستوي همچنان شکل، تغییر و فشار اعمال از استوانه، پس مرکزي محور بر عمود

 برخلاف اما شودمی گرفته نظر در صفر برشی تنش و برشی حقیقت کرنش در. مانندمی باقی استوانه

 گرفته نظر در میانی سطح جاییجابه پوسته برابر از نقطه هر جاییجابه هاي نازك،پوسته کلاسیک تئوري

 همسانگرد و همگن يماده از محوري متقارن ثابت جدار ياستوانه براي لامه را تئوري شود. ایننمی

 ضخیم هاياستوانه کلاسیک تئوري بهي لامه آورد. تئور دستهب هااستوانه در تنش را توزیع و برد کارهب

  ].8و7است[ مشهور

 از: است عبارت ثابت جدار ضخیم ياستوانه بر حاکم دیفرانسیل معادله

2
2

2 2
1 1 0 0r r

r r r r
d u du u or r u ru u
dr r dr r

        )1-1(  

 با:  است برابر ruاستوانه  جاییجابه و

2
1r

Cu C r
r

   )1-2(  

r 1استوانه،  شعاع 2,C C آیندمی دستهب مرزي شرایط با که هستند معادله هايثابت.  
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  برشی شکل تغییر تئوري 1-4-2
با  بلکه شودنمی توصیف میانی سطح جاییجابه با پوسته از نقطه هر جاییجابه تئوري، این در

کلّی  طور به .شودمی بیان میانی سطح به نسبت نقطه آن جاییجابه و میانی سطح جاییجابه مجموع

)تقارن محور تا پوسته از نقطه هر يفاصله )r میانی سطح شعاع با است برابر( )R آن  يفاصله علاوه به

)میانی سطح از نقطه )z:یعنی ،  

, 1zr R z
h

    )1-3(  

  توخالی: ياستوانه شعاعی جاییجابه لامه، تئوري اساس بر

2 2
1 1( )

( )r
C Cu C r C R z
r R z

    


 )1-4(  

  نوشت: توانمی تیلور بسط کمک به

 
2 3

2
1 2 3

22 2 2
1 1 2 3

2
0 1 2

1 ...

...

...

r

r

C z z zu C R z
R R R R

C C CC R C z z
R R R

u u u z u z

          
  
           
   

    
 

(5-1) 

 .نوشت توانمی z حسب بر ايجمله چند یک صورت به را شعاعی جاییجابه بالا، يرابطه براساس

0z اگر   ،0 شود گرفته نظر در اول يجمله فقط است. اگر میانی سطح جاییجابه نشانگر باشدu u

یک  يمرتبه (تئوري خمشی تئوري مشابه که شود می کلفت هايپوسته صفر يمرتبه تقریب با ، تحلیل

0شود گرفته نظر در جمله دو اگر و نازك) هايپوسته در 1u u u z یک  يمرتبه تقریب با ، تحلیل

  ].6باشد[می نازك) هايپوسته در دو يمرتبه (تئوري فلوگه تئوري مشابه که شودمی کلفت هايپوسته

اینرسی  اثرات نیز و پیچش خمش، برش، اثرات محوري، نیروهاي اثر بر علاوه تئوري، این در

شکل  تغییر تئوري به یک يمرتبه تقریب با گرفت. تئوري نظر در توانمی را حرارتی میدان و دورانی
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 همچنین و تیرها در 1تیموشنکو تئوري تعمیم که دارد شهرت هرمان -میرسکی اول يمرتبه برشی

  از: است عبارت تئوري این در جاییجابه ]. میدان9[باشدها میورقدر  2میندلین تئوري

     0 1

x

z

U u z
U v z U u u z
U w z









 
     
  

 )1-6(  

تغییر  از پس میانی، سطح بر عمود و مستوي مقاطع ل،اوّ يمرتبه برشی شکل تغییر تئوري در

 در صفر برشی تنش و برشی کرنش یعنی نیستند، عمود الزاماً  ولیکن مانندمی باقی مستوي شکل،

 ل میمسائ دقیق حلّ به منجر بعدي، سه يالاستیسیته تئوري کارگیريهب هرچند .شوندنمی نظرگرفته

 مواردخاص) با از غیر (به کلفت هايپوسته براي کاملی حلّ راه هیچ تاکنون اینکه دلیل به ولیکن شود،

- سازه براي تحلیل برشی شکل تغییر تئوري است، نشده هارائ بعدي سه يالاستیسیته تئوري از استفاده

 ،3محوري نامتقارنحتّی  مرزي، شرایط و بارگذاري انواع مواد، انواع جداره، انواع با مختلف ايپوسته هاي

  .باشدمی مناسبی روش

  

 )FGM٤( خواص تابعی تغییرات با مواد 1-5
حرارتی،  مقاومت مکانیکی، قبیل: مقاومت از خواص یکنواختی دلیل به همسانگرد و همگن مواد

درصنایع  هاییمحدودیت ... و خستگی و خزش برابر در مقاومت سایش، و خوردگی برابر در مقاومت

تلاش  در همواره دانشمندان روازاین. کنندمی ایجاد ... و خودروسازي گاز، و نفت فضا، و هوا نظامی،

 يپایان دهه در 5ها)(کامپوزیت مرکبّ مواد يکنند. ایده استفاده برتر خواصّ با جدید مواد از که اندبوده

 ي ناهمسازماده چند یا دو ترکیب از مرکّب شد. مواد عملی دریایی صنایع در 1950يدهه آغاز و 1940

                                                
1. Timoshenko  
2. Mindlin  
3. Nonaxisymmetric 
4. Functionally Graded Materials 
5. Composite Material (Composites) 
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 باعث رفتارمواد، سنخیت عدم دارند. این ناسازگار گاهی و متفاوت فیزیکی خواص که آیندمی وجودهب

شود. حرارتی می و مکانیکی همزمان بارگذاري اثر در هالایه مرز در گسستگی ایجاد و تنش تمرکز

مکانیکی  ازدیدگاه ولیکن هستند، ناهمسانگرد و ناهمگن (میکروسکوپی)، متالورژي دیدگاه از هاکامپوزیت

  .شوندمی تلقّی ناهمسانگرد و همگن (ماکروسکوپی)،

 پس از و ]10کرد[ بنديلفرمو را مواد ناهمسانگرد يالاستیسیته تئوري )1950( 6لخنیتسکی

 تئوري )1974( 7نمودند. وینسون هارائ را یکامپوزیت هايپوسته و هاورق بر حاکم هايتئوري دیگران، وي

 نتایج بین و برد کارهکامپوزیتی ب هايپوسته استاتیکی تحلیل در را برشی شکل تغییر تئوري و کلاسیک

   .داد انجام ايمقایسه روش دو

ناگهانی  تغییر موجب درنتیجه که آنهاست خواص و مواد ناگهانی تغییر مرکبّ، مواد يعمده اشکال

با  مواد. شد ریزيپی مواد خواص تدریجی تغییر يایده لذا شود،می هالایه مرز در ویژههب مواد رفتار

 وجود داشته استخوان مانند زنده هايارگانیسم ساختار در (FGM) هدفمند مواد یا خواص تابعی تغییرات

 از عوامل خارجی برابر در مناسبی مقاومت به نیاز که بیرونی يلایه در مثال استخوان عنوان است. به

 درونی يتا لایه شودمی کم آن سختی از تدریج به و است برخوردار بیشتري استحکام از دارد، ضربه قبیل

 خواص رو تغییرات باشد. ازاین داشته را غذایی مواد جذب براي مناسب شرایط تا باشدمی نرم کاملاً  که

 در همسانگرد را آنها ولیکن هستند ، ناهمگنFGشود. مواد می ایجاد تدریجی و پیوسته کاملاً  صورت به

  .گیرندمی نظر

  

 FG  مواد هايویژگی 1-5-1
داراي  ها)(کامپوزیت ناهمسانگرد مواد و ها)(ایزوتروپ همگن مواد با مقایسه در  FGناهمگن مواد

  :]11[باشندمی زیر شرح به هايویژگی

                                                
1. Lekhnitskii  
2. Vinson  
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حرارتی،  هايتنش کاهش با مواد گونه این درحقیقت بالا. دمایی گرادیان برابر در زیاد مقاومت -1

- ناحیه در توانمی  FGمواد کمک دهند. بهمی کاهش توجهی قابل نحو به را آنها منفی آثار

   .کرد کنترل را آنها رسند،می بحرانی حالت به حرارتی هايکه تنش هایی

افزایش  را مواد استحکام توانمی FG مواد کمک به .بالا مکانیکی بارهاي برابر در زیاد مقاومت -2

  شود. جلوگیري زیادي حدود تا 8شکست حتّی و مومسان يناحیه به اجسام ورود از تا داد

 بسیاري است. در جامد اجسام در تنش تمرکز ، کاهش FGمواد هايویژگی ترینمهم از یکی -3

می ایجاد جسم نقاطی از در تنش تمرکز هندسی، خاص هايشکل وجود دلیل به ازاجسام

 آثار توانمی FGمواد  کمک ها. بهگشودگی و هاسوراخ نزدیکی و جسم هايلبه شود، مانند

    .داد کاهش گیريچشم صورت را به تنش تمرکز

  FGهدفمند مواد شود، ترك رشد یا ایجاد مانع که ماده خواص تغییر براي ترکیب بهترین -4

  است.

 شدن جدا احتمال شود، انجام جدا هايلایه صورت به نرم مواد روي بر 9ترد پوشش اگر -5

 انجام تدریجی و پیوسته تغییرات با کار ، این FGمواد کمک است. به زیاد بسیار ي تردلایه

  .پذیردمی

آن  مختلف هايلایه بین استحکام ، موجبFGمواد  ساختار در خواص تدریجی تغییرات  -6

 الیاف، و زمینه ساختارهاي بین تداخل کامپوزیتی، مرکّب مواد در که درصورتی شود.می

 مواد که هنگامی مثال عنوان کند. بهمی ایجاد مکانیکی خواص در نوعی ناهماهنگی

 الیاف و زمینه مرز در ابتدا ترك، گیرند،می قرار بالا حرارتی معرض بارهاي در کامپوزیت

،  FGمواد شود. درمی منتشر الیاف و زمینه داخل مقاطع ضعیف و هالایه در سپس و ایجاد

 آنها گرادیان و هاتنش مغناطیسی، و حرارتی خواص مکانیکی، در موجود پیوستگی دلیل به

                                                
1. Fracture 
2. Brittle Coating 
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 بین ي) مقایسه1-1(شوند. شکل می ماده باعث استحکام که کنندمی پیدا ايپیوسته حالت

  .دهد می نشان را FGو  کامپوزیت ،همسانگرد مواد در خواص تغییرات

  
  ]11مختلف[ مواد در خواص تغییرات يمقایسه 1-1شکل 

 FGمواد  يتاریخچه 1-5-2
 مطرح و ژاپن فضاي و هوا سازمان در 1984در همکارانش و 10نینو توسط  FGMياولیه مفهوم

ي پروژه اول يمرحله ].13و12شد[ شروع کشور این در FGM تولید سنجیامکان مطالعات 1986 از

ي تحقیق در زمینه در .شد انجام ژاپن در 1987-89هاي سال )) طی FGMگسترش ((فناوري ملّی

 پیشنهادي، يداشتند. نظریه همکاري مواد ارزیابی و پردازش مواد، گروه ساخت سه پروژه، این مورد

 حرارتی گرادیان تحمل و بالا حرارتی مقاومت با هاسرامیک از استفاده با بود که جدید يماده یک تولید

 تدریجی تغییرات که ايگونه به مناسب، حرارتی هدایت ضریب و بالا مقاومت مکانیکی با فلزات و مناسب

 شرایط نیز و فضایی شاتل يدماغه بیرونی يلایه دمایی شرایط تا پذیرد فلز انجام به سرامیک از ماده

   .شود ارضاء شاتل درونی يجوشکاري لایه و مکانیکی

 1 ضخامت و میلیمتر 30 قطر به قطعاتی سازيآماده و ساخت که پروژه هدف به یابیدست از پس

حدود  در دمایی اختلاف و کلوین يدرجه 2000 حدود در دماهایی تحمل به قادر که مترمیلی 10 تا

در  جهانی سمپوزیوم اولین در را خود هايپژوهش نتایج ژاپنی، دانشمندان بودند، کلوین يدرجه 1000

                                                
1. Ninno  
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 که شد انجام 1990-91در  ژاپن ملّی يپروژه دوم يمرحله .]14[دادند قرار همگان اختیار در 1990

 يسفینه يدماغه پایینی قسمت در استفاده براي میلیمتر 300 ابعاد به عیمربّ ورق ساخت منجر به

]. دومین 15[شد سفینه يدماغه مخروطی نوك در استفاده براي میلیمتر 50 قطر به کرهنیم یک فضایی و

تحلیل سازه ویژههب و  FGمواد روي بر مطالعات آن، از پس و برگزار 1992 ، در FGMجهانی سمپوزیوم

  شد. فراگیر  FGMهاي

  FG مواد ریاضی سازيمدل 1-5-3
 آنها مغناطیسی و حرارتی مکانیکی، خواص و باشندمی ناهمگن اساساً   FGمواد اینکه به توجه با

مدل  ریاضی، يپیوسته تابع یک با را خواص تغییر توانمی کند،می تغییر تدریجی و پیوسته به صورت

و  مکانیکی خواص سازيمدل در مرسوم روش گرفت. بهره عددي و تحلیلی هايروش در آن از و کرد

ماده  در خواص يپیوسته توزیع بیان براي نمایی تابع یا توانی تابع یک از ، استفاده FGمواد حرارتی

- هدایت ، ضریب11(E)کشسانی مدول تغییرات خواص، توزیع به مربوط عبارات در باشد. معمولاً می

لحاظ  ، را(12( پواسون نسبت تغییرات و گیرندمی نظر در را چگالی و حرارتی انبساط ضریب حرارتی،

توان می که ايگونه به باشد،می هم به نزدیک بسیار که است پواسون نسبت مقدار آن، کنند. دلیلنمی

 درنظر ایزوتروپ)FG ( همسانگرد ناهمگن را ماده یعنی کرد، پوشیچشم جسم در آن ناچیز تغییرات از

  .گرفت

 )2000( 15]، یانگ71توانی[ تابع )1999( 14چان و ]، هورگان61توانی[ تابع )1994( 13نودا و اُباتا

 همکاران و اري]، جب20ّتوانی[ تابع )2001( 17]، تارن91توانی[ تابع )2001( 16]، توتونچو18توانی[ تابع

                                                
1. Elasticity Modulus 
2. Poisson s Ratio 
3. Obata & Noda  
4. Horgan & Chan  
5. Yang  
6. Tutuncu  
7. Tarn  
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 )2006( 19ژیفاي و جونهونگو  ]22نمایی[ تابع )2006( 18آکیز و ]، اراسلان21توانی[ ) تابع2003(

   .بردند کارهب تحلیلی هايروش در را ]23تابع نمایی[

  شود:) در نظر گرفته می7-1ي (تابع توانی در اکثر مراجع به صورت رابطه

( )
n

a
zP z P
a

   
 

 )1-7(  

aP و مشخصّ يلایه یک در و ...) حرارتی (مکانیکی، ماده خاصیتn است ناهمگنی ثابت.  

خواص  دیگرّ  آلیاژي عناصر برخی افزودن با که است 20سرامیک-فلز ، تلفیق FGيماده ترینرایج

ثابت ضخامت با  FGMورق یک براي ايهویژ ي)، رابطه1998( 21ردي و شود. پراوینمی تأمین دلخواه

h 42نمودند[ بیان زیر صورت به ورق در را خواص تغییر ایشان .کردند هارائ :[  

 ( ) n
c m mP z P P V P    )1-8(  

mP فلز، خواص cP سرامیک و خواصV  باشدمی جسم در حجمی نسبت.  

1 ,
2 2 2

z h hV z
h

      
 

 )1-9(  

0n اگر  ،2 اگر آید؛می دستهب سرامیک همگن ورق باشدz h  ،اگر و فلزي خاصیت باشد 

2z h ،معرض در آن بالایی يلبه که اجسامی در ماده آید. اینمی دستهب سرامیک خاصیت باشد 

  .است مفید بسیار دارند، قرار مکانیکی بارهاي تحت آن پایینی يلبه و بالا گرادیان دمایی

  نمود: بیان زیر شکل به خاصیت دو براي ترکلّی صورت به توانمی را بالا يرابطه

 1 2 2( ) nP z P P V P    )1-10(  

1P 2وP توخالی  ياستوانه یک براي رابطه مثال عنوان باشد. بهمی مختلف يلایه دو در خواص

  شود:می نوشته زیر صورت به ثابت، جدار

                                                
1. Eraslan & Akis  
2. Hongjun & Zhifei  
3. Metal-Ceramic 
4. Praveen & Reddy  
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 )1-11(  

  iE  وoE يماده مدول یانگ ترتیب، بهFG  باشدمی استوانه خارجی و داخلی شعاع در.  

و نیز تابع نمایی  ردي و پراوین مشابه تابع توانیابع تسه مدل تابع توانی ساده،  )2009( توتونچو

به  تابع نمایی ناهمگني براي خواص ماده )2008( 22]. شاوُ 52ارائه کرد[ سرامیک-فلز تلفیقبه صورت 

   ]:26کرد[ هارائ )12-1ي (صورت رابطه

1 2
1 2

( )1( )

,

o

m m

m R RiA R A e
r rR R
r r

 



 


 )1-12(  

 وبه ترتیب شعاع داخلی و خارجی استوانه  2rو  1r ثابت ناهمگنی ماده، imکه در این رابطه 

mr  میانگین شعاع داخلی و خارجی وoAباشدمیي خارجی استوانه خواص لایه.  

 يجداره در خواص غییرت ]28[ )2011( 23کلس و کانکرو همچنین  ]27)[7200( توتونچو

  بیان نمودند: ي زیرطبق رابطهتابع نمایی  صورت به را استوانه

0( ) rA r A e   )1-13(  

میي خارجی استوانه نیز خواص لایه oAثابت ناهمگنی ماده و  شعاع استوانه، rه در آن ک

  .باشد

  پژوهش يپیشینه 1-6
-1بخش در که گونههمان مختلف، هايروش به همسانگرد و همگن اياستوانه هايپوسته تحلیل

پیش  قرن نیم حدود به ناهمسانگرد هاياستوانه است. تحلیل طولانی نسبتاً یقدمت داراي شد، بیان 4

                                                
1. Shao  
2. Keles & Conker   
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 مطالعات انجام بخش، این است. در اخیر يدهه به مربوط ناهمگن هاياستوانه تحلیل ولی گردد،برمی

  شود.می گزارش پروژهرابطه با موضوع  در ناهمگن و همگن هاياستوانه روي بر شده

 ي مستوي،الاستیسیته تئوري از استفاده با 1852 درر لامه با اولین براي همگن: هاياستوانه

 تحت فشار همسانگرد و همگن مواد از ثابت جدار با محوري متقارن ضخیم هاياستوانه دقیق حلّ

- پوسته حاکم بر روابط 1930در. گالرکین ]7و3کرد[ هارائ را ايصفحه کرنش حالت در داخلی یکنواخت

 با استفاده 1949 درولاسف  آورد. دستهب الاستیسیته اساسی معادلات از استفاده با را ضخیم جدار هاي

 با 1956 در. نقدي کرد هارائ ضخیم هايپوسته براي حلّ  قابل معادلات خطی، يالاستیسیته تئوري از

. میرسکی ]4گذاري نمود[پایه ضخیم هايپوسته براي را برشی شکل تغییر تئوري عرضی، برش اثر لحاظ

 اياستوانه هايتحلیل پوسته اول، يمرتبه برشی شکل تغییر تئوري کارگیريهب با 1985 درو هرمان 

 مختلف هايتئوري باا گرینسپن ر ضخیم ياستوانه يویژه مقادیر 1960]. در5کردند[ هئارا را ضخیم

  ].6نمود[ مقایسه یکدیگر با و محاسبه ،ضخیم و نازك هايپوسته

پاسخ  محدود، تفاضل عددي روش و هرمان-میرسکی تئوري کارگیريهب با 1973در 24زیو و پرل

از  استفاده با 1981 در 25سوزوکی و تاکاهاشی ].92آوردند[ دستهب را بلندنیمه هاياستوانه ارتعاشی

نها را آ و استخراج را متغیر جدار همگن هاياستوانه بر حاکم ارتعاشی معادلات برشی، شکل تغییر تئوري

 ].30گرفتند[ نظر در را سري از جمله 50 همگرایی براي کردند. ایشان حل فریبینیوس سري کمک به

بر مخروط حاکم ارتعاشی معادلات برشی، شکل تغییر تئوري از استفاده با 1986 درسوزوکی و همکاران 

 سري، از جمله 100 لحاظ با فریبینیوس سري کمک به را آنها و آورده دستهب را رمتغیّ جدار همگن هاي

 رمتغیّ جدار با و همسانگرد همگن هاياستوانه معادلات  2003 در همکاران و چی]. ایپک31کردند[ حل

]. 23کردند[ حلّ 26اغتشاشاتتئوري  کمک به و استخراج ل،اوّ يمرتبه برشی شکل تغییر تئوري با را

 برشی شکل تغییر تئوري با متغیر را جدار با همسانگرد و همگن هايمخروط معادلات 2008 در ایشان

                                                
1. Ziv & Perl   
2. Suzuki & Takahashi 
3. Perturbation Theory 
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 حلّ 2009 در همکاران و . قنّاد]33[حلّ کردند اغتشاشات تئوري کمک به و استخراج م،دوّ يمرتبه

تئوري تغییر شکل بر مبناي  را همسانگرد و همگن هاي مخروطی شکل ناقص جدار ضخیمپوسته عمومی

نژاد با اد و زمانیقنّنیز  2010 در سال]. 34[نمودند هارائ اغتشاشات تئوري کمک به ي اولمرتبه برشی

همگن و همسانگرد بر مبناي تئوري تغییر شکل  ضخیمهاي جدار استخراج معادلات حاکم بر استوانه

 سرثابت حاصل را براي شرایط مرزي دو ضرایب با خطی ناهمگن معادلات دیفرانسیل برشی، دستگاه

 مخروطی شکل هاي جدار ضخیمپوسته معادلات نیز  2010 چی درایپک .]35[ندگیردار حل نمود

 تئوري کمک به و استخراج سوّم يمرتبه برشی شکل تغییر تئوري با متغیر را جدار با همسانگرد و همگن

  .]36[حل کرد اغتشاشات

 در 27فوکویی و یاماناکا ،1990در  FGMجهانی سمپوزیوم اولین از پس ناهمگن: هاياستوانه

- صفحه کرنش در حالت را داخلی فشار تحت FGM ضخیم جدار هايلوله بر حاکم الاستیک روابط 1992

 درو نودا  اُباتا. ]37کردند[ حل کوتا-رانگ عددي روش به را آنها و استخراج لامه معادلات کمک به اي

 دستهب را بهینه يماده و استخراج  FGMتوخالی يکره و استوانه در را پایدار حرارتی هايتنش 1994

 تئوري از استفاده با را FGM اينازك استوانه هايپوسته ارتعاشات 1999 در 28لوي و ردي ].61آوردند[

 1999 در 29هورگان و چان ].83کردند[ حل ریتز-ریلی روش کمک به را آنها و استخراج کیرشهف-لوو

 لامه معادلات کمک به ايصفحه حالت کرنش در را  FGMتوخالی ياستوانه یک بر حاکم معادلات

 دیسک یک در را هاتنش روش، همین با 1999 در ایشان ].16آوردند[ دستهب را تنش توزیع و استخراج

  FGMثابت جدار کروي و اياستوانه مخازن حلّ دقیق  2001 در. توتونچو ]39کردند[ بررسی  FGMدوار

 را استوانه معادلات کردند. ایشان هارائ را داخلی فشار یکنواخت تحت الاستیسیته مدول توانی توزیع با

 معادله مثبت هايریشه ازايبه را تنش توزیع و استخراج تئوري لامه کمک به ايصفحه کرنش حالت در

 است اشتباه شعاعی تنش نمودار و محیطی تنش نمودار و رابطهایشان،  يمقاله آورد. در دستهب مشخصه

                                                
1. Fukui & Yamanaka  
2. Loy & Reddy 
3. Horgan & Chan 
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 هايتنش 2002 در همکاران و اري]. جبّ 19است[ شده نیز استفاده پسین هايپژوهش از برخی در که

 بارهاي تحت 2003 در و ]21متقارن[ بارهاي تحت  FGMي توخالیاستوانه یک در حرارتی و مکانیکی

  .دست آوردندهب را ]40حرارتی[ نامتقارن

یانگ  مدول نمایی تغییرات با FGMتوخالی ياستوانه دقیق حلّ   2006 ژیفاي در و جونهونگ

گرفتن  نظر در با 2007 در همکاران و ژیفاي ].23کردند[ هارائ را همگن هايلایه با شعاعی راستاي در

کردن،  ايلایه چند روش با را FGMي استوانه خطی، و توانی صورت به الاستیسیته مدول تغییرات

 2007در. توتونچو ]41بردند[پی نامبرده يمقاله اشتباه به درنتیجه و مقایسه توتونچو با حلّ و تحلیل

در . شاو ]27کرد[ هارائ یانگ، مدول توزیع نمایی با ايصفحه کرنش حالت در را  FGM ياستوانه تحلیل

با تغییرات نمایی خواص تحت  FGهاي توخالی تشکیل شده از مواد استوانهمکانیکی تحلیل ترمو  2008

 ي لاپلاسهاي مکانیکی و افزایش خطی دماي مرزي را با انتقال معادلات دیفرانسیل حاکم به حوزهبار

جایی نیز توزیع میدان جابه 2009در . توتونچو ]26[ها انجام دادو استفاده از روش حل به کمک سري

با تغییرات نمایی و توانی خواصّ ماده  FGMي توخالی مربوط به دیسک، استوانه و کره مقادیر تنشو 

ي مستوي و روش تابع متمّم تعیین توسط تئوري الاستیسیتهدر راستاي شعاع تحت فشار داخلی را 

حلیل تانسوري، بعدي بر اساس تسه ي دستگاه معادلاتبا ارائه 2009و قنّاد در  نژادزمانی ].25[نمود

با انحناي دلخواه و ضخامت متغیر در راستاي  حاصل از دوران  FGMضخیم  جدارهاي پوسته رفتار

  FGMکلفت جدار هاياستوانه عمومی حلّ  2010 در همکاران و قنّاد .]42[النهّاري را بررسی کردندنصف

تنش در شرایط مختلط و مضاعف حقیقی، هايریشه ازاي به مستوي يالاستیسیته تئوري مبناي بر را

 تصحیح را آن و نشان داده راي توتونچو مقاله اشتباه و هارائ بسته ياستوانه و ايصفحهکرنش اي،صفحه

 شکل تغییر تئوري برمبناي را  FGMکلفت جدار هاياستوانه عمومی حلّ 2011 در ]. ایشان43کردند[

و  عارفی 2010در ].44مقایسه نمودند[ مستوي يالاستیسیته تئوري حلّ با را آن نتایج و هارائ برشی،

با تغییرات توانی خواص مکانیکی در  FGMهاي جدار ضخیم رحیمی تحلیل ترموالاستیک استوانه

کرنش  ي اول در حالتاستفاده از تئوري تغییر شکل برشی مرتبه بارا تحت فشار داخلی  راستاي شعاعی
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حلّ گذراي هدایت حرارتی به صورت هذلولوي براي  کلس و کانکر 2011در  ].45[اي انجام دادندصفحه

 .]28[با تغییرات نمایی خواص را ارائه نمودند FGي توخالی ناهمگن تشکیل شده از مواد استوانه و کره

 يمکانیکی یک استوانه اثر ناهمگنی را بر روي رفتار الکتریکی، حرارتی و 2011و همکاران در  قربانپور

با تغییرات توانی خواص تحت فشار داخلی و خارجی بررسی و معادلات  FGPM30خان جدار ضخیم چر

ي جدار بیات و همکاران تحلیل ترموالاستیک کره 2012در .]46[حاصل را براي این استوانه حل کردند

ي راستفاده از تئو بابا تغییرات توانی خواص مکانیکی را تحت فشارهاي داخلی و خارجی  FGMضخیم 

هاي تحت فشار ساخته حلّ کره 2012قنّاد و زمانی نژاد در سال  ].47[ي مستوي انجام دادندالاستیسیته

 يهاي حقیقی، دوگانه و مختلط از معادلهشده از مواد متغیر تابعی با تغییرات توانی خواص را براي ریشه

- همان سال به بررسی استوانه]. ایشان در 48ي مستوي بیان کردند[حاکم براساس تئوري الاستیسیته

هاي ]. تحلیل استوانه49اي پرداختند[هاي ناهمگن در شرایط مشابه و در حالت تنش و کرنش صفحه

با استفاده از اصل کار مجازي و بر مبناي تئوري تغییر شکل برشی  FGMجدار ضخیم تحت فشار 

ي از ي مستوتئوري الاستیسیته ي نتایج بااي و در نهایت مقایسهي اول در حالت تنش صفحهمرتبه

هاي جاییها و جابه]. در همان سال قنّاد و قارونی تنش50بود[ 2012هاي آنها در سال دیگر فعالیت

هاي تحت فشار ساخته شده از مواد متغیر تابعی با تغییرات توانی خواص را بر ایجاد شده در استوانه

 2012و همکاران در سال  31]. کورسان51دست آوردند[ي بالا بهمبناي تئوري تغییر شکل برشی مرتبه

با تغییرات نمایی خواص را به روش اختلاف محدود ارائه  FGMحل عددي را براي دیسک چرخان 

کمک چند لایه جدار متغیر تحت فشار را به FGMهاي استوانه 2012]. قنّاد و همکاران در 52دادند[

]. ایشان تحلیل همان سازه را با استفاده 53حل کردند[ صورت نیمه تحلیلیکردن دیسک مانند آن به

  ].54ارائه دادند[ 2013ي اول در سال تئوري تغییر شکل برشی مرتبهاز اصل کار مجازي و بر مبناي 

  

                                                
1. Functionally Graded Porous Materials    
2. Kursun 
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  بنديجمع 1-7
 انتهایی شرایط و یکنواخت فشار ثابت، جدار با ناهمگن و همگن ضخیم هاياستوانه تحلیل براي

ي الاستیسیته تئوري از توانمی نشود، خارج بعدي دو يالاستیسیته حالت از مسأله که ايبه گونه ،متفاوت

ها و همچنین به دلیل اهمیت تحلیل پوسته .کرد استفادهباشد که از دقت بالایی برخوردار می مستوي

 FGM کلفت جدار هاياستوانهتحلیلی براي  ها و با توجه اینکه تاکنون حلّي آندهندهي تشکیلهمادّ

 ؛ه نشده استارائ هاي فشاري، حرارتی و دورانی به طور همزمانبا تغییرات نمایی خواص تحت بارگذاري

 با شرایط انتهایی مختلفجدار ضخیم  اياستوانه هايپوستهي حلّ تحلیلی براي پژوهش با ارائهدر این 

 عددي لّحنتایج  ز حلّ تحلیلی باي بین نتایج حاصل اا، مقایسهي مستويالاستیسیته تئوري به کمک

  به منظور بررسی صحت نتایج صورت پذیرفته است.

 شده انجام مطالعات کلفت، و نازك هايپوسته تئوري مرور ضمن ،پژوهشاین  لابتدا درفصل اوّ

تعریف  (FGM)خواص  تابعی تغییرات با همچنین مواد .است هدشاي ارائه هاي استوانهخصوص پوسته در

ها مورد بررسی قرار گرفته و آنریاضی سازي مدل هايشیوهها، هاي آنو ضمن بیان تاریخچه و ویژگی

اي همروري بر روابط اساسی حاکم بر پوستهم شامل ارائه شده است. فصل دوّ FGي پژوهشی مواد پیشینه

 يهبراي مادّ ي مستويتهتئوري الاستیسیاستخراج معادلات حاکم با استفاده از جدار ضخیم و سپس 

FG تحت بارگذاري فشاري شامل فشار داخلی و  ي همگنو همچنین مادهّ خواص نمایی با تغییرات

- مربوط به توزیع تنش و جابههاي ي موردي، نتایج و نموداربا انجام مطالعهدر نهایت  باشد.می خارجی

منظور بررسی صحت نتایج حاصل از حلّ تحلیلی، به جایی براي شرایط مرزي مختلف آورده شده است.

ت. اس شده مقایسه نتایج دو روش حل با یکدیگر نیز ارائه شده وي مورد نظر سازي عددي استوانهمدل

ل حاکم دیفرانسی معادلات اي چرخان، با استخراجهاي استوانهالاستیک پوستهسوّم براي تحلیل فصل در 

 بر مبناي و همگن متقارن محوري تشکیل شده از مواد ناهمگن یمجدار ضخ چرخان هاياستوانه بر

انی و دورتحت بارگذاري  ايهاي استوانهي حلّ عمومی پوسته، ضمن ارائهي مستويالاستیسیتهتئوري 

 واختیکن ي چرخان تحت فشاري موردي براي استوانهجایی به صورت مطالعهتوزیع تنش و جابه فشاري،
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به کمک تئوري  نتایج حاصل از حلّ تحلیلی سپسداخلی و شرایط مرزي مختلف ارائه شده است. 

ي در طراحی سازه حالت بهینهو در نهایت  عددي مقایسهحاصل از حلّ با نتایج  ي مستويالاستیسیته

 ياانههاي استوالاستیک پوستهبه منظور تحلیل ترمودر فصل چهارم نیز  .مورد نظر ارائه شده است

متقارن محوري تشکیل  جدار ضخیم هاياستوانه دیفرانسیل حاکم بر معادلات ، پس از استخراجچرخان

 ايههاي استوان، حلّ عمومی پوستهي مستويالاستیسیتهتئوري  بر مبنايو همگن شده از مواد ناهمگن 

 دمايي موردي تحت فشار داخلی و ارائه و به صورت مطالعه حرارتیي و تحت بارگذاري فشار چرخان

ي حلّ سپس با ارائهبراي شرایط مرزي مختلف حل شده است. در سطوح داخلی و خارجی یکنواخت 

در  وعددي مقایسه حاصل از حلّ با نتایج  نتایج حاصل از حلّ تحلیلیي مورد نظر، عددي براي استوانه

بندي جمع ،گیرينتیجه ذکور پرداخته شده است.براي استوانه با شرایط م طراحی بهینهنهایت به بررسی 

  انجام شده است. پنجمها در فصل ي پیشنهادنهایی و ارائه

 



 

 

 

2فصل   
 
 
 FGMاي هاي استوانهتحلیل الاستیک پوسته
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 مقدمه 2-1
اي  از اهمیت ویژه ضخیمهاي جدار هاي مورد استفاده در صنعت، پوستهاز میان انواع پوسته

ي هکنندهاي پرتاب ن به تولید مخازن تحت فشار، لولهتواجمله کاربردهاي آنها می برخوردار هستند. از

 دنبال ایجاد تغییراتتوپ و بسیاري تجهیزات نظامی و فضایی دیگر اشاره کرد. لذا محققان همواره به 

ها را افزایش داده و تا حد امکان از مت آنها در برابر انواع بارگذارياند تا بتوانند مقاوها بودهدر این سازه

  وزن آنها بکاهند.

ط یرااي، شهاي جدار ضخیم استوانهاساسی حاکم بر پوسته معادلات و فرضیات ابتدا در این فصل

اي همستوي بیان شده و به کمک آنها، معادلات حاکم بر استوانه يتقارن محوري و تئوري الاستیسیته

 به کمک سپس دست آمده است.ها و شرایط انتهایی متفاوت بهدر بارگذاري FGMجدار ضخیم همگن و 

 يیسیتهستنظر گرفتن شرایط تماماً متقارن محوري و با استفاده از تئوري الاو در  روابط اساسی ذکر شده

اي داخلی و خارجی تحت فشاره FGMناهمگن  ضخیمهاي جدار کلی حاکم بر استوانه يمستوي، معادله

و براي مقادیر متفاوت ثابت  ايتنش و کرنش صفحهاستخراج شده و به حلّ تحلیلی آن در شرایط 

در شده و  بررسی هاي همگن تحت فشارحلّ الاستیک استوانه شود. در ادامهمی پرداخته ناهمگنی

 1آباکوستوسط نرم افزار المان محدود  صورت گرفته حلّ عدديبا  حلّ تحلیلینتایج حاصل از  ،نهایت

  و نتایج در قالب نمودارها و جداول ارائه شده است.مقایسه 

 

 روابط اساسی 2-2
هاي مجهول مواجه هستیم. مجهولات شامل مؤلفه 21تنش در مجموع با  لیلدر مسائل تح

هاي حجمی و در نظر مانمباشند. با فرض عدم وجود می جاییجابهتانسورهاي تنش، کرنش و بردار 

                                            
1. Abaqus 



25 
 

عدد کاهش  15هاي کوچک، تانسورهاي تنش و کرنش متقارن شده و مجهولات به گرفتن تغییر شکل

  :ند ازتعبار يادستگاه مختصات استوانه یابند. این مجهولات درمی

[ ]
R R Rx

R x

Rx x x



  



  
   

  

 
   
  

  )2-1(  

  

/ 2 / 2
[ ] / 2 / 2

/ 2 / 2

R R Rx

R x

Rx x x



  



  
   

  

 
   
  

  )2-2(  

  

( )
R

x

u
u u

u


 
   
 
 


 )2-3(  

  

مجهول، پانزده معادله را در سه گروه معادلات تعادل، روابط سینماتیک و روابط  15این  حلّبراي 

  ساختاري در اختیار داریم.

  

  

  

  

  

  

  ايهاي تنش در المان استوانهمؤلفه 1-2شکل 
  

 ௫ߪ

 ௫ߪ

 ఏߪ

 ఏߪ

 ோߪ

 ோߪ
 ݔ ݔ

 ܴ ܴ ߠ ߠ

߬ఏ௫ 
߬ோ௫ 

߬ோ௫ 
߬ோఏ ߬ఏ௫ 

߬ோఏ  
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صورت نمایی و تنها در ه ب FGکه تغییرات خواص مکانیکی براي مواد  ه با توجه به آنمدر ادا

- یاي می در نظر گرفته شده است؛ به بیان معادلات حاکم در دستگاه مختصات استوانهعراستاي شعا

 دهد.خاصیت را در طی ضخامت استوانه نشان می) توزیع نمایی هر 4-2ي (معادله .پردازیم

   1n r
iPr R Pr e   )2-4(  

/ استوانه و شعاع داخلی iRنماینده خاصیت مورد نظر، Prکه در آن ir R R بعد پارامتر بی

اگر ضریب ناهمگنی برابر صفر در نظر گرفته شود؛ خاصیت در طی باشد. بدیهی است که میشده شعاع 

حائز اهمیت دیگر آن است که  يهمگن است. نکته يمادّهماند. یعنی ضخامت استوانه ثابت باقی می

باشد. لذا روابط با فرض و در طی ضخامت استوانه، بسیار ناچیز می FGتغییرات نسبت پواسون در مواد 

  شوند.نسبت ارائه میثابت ماندن این 

  

  معادلات تعادل تنش 2-2-1
  ]8[ :صورت زیر است حرکت در حالت کلی به يمعادله

div b a   
 

  )2-5(  

bچگالی،که در آن 
  نیروهاي حجمی وبردارa .در حالت سکون یا حرکت  بردار شتاب است

  رسیم.تعادل تنش می يبه معادلهبردار شتاب صفر بوده و با سرعت ثابت، 

0div b  
 

  )2-6(  

)ايفوق در دستگاه مختصات استوانه يبا بسط رابطه , , )R xشود.، سه معادله حاصل می  

1 1 ( ) 0

1 2 0

1 1 0

R RxR
R R

R x
R

Rx x x
Rx x

b
R R x R

b
R R x R

b
R R x R




  
 



    


  
 


  

 


          
          
  

       

 )2-7(  
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  جایی)هجاب-روابط سینماتیک (روابط کرنش 2-2-2
 :شودصورت زیر بیان میه سینماتیک ب يدر حالت کلی، معادله

1 [( ) ( ) ]
2

Tu u    
  

  )2-8(  

 :رسیمزیر می ياي، به شش معادلهسازي در دستگاه مختصات استوانه که با ساده

1

1 1,

R R
R R

xR
x

x x R
x Rx

u uu u
R R R R

u u uu
R R x R
u u u
x R x

 


 
 

 


 
 

 

        
          

   
      

 )2-9(  

  

  کرنش)-روابط ساختاري (روابط تنش 2-2-3
هاي تنش و کرنش است که براي مواد الاستیک باقیمانده، روابط بین مؤلفه حلّ يشش معادله

  :شودالت کلی به صورت زیر بیان میخطی و همسانگرد، در ح

2 ( )I tr        )2-10(  

1 [ ( )]
2 3 2

I tr
  

  
 


    )2-11(  

  باشند.می مادّههاي لامه بوده و خود تابعی از خواص مکانیکی ثابت و  که در آنها

( )
2(1 )

( )
(1 )(1 2 )

E R

E R





 

  

 
  

 )2-12(  

  
1 ( 1)( ) n r

iE R E e   )2-13(  
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  :خواهیم داشتاي ي مختصات استوانههابا بیان معادلات ساختاري در قالب مؤلفه

2 ( )
2 ( )
2 ( )

R R R x

R x

x x R x

R R

x x

Rx Rx



  



 

 

     
     
     
 
 
 

   
    
    
 
 




 )2-14(  

  و یا

1 [ ( )]
2 3 2
1 [ ( )] ,

2 3 2
1 [ ( )]

2 3 2

R
RR R R x

x
R x x

Rx
x x R x Rx





   



     
  
     

   
 

     
   

 
     

 
     

 
 

     
 

 )2-15(  

  

  1مسائل متقارن محوري 2-2-4
در تمامی زوایا نسبت به یک  مادّهط مرزي و خواص یها، شرادر مسائلی که هندسه، بارگذاري

سأله م حلّتر شدن محور تغییري نداشته باشند؛ شرایط تقارن محوري برقرار بوده که این امر به ساده

  کند.کمک می

ط مرزي متقارن بوده و یجدار ثابت است. شرا يموردنظر استوانه يدر این تحقیق، هندسه

شود. علاوه بر آن، تمامی خواص، توابع ل میان اعمبارگذاري تنها در راستاي شعاعی و به صورت متقار

  :رقرار است. بنابراین خواهیم داشتبمحوري تقارن شرط نمایی از شعاع استوانه هستند. لذا در اینجا نیز 

( ) 0 , 0u


 


 )2-16(  

                                            
1. Axisymmetric 
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  :) داریم14-2( و استفاده از )9-2( يبا اعمال این تغییرات در رابطه

0
0

R x

R x

 

 

 
 

 
  

 )2-17(  

عدد کاهش یافته و معادلات تعادل تنش، روابط سینماتیک  10صورت تعداد مجهولات به  در این

  :شوندیب به صورت زیر بازنویسی میو روابط ساختاري به ترت

1 ( ) 0

1 0

RxR
R R

Rx x
Rx x

b
R x R

b
R x R




  

 
 

       
     
  

 )2-18(  

  

R
R

R

x
x

xR
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R
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u
x

uu
x R











  
 
  
 
   

 

 )2-19(  

2 ( )
2 ( )
2 ( )

R R R x

R x

x x R x

Rx Rx



  



     
     
     
 

   
    
    
 

 )2-20(  

  

1 [ ( )]
2 3 2
1 [ ( )]

2 3 2
1 [ ( )]

2 3 2

R R R x

R x

x x R x

Rx
Rx
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معادلات  حلّاما همچنان قادر به  .تا اینجا توانستیم تعداد مجهولات را به ده عدد کاهش دهیم

  ویم.رمستوي می يدست آمده و یافتن مجهولات نیستیم. لذا به سراغ تئوري الاستیسیتهبه

  )PETمستوي ( يتئوري الاستیسیته 2-2-5
ک که به تئوري کلاسی- مستوي يهمان گونه که در فصل نخست ذکر شد؛ تئوري الاستیسیته

هاي جدار ضخیم معرفی و به کار استوانه حلّتوسط لامه براي  1852اولین بار در سال  -مشهور است

  گرفته شد.

محور مرکزي استوانه، پس از بارگذاري شود که مقاطع مستوي عمود بر در این تئوري فرض می

بت هاي ایجاد شده نسشکل مانند. تغییرو تغییر شکل همچنان مستوي و عمود بر محور مرکزي باقی می

عی جایی شعاهکند، علاوه بر آن جاببه محور متقارن بوده و مقدارشان در امتداد طول استوانه تغییر نمی

در  شود.صفر در نظر گرفته می Rxو تنش برشی  Rxش برشی تنها تابع شعاع استوانه است. لذا کرن

هاي اصلی هاي عمودي، همان تنشاي، همان محورهاي اصلی و تنشنتیجه محورهاي دستگاه استوانه

  اشد.بدر راستاي طول استوانه می هستند. از دیگر نتایج این تئوري، ثابت ماندن تنش و کرنش طولی

0 , 0

0 , 0

Rx Rx

x x

x x

 
 
 


 

   

 )2-22(  

لات مستوي؛ معاد يط تقارن محوري و استفاده از تئوري الاستیسیتهیلذا با در نظر گرفتن شرا

  .شوند) بازنویسی می26تا  23-2صورت روابط (به ) به ترتیب 21تا  2-18(

1 ( ) 0R
R R

d b
dR R 


       )2-23(  
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2 ( )
2 ( )
2 ( )

R R R x

R x

x x R x



  



     
     
     

   
    
    

 )2-25(  
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2 3 2
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2 3 2

R R R x

R x

x x R x



  



    
  


    

  
    

  


    


    


    

 )2-26(  

  :نیز نمایش داد بدین صورتتوان کرنش را می-روابط تنش

( )R RA B
E R

B A 

 
 
    

    
    

 )2-27(  

( )x R       )2-28(  

  شوند.ن مییبا توجه به شرایط انتهاي استوانه تعی و  A ،Bهاي ثابت
  

  اي)استوانه با دو سر باز (تنش صفحه 2-2-5-1

2

2

1
1

1

0

A

B








  
 


 


 )2-29(  

  اي)استوانه با دو سر بسته (کرنش صفحه 2-2-5-2
1

(1 )(1 2 )

(1 )(1 2 )

A

B


 


 

 

   
 

 





 )2-30(  
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  تنش مؤثر 2-2-6
 استفاده شده 2سمیزفوناز تنش مؤثر نتایج،  يدر تحقیق پیش رو به منظور تحلیل و مقایسه

ی در طبق این تئوري، نارسایشود. میزس تعیین مین تنش با توجه به تئوري تسلیم فونمقدار ای است.

الت انرژي تغییر شکل در ح چگالیجسم،  از اي افتد که، در نقطهاثر تسلیم وقتی در یک جسم اتفاق می

ار گردد. این معیهنگام تسلیم انرژي تغییر شکل در آزمایش کشش ساده  چگالیتنش کلی برابر 

  هماهنگی خوبی با نتایج آزمایش براي اجسام نرم داشته و به همین علت در طراحی کاربرد زیادي دارد.

  :باشدصورت زیر می صلی بهي اهااین معیار برحسب تنش
2 2 2 2

1 2 2 3 3 1( ) ( ) ( ) 2 eff             )2-31(  
  

  تحت فشار هاي ناهمگنتحلیل استوانه 2-3
 به شعاع داخلی FGMهمسانگرد  ضخیمجدار  ي، استوانهبخشمورد بررسی در این  يهندسه

iR  و شعاع خارجیoR باشد. بارگذاري تنها از نوع فشاري بوده و فشارهاي وارد بر سطوح داخلی و می

  .)2-2(شکل  شوندمشخص می oPو  iPخارجی استوانه به ترتیب با 

  

  

  

  

  

 

  
  

  تحت فشار داخلی و خارجی FGMي جدارضخیم مقطع استوانه 2-2شکل 
                                            
1. Von Mises 

ܲ 
ܲ 
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ا و هباشند که در اکثر تحلیلواسون توابعی از شعاع استوانه میپ نسبتمدول الاستیسیته و 

غییرات ت شود.پواسون ثابت در نظر گرفته می نسبتهمچنین در این تحقیق، به علت تغییرات جزئی 

  شود.) تعریف می32-2( يمدول الاستیسیته نسبت به شعاع استوانه نمایی بوده و با رابطه

1( 1)( ) n r
iE R E e 

 
)2-32( 

irدر این رابطه  R R بعد است. مختصات شعاع بیiE  مدول الاستیسیته در سطح داخلی و

1n  بعد شده را نسبت به بی يالاستیسیته) توزیع مدول 3-2شکل ( باشد.می مادّهضریب ناهمگنی

 ثابت ناهمگنی مختلف نشاني ناهمگن و همسانگرد به ازاي مقادیر بعد در استوانهمختصات شعاعی بی

  دهد.می

 

  

  

  

  

  

  
  

  بعد مدول الاستیسیته در راستاي شعاعتوزیع بی 3-2شکل 

  

  ناهمگن تحت فشار يحلّ الاستیک استوانه 2-3-1
) به صورت 23-2تعادل ( يوجود نداشته باشند؛ معادله مسألهدر حالتی که نیروهاي حجمی در 

  :شودر نوشته میزی
1 ( ) 0R

R
d
dR R 


   
 

)2-33( 

0.45

0.65

0.85

1.05

1.25

1.45

1.65

1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

Ax
is

 T
itl

e

Axis Title

ܧ
ܧ ⁄

ܴ ܴ⁄

݊ = 0

݊ = −0.5
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و ) 33-2(تعادل  يدر معادله )27-2ي (هاي شعاعی و محیطی از رابطهبا جایگذاري تنش

  آید.دست میحاکم بر استوانه به ي، معادله)32-2(و ) 24-2(همچنین استفاده از 
2

2 2 *
2 ( ) ( 1) 0R R

R
d u duR R p R Rp u
dR dR

    
 

)2-34( 

1آن که در  ip n R بوده و* شود.وجه به شرایط مرزي تعیین میبا ت  

*
( )

( )
1

Plane stress
B
A Plane strain


 




 
 

 
)2-35( 

) با استفاده از روش تغییر متغیر و جایگذاري عبارت )Ru R w R حاکم  ي، معادله)34-2( در

  :شودزیر تبدیل می 3ئومتریکژهایپر يبه معادله
2

*
2 ( 1) ( 1) 0d w dwR Rp p w

dR dR
    

 
)2-36( 

باشد. از آنجا که شعاع می pکاملاً وابسته به علامت ثابت  )36-2( ژئومتریکهایپري حلّ معادله 

 باشد.می 1nفوق وابسته به علامت ضریب ناهمگنی  يمعادله حلّداخلی استوانه عددي مثبت است؛ لذا 

حاکم، براي مقادیر مخالف صفر از  يمعادله حلّقابل توجه آن است که روش پیش رو جهت  ينکته

د، نیز به آن اشاره ش ترپیش ابل ارائه بوده و در صورت صفر شدن این ضریب، همان گونه کهق 1nضریب 

 به آن اشاره )4-2بخش (که در  کلاسیکحلّ همگن تبدیل شده و باید از  يمادهّجنس استوانه به یک 

  به تحلیل استوانه پرداخت. ،شد خواهد

  ]56و55[:گنی عبارت است ازممقادیر مثبت ضریب ناه به ازاي )36-2( يپاسخ معادله
*( , 1; ), 0Rpw e J Rp n   

 
)2-37( 

  :و براي مقادیر منفی داریم
*( 1, 1; ), 0w J Rp n    

 
)2-38( 

  هاکه در آن

                                            
1. Hypergeometric equation 
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1
1 2( , ; ) [ ( 1, 2 ; ) ( 1, 2 ; )]bJ a b z z C a b b z C a b b z        

 
)2-39( 

   

1 1 1

0

( )( , ; ) (1 )
( ) ( )

zt a b aba b z e t t dt
a b a


 
   

   
)2-40( 

   

1 1

0

1( , ; ) (1 )
( )

zt a b aa b z e t t dt
a




       
)2-41( 

  :شودستفاده شد؛ به صورت زیر تعریف میتابع گاما که در روابط بالا از آن ا

1
0

( ) t xx e t dt
     

)2-42( 

)و همچنین استفاده از  )38-2(و  )37-2(در  )39-2(با جایگزینی  )Ru R w R، معادله پاسخ -

 :عبارت است از )34-2( ي

1 2( ) ( ) ( )Ru R C M R C N R 
 )2-43( 

)عبارات، توابع  نتر شدبه منظور کوتاه )M R  و( )N R مقادیر  به ازايروابط  يکه در برگیرنده

  :کنیمباشند را، به صورت زیر تعریف میمثبت و منفی ضریب ناهمگنی می
2

*

2 *

(2 ,3; ) 0
( )

(1 ,3; ) 0

Rp
Rp Rp n

M R e
Rp Rp n

 

 


 

   
 

)2-44( 

   
2

*

2 *

(2 ,3; ) 0
( )

(1 ,3; ) 0

Rp
Rp Rp n

N R e
Rp Rp n

 

 


 

   
 

)2-45( 

شوند. از آنجا که شرایط مرزي را براي با استفاده از شرایط مرزي تعیین می 2Cو  1Cي اهثابت

-2( يهاستفاده از رابطو همچنین  )24-2(در  )43-2(تنش شعاعی در اختیار داریم؛ لذا با جایگذاري 

  :آوریمدست میبه 2Cو  1C هايرا بر حسب ثابت ، تنش شعاعی)27

( 1)
1 2

( ) ( )( ) [ ( ( ) ) ( ( ) )]n r
R i

M R N RR E e C AC R B C AD R B
R R

    
 

)2-46( 
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 )30-2) و (29-2(گاهی و با استفاده از روابط تکیهبا توجه به شرایط  Bو Aهايکه در آن ثابت

  شوند.ن مییتعی

)توابع  )C R  و( )D R  عبارتند از:  
2 3 3 *

* *

3 *
2 * *

(2 )(2 ,3; ) (3 , 4; ) 0
3( )

(1 )(1 ,3; ) (2 , 4; ) 0
3

Rp Rp
p Rp p RRp Rp n

e eC R
p Rp Rp Rp n


   


   

  
    

      

 
)2-47( 

2 3 3 *
* *

2 * 3 * *

(2 )(2 ,3; ) (3 ,4; ) 0
( )

(1 ,3; ) (1 ) (2 ,4; ) 0

Rp Rp
p Rp p RRp Rp n

D R e e
p Rp p R Rp n

   

    

  
    

       
 

)2-48( 

  ط مرزي براي تنش شعاعی عبارت است از:یشرا

1
( )

( )
R ir

R or k

R P

R P








  


   
)2-49( 

  شوند.محاسبه می 2Cو  1Cهاي ، ثابت)46-2( يمعادله و استفاده ازرایط مرزي ش داشتنبا 

( 1)

1
( 1)

( 1)

2
( 1)

( ) ( )( ( ) ) ( ( ) )

( )( )( ( ) )( ( ) )

( )( ( ) )( ( ) )

( )( ( ) ) ( ( ) )

( )( ( ) )(

n k o i
i o o i

o i

n k oi
i i o

i o

i
i o o

i

n k o
i o o i i

o

n k i
i i

i

BN R BN RP e AD R P AD R
R RC

BM RBN RE e AD R AC R
R R

BM RAC R AD R R
R

BM RP e AC R P AC R R
RC

BM RE e AC R AD
R









  



  




   


  



( )( ) )

( )( )( ( ) )( ( ) )

o
o

o

oi
i o

i o

BN RR
R

BM RBN RAD R AC R
R R













    


   



 
)2-50( 

هاي شعاعی، ؛ تنش)28-2) و (27-2()، 24-2(و استفاده از  )43-2(با جایگذاري مقادیر فوق در 

 آیند.دست میجایی شعاعی بههمحیطی و طولی و جاب
( ) ( ) ( )( ) [( ( ) ) ( ( ) ) ]

n r k

R
e BM R BN RR AC R G AD R H

F R R




   
 

)2-51( 
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( ) ( ) ( )( ) [( ( ) ) ( ( ) ) ]
n r ke AM R AN RR BC R G BD R H
F R R


   
 

)2-52( 

   
( )( ) ( ) ( )( ) [( ( ) ) ( ( ) ) ]

n r k

x
A B e M R N RR C R G D R H

F R R



   

 
)2-53( 

   

( 1)
1( ) ( ( ) ( ) )R n k

i

u R M R G N R H
E Fe  

 
)2-54( 

 که در آنها

( ) ( )( ( ) )( ( ) )

( ) ( )( ( ) )( ( ) )

i o
i o

i o

o i
o i

o i

BN R BM RF AD R AC R
R R

BN R BM RAD R AC R
R R


   



   



 
)2-55( 

( 1) ( ) ( )( ( ) ) ( ( ) )n k o i
i o o i

o i

BN R BN RG Pe AD R P AD R
R R

   
 

)2-56( 

   

( 1)( ) ( )( ( ) ) ( ( ) )n ki o
o i i o

i o

BM R BM RH P AC R Pe AC R
R R

   
 

)2-57( 

  عبارت است از: میزسنوبراساس معیار تسلیم ف مؤثرمقدار تنش 

2 2 2 0.51( ) [( ) ( ) ( ) ]
2eff R x x RR             

 
)2-58( 

   :به صورت زیر نوشت پارامتر  ستوان براسارا می مؤثر)، تنش 58-2) در (28-2با جایگذاري (
2 2 2 2 0.5( ) [(1 )( ) (1 2 2 ) ]eff R RR                

 
)2-59( 

اي، معادلات هی تنش و کرنش صفحهگاو شرایط تکیه 1n ناهمگنیحال با توجه به مقادیر ضریب 

  :شوندبه صورت زیر بازنویسی می  )58-2(و  )54تا  2-51(
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  مقادیر مثبت ضریب ناهمگنی 2-3-1-1

  اي)استوانه با دو سر باز (تنش صفحه الف)
( ) 2 3

2

3

2

2 3

2

3

2

(1 )( ) ( (2 ,3; )
(1 )

(2 ) (3 ,4; ))
3(1 )

(1 )( (2 ,3; )
(1 )

(2 ) (3 , 4; ))
(1 )

n r k

R Rp

Rp

Rp

Rp

e p RpR Rp
J e

Rp Rp K
e

p Rp Rp
e

Rp Rp L
e


  




 



  



 



   
  




  


 
  




   

 
)2-60( 

( ) 2 3

2

3 2

2

2 3

2

3 2

2

(1 )( ) ( (2 ,3; )
(1 )

(2 ) (3 , 4; ))
3(1 )

(1 )( (2 ,3; )
(1 )

(2 ) (3 ,4; ))
(1 )

n r k

Rp

Rp

Rp

Rp

e p RpR Rp
J e

Rp Rp K
e

p Rp Rp
e

Rp Rp L
e


 

  


 
 



  


 
 



   
  




  


 
  




   

 
)2-61( 

   

( ) 0x R 
 )2-62( 

   
2 2

( 1)
1( ) ( (2 ,3; )) ( (2 ,3; ))R n k Rp Rp

i

Rp Rpu R Rp K Rp L
E Je e e

   

 
    

   
)2-63( 

   
2 2 0.5( )eff R R       

 
)2-64( 
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  نهاآکه در 
2 3 3

2 2

2 3 3

2 2

2 3 3

2 2

(1 ) (2 )[ (2 ,3; ) (3 , 4; )]
(1 ) (1 )

(1 ) (2 )[ (2 ,3; ) (3 , 4; )]
(1 ) 3(1 )

(1 ) (2 )[ (2 ,3; )
(1 ) (1 )

i i

o o

o o

i i
i iR p R p

o o
o oR p R p

o o
oR p R p

p R p R pJ R p R p
e e

p R p R pR p R p
e e

p R p R pR p
e e

 
   

 

 
   

 

 
  

 

   
   

 
  

   
 

  
  

 
2 3 3

2 2

(3 , 4; )]

(1 ) (2 )[ (2 ,3; ) (3 , 4; )]
(1 ) 3(1 )i i

o

i i
i iR p R p

R p

p R p R pR p R p
e e



 
   

 



  
   

  

 
)2-65( 

   
2 3

( 1)
2

3

2

2 3

2

3

2

(1 )[ (2 ,3; )
(1 )

(2 ) (3 ,4; )]
(1 )

(1 )[ (2 ,3; )
(1 )

(2 ) (3 , 4; )]
(1 )

o

o

i

i

n k o
i oR p

o
oR p

i
o iR p

i
iR p

p R pK Pe R p
e

R p R p
e

p R pP R p
e

R p R p
e


 




 




 




 



  
  




  


 
  




  

 

 
)2-66( 

   
2 3

2

3

2

2 3
( 1)

2

3

2

(1 )[ (2 ,3; )
(1 )

(2 ) (3 , 4; )]
3(1 )

(1 )[ (2 ,3; )
(1 )

(2 ) (3 , 4; )]
3(1 )

i

i

o

o

i
o iR p

i
iR p

n k o
i oR p

o
oR p

p R pL P R p
e

R p R p
e
p R pPe R p

e

R p R p
e


 




 




 




 





  
  




  


 
  




  

 

 
)2-67( 
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  اي)استوانه با دو سر بسته (کرنش صفحهب) 
( ) 2 3

2

3 2

2

2 3

2

3 2

2

(1 ) 2 3( ) [ ( ,3; )
(1 2 ) 1

(3 5 2) 3 4( , 4; )]
3(1 )(1 2 ) 1

(1 ) 2 3[ ( ,3; )
(1 2 ) 1

(3 5 2) 3 4( , 4; )]
(1 )(1 2 ) 1

n r k

r Rp

Rp

Rp

Rp

e p RpR Rp
Q e

Rp Rp S
e

p Rp Rp
e

Rp Rp T
e

 
 

  

  


  

 
  

  


  

    
 

  
  

 
  

  
 

  

  
    

 
)2-68( 

   
( ) 2 3

2

3 2

2

2 3

2

3 2

2

2 3( ) [ ( ,3; )
(1 2 ) 1

(2 3 ) 3 4( , 4; )]
3(1 )(1 2 ) 1

2 3[ ( ,3; )
(1 2 ) 1

(2 3 ) 3 4( , 4; )]
(1 )(1 2 ) 1

n r k

Rp

Rp

Rp

Rp

e p RpR Rp
Q e

Rp Rp S
e

p Rp Rp
e

Rp Rp T
e


 

 
  

  


  

 
  

  


  

   
 

  
 

 
  

 
 

  

 
    

 
)2-69( 

   
( ) 2 3

2

3

2

2 3

2

3

2

2 2 3( ) [ ( ,3; )
(1 2 ) 1

(2 3 ) 3 4( ,4; )]
3(1 )(1 2 ) 1

2 2 3[ ( ,3; )
(1 2 ) 1

(2 3 ) 3 4( , 4; )]
(1 )(1 2 ) 1

n r k

x Rp

Rp

Rp

Rp

e p RpR Rp
Q e

Rp Rp S
e

p Rp Rp
e

Rp Rp T
e

 
  

  

 
  




  

 


  

   
    

 
 

  

 
 

  

 
    

 
)2-70( 

   
2 2

( 1)
1 2 3 2 3( ) [ ( ,3; )] [ ( ,3; )]

1 1R n k Rp Rp
i

Rp Rpu R Rp S Rp T
E Qe e e

  
 

  
  

    
)2-71( 
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2 2 2 2 0.5[(1 )( ) (1 2 2 ) ]eff R R               
 

)2-72( 

  

  که در آنها
2 3

2

3 2

2

2 3

2

3 2

2

2 3

(1 ) 2 3[ ( ,3; )
1(1 2 )

(3 5 2) 3 4( ,4; )]
1(1 )(1 2 )

(1 ) 2 3[ ( ,3; )
1(1 2 )

(3 5 2) 3 4( ,4; )]
13(1 )(1 2 )

(1[

i

i

o

o

i
iR p

i
iR p

o
oR p

o
oR p

o

p R pQ R p
e

R p R p
e

p R p R p
e

R p R p
e

p R p

 


 

  


 

 


 

  
 

   
 

 
  


 

  


 

  
 

 


 2

3 2

2

2 3

2

3 2

2

) 2 3( ,3; )
1(1 2 )

(3 5 2) 3 4( ,4; )]
1(1 )(1 2 )

(1 ) 2 3[ ( ,3; )
1(1 2 )

(3 5 2) 3 4( , 4; )]
13(1 )(1 2 )

o

o

i

i

oR p

o
oR p

i
iR p

i
iR p

R p
e

R p R p
e

p R p R p
e

R p R p
e

 


 

  


 

 
 

  


 

 


 

  


 

  


 

  
     

)2-73( 

   
2 3

( 1)
2

3 2

2

2 3

2

3 2

2

(1 ) 2 3[ ( ,3; )
1(1 2 )

(3 5 2) 3 4( , 4; )]
1(1 )(1 2 )

(1 ) 2 3[ ( ,3; )
1(1 2 )

(3 5 2) 3 4( , 4; )]
1(1 )(1 2 )

o

o

i

i

n k o
i oR p

o
oR p

i
o iR p

i
iR p

p R pS Pe R p
e

R p R p
e

p R pP R p
e

R p R p
e

 


 

  
 

 


 

  


 

   
 

 
  

 
 

  
 

 

  


 




 
)2-74( 
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2 3

2

3 2

2

2 3
( 1)

2

3 2

2

(1 ) 2 3[ ( ,3; )
1(1 2 )

(3 5 2) 3 4( ,4; )]
13(1 )(1 2 )

(1 ) 2 3[ ( ,3; )
1(1 2 )

(3 5 2) 3 4( , 4;
13(1 )(1 2 )

i

i

o

o

i
o iR p

i
iR p

n k o
i oR p

o
oR p

p R pT P R p
e

R p R p
e

p R pPe R p
e

R p R p
e

 


 

  
 

 


 

  


 



   
 

 
  

 
 

  
 

 

  


 
)]




 
)2-75( 

  

  مقادیر منفی ضریب ناهمگنی  2-3-1-2

  اي)استوانه با دو سر باز (تنش صفحهالف) 
( ) 2 3

2 3

( ) [ (1 ,3; ) (2 , 4; )]
1 3(1 )

[ (1 ,3; ) (2 , 4; )]
1 (1 )

n r k

R
e p RpR Rp Rp V

U

p RpRp Rp W

    
 

   
 

 
      

 


      
  

 
)2-76( 

   
( ) 2 3

2 3

( ) [ (1 ,3; ) (2 , 4; )]
1 3(1 )

[ (1 ,3; ) (2 , 4; )]
1 (1 )

n r ke p RpR Rp Rp V
U

p RpRp Rp W


    

 

   
 

 
      

 


      
  

 
)2-77( 

   

( ) 0x R 
 )2-78( 

   

 2 2
( 1)

1( ) [ (1 ,3; )] [ (1 ,3; )]R n k
i

u R Rp Rp V Rp Rp W
E Ue

        
 

)2-79( 
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  نهاآکه در 
32

32

32

32

[ (1 ,3; ) (2 , 4; )]
1 (1 )

[ (1 ,3; ) (2 , 4; )]
1 3(1 )

[ (1 ,3; ) (2 , 4; )]
1 (1 )

[ (1 ,3; ) (2 , 4; )]
1 3(1 )

i
i i

o
o o

o
o o

i
i i
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)2-89( 

  

  ناهمگن تحت فشار يحلّ عددي استوانه 2-3-2
سازي نرم افزار و به کمک مدل 4با استفاده از روش اجزاي محدود حلّ عدديدر این پایان نامه، 

Abaqus 6.13 يسازي استوانهمدل يصورت گرفته است. در این بخش به توضیح در رابطه با نحوه 

FGM .پرداخته شده است  

استفاده شده  CAX8R 5ايهاي متقارن محوري هشت گرهبندي استوانه، از المانبه منظور المان

اي به منظور افزایش دقت و در شرایط تنش و کرنش صفحه ها واست. این المان در تحلیل پوسته

شود. به هر گره تبدیل می C3D20Rهمچنین بالا بردن سرعت تحلیل، به صورت داخلی به المان 

آن را مشخص  یابد که درجات آزاديو راستاي شعاعی و طولی اختصاص میدستگاه مختصاتی با د

  ]57کنند. [می

                                            
1. Finite Element Method (FEM) 
2. Node 
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متر با رسم میلی 800متر و طول میلی 60متر، شعاع خارجی میلی 40استوانه به شعاع داخلی 

  سازي شده است.مقطعی مستطیلی از آن در حالت تقارن محوري، مدل

 ؛اي در نظر گرفته شده استي استوانهکه به صورت شعاعی در پوسته یبراي ایجاد خواص ناهمگن

ت دادن خواص مدول الاستیسیته در هر لایه مساوي و نسب يلایه 20با تقسیم جداره استوانه به تعداد 

 ي، نهایتاً پوسته)32-2( يداخلی به صورت تابع نمایی طبق رابطه يمرکز از لایه يبسته به فاصله

 ها درشود. این لایههمگن و همسانگرد به هم چسبیده تشکیل می ياستوانه 20اي مورد نظر از استوانه

ها، حد میانگین چپ و راست مرز دو لایه واص در محلّ اتصال لایهته اند و خبه هم پیوس محلّ اتصال

هایی نتشوند. براي اعمال شرایط مرزي موجود در دو انتهاي استوانه، بسته به شرایط ادر نظر گرفته می

کنیم. براي استوانه با دو سر هاي موجود در دو انتهاي استوانه را مقید میدرجات آزادي مربوط به گره

کنیم. در شرایط تنش هاي دو سر استوانه را مقید میجایی در راستاي طولی المانهنها جاببسته، ت

اي هشارهاي داخلی و خارجی نیز به گرهباشد. فاي، نیاز به اعمال هیچ قیدي به دو سر استوانه نمیصفحه

  شوند.و خارجی مقطع ترسیم شده اعمال میموجود در سطوح داخلی 

  

  همگن تحت فشار يحلّ الاستیک استوانه 2-4
  پواسون هر دو ثابت هستند.هاي جدار ضخیم همگن و همسانگرد، مدول یانگ و نسبت در استوانه

.E const
 )2-90( 

 يتوان از معادلهشود؛ در این بخش نیز میاز آنجا که هیچ نیروي حجمی به استوانه وارد نمی

-2() و 27-2)، (24-2تعادل و معادلات ( يبا استفاده از این معادله استفاده کرد.) 33-2(تعادل تنش 

  جایی شعاعی عبارت است از:هناویر حاکم بر حسب جاب ي، معادله)90
2

2
2 0R R

R
d u duR R u
dR dR

  
 

)2-91( 
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  :باشدبه صورت زیر می )91-2( يمعادله حلّ
1 2

1 2( ) m m
Ru R C R C R 

 
)2-92( 

  :عبارت است از )91-2( يمشخصه مربوط به معادله يمعادله
2 1 0m  

 
)2-93( 

  حقیقی خواهیم رسید. يمشخصه، به دو ریشه يمعادله حلّبا 

1

2

1
1

m
m

 
    

)2-94( 

1 يبا جایگذاري دو ریشه 1m    2و 1m   داریم )92-2( يدر معادله:  

2
1( )R

Cu R C R
R

 
 

)2-95( 

ط یکه این شرا شود. از آنجا، از شرایط مرزي استفاده می2Cو  1Cهاي ثابت يبه منظور محاسبه

عی را ، تنش شعا)95-2() و 24-2)، (27-2را براي تنش شعاعی در اختیار داریم؛ با استفاده از روابط (

  نویسیم. می 2Cو  1Cهاي به صورت زیر و بر حسب ثابت

2
1 2( ) [( ) ( ) ]R

CR E A B C A B
R

    
 

)2-96( 

 )49-2( يباشد، در رابطهکه تحت فشارهاي داخلی و خارجی میاي  ط مرزي براي استوانهیشرا

  شوند.محاسبه می 2Cو  1Cهاي ، ثابت)96-2(معرفی شده است. با اعمال این شرایط در 
2

1 2

2

2 2

( )( 1)
( )
( )( 1)

i o

i o o

P k PC
E A B k

P P RC
E A B k

 
  


   

 
)2-97( 

  :داریم) 28-2) و (27-2( ،)24-2و همچنین استفاده از ( )95-2(، در 2Cو  1Cبا جایگذاري 

2 2
2

1( ) [( ) ( )( ) ]
1

H
R i o i o

kR P k P P P
k r
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)2-99( 
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H
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2
2( ) [( ) ( )( ) ]

( 1)
H i i o i o
R

R r P k P P P ku R
E k A B A B r

 
 

    
)2-101( 

هاي جدار هستند. یعنی در استوانه Eو  A ،Bمستقل از  و  Rتوان مشاهده کرد که می

، هاي مختلففشار یکسان، اما با نسبت پواسون مشابه و تحت يضخیم همگن و همسانگرد با هندسه

  باشند.گاهی میقل از شرایط تکیههاي شعاعی و محیطی مستتنش

تنش  شود.محاسبه می )58-2( يبا استفاده از رابطه سمیزنوف تنش معادلتنش مؤثر براساس 

، با اعمال )58-2و ( )101و100-2معرفی شده در معادلات ( مؤثرجایی شعاعی و تنش هطولی، جاب

  اي عبارتند از:شرایط تنش و کرنش صفحه

  

  اي)استوانه با دو سر باز (تنش صفحه 2-4-1
( ) 0H

x R 
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  اي)استوانه با دو سر بسته (کرنش صفحه 2-4-2
2

2

2 ( )( ) ( )
1

H i o
x R

P k PR
k
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2

(1 )( ) [(1 2 )( ) ( )( ) ]
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H i
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R r ku R P k P P P
E k r





    

  
)2-106( 

   
0.52 2 2 2( ) (1 )[( ) ( ) ] (1 2 2 )H H H H H

eff R RR                    
)2-107( 

  نتایج يموردي و مقایسه يمطالعه 2-5
لّ حدست آمده از حلّ تحلیلی با مقادیر بهنتایج حاصل از  يموردي و مقایسه يمنظور مطالعهبه

  جدار ضخیم ناهمگن و همسانگردي را به شعاع داخلی يسازي نرم افزاري؛ استوانهبه کمک مدل عددي

mm40iR شعاع خارجی ، mm60oR  و طول mm008L  گیریم.در نظر می 

) مدول یانگ در سطح داخلی استوانه )iE داراي مقدار GPa200 شود که نسبت بوده و فرض می

)پواسون  )،  را در طی ضخامت داراست. نتایج را براي سه حالت بارگذاري تنها فشار  3/0مقدار ثابت

کنیم. مقادیر این فشارها سی میرزمان فشار داخلی و خارجی برخلی، تنها فشار خارجی و اعمال همدا

) MPa) 80در نظر گرفته شده است. MPa80ر براب i oP P P    

اي و جایی، در شرایط تنش و کرنش صفحههها و جابتوزیع تنشرفتار نمودارها در از آنجا که 

ی براي یکاي مختلف، تنها ههم ندارند؛ نمودارها در بارگذاريبراي یک نوع بارگذاري تفاوت چندانی با 

 يهاي کوچک نمایندهو دایره حلّ تحلیلیخطوط ممتد نشانگر  گاهی ترسیم شده اند.از شرایط تکیه

  باشد.ي همگن مینمایانگر مقادیر پارامترها در استوانه Hبالانویس باشند.صورت گرفته می حلّ عددي

ي موردي در این فصل و همچنین در فصول آینده؛ برگرفته از اعداد انتخاب شده براي مطالعه

  باشد.جهت ابزار نظامی خاصی میطراحی صورت گرفته 
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  اي)استوانه با دو سر باز (تنش صفحه 2-5-1
و در حالت تنش  MPa80ناهمگن تحت فشارهاي داخلی و خارجی  يدر این بخش، استوانه

  .)4-2(شکل  اي قرار داردصفحه

  

  

  

  

  

  

  
  

  ايتحت فشار در حالت تنش صفحهمقطع عرضی استوانه  4-2شکل 
  

  فشار داخلی 2-5-1-1
دهد. مقدار میبعد شده را در طی ضخامت استوانه نمایش اعی بیعتنش ش عتوزی )5-2( شکل

ناهمگنی با هم برابر بوده و در  و خارجی براي تمامی مقادیر ضریب هاي داخلیتنش شعاعی در لایه

Hنسبت  ي داخلیلایه
R R  .برابر یک است  

 يمادّهازاي مقادیر منفی از ضریب ناهمگنی، مقدار تنش شعاعی نسبت به ه در طول دیواره و ب

یابد. لذا افزایش یا کاهش مقادیر تنش شعاعی هاي مثبت، افزایش می nبه ازايهمگن کاهش یافته و 

  اعمال فشار داخلی، این مقادیر منفی هستند. به ازايبستگی دارد و  nبه مقدار 

دار مق .دهدنمایش می بعد شدهبیرا نسبت به شعاع  بعد شدهبی توزیع تنش محیطی )6-2( شکل

مقادیر مختلف از ضریب ناهمگنی، یکسان  به ازايهاي داخلی و خارجی و این تنش در هیچ کدام از لایه

Hنبوده و در هیچ کدام از سطوح، نسبت 
    به ازايبرابر یک نیست. مقدار تنش محیطی n  هاي

ܺ 

ܴ 

ܲ ܲ  

ܴ 
ܴ 
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 اشد. دربن میخارجی کمتر از آ يهمگن، و در نیمه يمادّهی استوانه، بیشتر از لداخ يمنفی و در نیمه

  مقادیر مثبت از ضریب ناهمگنی، عکس این قضیه برقرار است. به ازايکه حالی

5/0nبراي مقادیر منفی ضریب ناهمگنی و همچنین  افزایش شعاع، تنش محیطی کاهش  ، با

1nیابد. منحنی مربوط به می  محیطی نسبت به شعاع استوانه کمترین دهد که توزیع تنش نشان می

نش براي کنترل ت مزیتی خود ماند که اینآن در طی ضخامت تقریباً ثابت می تغییرات را داشته و مقدار

ها به هم نزدیک شده و داخلی استوانه، منحنی يکه در نیمهشود مشاهده می باشد.ها میدر طراحی

نمودار مربوط به توزیع تنش محیطی، نادرست ] 27مرجع [رفتار مشابهی دارند. قابل ذکر است که در 

  ترسیم شده است.

 هد.دنمایش می بعد شدهبیرا نسبت به شعاع  بعد شدهبیایی شعاعی جهتوزیع جاب )7-2(شکل 

Hدر هیچ یک از نقاط، نسبت 
R Ru u  .مقادیر منفی از ضریب ناهمگنی، مقدار  به ازايبرابر یک نیست

باشد. این تر از آن میکوچک ،تهاي مثب n همگن و براي يتر از استوانهجایی شعاعی بزرگهجاب

لف مقادیر مخت به ازايها باشند و منحنیها در تمام ضخامت دیواره، تقریباً داراي مقدار ثابتی مینسبت

  دهند.همگن از خود نشان می ياستوانهدر مقایسه با نی، رفتار مشابهی را ضریب ناهمگ

  ناهمگن تحت فشار داخلی يتوزیع تنش شعاعی در استوانه 5-2شکل 

 ايدر حالت تنش صفحه
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  ناهمگن تحت فشار داخلی يدر استوانه محیطیتوزیع تنش  6-2شکل 

  ايدر حالت تنش صفحه

  

  

  ناهمگن تحت فشار داخلی يدر استوانه شعاعیجایی جابهتوزیع  7-2شکل 

  ايدر حالت تنش صفحه
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1nکه به ازاي دلیل آنبه  جاییکه جابهدر صورتیشود؛ جایی در استوانه ایجاد میکمترین جابه 

نظامی)  در صنایعها ي پرتابهي تحت فشار باشد (مانند لولهشعاعی عامل تعیین کننده در طراحی استوانه

  شود.این ضریب ناهمگنی پیشنهاد می با FGي انتخاب مادهّ

  اي)فحهاستوانه با دو سر بسته (کرنش ص 2-5-2
اي قرار ا خارجی و در حالت کرنش صفحهی /ناهمگن تحت فشار داخلی و يدر این بخش، استوانه

  .)8-2(شکل  دارد

  

  

  

  

  

  

  

  ايتحت فشار در حالت کرنش صفحه ياستوانهعرضی مقطع  8-2شکل 

  

  فشار داخلی 2-5-2-1
در هیچ یک از  آورده شده است.  )9-2(توزیع تنش طولی نسبت به شعاع استوانه در شکل 

بوده نهاي داخلی و خارجی استوانه، مقدار تنش طولی براي مقادیر مختلف از ضریب ناهمگنی برابر لایه

Hو علاوه بر آن، نسبت
x x  .نیز برابر یک نیست  

، 25/1هاي کمتر از حدود منفی از ضریب ناهمگنی و در شعاع مقادیر به ازايمقدار تنش طولی، 

تري از آن مقادیر کوچک خارجی استوانه، داراي يکه در نیمهحالی همگن بوده در يتر از مادّهبزرگ

ܲ ܲ 

ܴ 
ܴ  

ܴ 

ܺ 
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0n به ازاي دهد.هاي مثبت رخ می nباشد. عکس آن برايمی اً ثابتی ، تنش طولی داراي مقدار تقریب

داراي رفتار مشابهی بوده و به  هاداخلی استوانه، منحنی يد. در نیمهباشدر طی ضخامت استوانه می

  شوند.مقدار واحدي نزدیک می

  ناهمگن تحت فشار داخلی يدر استوانه طولیتوزیع تنش  9-2شکل 

  ايصفحه کرنشدر حالت 

  ناهمگن تحت فشار داخلی يدر استوانه مؤثرتوزیع تنش  10-2شکل 

  ايصفحه کرنشدر حالت 
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طور همان دهد. نشان می )64-2( يرا طبق معادله بعد شدهبی مؤثرتوزیع تنش ) 10-2(شکل 

H ي داخلی و خارجی استوانه، نسبتهاشود، در هیچ یک از لایهلاحظه میکه م
eff eff   برابر یک نبوده

  ود.شایجاد نمیدر این دو سطح ي مؤثر یکسانی هایک از مقادیر ضرایب ناهمگنی، تنشهیچ  به ازايو 

میانی، با افزایش مقدار ضریب ناهمگنی، شاهد کاهش  يشعاع لایه زکمتر ا هايبه ازاي شعاع

، شاهد افزایش مقادیر این تنش n خارجی استوانه، با افزایش مقدار يو براي نیمه مؤثرمقادیر تنش 

داشتن کمترین مقادیر،  علاوه بر 1nبه ازاي شده در استوانه  ایجاد مؤثراز آنجا که تنش  هستیم.

که تنش ایجاد شده در استوانه عامل تعیین کمترین تغییرات را نیز در طی ضخامت دارد؛ در صورتی

- ریاییدیژن با فشار بسیار زیاد در زیراي پر شده از اکسکننده در طراحی آن باشد (مانند مخازن استوانه

  شود.پیشنهاد می 1nضریب ناهمگنی  با FGي ها)؛ انتخاب مادّه

  

  فشار خارجی 2-5-2-2
آورده شده  )11-2( ده نسبت به ضخامت استوانه در شکلبعد شنمودار توزیع تنش شعاعی بی

هاي داخلی و خارجی استوانه، براي مقادیر مختلف ضریب ناهمگنی یکسان مقدار تنش در لایه است.

Hبوده و نسبت
R R  به ازاي و استوانه يبرابر یک است. تنش شعاعی در طول دیوارهي داخلی در لایه 

به ازاي مقادیر مثبت این ضریب همگن افزایش و  ينسبت به استوانه ،مقادیر منفی ضریب ناهمگنی

  است. n. میزان کاهش یا افزایش تنش وابسته به یابدکاهش می

 دهد.نه نشان میبعد شده را در طی ضخامت استوانمودار توزیع تنش محیطی بی )12-2(شکل 

ریب ناهمگنی هاي داخلی و خارجی و براي هیچ یک از مقادیر ضدار این تنش در هیچ کدام از لایهمق

Hیکسان نبوده و نسبت
   .برابر یک نیست  

نش تر از تداخلی استوانه، بزرگ يیطی در نیمهمقادیر منفی ضریب ناهمگنی، تنش مح به ازاي

باشد. عکس این قضیه تر از آن میخارجی استوانه، کوچک يهمگن و در نیمه يمادّهایجاد شده در 

  افتد.ادیر مثبت ضریب ناهمگنی اتفاق میبراي مق
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5/0n به ازايتنش محیطی  که ویژگی  ، تقریباً مقدار ثابتی را در طی ضخامت استوانه داراست

داخلی  يها در لایهشود که منحنیچنین ملاحظه میید. همآها به حساب میخوبی در طراحی استوانه

  دهند.مشابهی از خود نشان میاستوانه به یک مقدار واحد میل کرده و رفتار 

  

  خارجیناهمگن تحت فشار  يدر استوانه شعاعیتوزیع تنش  11-2شکل 

  ايصفحه کرنشدر حالت 

  

  خارجیناهمگن تحت فشار  يدر استوانه محیطیتوزیع تنش  12-2شکل 

  ايصفحه کرنشدر حالت 
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آورده  )13-2(استوانه و نسبت به شعاع آن، در شکل  يبعد شده در دیوارهنمودار تنش طولی بی

هیچ مقدار از ضریب ناهمگنی،  به ازايهاي داخلی و خارجی استوانه و در هیچ کدام از لایه شده است.

Hمقادیر تنش طولی یکسان نبوده و نسبت
x x  چنین تنش طولی ایجاد شده در برابر یک نیست. هم

  باشد.رجی به آن، داراي مقادیر منفی میاعمال فشارهاي خا به ازاياستوانه 

25/1R میانی يتر از شعاع لایههاي کوچکدر شعاع   مقادیر منفی ضریب ناهمگنی،  به ازايو

خارجی عکس آن  يههمگن بوده و در لای يتر از تنش ایجاد شده در استوانهمقدار تنش طولی بزرگ

تر از ولی کوچکطهاي مثبت، تنش  nبه ازايداخلی استوانه و  يکه در نیمهافتد. در حالیاتفاق می

  باشد.تر از آن میجی بزرگخار يهمگن و در نیمه يمادّهتنش در 

n)01( همگن يتوانهسدر ا باشد.اراي مقدار ثابتی در طی ضخامت می، تنش طولی تقریباً د 

 قدارممیانی، به  يداخلی استوانه رفتار یکسانی داشته و با نزدیک شدن به لایه يها در نیمهمنحنی

  کنند.میل می یمشخص

 يهنیمدر  دهد.استوانه نشان می يده را در دیوارهبعد شبی مؤثرنمودار توزیع تنش  )14-2(شکل 

د شاه ،ر ضریب ناهمگنیی، با افزایش مقدامیان يتر از لایههاي کوچکداخلی استوانه و به ازاي شعاع

  دیگر استوانه، شاهد افزایش این مقادیر هستیم. يبوده و در نیمه مؤثرکاهش مقادیر تنش 

هاي داخلی و خارجی، و در هیچ کدام از لایه n هیچ یک از مقادیر به ازايدر این نمودار نیز 

Hیکسان نبوده و نسبت  مؤثرمقادیر تنش 
eff eff   .به ازايبرابر یک نیستn  هاي مثبت، مقادیر

اي که تنها تحت فشار  هاي منفی شاهد هستیم. لذا در استوانه nرا نسبت به مؤثرتري از تنش کوچک

انتخاب مقادیر مثبت براي ضریب ناهمگنی،  اي قرار گرفته باشد، بار شرایط کرنش صفحهخارجی و د

  یرد.گتسلیم مادّه قرار می ينقطهنسبت به  هاي ایجاد شده در آن،تري از نظر تنشاستوانه در ناحیه ایمن

 دهد.نمایش می ي استوانهدر طول دیوارهرا  بعد شدهبیایی شعاعی جهتوزیع جاب )15-2(شکل 

Hدر هیچ یک از نقاط، نسبت 
R Ru u .جایی ایجاد شده در استوانه منفی بوده و با جابه برابر یک نیست

0nجایی به ازاي اي که مقادیر جابهیابد. به گونه ، مقدار آن کاهش میnافزایش  ي تر از مادّهبزرگ
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0nهمگن و به ازاي   ها در تمام ضخامت دیواره، تقریباً داراي این نسبت باشد.تر از آن میکوچک

ایسه در مقمقادیر مختلف ضریب ناهمگنی، رفتار مشابهی را  به ازايها باشند و منحنیمقدار ثابتی می

  دهند.همگن از خود نشان می ياستوانهبا 

  

  خارجیناهمگن تحت فشار  يدر استوانه طولیتوزیع تنش  13-2شکل 

  ايصفحه کرنشدر حالت 
  

  

  

  

  

  

  

  

  خارجیناهمگن تحت فشار  يدر استوانه مؤثرتوزیع تنش  14-2شکل 

  ايصفحه کرنشدر حالت 

-1.4

-1.3

-1.2

-1.1

-1

-0.9

-0.8
1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

Ax
is

 T
itl

e

Sx

PET

FEM

ߪ ௫
ܲ⁄

݊ =0݊ = +0.5݊ = +1

݊ = −0.5݊ = −1

ܴ ܴ⁄

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

Ax
is

 T
itl

e

Axis Title

PET

FEM

ߪ 


ܲ⁄

݊ =0

݊ = +0.5 ݊ = +1

݊ = −0.5݊ = −1

ܴ ܴ⁄



59 
 

  

  

  

  
  

  

  

  
  

  خارجیناهمگن تحت فشار  يدر استوانه جایی شعاعیجابهتوزیع  15-2شکل 

  ايصفحه کرنشدر حالت 
  

  

  

  

  

  داخلی و خارجیناهمگن تحت فشار  يدر استوانه تنش مؤثرتوزیع  16-2شکل 

  ايصفحه کرنشدر حالت 
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  فشار داخلی و خارجی 2-5-2-3
 ؤثرمتنش  دهد.را نسبت به شعاع استوانه نشان میبعد شده بی مؤثرنمودار تنش  )16-2(شکل 

باشد. هاي مثبت می nبه ازايداخلی استوانه، تقریباً داراي مقادیر یکسانی  يایجاد شده در نیمه
میانی، کاهش تنش و در  ياع لایهعشعاع داخلی تا ش يهمچنین با افزایش ضریب ناهمگنی و در بازه

0n به ازايها شاهد هستیم. علاوه بر آن، منحنی افزایش آن را ،خارجی ينیمه  خارجی يو در نیمه 
  باشند.استوانه، تقریباً برهم منطبق می

را در حالت  FEMو  PETحاصل از تحلیل استوانه به دو روش  مؤثرمقادیر تنش  )1-2(جدول 

  دهد.ی استوانه نمایش میمیان ي/ یا خارجی، در لایهو تحت فشارهاي داخلی و ايتنش صفحه

  باشد.اي میدیر و براي حالت کرنش صفحهنیز شامل همین مقا )2-2(جدول 

( )pressure MPa  
( )eff MPa  

n  -1 n  -0/5 n  0 n  0/5 n  1 

٨٠iP   
PET 7/164  7/168  9/171  5/174  176 
FEM 165 169 9/171  6/174  176 

oP ٨٠ 
PET 8/207  8/211  215 1/217  2/218  
FEM 208 212 215 1/217  3/218  

i oP P  ٨٠ 
PET 21/80  17/80  80 70/79  25/79  
FEM 22/80  17/80  80 72/79  26/79  

  
  

  اي در حالت تنش صفحه FEMو  PETمقادیر تنش مؤثر حاصل از  يمقایسه 1-2 جدول
  ي میانیو در لایه

  

( )pressure MPa  
( )eff MPa  

n  -1 n  -0/5 n  0 n  0/5 n  1 

iP ٨٠ 
PET 153/73 158/01 161/67 164/62 166/85 
FEM 153/73 157/99 161/67 164/59 166/82 

oP ٨٠ 
PET 160/60 165/55 169/70 172/98 175/33 
FEM 160/60 165/53 169/70 172/95 175/31 

i oP P  ٨٠ 
PET 32/10 32/06 32 31/90 31/76 
FEM 32/10 32/06 32 31/91 31/77 

  

  اي در حالت کرنش صفحه FEMو  PETمقادیر تنش مؤثر حاصل از  يمقایسه 2-2 جدول
  ي میانیو در لایه
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  گیريبندي و نتیجهجمع 2-6
 و تنش محیطی جایی شعاعیههاي همسانگرد و ناهمگن با تغییرات نمایی خواص، جابدر استوانه

به خواص مکانیکی و از  n ضریب يواسطهه گاهی نبوده و بط تکیهمستقل از خواص مکانیکی و شرای

  ت.تنها به خواص مکانیکی وابسته اس زشعاعی نی د. تنشنشووابسته میگاهی یط تکیهبه شرا *طریق

ي ناهمگن به کمک تئوري هاي حاصل از تحلیل استوانهجایی و تنشهبا بررسی توزیع جاب

باق انط ،آباکوسصورت گرفته توسط نرم افزار  حلّ عدديآنها با  يمستوي و مقایسه يالاستیسیته

ی، با انتخاب بر رفتارهاي مکانیک FG يمادّهخواص  اثیر ضریب ناهمگنی درت خوبی در نتایج مشاهده شد.

  باشد.ها قابل مشاهده می، در گرافn مقادیر مختلف براي

با ضخامت ثابت، فشار داخلی یکنواخت سبب  ضخیمي جدار در استوانهکه توان نتیجه گرفت می

جایی شعاعی منفی در و فشار خارجی یکنواخت نیز باعث ایجاد جابهجایی شعاعی مثبت ایجاد جابه

شود. براي استوانه تحت هر سه حالت بارگذاري، مواد ناهمگن با مقادیر ثابت ناهمگنی مثبت استوانه می

شود در حالیکه مقادیر ثابت ناهمگنی ي همگن میجایی در استوانه نسبت به مادهسبب کاهش جابه

با افزایش مقدار ضریب ناهمگنی و براي شود. ي همگن میجایی نسبت به مادهش جابهمنفی باعث افزای

 داخلی ي، در نیمهمؤثرهر یک از دو نوع بارگذاري فشار داخلی و خارجی، مقادیر تنش محیطی و تنش 

ط یي تنش طولی و در شرایابند. رفتار مشابهی نیز براخارجی آن افزایش می يهش و در نیمهاستوانه کا

عاعی در استوانه با افزایش ضریب ناهمگنی، کاهش در مقدار تنش ش شود.اي مشاهده میکرنش صفحه

قابل مشاهده است. در بارگذاري داخلی استوانه، مقدار تنش شعاعی با افزایش ضریب با فشار خارجی 

ي تواند بهترین انتخاب براي تولید استوانهمی 1nماده با ضریب ناهمگنی  یابد.ناهمگنی افزایش می

 جایی شعاعی،چرا که علاوه بر داشتن کمترین مقادیر در تنش مؤثر و جابهتحت فشار باشد ناهمگن 

واند در تلاعات میاین اطباشد. ي استوانه میبسیار اندك در دیواره مقادیر داراي توزیع با گرادیان تغییر

  د. تحت فشار مورد استفاده قرار بگیر FGM هاي جدار ضخیمطراحی استوانه
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 ايهاي استوانهتحلیل الاستیک پوسته
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 مقدمه 3-1
باشند. لذا بررسی و تحلیل تنش در آنها هاي چرخان داراي کاربرد وسیعی در صنعت میاستوانه

در  FGهایی که از مواد برخوردار است. همچنین اکثر سازه در شرایط مختلف کاري از اهمیت بسزایی

ا، هایی، موشکهاي فضشرایط کاري دارند؛ از قبیل سازه شود و نیاز به مقاومت بالا درآنها استفاده می

باشند. از اینرو ار رآکتورهاي اتمی و ... به غیر از نیروهاي مکانیکی، داراي دوران نیز میهاي دوّسازه

  باشد.این نوع بارگذاري حائز اهیمت می بررسیتحلیل و 

اي جدار هکلی حاکم بر استوانه يتوي، معادلهمس يدر این فصل با استفاده از تئوري الاستیسیته

پس به حلّ تحلیلی تحت فشارهاي داخلی و خارجی استخراج شده و س FGM چرخان ناهمگن ضخیم

 در ادامه حلّ شود.رداخته میمتفاوت ثابت ناهمگنی پگاهی مختلف و براي مقادیر آن در شرایط تکیه

ا ب حلّ تحلیلینتایج حاصل از  سپس، شده و بررسی هاي چرخان همگن تحت فشارالاستیک استوانه

و نتایج در قالب نمودارها و مقایسه  آباکوستوسط نرم افزار المان محدود  صورت گرفته حلّ عددي

هاي چرخان ناهمگن با بارگذاري و ترین طراحی براي استوانهنهدر نهایت، بهی جداول ارائه شده است.

  شود.شرایط انتهایی مذکور ارائه می

  

  چرخان تحت فشار ناهمگن هايتحلیل استوانه 3-2
و از جنس مواد متغیر تابعی با شعاع داخلی  ضخیماي جدار  در این فصل نیز روابط براي استوانه

iR  و شعاع خارجیoR شوند. علاوه بر فشارهاي ارائه میiP  وoP  که به ترتیب به سطوح داخلی و

  .)1-3 شکل(باشد نیز می اي ثابتستوانه داراي چرخش با سرعت زاویهشوند؛ اخارجی وارد می

مدول الاستیسیته و چگالی هر دو داراي  نسبت پواسون در طول دیواره ثابت فرض شده است.

  شوند.) تعریف می1-3) و (32-2تغییرات نمایی نسبت به شعاع بوده و به ترتیب با روابط (
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)3-1( 

irدر این رابطه  R R  بعد است. شعاع بیمختصاتi  2چگالی در سطح داخلی استوانه وn 

وانه را نسبت به مختصات است ي) توزیع چگالی در دیواره2-3شکل ( باشد.می مادّهضریب ناهمگنی 

  دهد.ادیر ثابت ناهمگنی مختلف نشان میمق به ازايبعد و شعاعی بی

  

  

  

  

  

  

  
  

  تحت فشار داخلی و خارجی FGM چرخان جدارضخیم يمقطع استوانه 1-3شکل 
  

  

  

  

  

  
  
  

  

  
  
  

  بعد چگالی در راستاي شعاعتوزیع بی 2-3شکل 

ܲ  
ܲ 



66 
 

  تحت فشار چرخان ناهمگن يحلّ الاستیک استوانه 3-2-1
شتاب مجموعه برابر صفر بوده و لذا هنگامی که استوانه با سرعت ثابت در حال چرخش باشد؛ 

) براي تحلیل آن استفاده کرد. نیروي ایجاد شده در اثر شتاب گریز از 23-2تعادل ( يتوان از معادلهمی

ي شود. لذا این بارگذاربه تمام نقاط استوانه وارد می ی و در راستاي شعاعحجممرکز به صورت یک نیروي 

ار برقرچنان شرایط تقارن محوري ارن در نظر گرفت. در نتیجه همتوان نسبت به محور، متقرا نیز می

  توان از روابط ذکر شده در این حوزه استفاده کرد. است و می

  :، برابر است بااي ثابت اعمال شده به استوانه در اثر چرخش با سرعت زاویه بار
2

Rb R
 )3-2( 

يشود؛ این نیرو تنها تابعی از شعاع استوانه بوده و مستقل از دو مختصهطور که ملاحظه میهمان

x  و به صورت زیر بازنویسی 23-2تعادل تنش ( ي)، معادله2-3( يبا توجه به رابطه باشد.می (

  :شودمی

21 ( ) 0R
R

d R
dR R 
      

 
)3-3( 

 يمعادله ،)1-3) و (32-2) و همچنین استفاده از روابط (3-3) در (27-2) و (24-2با جایگذاري (

  :آیددست میحاکم به صورت زیر به
2

2 2 *
2 ( ) ( 1) ( )R R

R
d u duR R p R Rp u f R
dR dR

    
 

)3-4( 

  که در آن
3 2( )( )

( )
R Rf R

E R A
 

 
 

)3-5( 

باشند که مقادیر آنها به همراه مقدار وابسته به شرایط انتهایی استوانه می Bو   ،A*هايثابت

)، روش لاگرانژ 4-3ناهمگن ( يهاي حل براي معادلهیکی از روش در فصل قبل آمده است. p ثابت

همگن متناظر  يعمومی معادله ناهمگن به صورت مجموعی از حلّ يجواب معادلهباشد که طبق آن، می

  شود.ناهمگن بیان می يهادلخصوصی از مع و یک حلّ
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( ) ( ) ( )h P
R R Ru R u R u R 

 )3-6( 

 ژئومتریکهایپر يمتناظر، یک معادله همگن يهمان گونه که در فصل قبل مشاهده شد؛ معادله

باشد. لذا در می 1nو در نتیجه علامت ضریب ناهمگنی  pوابسته به علامت ثابت  آن کاملاً بوده و حلّ

براي مقادیر مثبت و منفی ضریب هاي معادله به دو گروه ، پاسخ1nاین بخش نیز، با توجه به علامت 

  .شوندتقسیم میناهمگنی 

  :ست ازحاکم عبارت يهمگن متناظر با معادله يعمومی معادله حلّ)، 43-2( يبا توجه به رابطه

1 2( ) ( ) ( )h
Ru R C M R C N R 

 )3-7( 

)که در آن  )M R  و( )N R ) شوند.) محاسبه می45-2) و (44-2از روابط  

  :همگن عبارتند از يخصوصی مربوط به معادله حلّدو 

1 2( ) ( ) , ( ) ( )u R M R u R N R 
 

)3-8( 

  :شودناهمگن به صورت زیر محاسبه می يخصوصی معادله حلّ

1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )P
Ru R u R v R u R v R 

 )3-9( 

  که در آن

2 1
1 2

1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ( )( ) , ( )
( , ) ( , )

u R f R u R f Rv R dR v R dR
W u u W u u


    

)3-10( 

)1رونسکی دو تابع  )u R  2و ( )u R 1فوق با  يکه در رابطه 2( , )W u u  نمایش داده شده؛ به صورت

  :شودزیر محاسبه می

1 2
2 1

1 2 1 21 2

( ) ( )
( ) ( )( , ) ( ) ( )( ) ( )

u R u R
du R du RW u u u R u Rdu R du R dR dR

dR dR
  

 
)3-11( 

  :) داریم45-2) و (44-2ستفاده از روابط () و ا11-3) در (8-3با جایگذاري (
2

1*

1 2 2

1*

(3) 0
(2 )

( , )
(3) 0

(1 )

Rp

Rp

p n
Re

W u u
p n

Re


 


 


   
  

 
)3-12( 
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( )x آورده شده است.3-3شود که توزیع آن در شکل () محاسبه می42-2( يابطهاز ر (  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
 

  توزیع تابع گاما 3-3شکل 
  

) 32-2)، (45-2( ،)44-2) و استفاده از روابط (10-3() در 12-3) و (8-3)، (5-3با جایگذاري (
  :) داریم1-3و (

2 1
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 )3-14( 

)، به صورت صریح 51-2) و (50-2توان با استفاده از روابط (را نمی و  از آنجا که توابع 

) و در نتیجه 14-3) و (13-3روابط ( يبایست براي محاسبهآورد؛ لذا میدست به R برحسب متغیر

جاي خود این تابع استفاده تابع نمایی به 1تیلورحاکم، از بسط  يبراي معادله حلّ تحلیلیدست آوردن به

  :تابع نمایی عبارت است از تیلوربسط  کرد.

                                            
1. Taylor expansion 
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)3-15( 

گیري از تابع حاصل شده و در نهایت ) سپس انتگرال51-2) و (50-2در ( )15-3با جایگذاري (

  :آوریمدست میرا به صورت زیر به و استفاده از تعاریف و خواص دو تابع معروف بسل و گاما، 
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 )3-17( 

حال با استفاده از روابط فوق،  باشد.می 5772/0...ثابت اولر بوده و مقدار آن برابر  که در آن 

)1توابع   )v R  2و ( )v R باشند.به سادگی قابل محاسبه می  

  ) خواهیم رسید.4-3( يمعادله حلّبه  ،)6-3) در (9-3) و (7-3(با جایگذاري 

1 1 2 2( ) ( ( ) ) ( ) ( ( ) ) ( )Ru R v R C M R v R C N R   
 

)3-18( 

مقادیر  به ازايحاکم، تنها  يدست آمده براي معادلهقابل توجه آن است که پاسخ به ينکته

باشد. لذا در صورت صفر بودن این ضریب، جنس استوانه به یک برقرار می 1nمختلف صفر از ضریب 

  آمده است. ي همین فصلادامهآن در  حلّشود که همگن تبدیل می يمادّه
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بایست با جایگزین استفاده از شرایط مرزي؛ ابتدا میبا  2Cو  1Cهاي ثابت يبه منظور محاسبه

  دست آوریم.)، تنش شعاعی را به27-2(ي ) و استفاده از رابطه24-2در ( )18-3کردن (

( 1)
1 1

2 2
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)3-19( 

)توابع  )C R  و( )D R ) شوند.) محاسبه می61-2) و (56-2از روابط  
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هاي )، تنش28-2) و (27-2)، (24-2) و استفاده از (18-3ها در (جایگذاري مقادیر این ثابتبا 

  آیند.دست میجایی شعاعی بههمحیطی و طولی و جابشعاعی، 
1( )
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  که در آنها
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1 ( 1)* n k

iF E Fe   )3-28( 

حال  شود.محاسبه می )58-2( ي، با استفاده از رابطهمیزسبراساس تئوري تسلیم فن مؤثرتنش 

) به 58-2) و (24تا  21-3و شرایط انتهایی استوانه، معادلات ( 1nبا توجه به علامت ضریب ناهمگنی 

  شوند.صورت زیر بازنویسی می

  

  مقایر مثبت ضریب ناهمگنی 3-2-1-1

  اي)استوانه با دو سر باز (تنش صفحه الف)
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2 2 0.5( )eff R R         )3-33( 

  که در آنها
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  مقادیر منفی ضریب ناهمگنی 3-2-1-2

  اي)استوانه با دو سر باز (تنش صفحهالف) 



1

2 1

2 1

( ) 2 3

( )( 1)* 5 *

2 3

( )( 1)* 5 *

( ) [ (1 ,3; ) (2 , 4; )]
1 3(1 )

( (1 ,3; ) )

[ (1 ,3; ) (2 , 4; )]
1 (1 )

( (1 ,3; ) )

n r k

R

n n rRp

n n rRp

e p RpR Rp Rp
U

V U R e Rp e dR

p RpRp Rp

W U R e Rp e dR

    
 

 

   
 

 



 

 


       

   

     
 

  





 
)3-49( 

   



1

2 1

2 1

( ) 2 3

( )( 1)* 5 *

2 3

( )( 1)* 5 *

( ) [ (1 ,3; ) (2 , 4; )]
1 3(1 )

( (1 ,3; ) )

[ (1 ,3; ) (2 , 4; )]
1 (1 )

( (1 ,3; ) )

n r k

n n rRp

n n rRp

e p RpR Rp Rp
U

V U R e Rp e dR

p RpRp Rp

W U R e Rp e dR


    

 

 

   
 

 



 

 


       

   

     
 

  





 )3-50( 

   

( ) 0x R   )3-51( 
   





2 1
1

2 1

( )( 1)* 5 *
( 1)

2

( )( 1)* 5 *

2

1( ) ( (1 ,3; ) )

( (1 ,3; ))

( (1 ,3; ) )

( (1 ,3; ))

n n rRp
R n k

i

n n rRp

u R V U R e Rp e dR
EUe

Rp Rp

W U R e Rp e dR

Rp Rp

 

 

 

 

 


 

   

  

   

 




 )3-52( 

  که در آنها

1 4 2 3U CM CM CM CM 
 

)3-53( 
   



78 
 




1 1( 1) ( 1)
3 4 1 2 3

2 2 3 4 1 1 4

[ ( )

( ( ) ( )) ( ) ]

n k n k
o i i o

o i i

V P CM Pe CM E e v R CM CM

v R v R CM CM v R CM CM

    

  
 )3-54( 

   




1 1( 1) ( 1)
2 1 2 2 3

1 1 1 2 2 1 4

[ ( )

( ( ) ( )) ( ) ]

n k n k
i o i i

i o o

W Pe CM P CM E e v R CM CM

v R v R CM CM v R CM CM

    

  
 )3-55( 

   

1 ( 1)2 2
* (1 ) (1 )

(3)

n k
i eU U   



 
  )3-56( 

   
32

1

32

2

32

3

32

4

( (1 ,3; ) (2 , 4; ))
1 3(1 )

( (1 ,3; ) (2 ,4; ))
1 3(1 )

( (1 ,3; ) (2 ,4; ))
1 (1 )

( (1 ,3; ) (2 , 4; ))
1 (1 )

i
i i

o
o o

i
i i

o
o o

R ppCM R p R p

R ppCM R p R p

R ppCM R p R p

R ppCM R p R p

   
 

   
 

   
 

   
 


       


     

 

        

     
 





 )3-57( 

  

  اي)استوانه با دو سر بسته (کرنش صفحه ب)
1

2 1

2 1

( ) 2

2

3

2

( )( 1)* 5 *

2

2

3

2

( )* 5 *

1( ) [ ( ,3; )
1 2 1

2( , 4; )]
3(1 2 ) 1

1( ( ,3; ) )
1

1[ ( ,3; )
1 2 1

2( ,4; )]
(1 2 ) 1

1( ( ,3; )
1

n r k

R

n n rRp

n nRp

e pR Rp
X

Rp Rp

Y X R e Rp e dR

p Rp

Rp Rp

Z X R e Rp e

 
  


  





  


  






 




  

  


 
  

  


  
  


 

  

 




( 1) )r dR 



 
)3-58( 



79 
 

1

2 1

( ) 2

2

3

2

( )( 1)* 5 *

2

2

3

2

* 5 *

1( ) [ ( ,3; )
1 2 1

2( , 4; )]
3(1 )(1 2 ) 1

1( ( ,3; ) )
1

1[ ( ,3; )
1 2 1

2( , 4; )]
(1 )(1 2 ) 1

1( ( ,3; )
1

n r k

n n rRp

Rp

e pR Rp
X

Rp Rp

Y X R e Rp e dR

p Rp

Rp Rp

Z X R e Rp

 
  

 
  





  

 
  






 


  

  


 
  

  


  
  


 

  

 




2 1( )( 1) )n n re dR  



 )3-59( 

   

2 1
1

2

2

2

2

( )( 1)* 5 *
( )

2

2

2

(* 5 *

2 1( ( ,3; )
1 2 1

1 2( , 4; ))
3(1 )(1 2 ) 1

1( ( ,3; ) )
1( )

2 1( ( ,3; )
1 2 1

1 2( , 4; ))
(1 )(1 2 ) 1

1( ( ,3; )
1

n n rRp
n r k

x

n nRp

p Rp

Rp

Y X R e Rp e dR
eR

X p Rp

Rp

Z X R e Rp e


  


  


 


  


  




 




 
  


 

  

  


  
  


 

  

 




1 )( 1) )r dR

 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 )3-60( 

   

2 1
1

2 1

( )( 1)* 5 *
( 1)

2

( )( 1)* 5 *

2

1 1( ) ( ( ,3; ) )
1

1( ( ,3; ))
1

1( ( ,3; ) )
1

1( ( ,3; ))
1

n n rRp
R n k

i

n n rRp

u R Y X R e Rp e dR
E Xe

Rp Rp

Z X R e Rp e dR

Rp Rp













 


 

   

 


  

  




 )3-61( 

  که در آنها
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  تحت فشار چرخان ناهمگن يحلّ عددي استوانه 3-2-2
باشد. به منظور اعمال تغییرات ناهمگن چرخان، همانند فصل قبل می ياستوانه سازيمدل ينحوه

  شود.استفاده می )1-3( يچگالی در هر لایه، از رابطه

) به تمامی 2-3ع (بچرخش استوانه، با تعریف تا ينیروي حجمی ایجاد شده در مجموعه بواسطه

  شود.هاي موجود اعمال میگره
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  تحت فشار چرخان همگن يحلّ الاستیک استوانه 3-3
2 بارچرخش استوانه با سرعت ثابت، 

Rb R  کند. لذا در این بخش می عمالمجموعه ا بهرا
)، 3-3) و (90-2)، (24-2)، (27-2استفاده از معادلات (با  ) برقرار است.3-3تعادل تنش ( ينیز معادله

  آید.دست میکوشی به-یلروحاکم ا يادلهمع
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کند. ) اضافه می91-2( ياي ثابت، یک ترم ناهمگنی به معادلهچرخش استوانه با سرعت زاویه
 ه منظوردست آورد. اما بگرانژ بهلاتوان با استفاده از روش ناهمگن ایجاد شده را می يپاسخ معادله

گیري از پی نوشته و سپس با انتگرالدرپی) را به صورت مشتقات 67-3( يحل، معادله تر شدنهساد
  یابیم.را می پاسخدست آمده؛ به يمعادله
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  :داریم )28-2() و 27-2()، 24-2) و استفاده از (69-3در ( 2Cو  1C با جایگذاري
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  نتایج يموردي و مقایسه يمطالعه 3-4
لّ حدست آمده از ج حاصل از حلّ تحلیلی با مقادیر بهنتای يموردي و مقایسه يبه منظور مطالعه

جدار ضخیم ناهمگن و همسانگردي به شعاع داخلی  يسازي نرم افزاري، استوانهبه کمک مدل عددي

mm40iR   و شعاع خارجیmm60oR    و طولmm008L  گیریم. مدول یانگ و در نظر می

GPa200iEچگالی در سطح داخلی استوانه به ترتیب داراي مقادیر    3وkg m7860i  می-

 در طی ضخامت است. استوانه 3/0شود که نسبت پواسون داراي مقدار ثابت باشند. همچنین فرض می

) MPa)80تحت فشار داخلی iP P  اي ثابت بوده و با سرعت زوایهrpm3600   در حال چرخش

  باشد.ور مرکزي میحول مح

الت تنش و کرنش دیگر فرض شده و نتایج براي دو حیک ابربر 2nو  1nهاي ناهمگنی ثابت

 حلّ عددي ينماینده هاي کوچکط ممتد نشانگر حلّ تحلیلی و دایرهخطو. شونداي ارائه میصفحه

  باشند.صورت گرفته می

  

  اي)استوانه با دو سر باز (تنش صفحه 3-4-1
و  MPa80 ، تحت فشار داخلیrpm3600در این بخش، استوانه در حال دوران با سرعت ثابت

  .)4-3(شکل  باشدمیاي در حالت تنش صفحه

از آنجا که  دهد.را در طی ضخامت استوانه نشان می بعد شدهتوزیع تنش شعاعی بی )5-3( شکل

هم فشار و هم نیروي حجمی، هر دو در جهت مثبت محور مختصات به استوانه اعمال شده اند؛ لذا تنش 

ر ها د، تنشیمقادیر مختلف ثابت ناهمگن به ازايباشد. شعاعی داراي مقادیر منفی در طول دیواره می

Hسطوح داخلی و خارجی استوانه یکسان بوده و همچنین نسبت 
R R  برابر یک ي داخلی در لایه

  باشد. می
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0n به ازايیابد. این مقدار مقدار تنش شعاعی نیز کاهش می ،nبا کاهش  ، تر از تنش کوچک

0n به ازايهمگن و  يدر استوانهایجاد شده  باشد.تر از آن می، بزرگ  

  

  

  

  

  

  

  
  

 

  ايتحت فشار در حالت تنش صفحه چرخان ياستوانهعرضی مقطع  4-3شکل 
  

  

  فشار داخلیتحت چرخان و ناهمگن  يتوزیع تنش شعاعی در استوانه 5-3شکل 

  ايدر حالت تنش صفحه
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دهد. مقدار این تنش در سطوح داخلی بعد شده را نشان میتنش محیطی بیتوزیع  )6-3(شکل 

Hباشد. همچنین نسبتچ یک از ضرایب ناهمگنی یکسان نمیهی به ازايو خارجی استوانه، 
    در

  هیچ یک از این دو سطح برابر یک نیست.

دیگر افزایش  يی استوانه، تنش محیطی کاهش و در نیمهلداخ يتقریباً در نیمه ،nفزایش ابا 

0n به ازاي، تنش 2/1هاي کمتر از حدود یابد. لذا در شعاعمی  0به ازايتر و داراي مقادیر بزرگn 

باشد. تنها در همین شعاع است که نسبت همگن می يتري نسبت به استوانهمقادیر کوچکداراي 
H

   شود.برابر یک می  

د. باشنها به یکدیگر نزدیک شده و داراي رفتار مشابهی میداخلی استوانه، منحنی يدر نیمه

1nهمچنین منحنی مربوط به  مهمی  يتواند نکته، تغییرات اندکی را در طی ضخامت داشته که می

  در طراحی این استوانه به حساب آید.

دهد. در استوانه نشان می يبعد شده را در طول دیوارهجایی شعاعی بیهتوزیع جاب )7-3( شکل

هیچ یک از مقادیر ضریب ناهمگنی، جابجاي شعاع یکسانی را شاهد  به ازايهیچ مکانی از استوانه و 

Hنبوده و همچنین نسبت 
R Ru u جایی ایجاد شده در استوانه مثبت هدر هیچ مکانی برابر یک نیست. جاب

0n به ازايها جاییهکه جاباي  یابد. به گونه، مقدار آن کاهش میnبوده و با افزایش    داراي مقادیر

0n به ازايتر و بزرگ  باشد.همگن می يتري نسبت به مادّهیر کوچکداراي مقاد  

1nکه به ازاي دلیل آنبه  جاییکه جابهصورتیدر شود؛ جایی در استوانه ایجاد میکمترین جابه 

نظامی)  ها در صنایعي پرتابهي تحت فشار باشد (مانند لولهشعاعی عامل تعیین کننده در طراحی استوانه

با ضرایب ناهمگنی متفاوت براي خواص  FGي و همچنین در صورت داشتن محدودیت در تولید مادّه

ره تقریباً طول دیوا در جاییهتغییرات جابد. شواین ضریب ناهمگنی پیشنهاد می با مکانیکی، انتخاب مادّه

همگن از خود نشان  يناهمگن رفتار مشابهی را نسبت به استوانه ياندك بوده و از این جهت استوانه

  دهد.می
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  تحت فشار داخلیچرخان و ناهمگن  يی در استوانهمحیطتوزیع تنش  6-3شکل 

  ايدر حالت تنش صفحه

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  تحت فشار داخلیچرخان و ناهمگن  يدر استوانهجایی شعاعی جابهتوزیع  7-3شکل 

  ايدر حالت تنش صفحه
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)، در طی ضخامت نشان 33-3( يبعد شده را بر اساس معادلهبی مؤثرتنش  عتوزی )8-3(شکل 

 ایجاد شده مؤثرهاي با اعمال فشار داخلی به استوانه همچنین چرخش آن با سرعت ثابت، تنش دهد.می

هیچ یک از مقادیر ضریب ناهمگنی، در  به ازايها این تنش در استوانه، داراي مقادیر مثبتی خواهد بود. 

Hسطوح داخلی و خارجی، مقادیر یکسانی نداشته و نسبت 
eff eff   در هیچ کدام از این سطوح برابر

  یک نیست.

 2/1هاي کمتر از حدود از ضریب ناهمگنی و در شعاع منفی مقادیر به ازاي، مؤثرمقدار تنش 

تري از آن خارجی استوانه، داراي مقادیر کوچک يهمگن بوده در حالیکه در نیمه يمادّهتر از بزرگ

ها رفتار داخلی استوانه، منحنی يدهد. در نیمهبت رخ میمثهاي  nباشد. عکس این قضیه براي می

H، نسبت 2/1شوند. بنابراین تنها در شعاع حدود مشابهی داشته و به یک مقدار واحد نزدیک می
eff eff  

  شود.برابر یک می

1n به ازاي ،  باشد. لذا انتخاب این عدد داراي تغییرات اندکی در طی ضخامت می مؤثرتنش

  شود.هاي چرخان تحت فشار داخلی توصیه میطراحی استوانه براي ضریب ناهمگنی، در

  تحت فشار داخلیچرخان و ناهمگن  يدر استوانهتوزیع تنش مؤثر  8-3شکل 

  ايدر حالت تنش صفحه
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  اي)استوانه با دو سر بسته (کرنش صفحه 3-4-2
و  MPa80 ، تحت فشار داخلیrpm3600در این بخش، استوانه در حال دوران با سرعت ثابت

  .)9-3 (شکل باشداي میدر حالت کرنش صفحه
  

  

  

 

  

  

  
  

  

  
  ايتحت فشار در حالت کرنش صفحه چرخان ياستوانهعرضی مقطع  9-3شکل 

  

ایی شعاعی و جهمحیطی و طولی، جاب هاي شعاعی،، توزیع تنش)14-3(تا  )10-3(هاي شکل
) توضیح 1-4-3دهند. رفتار این نمودارها، مشابه آن چیزي است که در بخش (تنش مؤثر را نشان می

  داده شد.
  

  

  

  

  

  

  
  تحت فشار داخلیچرخان و ناهمگن  يدر استوانهتوزیع تنش شعاعی  10-3شکل 

  ايصفحه کرنشدر حالت 
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  تحت فشار داخلیچرخان و ناهمگن  يدر استوانهتوزیع تنش محیطی  11-3شکل 

  ايصفحه کرنشدر حالت 

  

  

  تحت فشار داخلیچرخان و ناهمگن  يدر استوانهتوزیع تنش طولی  12-3شکل 

  ايصفحه کرنشدر حالت 
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  تحت فشار داخلیچرخان و ناهمگن  يدر استوانهجایی شعاعی توزیع جابه 13-3شکل 

  ايصفحه کرنشدر حالت 

  

  

  تحت فشار داخلیچرخان و ناهمگن  يدر استوانهتوزیع تنش مؤثر  14-3شکل 

  ايصفحه کرنشدر حالت 
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را  FEMو  PETچرخان به دو روش  يحاصل از تحلیل استوانه مؤثرمقادیر تنش  )1-3( جدول

استوانه نمایش  خارجی داخلی، میانی و هاياي و تحت فشار داخلی، در لایهدر حالت تنش صفحه

  دهد.می

  باشد.اي میدیر و براي حالت کرنش صفحهنیز شامل همین مقا )2-3( جدول

  

  ( )eff MPa  
 n  -1 n  -0/5 n  0 n  0/5 n  1 

PET 27/334  ي داخلیلایه  61/308  57/284  21/262  56/241  
FEM 73/332  94/305  56/284  24/262  19/241  

ي میانیلایه  
PET 82/179  31/186  49/192  38/198  99/203  
FEM 48/180  72/186  47/192  40/198  84/203  

ي خارجیلایه  
PET 74/105  92/123  80/144  78/168  30/196  
FEM 16/106  32/126  80/144  12/169  32/196  

  

هاي داخلی، میانی و خارجی در لایه FEMو  PETمقادیر تنش مؤثر حاصل از  يمقایسه 1-3 جدول

  اي در حالت تنش صفحه

  

  

  ( )eff MPa  
 n  -1 n  -0/5 n  0 n  0/5 n  1 

PET 87/321  ي داخلیلایه  38/298  94/275  88/254  17/235  
FEM 49/315  49/295  94/275  50/254  00/236  

ي میانیلایه  
PET 72/166  36/173  59/179  51/185  07/191  
FEM 04/167  04/173  59/179  52/185  96/190  

ي خارجیلایه  
PET 21/93  54/109  22/128  65/149  16/174  
FEM 76/95  53/110  22/128  40/150  00/174  

  

هاي داخلی، میانی و خارجی در لایه FEMو  PETمقادیر تنش مؤثر حاصل از  يمقایسه 2-3 جدول

  ايدر حالت کرنش صفحه



93 
 

  طراحی بهینه 3-5
هاي ایجاد شده در جاییهها و جابه تنشکدهد ارائه شده، این امکان را به ما می حلّ تحلیلی

ي ترکیب بهینهبررسی کرده و  2nو  1n ناهمگنی انتخاب مقادیر متفاوتی از ضرایب به ازاياستوانه را، 

، 2nو  1n از متفاوتترکیب  900 به ازايدست آوریم. با همین مقصود، در ادامه این ضرایب را به

راي باشد، بترین معیار براي طراحی میکمینه ایجاد شده در استوانه، که مهمو  بیشینه مؤثرهاي تنش

اي هاي میلهقالب نمودارهاي سه بعدي و گراف اي محاسبه شده و درهاي تنش و کرنش صفحهحالت

  .شوندارائه می
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  بعدي کمینه تنش مؤثر نسبت به ضرایب ناهمگنی مختلفتوزیع سه 15-3شکل 

  ايدر حالت تنش صفحه
  

  

  ناهمگنی مختلفاي کمینه تنش مؤثر نسبت به ضرایب توزیع میله 16-3شکل 

  ايدر حالت تنش صفحه
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  بعدي بیشینه تنش مؤثر نسبت به ضرایب ناهمگنی مختلفتوزیع سه 17-3شکل 

  ايدر حالت تنش صفحه

  

  

  اي بیشینه تنش مؤثر نسبت به ضرایب ناهمگنی مختلفتوزیع میله 18-3شکل 

  ايدر حالت تنش صفحه
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  بعدي کمینه تنش مؤثر نسبت به ضرایب ناهمگنی مختلفتوزیع سه 19-3شکل 

  ايدر حالت کرنش صفحه

  

  

  اي کمینه تنش مؤثر نسبت به ضرایب ناهمگنی مختلفتوزیع میله 20-3شکل 

  ايدر حالت کرنش صفحه
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  بعدي بیشینه تنش مؤثر نسبت به ضرایب ناهمگنی مختلفتوزیع سه 21-3شکل 

  ايدر حالت کرنش صفحه

  

  
  اي بیشینه تنش مؤثر نسبت به ضرایب ناهمگنی مختلفتوزیع میله 22-3شکل 

  ايدر حالت کرنش صفحه
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کرنش  ه در هر دو حالت تنش وشود کارائه شده در این بخش، مشاهده میبا توجه به نمودارهاي 

را  مؤثرکمترین مقدار تنش  ،2nبراي ضریب  -1و عدد  1n+ براي ضریب 1اي، با انتخاب عدد صفحه

ها خواهیم داشت. علاوه بر آن، انتخاب ترکیب ذکر شده، تنش کمینهها و هم بین بیشینههم در بین 

  .باشداستوانه داراي کمترین تغییرات نسبت به هر ترکیب دیگر می يایجاد شده در دیواره مؤثر

راي ترین ترکیب بهاي ناهمگن چرخان و تحت فشار، اکیداً بهترین و بهینهبنابراین در طراحی استوانه

1n+1 ،ضرایب ناهمگنی   2-1وn  بینی بود. چرا انتخاب شدن این مقادیر امري قابل پیش باشد.می

ترین مقدار براي ضریب ناهمگنی مربوط به مدول الاستیسیته که که در فصل قبل مشاهده شد مناسب

در آن منحنی تنش مؤثر علاوه بر داشتن کمترین مقادیر، کمترین تغییرات را در طی ضخامت نیز 

صورت اعمال یک نیروي تأثیر چرخش استوانه با سرعت ثابت به باشد. از آنجا کهمی 1داراست، عدد 

باشد؛ بیشترین نیرو به ذراتی که در حجمی با تابعی خطی از شعاع به تمام ذرات تشکیل دهنده می

بایست مادّه در آن نواحی داراي چگالی شود. لذا میهاي دورتر از محور استوانه قرار دارند وارد میشعاع

ریب براي ض -1ي این نیرو را به حدّ اقل برساند. این شرایط با انتخاب عدد دامنهکمتري باشد تا 

  شود.ناهمگنی چگالی برقرار می

باشد. به این هاي تنش میتوان به آن اشاره کرد یکنوا بودن منحنیاز جمله نکات مهمی که می

ن دهد و در بین ایانه رخ میي تنش در سطوح داخلی و یا خارجی استومعنا که مقادیر کمینه و بیشینه

  باشند.ها اکیداً صعودي و یا نزولی میدو نقطه منحنی

جایی شعاعی و ه، جابطولیو  محیطیهاي شعاعی، توزیع تنش) 27-3(تا  )23-3هاي (کلش

 در اي ورا براي دو وضعیت تنش و کرنش صفحهناهمگن چرخان تحت فشار  ياستوانه در مؤثرتنش 

  د. ندهنشان می ترین حالتبهینه
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  ناهمگن چرخان يدر استوانه شعاعیتنش  يبهینه توزیع 23-3شکل 

  ايدر حالت تنش و کرنش صفحه و تحت فشار داخلی
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  
  ناهمگن چرخان يدر استوانه محیطیتنش  يبهینه توزیع 24-3شکل 

  ايدر حالت تنش و کرنش صفحه و تحت فشار داخلی
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  ناهمگن چرخان يدر استوانه طولیتنش  يبهینه توزیع 25-3شکل 

  ايدر حالت تنش و کرنش صفحه و تحت فشار داخلی
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  
  ناهمگن چرخان يدر استوانه شعاعی جاییجابه يبهینه توزیع 26-3شکل 

  ايدر حالت تنش و کرنش صفحه تحت فشار داخلیو 
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  ناهمگن چرخان يدر استوانه مؤثرتنش  يبهینه توزیع 27-3شکل 

  ايدر حالت تنش و کرنش صفحه و تحت فشار داخلی
  
  
  

  گیريبندي و نتیجهجمع 3-6
ه شود کهاي نه چندان زیاد، مشاهده میبا توجه با تأثیر بسیار کم بارگذاري دورانی براي سرعت

. اشدباستوانه تحت بارگذاري فشاري می رفتار استوانه تحت بارگذاري دورانی و فشاري بسیار مشابه رفتار

 ی نسبت بهجایهها و جابتغییرات نسبتاً کمی را در مقادیر تنش ،rpm3600اما چرخش با سرعت ثابت 

ال در هستند. به عنوان مث بیشینهداخلی استوانه  يکند. این تغییرات در لایههمگن ایجاد می ياستوانه

1nثابت ناهمگنی  به ازايسطح داخلی و  ، شاهد حدود MPa28  و حدود مؤثراختلاف در مقدار تنش 

m5/3 جایی شعاعی هستیم.هاختلاف مقدار جاب  
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شعاعی مستقل از  تحت فشار نیز همانند فصل گذشته، تنشهاي ناهمگن چرخان و در استوانه

- هابجتنش محیطی و باشند. اما وابسته می مادّهشرایط انتهایی استوانه بوده و تنها به خواص مکانیکی 

  .هستندوابسته  مادّهجایی شعاعی، هم به شرایط انتهایی و هم به خواص مکانیکی 

ه توان نتایج گرفت کباشند. میابق بسیار خوبی میي تطتحلیل عددي، دارا حلّنتایج حاصل از 

هش و ه کاداخلی استوان يدر نیمه مؤثربا افزایش مقدار ضریب ناهمگنی، مقادیر تنش محیطی و تنش 

ي ادر شرایط کرنش صفحهیابند. رفتار مشابهی نیز براي تنش طولی و دیگر افزایش می يدر نیمه

عاعی کاهش و تنش شعاعی جایی شهزایش ضریب ناهمگنی، جابشود. علاوه بر آن، با افمشاهده می

  یابند.افزایش می

به ترتیب براي  -1+ و 1چرخان تحت فشار داخلی با انتخاب مقادیر  هاي ناهمگناستوانه در

تنش مؤثر ایجاد شده در استوانه  اي،و در هر دو حالت تنش و کرنش صفحه 2nو  1nضرایب ناهمگنی 

 باشد. علاوه بر آن، تنش داراي توزیعداراي کمترین مقدار نسبت به هر ترکیب دیگر از این دو ضریب می

لذا از  د.روي استوانه بوده که ویژگی بسیار مطلوبی در طراحی به شمار میتقریباً یکنواختی در دیواره

تحت فشار داخلی  FGMهاي چرخان جهت طراحی استوانهینه بهترکیب  عنوانتوان بهاین اعداد می

 یاد کرد.



 

 

 

4فصل   
 
 

  هايالاستیک پوستهترموتحلیل 

 FGM اياستوانه
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  مقدمه 4-1
هاي حرارتی آنها در شرایط ویژه بود و مقاومت منحصر در ابتدا به منظور کاربرد FGطراحی مواد 

در برابر بارهاي حرارتی، محققان را بر آن داشت تا به بررسی  (FGM)هاي جدار ضخیم به فرد استوانه

  و تحلیل عملکرد آنها در مسائلی که به مقاومت مکانیکی و حرارتی بالا نیاز دارند، بپردازند.

 ا استخراجب ،اي، پس از بیان روابط اساسیهاي استوانهالاستیک پوستهبراي تحلیل ترمودر این فصل 

متقارن محوري تشکیل شده از مواد ناهمگن بر  جدار ضخیم هاياستوانه اکم بردیفرانسیل ح معادلات

چرخان تحت  FGMهاي جدار ضخیم استوانهبراي ي مستوي، حلّ عمومی الاستیسیتهتئوري  مبناي

ي ادر شرایط تنش و کرنش صفحهشود؛ که دماي ثابتی به سطوح داخلی و خارجی آن اعمال می فشار

هاي جدار ضخیم همگن با بارگذاري مشابه بررسی شده س حل ترموالاستیک استوانهارائه شده است. سپ

ي چرخان تحت فشار براي استوانه افزار المان محدود آباکوسنرمي حلّ عددي توسط با ارائهو در ادامه 

- تهبه کمک تئوري الاستیسی نتایج حاصل از حلّ تحلیلی، دماي ثابت داخلی و خارجیداخلی و یکنواخت 

اي هترین طراحی براي استوانهدر نهایت، بهینهاند. عددي مقایسه شدهحاصل از حلّ ي مستوي با نتایج 

  شود.چرخان ناهمگن با بارگذاري و شرایط انتهایی مذکور ارائه می

  

 روابط اساسی 4-2

 تحلیل حرارتی استوانه 4-2-1

توزیع دماي  ی استوانه اختلاف دما وجود داشته باشد؛هنگامیکه بین دو سطح داخلی و خارج

از کرنش ایجاد شده در هر  یگیرد. لذا علاوه بر کرنش الاستیک، بخشمشخصی در ضخامت شکل می

  .باشدمیآن نقطه  ينقطه از جسم، مربوط به کرنش حرارتی ناشی از اختلاف دماي اولیه و ثانویه
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e T       )4-1(  
  

1 [( ) ( ) ]
2

e Tu u    
  

  )4-2(  

  
*( ) ( ) , ( ) ( )T R R I R T T R T         )4-3(  

  
3( 1)( ) n r

iR e    )4-4(  

)که در آن )T R  ،توزیع دما*T ،دماي اولیه( )R ضریب انبساط حرارتی وI  ماتریس همانی

  باشد.می

  :توان بدین صورت بازنویسی کردلذا روابط ساختاري را می

2 ( ) (3 2 ) ( ) ( )
2 ( ) (3 2 ) ( ) ( )
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R R R x

R x
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 )4-6(  

  نمایش داد. یکرنش را به صورت ماتریس-توان روابط تنشدر اینجا نیز می

( ) ( ) ( ) ( )R RA B C
E R E R R R

B A C 

 
 

 
      

       
      

 )4-7(  

  

( ) ( ) ( )[( ) ]x R
E R R R
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  شود.ط انتهایی استوانه تعیین مییبا توجه به شرا Cثابت 

  

  اي)استوانه با دو سر باز (تنش صفحه 4-2-1-1
1

1
C





 )4-9(  

  

  اي)استوانه با دو سر بسته (کرنش صفحه 4-2-1-2
1

1 2
C





 )4-10(  

  

  توزیع دما در استوانه 4-2-2
  :شودبه شکل کلی زیر نوشته می 1ي هدایت حرارتیمعادله

2( ( ) )t pK R T q C T     )4-11(  
  

4 ( 1)( )
i

n r
t tK R K e   )4-12(  

)که در آن  )K R ،ضریب هدایت حرارتیq  ،نرخ تولید گرماpC  گرماي ویژه و  مادّهچگالی 

  است.

  :صورت زیر نمایش داد اي بهتوان در مختصات استوانههدایت حرارتی را می يمعادله

2

1 1( ( ) ) ( ( ) ) ( ( ) )p t t t
T T TC T K R R K R K R q

R R R R R x x



                

   )4-13(  

                                            
1. Heat conduction equation 
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با در نظر گرفتن مسأله در حالت پایا، بدون منبع حرارتی، انتقال حرارت متقارن نسبت به محور 

  :صورت زیر خواهد بود بعد شده بهتوزیع دماي بی يو توزیع دما تنها در راستاي شعاع؛ رابطه

1 ( ( ) ) 0t
d dTK R R

R dR dR
  )4-14(  

)4با فرض ثابت ماندن ضریب انتقال حرارت در طی ضخامت استوانه  0)n را14-4( ي، رابطه ( 

  :توان بدین صورت بازنویسی کردمی

( ) 0d dTR
dR dR

  )4-15(  

  :داریم rبعدفوق و نوشتن معادله بر حسب پارامتر بی يگیري از رابطهبا دو بار انتگرال

1 2( ) ln( )T r C r C   )4-16(  

  :ند ازط مرزي حرارتی در استوانه عبارتیشرا

1( )

( )
r i

r k o

T r T

T r T




 



 )4-17(  

  

o

i

Rk
R

  )4-18(  

iT  وoT  به ترتیب دماي سطوح داخلی و خارجی استوانه وoR باشد.شعاع سطح خارجی آن می  

  کنیم.ط مرزي حرارتی را اعمال میی)، شرا16-4( يدر معادله 2Cو  1Cهاي به منظور یافتن ثابت

1

2

ln( )
o i

i

T TC
k

C T

 

 

 )4-19(  

  لذا توزیع دما در استوانه عبارت است از:

ln( )( ) ( )
ln( )o i i

rT r T T T
k

    )4-20(  
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یکنواخت و  هاي ناهمگن چرخان تحت فشارتحلیل استوانه 4-3

  دماي ثابت داخلی و خارجی
تحت فشار داخلی  oRو شعاع خارجی  iRبا شعاع داخلی ي جدار ضخیم ي استوانهیک پوسته

-4و با حضور منبع حرارتی در شعاع داخلی و خارجی استوانه را به صورت شکل ( oPو  iP و خارجی

  .باشدنیز می اي ثابتستوانه داراي چرخش با سرعت زاویها گیریم.) در نظر می1

  

  

  

  

  

  

  
  

  تحت فشار FGM چرخان جدارضخیم يمقطع استوانه 1-4شکل 

  داخلی و خارجی دماي ثابتو یکنواخت 
  

ر ثابت در نظمقدار آن را  ،در طی ضخامت بسیار جزئی است پواسون نسبت تغییرات از آنجا که

) 21-4( ينسبت به شعاع استوانه نمایی بوده و با رابطه ضریب انبساط حرارتیتغییرات  .گیریممی

مدول الاستیسیته و چگالی نیز داراي توزیع نمایی در  )1-3) و (32-2(طبق روابط  شود.تعریف می

  ي استوانه هستند.دیواره

3 ( 1)( ) n r
iR e  

 
)4-21( 

ܲ 

ܶ 

ܲ 

ܶ
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irدر این رابطه  R R بعد است. مختصات شعاع بیi در سطح داخلی  ضریب انبساط حرارتی

 يدر دیواره ضریب انبساط حرارتی) توزیع 2-4شکل ( باشد.می مادّهضریب ناهمگنی  3nاستوانه و 

  هد.دادیر ثابت ناهمگنی مختلف نشان میمق به ازايبعد و وانه را نسبت به مختصات شعاعی بیاست

  

  

  

  

  

  

  

  در راستاي شعاع یحرارت انبساطبعد ضریب توزیع بی 2-4شکل 

  

  تحت فشار چرخان ناهمگن يالاستیک استوانهترموحلّ  4-3-1
گیرند؛ توزیع دماي شکل قرار می دماي ثابتدر حالتی که سطوح داخلی و خارجی استوانه تحت   

هاي الاستیک ناشی از سایر هاي حرارتی در کنار کرنشي استوانه باعث ایجاد کرنشگرفته در دیواره

ود؛ شدر راستاي شعاع فرض میه به اینکه انتقال حرارت تنها شود. با توجهاي مکانیکی میبارگذاري

جهت تحلیل  ي مستويتوان از تئوري الاستیسیتههمچنان شرایط تقارن محوري برقرار بوده و می

  داخلی و خارجی استفاده کرد. دماي ثابتو یکنواخت هاي ناهمگن چرخان تحت فشار استوانه

  شود. لذا) وارد می2-3اي ثابت، به مجموعه باري معادل (دلیل چرخش استوانه با سرعت زاویهبه  

  چنین استفاده ازو هم) 3-3) در (7-4با جایگذاري () همچنان معتبر است. 3-3ي تعادل تنش (معادله
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  :آیددست میحاکم به صورت زیر به يمعادله ،)24-2(ي هبطار
2

2 2 *
2 ( ) ( 1) ( )R R

R
d u duR R p R Rp u f R
dR dR

    
 

)4-22( 

  

  که در آن
3 2

21 3( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( )i

C n n C d R R Rf R R R R
AR A dR E R A

  
 

 
   
   

)4-23( 

   

( ) ln( )
ln( )
o i

iR r
k

 
 

 
  
 

 )4-24( 

و  T*به ترتیب اختلاف دماي سطوح داخلی و خارجی نسبت به دماي مرجع  o و iکه در آن 

-4) و (1-3)، (32-2با جایگذاري (. باشندوابسته به شرایط انتهایی استوانه می Bو   ،A*هايثابت
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که طبق آن، جواب  کنیماستفاده میروش لاگرانژ از )، 22-4ناهمگن ( يمعادله منظور حلّبه
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  شودناهمگن به صورت زیر محاسبه می يخصوصی معادله حلّ  
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استفاده کرد. لذا  و   براي توابع )51-2) و (50-2(توان از روابط معرفی شده در در اینجا نیز نمی

-3(به صورت  و بسل و گاما،  توابعاز تعاریف و خواص تابع نمایی و استفاده  تیلوربا نوشتن بسط 

)1توان که در نتیجه با استفاده از آنها می آینددست می) به17-3) و (16 )v R  2و ( )v R .را محاسبه کرد  

ي ي ناهمگن در رابطهو همچنین حل خصوصی معادله همگن يعمومی معادله حلّبا جایگذاري   

  آید.دست میي حاکم به)، پاسخ معادله4-26(

1 1 2 2( ) ( ( ) ) ( ) ( ( ) ) ( )Ru R v R C M R v R C N R   
 

)4-33( 

قابل ارائه بوده و در صورت صفر شدن این ضریب،  1nبراي مقادیر مخالف صفر از ضریب این حل 

همگن تبدیل شده و  يمادّهنیز به آن اشاره شد، جنس استوانه به یک  در فصول قبلهمان گونه که 

  به تحلیل استوانه پرداخت.کلاسیک  حلّ باید از 

  ت از:در استوانه عبارت اس)، تنش شعاعی 7-4( ) و استفاده از24-2در ( )33-4( ذاريبا جایگ
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)توابع    )C R و( )D R ) شوند.) محاسبه می61-2) و (56-2از روابط    
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هاي )، تنش8-4) و (7-4)، (24-2) و استفاده از (33-4ها در (با جایگذاري مقادیر این ثابت  

  آیند.دست میجایی شعاعی بههمحیطی و طولی و جابشعاعی، 
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  که در آنها
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 شود.) محاسبه می58-2( ي، با استفاده از رابطهسمیزبراساس تئوري تسلیم فن مؤثرتنش   

تنش و و شرایط  1nضریب ناهمگنی  براي مقادیر مثبت و منفی را) 58-2) و (39تا  36-4معادلات (

  .کنیمبازنویسی می ،ايکرنش صفحه
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  مقایر مثبت ضریب ناهمگنی 4-3-1-1

  اي)استوانه با دو سر باز (تنش صفحهالف) 
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  اي)استوانه با دو سر بسته (کرنش صفحه ب)
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  مقادیر منفی ضریب ناهمگنی 4-3-1-2
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  که در آنها
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و یکنواخت  تحت فشار چرخان ناهمگن ياستوانه عدديحلّ  4-3-2
  دماي ثابت داخلی و خارجی

    
هاي حرارتی و مکانیکی توضیح تحت بارگذاري FGMي سازي استوانهي مدلدر این بخش نحوه

  داده شده است.
استفاده شده  CAX8R ايهاي متقارن محوري هشت گرهبندي استوانه، از المانمنظور المانبه   

اي به منظور افزایش دقت و ها و در شرایط تنش و کرنش صفحهاست. این المان در تحلیل پوسته

شود. به هر گره تبدیل می C3D20Rهمچنین بالا بردن سرعت تحلیل، به صورت داخلی به المان 

آن را مشخص  یابد که درجات آزاديو راستاي شعاعی و طولی اختصاص میمختصاتی با ددستگاه 

 انتخاب CTH25از نوع  متقارن محوريي استوانه، المان براي تحلیل توزیع حرارت در جداره کنند.می

  شده است.

سم متر با رمیلی 800متر و طول میلی 60متر، شعاع خارجی میلی 40استوانه به شعاع داخلی 

  سازي شده است.مقطعی مستطیلی از آن در حالت تقارن محوري، مدل

 ؛اي در نظر گرفته شده استي استوانهکه به صورت شعاعی در پوسته یبراي ایجاد خواص ناهمگن

، چگالی مساوي و نسبت دادن خواص مدول الاستیسیته يلایه 20استوانه به تعداد  يبا تقسیم جداره

 داخلی به صورت تابع نمایی طبق يمرکز از لایه يدر هر لایه بسته به فاصله یو ضریب انبساط حرارت

همگن و همسانگرد  ياستوانه 20اي مورد نظر از استوانه ينهایتاً پوسته )؛21-4) و (1-3( ،)32-2( روابط
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ال اتصته اند و خواص در محلّ به هم پیوس محلّ اتصالها در شود. این لایهبه هم چسبیده تشکیل می

شوند. براي اعمال شرایط مرزي موجود ها، حد میانگین چپ و راست مرز دو لایه در نظر گرفته میلایه

هاي موجود در دو انتهاي نتهایی درجات آزادي مربوط به گرهدر دو انتهاي استوانه، بسته به شرایط ا

اي دو سر هی در راستاي طولی المانجایهکنیم. براي استوانه با دو سر بسته، تنها جاباستوانه را مقید می

اشد. باي، نیاز به اعمال هیچ قیدي به دو سر استوانه نمیکنیم. در شرایط تنش صفحهاستوانه را مقید می

و خارجی مقطع ترسیم شده اعمال هاي موجود در سطوح داخلی شارهاي داخلی و خارجی نیز به گرهف

هاي موجود در سطوح داخلی و با در نظر گرفتن کل گرههمچنین براي اعمال شرایط دمایی،  شوند.می

خارجی استوانه، مقدار اختلاف دماي مربوط به هر یک از این سطوح را با دماي محیط به عنوان بارگذاري 

  کنیم. حرارتی اعمال می
  

  تحت فشار همگن چرخان ياستوانه حلّ ترموالاستیک 4-4
  آید.دست میحاکم بر استوانه به يمعادله )؛7-4() و 3-3( )،90-2)، (24-2(با استفاده از روابط 

2 2
2 2 3

2

( )R R
R

d u du C d RR R u R R
dR dR A dR EA

  
   

 
)4-86( 

 يتوان به روش لاگرانژ و با حاصل جمع جواب خصوصی معادلهگن فوق را میمناه يمعادله حلّ

را ) 86-4( يدست آورد. اما در روشی دیگر، معادلههمگن متناظر به يواب عمومی معادلهناهمگن و ج

  پردازیم.یحاکم م يگیري از آن، به حلّ معادلهپی نوشته و با انتگرالدربه صورت مشتقات پی
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  فوق، داریم: يگیري از رابطهبا دو بار انتگرال
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( )r و  )7-4)، (24-2( تنش شعاعی با استفاده از روابط. شودسبه میمحا )24-4( ياز رابطه

  باشد.به صورت زیر می 2Cو  1Cهاي و برحسب ثابت )4-88(

2
1 2

*
2 2

2

( ) [( ) ( ) ]

( ) (3 )( )
8

R
CR E A B C A B
R

C I rE A B R
A R



  

    



   



 
)4-90( 
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  :شوندبه صورت زیر نوشته می) 96تا  93-4(گاهی، روابط با اعمال شرایط تکیه
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 اي)استوانه با دو سر بسته (کرنش صفحه 4-4-2
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)4-104( 

ي، اگاهی تنش و کرنش صفحهشرایط تکیهدر  سمیزنوثر فؤتنش م يمحاسبه در اینجا نیز براي

 شود.استفاده می )107-2( و) 104-2(به ترتیب از روابط 

  

  نتایج يموردي و مقایسه يمطالعه 4-5
لّ حدست آمده از ج حاصل از حلّ تحلیلی با مقادیر بهنتای يموردي و مقایسه يمنظور مطالعهبه

جدار ضخیم ناهمگن و همسانگردي به شعاع داخلی  يسازي نرم افزاري، استوانهبه کمک مدل عددي

mm40iR   و شعاع خارجیmm60oR    و طولmm800L  گیریم. مدول یانگدر نظر می، 

GPa200iEدر سطح داخلی استوانه به ترتیب داراي مقادیر  و ضریب انبساط حرارتی چگالی ، 

3kg m7860i  1و
C

6-1012i  شود که نسبت پواسون داراي باشند. همچنین فرض میمی

C25iTدماي سطوح داخلی و خارجی استوانه به ترتیب  در طی ضخامت است. 3/0مقدار ثابت    و

C125oT  بوده و فشار MPa80 iP P  اي با سرعت زوایه استوانه شود.به سطح داخلی وارد می

rpm3600ثابت   باشد.ور مرکزي میدر حال چرخش حول مح  

الت تنش و کرنش دیگر فرض شده و نتایج براي دو حیک ابربر 3nو  1n ،2nهاي ناهمگنی ثابت

 حلّ عددي يکوچک نمایندههاي ط ممتد نشانگر حلّ تحلیلی و دایرهخطو. شونداي ارائه میصفحه

  باشند.صورت گرفته می
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  اي)استوانه با دو سر باز (تنش صفحه 4-5-1
 دماي ثابتو  داخلییکنواخت ، تحت فشار بتدر این بخش، استوانه در حال دوران با سرعت ثا

  .)3-4(شکل  باشدمیاي و در حالت تنش صفحهبوده  یو خارج یداخل

  

  

  

  

  

  

  
  

  داخلی یکنواخت تحت فشار چرخان ياستوانهعرضی مقطع  3-4شکل 

  ايدر حالت تنش صفحه داخلی و خارجی ثابتدماي و 

  
دهد. میبعد شده را در طی ضخامت استوانه نمایش اعی بیعتنش ش عتوزی )4-4( شکل  

نش ؛ لذا توزیع تمواجه هستیماي خطی مسأله مورد نظر، باي ناهمگن تحلیل تنش استوانه در از آنجا که

دست آمده در دو فصل قبل مربوط به تحلیل تواند با توجه به اصل جمع آثار و با استفاده از نتایج بهمی

  هاي ناهمگن چرخان تحت فشار به همراه تحلیل حرارتی بیان شده در این فصل محاسبه شود.استوانه

ناهمگنی با هم برابر  و خارجی براي تمامی مقادیر ضریب هاي داخلیشعاعی در لایهمقدار تنش 

Hنسبت  ي داخلیبوده و در لایه
R R  .ازاي مقادیر منفی از ضریب ه در طول دیواره و ب برابر یک است

هاي مثبت، افزایش  nبه ازايهمگن کاهش یافته و  يمادهّناهمگنی، مقدار تنش شعاعی نسبت به 
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  nبه مقدار ي همگن آن نسبت به مادّهافزایش یا کاهش  منفی بوده و مقادیر تنش شعاعییابد. می

  بستگی دارد.

دار مق .دهدنمایش می بعد شدهبیرا نسبت به شعاع  بعد شدهبی توزیع تنش محیطی )5-4( شکل

 یب ناهمگنیاضر مقادیر هیچ یک از به ازايهاي داخلی و خارجی و تنش در هیچ کدام از لایهاین 

Hسطوح، نسبتتمامی در  .باشدنمییکسان 
   25/1(ي میانیو تنها در لایه مخالف یک بوده(r  

0n به ازايمقدار تنش محیطی شود. برابر این عدد می  يمادّهی استوانه، بیشتر از لداخ يو در نیمه 

 ازايبه  ي همگنتنش ایجاد شده در مادّه کهباشد. در حالین میخارجی کمتر از آ يهمگن، و در نیمه

0n  باشد.ي ناهمگن میي خارجی کمتر از مادّهدر نیمهي داخلی استوانه بیشتر و و در نیمه  

د. باشنها به یکدیگر نزدیک شده و داراي رفتار مشابهی میداخلی استوانه، منحنی يدر نیمه

1nمنحنی مربوط به به سطوح داخلی و خارجی استوانه،  ثابت دمايبا اعمال همچنین   ، که تا پیش

دیگر این ویژگی خود را از دست داشت؛ تغییرات اندکی را در طی ضخامت از این و در دو فصل قبل 

  داده و شیب تغییرات آن افزایش یافته است.

 هد.دنمایش می بعد شدهبیرا نسبت به شعاع  بعد شدهبیایی شعاعی جهتوزیع جاب )6-4(شکل 

Hدر هیچ یک از نقاط، نسبت 
R Ru u  .مقادیر منفی از ضریب ناهمگنی، مقدار  به ازايبرابر یک نیست

همان  باشد.تر از آن میکوچک ،تهاي مثب n همگن و براي يتر از استوانهجایی شعاعی بزرگهجاب

خان ي چرها نسبت به استوانهجاییجابهرفت؛ با اضافه شدن دما به مجموعه، مقادیر گونه که انتظار می

- علاوه بر آن، نسبت اختلاف مقادیر در بین منحنیاي پیدا کرده است. تحت فشار افزایش قابل ملاحظه

 ارهایی که قرلذا در طراحی استوانههاي مربوط به ضرایب ناهمگنی متفاوت دیگر یکسان نخواهد بود. 

 جایی امري ضروري به حسابقرار بگیرند، توجه به مقادیر جابه است در محیط با دماي بالا مورد استفاده

  آید.می
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  یکنواخت تحت فشار چرخان ناهمگن يتوزیع تنش شعاعی در استوانه 4-4شکل 

  ايدر حالت تنش صفحه داخلی و خارجی ثابتدماي و  داخلی
  

  
  

  یکنواخت تحت فشار چرخان ناهمگن يدر استوانه محیطیتوزیع تنش  5-4شکل 

  ايدر حالت تنش صفحه داخلی و خارجی ثابتدماي و  داخلی
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  یکنواخت تحت فشار چرخان ناهمگن يدر استوانه جایی شعاعیجابهتوزیع  6-4شکل 

  ايدر حالت تنش صفحه داخلی و خارجی ثابتدماي و  داخلی

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  یکنواخت تحت فشارچرخان ناهمگن  يدر استوانه تنش مؤثرتوزیع  7-4شکل 

  ايدر حالت تنش صفحه داخلی و خارجیثابت دماي و  داخلی
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)، در طی ضخامت نشان 48-4( يبعد شده را بر اساس معادلهبی مؤثرتنش  عتوزی )7-4(شکل 

هیچ یک از مقادیر ضریب ناهمگنی، در سطوح داخلی و خارجی، مقادیر  به ازايها این تنش .دهدمی

Hیکسانی نداشته و نسبت 
eff eff  .در هیچ کدام از این سطوح برابر یک نیست  

 2/1هاي کمتر از حدود منفی از ضریب ناهمگنی و در شعاع مقادیر به ازاي، مؤثرمقدار تنش 

تري از آن خارجی استوانه، داراي مقادیر کوچک يبوده در حالیکه در نیمههمگن  يمادّهتر از بزرگ

ها رفتار داخلی استوانه، منحنی يدهد. در نیمهبت رخ میمثهاي  nباشد. عکس این قضیه براي می

H، نسبت 2/1شوند. بنابراین تنها در شعاع حدود مشابهی داشته و به یک مقدار واحد نزدیک می
eff eff  

n-5/0منحنی مربوط به  شود.برابر یک می ،  تغییرات اندکی را در طی ضخامت استوانه دارد. علاوه

ی باشد. لذا در وضعیتبر آن کمترین مقدار تنش مؤثر نیز مربوط به همین مقدار از ضریب ناهمگنی می

ي  ناهمگن که مقدار باشد؛ استفاده از مادّهه در جسم عامل تعیین کننده در طراحی که تنش ایجاد شد

  شود.است توصیه می -5/0هر سه ضریب ناهمگنی آن برابر 

  

  

  

  

  

  

  

  

  داخلی یکنواختتحت فشار  چرخان ياستوانهعرضی مقطع  8-4شکل 

  ايصفحه کرنشدر حالت  خارجیثابت داخلی و دماي و 
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  اي)استوانه با دو سر بسته (کرنش صفحه 4-5-2
سطوح در  ثابت دمايو  ، تحت فشار داخلیبتدر این بخش، استوانه در حال دوران با سرعت ثا

  .)8-4(شکل  باشدمیاي صفحه کرنشو در حالت بوده  یو خارج یداخل

ایی شعاعی و تنش جههاي شعاعی، محیطی و طولی، جاب، توزیع تنش)13-4(تا  )9-4(هاي شکل

  .توضیح داده شد قبل دهند. رفتار این نمودارها، مشابه آن چیزي است که در بخشمؤثر را نشان می

  یکنواخت تحت فشار چرخان ناهمگن يدر استوانه تنش شعاعیتوزیع  9-4شکل 
  ايصفحه کرنشدر حالت  دماي ثابت داخلی و خارجیو  داخلی

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  یکنواخت تحت فشار چرخان ناهمگن يدر استوانه تنش محیطیتوزیع  10-4شکل 
  ايصفحه کرنشدر حالت  دماي ثابت داخلی و خارجیو  داخلی
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  یکنواخت تحت فشار چرخان ناهمگن يدر استوانهتنش طولی توزیع  11-4شکل 

  ايصفحه کرنشدر حالت  دماي ثابت داخلی و خارجیو  داخلی

  

  

  یکنواخت تحت فشارچرخان ناهمگن  يدر استوانهجایی شعاعی جابهتوزیع  12-4شکل 

  ايصفحه کرنشدر حالت  دماي ثابت داخلی و خارجیو  داخلی
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  یکنواخت تحت فشار چرخان ناهمگن يدر استوانه تنش مؤثرتوزیع  13-4شکل  

  ايصفحه کرنشدر حالت  دماي ثابت داخلی و خارجیو  داخلی

  
چرخان به دو روش  ياستوانهترموالاستیک حاصل از تحلیل  مؤثرمقادیر تنش  )1-4( جدول

PET  وFEM داخلی، میانی و خارجی هاياي و تحت فشار داخلی، در لایهرا در حالت تنش صفحه 

  دهد.استوانه نمایش می

  باشد.اي میصفحهدیر و براي حالت کرنش نیز شامل همین مقا )2-4( جدول

  

  ( )eff MPa  
 n  -1 n  -0/5 n  0 n  0/5 n  1 

PET 38/199  ي داخلیلایه  37/182  76/156  52/138  72/123  
FEM 22/199  30/182  75/156  25/138  64/123  

ي میانیلایه  
PET 44/186  00/207  55/152  71/204  99/197  
FEM 40/186  92/206  55/152  70/204  83/197  

ي خارجیلایه  
PET 43/163  18/201  76/248  62/309  39/388  
FEM 00/162  98/200  76/248  57/309  34/388  

  

  هايدر لایه FEMو  PETي مقادیر تنش مؤثر حاصل از مقایسه 1-4 جدول

  اي در حالت تنش صفحهداخلی، میانی و خارجی 

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

5.5

1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

A
xi

s 
Ti

tle

Axis Title

PET

FEM

ߪ 


ܲ⁄

ܴ ܴ⁄

݊ =0݊ = −0.5݊ = −1

݊ = +1 ݊ = +0.5



138 
 

  ( )eff MPa  
 n  -1 n  -0/5 n  0 n  0/5 n  1 

PET 33/146  ي داخلیلایه  31/125  11/106  58/89  84/75  
FEM 97/145  20/125  11/106  50/89  73/75  

ي میانیلایه  
PET 10/201  81/203  21/203  78/198  25/189  
FEM 02/201  54/203  18/203  65/198  17/189  

ي خارجیلایه  
PET 32/166  54/207  22/260  67/328  66/418  
FEM 14/166  35/207  22/260  30/328  52/418  

  

  هايدر لایه FEMو  PETي مقادیر تنش مؤثر حاصل از مقایسه 2-4 جدول

  ايمیانی و خارجی در حالت کرنش صفحهداخلی، 

  

  طراحی بهینه 4-6
براي  نامهپایان ي حلّ استفاده شده در این گونه که در فصل قبل نیز به آن اشاره شد؛ شیوههمان

هاي ناهمگن ساخته شده از مواد دهد تا بتوانیم استوانهاین امکان را به ما می FGMي تحلیل استوانه

هاي مختلف از ضرایب ناهمگنی و نه یکسان در نظر گرفتن هر سه مقدار تحلیل متغیر تابعی را با ترکیب

  ط مختلف انتهایی ارائه دهیم.هاي متفاوت و در شرایکرده و بهینه ترین طراحی را در بارگذاري

در این فصل با سه خاصیت مدول الاستیسیته، چگالی و ضریب انبساط حرارتی که هر سه داراي 

 1n ،2nرو هستیم. در نتیجه مقادیر سه ضریب ناهمگنی باشند روبهي استوانه میتوزیع نمایی در دیواره

کنند. در ایفا می دماچرخان تخت فشار و  FGMهاي نقش اساسی را در تحلیل و طراحی استوانه 3nو 

1ي مقدار در بازه 20این قسمت با در نظر گرفتن  1  in  ،27000براي هر یک از این ضرایب 

- د داده شده است. نتایج براي تنشاجهت طراحی پیشنه بهینه ترکیب ترکیب بررسی شده و در نتیجه

 آیند؛ در قالب نمودارهايترین معیارها در طراحی به حساب میهاي مؤثر بیشینه و کمینه که یکی از مهم

اي ترسیم تر) و براي تنش و کرنش صفحهترکیب مهم 64اي (براي بعدي (براي تمام ترکیبات) و میلهسه

  اند.شده
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  تنش مؤثر نسبت به ضرایب ناهمگنی مختلف کمینه بعديسهتوزیع  14-4شکل  
 ايصفحه تنشدر حالت 

                                                               
  
  
  
  
  
  

  تنش مؤثر نسبت به ضرایب ناهمگنی مختلف کمینهاي توزیع میله 15-4شکل 
ايصفحه تنشدر حالت   
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  تنش مؤثر نسبت به ضرایب ناهمگنی مختلف بیشینه بعديسهتوزیع  16-4شکل 
  ايصفحه تنشدر حالت 

 
 

 

 

  

 
  تنش مؤثر نسبت به ضرایب ناهمگنی مختلف بیشینهاي توزیع میله 17-4شکل 

  ايصفحه تنشدر حالت 
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   تنش مؤثر نسبت به ضرایب ناهمگنی مختلف کمینه بعديسهتوزیع  18-4شکل 
  ايدر حالت کرنش صفحه 

 

     

 

 

 

  تنش مؤثر نسبت به ضرایب ناهمگنی مختلف کمینهاي توزیع میله 19-4شکل 
  ايصفحه کرنشدر حالت 
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  تنش مؤثر نسبت به ضرایب ناهمگنی مختلف بیشینه بعديسهتوزیع  20-4شکل 
  ايدر حالت کرنش صفحه

  
  

  

  

  

  
  تنش مؤثر نسبت به ضرایب ناهمگنی مختلف بیشینهاي توزیع میله 21-4شکل 

  ايصفحه کرنشدر حالت 

݊ଵ = −1 ݊ଵ = −0.5 

݊ଵ = 0.5݊ଵ = 1

ߪ 


ܲ⁄
 

ߪ 


ܲ⁄
 

ߪ 


ܲ⁄
 

ߪ 


ܲ⁄
 

݊ଷ ݊ଷ 

݊ଷ

݊ଶ ݊ଶ

݊ଶ ݊ଷ ݊ଶ 

2.2
2.3
2.4
2.5
2.6
2.7

-1 -0.5 0.5 1

Ax
is 

Ti
tle

Axis Title

Chart Title

ߪ 


ܲ⁄

݊ଵ = −1

݊ଶ

0

1

2

3

-1 -0.5 0.5 1

Ax
is 

Ti
tle

Axis Title

Chart Title

ߪ 


ܲ⁄

݊ଵ = −0.5

݊ଶ



143 
 

چرخان تحت فشار مشاهده شد که کمینه و بیشینه مقادیر  FGMي در فصل قبل و براي استوانه

صورت یکنوا هاي تنش بهشود و منحنیتنش مؤثر تنها در سطوح داخلی و خارجی استوانه ایجاد می

ها اکیداصًعودي و دهد که منحنیکنند. اما بررسی نمودارها در این بخش نشان میصعود و یا نزول می

ي تنش مؤثر ممکن است در مکانی غیر از سطوح داخل و نه و یا بیشینهیا نزولی نبوده و مقدار کمی

ي چرخان تحت فشار که ترکیب با دهد. از طرف دیگر برخلاف نتایج حاصل از استوانهخارج رخ می

ز داشت؛ با ها نیها، کمترین مقدار را در بین کمینه تنشکمترین مقدار تنش مؤثر در بین بیشینه تنش

به مجموعه شرایط تغییر کرده و این دو ویژگی متعلق به یک ترکیب واحد نخواهد بود. اضافه شدن دما 

رکیب ترین تبه سطوح استوانه به وجود آورده آن است که بهینه دماي ثابتاز دیگر تغییراتی که اعمال 

اي نیست. با توجه به ترین مقادیر براي حالت کرنش صفحهاي همان بهینهدر حالت تنش صفحه

فتد ااي زمانی اتفاق می) کمترین تنش مؤثر بیشینه در حالت تنش صفحه21-4) تا (14-4دارهاي (نمو

اي باشند. اما بهترین ترکیب در حالت کرنش صفحه -5/0که هر سه ضریب با هم برابر و مساوي عدد 

که باشد. ترکیبات بیان شده علاوه بر آنمی 3nتا 1nترتیب براي ضرایببه 5/0و  -1، -1انتخاب اعداد 

هاي مؤثر را در بین بیشینه مقادیر تنش دارند؛ کمترین تغییرات را نیز در طی ضخامت کمترین تنش

  دارا هستند.

جایی بهترین ترکیب ضرایب را در دو حالت ها و جابه) نمودار تنش26-4) تا (22-4هاي (شکل

داخلی و خارجی  دماي ثابتچرخان تحت فشار داخلی و  FGMي اي براي استوانهو کرنش صفحهتنش 

  دهد.نشان می
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یکنواخت ناهمگن چرخان و تحت فشار  يدر استوانه شعاعیتنش  يبهینه توزیع 22-4شکل 

  ايدر حالت تنش و کرنش صفحه دماي ثابت داخلی و خارجیداخلی و 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

یکنواخت ي ناهمگن چرخان و تحت فشار در استوانه محیطیتنش  يبهینه توزیع 23-4شکل 

  ايدر حالت تنش و کرنش صفحه دماي ثابت داخلی و خارجیداخلی و 
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  یکنواختي ناهمگن چرخان و تحت فشار در استوانه طولیتنش  يبهینه توزیع 24-4شکل 

  ايدر حالت تنش و کرنش صفحه دماي ثابت داخلی و خارجیو  داخلی

  

  

  

یکنواخت ي ناهمگن چرخان و تحت فشار در استوانه جایی شعاعیجابه يبهینه توزیع 25-4شکل 

  ايدر حالت تنش و کرنش صفحه دماي ثابت داخلی و خارجیداخلی و 
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  یکنواختي ناهمگن چرخان و تحت فشار در استوانه مؤثرتنش  يبهینه توزیع 26-4شکل 

  ايدر حالت تنش و کرنش صفحه دماي ثابت داخلی و خارجیو داخلی 

  

  گیريبندي و نتیجهجمع 4-7
 ي مورديدر مطالعه–هاي نسبتاً بالا نیز در فصل قبل مشاهده شد که چرخش استوانه با سرعت

دماي اعمال  اماجایی ایجاد شده در آن ندارد. ها و جابهتأتیر چندانی بر توزیع تنش -صورت گرفته

به سطوح داخلی و خارجی استوانه و در نتیجه تشکیل پروفیل دمایی در آن، تاثیر بسزایی بر  یکنواخت

در بارگذاري حرارتی شرایط انتهایی تأثیر بیشتري نسبت به دو  جایی خواهد داشت.مقادیر تنش و جابه

 يي تحت شار حرارتی از لایهاستوانه درگذارد. اي میي استوانهبارگذاري دیگر بر روي رفتار پوسته

ر حالیکه دیابد؛ درشعاعی افزایش می جاییي خارجی مقادیر تنش محیطی و جابهداخلی به سمت لایه

ي خارجی کاهش پیدا ي داخلی به سمت لایهاز لایه هاها و تنشجاییي تحت فشار داخلی، جابهاستوانه

  کنند.می
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چرخان و تحت فشار و دما نیز همانند دو فصل گذشته، تنش شعاعی هاي ناهمگن در استوانه  

  یمحیط باشند. اما تنشمستقل از شرایط انتهایی استوانه بوده و تنها به خواص مکانیکی مادّه وابسته می

  .هستندوابسته  مادّهجایی شعاعی، هم به شرایط انتهایی و هم به خواص مکانیکی هجابو 

نتایج  توانباشند. میمی با نتایج تحلیلی ي تطابق بسیار خوبی، داراعددي حلّنتایج حاصل از 

ه توانداخلی اس يدر نیمه مؤثرگرفت که با افزایش مقدار ضریب ناهمگنی، مقادیر تنش محیطی و تنش 

در شرایط کرنش یابند. رفتار مشابهی نیز براي تنش طولی و دیگر افزایش می يکاهش و در نیمه

عاعی کاهش و تنش جایی شهشود. علاوه بر آن، با افزایش ضریب ناهمگنی، جابمیاي مشاهده صفحه

  یابند.شعاعی افزایش می

چرخان تحت فشار داخلی و شار حرارتی هاي ناهمگن در استوانهي ضرایب ناهمگنی ترکیب بهینه

حالت تنش هر سه ضریب در براي  -5/0عدد باشد. اي متفاوت میهاي تنش و کرنش صفحهبراي حالت

ترین اي، بهینهو در حالت کرنش صفحه 3nتا 1nبه ترتیب براي ضرایب  5/0و  -1، -1اي و اعداد صفحه

 دنبال خواهند داشت.طراحی را به
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5فصل   
 
 

 گیريبندي و نتیجهجمع
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  مقدمه 5-1
هاي داخلی و هاي جدار ضخیم متقارن محوري، به دلیل مقاومت بالا در برابر انواع فشاراستوانه 

صنعت پیدا هاي متنوّع دیگر کاربرد فراوانی در خارجی، نیروها و لنگرها، گرادیان دمایی و بارگذاري

ها با تغییرات هندسه، ماده و بارگذاري هاي مختلف تحلیل این گروه از پوستهیابی به روشاند. دستکرده

باشد. در همین راستا در این رساله سعی شده است تا با ي پژوهشگران و نیاز صنعتگران میمورد علاقه

هاي جدار ضخیم با براي استوانه ي مستويالاستیسیتهتئوري  ي روش حلّ تحلیلی بر مبنايارائه

 فشاري شامل فشار داخلی و خارجی، بارگذاري ضخامت ثابت در حالت تقارن محوري تحت بارگذاري

ي حرارتی به صورت شار حرارتی یکنواخت در جداره بارگذاري دورانی شامل چرخش با سرعت ثابت و

ها و شرایط مرزي مختلف بر روي مقادیر تنش ياستوانه ناشی از گرادیان دما، اثر هریک از این بارگذار

و نکات  يي مستوالاستیسیتههاي تئوري اي بررسی شود. همچنین قابلیتي استوانهجایی پوستهو جابه

هاي صورت گرفته در این رساله، بندي کارقوّت و ضعف آن بیان شده است. در این فصل ضمن جمع

فصل صورت پذیرفته است و نهایتاً پیشنهادهایی براي ادامه  مربوط به هر گیري جامعی از مباحثنتیجه

  شده است. ارائه و تکمیل کار نیز

  

  گیريبندي و نتیجهجمع 5-2
(با جدار ثابت یا متغیّر) در حالت متقارن محوري تحت  ضخیمهاي جدار به طور کلی تحلیل استوانه

اي دورانی، حرارتی و ... ) با شرایط انتهایی فشار شعاعی، نیروه ها (شامل فشار محوري،انواع بارگذاري

دوم بر  يي مستوي منجر به ایجاد معادله دیفرانسیل مرتبهاز تئوري الاستیسیتهمختلف با استفاده 

یک  توان بهشود. این معادله را با استفاده از روش تغییر متغیر میجایی شعاعی استوانه میحسب جابه

تبدیل کرد. در این صورت معادله داراي حلّ دقیق بوده و در حالت  شده ئومتریک اصلاحژي هایپرمعادله

زمانی که استوانه داراي چرخش باشد، معادله از حالت  باشد.بارگذاري فشاري به سادگی قابل حل می
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شود. در این صورت حلّ صورت یک ترم ناهمگنی در آن ظاهر میهمگن خارج شده و تأثیر چرخش به

  وار خواهد بود.ي حاکم دشمعادله

باشد. این روش بر هاي حلّ معادلات دیفرانسیل ناهمگن، استفاده از روش لاگرانژ مییکی از روش

ي حاصل با حلّ عمومی ي ناهمگن و جمع نتیجهدست آوردن یک حلّ خصوصی براي معادلهمبناي به

دقیق معادله در بخش اول  کند. از آنجا که توابع معرفی شده براي حلّي همگن متناظر عمل میمعادله

ست دتوان از این شکل توابع در روش لاگرانژ و در بهباشند؛ لذا نمیهاي معین میصورت انتگرالخود به

آوردن حلّ خصوصی استفاده کرد. پیشنهادي که براي حلّ معادله در این وضعیت ارائه شد، استفاده از 

توان حل به روش لاگرانژ را پیش ورت به سادگی میجاي خود آنها بود. در این صتوابع به تیلوربسط 

ي دیگر نوآوري در این رساله ي حل، جنبهي حاکم رسید. علاوه بر این شیوهبرده و به جواب معادله

ها و شرایط انتهایی مختلف به ازاي مقادیر متفاوت از با بارگذاري FGMهاي ناهمگن تحلیل استوانه

ل تنها در حالت برابر بودن این ضرایب است. در نتیجه امکان بررسی ي حضرایب ناهمگنی و نه ارائه

 هاي مختلف از ضرایب ناهمگنی فراهمها با در نظر گرفتن ترکیبترین وضعیت در طراحی استوانهبهینه

  شود.می

مسائل متقارن محوري که در آنها تنش و یا کرنش  ي مستوي در حلّاستفاده از تئوري الاستیسیته

باشد. در صنعت مسائلی از این دست به جاد نشود مناسب بوده و نتایج حاصل از آن دقیق میبرشی ای

  شوند.وفور یافت می

  

 FGMاي هاي استوانهحالت اولّ: تحلیل الاستیک پوسته

 و تنش جایی شعاعیهجاب ،ي ناهمگن تحت فشاردر استوانههمانطور که در فصل دوّم اشاره شد، 

به خواص مکانیکی  n ضریب يواسطهه گاهی نبوده و بط تکیهمکانیکی و شرای مستقل از خواصمحیطی 

ه تنها به خواص مکانیکی وابست زشعاعی نی د. تنشنشوگاهی وابسته مییط تکیهبه شرا *و از طریق

  است.
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ي ناهمگن به کمک تئوري تحلیل استوانههاي حاصل از جایی و تنشهبا بررسی توزیع جاب

باق انط ،آباکوسصورت گرفته توسط نرم افزار  حلّ عدديآنها با  يمستوي و مقایسه يالاستیسیته

، با ضخامت ثابت ضخیمي جدار در استوانهکه توان نتیجه گرفت می  .شودمیخوبی در نتایج مشاهده 

عی مثبت و فشار خارجی یکنواخت نیز باعث ایجاد جایی شعافشار داخلی یکنواخت سبب ایجاد جابه

شود. براي استوانه تحت هر سه حالت بارگذاري، مواد ناهمگن با جایی شعاعی منفی در استوانه میجابه

 شود دري همگن میجایی در استوانه نسبت به مادهمقادیر ثابت ناهمگنی مثبت سبب کاهش جابه

افزایش  باشود. ي همگن میجایی نسبت به مادهعث افزایش جابهحالیکه مقادیر ثابت ناهمگنی منفی با

مقدار ضریب ناهمگنی و براي هر یک از دو نوع بارگذاري فشار داخلی و خارجی، مقادیر تنش محیطی 

یابند. رفتار مشابهی خارجی آن افزایش می يهش و در نیمهداخلی استوانه کا ي، در نیمهمؤثرو تنش 

با افزایش ضریب ناهمگنی، کاهش  شود.اي مشاهده میو در شرایط کرنش صفحهي تنش طولی نیز برا

قابل مشاهده است. در بارگذاري داخلی استوانه، مقدار عاعی در استوانه با فشار خارجی در مقدار تنش ش

تواند بهترین می 1nماده با ضریب ناهمگنی  یابد.ناهمگنی افزایش میتنش شعاعی با افزایش ضریب 

ي ناهمگن تحت فشار باشد چرا که علاوه بر داشتن کمترین مقادیر در تنش انتخاب براي تولید استوانه

  باشد. ي استوانه میجایی شعاعی، داراي توزیع با گرادیان تغییر مقادیر بسیار اندك در دیوارهمؤثر و جابه

  

 FGM چرخان ايهاي استوانه: تحلیل الاستیک پوستهدومّحالت 

ه شود کهاي نه چندان زیاد، مشاهده میبا توجه با تأثیر بسیار کم بارگذاري دورانی براي سرعت

. اشدبرفتار استوانه تحت بارگذاري دورانی و فشاري بسیار مشابه رفتار استوانه تحت بارگذاري فشاري می

ی نسبت به جایهها و جابات نسبتاً کمی را در مقادیر تنشتغییر ،rpm3600اما چرخش با سرعت ثابت

ال در هستند. به عنوان مث بیشینهداخلی استوانه  يکند. این تغییرات در لایههمگن ایجاد می ياستوانه

1nثابت ناهمگنی  به ازايسطح داخلی و  ، شاهد حدود MPa 28  و  مؤثراختلاف در مقدار تنش
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هاي ناهمگن چرخان و تحت فشار در استوانه جایی شعاعی هستیم.هاختلاف مقدار جاب m5/3 حدود

باشند. ه میوابست مادّهشعاعی مستقل از شرایط انتهایی استوانه بوده و تنها به خواص مکانیکی  تنش نیز

وابسته  مادّهایی شعاعی، هم به شرایط انتهایی و هم به خواص مکانیکی جهجابتنش محیطی و اما 

ت که توان نتایج گرفباشند. میي تطابق بسیار خوبی میتحلیل عددي، دارا حلّنتایج حاصل از  .هستند

هش و ه کاداخلی استوان يدر نیمه مؤثربا افزایش مقدار ضریب ناهمگنی، مقادیر تنش محیطی و تنش 

ي ادر شرایط کرنش صفحهیابند. رفتار مشابهی نیز براي تنش طولی و دیگر افزایش می يدر نیمه

عاعی کاهش و تنش شعاعی جایی شهشود. علاوه بر آن، با افزایش ضریب ناهمگنی، جابمشاهده می

  یابند.افزایش می

 به ترتیب براي -1+ و 1چرخان تحت فشار داخلی با انتخاب مقادیر  هاي ناهمگناستوانه در

اي، تنش مؤثر ایجاد شده در استوانه و در هر دو حالت تنش و کرنش صفحه 2nو  1nضرایب ناهمگنی 

 باشد. علاوه بر آن، تنش داراي توزیعداراي کمترین مقدار نسبت به هر ترکیب دیگر از این دو ضریب می

د. لذا از روي استوانه بوده که ویژگی بسیار مطلوبی در طراحی به شمار میتقریباً یکنواختی در دیواره

تحت فشار داخلی  FGMهاي چرخان ترین ترکیب جهت طراحی استوانهعنوان بهینهتوان بهاین اعداد می

 یاد کرد.

  

 FGM ايهاي استوانهالاستیک پوستهترمو: تحلیل سوّمحالت 

به سطوح داخلی و خارجی استوانه و در  دماي ثابتاعمال با توجه به آنچه فصل چهارم بیان شد، 

اري حرارتی در بارگذ جایی دارد.نتیجه تشکیل پروفیل دمایی در آن، تاثیر بسزایی بر مقادیر تنش و جابه

در گذارد. ي میاي استوانهگذاري دیگر بر روي رفتار پوستهشرایط انتهایی تأثیر بیشتري نسبت به دو بار

شعاعی  جاییي خارجی مقادیر تنش محیطی و جابهي داخلی به سمت لایهاز لایه دماي تحت استوانه

ي داخلی به ها از لایهها و تنشجاییي تحت فشار داخلی، جابهحالیکه در استوانهیابد؛ درافزایش می

نیز همانند  دماو هاي ناهمگن چرخان و تحت فشار در استوانهکنند. خارجی کاهش پیدا میي سمت لایه
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 ادّهمشعاعی مستقل از شرایط انتهایی استوانه بوده و تنها به خواص مکانیکی  فصل گذشته، تنشدو 

یکی انجایی شعاعی، هم به شرایط انتهایی و هم به خواص مکهجابمحیطی و تنش باشند. اما وابسته می

  .هستندوابسته  مادّه

 هتوان نتایج گرفت کباشند. میي تطابق بسیار خوبی میتحلیل عددي، دارا حلّنتایج حاصل از 

هش و ه کاداخلی استوان يدر نیمه مؤثربا افزایش مقدار ضریب ناهمگنی، مقادیر تنش محیطی و تنش 

ي ادر شرایط کرنش صفحهش طولی و یابند. رفتار مشابهی نیز براي تندیگر افزایش می يدر نیمه

عاعی کاهش و تنش شعاعی جایی شهشود. علاوه بر آن، با افزایش ضریب ناهمگنی، جابمشاهده می

  یابند.افزایش می

و  داخلییکنواخت چرخان تحت فشار هاي ناهمگن در استوانهي ضرایب ناهمگنی ترکیب بهینه

براي  -5/0باشد. عدد اي متفاوت میو کرنش صفحههاي تنش براي حالت دماي ثابت داخلی و خارجی

و در حالت  3nتا 1nبه ترتیب براي ضرایب  5/0و  -1، -1اي و اعداد هر سه ضریب در حالت تنش صفحه

 دنبال خواهند داشت.ترین طراحی را بهاي، بهینهکرنش صفحه

  

  پیشنهادها 5-3
ر د ي حلی کهشیوهانجام شده و  در رابطه با موضوع این رساله توجه به کارهایی که در گذشته با

ا پیش از تکه ت بسیار فراوانی در تحلیل مسائل مشابه قابلیّ توان دریافت کهاین پژوهش ارائه شد، می

منظور جهت تکمیل  . به همینشد، وجود داردسازي فراوان حل میي غیر تحلیلی و با سادهاین به شیوه

  ردد:گاي پیشنهادات زیر ارائه میهاي استوانهها و با توجه به کاربرد وسیع و متنوع پوستهاین بررسی

جاي هب صورت ویسکوالاستیک، کرنش سختی خطیدر نظر گرفتن رفتار پلاستیک استوانه به -1

  پلاستیک کامل.

  تحلیل حرارتی استوانه.حلّ مسأله با در نظر گرفتن شرایط ناپایا در  -2



155 
 

  نیروهاي حجمی با حفظ شرایط تقارن محوري. سایرمسأله در معرض تحلیل  -3

  ي ناهمگن.تحلیل مسأله با در نظر گرفتن خاصیت پیزوالکتریک براي مادّه -4

  گون.اي با مقاطع بیضوي در دستگاه بیضیهاي استوانهپوسته تحلیل -5
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Abstract: 

The aim of this study is to investigate and modeling the associated stress 
and displacement of thick walled heterogeneous cylinder under mechanical 
and thermal loading. The governing equation of the thick cylinders have 
been extracted for exponentially varying properties of material under 
internal and external pressure, the solution of the final equation has been 
indicated and by case study, results and graphs of the stress and 
displacement distribution for different boundary conditions have been 
indicated. For investigating the accuracy of results conducted from 
analytical solution, the numerical modeling of cylinder has been done and 
the results of two methods compare. Also, for elastic analysis of rotary 
cylindrical shells, by doing general solution of the cylinders under pressure 
loading, stress and displacement distribution for different B.C has been 
indicated and the results compared with that of analytical solution. 
Furthermore, thermo-elastic analysis of the cylindrical shells under 
pressure and uniform heat flux for different boundary conditions have been 
conducted and comparing the results with that of numerical shows that 
plane elasticity theory is a very efficient method on thermo elastic analysis. 
Finally conclusion, discussion and suggestion have been indicated. 
   
Key words: Thick cylinders, Plane elasticity theory, Analytical solution, 
Exponentially varying properties, FGM, FEM. 
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