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1-1 ���2�  

�
.� ��%� /0,���,%#1 (AFM) /0,���,%# 7C
@ ������� ���E  ��2 (SPMs) �#7$ !���  ��

 7��1980 �!� h���2� &��.  ��/0,���,%# �� ����� ���E  �������$ W-3 &�@ +%.  >���

 ��0# 304� �� 7���!�� �0T�#71R�#  �%;7� 7�Z� B%f8 �� ���# �,%��,# � �,-+%P  ��  !��

� ��%�R � ���-����� �# ���9������; . 	%M��7�0
� /0,���,%#  5�-�@ /0,���,%# ����� ���E

�����4 (STM) �#�� �� 7$ !��� O1982 � 7���� � }�%�%� 7C%�� ]1[  O�� !�g 7$ !-��; 7s���

 O�� ���- !��1986���*  ���  ���* 5�u#�� 7� �� B�0� �+-�@.  ��STM   ��� +%. ���0� =0� W- ��

 304� >��� ��0#7
%� �- ������# ���9��� ��������; . �dM 5�-�@ W- >��� X���� ��Wg0$  	%�

�# �0@0� 7�0
� ?4� � =0����!�� �� 7$ !-*�# 5�-�@ 	-�  �%;�;l-� 5�0. &�!� �� ?4�  ��

���* .�# ����� 7
%� �- 	-�0C� ��0# �
.�  �����2�� 7�M�4#  ��� '�# ��%:� ��+�� W- ������ 	-� -

!��� .  

@ /0,���,%# !-��; ����� 7$ �04��
��# ���. ����� 5�-�7�0
�  �� �� !��0.7
%� � �����  �� -

�
� � !-�
� B
G ������0.�%\ ��0# 304� >���  ��� 5* �� 5�0
� ���9��� �����.  	-� BH  ���

 B,�# }�%�%�&s0$  ���; �]2[  W- O�1.� �� !��:��0.=0�5  W-  ����� 7� Wg0$ �C%2 �%.

�%;���:,-6��  !-!@ 0~G  /0,���,%# X�� �� ����� ���E  ���
.���%� /0,���,%# ��  O�� ��

1986  h���2� !�-�
����8 7$ �0�  ��0# 7%C$ 304��%\ 7g � ����� 7g!-�
� >��� �� ����� .

/0,���,%# ���0��2 0~G 	-��
�# �
.���%� /0,���,%#�# ����� ���E  ��!��� . ����#�STM  �

AFM 7G0
e# 5�0�G 7� � /0,���,%# �� ��0# !��� ��$ 7� (��9�#  �������$ �� !���0. �# 7$ ��

                                                 
1 Atomic Force Microscope 
2 Scanning Probe Microscopes 
3 Probe 
4 Scanning Tunneling Microscope 
5 Tip 
6 Cantilever 
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�# ���8 ���9���!���* &�!� �� ��0# �,-+%P � �-�%
%� QC�R# (�%�012 !���0�� �. !��%; . � &s0$

���; �%:� +%. =0� W- �� �02  0�M� ���:,- �%. W-  ����� �� 7$ Wg0$ ��# B1�# �%;�� �0�

��!��  ����71R�#  �%;!��0� ���$ ���9��� ?4�  �� .���* !���� 5���  5�0
� >�.�# �� 7$

�:,- �%.��,%#�# �%;�� ��,C
G 5�0.AFM  ��� 	-� ��!�� 7$ ��� �Z.�� 5* �� 7$ /0,���,%# h0

�:,- �%.�# ���8 q��.�� &". �%;���,%#��-� �
.� ��%� /0,���,%# ��%;1 &P�; X�� . 	%M��

 >-�#�* �� �
.� ��%� /0,���,%#  �� �� 	%.��# U�0. �!�0� >�.�# �%.]3[  O�� ��1987  7s���

!-��; .B2�!. W- �� �02 >-�#�* �� ��`��2  �0� ���:,- �%. (����.�� 7�#�� >e��  � �%;��

�0
� ���9��� .  

1-2 ��/-� `�!	 6J����I� :6���/ a�?�*�  

q�� �#�
.q�� ��#� �� 7$ �-���# ���8 ����� ���E  ��     7����� �� ������ i��� �� !�-�� !��%;

!����r >���  � ��,C
G=0� 5�!%# �,-�+� �� . ��,C
G=0�     7�$ &�����# 	�-� 7� 5�!%# �,-�+� ��

=0�  !��$ &$�H 7�0
� ?4� 7� W-�+� �P�$ ���!�� 7� �!��$ >��� .     ?4�� ��  ������ �-0�1.  ����

 �!��� 7�0
�=0�   ����� ���M0c �# >��� 7�0
� ?4�!�$  ?4�� �C"# 7�Z� �.    �� 7��Z� ����-

���; B��H 7�0
� ?4�  !�� . �b�G &%�80# ����� �� �C"# 7�Z� 5��� ���8 ��=0�    7�T"M ��� ��

�Z� 77� ��!�� !�� �# &�!� ?4�!-*.  7$ �#����=0��# >��� �� ?4� �� W- !�$'� >�$

�# �0@0� 7�0
� � ?4� 	%� �%u�# �,%#��-�!-* . 7C��P �;�=0� !H �� ?4� �    !���� ��#0���� !�g

5��  �� ��%��� 	%� �:M��=0� �# ��e-� ?4� � �0�� .  ��[�G ��;�   	�-� ���     B%�:���E S[��2� W�-

�'��� �0� O�
G� �@��2 (�0� 7� �,-��,M�# {�9.� �,%.�������,M� >�$!�P� .  ^��@ �;� =0��  �

!��� ^%c��u#��P ��0# �� �� �� 7�0
�  !�� !��02 ��e-� �,%.����0��#  ����%� ^�� .   7C���P ��;�

                                                 
1 Dynamic Atomic Force Microscope 
2 Interferometer  
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=0� !��- >��$ ��#0��� W- ��!H 7� 7�0
� �   !�� !���02 �!%E ?4� � 7�0
� 	%� �C"# 5�-�@ W- .

 �.�0� �� 	-� 7�fM�&�� 7
%� �- ����� ���*  ���� 7$!���� ����� . 7$ �0� �M0�� !� 7�9; 7$  ���0#

STM �# ��$ ���*  ��f# ��$!� . �;�=0� 	%-�E V�%Z# �� 7��� ������ �- �
@ 7� ���8 �0# O0c �� �.

�# �� 7�0
� ?4� !���	%-�E 5�0. ������ ���!"# �� �.)q��E (�-01.  �0�
�  ������ .   �� B��� 	�-� ��

SNOM1 �# ���9����0� .�# 	%�D
� 5�0.=0�  ?4�� �� '%Z�:# �,%��,# V�
. �� �� w���#  ��

 �� �.�G[c� 5�0�� �. ��� ���8 7�0
�� 7�Z�7 !�� '��� � ?4�>�$   _���E +�%� � �"4��  ��   ���

 � �,%��)����* &�!� �� ?4� �,%��)��%\ .'���>�$ 	%� +%�  ��-�  ��=0�  ���� �0@� ?4� �

�# (���H �- 50- O�Z��� W-�+� 5�!%# W%��0$� B#�� 7$!���� .   !����,%E h0� �� �T�P�� =0��  �

��#���E �� ?4�'��� �@��2 �M�
G�  ��>�$ 	%� �!#* �0@0�  ��=0� �# ?4� � �%F�. &". !���0.

U%"# 7g �4%"# U-���!��%; ���8 �-�# 7g �  ��;  ��. >%E W-�+� 5�!%# ��,C
G &�@  ��%�

�  !�� 7�  )�� &8� 5���* &�!� 7�# q��E ���!"# 	�:,� 7C%��!��� . 7g �;� B�
G ��    ����

 	���� ���� &��F &�@ �C%:���E �� !-�� )�� 30b� 5���* &�!�=0�    �� W�-�+� 5�!�%# 7�Z4�# �� 

 �b�G  �%�-�@ � ��$ ���9��� 5*  �0
G &%�80# �����=0�     !���� A�%8� �P��$ !�H 7� !-�� .  &�8�

!#* !��02 &�!� W-��,M��+%E =�"#  �%;��,� ��  �%�-�@ �� �
.� �-� ��H �- �
.� . �� ���9��� ��

�# O�
G� =�"#  ������,M� ��  N��M� W-��,M��+%E �F� ��# 7$ �0�  !���0.   %Z��:# �0�c 7��'   v�G��

5�
M� i�:f�� �- ��fZ���0� �+%E  �� .%�%� ��� 	%M��  ��������� � } ]4[  O�� ��1982 � !��:��0. 7

   7�� ����- &�%�80# 7� 7-�E 7� W- (�0� 7� W-��,M��+%E  �� 7M0M 'T�# >-��* W- 7C%��   !���

!���- &�� . ���0
� 7$ &��  ���b !� 7�9; ���%E 7$ �04��
�=0� �+� 5�!%# �� >�$ '��� W-

 	%�=0�  �0� 7���� ���� 7�0
� ��)B,�1-1(.  ��STM '��� 	-� ��%:� 7$ 5�-�@ W- ��e-� �� >�$

 	%� 7C��P 7� 7�:���=0� �# 7�0
� ��# 5��� �� �02 !���(��%%u. 7$ !��  �48 ���!�� 7� 7C��P��  

                                                 
1 Scanning Near-Field Optical Microscopy 
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 B,� 1-1 ����� ���E ������ W-  �+@�  

 7� �� 5�-�@ �;�+� '.� �%�
�g �0c �# �%%u.!�� .  	%�� 7C��P O���$ 	-������ =0��   �� 7��0
� � 7

 7C%��'��� 7$ W�!%P X+%��,# W-���� ���� &��F ���0
� �� �!� ��e-� >�$ &��  ���b .  

�
.� ��%� /0,���,%# ��,C
G O0�� �# �� ���� 5��� 7� 5�0.� 7 (�0� B,�1-2 (a)  �(b)  5���

��� . W-� � &�� �!� B1�# �%;���:,- �%.  ����� �� 7$ W�!%P X+%��,# �� +%. =0� 7 O0
�# �0c

 ��!H �� �G���10  �.20  �� ?4� ���� ��#0���>��� �#!-�
� . >��� �� ?4� =0� 7$ �#����

�#!-�
� ��� !��02  �� 5* 5��0� �� (��%%u. 5��0� (�0� �� �- �!� +%2 ��g� . �� (��%%u.

� O0
�# �0c 7� �%;���:,- �%.��,%# +%2 �- 5��0� 7 �+%M  0.�E W- ��.��� � >��. 7C%�� ��,�*

�#���; . B,� A��4# q�� 	-� ��1-b2 7�-* &M�H 7$ �%;���:,- �%. &�E �� �+%M  0.�E W-  �

����# ��.��� ^�� � �!%��. ��# &P�-�� ���
M� ���g �- �� �0-�0.0P W- U�0. 5* ��.��� � ���;-

���;. �� 0.�E >��. B"# 	%� 7C��P �;�  �. �%.  �� ����� �0-� 0.0PS  �%. O0c �L  7�P�; �T� ��

�# �0��# �%. +%2 7$ &9; 5�0. ��!H ��  �0�$�P �� !��0.$%& &-0Z.  ���;]5[.  O���%� W%,9. ��

5�
M� �� U�0. ��P�-�� �# '���P �T� ��0# �%. 5��0� �- +%2 &fF 5�,#����;.   

 B,� A��4#1-2 7�0
�     �� &�$�H 7�� ����8 7$ W-��,M��+%E ��0# �� �!� 7�2�� ��,�� W-  �� ��

�# ��#0��� ��  �:$ &8� �� !�� 7� ��  �����!��� �# ���8��%; . ��,�� &$�H  ����� ��   �0�
G

�# vG��W-�+� =0� 7� 7�0
� ?4� 7$ �0�� =0� 7,�-� �. ���; �. 7 7C%��     ��� ��
.� 	%��  �����%�

'��� 7�0
� ?4��# vG�� 7e%�� �� 7$ !-�
� >�$ !��- >��$ 5��0� 7�#�� ���;) ���
. !# �� �-  



 

# �,-��,M� �+@� � �
.� ��%� /0,���,%# W- W%.�
� ��0

/0,���,%# ��,C
G O���$ � ��  

 ?4� � =0� 	%� 7C��P O���$  ��� W�!%P '�:%� W- �� 5�#+
�

DC( >%E �0C4# O���%� �� 
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 r�
.� ��%� /0,���,%# ��,C
G O0��)b (# �,-��,M� �+@� � �
.� ��%� /0,���,%# W- W%.�
�

���� &fF  ��� 5* �� ���9���/0,���,%# ��,C
G O���$ � ��

!��- >-�+P� .( ?4� � =0� 	%� 7C��P O���$  ��� W�!%P '�:%� W- �� 5�#+
�

 �%. 5��0� �� ���� O���%� 	%� 7:-�Z#) 5�-�@ (��%%u. �-DC

 

 B,� 1-2 )a ( r�
.� ��%� /0,���,%# ��,C
G O0��

 (��%%u. 5�-�@DC !��- >-�+P�

 �� 7�0
� �%. 5��0� �� ���� O���%� 	%� 7:-�Z#
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�# ���9��� ��P���; .W�!%P '�:%�  7C��P 7�0
� ?4� 7� &f:� =0� �b�G &%�80# �� BZ�:#

�# O���$ 7T"M �� �� �� 7�0
� ?4� �� =0� 	%�!-�
�.  

�,%.���� 7f� �
.� ��%� /0,���,%# 7��� �� 7� 5* ��,C
G !# 7� 7�:� �� �
.� ��%� /0,���,%#1 

'%:Z. �,%#��-� �
.� ��%� /0,���,%# ��#  !��!�-�
� . �,%#��-� �
.� ��%� /0,���,%# ��

%.��,%#�:,- ��# 5��0� 7� ����� W-�". ^��$�P W- 7C%�0� �%;�����; . �� 5��0� 	-� ��e-�  ���

�.0� !# q�� ��2 �:%c��u# !# �-3 �# ���9������; . �� a01R� O0
�# q�� W- �.0� !#

�# >��� �0� U%"# �� /0,���,%# 7$ ��8�0#!-�
� �#!��� . �� �%.��,%# 5��0�  ��� q�� 	-� ��

5�
M��%. �!���!��� &
:8 �� 7$ W-��,M��+%E  ��4 �!� B1�#�# ���9��� !�����; . !#�:%c��u# 

� �%.��,%# 5* �� 7$ 7 �:%c��u# 5�!%# W- ��e-� �� &�� �!� �!���0E �:%c��u# ��0# 7C%��

�# 5��0� 7� W-�".� q�� 	-� �� 7$ ���; 7 �0cU%"# �� �!
G�# ���9��� �-�#  �� ���;]6[.  

1-2 -1 �I��� �� �Q. ���� -!�� H�I�-!I��  

� !-�
� >��� ���
. !# �� �
.� ��%� /0,���,%# 7$ �#���� 7# S[2�� 7,�-� &CG ��,C
G  ��!

�:,- �%.��,%# ��-��
� q��.�� 7� ����� �%;�� �,%.���� 7f� �
.� ��%� /0,���,%# 5* 7� ���;

�# 7�9;�0� ./0,���,%# �� B:� 	%M�� /0,���,%# h0� 	-��# �
.� ��%�  ��� � !��� 7 &CG

'� ���� ��,C
G 7C
@ �� �-�+# �2��� +%� 50�$� 79��� ��0# ����:; (�0��# ���8 �����%; . !# ��

 ���
.�:,- �%.  ����� �� �!� B1�# =0��%;�� � 7�P�; ���8 ?4� �� V�
. ��  ��!�#� ��5* 

� �%. +%2 �� (��%%u. � ��0
� >��� 7� h��� 7 &fF  �0� �0-� 0.0P  �� �� �!� ��.���  0.�E 7C%��

�#���; .� ^�� 7W�!%P 7ZCH W- 7C%�� 
� � =0� 	%� 7C��P 7�0��  &
� 7� ��,��  �0
G &$�H

�� 	%-�E �- )�� �� 7:-�Z# >%E ��!Z# W- ��P�# &��F���;. � �%. +%2  �%���  ��� q�� 	-!�g 7

                                                 
1 Quasi-static 
2 Acoustic Mode 
3 Magnetic Mode 
4 Holder 
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���� �0@� 5* 	���� ���� &��F �0T�#. ��  &s0$ � ���; }�%�%� U�0. 7$ q�� 	%M��]2[  7s���

!-��;  ��,C
G O0�� ��STM 7�P�; X��M� �!� �&� . W- q�� 	-� �� �%.��,%#  )�� X�� =0�

�:,-���!�� �� 7$ 7���� ���8 �%;�����!�� �%. S��"�� �%.��,%# � =0� 	-� 	%�  �0fG 5�-�@  �%; -

�#  �%;���; .� q�� 	-� &%��:H 7�# �.�0� 7$ !���Å1 
� � =0� 	%� 7C��P �� (��%%u. 7�0

�# >-�+P� 7f.�# W- �� 5�-�@ �;�+�� �,g0$ 7� �-��+%2 &�� ���8 � !�Å01/0 ���!�� ��  �%;

!-�
� .�# 7$  ��-� q��9��� ��0# !��0.B2�!. �� ���9��� ��%; ���8 ����# `��!���  7$���� 

 �!%D%E ��%:�&��. w���# �#� q�� 	-�. 7$`-�� ��%:� +%� &�� �+%M  0.�E >��.  � �%.  �� ��

 ���
M� ���g �0-� 0.0P W- 7C%�0� �!� ��.���  0.�E (��%%u. &fF�#!��� ) B,�1-2.(  	-� ��

� q�� 7 =0� S��"��  �@((!)7$  ��#���E  ���!���#  �%; �%.��,%#  ����� >
2 7-��� ���;

()(!) �#!��� .74Z� ��� �� ���� �,%.���� >
2  ���  ��� �!� O�
G� �:,- �%. W-  ����� �%;��

 O0c ��!�# �0$d# 74Z� �� �%. S��"�� �� w����# �%.  ����� �� >
2 7-��� �# 7$ !��� 5�0.

 &9;*+
* = ,-$ . 

�# 7T"M �� �� �%. +%2 5!� ��,�* �� ���
. !# ��'���  ��%� 5�0. 7�0
� ?4�� =0� 	%� >�$

./0 �# 7�P�� h0� �� 7$ !���� �� 7 (�0�./0 = 10/�/23(  7$ ���* &�!�10/�/23 �R �,%.���� ��

�# �%;���:,- �%.!���. � �#� 7� !-�� �%. S��"�� 7,�-� &CG 7 B,� �%%u. �� ���%� 7TH[# B��8 �0c

 !��� 7�0
� ?4� � =0�10/�/23 !-��  W- �� ��%; ���8 zR�# ���!"#]7[ .  

 +%� �b�H O�H �� !# 	-� �!� vG�� 7$ ���� +%�  ��-�  �-�+# ��,C
G �;��� �� ��[G ���
. !#

!��� >��� X�e�� &�@ �0C4# ��R��� W-  ��%:� ���0# �� .� 7 �%.��,%# 7,�-� &CG �� �%;���:,-

�# S��"�� ��g� � ���� 5��� >�$�� &G�� 7� ���
.  ��%� ���# !# �� >��� &G�� ���;

)�� ��%:� ���
. �&� .��-� S�c ��  ���9��� 7$ ���� �f-��# �,%.���� 7f� �
.� ��%� /0,���,%#

5* �� �# &-��!"# ��g� �� �������$ �2��  ���!�$ . 7g�;�V�
. � � =0� 	%� � 30b� 7�0
� ?4

�# >-�+P� �� �!#* &�!� ���� &8� �- � �!� B��H �-01. &%9%$ �#� !�� �!� ���� �f��@  ��%�
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�# =0� 7����# ?4� 7�  !@ w%�* !��0. �# 	%�D
� � !�$ ���� X�� ��0# a01R� �
G O0c !��0.

� �� =0� 7>��$ 7TH[# B��8 �0c !�� .� 	-� �� ��[G 7� V�
. &CG �;�+� 7�0
� ?4� � =0� 	%

'���  ����%� ����%� 	-� �;�+� 7$ !��� ��-� ��%:� &�� 	,
# ?4� � =0� 	%� �!#* �0@0� >�$

���# ?4� 7� 7#!� �� ��[G  vG���# �.���H 5�-�@ W- 5!#* �0@0����; .-�	  �.���H 5�-�@

�# �!#* �0@0�e%�� �� � ���� >��$ �� �0-�0.0P &%��:H !��0.!�� >��$ �� /0,���,%# &8� 7.  

1-2 -2 �I����� ���� -!�� H�I�-!I��  

 �,%#��-� �
.� ��%� /0,���,%#(DAFM)  � (�%�012 5���* &�!�  ��� ����:; �0c 7�

�;l-� 304�  ��0����# ���8 ���9��� ��0# ��0#��%; . �� 7:-�Z# �� /0,���,%# h0� 	-�

/0,���,%#��%�  �� �:,- �%. ���* �� 7$ ��-� �
.��,%.���� 7f� &$�H �� �%;�� �# !���

&%C��8�# � 7����  �.)��  �� 7� O���%� &f:� !��0.O[�2�1 A%8� (�%�012 � ���� >-�+P� �� � �.

?b�� �-��1.!-�
� 7s��� 304� � ��0# �� �..  

  ����� �� +%. =0� W- �,%#��-� �
.� ��%� /0,���,%# �� >�.�# �%. W-  �� �� 7$ 0��� V�%Z# ��

&�� �!� ��0� � 7>��� O0c �� �����# �0c '��� 7�0
� ?4� ���# >�$!-�
� . q�� V��� ��

���-��2  A%9C. �
.� ��%� /0,���,%# 7��� �� 7� �,%#��-� �
.� ��%� /0,���,%# ���9��� ��0#

�:��$�P3 (FM-AFM) 7�#�� A%9C. �
.� ��%� /0,���,%# �4 (AM-AFM) '%:Z.�#  !���0�.  

 ��,C
G O0��FM-AFM  ^��$�P 	���� ���� &��F �� ���
� �!�0� >�.�# �%. W- �� ���9���

�# ���# �T� ��0# (�%�012 5���* &�!� &�@ !-!�.!��� ]8[.  ��FM-AFM  ��!# W- ��PLL 

'��� �� ���� �%. !-!�. ^��$�P (��%%u.  �%��� &�@>�$�# ���9��� =0� � ?4� 	%�  �� -

���; .� 7 �� ���0# wC\� �� 7,�-� &CGFM-AFM �# ���8 ?4� 7� &f:�  ���%� 7C��P �� =0�-

                                                 
1 Noise 
2 Detection Technique  
3 Frequency Modulation AFM 
4 Amplitude Modulation AFM 
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� ��%; 7�
� 7�0
� � =0� 	%� ���
. 7$  �0c�:��$�P A%9C. q�� 7� !��� ���
.�%\ !#1  +%�

�# 7�9; ���-� �� � �0�FM-AFM ���
.�%\ �
.� ��%� /0,���,%# (NC-AFM)  +%��# �!%#�� -

�0� .�%\ !#�# ���
. !# ��  ��-� &M�H ���
.���! .� 7 7� 7#!� O�
�H� ���
. !# �� 7,�-� &CG

7C��P h0b0# 	-� �� 7fC\  ��� &��� �0@� X�� ��0# 304�!-��; ��e-� ?4� � =0� 	%�  � . �#�

 vG�� 7C��P 	-��#���; � �"4�  ����%� 7� &f:� >��� O0c �� =0� &%��:H 7$ 7 (!�

!��- >��$ . ���-� �� ��(!#  >��� =0����,%# �%./0, �
.� ��%�  Wg0$ 7�#�� �� 5��0� W- &".

���8 �#;��% .�# �!� 7�9; ���0# 7� 7@0. ��� =0� ���
.�%\ !# �� 7$ &P�; 7e%�� 5�0. 7 �0c

�# ���8 7���@  ����%� �%F�. &". �!
G��%; . ��FM-AFM &9%$ �0�$�P2 (Q)  !��� )�� ��%:� !-��

�# vG�� �#� 	-� 7$� >��� &G�� ���; 7!��- >��$ (!� .  

�# >��� 5* �� �!
G �0c 7� �,%#��-� �
.� ��%� /0,���,%# 7$  ��-� !# 7�#�� A%9C. !# !-�
�

�#!��� . 7� !# 	-� ��@� 5��0� 7�#�� �� O���$ 7ZCH �� !-!�. ^��$�P �� ���9���  � 7 5�0�G

�# ���9��� W�!%P� &��F �0C4# ��!Z# W- �� 5��0� 7�#�� � ���;�# 7���� ����0� . �� 	%�D
�

 �� W-�". ^��$�P !# 	-��# '%T�. !-!�. ^��$�P 7� W-�+� �-���; . � 	%.��# ��� 	%M��  ���

 5���,
�]3[ � 5��0� 7�#�� �� >-�#�* W- �� 7������-01.  ��� W�!%P O���%� (�0� ���9���  

!��0
� . �� ��
$ 	%-�E ��%:� 5��0� 7�#�� �� �02 >-�#�* �� ���* W-!��0
� ���9��� ��#0���  7$

5��  ����%� �%F�. &". ���%� 7�#�� �� (��%%u.�� �:M�����!"# �# ���8 )��&P�; .&M�H 	-� �� � 7

 &CG��e-�  7�0
� ?4� � =0� 	%� �* �� B,� �M[� 5�-�@ W-H �%F�. &". =0� 5��0� � &$�

 �!� B��H �-01. � 7�P�; ���8 5�-�H 	-��# ���8 �%F�. &".��%; . }���� B,�# 	-� �� 7fC\  ���

5���,
� � ]9[ ��!H �. 5��0� 7�#�� >-�+P� �� 100  ��#0���AM-AFM !��0
� 3[�� �� . 	-� ��

� q�� 7 5�-�@ ��e-� �� � 7�P�- >��$ 7�0
� ?4� �� =0� V�
. 5�#� (!# 5��0�  )�� 7�#�� &CG

                                                 
1 Non-contact Mode 
2 Quality Factor 
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-� �� =0� 5!� �01"# � �*�#  �%;0C@ 5�-�@ 	���; . !# 	-������# !#1  7� � !-��;  ��d�#��

�# >��� !# 	-� �� 7$ �E0,���,%#
������# !# �
.� ��%� /0,���,%# !-�2 (TM-AFM)  7�9;
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1 Tapping Mode 
2 Tapping Mode AFM 
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1 Point Mass Model 
2 First Mode Approximation 
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1 Radiation Impedance 
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. 5�,# =0� ��!�� B,� �%T� �-����#���E �� �02 (��M�4# �� ���*
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1 Rayleigh–Ritz Method 
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AFM �# !���]57[ .>����,
� � 	%M ]58[ .��,%# W- �.����.��  ��!# �� �:��$�P (��%%u. �%

 &2�0�,-�%\FM-AFM  ��%� ���# �� 7$ +�0@ ����M 7���@1 � �� &��� ���8 7  �0Y. q�� 7C%��

!���� ���8 B%C". ��0# (�����\� .���* 5�:,- U-��� ��P �� � 7���# q�� �� ]36[  (��%%u.

!# �� �
.� ��%� /0,���,%# �%.��,%# W- �:��$�P  �.����.��FM-AFM  W- >��� O�H �� 7$

w%� ?4�!��0
� 7�M�4# +%� �� �0� ���.  

���!��7�0
� ���!@ 304�  �%; V�%Z# �� ����,%#/�# 0��� 'CG ��  ���b � '�# ���0# �� �,- 0��� -

!��� .04����!@ ��!@0# � ��� 3���!@ �f:� &%�80# 	%�D
� � �� � �-)�� (�"9� 7� &f:� ��

��%-�E �,%# ��,C
G �� �-�+:� �%F�. 7$ !��:� �
�#  ����#���E'�:%��!���� ��. O��# 5�0�G 7� 

�!�!2�g��,%#O�����,%# � ���Z-�+.  ��2 7�0
�'�:%� 	-� �� �-���# ��!���� . 	-� �� ��[G

 ��� � �-��� 5�0
� zR�# ���!@�� 7
%� &��� ��  ���b  ���0# ���# �������!���.  =0�

�
.� ��%� /0,���,%# �
� +;�� !��� +%. �C%2 �;� ��H 7� �P�$ ���!�� 7� !��0. 304����!@ 

7�0
� !�$ >��� �� 5* ?4� �. �0� W-�+�.  5���,
� �  �� ���-� ��]59 ,60[ �%. ��  !-!@ h�0�� 

�!� N���0# �%. X�� �� �
.� ��%� /0,���,%#3 (ACP)  �%. !�g �- W- �� ���* �� 7$ !��0
� �P��# ��

��� �-�:,- �ZP� �%.  �� �� 7$  �0
G U�# B1�# �%;�� ���9��� >��� &�@ !�0��#���;.  }��g

 �5���,
� ]61[  �%. 	-� �� 7�0
� W- ��
2 (����.��  ��!# !-!�. ^��$�P � &%��:HACP  ��

,- �%. W- B#�� 7$��:�%;� !���� ���8 7�M�4# ��0# �� �0� �%. ���*  ����� ��  �0
G U��� W- � . 7�

�;��.  5���,
� � 5�%-����$ +%�]62[  �!� �P��# �!� N���0# �%. �� ��-� �G0� �.����.�� ���P�

 5���,
� �  �� U�0.]60[ =0� �� B#�� 7$ ��,- �%.  �� �� �,-  U���  �� ��  ��-� � �%;���:

� !��0�  �0
G!���� ���8 7�M�4# ��0# �.  

                                                 
1 Lenard-Jones 
2 Microinjection Nozzles 
3 Assembled Cantilever Probe 
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������ �2�� �� ���9��� ��0#  ���%. 5��,%# !H ��  �����  ���� �
.� ��%� /0,���,%# �%T� ��

	%-�E ��# 5* �� �.!���� . � ��,%# V�%Z# �� ��0# ���!�� 7� 7�:��� �,%.���� � �,%#��-�  �����P�

	%-�E &�� �!%�� (�fF� 7� (��9�# (��-�#�* A-�c �� 5* �� �.]63 ,64[ .� 7O��# 5�0�G  >-�#�* ��

 5���,
� � WCP �:# '%� W- >D%E]65[  !��0
� �!���# >��$ �� 7$'%� �48  ��:4170  7�

:412  ��D%E ��R� 5* ����� 7� ��!H�# >��$!��- .7��!�� >-�#�* �� � �#  ��d;5���,
� 

]66[ 7��!�� ��R� 7$ !��P�-���M��:-�$ W. �0C%�  �� ��  ��d;  �� 7��!�� A
G >��$ ��:42  7�

:41 �# >-�+P� ����� �� �� ���%� �f-�Z. �04�!��- . B,%� =���  ���%. >
2 &:. >-�#�* ��

 +��0-� � 	C$0���]67[ 7$ !��0
� �!���#  �� �%. &#�Rb >��$ ��50  7�5/12 ��#��,%#  ��$ ��R�

�# >-�+P� 7TH[# B��8 �04� W%��[E!��- . 3�� 7� ���8 7��0%E U%"# W%��,# W%�[$ 7-�T�

���� �� 7$ ���!�� 7� 7�:��� ���P�	%-�E � 5��,%# !H ��  ��!�P� �# {�9.� �. �
�!���.  �� ���-� ��

 �0Y. �2�� �%2� 7��W%�[$�%\ 7��0%E  �� >�. 7�%:%��)�  �0Y. �%T�- BE0$]68-70[ 

 �0Y. )� �C"#�%\ 7�%:%��]71 ,72[  �0Y. >��$ 5�-���; ]73-75[ >�.  �0Y. �- 3[�� BE0$

�!� ]76[  �!�  !�� O0#�P&�� . �0Y. S[2�� ���# ��#���E �� �� ���. ���* �� 7$ W%�[$  ��

 � W%��)� O�!# ���-w-�b �# ���9��� 5���0E�� ���;  �0Y.��-� ��!�. W%�[$�%\  ��   ��

 �0Y. 	-� 7$ 7�P�; ���8 ���9��� ��0# ���#  ����#���E�# ���8 �� �� ���!�� 7� 7�:��� ���P� �. ����

!��� ���8 �T� !# +%� �� ���#.  �0Y.  ��f# ��W%�[$�%\  ��  ���!�� 7� 7�:��� �.����.�� ���P�

��,%# ��  ��%:�/&�� 7�P�; ���8 B%C". � 7�M�4# ��0# �����2�� 0��� ]77-82[ . � }��$5���,
� 

]83[  �� �%.��,%# W- ���!�� 7� 7�:��� �,%.���� � �,%#��-� ���P� ��f# ��  �0Y. >�.- 3[�� BE0$

 �!�!���� ���8 ����� ��0#. 5���,
� � 5�%-����$ ]84[  W- (����.�� &%��:H � !-!�. ^��$�P

>�.  �0Y. U�0. �� ���
. !# �� �
.� ��%� /0,���,%# O��!�# �%.- ����� �!� 3[�� BE0$

!��0
� . }��g � �M]85[ +%� �
.� ��%� /0,���,%# �%. W- ��
2 &%��:H V  �� B,�  ��f# ��

 W%�[$�%\  �0Y.>�. - �!� 3[�� BE0$  �!G q�� �� ���9��� �� � +�-� �C-� ���8 7�M�4# ��0#
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���!�. >���; � }��$ ]86[  �� �%.��,%# W- ���!�� 7� 7�:��� �,%.���� � �,%#��-� ���P�  ��f# ��

 �!� 3[�� >��$ 5�-���;  �0Y.!���� ���8 ����� ��0#.  >��$ 5�-���;  �0Y. �� ���9��� ��

5���,
� � 5�%-����$ ]87[  � �!���� 	%�D
� �5���,
� ]88[ 7C%#��,%# ��D%E (����.�� ��0# �� ��

!���� ���8 B%C"..  

1-4 ����� c�?  

 ����� 7M��� 	-� �� S!� (����.����,%#�%. ��   ����,C
G �� �
.� ��%� /0,���,%# QC�R#

�#!��� . ��%� /0,���,%# O��!�#  ���%. ����� �� ��[G �dM ���9��� ��0# O0
�# �0c 7� 7$ �
.�

�# ���8 �!� N���0#  ���%. �.����.�� ���P� !��%;(ACP)  ���8 7�M�4# ��0# +%�&�� 7�P�; . 	-� 7�

�0T�#  (��M�4# 7� �b�H  !�� '%:Z. �C$ >R� ��&�� �!� . � �42 ���P� O�� >R� �� &:R�

 (����.�� �42�%\��,%#P�; �T� �� O��!�#  ���%.7� �!� 0# ��# ���8 ����� ����%; .7#��� ��  ��

O!# X�� >R��!� N���0# �%. 7�0
� 7�  ��� �.��9�#  ��  5���,
� �  �� U�0. �!� �P��#]59 ,

60[ 7�P�; �T� �� �!�  �0Y. �� ���9��� �� � X�!$ �� �.����.�� ���P� 7�M�4# 7� W%�[$�%\  ��

&�� �!� 7�2���E . �C�� ��,-��7#�� 5�-�E  (��%%u. ����� ���!�� 7� 7�:��� ���P� � � !-!�. ^��$�P

.�� &%��:H �.������,%#�%. �%;���:,-  �
.� ��%� /0,���,%#���* �� �F0# B#�0G �  7�!�� !���#

'��� =0� � �%.>�$=0� 5�,# � ?4�  �� �#!���.  

C$ X�� B1P ��%.�� # ��%� /0,���,%
.� ���  �0Y. �W%�[$�%\ 7�%:%��)�  ��  �!� ����*

&��. ��.�� ���P� ����� 7� X0� B1P�# �
.� ��%� /0,���,%# O��!�# �%.��,%# �.�������E . 	-� ��

B1P ���� �� �!��� �0Y. ��  �%;>�. � >��$ 5�-���; �.)�� 7f.�#  ��-�!� 3[�� BE0$  ���P�

&�� 7�P�; ���8 7�M�4# ��0# ���
. !# �� �
.� ��%� /0,���,%# O��!�# �%.��,%# �42 . �� ^��

�.  �0Y. �� ���9���>-���� �� � �!� 3[�� BE0$_��E (�����\�  �0Y. ��  �%; �:��$�P  ��

 �����# !# �� �
.� ��%� /0,���,%# � �42�%\ �-��%# � �42�%\ ^��$�P ���!�� 7� 7�:��� ���P� �
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���*  �� �� =0� 5�,# !���# QC�R# B#�0G �%F�. 	%�D
� &�� �!� ����� . B1PX���g  7� B%C".

 (����.���!� N���0# �%.��,%# ��D%E � ��
2 O�� h0�  �0Y. �� ���9��� ���; �.)�� 7f.�#  ���� 5�-

>�. � >��$-�# �C"#�%\ 7�%:%��)�  �0Y. 	%�D
� � �!� 3[�� BE0$�����E . 'e�E B1P ��

 ���P�.����.��� X�� h0� �!� N���0#  ���%.��,%# X0� �  �0Y.  ��f# �� �.)�� 7f.�#  ��# ��0

&�� 7�P�; ���8 ����� � B%C"..  &-��� �� ��7e%�� 7� '�� B1P��%E �  �%; (��M�4#  ��� ���

&�� �!� 7�2���E �!�-*.  
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2-1 ���2� 

� 7 ��%� '�H �0c 7� 0���  ����P 7��G �� &P��E �0T�# �!� 7%�. �-��1. 30b� 5��� )�� 7� ������P

�# V�%Z# 	-� �� q��:; O�H �� ���� �� ��%� 	-� 7$ !���&�� . �� �
.� ��%� /0,���,%#� 7 �0c

�!
G  7�M�4#  ���7� �-��1. QC�R# ��0#  !�����!�� ��M0,M0# 	%�  ����%�  �%;  X0CG �� ��0#

QC�R# �!��# X0CG � �,�+E X0CG �%T�� �# ���9��� ���;]89 ,90[.  a�1�2� ����. 7� 7@0. ��

 	-� �� 7$ ���ZZ"# � 5�G��R# 7� 7��d; 7�� !�g �� 7$ �C�0� +-�0@7�%#� �# &%M��P�# !���$ -

&%
�� 7� 5�0. >Z� �E ������ 	-����.  &2��� 7� ����:;  ����%� &CG 7� ����#� ����P  ��

 �� ���%� &P��%E  ���  ��%:� {�%���  !%C$/0,���,%# 7�%#������ ���E  �� �# �!-��0� 

 	-� 7$  �0c 7�7�%#� &�� ��0
� �d@ �02 7� ��  ��%:� 5�ZZ"#.  

#%/0,���,��  ���� ���E� ����  # ����:; ��,C
G ��0H� �� ���* �� 7$ !����- W=0� .% &�@ +

�012 !��0�� �. &�� �!� ���9��� >���%T� ?4� (�% �?4�  !�� 7� �-01.� %�R� ���  �

������- ; ���!�� �� ���#%�  !-�
� .#/0,���,%��  ���� ���E� -,� ���b �� �.������ 	-��� ��  

Z# �� ��0# &2��V�%���- # !�g ��%� ��
$ �. 5��, �-# ��#0��� W�!���� .������� 	- � !�� �� ��

E QC�R# X0CG &P��%�+:� '��7���� �- ��:H �% & )�� ��%:�  �� ���*z%R�. �%�����-  7�

,g0$� 18-10 �%� 	.0������ 	-�� �. 7�2�� ���8 �� ����+�� 5�0�G 7��- ���  01.-������  !�� 7�  

 ��O0,M0# ���2��!��� ��$ 7� �� . 

� �� S!�7#!Z# 7s��� B1P 	-�  C$ � �1�R#� # ��0# ��%� /0,���,%
.� ��� ��0#  ���%.��,%# 

5* �� ���9��� � 	%�D
�  �0Y.%��)�  ��7�%:  �.����.�� ���P� B%C".  ��� W%�[$�%\ 	-�

���%.��,%# �#!��� . 
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2 -2 ���� -!�� H�I�-!I�� 6�?!/���  

!� 7�9; 7$ �04��
� #%� /0,���,%
.� ��� ��1. 	�P�; 7� ���8- �7�!��   � 304� �� )�� 30b� ��

7�0
� X�
. 7g � ����� 7g ���%\����� #�!��� .�-4Z. q�� �� ���9��� �� B
G 	%�1 �G � �������A- ��

Z# ��%
.� V�� # (�0��;%�� . ��[G 7�AFM ���  $�,H� Z# ��%�� �� 0��� V�  �'�:%��  

#,%0��� � ����,#���,M�%,�2 (MEMS/NEMS) ���� �����$ . =0� ��AFM ���  Z# �� ��0# q��% V�

� 0���%# ���9��� +��0�. �������$ 	-� 7g�;� # 7� z�R# ���.%� /0,���,%
.� ��� ��0f�  =���# �

�%# 	/0,���,%��   ���E����� #�!����#�  ���  H��c�  ��
�G� B��8MEMS/NEMS  	����

�012 �� (�G[c�%Z# �� ��0# (�%M�H �� '� 5* 0��� V�� � 7$%�012 ���% 7� 7�:��� ��0# (�

# 7�48 ���!������b !����  #��
�-! .�-;l�  7$AFM �� 7� &f:� ��-� �-# 	/0,���,%�
�# ��- +

#�!-�
����� &2�� Z# �� ��%�#�* X�e�� � 0��� V�->���- ���  �.%%�012 	%��,# (�%,�  ���*

#�!���. 7C
@ �� >-�#�* 	-��# ��>-�#�* 7� 5�0. �. >
2 &:.%%��)� O�!# 	%,�  &#��Z# �

�
2�
R. %�#�* � &:,� �
G 	-��:2 (��� �� ��  �0
� ����� ��0# 0��� .  

2-3 � 4d�� H�I�-!I���� -!� 

�C$ �0c 7� �# 7�9; (��9�# 74Z� �� 	%� +-�
. 7� &8��0� .O0
�# �0c 7�  �ZP� &8� �� +-�
. 	-�

�# �!%e���0� .�� &8� X0�9# 0,���,%# �� �
.� ��%� /0,���,%#/�# (��9�#  �0�  ��!��� 

^,G q�� ��-��
.� ��%� /0,���,%# ��  ����� 7� q��  !��&��. 

O0
�# �04� ���  ����� &8� �
.� ��%� /0,���,%# �� O0,M0# ��G DNA 7$ �� ��!H �� nm2 

#��# !���%# ���8 ���!���. ����-��1. 	- �� �!� 7�P�; �AFM �� O0,M0# W- DNA �- �� ��!Z# 	

 ��!H ��nm3 # 5����!�� ]91[ . 

                                                 
1 Scanning Method  
2 Micro/ Nano Electro Mechanical System 
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 B,� 2-1 �%F�.  =0�  +%.�� �
.� ��%� /0,���,%# &8� ]91[ 

� 7��9���# �#�-��. 	- &8� �� Q �.&�� w���#��  !H �-7$ �� ���:@�� �� �- 7�0
� �� �0@0#  ��

3[4�� 7�0
� h�9.�� +%� F�.%�+:� ��-  ���!� B��H &8� ����!. .��9�# B#�0G�  &8� ��

#%� /0,���,%
.� ���  7$ !���� >Z�-,� ��
�# ��-���* 	  ��"�� h���=0� #�!��� .��1.- 7�P�; �

 �� �!�DNA  ��=0� .%+�. �+P�-�+:� >�- # 5��� �� O0,M0# ��G &8� ���!�� .���-# 5��� `�-

 �!8 �� 7$ !��/0,���,%# =0� .+%01. &8� �� !��� �.-# ���+P� ���0� .�Z# ��- �� 7: �-01.

 B,� �� �!� ���� 5���2 -1 �-# �!�#���� 7$ �0��  7$=0� .+%# �.��� �� !��� �� ��02

��P�����   ���!"# ?4��%���  � ��-P���� 	�0E &". �� ��-# ���8 >�!��. 

2-4  6�?!��-!I��E-�� � ���� -!�� H�I�-!I�� 

� 7 �%. W- B#�� �
.� ��%� /0,���,%# �� >���  ��� ���9��� ��0#  ���%.��,%# O0
�# �0c

5*  ����� �� =0� W- � �%;���:,- �# ��0# 304� >��� &�@!���� . h0� 	-� 7� �� ���%.��,%#

O��!�#  ���%.��,%# 3[4��1 �# 7�9;�0� .� �
.� ��%� /0,���,%# O��!�#  ���%.��,%# 7 �0c

�# B,� B%4�:# O0
�#�# a�2 ��,C
G W- 7� 7�:� �#� !����B,� �� !���0. !���# (��9�#  ��

�e�2   B,�V  � B,� �-�C�# !���� B,� �) B,�2-2 .(  

                                                 
1 Conventional Cantilevers 
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 B,� 2-2 �
.� ��%� /0,���,%# O��!�#  ���%.��,%# h�0��  

 ���%.��,%# V �C�# � B,�� B,� #�f��@ >2�g !���0.� ��:H �� � !��� >��$ ��%��
$ &  

4�:# h0� 7� &f:� >2�g ����� ��%C� �e�2 �  # ����02�� B,��!����. . ��$�% ��0# �� ���Si 

SiO4  �Si3N4 ��P �� ���9��� �� �-��!�  #%M��,%P��;0��1 �# 7�2�� !�0�]92[. �%. =0� �+� 7$- W

����� &
:8 7��- 5* # ���8�;%�Z� ��� $ �� '�#%9%01. &-��� �  #�����,C
G 7� 7�:� 7$ !�$  

 zR�#=0���  .��9�#� # ��R����!�0� .=0���  2%C� .%�. �� +%��1. 77� �-!��  H04� ��� 

���� 7$  ���  )���- #�# ���9��� !�����
� 7� � !�0�%.�. 	% w=0���!�$  ��� �.   304�

����  P��� # ���9��� �.)�� ?4��!���;. H��c� =0� ��$  :�%E ��%D%# �!�!��� . wC\�=0���  

.%#�� +�c��R# � ���g �-�Cb� #�� �� � !����%��80P &
:8 (�8�� ���� =0�  7� (�f��"# ��

�R� (�0��  ��-# 7�P�; �T� �� ��$ W��0� ]93[.  

2-5 a?!/ 6�?-!�� 
�/ O��e�� - f�� �����  

'��� A%8� B%C".>�$ 	%�  ��=0� �# �!%D%E ��%:� 7�0
� �!���  ��-� ��%:�  ����%� 7$ ��-�  ��

5��  ����%� B%f8�$�,4�� �;!�f:g �:M���� �:%c��u# � �,%.�������,M� ����2 '��� 	-� ��-

>�$!���� &$�� ��. 	-�  � ����%�# ��5�0. � 7�-  7�P��  ����%� (�0�   ����%� � 7���@���!"#   

                                                 
1 Microlithography Processes 
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 B,� 2-3 # ���0
�O��!�  ����� �� ��%�  ��� (��%%u. 7C��P	%� =0�  � ?4��
.� ��%� /0,���,%# �� 7�0
�  [94]  

 �- 	%-�E���!"# )�� 7Zfc   !���0
�.   ����%� �� �0T�# ���!"#�# ��%�  �;�+� 	%-�E � )��!���  .

  ����%�  ����%� 7��� �� 7TH[# B��8 ���!�� �� �M0,M0# 	%� ���!"#)��  	%�  ����%� � 7�P�; ���8

  ����%� 7��� �� +%g�� �;�+� �� �M0,M0# ���!"#�# ���8 	%-�E!��%;.  �� ��%� (��%%u. W%.�
�

 B,� �� 7C��P �����2-3 &�� �!� ���� 5��� . B,� 	-� A��4# 	%� 7C��P ���. (!� 7� ����%� 	-�

=0�  � ?4��# 7�0
�!���� . B,� 7� 7@0. ��2-3 	%�  ����%� =0�  �%\ � ���
. 7%H�� �� 7�0
� �

�# (��9�# ���
.!���� . 	%� 7C��P ���
. 7%H�� ��=0� �# X���:��� !�g �� ��
$ 7�0
� ?4� �-

 	%� 7C��P >��$ �� � !���=0�  ?4� ���%� �# >-�+P�  �%�
�g (�0� 7�!��- . 	-� 7$ �#����

 	%� 7C��P2  �.3 X���:��� ��# &�� �� � 7�P�� h0� �� ����%� ���!"# �# ��.0$!���� ]95[ . �04��
�

 B,� 7$2-3 &�� ���� 5���  7� 7C��P 5!� W-�+� �� &
��9� �# >-�+P� (!� 7� ����%�!���-. 

���
.�%\ &M�H ��  	%� ����%��9�  �.12-10  �# �%%u. 	.0%�!��$ .O0
�# �0c 7� ���!��  �%;

Wg0$ V�%Z# 	-� �� �-����%� �# B,�#!��� ]94[. ���
.�%\ 7%H��  �!��� ��   ����%� B$ ��!Z#

�# >-�+P� &G�� 7� 7���@!��-.  74Z� ��B �# �02 ��!Z# ��$�!H 7� ����%� 	-� �� ^�� � !���

 	%� >-�!@=0� Q%�b � Q%�b ����%� 	-� 7�0
� ��# �.!���;.  
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2 -5-1 ��- 6�?-!���V��-�  

5��  ����%� �� �:M����7���   ����%����!"#  �� 7$ )��7C��P7�0
� ?4� � =0� 	%� ���%�  �� 

�# �0@0��# ���8 !�-* !��%;]96-98[ .'.� X�
. 	%� ����%� h0� 	-�O0,M0# � �� � 7���� �0@� �� 7�

h0
e# (�0� 7���@  ����%� O0,M0# 	%��� �#!���� .�f48��  ����%� - �f48�� 	-��
�# 7$

5��  ����%� >R����# �:M�� !�����# �!-� �f48  ��M0,M0# 	%� !�0� .O0,M0# 	-�  ���� ��

�f48��!���� �,-��,M� 5�!%#  ����� �� 	�P�; ���8 7� B-�
. � !��:� �
s��  �� .-�.��!-�E&M�H 	 

!��� W-�+� ���e# O0,M0# �9�# w48 7� 5�,#� !H �. O0,M0# W- &f�# w48 7$ &�� ���#� . ��

O0,M0# 	%� U-��� 	-����e#  ��  �0@0� �f48��  ��%� X�� 7� �,%.������,M� 7���@  ��%� W-

�#!-*.   ����%� �%F�.5�����:M��  ��7C��P  X���:��� !� !�g �. �� !�g 	%� ��#�# �;�+� � !���

	%� ����%� 	-� 7C��P nN1  �.nN20 &�� .  

2 -5-2 �&��g�� 6�?-!��  

 	%� 7C��P 7$ �#����=0� �# Wg0$ 7�0
� ��0�  ��R� >M��g � 7�0
�  �� �-�# =��� 'C%P �0@�

�# ���%s0#  ����%� X�� �� �-����%� 5!#* �0@0� vG�� �*���; .  ����%� h0� �� ���%s0#  ����%�

  ����%� �� � ��0� 7���@5�����:M�� K�+��# �. 	%� ���� �� ����%� 	-� �;�+� 7$  �0c 7� !����

nN10-nN100 �# ���8X���:��� !� !�g �. X���:��� !�g 	%� ���!"# �� ����%� 	-� � ��%; ��# 

�# B
G!��$.  

2 -5-3 �^��QVS 6�?-!��  

 	%� �;!�f:g  ����%�=0� �!-!E &CG 7� � 7�0
� ��# �0@0� �"4� >�$ X�� ��  �!�-* .

 ��0# ��$ � V�
. &H�:# �� w����# �;!�f:g  ����%� � ��0� ���:-�E�%\ !�-��P W- �;!�f:g

 >-�!@  ��� ��%�=0� �# 7�0
� ?4� ��!����.  
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2 -5-4 P��� ��-! I�� 6�?-!��  

%.�������,M�  ����%��C"#  ����� 	%� W   �� ��=0� �# �F� 7�0
� � !��$]98[ 7$  �0c 7� 


C$ 50��8 �� ����%� 	-� B
G 7C��P � &#��Z#w �#  ��%E!-�
� . O�
G� �� W%.�������,M�  ����%�

 	%�  N��M�=0� ���!�� 7�0
� ?4� ��#  �%;!�0�.  

2 -5-5  �V�h��i� 6�?-!��  

�f48�� �� 7$ �-����%�5�!%# �� �!� �8�� �:%c��u#  ���# B
G �:%c��u#  ��  ����%� !��$

�# �!%#�� �:%c��u#!�0� ]98[ .��%� /0,���,%# ��,C
G �� 
.��  O0
�# �0c 7��f48��  ��

�:%c��u#   �� �� �0@0# ^%c��u#��P ��0#���$ 7c�H� �� =0� � �:%c��u# 5�!%# � 7 7�0
� 7C%��

 7� W-�+� �!� �-�0. 5�-�@ W- �- ^%c��u#��P=0� �# �0@0� ��!H �� ����%� 	-� �;�+� � !-*

0��� !� !�g	.0%� �#!���.  

2 -5-6 ���I�,� 6�?-!��  

 >��� X���� ��=0�  V�
. ?4� �� ���
#  ����� �- �$�,4��  ����%� 7�0
� ?4�  �� ��

�# �0@0�!�-* . �� �$�,4��  ����%�7%H��  >2�g &CG 7� V�
.=0� '� �� � 5�:
��� ��0# >�$

=0� 7�0
� � +%� �# �0@0�!�-* .  

2-6 ���� -!�� H�I�-!I�� )�. J� ��� 6�?!��-!I��  

���!�� �%; 7�0
� ���!@ 304��# 0��� 'CG ��  ���b � '�# ���0# �� �,- 0��� V�%Z# �� ��!��� .

���!@ ��!@0# � ��� 304����!@ �f:� &%�80# 	%�D
� � ����%-�E � �-)�� (�"9� 7� &f:� �� 

'�:%���,%# ��,C
G �� �-�+:� �%F�. 7$ !��:� �
�#  ����#���E!���� ��. O��# 5�0�G 7� 

,%#�!�!2�g��O�����,%# � ���Z-�+.  ��1 7�0
�'�:%� 	-� �� �-���# ��!���� . 	-� �� ��[G

                                                 
1 Microinjection Nozzles 
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 ��� � �-��� 5�0
� zR�# ���!@�� 7
%� &��� ��  ���b  ���0# ���# �������!��� . �P�c ��

��-� ����!��  ��� �0@0# ()*��+�0��� V�%Z# ��  �%; /0,���,%# !���#.� ��%�  �� �


/0,���,%# ����� 5���,M�  ��(SEMs)���!�� 	%��#  (�1�R#  �%;(CMM)  ��([,�# 

���!��  ���  ��%:����!@ 304�  �%;!��:� ����� �� . U�0. �-  �0� �%. U�0. >��. O��# �0c 7�

 30b� �� �!#* &�!� �-01. � 7�P�-dE X�e�� Q%�b �C%2 (�0� 7� ����� 5���,M� /0,���,%#

E�# ����02�� ��%-�!��� .�
.� ��%� /0,���,%# =0� 	%�D
�  +;�� !��� +%. �C%2 �;� ��H

�
� ���!@ 7� �P�$ ���!�� 7� !��0. 7�0
� >��� �� 5* ?4� �. �0� W-�+�!-�
� .Wg0$ �48 =0� 	-�.

���!�� ������ (�1�R#  �%;O��!�# %��C%# '�� !�g �� +�
� ��
$ ��#!��� . ��15 � �%2� O�

&�� 7�P�; ���8 ����� ��0# �
.� ��%� /0,���,%# >��� !-!@ q�� 	-!�g .q�� 	-� V��� �� ��

�# (��9�#  �����2��  ���� �02 =0� &
:8 �� 7$ ��0� �!� 3[�� �
.� ��%� /0,���,%#!���� 

]99 ,100[. O��# 5�0�G 7� 	%.��# ]100[  7
,g 7� 7%f� �C,� 7$ /0,���,%# =0� �� 7�0
� W-

 (��@ �� �02 q��.�� �� �� 304� w%� �0� ���8 =0� 	-� 7$ &2�� �� ����z ) �0
G ( �x )�ZP� (

!��%� .�#� � �!� 7�2�� =0���0� �!
G zZ� ��  ��r O�� =0� a01R� B,� 7,�-�  �� Q�b vG��

 �-01. 30b��#!� .�
� =0� O0c !%M0. q�� &CG 7� 	%�D
���0.&:  >-�+P� ��#��,%# !�g ��

!��-.   

��� O�� �� X�e�20065���,
� �  ��  ]59[  &2�� 7� AP0#�%.   ���%� /0,���,%#  ��� ��01R�

���!�� �0T�# 7� �
.�!�!� 0��� � ��,%#  �����2�� 304� ���!@  �%; .  7��0
� 	-� ��%.    N����0# ��%.

�!�1 (ACP)  O0c �� �ZP� �%. W- B#�� 7$ �!� �!%#��!     . !��g ��- W�- 5*  �� ��� 7$ ��0� �% �

 O0c 7�  �0
G!, �# B1�#!�0� .7�0
� ��  �ACP  B,� ��2-4 &�� �!� ���� 5��� . >���  ���

304�  �%. ���*  ����� �� =0� W-!, B1�# �#���; .#���� !# �� =0� 7$ ����
. �����# �-  

                                                 
1 Assembled Cantilever Probe 
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 B,� 2-4  �!� N���0# �%.��,%# W- �� �,%.�
�ACP  5���,
� �  �� U�0.]59[  

�%\�# ���8 ���!@ ?4� �� ���
. �%. �� �,%#��-� ���P� �- �,%.���� B,� ��%;! �# �%%u. 7$ !�$

�# (��%%u. 	-� ��0�G 7� 5�0.�W�!%P 5 ���!�� &�@�0
� ���9���  �%; . �%.!,  7� &f:�! �# !��0.

!��� 7����  ���* 7@�� >� . B,� �� 7$ �04��
�2-4       �!�f�:g W�- �� &��� �!�� ���� 5����

 �0�1 �# ���9��� �%. �� O�1.�  ����0� ./0,���,%# 7� &f:� '�# &-+# �� ���2�� 	-� ��%�  ��

 �
.�O��!�# ���� .7,�-� O�� &�@ �� =0� �# 7e%�� �� 7$ &�� 7�P�; ���8 �ZP����!@ !��0. �� �� ��

02 ��%fc &�@�  ��&%��:H )���. !-�
� >��� .7,�-� X��  �� =0��   q���:; O��1.� W- �� ���9��

7�P�-2 )�e�-� �� !, ( �%. 7�! �# B1�# 	%� ��-� ��%:�  �~P W- 7e%�� �� 7$ �0�=0�  �%. �! 

!#* !��02 �0@0� .&M�H 	-� ��   ���!�@ ��. !� !�02 ���� 5�,#� 	-� =0� 7�     ��!�� A�
G ��� �-���

!-�
� >��� �� ��#��,%# ./0,���,%#  ��# 	%��%E  ��       !��g A�
G ��� �-�����2��� ����. !���:��0.

!�-�
� >��� �� ��#��,%#.  B,�2-5  h0� 	-�ACP  ��# 5��� ���!@ ?4� >��� O�H �� �� !��� .�� 

7�0
� 	-� ACP ������!��   ��0
���  �%; �� 7�0;�42  ��3 (LER)  ����!# �
�e#4 (IC)   

                                                 
1 Optical Adhesive 
2 Extension 
3 Line Edge Roughness 
4 Integrated Circuit 
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 B,� 2-5 (a)  >��� O�H �� O�� h0� �!� N���0# �%.��,%#���!@ r(b)  ���!@ >��� �� B��H �-01.]59[  

9���� ���#���; . =0� ���2�� 	-� ��A%8� �0c 7�  �%.  ����� ��!, � 77-��� (�0��8 ����# �� ��%;

�# �� 5�,#� 	-� /0,���,%# 7� 7$!�� ���!@ 7$���!�� �� ?4� ����". &
:8 7� W-�+�  ��  �%;

!-�
� . �!� N���0# �%.��,%# h0� 	-� 7#�� 5�-�E 	-� �� 3[4�� �� O�� h0� �!� N���0# �%.��,%#

�# �!%#���0�.  

  �� ��9C�R# h�0�� >���  ��� �T� ��0# ?4� 7� 7�:�ACP  ��# ��   �0�
� ��H��c 5�0�. .  B,��2-6 

�,%.�
�  �� ��-� 7�0
� W-ACP �# 5��� �� ���!���  ��� 7$ !��  ��%;     � ����80P 304�� 5��#+
�

7�0
� ���!@7C
@ �� QC�R#  �� �!�!2�g ��,%#�# ���8 ���9��� ��0# ����%; .  7M���� 	�-� ��   	�-�

�# �!%#�� X�� h0� �!� N���0# �%.��,%# 3[4�� �� �%.��,%# h0��0� . �%. �� �� �H��c 	-� ��! 

 �!,  �%. � ��0� �02 �-����� &
:8 �� =0� W-  ����!,   ����� �� ���%�# 7C��P �� �%;!   B�1�#

�#���; . =0��; � 7$ 7&�� �!� N���0# �ZP� (�0� ���!��  ���!@  �%;7��!�� ���   �!��!2�g  ���

�# ���9��� �0�) B,�2-a6(�M�H ��  =0� 7$�<    &��� 7��P�; ����8  �0
G  ����� �� 7$    ����

���!��# �!�!2�g �-)�� 304�  �%;0�# ���8 ���9��� ����%;  ) B,�2-b6 .(   q�� 	�-� '��# &-+#

�# 	-� ������ W- 7� &f:� �f��@ � �-)�� ?4� �� �� 7$ !������!�� (�1�R#�#  �%;  �� !�0��

�# 7e%�� ��-!,- 7� &f:� ?4� �� �f:� &%�80# 5�0.)    ?4�� �� 5�0�� �0�
G O���# 5�0�G 7� ( ��

�0
� 7f��"# A%8� ��%:�.  B,�2-7  +%� 7�0
�  � ��-��� �!� N���0#  ���%.��,%# �# 5��� ��!��   
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 B,� 2-6 W%.�
� �%.��,%# ACP  X�� h0�O�H �� ���!�� �%; W- ��,%#�!�!2�g r(a)  =0���   ����� �� 7$

���!��  ��� � 7�P�- q��:; �ZP����!@  �%; 7��!���# ���8 ���9��� ��0# �!�!2�g  ��r��%; (b)  =0���  �� 7$

���!��  ��� � 7�P�- q��:;  �0
G  �����?4�  �%; �# ���8 ���9��� ��0# �!�!2�g �-)����%;.  

 7$ �� 	-� 7M������0# �%.��,%#N  X0� h0� �!��!%#�� &�� �!� . 7$ �%.��,%# h0� 	-� �� 5* ��U��� 

 �0
G 7C��P ��zR�#  �  �ZP� �%. W-  �� ���# N���0#!���; 7� �T� ��0# �����$ 7� 7@0. �� 

^%M0$1 �# S���# 0���!��� .!�� �#  �0
G �%. �� 	%� 7C��P 5�0
� ��f%M�$ �� h0� 	-� �� 5�0.

 a01R�ACP  ��� ���!�� �48  �%; �- �C2�������2����,%# �@��2 �0
� ���9���.   

 O�� ��2007 �  �� 5���,
� ]60[  ��,%# � 0���  �����2�� ���!@ >���!���$ ����� �� . 7� ���*

�#�@ � ���%� (�"%b0. 5�%� >��� 7Z-�c � N���0# q�� ���2�� ��0# �� �.ACP O!# � 7�2���E-

 7s��� 5*  ���  ��-�  ��!��0
�.  

2-7 6��K� P��M�!�G � �V� �W� 6�?  

Wg0$  �����2�� �� ���9��� B-�
. ���� ��        	�-� ������ � �!�� ����%� ���!��#  ��������$ �� ��.

 &
� 7� �����2��V�%Z#	%-�E � 5��,%# ��!H �� �-�� ��# �%%u. O�H �� 5* �� �.  !�����]92[ . ��

,%# ��!H ��  ����� 7$ �,g0$  �����2�� 	%�g 7#�� 5�-�E 	-�	%-�E � 5��   3[4��� �� !����� �.

���2�� +-�2 &�� �!� �!%#�� .�# �����2��+-� 	-� 7C
@ ��7"9� ��,%# � ���%. ��,%# 7� 5�0.��  

                                                 
1 Calipper 
2 Small-Scale structures 
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 B,� 2-7 X0� h0� �!� N���0# �%.��,%# W%.�
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�# �0c 7� � 7����!���� �. 

]101 ,102[ . (��-�#�* 7�P�; X�e�� �� �$�H ���P� 7$ &�� &%�8�� 	-� �,%��,#�2��  ��0# ��

	%-�E �- 5��,%# �M0c V�%Z#�.  7�:��� (!� 7��# ���!�� 7�!���  ����� �� ��0# ���P� 7�0��-� 7$

	%-�E � 5��,%#���!�� 7� 7�:��� ���P� 3[4�� �� �� �.3 !�#�� . �%%u. ���!�� 7� 7�:��� ���P� �� �0T�#

�;l-� � (�%�012 ���,%��,#  �� ���# V�%Z# >��$ �� �# 5*!��� . �!-!E 	-� ��� 	%M��  ��� ��

�� >-�#�* X�e��  ��  �� �2�� �!-� ���
%CE � (�+CP!� ]103 -105[. O��# 5�0�G 7�  &:. ��

��,%# O�� �� �:$0E�  �
%CE  ���%. >
220035���,
� � X)  ]63[  >��$ �� 7$ !��P�-��

 �� �%. &#�Rb:4115  7�:420 �%. &%fC� 4/2 �# >-�+P� �����!��- . O�� ��2005  W# +%�
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�# �0c 7�

 �0Y.>�.  �� -�� BE0$  5��Z�# >R��# �T�P�� X�� 7f.�# B,� �%%u. 5�-���;�0� . 	%M!�%#

]69[  O�� ��1965  �� �0� �.)�� 7f.�# >��$ 5�-���; B#�� 7$ �.)�� 7f.�# >�. �C$  �0Y. W-
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1 Material length Scale Parameter 
2 Higher Order Theories 
3 Nonlocal Theory of Elasticity 
4 Strain Gradient Theory 
5 Couple Stress Theory 
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O�� 7f.�# >��$ (� 7 5�0�G >R� �P�b�^-�.�# B,� �%%u.  ��!��0� . 7f.�# B,� �%%u. 5�-���;

 X��)18 BZ�:# 79M0# ( 5��Z�#�%\ &
:8 W-  ����)8 BZ�:# 79M0# ( 5��Z�# &
:8 W- �)10 

BZ�:# 79M0# (�#!���. 	-� �#�
.  �0Y.	�
� W%��)� ��0#  ��� ��  ���# &��F ���g) W%�[$ ��

�P�b� �� � (�# ��P!��0
� . O�� ��2002 5���,
� � }��- ]76[  'eH 5�
M� X0�9# �P��# ��

 �0Y.>�.  ��-!��0
� 3[�� �� BE0$   �0Y. �� 5* � 7�%:%��)�>�.-� BE0$!�!%#�� �!� 3[� .

� 7>%E �0T�#>�. ���P� ��%�7f.�#  �����* �.)��  ()���# �� ��[G �� ��-� �M���. 7M���# W-

��%� O���.�� ��%� �����; ��� ��%� �����; O���. 7M���# ���- W%�[$ &M�H ����!���$ �P��#  .

>�. �0:��. 7$ !��P�-�� ���*-�%\ >R� � ��0� 5��Z�# BE0$ �� ��Z� >2�g 5�-���; �0:��. 5��Z�#

���!� B,� �%%u.  N���.   ���2�� ()���#�!� 3[�� BE0$ >�.  �0Y.  V�%Z# ��#���E W- B#��

�# ���# W%�[$ &��F �� �� ��[G ���# �M0c!���� .  

 O�� ��199750:�%D.�� � WCP  ]74 ,75[ #  �0Y.O0#�P �!e# �0c 7� �� 	%M!�% � ��0
�  !��

 >��$ 5�-���;  �0Y. �� 5*!�!%#�� . X�� 7f.�# B,� �%%u. 5�-���; �0:��. >��$ 5�-���;  �0Y. ��

�# 7-+e. BZ�:# >R� �� 7����; �� !�.��fG 7$ >2�g 5�-���; �0:��. � >��$ 5�-���; �0:��.. � 7

>%E �0T�#>�. ���P� ��%�f.�#  ��O���. 7M���# W- 5�0
� 7P�b� �� �.)�� 7  �� ��[G !-!@

����%� �����; � ����%� O���. ()���#  ���-BE0$ �����; O���. 7M���#��  O�� �� 5���,
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1 Modified Strain Gradient Elasticity Theory 
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1 Deviatoric Part of the Couple Stress Tensor 
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�2 = ^2�__ )2 -8( 

]2A\
�� = 

$ ?^2�A\ + Â�\ + ^\�2AD − 
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        − 
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 {0P ()���# ��ijε iγ )1(
ijkη  �s

ijχ 7-��� w%.�. 7�h�:.� 5�-���; ����� >��$ �0:��.  ��1 
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�-�e��@ �ijδ �# �,%���$  ��M�!���� .>�. 	%�D
�  ����#���E �� �����#  ��ijε iγ )1(
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1−=′  >��$ �0:��. S��#���# ���P� S��"��4  � ��0�0l 1l  �2l 

V�%Z#  ����#���E �# ���# O0c>�.  ���2�� ()���# �� 7$ !�����# ���� �.)�� 7f.�#  �� -

                                                 
1 Dilatation Gradient Vector 
2 Deviatoric Stretch Gradient Tensor 
3 Symmetric Rotation Gradient Tensor 
4 Deviatoric strain 
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ijij t=∇− σµ )1( 2              22
0ae=µ       )2 -15( 

7$:  

klijklij Ct ε=     )2 -16( 

 ( )ijjiij uu ,,2

1 +=ε     )2 -17( 

 ()���# ��{0P ijσ ijt klε  �ijklC w%.�. 7�  � W%�[$ >��$ W%�[$ >�. �C"#�%\ >�.

�# X���g 7f.�# 7�:%��)� �0:��.!���� .2∇  � V[E) ��C
Giu 5����!��� �# �-�e��@ �����!��� .

 	%�D
�µ  � �C"#�%\ ��#���E0e  �a �# ���# �C2�� 71R�# O0c � ���# &��F w%.�. 7�!���� 

Wg0$ V�%Z# �� ���# ���P� �!�-�
� 7$1 �#!���� . (��9�#  ���0�$�P �� ����. �C"#�%\ ��#���E

�# U-��� �%T��# &$�H h0� � ��!# B,�  � !���]116[.  

O!# U:� S!� ��  ��%:� ()�Z# �C"#�%\ 7�%:%��)�  �0Y.  ��f# ���%\ �%.  �� O�
G� � �C"#

>��
$ >
2 �� ���* !-��; ����# (����.�� � ]117-121[. O��# 5�0���  �� ]80 ,122[  �0Y. -

�� 7"9� � �%. ���� B,� �%%u.  �� �C"#�%\ W%��)�  �0Y.  ��f# �� O0#�P �!e# �0c 7�  !��

�0
� . �����9���   �. �C"#�%\ 7�%:%��)�  �0Y. U���� ��]123[  ���� B,� �%%u. �%.  �0Y. W-

�C"#�%\ ����%.0��� (����.�� � >��
$ >
2   �0
� 7s��� .���� �� 7@0. �� � �0$d#  �0Y. ��  �%;

 �0Y. 7� �%. QC�R#  ���!;�!-� ]82[  �C"#�%\ �%.  �0Y. W-�#�@ >
2 �����  ��� �.

�0
� �P��# ���%.0��� ���* (����.�� � >��
$. �-���%# � �8[�8 	%�D
� ]124[  ^��$�P �%%u.

���0:��,-  ���%.��,%# �� ���* �� 7$ �-� �%;���:�# ���9��� �C�� >R� 5�0�G 7�0�  �� ��

�� ���8 7�M�4# ��0# �C"#�%\ �%.  �0Y. �� ���9�����!. ���� �� �%.  �0Y.  ���2�� ()���# ��  �%;

�%#� � WM�0%� �C"#�%\ ]125[ !���� ���8 7�M�4# ��0# �� W%��)�  ���%.0��� >
2 .  

                                                 
1 Small-scale effect 
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	�
� W%��)� !#�@ W-  ��� 7M���# )2-12( �# ���0
� �:-0���� �-� B,� 7� 5�0.:  

ijijkkklijklij GCt εδκεε 2+==  )2 -18( 

 7M���# �� 7$ {0Pijδ  � ��0� �,%���$  ��M�G  �κ w%.�. 7� �� �����#  O�!# � ���� O�!#

 �
eH ���#�#!����.  
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3.  �� F���.�<���� ��1!�G - ��1 E-�� � !��-!I��  
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3-1 ���2�  

B1P 	-� �� � �
.� ��%� /0,���,%# O��!�# �%.��,%# �42�%\ � �42 �.����.�� ���P� 7 7C%��

 �0Y.>�. � >��$ 5�-���; �.)�� 7f.�# 7�%:%��)�  ��- ���8 7�M�4# ��0# �!� 3[�� BE0$�P�; 7

&�� . �� �0T�# !� ����� +%� >%E B1P �� 7$ �04��
�  �%. �
.� ��%� /0,���,%# O��!�# �%.

 ����� �� =0� W- � �%;���:,- �%.��,%# W- �� B,��# ���* � 7$ ��0� 5* 7(�0�   ��� ����:;

 � ��0#0��� 304� >���� �- 7) �%T� ���*  �� �� �,%��,# (�%C
G �2�� X�e�� �0T�#7- q��  �����

�# ���8 ���9��� ��0# >
2 &:. X�e�� ���%;. � 7 B
G �� /0,���,%# �%.��,%# 	%-�E ����� B%M�

7C��P �-+;�� � 7���!� �0@� �%.  ����� �� A%8� �04� =0� N���0# 5�,#� ���* �� � =0� 	%�  �

 !#* !��02 �0@0� �%.��,%#]126[.  /0,���,%# �%. �42 (����.�� ���P�  �� �� 7C��P 	-� �%F�.

 !# �� �
.� ��%����
.  ���%E 5�ZZ"# �2�� U�0. &�� 7�P�; ���8 7�M�4# ��0#]33 ,34[ �#� 

 �!�� ��,�* �0�� �����# !# �� '� 5* /0,���,%# �%. �42�%\ �.����.�� ���P�  �� �� 5* �%F�.

&��.  

�� >R� �� �!�3-2� /0,���,%# O��!�# �%.��,%# �42 �.����.�� ���P�  7  �0Y. 7C%��

 ��0# >��$ 5�-���; W%�[$�%\ &%��:H � !-!�. ^��$�P  ��� �4���� � &�� 7�P�; ���8 7�M�4#

&�� �!#* &�!� �42 (����.��.  >R� ��3-3  �42 �.����.�� ���P� O��!�# �%.��,%#

 �� B��H `-��� �� B%C". `-��� � 7�P�; ���8 B%C". ��0# >��$ 5�-���;  �0Y. V��� �� /0,���,%#

>�.  �0Y. ��-&�� �!� 7:-�Z# W%�[$ �%. � �!� 3[�� BE0$ . �0Y. 7-�E �� W%�[$�%\ 

>�. - �!� 3[�� BE0$��#� �
.� ��%� /0,���,%# �%.��,%# �42�%\ &$�H 7M� � �����# !# �

  ��f@� (����.�� &". >R� ��3 -4 &�� �!� 7s���.   �42 �%F�. &$�H 7M���# 5���* &�!�  ���

 �T� !# +%� �%.��,%# �42�%\ �.����.�� ���P� �� �%.��,%#  �� �� =0� A%8� N���0# X!G �� ����
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&�� 7�P�; ���8 . >R� �� &-��� ��3 -5 ���� ��\�  �0Y. q�� ��  �%;(�����1  &$�H 7M���#

 � 7�P�; ���8 B%C". ��0# �42�%\ �F0# �42�%\ �-��%# � �42�%\ ^��$�P  ��� �4����� '�:%� 

_��E B%C".  ��� �4���� 	%�D
�� '�:%� �:��$�P  �� 7 7s��� QC�R#  ����#���E �� ����0. (�0�

&�� �!� .� ^�� 7 �!#* &�!� U���� 7C%��42�%\ �.����.�� ���P� O��!�# �%.��,%# �

 �
.� ��%� /0,���,%#&�� 7�P�; ���8 ����� ��0#.   

3-2 ���� -!�� H�I�-!I�� E-�� � !��-!I�� ��1 +�.�<���  

� 7�0c�
.� ��%� /0,���,%# �C$  ���
. !# ���0C4# �@��2 7� 7�:� &M�H �� �� �#!��0. 

 r!-�
� B
G 	%� �#  ��%� !��� h�9.�� (�G[c� �0C4# �@��2 7$ �.�0� ��=0� ?4� � �� &��F 

���� 7���� �!�  	%� �#  ��%� �0C4# �@��2 7$ �.�0� �� �=0� h�9.�� !��� ?4� �  ���� &��F

�# 7�����0� . ��� �� =0� ���
. !# ��!H �� Wg0$ ��%:� 7�#�1  �.5  � )�� &
� 7� ��#0���

-�E�# >��� �� 7�0
� ?4� � ���$ &$�H 	%!-�
� ]10[. �dM �# �%.��,%# �.����.�� ���P� 5�0.

� &M�H 	-� �� �� �
.� ��%� /0,���,%# 7��� ���8 B%C". ��0# �42 (�0�.   

,%C%� ^�@ �� O0
�# �0c 7� �
.� ��%� /0,���,%#  ���%.0�# ���* =0� �#� ��0� 50. ^�@ �� !��

,%C%�0�CE �- 5,%C%�0!��� 5 .^%���9-� U�0. 7�P�; (�0� (�Z%Z". Afc ]127[  V�%Z# ��#���E

O0c l ,%C%� ���#  ���0 5 ��!H ��:467/0 �#!���.  /0,���,%#  ���%. &#�Rb ��-� S�c ��

 ��!H �� �
.� ��%�(0.5 ∼ 7.5:4) �#!��� ]128[ �# 7$ ���%. �� �2��  ��� &P�; 7e%�� 5�0.

7�P�; ���8 O0c V�%Z# ��#���E ��!H �� �%. &#�Rb�  7-�0c ��#���E 7� �%. &#�Rb &f:� 7,

O0c V�%Z# Wg0$ �#���; . B%C". �dM ���!�� 7� 7�:��� �.����.�� ���P� ��%� /0,���,%# �%.��,%#

 �0Y. �� ���9��� �� �
.� ���b W%�[$�%\  �� �#!-�
�.   

                                                 
1 Perturbation Technique 
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 ��P >R� 	-� ��&�� �!� !-�
� >��� �� 7�0
� ?4� ���
. !# �� �
.� ��%� /0,���,%# .  ���

�%. ���!�� 7� 7�:��� �.����.�� ���P� B%C". &M�H 	-� ��  �� �0Y. W%�[$�%\ 7�%:%��)�  ��

>�. � >��$ 5�-���; - �!� 3[�� BE0$&�� �!� ���9��� . 	%�D
�B��H `-���   �0Y. �� 	-� ��

&�� 7�P�; ���8 7:-�Z# ��0# W%�[$ �%.  �0Y. �� B��H `-��� �� 	%�D
� � ��-!,- �� . �CH  ���

�#�@�.  B%C".�b�H ��  ����#���E �� ���9��� �� X�e�� !��&�� 7�P�;.  ��� �#�  `-��� ���� =��

8�� �� �!� B��H �0@0# &%� &��� �� �0@0# �%.��,%# h0� �� ���
. !# �� 304� >���  ��� 7$

�# ���8 ���9��� ��0# 7�!��  ���� � !��%;�f:� �04� �# (��9�#!����  ��R���&�� �!� �  ��

.�� ���P� �!#* &�!� `-��� �� ���9��� ���* ���!�� 7� 7�:��� �.���� +%� ���8 7�M�4# ��0#&�� 7�P�;.  

3 -2-1 !��-!I�� �I����� N�93� - 6(�V���   

 B,�3-1 �# 5��� �� >R� 	-� �� B%C".  ��� �T� ��0# �%.��,%# W%.�
�!�� .�0$d# �%.  W-

 ��G �� W%��)� �%.h &#�Rb ℎ  O0c �! �#!��� . �0"# B,� 	-� A��4#i  �%. O0c ��!�#� ��

 � ��0�((i, �)  �0"# ��!�#� �� �%. +%2i  5�#� �� �� �#!��� . �� �%.��,%#  ����� W-i = 0 

 �� 5* ��-�  ����� � ��0� �%;��i = !   ���� O0c �� �c��R# =0� W-j  � X�@4k �#!��� .

� !� ����� +%� ���%E 7$ �04��
� 7'���  ����%� ���
. !# �� 5��0� 	%-�E 7�#�� &CG 	%� >�$

� 7�0
� ?4� � =0� 7!�� �!� ��P �42 (�0� .�-� ������%� 	-� 5�0
� O!#  ��� ��  ��P �� ��

 ��R� �� O�#��  ����%� 5�0
� O!#  ��� �,- �421l  �f��@  ����%� 5�0
� O!#  ���  ��-� �

 ��R� ��1  �!� ���9��� &�� .�M�� �%.  �0Y. 7� 7@0. ��-79M0# �M0��� �%.��,%# �-�e��@  ��

� >
2 &". �0$d# 7�# &�!� �-� (�0�-*!�:  

),(3 txwu =         02 =u          
x

txw
zu

∂
∂

−=
),(

1 )3 -1( 

 {0P U���� �� 7$R R,  �R$ � 7  ���0"#  ����� �� �-�e��@ w%.�.i m  �n �#!���� .  

 >R� �� �!� 3[�� >��$ 5�-���; W%��)�  �0Y.  ���2�� ()���#2-3  ���� 3�� B#�$ �04�

!� . 7M���#  ��d�-�@ ��)3 -1 ( 7M���# ��)2 -7(79M0#  >��$ �9��%\ ijε �# &�!�!-*:  



 
7�0
� ?4� �� V�
. �� �
.� ��%� /0,���,%# O��!�#

� = −n op*(q,/�
oqp   

�# &�!� �-� (�0�!�-*:  

�′ = 2
3
� �

 ����� �9��%\  ��iγ  � ���0:��. )1(
ijkη 

� � �n o
r*�q,/�
oqr

          �$

]
�� � � ,

`
n o

r*�q,/�
oqr

 , ]$
�� �

],,
�� � ]$$

�� � ],,
�� � ],,

�� �

],,$
�� � ],$,

�� � ]$,,
�� � 

`
op*�
oq

C,0 � C,0 � � 
,
op*�q,/�
oqp

  

 ( � W%�[$ >�.  ���0:��. �

>�. 	-� �9��%\  ���� �� �#� 5�0. 7

@ � s� � �sn o
p*�q,/�
oqp
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B,�  3-1 �%. W- W%.�
� 7�0
� ?4� �� V�
. �� �
.� ��%� /0,���,%# O��!�#

 �9� �%\  �� �0:��.>��$ ��@0G� ijε ′  +%�� 7�# &�!� �-� (�0�

�,,′ � �$$′ � �
1
3
� 

 74���  ��d�-�@ ��)3 -2 ( U���� ��)2-8 ( �.)2-10( 79M0# ����� �9��%\  ��

 B��H �-� (�0��#!���;:  

� � op*�q,/�
oqp

  

]$
�� � ]$

�� � � t
`

op*�q,/�
oqp

 

� ]$$
�� � ]$$

�� � 
`
n o

r*�q,/�
oqr

  

�q,/�
qp

, ]$$$
�� � 

`
op*�q,/�
oqp

 

�!� B��H U���� 7� 7@0. �� w%.�. 	-!� )3-1 ( �.)3-6 (

 U���� �� �!� �P��# W%�[$�%\)2-11 ( �.)2-14(7-��� >�. 	-� �9��%\  ��

�# &�!� �-� (�0����*:  

 

 

B,� 

)3 -2( 

 	%�D
�79M0# �9� �%\  ��

)3 -3( 

 74���  ��d�-�@ ��

 �s
ijχ� 7 B��H �-� (�0�

)3 -4( 

)3 -5( 

)3 -6( 

�!� B��H U���� 7� 7@0. �� w%.�. 	-!�

 U���� �� �!� �P��# W%�[$�%\

�# &�!� �-� (�0�

)3 -7( 
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Z = −2O�f,n or*(q,/)oqr     Z$ = −2O�f, op*(q,/)oqp   )3 -8( 

[() = − t̀ O�,n or*(q,/)oqr  , [$$$() = ,̀ O�, op*(q,/)oqp  

[$() = [$() = [$() = − u` O�, op*(q,/)oqp  , [,,() = [$$() = [,,() = ,̀ O�,n or*(q,/)oqr  

[,,() = [$$() = [$$() = ,̀ O�,n or*(q,/)oqr  , [,,$() = [,$,() = [$,,() = ,` O�, op*(q,/)oqp  )3 -9( 

4,0 = 4,0 = −O�,, op*(q,/)oqp   )3 -10( 

 ()���#  ��d�-�@ ��)3-1 ( �)3-3 ( �.)3 -10 ( 7M���# >��$ 5�-���;  �0Y.  ���2�� 7M���# ��

)2 -6(O������  O�#��  ����P 7� i0��# W%��)�  N��� 5�0
� 7P�b� ^�� � �%. 'eH  �� ��  �%;

 B$ >��$  N��� �f��@ �= �:,- �%.��,%#  ���� �T� ��0# �%;�� 7�# &�!� �-� (�0�!-*:  

( )( ) ( ) 2
2

0

2

3

32

2

2 ,

2

1
,

2

1),(),(

2

1









∂
∂++































∂

∂+














∂

∂= ∫
x

tLw
qktLwkdx

x

txw
K

x

txw
RU ln

L  
)3 -11( 

7$  

v = sw + 2Ox�f, + u` Ox�, + Ox�,,    y = Ow z2�f, + t̀ �,{    )3 -12( 

� +%� ��f�@  N��� �T���0# �%.��,%#  ��� 7 �-� (�0��# �����0�:  

| = , Y }x zo*(q,/)o/ {, Fi&f + , 4/ zo*(&,/)o/ {,
    )3 -13( 

; �T� �� ���  ��� �!� ���� U���� 	�P=  �|  �^��  U-��� � '$�H 7M���# 50�C%#�� 74��� O�
G�

 >��$ 5�-���;  �0Y. V��� �� �T���0# O��!�# �%.��,%#  ��# &�!�!#* !���02 . 50�C%#�� 74���

� 7�# Q-��. �-� (�0����;:  

a Y (| − = + ~�)/p/� F� = 0  )3 -14( 

 {0P 74��� �� 7$~� �# �@��2 W%�[$ � �.)�� 7f.�#  �������; U�0. �!� X�e�� ��$ 7$ !��� ��

 �e�-�&�� �!� 7�P�; �T� �� �9� ����� .  

 7M���# 7� 7@0. ��)3-14(� B%:���E  N��� (��%%u.  7�# &�!� �-� (�0�!-*:  

a= = a �, Y �v zop*oqp{, + y zor*oqr{,�&f Fi + , 1	?((!, �)D, + , 1 zj o*(&,/)oq {,�  

= Y �v op*oqp op
oqp a( + y or*oqr or

oqr a(�&f Fi+1	(�a(|q�& + 1 j, o*oq �a o*oq �q�&   
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= Y �v o�*oq� − y o�*oq� � a(&f Fi + zy o�*oq� − v or*oqr{ �a(|f& + zv op*oqp − y o�*oq�{ �a o*oq �f&	  
+y or*oqr �a op*oqp �f& +1	(�a(|q�& + 1 j, o*oq �a o*oq �q�&  )3 -15( 

�� �0� !��02 ����� +%� ��f�@  N��� (��%%u.:  

Y a|F�/p/� = Y a �, Y }x zo*(q,/)o/ {, Fi&f + , 4/ zo*(&,/)o/ {,� F�/p/�   

= Y Y }x o*(q,/)o/ oo/ a(&f FiF�/p/� + Y 4/ o*(&,/)o/ oo/ a(/p/� F� = Y }x o*(q,/)o/ �a(|/�/p&f Fi  

−Y Y }x op*(q,/)o/p a(/p/� F�Fi&f + 4/ o*(&,/)o/ �a(|/�/p − Y 4/ op*(q,/)o/p �a(|q�&/p/� F�  
= −Y Y }x op*o/p a(/p/� F�Fi − Y 4/ op*o/p �a(|q�&/p/� F�&f   )3 -16( 

 �� U����  ��d�-�@)3 -15 ( �)3-16 ( 74��� ��)3-14(74��� �  � 7�# &�!� �-� (�0�!-*:  

Y �Y z}x op*(q,/)o/p + v o�*(q,/)oq� − y o�*(q,/)oq� { a(Fi&f �/p/� + zy o�*oq� − v or*oqr{ �a(|f&  

+zv op*oqp − y o�*oq�{ �a o*oq �f& + y or*oqr �a op*oqp �f& + z4/ op*(q,/)o/p + 1	({ �a(|q�&    

+ �1 Z, o*oq �a o*oq �q�&� F� = 0  

 
)3 -17( 

 {0P 74��� 7� 7@0. ���  ��# U-��� � &$�H 7M���# 7�# &�!� �-� (�0�!�-*:  

y o�*(q,/)oq� − v o�*(q,/)oq� − }x op*(q,/)o/p = 0  )3 -18( 

((0, �) = o*(f,/)oq = 0  )3 -19( 

y o�*(&,/)oq� − v op*(&,/)oqp − 1 j, o*(&,/)oq = 0  )3 -20( 

y o�*(&,/)oq� − v or*(&,/)oqr + 1	((!, �) + 4/ op*(&,/)o/p = 0  )3 -21( 

� 	,
# ��R��� W- +%� W%�[$�%\  ��# U-���  ��� 	%�D
� 7�# �-� (�0�!���.  

op*(f,/)oqp = or*(&,/)oqr = 0     )3 -22( 

04��
�!� 7�9; 7$ � 74��� )3 -17 (��#�M U���� � &$�H 7)3 -18 ( �.)3-22 (  ��# U-��� '�:%�

�!#* &�!� >��$ 5�-���;  �0Y. V��� �� 7$ ��0�!�� . 5��� ���8 �� 7$ &�� �$� 7� X�)

�f = � = 0 �# B��H >��$ 5�-���;  �0Y.  ��# U-��� � &$�H 7M���# {0P U���� ���0� .

O0c V�%Z#  ����#���E 7%C$ �� 5�0
� �T�P�� �� 	%�D
� �f = � = �, = 0  U���� 7� {0P U����

�# B%CZ. W%�[$ �%.  �0Y. �� B��H!���- .�� U���� �� !��� 7�# �P��# �-� (�0�'%-�
�: 
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� = q&           ~ = *&           [ = �� ����&� 											O� = �� 									# = e&                       

47 = _���&              � = \�&r
��                       �	 = \�&r

��  )3 -23( 

 7M���#  ��d�-�@ ��)3-23(  �� U����)3-18(  �.)3-22( � &$�H ()���# ��  ��# U-���� !�� 7

�# &�!� �-� (�0�!�-*:  

y� o��(�,�)o�� − v� o��(�,�)o�� − op�(�,�)o�p = 0    )3 -24( 

~(0, [) = o�(f,�)o� = 0  )3 -25( 

op�(f,�)o�p = or�(,�)o�r = 0      )3 -26( 

y� o��(,�)o�� − v� op�(,�)o�p − � #, o�(,�)o� = 0	  )3 -27( 

y� o��(,�)o�� − v� or�(,�)o�r + �	~(1, [) + 47 op�(,�)o�p = 0 	 )3 -28( 

7$:  

y� = ���&p = O� �2 z  &{, + t̀ z �&{,� 	 )3 -29( 

v� = ¡�� = 1 + 12O� �2 z  ¢{, + u` z �¢{, + z p¢{,�  )3 -30( 

W%�0#��� �CH ��P ��   ���~ � 7 (�0�~(�, [) = £(�)�2¤� �# U-��� � &$�H 7M���# 5�0.

��  ��# � 7�0
� �:-0���� �-� (�0�:  

y� 6�¥(�)6�� − v� 6�¥(�)6�� + ¦,£(�) = 0  )3 -31( 

£(0) = 6¥(f)6� = 0   )3 -32( 

6p¥(f)6�p = 6r¥()6�r = 0  )3 -33( 

y� 6�¥()6�� − v� 6p¥()6�p − � #, 6¥()6� = 0				  )3 -34( 

y� 6�¥()6�� − v� 6r¥()6�r + ?�	 − 47¦,D£(1) = 0 	 )3 -35( 

 {0P 74��� �� 7$ω 7-��� ^��$�P�#  �!��� . 7M���#  ���)3 -31 (�#� �CH 5�0. 7 ��P �-� (�0�

�0
�:  
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£(�) = ∑ C2�©ª�«2�   )3 -36( 

7M���# 	-� �� 7$ )6..123(i= iC  	%%�.  ��# U-��� �� ���9��� �� 7$ !��:� ����0F�#!�0�. 

)6..123(i= iλ �# 7$ +%�7�-� !���� UC�R# �-��Z# !���0.�# �-�  �f@ 7M���#  ��!����:  

y�¬« − v�¬t + ¦, = 0  )3 -37( 

7�-� {0P 7M���#  ��)6..123(i= iλ   '�:%� ^��$�P �� ����.ω �#!���� . ��7M���#  ��d�-�@ 

)3 -36(   ��# U-��� ��)3 -32(  �.)3 -35(7G0
e# � �:-�.�# X�P 7� 	�
� ()���# ��  � 7

�# &�!� �-� (�0�&��F 7� &f:� 7$ !-*  ��C  7� &f:� �#� ��0� �42λ �# �42�%\!���:  

PA�¦�T®C¯ = ®0¯  )3 -38( 

7-��� ^-�.�#  ��A � 7�# �-� (�0�!����: 

A2 = 1 ,       A,2 = ¬2 ,        A$2 = ¬2, ,       At2 = ¬2$�©ª  

A`2 = ?v�¬2, − y�¬2t + � #,¬2D�©ª  

A«2 = zy�¬2` − v�¬2$ + ?�	 − 47¦,D{ �©ª   )3 -39( 

 7M���# 7,�-�  ��� �P�$ � X�) i��)3-38 (�# 	-� !��� 7���� ��-!��%\ �CH7$ !���:  

D�¦, � ) = detPA(¦, � )T = 0   )3 -40( 

�# �� '�:%� ��%fc ^��$�P7� 5�0. 7�-� (�0��0
� 7f��"# {0P 5��%#�.�  �� . �� �0T�# 	-� 7�

q�� 5�0�G ��  �!G q�� W- BIE1  &�� �!� ���9���]129[ .� q�� 	-� A��4# 7 7,�-� &CG

7-��� ^-�.�#  ��A �# UC�R# �-��Z# �C$ &M�H ��7�-� 5�0
� �!%E � !���� 7M���#  ��)3-40( 

�# ��0�� UC�R# 7"9� �� �9� i�Z� ���- 5��%#�.� ��!Z# !���0�� 7$ ^��$�P ��  �-��Z# !��� 7�

B,� ( )( )lD βω,log �0� !���02 '�:%� ��%fc ^��$�P �� �����# !�-�
� '
%�%# �� . �0T�# 	-!�

 ��"�#( ) ( )( )ll DD βωβω ,log, =  QC�R# �-��Z# w:H ��ω ��  �-��Z# � �!� '��ω  ��"�# 7$

�# '
%�%# ��^��$�P 5�0�G 7� !�-�
��# ��R��� '�:%� ��%fc  ��!�0� . �� ���%� (�%s+@  ���

                                                 
1 Boundary Integral Equation 
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q�� 	-� ��0# �# � ������%$ U�0. 7�P�; (�0� (��M�4# 7� 5�0.5���,
� ]130 ,131[  7�@��#

�0
�.  

�� &%��:H ��%fc ^��$�P �-��Z# 	%%�. �� '�:%� !��S � 7 7� &f:� ^��$�P A��# (�0�

�# 7f��"# ?4� O�#�� ��R����; ]30[: 

³ = ´¤´8� = −z ´µ´8�{ z´µ´¤{¶   )3 -41( 

>�. � >��$ 5�-���; W%�[$�%\  �0Y. �� 	%� �0@0# (��9. ���� =��  ���-  �!� 3[�� BE0$

�f:�  �42 !��� �T� ��0# �%.��,%# (����.�� &%��:H � !-!�. ^��$�P 	%
R. ��1  ^��$�P

 !-!�.�·  (����.�� &%��:H �f:�  �42 !��� ��¸ � 7 �-� (�0��# �P��#!�0�:  

�7 = ¹º»¼¹»½¹»½ × 100%                               �% = ¸º»¼¸»½¸»½ × 100% )3 -42( 

{0P 74��� �� 7$ ¦  �³ � 7�# '�:%� (����.�� &%��:H � !-!�. ^��$�P S��# w%.�.!���� .

^-!�� 	%�D
�  ��CS  �ST 5��� +%� ��� ���9��� ��0#  �0Y. �!���  �- !-!�. ^��$�P 	%
R.

�# �T� ��0# �%.��,%# (����.�� &%��:H 7$ !����CS >�.  �0Y. 7� i0��#- � �!� 3[�� BE0$

ST �# >��$ 5�-���;  �0Y. 7� i0��#!���.  

3 -2-2 E-�� � !��-!I�� ��1 ���.�<��� �� F� N�93�  

 >R� �� B��H U���� �� ���9��� �� >R� 	-� ��3-2-1�. ^��$�P  (����.�� &%��:H � !-!

  ��!#�:,- �%.��,%# W- ��
2 X�� � O�� 7�P�; ���8 B%C". ��0# �
.� ��%� /0,���,%# �%;��

&�� .>�. � >��$ 5�-���; W%�[$�%\  �0Y. ��  ��f# �� `-���- 	%�D
� � �!� 3[�� BE0$

�!#* &�!� W%�[$ �%.  �0Y. 7$ &�� � 7�� �.����.�� ���P� ����� �0T�# �%.��,%# ���!�� 7� 7�:�

!�� �!� 7:-�Z# ��-!,- �� O��!�# .�dM  ��P&�� �!�  � ����� '� �� O0c V�%Z# ��#���E 7� ��:# 

>�.  �0Y. �� ���9��� ��0# O0c V�%Z# ��#���E- !���� �!� 3[�� BE0$�f = � = �, = �. 

                                                 
1 Relative Error Percentage 
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O�!@  3 -1  B%C". &�@ �!� ���9��� �%.��,%# �� ��!�� (�1R�# � h0�]128[ 

�%. h0�  ! (:4) h (:4) h (:4) j (:4) 
MikroMasch NSC16 225  37  7  18  

MikroMasch NSC19 120  5/22 1  12  

  

>�.  �0Y. 7$ &�� '�# 7�,� 	-� �!e# �$� - 5�-���;  �0Y. �� a�2 &M�H W- �!� 3[�� BE0$

>�.  �0Y. 7-�E �� B%C".  ��� � &�� >��$- &�� X�) ���. �!� 3[�� BE0$�f = � = 0 � 

�, = � !�0� ��P . 7$ ��M�H  ��� 	%�D
�ℎ �⁄ = ∞  >R� �� B��H U����3 -2-1 U���� 7� 

 �0Y. �� B��H �# � 7�P�- B%CZ. W%�[$ �%.	-� 5�0.   �0Y. 7-�E �� B%C". 7$ �0
� &����� 7�0;

&�� 7�P�; (�0� W%�[$ �%. .  

 �.����.�� ���P� B%C". &�@ ���* �� 5�0�� 7$ �#�@ �-�����0
� 7s��� S!� �� 7$ &�� �$� 7� X�)

 7$ �
.� ��%� /0,���,%# O��!�#  ���%.��,%# 7%C$ ���
. !# ���# >��� �0
� ���9��� !�-�
�

� B%C". 7�� (�0�� +%� `-��� 7e%�� �� � 7�P�; (�0� !�� 7�� (�0�&�� �!� 7s��� !�� . ^�@

,%C%� B%C".  ��� �0$d#  ���%.��,%#0&�� �!� ��P 5 . ��!�� ����� � ���# (�1R�# 	%�D
�

� �%.��,%# 7 (�0�Gpa170=E 3/ mKg٢٣٣٠=ρ Kg
13-10×24k = 22/0Ã =  �١/٠Ä = 

 ��&�� �!� 7�P�; �T�. ��R� 	%�D
�� �f��@ � O�#��  �� 7 (�0�β 9/0�	 =  !�� �!� ��P

]10[ . ��-� S�c ��� 7=�� �0T�# �� �b�H B%C". �!� X�e�� 7�M�4# ����  � QC�R# 7�0
� ��

�:,- �%.��,%# /0,���,%# �%;��Mikro Mash NSC16  �Mikro Mash NSC 19  &��� �� 7$

&�� 7�P�; X�e�� +%� !���� ������P �����$ . O�!@ �� �0$d# �%.��,%# �� ��!�� (�1R�#3-1 

�!� ����* &�� . q�� �� !-!�. ^��$�P 	%
R.  ��� !� ����� +%� >%E >R� �� 7$ �04��
�

  �!GBIE &�� �!� ���9��� .>�.  �0Y. �- W%�[$ �%.  �0Y.  ��f# �� B%C". 7$ �#���� -

 �!� 3[�� BE0$  



 

O�� !# !-!�. ^��$�P 	%
R.  ���  

�
�  �!G q�� �� ���9��� 7�  ��%� � !���!��� .  ��� �dM

 ���9��� �� �� !-!�. ^��$�P �!� 3[�� BE0$

 B,� A��4# �� `-���3-2 7:-�Z# ��-!,- �� 

  �!G q�� �� �!#* &�!� `-��� 7$ &�� &%�8�� 	-�  �-0; B,� 	-�BIE  ��%:� &8� ��

    ��# 5���� >���$ 5��-���;  �0Y. V��� �� �� O�� !# !-!�. ^��$�P  !���� .

     ��� � �!�� h���� ����
. ��R� 	%-�E �-��Z#  ��� &��F ��!Z# W- �� ^��$�P B,� �� 	-� A��4#

      )��� ��%�:� �-���Z#  ���� &-��� �� 7,�-� �. !��-

     B,�� �� 	�-� 7�� 7�@0. ���    �0�Y.

�# 5��� �.)�� W%�[$ �%.� !��  S[�2� 	-��
$

 	%� ��R� �-��Z#  ��� �f-�Z. �0c 7� ^��$�P �-��Z# ��%�10  �100  !# ��

 W-�+�  &#�Rb 5!� 7� �%.  
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  �!G � A%8� BH q�� �� 	%� 7:-�Z#BIE O�� !# !-!�. ^��$�P 	%
R.  ���

�# V���� �� A%8� BH ��%; X�e���
�  �!G q�� �� ���9��� 7�  ��%� � !���

>�.  �0Y. 7-�E �� �0$d#  �!G q��  ��d;- ���9��� �� �� !-!�. ^��$�P �!� 3[�� BE0$

����* &�!�  �!G BH � A%8� BH q�� �� �� ��� '-�  B,� A��4# �� `-���

  �!G q�� �� �!#* &�!� `-��� 7$ &�� &%�8�� 	-�  �-0; B,� 	-�

�# Af4�# A%8� BH q�� �� B��H `-��� �� )��!���.  

    ��# 5���� >���$ 5��-���;  �0Y. V��� �� �� O�� !# !-!�. ^��$�P 

     ��� � �!�� h���� ����
. ��R� 	%-�E �-��Z#  ��� &��F ��!Z# W- �� ^��$�P B,� �� 	-� A��4#

�# >-�+P�  �%�
�g �04� ���
. ��R� >-�+P�      )��� ��%�:� �-���Z#  ���� &-��� �� 7,�-� �. !��-

�# B%# &��F ��!Z# W- 7� �!e# �0c 7� ���
. ��R�� !�-�
 .     B,�� �� 	�-� 7�� 7�@0. ���

 �0Y. 7� &f:� �� ^��$�P �-��Z# >��$ 5�-���; �# 5��� �.)�� W%�[$ �%.

>%E ��  �0Y. �� 	%� 	%� ��R� �-��Z#  ��� �f-�Z. �0c 7� ^��$�P �-��Z# ��%�

1000  ��� �# X�� !#!��� .B��H `-��� A��4# �!� W-�+� 

 

B,�  3 -2   �!G � A%8� BH q�� �� 	%� 7:-�Z#

�# V���� �� A%8� BH ��%; X�e��

7"�>�.  �0Y. 7-�E �� �0$d#  �!G q��  ��d;

����* &�!�  �!G BH � A%8� BH q�� �� �� ��

��0
�'-� .  �!G q�� �� �!#* &�!� `-��� 7$ &�� &%�8�� 	-�  �-0; B,� 	-�

�# Af4�# A%8� BH q�� �� B��H `-��� �� )��

B,�  ��3-3  �3-4    ��# 5���� >���$ 5��-���;  �0Y. V��� �� �� O�� !# !-!�. ^��$�P 

     ��� � �!�� h���� ����
. ��R� 	%-�E �-��Z#  ��� &��F ��!Z# W- �� ^��$�P B,� �� 	-� A��4#

�# >-�+P�  �%�
�g �04� ���
. ��R� >-�+P�

�# B%# &��F ��!Z# W- 7� �!e# �0c 7� ���
. ��R�

 �0Y. 7� &f:� �� ^��$�P �-��Z# >��$ 5�-���;

>%E ��  �0Y. �� 	%�

 	%� � O��100  �1000



 

 O0c V�%Z# ��#���E 7� �%. &#�Rb &f:� QC�R# �-��Z#  ��� O�� !-!�. ^��$�Pℎ/�  

 

&#�Rb  O0c V�%Z# ��#���E 7� �%.�/� 

55 

 O0c V�%Z# ��#���E 7� �%. &#�Rb &f:� QC�R# �-��Z#  ��� O�� !-!�. ^��$�P

 �-��Z#  ��� X�� !-!�. ^��$�P &f:� QC�R#&#�Rb

 

 

B,�  3 -3  O0c V�%Z# ��#���E 7� �%. &#�Rb &f:� QC�R# �-��Z#  ��� O�� !-!�. ^��$�P

B,�  3 -4  �-��Z#  ��� X�� !-!�. ^��$�P



 

O0c V�%Z# ��#���E 7� �%. &#�Rb  

^��$�P &%��:H 7g �;�  ����� �� X�� !# (��%%u.

 7� ���
. ��R� 	%-�E ��%:� �- )�� ��%:� �-��Z#  ��� �C$ &M�H �� �#� &�� ���%� �%. &#�Rb

 �� S[�2� !���  ���  �0Y.

U-��� 	-� �� 7$ &����# 5�!� 	-�  !-!�. ^��$�P

 ���
. ��R� �� ����. (�0�

 O0c V�%Z# ��#���E 7� �%;��ℎ �⁄ B,� �� w%.�. 7�  ��

�:H ���
. ��R� 	%-�E �-��Z#  ��� B,� �� 	-� A��4#� &%

 �04� �!� ����;�� &P� ��g� &%��:H   ��%:� �-��Z#  ��� 7$

 &P� �� Bf8 &%��:H  �����0
� X�� !# ��

�#5�0.   �� 7$ &P�; 7e%��  
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 �-��Z#  ��� O�� (����.�� &%��:H&f:� QC�R# O0c V�%Z# ��#���E 7� �%. &#�Rb

�# >-�+P� �� ^��$�P O0c V�%Z#!�� .^��$�P &%��:H 7g �;�

 7� ���
. ��R� 	%-�E ��%:� �- )�� ��%:� �-��Z#  ��� �C$ &M�H �� �#� &�� ���%� �%. &#�Rb

�# 	%-�E O0c V�%Z# ��#���E � �%. &#�Rb 	%� &f:� 7$ �#���� �l-� �� S[�2� !���

�# ��$�!H !-!�. ^��$�P 	%
R.���; .U-��� 	-� �� 7$ &����# 5�!� 	-�

�# B
G ���!�� 7� 7�:��� (!�!-�
�.  

� �
.� ��%� /0,���,%# �%.��,%# X�� � O�� (����.�� &%��:H 7 ���
. ��R� �� ����. (�0�

�:,- �%.��,%# &#�Rb &f:� O0c V�%Z# ��#���E 7� �%;��

&�� �!� ���� 5 .�:H ���
. ��R� 	%-�E �-��Z#  ��� B,� �� 	-� A��4#

 >-�+P� �� �#��	 �04� �!� ����;�� &P� ��g� &%��:H 

�# B%# �9� &
� 7� ���
. ��R�  )��!-�
� . &P� �� Bf8 &%��:H  �����0
� X�� !# ��

�# 7��e. �� +%2!�-�
� . �� 	-� 7� 7@0. �� 	%�D
� B,�  �#

 

B,�  3 -5  �-��Z#  ��� O�� (����.�� &%��:H

 ��#���E�# >-�+P� �� ^��$�P O0c V�%Z#

 7� ���
. ��R� 	%-�E ��%:� �- )�� ��%:� �-��Z#  ��� �C$ &M�H �� �#� &�� ���%� �%. &#�Rb

�# 	%-�E O0c V�%Z# ��#���E � �%. &#�Rb 	%� &f:� 7$ �#���� �l-�

�# ��$�!H !-!�. ^��$�P 	%
R.

7� �T� ��0# �%.��,%# �# B
G ���!�� 7� 7�:��� (!�

� �
.� ��%� /0,���,%# �%.��,%# X�� � O�� (����.�� &%��:H

 O�#���	  ��:,- �%.��,%# &#�Rb &f:�

3 -5  �3-6 ���&�� �!� ���� 5

�# '
-+$�#!��� . >-�+P� �� �#�

�# B%# �9� &
� 7� ���
. ��R�  )��

 W- ����;���# 7��e. �� +%2



 

&#�Rb &f:� QC�R# �-��Z# O0c V�%Z# ��#���E 7� �%.  

 �� ��
$ >��$ 5�-���;  �0Y. �� �!� ��%�

 ��!H ���
. ��R� �-��Z# �� O�� !#  ���

�# ^,G U-��� 	-� ���; .	%�D
� 

(����.�� &%��:H ���;  �%.��,%#

  � >���$ 5�-���;  �0Y. �� S[�2� >e��  ���  ��%�# 7$ X�� � O�� ^��$�P �f:�  �42 !���

 O�#�� ���
. ��R� �� ����. (�0�β	    &#�R�b 	%�� &f:� �

8 &�� �!� ���� 5��� . 7� 7@0. ��

  ��C$ &M�H �� >��$ 5�-���;  �0Y. �� B��H ^��$�P �-��Z# 7$ &P�; 7e%�� 5�0.

# �!� 3[�� BE0$�!��� . 	%�D
�7e%�� �#-

 X�� � O�� �:��$�P �-��Z# ��%����%�  
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  ��� X�� (����.�� &%��:H&#�Rb &f:� QC�R# �-��Z#

 &%��:H �-��Z# ���
. ��R� 	%-�E �-��Z#>%E �� ��
$ >��$ 5�-���;  �0Y. �� �!� ��%�

�# W%�[$ �%.  �0Y. �� B��H &%��:H �-��Z#!��� . ��!H ���
. ��R� �-��Z# �� O�� !#  ���

 ��!H ��R� �-��Z#  ��� X�� !# �� �120�l Æ�# ^,G U-��� 	-� 

�Z# ����� �f-�Z. �04� ��R� �-��Z# 7$ �#�����-�# �!� �$� �(����.�� &%��:H ���;

�# ���!�� �� BZ�:# �0$d#���;.  

  � >���$ 5�-���;  �0Y. �� S[�2� >e��  ���  ��%�# 7$ X�� � O�� ^��$�P �f:�  �42 !���

� +%� &�� �!� 3[�� BE0$ 7 O�#�� ���
. ��R� �� ����. (�0�

 O0c V�%Z# ��#���E 7� �%.� �⁄ B,� �� w%.�. 7�  ��3-7  �3-8

�# B,� �� 	-�  ��C$ &M�H �� >��$ 5�-���;  �0Y. �� B��H ^��$�P �-��Z# 7$ &P�; 7e%�� 5�0.

>�.  �0Y. �� �!#* &�!� ^��$�P �-��Z# �� ���%�-# �!� 3[�� BE0$

 &f:� >��$ �� 7$ �0�� �⁄>%E ��  �0Y. �� 	%� S[�2�  X�� � O�� �:��$�P �-��Z# ��%�

 

 

B,�  3 -6   ��� X�� (����.�� &%��:H

 &%��:H �-��Z# ���
. ��R� 	%-�E �-��Z#

�# W%�[$ �%.  �0Y. �� B��H &%��:H �-��Z#

10�l Æ  ��!H ��R� �-��Z#  ��� X�� !# �� �

�Z# ����� �f-�Z. �04� ��R� �-��Z# 7$ �#����

�# ���!�� �� BZ�:# �0$d#

  � >���$ 5�-���;  �0Y. �� S[�2� >e��  ���  ��%�# 7$ X�� � O�� ^��$�P �f:�  �42 !���

>�.-� +%� &�� �!� 3[�� BE0$

 O0c V�%Z# ��#���E 7� �%.

�# B,� �� 	-�

>�.  �0Y. �� �!#* &�!� ^��$�P �-��Z# �� ���%�

 &f:� >��$ �� 7$ �0�
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B,�  3 -7   �42 !���� O�� ^��$�P �f:� 7 O�#�� ��R� � � ����. (�0��	  �-��Z#  ��� �

&#�Rb &f:� QC�R#  O0c V�%Z# ��#���E 7 � �%.ℎ/� 

 

B,�  3 -8   �42 !���� X�� ^��$�P �f:� 7 O�#�� ��R� �� ����. (�0��	  �-��Z#  ��� �

��#���E 7 � �%. &#�Rb &f:� QC�R#  O0c V�%Z#ℎ/�  
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B,�  3 -9  !���� O�� &%��:H �f:�  �42 7 O�#�� ��R� � � ����. (�0��	  �-��Z#  ��� �

�%. &#�Rb &f:� QC�R#  O0c V�%Z# ��#���E 7 �ℎ/� 

�# ���;�  ���
. ��R�  )�� ��%:� �-��Z# ��  �0Y. �� 	%� S[�2� 	-���%�&#�Rb 7$ �#���� 

�# O0c V�%Z# ��#���E ��!H �� �%.��,%#���� �0@� !��� . 7$ &��!%E B,� �� 7:-�Z# �� 	%�D
�

>%E ��  �0Y. �� 	%� S[�2� !��� �� ���%�  �!8 X�� !# ^��$�P ��%� �;� &�� O�� !# ^��$�P

�# 7���# ��%:� ���0
� �� (��%%u. !��� 7g!���.  

B,�  ��3-9  �3-10 w%.�. 7� +%� X�� � O�� &%��:H �f:�  �42 !���  QC�R# �-��Z#  ��� ��

 ���
. ��R� ���	  O0c V�%Z# ��#���E 7� �%. &#�Rb &f:� �ℎ �⁄ �# 5���!���.     7�� 7�@0. ���

         �0�Y. �� B���H &%���:H �-���Z# &��� 	%-��E ����
. ��R� �-��Z# 7$ �#���� B,� �� 	-�

 &%��:H �-��Z# �� ��
$ >��$ 5�-���;>�.  �0Y. �� B��H- ��# �!� 3[�� BE0$ !���� .  �� 	�-�

�M�H ��# ^,G U-��� ���
. ��R�  )�� �-��Z#  ��� 7$ &�!��� .      B,�� �� 	�-� 7�� 7�@0. ���

    &f�:� 	%-��E � ����
. ��R�  )�� �-��Z#  ��� B,� �� 	%� S[�2� 	-���%�ℎ �⁄  ��# !���� . ��

� ���
. ��R� 	%-�E �-��Z# 7�#���� a012 7$  ��!Z#b O0c V�%Z# ��#���E ��!Z# �� �%. &#�R  
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B,�  3 -10 �f:�  �42 !��� � X�� &%��:H 7 O�#�� ��R� � � ����. (�0��	  �-��Z#  ��� �

&#�Rb &f:� QC�R#  O0c V�%Z# ��#���E 7 � �%.ℎ/� 

�# 7C��P 	%� S[�2� ��%;�# B8�!H  �0Y. �����; . B,� �� 7:-�Z# �� 	%�D
�3-9  �3-10 

�# 	%-�E �-��Z# �� �#� &�� ��-!,- 7���# �f-�Z. �0c 7� !# �� (��%%u. !��� 7$ &P�-�� 5�0.

�# �!-� X�� � O�� �f:�  �42 !��� �-��Z# 	%� S[�2�  �!8 ���
. ��R��0� . �� �C$ �04�

�# 7�P�; X�e�� B%C". 7�0��-� 5�0.&P�; 7e%�� �#���� 7$ ��!"# �� �%. &#�Rb 7$�  ��#���E

�# ���8 O0c V�%Z#� ��%; 7�#���� �l-� 7�0
� >���  ��� /0,���,%# �� 7$&R�  �� ���9��� �.

�#>%E  ��� >��$ 5�-���; 7�%:%��)�  �0Y. �� ���9��� ���;�%� �%.��,%# �.����.�� ���P� �

�:,-�b �%;���#  ��!-�
� .  
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3-3  +�.�<���!�G���� -!�� H�I�-!I�� E-�� � !��-!I�� ��1  

 	-� ��>R� _��E� �,%#��-� �
.� ��%� /0,���,%# �:��$�P  �� 7>�.  �0Y. 7C%��- BE0$

 ���8 B%C". ��0# �!� 3[��&�� 7�P�; .� �!��� 7 ���
. W%��,#  �0Y. 7C%��DMT1   ����%�

'���. =0� 	%� >�$O!# 7�0
� ?4� � �,%#��-� /0,���,%# �% � &�� �!� ���� �� B�� ��  �%;

  �0Y.  ���2�� ()���# V��� �� � 50�C%#��7�%:%��)� >�.-�!� 3[�� BE0$  � &$�H 7M���#

  ��# U-�����,%# �%.&�� �!#* &�!� .(�����\�  �0Y. �� ���9��� �� ^��2 � � 7 q�� 7C%��

V�%Z#7��;!�g  ��3 �%\ ()���#�42 �!#* &�!� &�� �!� BH . ^��$�P  ��� �4���� 	%�D
�

 �42�%\ �-��%# �0�$�P � �42�%\&�� 7��; B��H . &-��� �� >R� ��3-5  U���� �� ���9��� ��

 �!#* &�!�_��E��0# '�:%� �:��$�P  ��  B%C".� 7�P�; ���8  �%T� QC�R#  ����#���E �%F�.

��E� O0c V�%Z# ��#�$�P �� =0� 5�,# �&�� �!� ����� '�:%� �42�%\ �-��%# � ^�.  

3 -3-1 E�� 6(������ -!�� H�I�-!I�� !��-!I��  

 B,�3-11 !# �� 7�0
� ?4� >��� O�H �� �,%#��-� �
.� ��%� /0,���,%# �%. W- W%.�
� 

�# 5��� �� �����#!�� . �� B,� B%4�:# �%. W- �T� ��0# �%;���:,- �%.��,%# &#�Rbℎ  ��G

h  O0c �! �#!��� .��0
� ��P ���� � !��� 7�P��� ���8 5*  ����� �� A%8� �04� �%. =0� '-� 

 7C��P!  � �%;�� �� ��!, !��� �%. ���* �� ��.  B,� 7� 7@0. ��3 -11 D 	%� �M���. �-�!@ 7C��P 

'���  ����%� �0@� X!G &M�H �� 7�0
� ?4� � =0�=0� 	%� >�$ �# ?4� �!��� .n(i, �)  7C��P

7T"M � ��0� 7�0
� � =0� 	%�  �G(i, �	)  B1�# ����-��%\ (�1�R# ������ W- 7� &f:� �%. +%2

�# 5* �!���!��� 7�!��� .� /0,���,%# �%. 7 W%�0#��� &$�H &". W-��,M��+%E =�"# W- 7C%��

 74��� ��Ç(�) = ℎ�cos(¦�)  5* �� 7$ ��0�ℎ� . 7�#�� � W-�"¦ �# W-�". ^��$�P!���.  

                                                 
1 Derjaguin-Müller-Toporov 
2 Perturbation Technique 
3 Multiple Scales Method 
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B,�  3-11 7�0
� ?4� >��� O�H �� �����# !# �� �,%#��-� �
.� ��%� /0,���,%# �%.��,%# W%.�
�  

	((i, �) �# 	%#� 7� B1�# ����-� ������ W- 7� &f:� �%. +%2 +%�� 7$ !��� 7 �-� (�0� &�!�

�#!-*:  

((i, �) = G(i, �) + Ç(�)  )3 -43( 

7T"M 7C��P 	%�D
� 7�0
� ?4� � =0� 	%�  �n(i, �) � 7�# Q-��. �-� (�0����;:  

n(i, �) = Ê + G(i, �) + Ç(�) = Ê + ((i, �)  )3 -44( 

3 -3-2 a?!/����� f�� - e�� 
�/ O��  

'���  ����%� 5�0
� O!#  ��� 7�0
� ?4� � =0� 	%� >�$O!#���� �0@� �.��9�#  �� . 	%�:R�

 O�� �� ���
. O!#1882 +.�� U�0. ]132[ �# S���# 	-+.�� O!# 7� 7$ !-��; 7s���!��� . 	-�

� �� ���
. ?4� �� O!# 7� ��0
� O!# ��$ �� (�0� �P�� �;!�f:g  ����%� ��T�# �!-�
� . �dM

%� 7$ &�� w���# �#���� ���. O!# 	-�Wg0$ ��%:� �;!�f:g  ���� �@��2  ����%� �� �.

!���� ��-� �0@0# .� 7s��� O!# �� ^EO!# +.�� U�0. �!5�ZZ"# �-�� U�0.  ��-�  ��  7s���

!�!� ]133[ . O!# �� ���* 5�%# ��1JKR  �DMT2  �� 	%� V�
. 5�0
� O!#  ���  �.)�� &8� ��

!�����02�� ':@ ]133 ,134[ .  �0Y. ��JKR =0� 	%� V�
. 5�0
� O!#  ��� 304� � !�C�  ��

                                                 
1 Johnson, Kendall, Roberts 
2 Derjaguin-Müller-Toporov 
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�# ���9��� ��-� �;!�f:g �� X���0� . �� �#�  �0Y.DMT =0� 	%� V�
. 5��$ O!#  ���  ��

�# ���9��� '$ �;!�f:g �� &R� 304� � ��.0$���; .  

=0� �� 50,%C%� ^�@ �� �-���%. &�� �!� ��P A%Z". 	-� �� 7�0
� ?4� >���  ��� +%.  ��

!��%; ���8 ���9��� ��0# . �T� ��0# 7�0
� ���# ^�@ 	%�D
�HOPG1  &�� �!� 7�P�; �T� �� 7$

 �;!�f:g 5�+%# �� &R� ���# W-&�� 	%-�E .�# (�%b�P 	-� 7� 7@0. �� �dM7$ &P�; 7e%�� 5�0. 

  �0Y.DMT ?4�� =0� 	%� V�
. 5�0
� O!#  ��� w���#  �0Y.  7�0
��#!��� . O!# ��

 ���
.DMT'���  ����%� � >�$ 75��  ����%� 7C%���� ���
.  ����%� � ^M��DMT  V�� 	%�

 h��� �� =0�  ��$R ��0
� ?4� W- � �# O!#!���; .w%.�. 	-!� �#'���  ����%� 5�0. >�$

� �� ?4� � =0� 	%� 7&P�; �T� �� �-� (�0� ]37 47[:  

./06(n) = Ë − Ì¡«Íp 																																																											 , n > 
f					− Ì¡«� p + t$ s∗√v(
f − n)$/,nÏ,																, n ≤ 
f							�  )3 -45( 

 {0P 74��� ��Ñ F �$�#�� &��v  =0� h���n ?4� � =0� 	%� ��* 7C��P  �
f �M0,M0# 	%� 7C��P 

 �� 7$5* �# ��\* V�
.�# ���;!��� . 	%�D
�s∗  7$ ��0� 7�0
� � =0� 	%� �F0# W%��)� O�!#

� 7�# ���� �-� (�0��0� ]37[:  

�∗ = ¼Ò�p�� + ¼ÒÓp
�Ó   )3 -46( 

Ã/ Ã0 s/  �s0 � 7w-�b w%.�. �# 7�0
� � =0� W%��)� O�!# � 5���0E!���� . �� 7$ �04��
�

 74���)3-46 (7�0
� ?4� � =0� 	%� 7C��P 7� 7�:� &��!%E  &%��#�# ����%� �- 7���@ h0� �� !��0.

!��� 7�P�� . 7$ �#����n > 
f  &�� h0� �� �%. � =0� 	%� �0@0#  ����%�  ����%� 7���@5��-

�� �:M���#����! .'$ �� �#�7T"M 7C��P 5!� �. �M0,M0# 	%� 7C��P �� 7�0
� � =0� 	%�  �n ≤ 
f 

����%� &%��# � 7(�0� �0� !��02 7�P�� . 74��� Afc)3 -46(�# ���8�� V�
. 7$ �#����  ���;

                                                 
1 Highly Oriented Pyrolytic Graphite 
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5�� h0� �� 7�0
� ?4� � =0� 	%�  ����%� &%��# ����� 7$ ��0� ^M����Ì¡«� p �# &��!��� . �;�

 &M�H �� +%� W%��)�0,:-�  ����%� !��� 7TH[# B��8  N��� S[.�	n < 
f �# 7P�b�!���;.  

./0Õ(n, nÏ) = Ê/0(
f − n)nÏ  )3 -47( 

 74��� 	-� �� 7$Ê/0 w-�b �# 7�0
� ?4� � =0� 	%� �-��%#!��� .  N��� S[.� �0@� ��P ��

'���  ����%�� 7�0
� ?4� � =0� 	%� >�$ 7�# ��P �-� (�0����; ]47[:  

./0(n, nÏ) = ./06(n) + ./0Õ(n, nÏ) =
Ë− Ì¡«Íp 																																																																								 , n > 
f					− Ì¡«� p + t$ s∗√v(
f − n)$/, + Ê/0(
f − n)nÏ, n ≤ 
f						�  )3 -48( 

3 -3-3 6(!� j��!. - N�V��!*� ���<�  

� O��!�# �%. W-  ��DAFM  ��!H �� �%. S��"�� �����# !# ��(5 ∼ 100�4)  &#�Rb � ��0�

 ��!H �� �%.(0.5 ∼ 7.5:4) �#!��� .�M�H �� 	-� � �����# !# �� 7�P� ��,�  ���%. O0c 7$ &�

 ��!H ��(90 ∼ 500:4) �#!��� ]92[ .�# ���-� �� �%.��,%# 5�0.DAFM ���# !# ���� �� � 7

�0
� O!# �M0��� �M�� �%.  �0Y. 7C%�� . �%.��,%#  ���DAFM  B,� �� �!� ���� 5���3 -11�#  -

&P�; �T� �� �-� (�0� 7� �� ��f�@  N��� 5�0.:  

| = , Y }3x3 zoÍo/{,&f Fi = , Y }3x3 zo*o/ {,&f Fi  )3 -49( 

 7$ {0P 74��� ��}3  �x3 7�  �M��g S��# w%.�.�# �%. �4Z# ?4� &H�:# � �%. ���#!���� .

>�.  �0Y. V��� �� 	%�D
�- ����� �T� ��0# �%.��,%#  ��� B%:���E  N��� �!� 3[�� BE0$

 �� �0� !��02]135[:  

= = , Y (sw3 + Ox3�,) zopÍoqp{,&f Fi = , Y (sw3 + Ox3�,) zopÕoqp{,&f Fi  )3 -50( 

s � O � 7 � �%. ���# ���� O�!# � W%��)� O�!# w%.�.w3 �# �%. �4Z# ?4� ����-� 5�
#!���� .

�  O0c V�%Z# ��#���E +%� �%. ���#,%C%�  ��� 7$ ��0�0 ��!H 5:467/0  &�� �!� 7�P�; �T� ��

]127[.  
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 �;�9(i, �) �# ����* !��� �%;���:,- �%. �� �!� ����  ��%� S��#5�0.  �� ���:-�E�%\  ����%� ��$

� 7&P�; �T� �� �-� (�0�:  

a(	3 = Y 9(i, �)&f a((i, �)Fi = Y 9(i, �)&f aG(i, �)Fi    )3 -51( 

 ��%� /0,���,%# ���# ���� �%. �� ��%� h0� �� �,%#��-� �
.��0� . ��%� W-'���  ��%� 	%� >�$

 ��0� 7�0
� ?4� � =0�!� 7�2���E 5* 7� B19# �0c 7� �Cf8 >R� �� 7$ .�!-� &M�H ��O*  	-�

 ��%��0� ���� �%.��,%#  ����� 7� !-�� .�-�e�* �� 7$ � 7�%.��,%# � =0� 	%-�E ��%:� ����� &CG  5�,#�

�!� �0@� �%.��,%#  ����� �� =0� A%8� N���0#���0@�  7C��P;���8 B"# 	%� =!�� ��H  �  �%

�:,- �%.��,%# ���* �� � =0�  �#� �%;������@� &�� �-dE��. �
� B
G �� ��%� 	-� �dM �04� !��0.

�0� ���� �%.��,%#  ����� 7� A%8� .A%Z". 	-� �� B%C". �� +%� �� 7C��P 	-� �0@� �%F�. �b�H  !#

���� ���8 �T�'-� .�dM ��0
� ��P-�  ����� �� A%8� �04� =0� '.7C��P � 7�P��� ���8 �% �����  �!  �

!, � 7!��� 7���� /0,���,%# �%. ���* � �%;�� �� �� w%.�. .  �� �� 7C��P 	-� �%F�. �����  ���

_��E�:��$�P  �� �  ��#���E �%. 7 (�0��Ö = &�-  B"# �!��� 5��� 7$ �-  �%; ���8 =0� V�
.

�%.  �� �� �# Q-��. �� &��'%-�
� . �� �,%#��-� �
.� ��%� /0,���,%# �� 7$  ��-�  ��%� �#�

��,%#�# ���� �%. �- �0� /0,���,%# ��,C
G U%"# �-��%# w-�b ���. 7$ ��0� �-��%#  ��%� �0�

�# �-�#!��� . 	-� ��A%Z".  �0� �� /0,���,%# 7$ &�� �!� ��P�# B
G!-�
� . 7� 7@0. �� ���0#

�# �!� 7�9;� �� �%;���:,- �%. �� �!� ����  ��%� 5�0. 7 �-� (�0�&P�; �T���:  

9(i, �) = ./0(n, nÏ)a(i − !) − Ê�2×(Ï (i, �)  )3 -52( 

7$ a � =��-�  ��M� Ê�2× �# �0� �-��%# w-�b!���. � )�� 74��� �� &�� �$� 7� X�) 7 +%g�� &CG

 �-��%# w-�b 5�0����� ���#�:,- �%. �-��%# �� �%.��,%# �!&�� �!� �T�P�� �%;��.  

>�.  �0Y. V��� �� �T� ��0# �%.��,%#  ��# U-��� � &$�H 7M���# 5���* &�!�  ��� - BE0$

50�C%#�� B�� �� �!� 3[�� 74��� )3-14 (�# ���9���'%-�
�.  

 7M���# 7� 7@0. ��)3-49(� ��f�@  N��� (��%%u.  7�0��# &�!� �-� (!-*:  
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Y a|F�/p/� = Y a �, Y }x zo*(q,/)o/ {, Fi&f � F�/p/� = Y Y }x o*(q,/)o/ oo/ a(&f FiF�/p/�   

= Y }x o*(q,/)o/ �a(|/�/p&f Fi − Y Y }x op*(q,/)o/p a(/p/� F�Fi&f  

= −Y Y }x op*o/p a(/p/� F�Fi&f   )3 -53( 

�� �0� !��02 ����� +%� B%:���E  N��� (��%%u.:  

a= = a �, Y �sw3¬ zopÕo/p{,�&f Fi� = Y sw3¬ op*oqp op
oqp a(&f Fi = Y sw3¬ op*oqp op

oqp a(&f Fi  

= Y sw3¬ o�*oq� a(&f Fi − sw3¬ or*oqr �a(|f& + sw3¬ op*oqp �a o*oq �f&  )3 -54( 

 {0P 74��� �� 7$	¬ = 1 + ,��(¢/ )p �#!��� . U����  ��d�-�@ ��)3-51( )3 -53 ( �)3 -54 ( ��

 7M���#)3 -14(� '�:%� &$�H 7M���#  7�# &�!� �-� (�0�!-*: 

}3x3 zopÕo/p + op�o/p{ + (sw3 + Ox3�,) o�Õoq� − 9(i, �) = 0  )3 -55( 

()���# 5�0
� 	-+�-�@ �� 	%�D
� )3-52 (��  	�P�;�T��� �� � {0P 7M���#Ç(�) = ℎ�cos(¦�) 

�# 74��� 5�0.)3-55 (� �� 7:-0���� �-� (�0�� �0
�:  

}3x3 opÕo/p − }3x3ℎ�¦,ØÙÚ(¦�) + sw3¬ o�Õoq�  
                                  = ./0(n, nÏ)a(i − !) − Ê�2× �oÕo/ − ℎ�¦ÚH�(¦�)�  )3 -56( 

���� ��� &-��� �� &$�H 7M���# {0P 7M���#  ��� 7�# &�!� �-� (�0�!-*:  

sw3¬ o�Õoq� + Ê�2× oÕo/ + }3x3 opÕo/p  = ./0(n, nÏ)a(i − !) + }3x3ℎ�¦,ØÙÚ(¦�) + Ê�2×ℎ�¦ÚH�(¦�) )3 -57( 

� +%�  ��# U-��� 7 �-� (�0� 7�P�; �T� ���#�0�:  

G(0, �) = oÕ(f,/)^i = 0                         
opÕ(&,/)oqp = orÕ(&,/)oqr = 0 )3 -58( 

 �s+@ A��# 7M���# BH  ���)3-57 ( 7�::; !-�� 5�#� � 5�,# ���0. '�:%� �:��$�P B%C". �

!�0� .	%$�M�; q�� �� �0T�# 	-!� ]28[ &�� �!� ���9���:  

G(i, �) = ∑ G2(i, �)Û2� = ∑ �2(i)Û2� j2(�)  )3 -59( 
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{0P 74��� �� 7$ jH '%
�. (�1�R#7�P�- 5�#� 7� 7�:���  � ��0��H �Z%f4. ���0.1 �#!���� .  ���

�# ���9��� �42 !# B,� ���0. �� ���0. 	-� 5���* &�!� �42 '�:%� W- ��P �� 7$ '%-�
�

�# &�!� ���* (����.�� &". � ��%#�%\!�-* . �42 '�:%� W-  ��# U-��� � &$�H 7M���#

� &". � ��%#�%\>�.  �0Y. V��� �� ���* (����.�-� �!� 3[�� BE0$ 7�# �-� (�0�!���:  

sw3¬ o�Õoq� + }3x3 opÕo/p = 0  )3 -60( 

G(0, �) = oÕ(f,/)oq = 0                              
opÕ(&,/)oqp = orÕ(&,/)oqr = 0 )3 -61( 

 W%�0#��� �CH ��P ��� 7 (�0�G(i, �) = �2(i)�2¤ª/  ��d�-�@ �  7M���# ��{0P &��� '%��02:  

�2(t)(i) − �2t�2(i) = 0  )3 -62( 

 7$�2 = ��Ü�Ü��Ü© ¦2,�  �0# �!G � '�:%�¦2 �# '�:%� �42 ��%fc ^��$�P!��� . 74��� BH ��

 {0P�2(i) � 7�# &�!� �-� (�0�!-*:  

�2(i) = �2 �cos �2i − cosh�2i + Þßà8ª&áÞßàâ8ª&àãl8ª&áàãlâ8ª& (sinh�2i − sin�2i)�  )3 -63( 

'�:%� B%C".  ��� � 7 �42�%\ (�0��2(H = 1,2, … )  7$ !#* !��02 &�!�  �0c�2(!) = 1 

���; . �P��# ��κ = �! � 7�# �!� +%M�#�� �0# �!G 5�0�G �-��Z# 5�0.κ  71R�# 7M���# �� ��

� 7$ �42 '�:%� 7 �-� (�0��# Q-��.���* &�!� ���;:  

1 + cosκ coshκ = 0  )3 -64( 

&��� '%��02 7$:  

κ = 1.8751, κ, = 4.6941, κ$ = 7.8548, κt = 10.9955, ... )3 -65( 

 7M���#  ��d�-�@ ��)3-59 ( 7M���# ��)3-57 ( �� 74��� 	%P�c ��b ��2(i) O������ &-��� �� � -

 &$�H 7M���# �!� B��H 74��� 	%P�c ��  �%;�!�0���%# �42�%\ '�:%� �  (����.�� &".

�  ��f@� 7�# &�!� �-� (�0�!-*:  

                                                 

1 ���!� �#�+M� &$�H 7M���#  �b�� �#� !�-�
� {!�  ��# U-��� �� !-�� 7$ ����0.. 
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42jê2 + F2jÏ2 + 12j2  = ./0(n, nÏ)�2(!) + ℎ� Y �2(i)Fi&f P}x¦,ØÙÚ(¦�) + Ê�2×¦ÚH�(¦�)T  )3 -66( 

7$:  

42 = }3x3 Y �2,(i)Fi&f  ,   F2 = Ê�2× Y �2,(i)Fi&f ,   

12 = sw3¬ Y �2(t)(i)�2(i)Fi&f    )3 -67( 

42 F2  �12 � 7�# '�:%� �F0# ��R� � �F0# �-��%# �F0# X�@ S��# w%.�.!���� .  

 74��� 7� 7@0. ��)3-62(�# � �� �F0# ��R� 5�0. 7�0
� �:-0���� �-� (�0�:  

12 = sw3¬�2t Y �2,(i)Fi&f    )3 -68( 

 7e%�� �� 7$74���  �� 7���8�� �F0# ��R� � �F0# X�@ 	%� �-� (�0� �#!���:  

\ª_ª = ¦2,   )3 -69( 

 7$ �04��
���0
� ��P !� 7�9; ���%E '-��2(!) = 1 . �%. W-  ��� ��P 	-� 7� 7@0. ��

�# �%;���:,- 7$ �0
� &��F 5�0.Y �2,(i) = &t&f . 74��� 	%P�c '%:Z. ��)3-66 ( ��42  '%��02

&���:  

jê2 + 6ª_ª jÏ2 + ¦2,	j2 = ëª(&�)_ª ./0(n, nÏ)  
        +ℎ� Y �2(i)Fi&f ���¤p

_ª ØÙÚ(¦�) + ìíªî¤_ª ÚH�(¦�)�  )3 -70( 

 ���� (��fG �P��#� 5�#�  ��� !�� 7 (�0�[ = ¦2��#  74��� 5�0.)3-70 (�� 5�#� 7� &f:� �� !��

�0
�:  

6peª6�p + ïª
6eª6� + j2  

= ëª(&�)\ª ./0(n, nÏ) + ��¢ð¤p
\ª Y �2(i)Fi&f �ØÙÚ(Ωã[) + ïªEò ÚH�(Ωã[)�  )3 -71( 

 {0P 74��� ��Ωã = ¤¤ª � ��#���E 	%�D
� #  S��#� 7$ ��0� &%9%$ �0�$�P 7 (�0�#2 = _ª¤ª6ª 

�# Q-��.���;.  

 74��� �� 7�0C$ B2�� (��fG)3-71 (�# ��� 5�0. 7�0
� ���� �-� (�0�:  
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ØÙÚ(Ωã[) + ïªEò ÚH�(Ωã[) = �1 + ïªpEòp cos(Ωã� − Φã)  )3 -72( 

7$ 5* �� Φi = tan−1 � 1#HΩi� �#!��� .K�+� ��%:� &%9%$ �0�$�P �����# !# �� ��0� !H�� �� �.

(# ≫ 1) �# ��%fc ^��$�P ��!H �� W-�". ^��$�P 	%�D
� � !���(¦ ≈ ¦2) . �dM�# 5�0.

��P �0
�:  

ïªpEòp = 0																																									 Φã = 0  )3 -73( 

 U���� 	�P�; �T� �� ��)3-72 ( �)3 -73(�#  74��� 5�0.)3 -71 (� �� 7�0
� �:-0���� �-� (�0�:  

6peª6�p + ïª
6eª6� + j2 = ëª(&�)\ª ./0(n, nÏ) + .�q/ØÙÚ(Ωã[)  )3 -74( 

{0P 74��� �� 7$:  

.�q/ = ¢ðEòp& t⁄ Y �2(i)Fi&f   )3 -75( 

 �� 74���)3-74( n(!, [) = Ê + �2(!)j2([) + Ç([) �#!��� .  ����� �� =0� 7$ ��M�H  ���

 (�0� 7� 74��� 	-� ��%; ���8 �%.n(!, [) = Ê + j2([) + Ç([) �0� !��02.  

3 -3-4  +�.�<��� N�93� !��-!I�� ��1!�G���� -!�� H�I�-!I��   

 �� 	-�>R��,%#��-� �
.� ��%� /0,���,%# �42�%\ �,%#��-� ���P� B%C".  ���   7
%�  �0Y. ��

&�� �!� ���9��� (�����\� �C%C". .V�%Z# q�� �� �0T�# 	-� 7�7��;!�g  ��1 ��0
� ���9���'-� 

]57[. V�%Z# q�� O�
G� 5�,#�  ��� 7M���# 7��;!�g  ��)3-74 ((����.�� O�� !#  ��� ��  7�

 �:-0���� �-� (�0��#'%-�
�:  

6pe6�p + ÷ï� 6e6� + j = �\�9/0(n, nÏ) + �9�q/cos(Ω[)  )3 -76( 

5* �� 7$:  

#� = �#                    ./0 = �9/0                 .�q/ = �9�q/               �\ = ë�(&�)\�  )3 -77( 

                                                 
1 Multiple Scales Method 
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 U���� ��)3-76 ( �)3-77( � �# &f�# � Wg0$ ��%:� ��#���E W-!��� . ��P U���� 	-� Afc �dM

 &�� �!�1 #⁄ ./0  �.�q/  7f.�# �� =0� (����.�� 7�#�� 7� &f:�ø(�) !���� . &�� �$� 7� X�)

 ��U���� 	-� j = j # = #  �Ω = Ω = ¤¤� �#!���.  

 �� q��V�%Z#V�%Z# 7��;!�g  ��� ���#�  �� 7 (�0�|f = �  �| = �� �# �P��# 7$!���;| 

� '�:%� ^��$�P �� (��%%u. 7���� 5��� �� �42�%\ ���P� 74���  �|f 5��� �� &$�H �!���

 ��%fc ^��$�P¦2 �#!���.   

_��E q�� 	-� Afc 7M���#  ��)3-76 (� 7�# ��� 	%
R. �-� (�0��0�:  

j = jf(|f, |) + �j(|f, |) + �,j,(|f, |) + ⋯  )3 -78( 

� ���#� (�Z��# 	%�D
� 7�# Q-��. �-� (�0�!���;:  

66� = Êf + �Ê + ⋯+ �	Ê	  )3 -79( 

6p
6�p = Êf, + 2�ÊfÊ + ⋯  )3 -80( 

 {0P U���� �� 7$Ê	 = ^ ^|	¶ �#!��� .  

 U����  ��d�-�@ ��)3 -78 ( �.)3-80 ( 7M���# ��)3-76 (&��� '%��02:  

Êf,(jf + �j + ⋯) + 2�ÊfÊ(jf + �j + ⋯)	+ ÷ï� (Êf(jf + �j + ⋯)�  
  +��Ê(jf + �j + ⋯)D + (jf + �j + ⋯) = �\�9/0(n, nÏ) + �9�q/ØÙÚ(Ω|f)  )3 -81( 

 ��5�0. 5��� ���8  ��:# 5�:,-  ��� 7G0
e# {0P 7M���# S�c �� ��� B%:���9-� ()���# ��  � 7

�# B��H �-� (�0����;:  

(�f):    Êf,jf + jf = 0 )3 -82( 

(�):   Êf,j + j = −2ÊfÊjf − #� Êfjf + �\9/0 + 9�q/ØÙÚ(Ω|f)  )3 -83( 

 7M���#  ���)3 -82 (�#&P�- �-� X�P 7� �CH 5�0.:  

jf = 
cos([ + �) = 
cos(|f + �)  )3 -84( 
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 ���. Q-��. �� ���9��� �� V0�%:$� 7UC�R# �-�
� ���. (�0� �# BH 5�0.)3-84 (� �� 7 �-� (�0�

�0
� �:-0����:  

jf = x(|)e2X  + x̅(|)e¼2X    )3 -85( 

7$:  

x(|) = , 
e28                        x̅(|) = , 
e¼28  )3 -86( 

��  BH 5�0
� 	-+;�@)3-85 ( 74��� ��)3-83 (���� � ����# 7e%�� �0�:  

Êf,j + j = −H �2x) + #� x� e2X  + H �2x̅) + #� x̅� e¼2X  + �\9/0 + 9�q/ØÙÚ(Ω|f)  )3 -87( 

_��E O�f�� 7� �b�H B%C". �� 7f.�# ��  ��ø(�) �#'%��� . _��E �dM)3 -78( � 7 �-� (�0� �T� ��

�# 7�P�;�0�:  

j = jf(|f, |) + ø(�) = 
cos(|f + �) + ø(�)  )3 -89( 

� 	%�D
� 7 =0� S��"�� 7,�-� &CGK�+� ��%:� &$�H �� �.�# �%. �!���!���� �- !��� 7 (��fG

��-� j([) ≫ m([) = ℎ�cos(Ω|f) �#� �� 7�0
� ?4� 7� &f:� =0� &$�H 5�0. 7(�0�  �-�

�� w-�Z.:  

n(!, [) ≈ Ê + �2(!)j([) = D + �2(!)
cos(|f + �) = D + �2(!)
cosû  )3 -90( 

�� 7$  {0P 74���û = |f + � �#!��� . 74��� BH 5�0
� �!%E  ���)3-87(�#  &
:8 5�0.

9/0(n, nÏ) � �� 7��� U:� 7-�0P  �� 7C%��:  

9/0(n, nÏ) = 9/0(Ê + 
cosû,−
 sinû) = 9f + ∑ 9	Û	� cos �û + ∑ Ç	Û	� sin �û  )3 -91( 

7$:  

9f = ,ü Y 9/0(Ê + 
cosû,−
 sinû)F,üf û  )3 -92( 

9	 = ,ü Y 9/0(Ê + 
cosû,−
 sinû)cosnûF,üf û  )3 -93( 

Ç	 = ,ü Y 9/0(Ê + 
cosû,−
 sinû) sin nû F,üf û  )3 -94( 
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 74��� 5�0
� 	-+�-�@ ��)3 -91 ( 74��� ��)3-87 ( ���0. Q-��. �� ���9��� � V0�%� � V0�%:$� 7

�# B��H �-� 7M���# UC�R# �-�
� ���0. (�0����;:  

Êf,j + j = −H z2x) + ï� x{ e2X  + H z2x̅) + ï� x̅{ e¼2X   

   +�\9f + ëý, ∑ 9	Û	� be2	(X á8) + e¼2	(X á8)c  
   + ëý,2 ∑ Ç	Û	� be2	(X á8) − e¼2	(X á8)c + , 9�q/?e2EX  + e¼2EX D  )3 -95( 

� 7 7,�-� &CGΩ ≈ 1 �#!-!�. �� S��"�� ��#���E W- !���1 σ � 7�# Q-��. �-� (�0����;:  

Ω = 1 + �@  )3 -96( 

 74��� 5��� ���8 ��)3-96 ( 74��� ��)3 -95 (�# B��H �-� (��fG���;:  

Êf,j + j = −H z2x) + ï� x{ e2X  + H z2x̅) + ï� x̅{ e¼2X   

   +�\9f + ëý, ∑ 9	Û	� be2	(X á8) + e¼2	(X á8)c  
   + ëý,2 ∑ Ç	Û	� be2	(X á8) − e¼2	(X á8)c + , 9�q/?e2(X á�X�) + e¼2(X á�X�)D  )3 -97( 

BH i��  �-dE 7M���#)3-97(B,� �� &���
#   �%;7C
@ &�� ���#� _��E K�+� ��%:� .�# �dM-

 w-�b ��:-��7C
@ e2X  ���; �9� 7M���# 	-� ��:  

−H z2x) + ï� x{ + ëý, 9e28 + ëý,2 Çe28 + , 9�q/e2�X� = 0  )3 -98( 

 74��� 	�P�; �T� �� ��)3-86( 74��� )3 -98 (� 7 ��� �-� (�0��# �:-0����;:  

−H
) + 
�) − 2,ï� 
 + ëý, 9 − 2ëý, Ç + , 9�q/e2(�X�¼8) = 0  )3 -99( 

&
:8 5�0
� �!@ �� 7$ 74��� �#0�0# � �Z%ZH  ��)3-99(�# 7�P�; 7e%�� �-� 74��� �0�:  

Ë 
) = − ,ï� 
 − ëý, Ç + , 9�q/ sin(@| − �)

�) = − ëý, 9 − , 9�q/ cos(@| − �)												�  )3 -100( 

 X�P 7� O�Z��� W- ��� = @| − � 7$ �
:8 7� �′ = @ − �′ �#�# !��� 74��� 5�0.)3-100 ( ��

� 7�0
� �:-0���� �-� (�0�:  

                                                 
1 Detuning parameter 
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Ë
) = − ,ï� 
 − ëý, Ç + , 9�q/ sin �

�) = 
@ + ëý, 9 + , 9�q/ cos �					�  )3 -101( 

 7� 7@0. �� 7$74��� )3 -89( �# �-� (�0� 7� 7M���# _��E!���:  

j = 
cos(τ+ �) + ø(�) = 
cos(Ωτ− �) + ø(�)  )3 -102( 

 7$
 �  ��  74��� ��)3-101 (�# &�!�!�-*.  

 74��� 7� 7@0. ��)3 -101(�# � �� �F0# �42�%\ ^��$�P 	%�D
� � �F0# �42 �%\ �-��%# 5�0. 7

���* &�!� �-� (�0�:  

μ� = ,ï + ëý,� O  )3 -103( 

Ω� = 1 − ëý,� .  )3 -104( 

 U���� 7� 7@0. ��)3-77 ( �)3 -92 ( �.)3 -94( O = �Ç . = �9  �# = ï�÷ �#!���� . 7$ �e�* ��

 �F0# ��R�1  &�� ���!�� 7� 7�:���  ��#���E �dM ��#���E �0@� 7� 7@0. ���1  {0P U���� ���# 5�0.

� �42�%\ ^��$�P 7$ &P�-�� �# ���!�� 7� 7�:���  �-��Z# +%� �42�%\ �-��%#!���� .  

 �42 ^��$�P 7� �42�%\ ^��$�P 	%� &f:� �F0# �42�%\ ^��$�P '�:%��#!���.  �dM7@0. �� 

 74��� 7�)3-104(�# ���* &�!� �-� 74��� �� ���9��� �� �� O�� !# �42�%\ ^��$�P 5�0.:  

ω�& = ¦ z1 − ëý,� .{  )3 -105( 

 U���� 5�0
� 	-+�-�@ ��)3-103 ( �)3-104 ( 74��� ��)3 -101(&��� '%��02 :  

Ë
) = − �÷ zμ� − ,� .�q/ sin �{											
�) = ÷ �(Ω − Ω�) + ,� .�q/ cos ��			�  )3 -106( 

 {0P 74��� �� 7$.�q/ = �9�q/ �#!���.  

 B,�3 -12  (��%%u.
  ��  7� &f:� ��| �# 5��� !��� 7$ 7O������ 7C%�� 74���  �!G  �%;)3 -

106 (&�� �!#* &�!� . �!��� �� &��!%E B,� �� 7$ �04��
�
  ��  (��%%u. ��| �# 5��0�!�-�
�. 

 >-�+P� �� �#�| 
  �� �# B%# ����F �-��Z# 7� &-��� ��!�-�
� .�# ���-� ��&M�H �-��Z# �� ���* 5�0.   
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B,�  3-12  (��%%u.
  �γ  &f:�7� T   ���� = 0.1 ℎ� = 0.5� − 9 
(0) = 7.5� − 9  ��(0) = 0.5  

�0�,-1 �0
� �T�P�� ���* (��%%u. �� � &P�; �T� �� .�# 7e%�� �� 74��� 5�0.)3-106 (� �� 7 (�0�

�0
� �:-0���� �-�:  

.�q/ sin � = 2
μ�  )3 -107( 

.�q/ cos � = 2
(Ω� − Ω)  )3 -108( 

�# {0P 74��� 7� 7@0. ��_��E 5�0.� �� �T� ��0# '�:%� �:��$�P  �� 7�0
� B%C". �-� (�0�:  


 = ��	�,
��pá(E�¼E)p  )3 -109( 

� = tan¼ z ��E�¼E{  )3 -110( 

 ()���# ��!-�E BH �����  ���)3-109 ( �)3-110( ()���# 	%�0$�N ^-�.�# )3 -107 ( �)3-

108 ( �M���. i�Z� ��(
f − �f) �-� (�0� 7� �# &�!�!-*:  

�(
 = 
f, � = �f) = 2μ� + 2
 6��6� 													 −.�q/ cos �	
2(Ω� − Ω) + 2
 6E�6� .�q/ sin �   )3 -111( 

   

                                                 
1 Steady state values 
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 O�!@ 3 -2  �����# !# �� �.����.�� ���P� B%C". &�@ �,%#��-� /0,���,%#  ���%. ��!�� (�%�012]128[  

�%.��,%# h0�  !	(:4) b (:4) h (:4) v	(:4) ℎ/� 
Mikro masch NSC 35-C 125 5/32 01/2 10 3 

Budget Tap300DLC 125 5/32 02/4 12 6 

Mikro masch NSC 16 225 5/37 7/6 22 10 
  

 O�!@ 3 -3  7�0
� �,%��,# (�%�012HOPG  �%. ��,%# �.����.�� ���P� B%C". &�@ ��%� ��0#  ����#���E �

 �����# !# �� �,%#��-� �
.� ��%� /0,���,%#]50 ,86[  

�#���E�  !H��  ��!Z#  


f �4 38/0  Ñ � 19 -10 96/2  s∗ OÄ
 2/10  Ê�2× �. Ú/4 
3-10 52/2  F/0 ��. Ú/4 5/105  

  

 i�Z� �� �!#* &�!� BH(
f, �f)  ��!-�E)��!-�E�� ( ^-�.�# �;� &��)3 -111(  �l-� �-��Z#  ���� ���.

&
:8 �� �9�# �Z%ZH  ��)&f�# (!��� .  

) 5��� ���8 �� 7$ &�� �$� 7� X�� = 0 �!#* &�!� U���� �� >R� 	-� ��  �0Y. 7� i0��# U���� 

�# &�!� W%�[$ �%.!�-*. ���� �0@� �C$ S!� �� A%Z". 	-� �� ._��E B%C". O�f�� 7� &:R�-

�# �����# !# �� �,%#��-� �
.� ��%� /0,���,%# �%.��,%# �42�%\ �:��$�P  ��'%��� . 7� 	-�

 �%.��,%# �0T�#Mikro masch NSC 35-C ��0
� ��R��� B%C".  ��� �� ��!�� (�%�012 7$ '-�

 O�!@ �� 5*3-2 &�� �!� ���� 5��� .  �0Y. �� 	%� (��9. ����� A%Z". 	-� ��  !�� �C$ S!�

>�. -W%�[$ �%. � �!� 3[�� BE0$  ��>%E �42�%\ �-��%# �0�$�P � �42�%\ ^��$�P ��%�

# �����# !# �� �F0&M�H  ��� &f:� (�9�#  ��ℎ/� �#!��� . ���-� �� O�!@ A��4#3-2 h0� 7� 

 QC�R#�� O��!�# �%. !# &#�Rb �� �����# (��9�#  �� �� !�.��fG 7$ &�� �!� 7�P�; �T� ��

Mikro masch NSC 35-C Budget Tap300DLC  �Mikro masch NSC 16 .�;l-� 	%�D
� -

�,#  �� 7�0
� �,%�HOPG +%� �T� ��0# �%.��,%# B%C".  ��� ��%� ��0#  ����#���E �  O�!@ ��3-  



 

 	%� �M���. �-�!@ 7C��P QC�R# �-��Z#  ��� =0� 5��0� 7�#�� >-�+P� �� �F0# �42�%\ ^��$�P (��%%u.

 �42�%\ �-��%# � �42�%\ ^��$�P 5�0.

 O�!@ �� ���9#  ���%. ^�@ 7,�-� 7� 7@0. ��3-2 �# 50,%C%� -

� = 0.2  �}3 = 2300  ��

    Q�C�R# �-���Z#  ���� =0� 5��0� 7�#�� �%%u. �F� �� �� �F0# �42�%\ ^��$�P (��%%u.

 >��$  ��!Z# �42�%\ ^��$�P �!��� 5��0� 7�#�� >-�+P� ��  

�# &CG 	-� �� =0� 7$ !���

 >��$ �� �42�%\ ^��$�P 7���@

�# ���8 +%� 7�P��  ����%� ���# �� �����# �0c ��%;  
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 	%� �M���. �-�!@ 7C��P QC�R# �-��Z#  ��� =0� 5��0� 7�#�� >-�+P� �� �F0# �42�%\ ^��$�P (��%%u.

7�0
� ?4� � =0�  

 U���� ��  �!G  �%;)3-103 ( �.)3-104(�#  �42�%\ �-��%# � �42�%\ ^��$�P 5�0.

��� ���8 B%C". ��0# �� '�:%� . O�!@ �� ���9#  ���%. ^�@ 7,�-� 7� 7@0. ��

�# �� ���* �,%��,# (�%�012 !��� (�0� 7� 5�0.s = 169OÄ
 22	
�# 5���0E w-�b S��#!���.  

    Q�C�R# �-���Z#  ���� =0� 5��0� 7�#�� �%%u. �F� �� �� �F0# �42�%\ ^��$�P (��%%u.

Ê �# 5���!�� . >��$  ��!Z# �42�%\ ^��$�P �!��� 5��0� 7�#�� >-�+P� ��

�# �42 ^��$�P ��!Z#���; . 7� >��$ 5�+%# 	-��# &CG 	-�

5�� 7���@  ����%� ���!"#���# ���8 �:M����%; . ����%� �0@�  >��$ �� �42�%\ ^��$�P 7���@

7�#�� ���%� >-�+P� �� 5��0�� =0�  7�# ���8 +%� 7�P��  ����%� ���# �� �����# �0c

 

 B,� 3-13  	%� �M���. �-�!@ 7C��P QC�R# �-��Z#  ��� =0� 5��0� 7�#�� >-�+P� �� �F0# �42�%\ ^��$�P (��%%u.

3 &�� �!� ����*.  

O������ �� U���� ��  �!G  �%;

��� ���8 B%C". ��0# �� '�:%�

�# �� ���* �,%��,# (�%�012 !���

�T� 7$ &P�; � �# 5���0E w-�b S��#

 B,�3-13     Q�C�R# �-���Z#  ���� =0� 5��0� 7�#�� �%%u. �F� �� �� �F0# �42�%\ ^��$�P (��%%u.

 �M���. �-�!@ 7C��PÊ
 7�P�- �� ��
$ ��# �42 ^��$�P ��!Z#

5�� 7���@  ����%� ���!"#

�#!�� .7�#�� ���%� >-�+P� ��



 

 �-�!@ 7C��P QC�R# �-��Z#  ��� =0� 5��0� 7�#�� >-�+P� �� �F0# �42�%\ �-��%# �0�$�P (��%%u.

���; . 7�#�� ���%� >-�+P� ^��$�P

 7�0
� � =0� 	%� �M���. �-�!@ 7C��P >-�+P� ��-� S�c ��

 .�# &CG 5�!� 	-� 7$ �� 7$ !���

5�� 7���@  ����%� ���# ��  ��
$ ��%:� ���#� B��0P �� �%. =0� ���# ���8 �:M��-

 �-�!@ 7C��P (��9�# �-��Z#  ��� 5��0� 7�#�� (��%%u. �F� �� '�:%� �F0# �42�%\ �-��%# (��%%u.

 74��� ��)3-48 (    S[�.� 7�$ &���!%E

P��  ����%� ���# �� �%. =0� 7$ &��� !��02 �0@� �#����7� �- ��%; ���8 7�  ��-� �.��fG

!��� ?4� �M0,M0# 	%� 7C��P �� ��
$ 7�0
� ?4� .A��4# ���-� ��   B,��3-

 ���# �� �%. =0�  �%;���8 �� Bf8 �. �F0#  

77 

 �-�!@ 7C��P QC�R# �-��Z#  ��� =0� 5��0� 7�#�� >-�+P� �� �F0# �42�%\ �-��%# �0�$�P (��%%u.

7�0
� ?4� � =0� 	%� �M���.  

�# �42 ^��$�P 7� &f:� �42�%\ ^��$�P >-+P� vG�� 7$���;

�# >-�+P� (!� 7� �� �42�%\!�� . 7�0
� � =0� 	%� �M���. �-�!@ 7C��P >-�+P� ��-� S�c ��

�# �42�%\ ^��$�P �� 7�P��  ����%� �%F�. >��$ vG�����; .

5�� 7���@  ����%� ���# ��  ��
$ ��%:� ���#� B��0P �� �%. =0� 

 �-�!@ 7C��P (��9�# �-��Z#  ��� 5��0� 7�#�� (��%%u. �F� �� '�:%� �F0# �42�%\ �-��%# (��%%u.

 B,� �� 7�0
� � =0� 	%� �M���.3-14 &�� �!� ���� 5��� . 74��� ��

P��  ����%� ���# �� �%. =0� 7$ &��� !��02 �0@� �#����

�� =0�  � !��� ?4� �M0,M0# 	%� 7C��P �� ��
$ 7�0
� ?4�

�42�%\ �-��%#  �� �� =0� 5��0� 7�#�� (��%%u.   ���# �� �%. =0�  �%;���8 �� Bf8 �. �F0#

 

 

 B,� 3-14  �-�!@ 7C��P QC�R# �-��Z#  ��� =0� 5��0� 7�#�� >-�+P� �� �F0# �42�%\ �-��%# �0�$�P (��%%u.

�# �42 ^��$�P 7� &f:� �42�%\ ^��$�P >-+P� vG�� 7$

�# >-�+P� (!� 7� �� �42�%\

�# �42�%\ ^��$�P �� 7�P��  ����%� �%F�. >��$ vG��

 >-�+P�Ê5�� 7���@  ����%� ���# ��  ��
$ ��%:� ���#� B��0P �� �%. =0� 

��%;.  

 �-�!@ 7C��P (��9�# �-��Z#  ��� 5��0� 7�#�� (��%%u. �F� �� '�:%� �F0# �42�%\ �-��%# (��%%u.

 B,� �� 7�0
� � =0� 	%� �M���.

  N���P��  ����%� ���# �� �%. =0� 7$ &��� !��02 �0@� �#����

7T"M 7C��P�� =0�  �

14�42�%\ �-��%#  �� �� =0� 5��0� 7�#�� (��%%u. 



 
 5�,# QC�R# �-��Z#  ��� =0� 5��0� 7�#�� >-�+P� �� �F0# �42�%\ ^��$�P (��%%u.O�1.�  

    !��� >-�+�P� �� ��-��%# !���0. .

\ �-��%# (��%%u. (!�  >-+P� �F� �� �F0# �42�%

  �04���
� �F0# �42�%\ �-��%# �0�$�P � ^��$�P �� �%.  �� =0�  �%;���8 5�,# �%F�. �����  ���

�%. � =0� 	%� O�1.� 5�,# S��# 7$  ��

�42 �%\ ^��$�P (��%%u. �� �%.  �� =0�  �%; ���8 5�,# �%F�. 

 ���* ��� � =0� 	%� 7C��P >-�+P� B,� A��4# 

�0�   �� 7�$��g  >-�+�P� ���  

   � =0�� 	%�� 7C��P >-�+P� 	%�D
�

�# 5��0� 7�#�� >-�+P� �F� �� �F0# ^��$�P >-�+P� (!� ��!��$ . �C$ �0c 7��#  5�0�.

�%. �#�� =0� &%��:H !��0.   
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 5�,# QC�R# �-��Z#  ��� =0� 5��0� 7�#�� >-�+P� �� �F0# �42�%\ ^��$�P (��%%u.

�# 7�#�� >-�+P� 5* �� ^E �#� &��� !��0R�  �%F�. 7�P��  ����%�    !��� >-�+�P� �� ��-��%# !���0.

3-14  >-�+P� &�� �!%EÊ\ �-��%# (��%%u. (!� 

�# >��$  !H �. �� =0� 5��0� 7�#��!�� .  

  �04���
� �F0# �42�%\ �-��%# �0�$�P � ^��$�P �� �%.  �� =0�  �%;���8 5�,# �%F�. �����  ���

�����  (�0� 7�  ��#���E !��� = &�& �%. � =0� 	%� O�1.� 5�,# S��# 7$

 B,�3-15 �42 �%\ ^��$�P (��%%u. �� �%.  �� =0�  �%; ���8 5�,# �%F�.

�# ���8 ����� ��0# �� �42 ^��$�P 7� &f:�!�� . ���* ��� � =0� 	%� 7C��P >-�+P� B,� A��4#

5�� 7���@  ����%� �%F�. >��$ vG�����%. =0�  �� �� ^M�� �#�0�

�# ��
$ �42 ^��$�P 7� &f:� �42�%\ ^��$�P���; .   � =0�� 	%�� 7C��P >-�+P� 	%�D
�

�# 5��0� 7�#�� >-�+P� �F� �� �F0# ^��$�P >-�+P� (!� ��

 N���0# X!G �� ����  �42 7$ &P�; 7e%��=0� A%8�   ����� ����,%#�%.

 

 B,� 3-15  5�,# QC�R# �-��Z#  ��� =0� 5��0� 7�#�� >-�+P� �� �F0# �42�%\ ^��$�P (��%%u.

�# 7�#�� >-�+P� 5* �� ^E �#� &��� !��0R�  �%F�. 7�P��  ����%�

 B,� �� 7$ �04��
�3

�# >��$  !H �. �� =0� 5��0� 7�#��

  �04���
� �F0# �42�%\ �-��%# �0�$�P � ^��$�P �� �%.  �� =0�  �%;���8 5�,# �%F�. �����  ���

 7$ >R� ��3-4-3 �����

&�� �!� 7�P�; �T� . B,�

�# ���8 ����� ��0# �� �42 ^��$�P 7� &f:�

�%. 5�� 7���@  ����%� �%F�. >��$ vG��

 &P��# ��
$ �42 ^��$�P 7� &f:� �42�%\ ^��$�P

�� �%. ���* �# 5��0� 7�#�� >-�+P� �F� �� �F0# ^��$�P >-�+P� (!� ��

 N���0# X!G �� ����  �42 7$ &P�; 7e%��



 

 5�,# QC�R# �-��Z#  ��� =0� 5��0� 7�#�� >-�+P� �� �F0# �42�%\ �-��%# �0�$�P (��%%u.O�1.�  

 �F0# �42�%\ �-��%# �0�$�P �� ��:� �# 5���!�� . 7@0. ��

�0�$�P  �� ��  � 7���!� ���!�g �F� �-��%#

 �� 5��0� 7�#�� ��  ��;�+� �-��Z#  ��� !��.  

 ���# 7� =0� ?4� �� =0� V�
. &CG 7� !-�
�

 V�
. �� X��!# �0c 7� =0� 7$ ���
. !# �� �l-� 7� �!-!E 	-�

 +%� 7�0
� ':@ ��R� �� =0� 5!�

=0� �� �;!�0�!�$ &G�� !��� �. �# ���%�-

���!��  �42 � �-01. 30b� >��$ !���#  �!��# w8�0G =0� 5!�!�$�  �%; 7���� ���
� .

�# >-�+P� 5*  ��"�� h��� ���;!��-.   
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 5�,# QC�R# �-��Z#  ��� =0� 5��0� 7�#�� >-�+P� �� �F0# �42�%\ �-��%# �0�$�P (��%%u.

��,C
G &8� /0,���,%# !-�
� '$ ��.  

 V�
. 5�,# �%F�. +%���  �F0# �42�%\ �-��%# �0�$�P �� ��

�# B,� 	-� 7� ��#���E (��%%u. 7$ &P�; 7e%�� 5�0.�� �0�$�P  �� ��

7� �-��%# �0�$�P ����;�� >-�+P� �!� vG�� ���. �� 5��0� 7�#�� ��  ��;�+� �-��Z#  ���

�# >��� �� ?4� /0,���,%# =0� ���# 7� =0� ?4� �� =0� V�
. &CG 7� !-�
�

�# !�$ � 7�P�- >-���P 5�#����; . V�
. �� X��!# �0c 7� =0� 7$ ���
. !# �� �l-� 7� �!-!E 	-�

�# ���8�# �!-� ���%� ��%;�0� . !�$ &G�� 	%�D
� +%� 7�0
� ':@ ��R� �� =0� 5!�

� ���� '%Z�:# 7&R� 7�0
� �!8 �� 7,-�0c=0� �� �;!�0�!�$ &G�� !��� �.

���!��  �42 � �-01. 30b� >��$ !���#  �!��# w8�0G =0� 5!�!�$

�# !�$ /0,���,%# =0� W- 7$ �#�����# >-�+P� 5*  ��"�� h��� ���;
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X�� �!-!E !��  �� =0��# B%CZ. �� �;!�0� &R� �!-!E � !-!�. �� �;!�0�!��.  
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4.  �� F���.�<���� -!I��!�� E-� =�� )�. J� ���   
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4-1 ���2�  

 �� �.����.�� ���P� ����� 7� B1P 	-� 7�0
� W-�!� N���0# �%.��,%#1 (ACP)  �%. W- B#�� 7$

�# &��  �0
G U���  ����� �� =0� W- �  �0
G U��� W- �ZP�'-����E.  	-� �� �%.��,%# h0� 	-�

&�� �!� �!%#�� O�� h0� �!� N���0# �%.��,%# 7M���.  �T� ��0# �%.��,%# �!���� 7 �%.  �0Y. 7C%��

 O!# �M0��� �M�� W%�[$&�� �!�   �0
G U��� � �ZP� �%. 7-��� B%f8 �� ����#���E �2�� �%F�. �.

U��� O0c � �-��%#  ��
2 (����.�� &%��:H � !-!�. ^��$�P  �� �� ��0#����� ��%; ���8 .

7#��� �� ^��  �0Y. �� ���9��� ��  ��W%�[$�%\ 7� 7�:��� ���P�  ���!�� � ��
2 (����.��

 ��D%E ����� �%.��,%# h0� 	-�&�� �!�. � 7 �� O�� h0� �!� N���0# �%.��,%# ���%� �����$ B%M�

&���  �.����.�� ���P�  �� ��  ���%� +$�
. X0� � X�� h0� �!� N���0#  ���%.��,%# �� 7:-�Z# ��

�.����.�� ���P� � &�� 7�P�; (�0� 5* �!�� 7� 7�:����� � '� 5* 7 �0Y. 7C%�� �.)�� 7f.�#  ��

>��$ 5�-���;2 >�. �-�!� 3[�� BE0$3 ��b0#�%\ 7�%:%��)� W%�[$�%\  �0Y. U�0. '� �4 

&�� 7�P�; ���8 ����� � B%C". ��0# . 

4-2  !��-!I�� �I����� N�93�ACP  

4-2-1 ����!/ !�-� P��M� !�� 6��K�  

W%.�
� � 7�!��  �%.ACP  ��0#>R� 	-� �� B%C".  ��� �T�  B,� ��4-1 &�� �!� ���� 5��� .

      �� =0�� W�- � U���� W�- �%;����:,- �%. W- B#�� �T� ��0# �%. !-��; �$� ���%E 7$ �04��
�

�# ?4� >���  ��� U���  �����!���. ,- �%.O0c �� w%.�. 7� U��� � �%;���:  ��L  �q   ����  

                                                 
1 Assembled cantilever probe 
2 Strain gradient theory 
3 Modified couple stress theory 
4 Nonlocal beam theory 
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B,�  4-1  �%. W%.�
�ACP ?4� �� V�
. �� �!� O!# 7�0
� 

 &#�Rb �� &2�0�,- �4Z# ?4�h  ��G �b �#!����. p  =0� O0c +%�AFM  7$ ��0�  ����� ��

&�� 7�P�; ���8 U���. �# >��� �� 7�0
�  ?4� /0,���,%# �%. 7$ �#���� B
G ��!-�
� �
� -

� ��� ���8 7�0
� ?4�  ��0# �� �%. 5�0. +-�;�� 7-���!#* !��02 �0@0� AP� U2 � �%. 	%�  � .

� 	%�D
� 7 ����� 5�0� 	%-�E &CG U��� N���0# �%.��,%#� 7A%8� �0c �� ��,- �%.  ��� �%;���:

5�,#��0� !��0R� �-dE .��0
� ��P >R� 	-� �� '-� ,- �%.  ���� � ��0f� �ZP� B#�$ �04� �%;���:

 W- 7-���θ  AP� U2 �� !���) B,�4-1 .(U��� N���0# B
G �� ����� 5�0� 	%-�E B%M� 7� 	%�D
� 

� 7�%.��,%#  ����� ��  �0
G (�0� -,�%;���: 5�,#��
� �-dE!��� .#4 B,� A��α  	%� 7-���

U��� � �%.��,%#  � ��0�1L  �2L  ���* � �%;���� �� U��� 7C��P w%.�. 7� �%.,-�# �%;���:!���� . 

x �%. O0c  ����� ��,-�%;���:  � ��0�),( txw  �0"#  ����� �� �%. +%2y �# �!f# � !���

  �� �� U��� O�1.� B"# �� (�1�R#��,%#&�� �!� ��P �%. .  ���0"# 	%�D
�u  �v  7�

�# 7"9� �� �0
G �  ��0# w%.�.!���� .'���  ����%� 5�0
� O!#  ��� W- �� �f��@ � O�#�� >�$

 ��P 7G0
e#)nk  �lk ( �!��$ ��%# �)nC  �lC (&�� �!� ���9��� .7� U��� &%fC� &f:� 7� 7@0. ��  
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B,�  4-2  �%2 �F� �� =0� 5�,# �%%u.��,%#�%. �%;�� �:,- 

 �%. &%fC�,-�%;���:�# �0
� �T�P�� �%. 7� &f:� U��� +%2 �� 5�0. . B%C". �� B%M� 	%
� 7�

7�P�; �T� �� wC� �� U��� �0@0#'-�.  

 B,�4-2  �ZP� � 's�8 &�@ �� �� �� =0� 5�,# �%%u.)u  �v (�# 5��� �%. +%2 �F� ��!�� . ��

B,� 	-� 7� 7@0.  (�1�R#  ���0"#  ����� �� =0� 5�,# �%%u.u  �v (��fG ��� &�: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )









−
∂

∂−−
∂

∂+=

−
∂

∂−−
∂

∂+=

θαθαθδ

θαθαθδ

sin
,0

cos
,0

cos,0

cos
,0

sin
,0

sin,0

x

tw
p

x

tw
qtw

x

tw
p

x

tw
qtw

v

u

 

)4 -1( 

	-� �� '���  ����%� (�0� >�$  ����� �� �� 7�0
� ���!@ � =0� 	%�u � v � 7 &�!� �-� (�0�

�#!�-*:  










+=

+=

dt

d
CkF

dt

d
CkF

v
nvnv

u
lulu

δδ

δδ

 

)4 -2( 

 (�0� 7� �%;���:,- �%. ��P ����   ���  ��# U-��� � &$�H B%:���9-� 7M���# W%��)� �%.

�� �0� !��02 ����� �T� ��0# �%.��,%# ��
2 (����.��:  

sw o�*(q,/)
oq� + }x op*(q,/)

o/p = 0                     −! ≤ i ≤ 0   ,  0 ≤ i ≤ !,	 )4 -3( 

((−!, �) = o*(¼&�,/)
oq = 0         sw op*(&p,/)

oqp = sw or*(&p,/)
oqr = 0  )4 -4( 
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B,�  4-3  ���* ���0
���,%# �%. �!� N���0#�
.� ��%� /0,���,%#  

 7$E  7�%:%��)� O�!#ρ �M��g  �%.,- � �%;���:A  �I H�:# w%.�. 7� ����-� 5�
# � &

,- �%. �4Z# ?4��# �%;���:!���� .  

���0
� 	�P�;�T� �� �� ���*  ':@ B,�4-3� ����0%E U-���  7�# &�!� �-� (�0�!�-*:  

),0(),0( twtw +− =                    
+− == ∂

∂=
∂

∂

00

),(),(

xx x

txw

x

txw  )4 -5( 

2

2

sincos
t

w
MFFVV G

euv ∂
∂++=− +− θθ

 
)4 -6( 

( ) ( ) ( )

( )
xt

w
J

hq
pFF

p
q

FFVV
h

VV
q

MM

evu

uv

∂∂
∂−++++

−−−−−−=− +−+−+−

2

3

)
2

cos
2

sin(cossin

)cossin
2

(cossin
2

cos
2

ααθθ

ααθθα

 

)4 -7( 

5* �� 7$:  

2

2

x

w
EIM

∂
∂=

                   
3

3

x

w
EIV

∂
∂=

 
)4 -8( 

 {0P ()���# ��AqM ee ρ= �2

3

1
qMJ ee =  ����-� 5�
# � X�@ w%.�. 7�� U��� ρ�  7�%:��� 5�0�G 7�

U��� �#!����. 	%�D
� w� X�@ +$�# 5�,# �%%u.   ����� ��y �#!��� �� &�� ����� 7$:  

(� = ((0¼, �) − e
, cos(�) o*(f�,/)

oq 		  )4 -9( 

  ��d�-�@ �� 74���)4-9 ( ����0%E U-��� ��)4-6 ( �)4-7 (���� ^�� � U-��� U����  ���

 ����0%E)4-6 ( �)4-7 (� 7�# 3[�� �-� (�0�!���;:  

sw or*(f�,/)
oqr − sw or*(f�,/)

oqr = .Õcos� + .esin� +�� op*�o/p   )4 -10( 
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sw op*(f�,/)
oqp − sw op*(f�,/)

oqp = −sw or*(f�,/)
oqr ℎ + (.Õcos� + .�sin�)�  

     +(.Õsin� − .�cos�)�, + , �� op*�o/p �$ − �� or*oqo/p  )4 -11( 

7$:  

Ë� = jcos� + Zsin�	�, = e, sin� − Zcos��$ = jcos� − ℎ										�  )4 -12( 

�CH ��P ��  W%�0#��� � 7(�0�tiexYtxw ω)(),( =  �tiexZtxw ω)(),( =|g &
�  ��� w%.�. 7� 

  ��d�-�@ �  �0
G �%. &��� � �� 7M���#)4 -3( � '�:%� �� '$�H �C%:���9-� ()���# 7 (�0�

�# &�!� �-�!�-*:  

6��(q)6q� − �t�(i) = 0      −! ≤ i ≤ 0 �t = ���� ¦,  )4 -13( 6��(q)6q� − �t�(i) = 0       0 ≤ i ≤ !, 

{0P ()���# �� �  � ��
2 �0# �!G¦ 7-��� ^��$�P�#  �����!. ���P 	-� �   ��# U-��� �

����0%E � +%� 7�# �:-0���� B-� (�0�!���;:  

�(−!) = 6�(¼&�)6q = 0   6p�(&p)6qp = 6r�(&p)6qr = 0  )4 -14( 

�(0) = �(0)  6�(f)6q = �(f)6q   )4 -15( 

!$ 6r�(f)6qr + Ä 6�(f)6q + Ä,�(0) = !$ 6r�(f)6qr   )4 -16( 

!$ 6p�(f)6qp + j 6�(f)6q + j,�(0) = !$ 6p�(f)6qp − !$ℎ 6r�(f)6qr     )4 -17( 

7$:  

� 
 !
  
" Ä = − ,�7�tjcos� + #,																																							Ä, = �7�t − #																																																												j = #,� + #t�, − t�7�t�$jcos� − �7j,�t		

j, = ,�7�t�$ − #� − #$�,																																																																		
�  )4 -18( 
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� !
 "# = ]&́cos,� +	]	́sin,�									#, = −]	́R,sin� +	] ́Rcos�	

#$ = , sin2�(] ́ − ]	́)													
#t = ] ́Rsin� +	]	́R,cos�				

�  )4 -19( 

%R = jcos(� − �) + Zsin(� − �)R, = jsin(� − �) − Zcos(� − �)�   )4 -20( 

{0P ()���# �� � !�� 5�!�  ����#���E 7�# Q-��. �-� (�0�!���;:  

1	3 = ��&r 	,										 	� = \�\	Ü ,				 						�	 = \�\	Ü     ,        & = ¤��\'   

&	 = ¤��\'    ,      	�7 = (���&   ,      �7 = )���&ep  ,       � = �!  ]́ = *�\	Ü = � + H&    ,                 ]́	 = *�\	Ü = �	 + H&	   

)4 -21( 

U���� 	-� �� 7$γ  � �!� O�#�� �0# �!Gnη  �lη ��R� B#�� ����0.�-��%# � ��  �� � O�#��

�# �f��@� � !���� 7�# Q-��. �-� (�0�!���;:  

]	 = 1	 + H¦�	  ,                         ] = 1 + H¦�  )4 -22( 

 7M���#  ���)4 -13( �# ���� �-� (�0� 7� �#0
G BH�0�:  

�(i) = Csin�i + C,sinh�i + C$cos�i + Ctcosh�i  

�(i) = Dsin�i + D,sinh�i + D$cos�i + Dtcosh�i  
)4 -23( 

  ��# U-���  ��d�-�@ ��)4-14 ( 7M���# ��)4-23(� �#0
G BH  7���� �-� (�0��#  ������;:  

�(i) = �Psin�(i + !) − sinh�(i + !)T  
        +�,Pcos�(i + !) − cosh�(i + !)T  )4 -24( �(i) = ÊPsin�(i − !,) + sinh�(i − !,)T  
         +Ê,Pcos�(i − !,) + cosh�(i − !,)T  

 ^�� ����0%E U-���  ��d�-�@ ��)4 -15 ( �.)4-17 ( �#0
G BH ��)4-24(  (�f��"# �� ^E

 '�:%� 71R�# 7M���# ��)0c(�0� 7� �# &�!� �-�!-*:  

 �(�, � ) = ΔΔ,, − Δ,Δ,  )4 -25( 

7$:  

Δ = ℎ. + ℎ,O + ℎ$  Δ, = ℎ., + ℎ,O, + ℎt 
)4 -26( 

Δ, = 1. + 1,O + 1$ Δ,, = 1., + 1,O, + 1t 

	%�D
� �:  
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. =
−�cos� − sin ,�-á�- sinh ,

á�- + cosh� − cosh ,�-á�- cos ,
á�- + cos ,�-á�- cosh ,

á�- −
sinh��Z1+�Zsin�1+�Z/21+cos��Z1+�Zcosh��Z1+�Z        

., = − �sin� − sin ,�-
á�- cosh ,

á�- + sinh� + cosh ,�-
á�- sin ,

á�- + cos ,�-
á�- sinh ,

á�- −
sinh��Z1+�Zcos�1+�Z/21+cos��Z1+�Zcosh��Z1+�Z  

O = �sin� + cos ,á�- sinh ,�-á�- − sinh� − cosh ,á�- sin ,�-á�- − cos ,�-á�- sinh ,á�- +
cosh��Z1+�Zsin�1+�Z/21+cos��Z1+�Zcosh��Z1+�Z  

O, = �cos� − sin ,á�- sinh ,�-á�- − cosh� − sinh ,á�- sin ,�-á�- − cos ,�-á�- cosh ,á�- +
cosh��Z1+�Zcos�1+�Z/21+cos��Z1+�Zcosh��Z1+�Z  

ℎ = −�$ �cos ,á�- + cosh ,á�-� + Ö�,& �cos ,á�- − cosh ,á�-� + Ä, × �sin ,á�- −
sinh�1+�Z   

ℎ, = �$ �sin ,á�- − sinh ,á�-� − Ö�,& �sin ,á�- + sinh ,á�-� + Ä, × �cos ,á�- −
cosh�1+�Z   

ℎ$ = �$ �cos ,�-á�- − cosh ,�-á�-�  

ℎt = �$ �sin ,�-á�- + sinh ,�-á�-�  

1 = − e�,p
&p �sin ,á�- + sinh ,á�-� + ep,& �cos ,á�- − cosh ,á�-�  

1, = − e�,p
&p �cos ,á�- + cosh ,á�-� − ep,& �sin ,á�- + sinh ,á�-�  

1$ = �$ℎ �−cos ,�-á�- + cosh ,�-á�-� + �,! �−sin ,�-á�- + sinh ,�-á�-�   

1t = −�$ℎ �sin ,�-á�- + sinh ,�-á�-� + �,! �cos ,�-á�- − cosh ,�-á�-�  )4 -27( 
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U���� ��  {0P12 LLCp = 5���. 5�,# �!���,- �%.  �� �� U��� O�1.� �- V�
�# �%;���:!��� .

 7$ ���# 	-!�  ���0=pC� U���  7,- �%.��,%#  ����� �� A%8� �0c �� � 7���� ���8 �%;���:

 �0�$�P 	-� >-�+P����# W-�+� �%;���� 7� � 7�P�; 7C��P �%. ���*  ����� �� U��� !�����; . 7@0. ��

 74��� 7�)4-13(  �0# �!G � ^��$�P 	%� 74���(�0� 7� �# 5�%� �-����;:  

9 = ,p
,ü&p ���

��  )4 -28( 

 ��R� 7� ^��$�P (��%%u. &f:� (�0� 7� '�:%� &%��:H !� ����� ���%E 7$ �04��
� ���
.

�# Q-��.���; .�� &%��:H�# �� !�� �0
� 7f��"# �-� 74��� �� ���9��� �� 5�0.]7[:  

³	 = o7/o8�(/,ü&p)
��/��  )4 -29( 

 74��� 	-� �� 7$lddf β  	%�D
� �ldd βγ (�0� 7� �# &�!� �-�!�-*:  

ll

ff

β
γ

γβ ∂
∂

∂
∂=

∂
∂

 

( )

( )
γ

βγ
β

βγ

β
γ

∂
∂

∂
∂

−=
∂
∂

l

l

l

l C

C

,

,

 )4 -30( 

 !��� '�:%� &%��:H � ^��$�P  �� �� QC�R#  ����#���E (��%%u. �%F�. ���� =��  ���

(��%%u.  &%��:H � ^��$�P �f:�(�0� 7� �# Q-��. �-�!���;:  

s7 = (7p¼7�)7� × 100%  )4 -31( 

s0 = (%�p¼%��)%�� × 100%   )4 -32( 

4-2-2  6��K� P� �W�O�!� ����!^ )�. LM,� N	�� O�� -  

 >R� �� �!� 3[�� >��$ 5�-���; W%��)�  �0Y.  ���2�� ()���#2-3 � 7 ���� 3�� B#�$ �0c

!� .7s��� >R� 	-� �� S!�  �%.��,%# 7� i0��# �.����.�� U����ACP       �0�Y. 	�-� 7�-�E ��� O�� h0�

�#!���. � 7>�.  �0Y. 7,�-� &CG- >��$ 5�-���;  �0Y. �� ���2 &M�H �!� 3[�� BE0$�# !���

 ��# U-��� � &$�H 7M���# >��$ 5�-���;  �0Y. 7-�E �� &�� �!#* &�!� �� ^�� �  �����   ����

V��� �� `-��� U���� Y.>�.  �0-B��H +%� �!� 3[�� BE0$ &�� 7��; . &�!� `-���  
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B,�  4-4  W%.�
���,%#7�0
� ?4� �� V�
. �� �
.� ��%� /0,���,%# �!� N���0# �%.  

 �!#* �0Y. �� B��H `-��� �� >��$ 5�-���;  �0Y. ��>�.  ��- W%�[$ �%. � �!� 3[�� BE0$

&�� �!� 7:-�Z# . �%.��,%# O!#ACP  	-� �� B%C".  ��� �T� ��0# B,� �� >R�4 -4  ���� 5���

 �Cf8 >R� �� �!� B%C". �%.��,%# A��4# 5* ��!�� (�1R�# 7$ &�� �!�) B,�4-1 (�# -

!��� . �ZP� �%. 7� &f:�  �0
G �%. S��"�� �ZP� �%. 7� &f:�  �0
G �%. &%fC� &f:� 7� 7@0. ��

�# �T�P�� B��8 � +%g��!���. �# ��P ���-� ���  �0
G �%. '%-�
� ��f��� �� +%��E  ��� � ��0� wC

�#  �0
G U��� �� 5*'%#��.  B,� A��4#4-4O!#  ��� '���  ����%�  ��� �f��@ �  �0
G >�$

 �%. =0�ACP &��F �� ��P �� �� w%.�. 7� 7�0
� ?4� � �� 1	  �1  &�� �!� ���9���.  �0"#x  ��

 � ��0� �ZP� �%. O0c ��!�#�((i, �) S��# +%�  ��"���%.��,%# ,- �%;���: ��!�#� ��x  5�#� �� �t 

�#!���. 

79M0#�M�� �%.  �0Y. 7� 7@0. �� �0$d# �%. �-�e��@  ��-�# �-� (�0� 7� >
2 &". �M0���!����:  

Rq = −n o*(q,/)oq   R. = 0  RÍ = ((i, �)  )4 -33( 

 7$xu yu  �zu   ���0"#  ����� �� �-�e��@ w%.�. 7�x y  �z �#!���� . 7M���#  ��d�-�@ ��)4 -

33 ( 7M���# ��)2-7(79M0#  >��$ �9��%\ ijε �# &�!�!-*:  

�qq = −n op*(q,/)oqp   )4 -34( 
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 >R� �� 7$ �04��
�2-3 %�9;' 
ijmmijij δεεε

3

1−=′ �#!��� . 7M���# 7� 7@0. ��)4-34(79M0#   ��

�9��%\  �0:��.>��$ ���# ���P� S��"�� ijε ′ �# &�!� +%�!�-*:  

�qq′ = ,$ �qq  �..′ = �ÍÍ′ = − $ �qq  )4 -35( 

 74���  ��d�-�@ ��)4-34 ( U���� ��)2-8 ( �.)2 -10(7-���  ����� �9��%\  ��iγ  � ���0:��. )1(
ijkη 

 �s
ijχ(�0� 7�  B��H �-��#!���;:  

�q = −n or*(q,/)oqr           �Í = − op*(q,/)oqp   )4 -36( 

]() = − ,̀ n or*(q,/)oqr  , ]$$$() = ̀ op*(q,/)oqp  , ]$() = ]$() = ]$() = − t` op*(q,/)oqp  

],,() = ]$$() = ],,() = ̀ n or*(q,/)oqr  , ],,() = ]$$() = ]$$() = ̀ n or*(q,/)oqr  

],,$() = ],$,() = ]$,,() = ` op*(q,/)oqp   
)4 -37( 

Cq.0 = C.q0 = − , op*(q,/)oqp   )4 -38( 
  

 7� 7@0. �� w%.�. 	-!� �!� B��H U����)4-34 ( �.)4-38 ( � W%�[$ >�.  ���0:��. �

 U���� �� �!� �P��# W%�[$�%\)2-11 ( �.)2-14(7-��� >�. 	-� �9��%\  ���# �� �� 5�0. 7�

(�0� �# &�!� �-����*:  

@qq = s�qq = −sn op*(q,/)oqp 	  )4 -39( 

Zq = −2O�f,n or*(q,/)oqr     ZÍ = −2O�f, op*(q,/)oqp   )4 -40( 

[() = − t̀ O�,n or*(q,/)oqr  , [$$$() = ,̀ O�, op*(q,/)oqp  

[$() = [$() = [$() = − u` O�, op*(q,/)oqp  , [,,() = [$$() = [,,() = ,̀ O�,n or*(q,/)oqr  

[,,() = [$$() = [$$() = ,̀ O�,n or*(q,/)oqr  , [,,$() = [,$,() = [$,,() = ,` O�, op*(q,/)oqp  )4 -41( 

4q.0 = 4.q0 = −O�,, op*(q,/)oqp   )4 -42( 

 ()���#  ��d�-�@ �� &-��� ��)4-34 ( �)4-36 ( �.)4-42 ( 7M���# ��)2-6 (5��� 7$  N��� �!���

>��$ = �# >��$ 5�-���;  �0Y.  ��f#��!��� ^�� O������ 7P�b� � �%. 'eH  �� ��  �%;

 >��$  N��� B$ �f��@ � O�#��  ����P 7� i0��# W%��)�  N��� 5�0
�U  ��0# �%.��,%#  ���

�# &�!� �T�!-*:  
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= = 
, Y �v zop*(q,/)

oqp {, + y zor*(q,/)
oqr {,�&f Fi + 

, 1	 zj o*(&,/)oq {,
  

								+ , 1 (((!, �)� − Z o*(&,/)oq ),    )4 -43( 

7$  

v = sw + 2Ox�f, + u` Ox�, + Ox�,,    y = Ow z2�f, + t̀ �,{    )4 -44( 

 +%� ��f�@  N��� �T���0# �%.��,%#  ���(�0� 7� �# �-�!���:  

| = , Y }x zo*(q,/)o/ {, Fi&f + , �� zo*(&,/)o/ {, + , �� zop*(&,/)o/oq {,
    )4 -45( 

 {0P 74��� �� 7$AqM ee ρ=  �2

3

1
qMJ ee =  w%.�. 7� U��� �#�@ ����-� 5�
# � X�@ 5�0�G 7�

 �0
G  �ρ  �
eρ  5�0�G 7��M��g �ZP� �%. �#  �0
G U��� �!����.  

 >��$ 5�-���;  �0Y. V��� �� �T� ��0# �%.��,%#  ��# U-��� � &$�H 7M���# 5���* &�!�  ���

 7$ &�� �!� ���9��� 50�C%#�� B�� ��(�0� 7� �# 7s��� �-����;:  

a Y (| − = + ~	3)/p/� F� = 0  )4 -46( 

 7M���# 7� 7@0. ��)4-43( B%:���E  N��� (��%%u. (�0� 7� �# &�!� �-�!-*:  

a= = a �, Y �v zop*oqp{, + y zor*oqr{,�&f Fi + , 1	 zj o*oq{, + , 1 (((!, �)� − Z o*(&,/)oq ),�  

= Y �v op*oqp op
oqp a( + y or*oqr or

oqr a(�&f Fi + 1	j, o*oq ooq �a(|q�& + 1 z(�a(|q�& − Z((!, �) ooq �a(|q�&{  

= Y �v o�*oq� − y o�*oq�� a(&f Fi + zy o�*oq� − v or*oqr{ �a(|f& + zv op*oqp − y o�*oq�{ �a o*oq �f& + y or*oqr �a op*oqp �f&  

+1 (�a(|q�& + �1	j, ^(^i − 1 Z(� �a ^(^i /q�& )4 -47(  

�� �0� !��02 ����� +%� ��f�@  N��� (��%%u.:  

Y a|F�/p/� = Y a 012 Y }x z^((i,�)^� {2 Fi!0 + 12�� z^((!,�)^� {2 + 12 �� 1^2((!,�)^�^i 223F�/p/�   

= Y Y }x ^((i,�)^� ^̂� a(!0 FiF�/p/� + Y �� ^((!,�)^� ^̂� a(/p/� F� + Y �� ^2((!,�)^�^i/p/� ^2^�^i a(F�  

= Y }x ^((i,�)^� �a(|/�/p!0 Fi − Y Y }x ^2((i,�)^�2 a(/p/� F�Fi!0 + �� ^((!,�)^� �a(|/�/p  

−Y �� op*(q,/)o/p �a(|i=!�2�1 F� + �� op*(&,/)o/oq � ooq a(��1�2 − Y �� or*(&,/)o/poq�2�1 �a ^(
^i�i=! F�  

= −Y Y }x op*(q,/)o/p a(�2�1 F�Fi − Y �� op*(q,/)o/p �a(|i=!�2�1 F�&f     

−Y �� ^3((!,�)^�2^i/p/� �a o*oq �q�& F�  )4 -48(  
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 ()���#  ��d�-�@ � ���:-�E�%\  ����%� ��$ �� 5�0
� �T�P�� ��)4 -47(  �)4-48(  74��� ��)4 -

46(&��� '%��02 :  

Y �Y z}x op*(q,/)
o/p + v o�*(q,/)

oq� − y o�*(q,/)
oq� { a(Fi&f �/p/� + zy o�*

oq� − v or*
oqr{ �a(|f& +  

zv op*
oqp − y o�*

oq�{ �a o*
oq �f

& + y or*
oqr �a op*

oqp �f
& + z�� op*(q,/)

o/p + 1 ({ �a(|q�&    

+ �z1	j, o*oq − 1 Z( + �� or*o/poq{ �a o*oq �q�&� F� = 0  

 
)4 -49(  

�� �0� !��02 ����� '�:%� �� '$�H &$�H 7M���# {0P 7M���# 7� 7@0. ��:  

}x op*(q,/)o/p + v o�*(q,/)oq� − y o�*(q,/)oq� = 0  )4 -50( 

 	�P�; �T� �� �� 	%�D
� �%.��,%#ACP  ��# U-��� �T� ��0# +%� (�0� 7� �# ��R��� �-� -

!���;:  

((0, �) = 0            
o*(f,/)oq = 0 )4 -51( 

y o�*(&,/)oq� − v or*(&,/)oqr + �� op*(&,/)o/p + 1 ((!, �) = 0  )4 -52( 

y o�*(&,/)oq� − v op*(&,/)oqp − �� or*(&,/)o/poq 		−1	j, o*(&,/)oq + 1 Z((!, �) = 0  )4 -53( 

 	,
# ��R��� W- +%� W%�[$�%\  ��# U-���  ���(�0� 7� �# �-�!���.  

op*(f,/)oqp = 0     )4 -54( 

or*(&,/)oqr = 0  )4 -55( 

�# �-� U���� �P��# ��  ��� 5�0. W- B%C".�#�@ �. �� �!#* &�!�  ��# U-��� � &$�H 7M���#

 ()���#)4-50(  �.)4-55( �� ���0
� !��:  

� = q&	  ~(�, [) = *(q,/)&          [ = /
&p�4567   }8 = ���   O� = ��   

# = e&  Ä = Ö&  � = \�&r
��   �	 = \�&r

��    )4 -56( 

 7M���#  ��d�-�@ ��)4-56(   ��# U-��� � &$�H ()���# ��)4 -50(  �.)4-55(�� U����  !�� 7�

(�0� �# &�!� �-�!-*:  

op�(�,�)o�p + v� o��(�,�)o�� − y� o��(�,�)o�� = 0    )4 -57( 
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~(0, [) = o�(f,�)
o� = op�(f,�)

o�p = 0  )4 -58( 

or�(,�)
o�r = 0  )4 -59( 

y� o��(,�)
o�� − v� or�(,�)

o�r + }8# op�(,�)o�p + � ~(1, [) = 0	  )4 -60( 

y� o��(,�)o�� − v� op�(,�)o�p − $ }8#$ or�(,�)o�po� 		−�	#, o�(,�)o� + � Ä~(1, [) = 0	 	 )4 -61( 

7$:  

y� = ���&p = O� �2 z  &{, + t̀ z �&{,� 	 )4 -62( 

v� = ¡�� = 1 + 12O� �2 z  ¢{, + u` z �¢{, + z p¢{,�  )4 -63( 

 (�0� 7� W%�0#��� �CH ��P ��~(�, [) = £(�)�2¤��# ��  ��# U-��� � &$�H 7M���#  5�0.

 �-� (�0� 7��0
� �:-0����:  

y� 6�¥(�)6�� − v� 6�¥(�)6�� + ¦,£(�) = 0  )4 -64( 

£(0) = 6¥(f)6� = 6p¥(f)6�p = 0    )4 -65( 

6r¥()6�r = 0  )4 -66( 

y� 6�¥()6�� − v� 6r¥()6�r + (� − }8#¦,)£(1) = 0  )4 -67( 

y� 6�¥()6�� − v� 6p¥()6�p + z$ }8#$¦, − �	#,{ 6¥()6� + � Ä£(1) = 0				  	 )4 -68( 

 �� 7${0P U���� ¦ �# '�:%� ��%fc ^��$�P!��� . 5��� ���8 �� 7$ &�� �$� 7� X�)

�f = � = 0  ��, = �{0P ()���#    �0Y. �� �!#* &�!�  ��# U-��� � &$�H 7M���# �� �����#

>�. -!-��; !���02 �!� 3[�� BE0$ . O0c V�%Z# ��#���E 7� �� �� 5�0
� �T�P�� �� 	%�D
�

 ��P �� ���-�f = � = �, = 0 &�!� W%�[$ �%.  �0Y. 7� i0��#  ��# U-��� � &$�H 7M���# 

�#!�-*.  

 7M���#  ���)4 -64( �#5�0. �-� X�P 7� �CH &P�; �T� ��:  

£(�) = ∑ C2�©ª�«2�  	 )4 -69( 
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 7M���# 	-� �� 7$)6,...,3,2,1( =iCi !���; 	%%�.  ��# U-��� �� ���9��� �� !-�� 7$ !��:� ����0F. 

)6,...,3,2,1( =iiλ �# 7$ +%�7�-� !���� UC�R# �-��Z# !���0.�# �-�  �f@ 7M���#  ��!����:  

y�¬« − v�¬t + ¦, = 0  )4 -70( 

7�-� {0P 7M���#  ��)6,...,3,2,1( =iiλ  '�:%� ^��$�P �� ����.ω �#!���� .7M���#  ��d�-�@ �� 

)4 -69(   ��# U-��� ��)4 -65(  �.)4 -68( 7G0
e# �:-�.�# X�P 7� 	�
� ()���# ��  � 7�

(�0� �# &�!� �-� 7$ !-*&��F 7� &f:�  ��C  7� &f:� �#� ��0� �42λ �# �42�%\!���:  

PA�¦�T®C¯ = ®0¯  )4 -71( 

7-��� ^-�.�#  ��A (�0� 7� �# �-�!����: 

A2 = 1 ,       A,2 = ¬2 ,        A$2 = ¬2, ,       At2 = ¬2$�©ª  

A`2 = zy�¬2` − v�¬2$ + �� − }8#¦,�{ �©ª   

A«2 = zy�¬2t − v�¬2, + z
$ }8#$¦, − �	#,{ ¬2 + � Ä{ �©ª   )4 -72( 

 7M���# 7,�-�  ��� �P�$ � X�) i��)4-71 (�# 	-� !��� 7���� ��-!��%\ �CH7$ !���:  

D�¦,� ) = detPA(¦, � )T = 0   )4 -73( 

�# �� '�:%� ��%fc ^��$�P7� 5�0.7�-� (�0��0
� 7f��"# {0P 5��%#�.�  �� . �� �0T�# 	-� 7�

  �!G q��BIE1  &�� �!� ���9���]129[ . �C$ &M�H �� 5��%#�.� �-��Z# 50g q�� 	-� A��4#

�# UC�R# 5��%#�.� �C"# '
%�%# �-��Z# �� �����# '�:%� ��%fc ^��$�P !����X�P �� 

( )( )lD βω,log �#!��� .q�� 	-� ��0# �� ���%� (�%s+@  ��� �# 7�P�; (�0� (��M�4# 7� 5�0.

 � ������%$ U�0.5���,
� ]130 ,131[ �0
� 7�@��#.  

�� &%��:H ��%fc ^��$�P �-��Z# 	%%�. �� '�:%� !��S  7�(�0�  7� &f:� ^��$�P A��#

�# 7f��"# ?4� �f��@ ��R����;: 

                                                 
1 Boundary Integral Equation 
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³ = ´¤
´8� = −z´µ´8�{ z´µ´¤{¶    )4 -74( 

4-2-3  6��K��93�!�G � �V� �W�  

O�� h0� �!� N���0# �%.��,%# ���%� �����$ &CG 7� ��-� �!� N���0# �%.��,%# �� 7� &f:� ���P� 

 �%. h0� 	-� ���!�� 7� 7�:��� �.����.�� �0Y. �� ��[G>�. � >��$ 5�-���; �.)�� 7f.�#  �� - BE0$

&�� 7�P�; ���8 B%C". ��0# +%� ��b0#�%\ 7�%:%��)� W%�[$�%\  �0Y. U�0. �!� 3[�� .

 ���P� �0$d# �%.��,%# ��
2 �.����.�� ���P� B%C". �� ��[G  �0Y. 	-� �� ���9��� �� 	%�D
�

��0# +%� 5* ��D%E �.����.�� &�� 7�P�; ���8 B%C". . !�� >R� �� �� B%C". 7�  �.����.�� ���P�

 �%.��,%# ��D%E � ��
2ACP  '%��02 �C"#�%\ 7�%:%��)�  �0Y. �� ���9��� �� �T� ��0#

&2���E.  

 B1P �� 7$ �04��
�2 :���9-� B,� !� ����� +%�% �C"#�%\  ���2�� ()���# �s+@ B(�0� 7� 

# 7�P�; �T� �� �-�� �0�]71 ,72[:  

ijij t=∇− σµ )1( 2              22
0ae=µ       )4 -75( 

7$:  

klijklij Ct ε=     )4 -76( 

( )ijjiij uu ,,2

1 +=ε     )4 -77( 

 ()���# �� 7${0P ijσ ijt 
klε  �ijklC w%.�. 7�  � W%�[$ >��$ W%�[$ >�. �C"#�%\ >�.

:%��)� �0:��.%�# X���g 7f.�# 7�!���� .  

:%��)� �0:��.% W%E��.�+-� W%��)� !#�@ W-  ��� X���g 7f.�# 7�(�0� 7� �# 5�%� �-� ���;

]136[:  

jkiljlikklijijklC δβδδαδδλδ ++=      
2

βα +=G  )4 -78( 

 {0P 7M���# �� 7$λ  �G  � 7#) &��F w%.�. 7��# ���� O�!# }��- O�!# w:H�� 7$ !����E  �

 5���0E w-�bυ (�0� 7� �# ���� �-�!�0�:  
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( )( )vv

Ev

211 −+
=λ                            ( )v

E
G

+
=

12
 )4 -79( 

 7M���#  ��d�-�@ ��)4 -79 ( 7M���# ��)4 -76(74���   �(�0� 7� �# &�!� �-�!-*:  

kljkilkljlikklklijklijklij Ct εδβδεδαδεδλδε ++==  )4 -80( 

�# �� {0P 74��� 5�0.(�0� 7� �0
� ���� �-�:  

kkijklklij εδεδδ = ,      ijkljlik εεδδ = ,        ijkljkil εεδδ =  )4 -81( 

 7M���#  ��d�-�@ ��)4 -81 ( 7M���# ��)4 -80(>�. W%�[$ U��� -�# &�!� >��$!-*:  

( ) ijijkkijijkkklijklij GCt εδλεεβαδλεε 2+=++==  )4 -82( 

4-2-3 -1 ���1 +�.�<���  

 �%. W%.�
� � 7�!�� ��
2 (����.�� B%C".  ���ACP  B,� �T� ��0#4-4 �#!��� . 79M0#

 >��$ �9��%\ijε  7M���# �� >
2 &". �%.  ���)4-34 (&�� �!� ���� . ��d�-�@ ��  7M���# 	-�

 7M���# ��)4 -82( 79M0#�9��%\  ��  W%�[$ >�.(�0� 7� �# &�!� �-�!-*:  

xxxx Et ε=  )4 -83( 

 ��7M���#  ��d�-�@ )4-83 ( 7M���# ��)4 -75(   ����� �� �C"#�%\ ���P� �� 5�0
� �T�P�� �� �

 �%. &#�Rb�C"#�%\  ���2�� 7M���#  �T� ��0# �%.��,%#  ���(�0� 7� �# &�!� �-�!-*:  

xx
xx

xx E
x

εσµσ =
∂

∂
−

2

2

 )4 -84( 

 ��b ��z O������ � {0P 7M���# �� �%. �4Z# ?4�  �� ��  �%;A  >��$ 	�P�; �T� �� �� �

 �T� ��0# �%.��,%#(�0� 7�  7M���#)4-34(�# B��H �-� 74��� ���;:  

( )
2

2

2

2 ,

x

txy
EI

x

M
M

∂
∂−=

∂
∂− µ    )4 -85( 

 {0P 74��� �� 7$I  � �4Z# ?4� ����-� 5�
#M  7$ ��0� �4Z# ?4� �� �!� O�
G� ��
2 5�
#

(�0� 7� �# Q-��. �-����;:  

dAzM
A

xx∫= σ    )4 -86( 
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>��$  N��� U  �� 'eH 7$ �42 W%��)� ���# W-Ω �� O�u�� �# !-�
�(�0� 7�  Q-��. �-�

�#���;:  

dvU ijij∫
Ω

= εσ
2

1
   )4 -87( 

  ��d�-�@ �� 7M���#)4-34 ( �� 7M���#)4-87 ( 7M���# 	�P�; �T� �� �� 	%�D
� �)4-86(  N��� 

B%:���E  ��� W-  �%.��,%#����  ���*(�0� 7� �# &�!� �-�!-*:  

( )
dx

x

txw
MU L

∫
∂

∂−= 0 2

2 ,    )4 -88( 

:���E  N��� 	�P�; �T��� ��% B ��P 7� i0��# >R� 	-� �� �T� ��0# �%.��,%#) B,�4-4(  N��� 

 B$ B%:���E �%.��,%#ACP �# &�!�!-*:  

( ) ( ) ( ) ( ) 22

0 2

2 ,
,

2

1,

2

1,









∂
∂−+









∂
∂+

∂

∂−= ∫
x

txw
ptxwK

x

tLw
qKdx

x

txw
MU ln

L    )4 -89( 

 B�� �� �C"#�%\ W%��)�  �0Y.  ��f# ��  ��# U-��� � &$�H 7M���# 5���* &�!�  ���

 50�C%#��) 7M���#)4 -46 ((�# ���9���'%-�
� .  N��� (��%%u. 7$ &�� X�) &:R� �0T�# 	-!�
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&�� �!� B��H:  
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oqp{, + y zor*

oqr{,� Fi&pf�f�¼&� � +
�, 1 ?((0, �)D, + 
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Abstract 

The atomic force microscope (AFM) is a powerful instrument in the field of 
nanotechnology, and is now widely used for imaging the surface topography conductors 
and insulators on an atomic scale. when a tip scans across a sample surface, it induces a 
dynamic interaction force between the tip and the surface. This dynamic interaction 
behaviour between the cantilever and sample is complicated, and its analysis can help to 
increase the resolution of surface images.  
The AFM typically operates in two modes, according to the type of contact between the 
tip of the cantilever and the sample, contact mode and tapping mode. In contact mode, 
AFM cantilever moves up and down vertically with small amplitude (1–5 nm), while in 
tapping mode the amplitude is approximately high (5-100nm).  
In this thesis, the vibration behavior of both conventional cantilever and assembled 
cantilever probe are analyzed with two different objectives. The first objective is to 
investigate the effects of various parameters such as the geometry of cantilever and tip, 
contact mechanics and experimental circumstances on the dynamic behavior of AFM 
microcantilever in the proposed application mode. On the other hand, the investigation 
of the size dependant vibration behavior of AFM cantilevers and also the study of 
necessary conditions for applying them in the analysis of the vibration behavior of AFM 
microcantilever is the second objective. Hence, the analysis have been done base on the 
constitutive equations of different non-classical beam theories such as strain gradient 
theory, modified couple stress theory and nonlocal beam theory. In order to solve the 
nonlinear equations in the tapping mode, the perturbation technique have been used. 
Utilizing this technique, closed-form expressions for effective nonlinear frequency and 
damping factor have been obtained and also a expression for the analysis of system 
frequency response have been presented.  
For the contact mode, the results show that the vibration behavior of AFM 
microcantilever are strongly size-dependant especially when the contact stiffness is high 
and the thickness of the microcantilever approaches the internal material length scale 
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parameter. In this situation, utilizing a non-classical beam theory for analysis the 
vibration behavior of AFM cantilever are recommended.  
In the analysis of the nonlinear vibration behavior of conventional microcantilever in 
the tapping mode, some difference between the results obtained by classical beam 
theory and those predicted by modified couple stress theory are observed Therefore, the 
analysis base on a non-classical beam theory, in which the effects of the small scale are 
considered, seems necessary. According to The results indicate that attractive van der 
Waals interactions lead to a initial softening nonlinearity of the periodic solution 
response while the repulsive DMT interactions lead to a subsequent hardening nonlinear 
response. Some factors such as tip position, tip radios and equilibrium tip-sample 
separation can affect the intensity of either softening or hardening phenomenon.  
 
Keywords: Atomic force microscope, Size dependant vibration behavior, Assembled 
cantilever probe, Contact mode, Tapping mode. 
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