
 

 

 



 

 ~ ز ~

 

  
  دانشكده مكانيك

  گروه حرارت و سيالات
  

  پايان نامه جهت اخذ درجه كارشناسي ارشد
  

   ايفوريهحل مستقيم و معكوس معادلات غير 
  

  دانشجو:
  غزل رجبي خراساني

  
  استاد راهنما

  حسن كيهانيمد محدكتر 
  

  استاد مشاور
  دكتر علي عباس نژاد

  
   1392ماه دي 

   



 

 ~ ز ~

 

  
  دانشكده مكانيك

  حرارت و سيالاتگروه 
  

  ارشد خانم غزل رجبي خراساني كارشناسينامه  پايان

   ايفوريهتحت عنوان: حل مستقيم و معكوس معادلات غير 
  

..... ........................و با درجه .... ارزيابيارشد مورد  كارشناسيجهت اخذ مدرك  زير تخصـصي  كميته..... توسـط  19/11/1392.... تاريخدر 
  قرار گرفت. پذيرشمورد 

 راهنما اساتيد امضاء مشاور اساتيد امضاء

  محمد حسن كيهانيدكتر    علي عباس نژاددكتر  

  :خانوادگينام و نام    :خانوادگينام و نام  

  

 داور اساتيد امضاء تكميلي تحصيلات نماينده امضاء

    چهارطاقي محموددكتر  

  مردان شاه محسن محمددكتر  

  نظريدكتر محسن  

  :خانوادگينام و نام  

  



 

 ~ ز ~

 

  تقديم به
 ي عزيز كه همواره ياور و مشوقم بوده و هستند.پگاه و عليرضا

    و پدرم، كه هميشه مرا باور داشته است.



 

 ~ ز ~

 

  تقدير و تشكر 
ه ب و كيهاني دكتر جناب محترم راهنماي استاد زحمات از تا ميدانم لازم خود بر الهي، سپاس و حمد از بعد

 راهنمايي نامه پايان اين رسانيدن انجام به در ران م كه نژاد عباس دكتر جناب گرامي مشاور استاد ويژه

 نموده، از خداوند منان آرزوي سلامت و توفيق روزافزون برايشان دارم. تشكر و تقدير كردند،



 

 ~ ز ~

 

  

  
..... مكانيك.... دانشكده .....مكانيك گرايش تبديل انرژيكارشناسي ارشد رشته ............. دانشجوي دوره غزل رجبي خراسانياينجانب .....

 ......دكتر محمد حسنراهنمائي تحتحل مستقيم و معكوس معدالات غير فوريه اي...... دانشگاه صنعتي شاهرود نويسنده پايان نامه ........

  ......متعهد مي شومكيهاني

  توسط اينجانب انجام شده است و از صحت و اصالت برخوردار استتحقيقات در اين پايان نامه.  

 در استفاده از نتايج پژوهشهاي محققان ديگر به مرجع مورد استفاده استناد شده است. 

   ــده ــط خود يا فرد ديگري براي دريافت هيچ نوع مدرك يا امتيازي در هيچ جا ارائه نش مطالب مندرج در پايان نامه تاكنون توس

 .است

  و يا  »دانشگاه صنعتي شاهرود«يه حقوق معنوي اين اثر متعلق به دانشگاه صنعتي شاهرود مي باشد و مقالات مستخرج با نام كل

»Shahrood  University  of  Technology« به چاپ خواهد رسيد. 

  عايت ر پايان نامهحقوق معنوي تمام افرادي كه در به دست آمدن نتايح اصلي پايان نامه تأثيرگذار بوده اند در مقالات مستخرج از

 مي گردد.

 اسـتفاده شــده است ضوابط و اصول اخلاقي   )يا بافتهاي آنها(در مواردي كه از موجود زنده  ،در كليه مراحل انجام اين پايان نامه

 .سترعايت شده ا

  در كليه مراحل انجام اين پايان نامه، در مواردي كه به حوزه اطلاعات شخصي افراد دسترسي يافته يا استفاده شده است اصل

 .ضوابط و اصول اخلاق انساني رعايت شده است ،رازداري

  دانشجو يامضا خيتار 

  
  

  

  

   

 تعهد نامه

 مالكيت نتايج و حق نشر

 نرم افزار ها و  ،برنامه هاي رايانه اي ،كتاب ،كليه حقوق معنوي اين اثر و محصولات آن (مقالات مستخرج
ر داين مطلب بايد به نحو مقتضي  .متعلق به دانشگاه صنعتي شاهرود مي باشد )تجهيزات ساخته شده است

 .توليدات علمي مربوطه ذكر شود

 بدون ذكر مرجع مجاز نمي باشداطلاعات و نتايج موجود در پايان نامهاستفاده از. 



 

 ~ ز ~

 

 چكيده

 ضرايب كه زماني موارد، برخي در. است شده توصيف سهموي هاي مدل توسط معمولا حرارت انتقال فرآيند

 مي تغيير توجهي قابل طور به حل خواص و ساختار دارد، بستگي حل راه به خود خودي به حرارتي هدايت

 كرده اپيد اهميت اينرسي اندك اندك باشد، كوچك بسيار حرارت انتقال فرآيند شده سپري زمان اگر. كند

 علف در دخيل فيزيكي هاي پديده مثال، عنوان به. شود مي غالب روند گرمايي انرژي انتقال موجي ماهيت و

 كه تاس شده داده نشان. باشند مي پيچيده بسيار جامد، مواد با كوتاه العاده فوق ليزري پالس انفعالات و

 چنين براي. نيست دقيق كافي اندازه به است، فوريه قانون اساس بر كه دما، دو سهمي كلاسيك مدل

 عددي هاي الگوريتم ساخت براي توان مي را استراتژي چند.  است شده پيشنهاد هذلولي مدل مواردي،

 .نمود استفاده هذلولي حرارت انتقال هاي مدل هاي حل راه يافتن جهت
 مكان و زمان از تابعي عنوان به كامل طور به سطح روي بر)  دما توزيع يا گرما شار(  مرزي شرايط اگر

 حرارت انتقال معادله حل با توان مي را شي داخل در دما توزيع ،)Well-posed( باشند شده شناخته

 طور هب توان نمي را حرارت انتقال عملي موارد از بسياري ناشناخته، مرزي شرايط به توجه با اما. نمود تعيين

. نمود حل معكوس تحليل و تجزيه با توان مي را Ill-posed مسائل. نمود حل) Ill-Posed(  مستقيم

 جسم داخل در حرارت درجه تغيير از استفاده) IHCP( معكوس حرارت انتقال مسائل حل براي روش يك

 .باشد مي دما توزيع و سطحي حرارت شار مشتق آوردن بدست جهت
) CGM( مزدوج گراديان روش از استفاده با بعدي تك معكوس گرمايي هدايت مسئله يك نامه پايان اين در

 و گيري اندازه دماي بين اختلاف مربعات مجموع رساندن حداقل به اساس بر CGM روش. است شده حل

 روش از حاصل نتايج از تجربي، حرارت درجه آوردن بدست منظور به. باشدمي شده محاسبه حرارت درجه

 دست به براي الذكر فوق روش شود مي ثابت. شود مي استفاده خطا نرمال توزيع يك كردن اضافه با تحليلي

 شرايط وجود به توجه با سطح حرارتي شار مستقيم گيري اندازه كه هنگامي ويژه به حرارت، درجه آوردن



 

 ~ ز ~

 

 از ييك در معلوم حرارتي شار يك از استفاده با ابتدا.  است، قدرتمند و مفيد بسيار ميباشد، دشوار كار

 يحرارت شار روش اين از استفاده با سپس و تاييد شده استفاده مزدوج گراديان روش اعتبار جسم، مرزهاي

 دقت و كارايي بررسي براي. شد خواهد زده تخمين شود،مي جسم داخل مطلوب دماي توزيع به منجر كه

 قابليت شده استفاده روش كه دهدمي نشان آمده بدست نتايج. است شده بررسي آزمون مسائل الگوريتم اين

  .دارد ورودي هاي داده در اغتشاش وجود با حتي را مطلوب دماي كنترل

  فوريه، گراديان مزدوج الحاقي آناليز معكوس، هدايت حرارتي غير :كلمات كليدي

   



 

 ~ ز ~

 

  ليست مقالات مستخرج

ارسال  ،تخمين شار مرزي حرارتي با استفاده از روش گراديان مزدوج جهت كنترل دماي سطح .1

    شده براي مجله مهندسي مكانيك مدرس



 

 ~ ز ~

 

  ھاشکلفھرست 

 48 جايي حرارتيهدايت هذلولي و سهموي با شرط مرزي جابه-1-2شكل 

همگرايي جوابهاي معادلات هدايت حرارت هذلولي و سهموي با شرط مرزي  2-2شكل 
 جايي حرارتيجابه

48 

 50 اثرات شرط مرزي تابش بر هدايت هذلولي -3-2شكل 

 55 سازي تابع هدفنمودار روند بهينه 1-3شكل 

 57 هاي سريع افزايشجهت 2-3شكل 

 66 مينيمم يك تابع درجه دوم در يك مرحله با روش نيوتن 3-3شكل 

 79 نمايي از شكل فيزيكي مسئله -1-4شكل 

 σ = 0 89،1مقايسه منحني توزيع دماي تخميني و دقيق، مثال  – 1-5شكل 

 σ = 0 90،1مثال  ،منحني كانتور براي دماي تخمين زده شده و دقيق – 2-5شكل 

 σ = 0 90 ،1و دقيق، مثال  ينيتخم مقايسه شار حرارتي – 3-5شكل 

 91 لگاريتمي –بي بعد، ب  - الف ،σ  =0 ،1منحني تغييرات تابع هدف، مثال  – 4-5شكل 

 σ = 10 91، 1مقايسه منحني توزيع دماي تخميني و دقيق، مثال  – 5-5شكل 

 σ = 10 92،1مثال  ،منحني كانتور براي دماي تخمين زده شده و دقيق – 6-5شكل 

 σ = 10 92،1و دقيق، مثال  ينيتخم مقايسه شار حرارتي – 7-5شكل 

 93 يتميلگار -بي بعد، ب  -الف  ،σ  =10 ،1منحني تغييرات تابع هدف، مثال  – 8-5شكل 

 σ = 20 93،1مقايسه منحني توزيع دماي تخميني و دقيق، مثال  – 9-5شكل 

 σ = 20 94 ،1مثال  ،منحني كانتور براي دماي تخمين زده شده و دقيق – 10-5شكل 

 σ = 20 94،1و دقيق، مثال  ينيتخم مقايسه شار حرارتي – 11-5شكل 

 95 لگاريتمي –بي بعد، ب  -الف  ،σ  =20 ،1منحني تغييرات تابع هدف، مثال  – 12-5شكل 

 σ = 0 96،2مقايسه منحني توزيع دماي تخميني و دقيق، مثال  – 13-5شكل 

 σ = 0 96 ،2مثال  ،منحني كانتور دماي تخمين زده شده و دقيق – 14-5شكل 

 σ = 0 97،2و دقيق، مثال  ينيتخم مقايسه شار حرارتي – 15-5شكل 



 

 ~ ز ~

 

 97 لگاريتمي -بي بعد، ب  -الف  ،σ  =0، 2منحني تغييرات تابع هدف، مثال  – 16-5شكل 

 σ = 10 98،2مقايسه منحني توزيع دماي تخميني و دقيق، مثال  – 17-5شكل 

 σ = 10 98 ،2مثال  ،منحني كانتور براي دماي تخمين زده شده و دقيق – 18-5شكل 

 σ = 10 99،2و دقيق، مثال  ينيتخم مقايسه شار حرارتي – 19-5شكل 

 99 لگاريتمي -بي بعد، ب  -الف  ،σ = 10 ،2، مثال منحني تغييرات تابع هدف – 20-5شكل 

 σ = 20 100،2مقايسه منحني توزيع دماي تخميني و دقيق، مثال  – 21-5شكل 

 σ = 20 100 ،2مثال  ،منحني كانتور براي دماي تخمين زده شده و دقيق – 22-5شكل 

 σ = 20 101،2و دقيق، مثال  ينيتخم مقايسه شار حرارتي – 23-5شكل 

 101 لگاريتمي –بي بعد، ب  -الف  ،σ  =20 ،2منحني تغييرات تابع هدف، مثال  – 24-5شكل 

 σ = 0 103،3مقايسه منحني توزيع دماي تخميني و دقيق، مثال  – 25-5شكل 

 σ = 0 103 ،3مثال  ،منحني كانتور براي دماي تخمين زده شده و دقيق – 26-5شكل 

 σ = 0 104،3و دقيق، مثال  ينيتخم مقايسه شار حرارتي – 27-5شكل 

 104 لگاريتمي -بي بعد، ب  -الف  ،σ  =0 ،3منحني تغييرات تابع هدف، مثال  – 28-5شكل 

 σ = 10 105،3مقايسه منحني توزيع دماي تخميني و دقيق، مثال  – 29-5شكل 

 σ = 10 105،3مثال  ،منحني كانتور براي دماي تخمين زده شده و دقيق – 30-5شكل 

 σ = 10 106،3و دقيق، مثال  ينيتخم مقايسه شار حرارتي – 31-5شكل 

 106 لگاريتمي -بي بعد، ب  -الف  ،σ  =10 ،3منحني تغييرات تابع هدف، مثال  – 32-5شكل 

 σ = 20 107 ،3مقايسه منحني توزيع دماي تخميني و دقيق، مثال  – 33-5شكل 

 σ=20 107 ،3مثال  ،منحني كانتور براي دماي تخمين زده شده و دقيق – 34-5شكل 

 σ = 20 108،3مقايسه شار حرارتي تخميني و دقيق، مثال  – 35-5شكل 

 108 لگاريتمي –بي بعد، ب  -الف  ،σ  =20 ،3منحني تغييرات تابع هدف، مثال  – 36-5شكل

 σ = 0 112،1مقايسه شار حرارتي تخميني و دقيق، مثال  – 37-5شكل 

 σ = 0 112 ،1مقايسه منحني توزيع دماي تخميني و دقيق، مثال  – 38-5شكل 

 σ 113 0= ،1 مثال ،منحني كانتور دماي تخمين زده شده و دقيق – 39-5شكل 



 

 ~ ز ~

 

 113 لگاريتمي –بي بعد، ب  -الف  ،σ  =0 ،1منحني تغييرات تابع هدف، مثال  – 40-5 شكل

 σ = 5 114 ،1مقايسه شار حرارتي تخميني و دقيق، مثال  – 41-5شكل 

 σ = 5 114 ،1مقايسه منحني توزيع دماي تخميني و دقيق، مثال  – 42-5شكل 

 σ = 5 115، 1مثال  ،منحني كانتور دماي تخمين زده شده و دقيق – 43-5شكل 

 115 لگاريتمي –بي بعد، ب  -، الف σ  =5 ،1منحني تغييرات تابع هدف، مثال  – 44-5 شكل

 σ = 0  116،2مقايسه شار حرارتي تخميني و دقيق، مثال  – 45-5شكل 

 σ = 0 116 ،2مقايسه منحني توزيع دماي تخميني و دقيق، مثال  – 46-5شكل 

 σ = 0 117، 2مثال  ،منحني كانتور دماي تخمين زده شده و دقيق – 47-5شكل 

 117 لگاريتمي –بي بعد، ب  -الف  ،σ  =0 ،2منحني تغييرات تابع هدف، مثال  – 48-5 شكل

 σ = 5  118 ،2مقايسه شار حرارتي تخميني و دقيق، مثال  – 49-5شكل 

 σ = 5 118 ،2مقايسه منحني توزيع دماي تخميني و دقيق، مثال  – 50-5شكل 

 σ = 5 119، 2مثال  ،منحني كانتور دماي تخمين زده شده و دقيق – 51-5شكل 

 119 لگاريتمي –بي بعد، ب  -، الف σ  =5 ،2منحني تغييرات تابع هدف، مثال  – 52-5 شكل

 σ = 0 120 ،3مقايسه شار حرارتي تخميني و دقيق، مثال  – 53-5شكل 

 σ = 0 120 ،3مقايسه منحني توزيع دماي تخميني و دقيق، مثال  – 54-5شكل 

 σ = 0  121، 3مثال  ،منحني كانتور دماي تخمين زده شده و دقيق – 55-5شكل 

 121 لگاريتمي –بي بعد، ب  -، الف σ  =0 ،3منحني تغييرات تابع هدف، مثال  – 56-5 شكل

 σ = 5 122 ،3مقايسه شار حرارتي تخميني و دقيق، مثال  –57-5شكل 

 σ = 5 122 ،3مقايسه منحني توزيع دماي تخميني و دقيق، مثال  – 58-5شكل 

 σ = 5 123، 3مثال  ،منحني كانتور براي دماي تخمين زده شده و دقيق – 59-5شكل 

 123 لگاريتمي –بي بعد، ب  -الف  ،σ  =5 ،3منحني تغييرات تابع هدف، مثال  – 60-5 شكل

 σ = 0  124،4مقايسه شار حرارتي تخميني و دقيق، مثال  –61-5شكل 

 σ = 0 124 ،4مقايسه منحني توزيع دماي تخميني و دقيق، مثال  – 62-5شكل 

 σ= 0 125، 4مثال  ،منحني كانتور دماي تخمين زده شده و دقيق – 63-5شكل 



 

 ~ ز ~

 

 125 لگاريتمي –بي بعد، ب  -، الف σ =0 ،4منحني تغييرات تابع هدف، مثال  – 64-5 شكل

 σ= 5 126 ،4مقايسه شار حرارتي تخميني و دقيق، مثال  –65-5شكل 

 σ = 5 126 ،4مقايسه منحني توزيع دماي تخميني و دقيق، مثال  – 66-5شكل 

 σ= 5 127، 4مثال  ،منحني كانتور دماي تخمين زده شده و دقيق – 67-5شكل 

 127 لگاريتمي –بي بعد، ب  -، الف σ =5 ،4منحني تغييرات تابع هدف، مثال  – 68-5 شكل

  

   



 

 ~ ز ~

 

  ھاجدولفھرست 

 بهينه سازي روشهاي دسته بندي 1-3جدول 
45  

 اطلاعات كلي مثال هاي عددي تست شده 1-5جدول 
109 

  خلاصه اطلاعات كلي مثال هاي عددي تست شده  2-5جدول 
281  

    



 

 ~ ز ~

 

  

  نماد شناسی

  c  ظرفيت گرمايي
  J  تابع هدف

  J  گراديان تابع هدف
 k  هدايت گرمايي

  P  جهت نزول
 q  شار حرارتي سطحي
 T  دماي محاسبه شده

 T  تابع حساسيت
  Y  دماي اندازه گيري شده

  يونانعلائم ي
   مقدار كوچك شرط همگرايي

    پخشندگي گرمايي
    زمان آسايش حرارتي

  انحراف معيار استاندارد
  عدد تصادفي

    ضريب الحاقي
   گام جستجو

    چگالي
   بالانويس

   مقدار تخمين زده شده
 

 

 

  



~ ١ ~ 
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  مقدمه  1-1

ماده  يي در يكگرماي انرژي به عنوان قانون حاكم بر انتقال گرما، انتشار طولاني زمانيه مدت فورقانون 

بيني شيپي براينان اطمين قانون به عنوان يك مدل قابل ايف كرده است. توصيند پخش را فرآيق طراز 

هاي متعدد يشآزمايط، شناخته شده و اعتبار آن توسط محيزان انتشار گرما از مين همچني ماده و دما

ه هستند يكوثانيپيزر كه از مرتبه لي كوتاه هاپالسيد مانند جدهاي يتكنولوژيده است. اما رسبه اثبات 

هم يكي فراالكتروني كاربردهاي برايار نازك را بسهاي يلمفيد توليد ساخت كه امكان جدي هاروشو 

  يش داده است.افزاي را مكاني و زمانهاي كوچك ياسمقه انتقال گرما در ياز به مطالعنكند، يم

هاي زماني خيلي كوچك، انتقال گرما در دماهاي اين قانون در مواردي شبيه انتقال حرارت گذرا در بازه

، در فرآيند پردازش مواد به كمك ليزر، 1اسرم موجدخيلي پايين نزديك صفر مطلق مانند كاربردهاي 

هاي رقيق و انتقال موجهاي الكترومغناطيسي با شدت بالا، انتقال حرارت با نرخ زياد در محيطتابش 

نمايد. علت اين امر ناسازگاري حرارت در ساختارهايي در ابعاد ميكرون نتايج غيرقابل قبولي را ارائه مي

در سال  ]3[ 3و ورنوته ]2[  2. كاتانئو]1[  باشدمدل هدايت فوريه با فيزيك واقعي انتشار حرارت مي

مدلي را ارائه دادند كه بر محدود بودن سرعت انتشار حرارت استوار است. ساختار غيرهمگن ماده  1958

مان تواند نمايانگر زگردد. اين تأخير ميميباعث ايجاد يك تأخير در پاسخ بين شار گرما و گراديان دما 

لازم براي انبارش انرژي جهت تبادل حرارت بين اجزا ساختاري ماده باشد. در طي اين تأخير، شار 

. بنابراين جبهه موج در جايي [4] دهدكند تطبيق ميگرمايي به تدريج خود را با آنچه فوريه بيان مي

كند. در حالي كه فوريه بر اين باور است شروع به آرام گرفتن مي 4دارد كه پاسخ به تحريك گرماييقرار 

 . [4]سازد كه شار حرارتي به طور خيلي ناگهاني و سريع خود را با تغييرات گراديان دما منطبق مي

                                                            
1 Cryogenic 

2 Cattaneo 
3 Vernotet 

4 Thermal disturbance 
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باشند، توجه به روشهاي حل معادلات پركاربرد مياز آنجا كه اينگونه مسايل در دنياي صنعتي بسيار 

هدف از اين بخش به اين مهم پرداخته است.  پنجدر نامه پايان ينانمايد و ي ضروري ميغيرفوريه

نامه بررسي و تخمين شار مجهول دما با كمك روش معكوس جهت بررسي و كنترل دماي سطح پايان

ي درباره عدديلي و تحلي، تجربي هاروشيخچه مطالعات انجام شده به تاربه  اولفصل در باشد. مي

وم مدل . در فصل دشوديممعادلات معكوس حرارتي پرداخته و يه در موارد مختلف فورير غيت هدا

ه است. شد يانبيزيك حاكم بر مسأله فيه با توجه به اوليط شراي و مرزيط شراياضي مناسب به همراه ر

. روش مورد استفاده، شوديمم بحث معادلات معكوس حرارتي در فصل سوينه سازي بررسي روشهاي به

ج ينتام خواهد آمد. چهاريد براي حل مسئله در نظر گرفته شود در فصل باي كه نكاتتاريخچه و نيز 

در م ارائه شده است. در فصل پنج مختلف يهامثالي براها ي و صحت و دقت آنعددحاصل از مدل 

  نيكلسون توضيح داده شده است.-مدل خطي سازي كرنك 1ضميمه پيوست

 يمتعدد يهامدلمتفاوت باعث مطرح شدن  يطشراگرما تحت  يتهدا يانبدر  يهفورقانون  يناتوان

 بندييمتقس يكماكروسكوپ يهامدلو  يكروسكوپيكم يهامدلگشت كه به صورت عمده به دو گروه 

(مدل دو  5مانند مدل برهمكنش فنون و الكترون يكروسكوپيكم يگرماانتقال  يهامدل. گردديم

. گيرديممورد استفاده قرار  [5]فنون و الكترون  ينب يكروسكوپيم ييگرماانتقال  يانب يبرا) يامرحله

هنده د. مدل پخش فنون نشانكنديم يهتوجذرات در مواد را  ينوسانشبه ذره است كه حركت  يكنون ف

فنون  يتابشو مدل انتقال  ]6[ 6فنون خالص يدانم يكها در حاصل از برخورد فنون يگرماانتقال 

حل معادله  يجنتاها مدل ينااست.  [7]كوچك  ياربسبا ضخامت  هاييطمحمربوط به انتقال گرما در 

 يفصتومعادله  ترينياساساز محققان به عنوان  ياريبسهستند كه توسط  7بولتزمن يككلاس يمهنانتقال 

  ونشكوتاه استفاده  ياربس يطولو  يزمان هاييلاسمق يبرا توانديمشده است و  يمعرفانتقال  يدهپد

                                                            
5 Phonon-Electron Interaction Model 

6 pure phonon field 

7 Boltzmann 
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 يهذلول يتهداو  [8] يسهمو ييگرما يتهدابه مدل  توانيم يكماكروسكوپ يهامدلاز جمله  گردد.

-مدل گرتن،  ]10[ ]9[ 11يوسيپرزو  10ژوزف ييگرما، مدل شار ]3[، 9ورنوتهو   ]2[8كاتانوئه) يموج(

  ) اشاره كرد.15يجپو  14يرياالو( 13لفركتو مدل  ]11[ 12يپكينپ

 يدهپداثرات  ينبمطرح شد كه ارتباط   ]13[و]12[ 17سو 16فاز دوگانه يرتأخ يعموممدل  يتاًنها

د كه را دار ييتوانا يناشده  يشنهادپ. مدل دهديمآن را نشان  يكماكروسكوپ يانبو  يكروسكوپيكم

به كار گرفته شده، پوشش داده  يزمان يرتاخ يرمتغدو  يمتنظمطرح شده تا به امروز را، با  يهامدلتمام 

ائه را ار يمطلوب يزيكيف يهاپاسخ يماكروسكوپو  يكروسكوپيم هايياسمقاز  يعيوسو در محدوده 

  . دهد

 مطرح شده است كه هر كدام يهفور يرغ يتهدا يلتحلو  يبررس يبرا يمتفاوت يتجربو  يتئور يهاروش

در  يرفوريهغ يتهدامشاهده  ينهزمدر  يشترب يتجرب. مطالعات دنباشيممنحصر به فرد  يژگيو يدارا

 يناش يتمحدودمتمركز شده است، كه با توجه به  يزمان يرتأخ هايابتث يريگاندازه ينهمچنمواد و 

مقالات محدود  ينامورد بحث، تعداد  يطولو  يزمان هايياسمقدر  يريگاندازه يلوسااز عدم دقت 

كمتر  ينههزمتفاوت را با صرف  يطشراتحت  يدهپدكامل  ياتخصوص، يتئور يهاروش. در باشديم

  كرد. يبررس توانيم

                                                            
8 Cattaneo 

9 Vernotte 

10 Joseph 

11 Preziosi 

12 Gurtin-Pipkin 

13 Fractel 

14 Oliveria 

15 Page 

16 Dual Phase Lag 

17 Tzou 
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  يتجربمطالعات  1-2

كم به  ياربس يدمااز مواد خاص در  يبعضدر  يهفور يرغ يگرما يتهدااز وجود  يتجربشواهد  يناول

د كر يبررس يومهل يعمارا در  يهفور يرغ يگرماانتقال  يتجرببه صورت  ]14[ 1دست آمده است. پشكو

زد، كه مرتبه  ينتخم يهثانمتر بر  19حدود  ينكلودرجه  4/1 يدمارا در  ييگرماو سرعت انتشار موج 

  كمتر است. يطشرا ينهمعدد از سرعت حركت نور تحت  ينا يبزرگ

 يتداه ينهزمانجام شده در  هاييشآزما ينمعتبرتراز  يكيمشاهده شده توسط پشكو  يجنتاتا به امروز 

در نظر  يدهپد ينا يبرارا  2نام موج دوم يصوتو  يحرارتامواج  ينباست. او با توجه به شباهت  يهذلول

  گرفت.

 2/1-4( يسموتب) و ينكلودرجه  10-20( يستالكرمانند  يزن يگرددر مواد  يهفور يرغ يتهدا يدهپد

  ).]17[ 5نگيج ينگفنگمشد ( يبررس ]16[ 4يامورتينراو  ]15[ 3توسط جكسون يبترت) به ينكلودرجه 

[17].(  

و همكاران  7يترام، ]18[ 6يكامنسكتوسط  يهذلول يگرمااثبات اعتبار انتقال  يبرا يتجرب يشواهد

 8گرسمن هاييشآزمابعد،  يكمشده، به دست آمد.  يفرآوربر ماسه مرطوب و گوشت  يبترتبه  ]19[

  را با چالش مواجه كرد. يترام و يكامنسك يجنتا ]21[و همكاران  9يگهرو، ]20[و همكاران 

                                                            
1 Peshkov 

2 Second Sound 

3 Jackson 

4 Narayanmurti 

5 Fangming Jiang 

6 Kaminski 

7 Mitra 

8 Grasmann 

9 Herwig 
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را به  ]22[و همكاران  1روتزل در مواد، يهفور يرغتناقضات ارائه شده در مقالات در مورد مشاهده رفتار 

 يناميكيترمودخواص  هايشآزما ينا يتمامها مشاهده كردند در واداشت. آن يدهپد ينا يتجرب يبررس

 به كار يهاولو  يمرز يطشرا ينهمچندر نظر گرفته شده است و  يزمان يرتأخمواد مستقل از ثوابت 

ند كه در آن كرد يشنهادپرا  يديجد يتجربروش  ينبنابرادارد.  يجنتابر  ياديز ياربس يرتأثگرفته شده 

. با دشونيم يريگاندازهبه طور همزمان  يفيوژند يبضرو  يزمان يرتأخ، ثوابت ييدمابا اعمال نوسانات 

، نوع ماده، اندازه ذرات يلقباز  يرهاييمتغدر  با تغيير ياگستردهآزمايشات  يفطروش،  ينااستفاده از 

 وليكييپربهابه دست آمده نشان داد كه به طور قطع رفتار  يجنتافشار و درجه حرارت حاكم، انجام گرفت. 

  از حجم ماده قابل مشاهده است. ياگسترهدر  ييگرما يتهدا

و  يجربت يبررس، به اييهلاشكل چند  يااستوانهبر فانتوم بافت  يزرلبا تاباندن  [23]و همكاران  يترام

 يزاتهتجبه علت استفاده از  يشگاهيآزما يقدق يجنتامطالعه،  ينا يژگيواند. دما پرداخته يعتوز يعدد

حاصل از حل معادله  يجنتاكه دقت  دهديممطالعه نشان  ينادما در  يريگاندازه. باشديم يشرفتهپ

  .باشديم يهفور يتهدااز معادله  يشترب ياربس يهذلول يتهدا

دما  يانگرادو  ييگرماشار  يزمانثوابت  يينتع يبرارا  هايشآزمااز  يامجموعه [13] سو و همكارانش

متفاوت  يدمادر چند  يهثانفمتو  96با طول  يزرلنازك طلا تحت تابش پالس  يلمفانجام دادند كه بر 

 يعسر يشگرمادما را در  يانگرادو  ييگرماشار  يزمانبه دست آمده محدوده ثوابت  يرمقادانجام گرفت. 

  .يستنمشخص  يجنتا يناثوابت به دما در  يوابستگ، اما وجود كنديممشخص 

  هيفور ريغحل معادلات  1-3

توجه محققان را به خود  يراخ يهاسالاست كه در  يموضوعاتاز  يكي يرفوريهغ يتهداحل معادلات 

 ييزيكف يچيدهپكه انجام شده، ساختار و رفتار  ياديزمطالعات  رغميعلحال،  يناجلب كرده است. با 

 يطشراهمراه با  ياديز يعددو  يليتحل يهاروشهنوز به طور كامل شناخته نشده است.  يدهپد ينا

                                                            
1 Wilfried Roetzel 
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 به مسائل رفوريهيغ يتهدامعادله  يليتحلارائه شده است. حل  ينهزم يناگوناگون در  يهاولو  يمرز

با  يموادعموما با  يمهستكه عملا با آن مواجه  يمسائل يولمحدود شده  يبعد يكو حالت  يخط

 تيهدامدل  يليتحلموارد حل  يناارتباط دارند كه در  يچيدهپ يهاهندسهو  يرخطيغ يزيكيفخواص 

 آورد.  يرو يعدد يهاروشبه  يدباو  باشدينم يرپذامكان يرفوريهغ

  يليتحل يهاروش 1-3-1
ساده قابل  يمرز يطشراخاص و  يهاحالتتنها در  يليتحل يهاروشمسأله،  يچيدگيپبا توجه به 

تبار و اع يدرستاثبات  يبرا يخوب يارمعاست كه  يناها در روش ينا يتاهمحال  ينااستفاده هستند. با 

ر ب ياجمال يمرورقسمت  ينا. در باشنديممناسب  يبندشبكه يدتولها و ، توسعه آنيعدد يهاروش

 يليحلتمطالعات  يبررس يناساده كردن  يبراانجام گرفته است.  يرفوريهغ يتهدامدل  يليتحلمطالعات 

 .شونديم يمتقسفاز دوگانه  يرتأخ يتهداو  يهذلول يتهدابه دو دسته عمده 

  يهذلول يتهدا -الف  -1-3-1
 با طول اييلهمانتقال گرما در  يلتحللاپلاس به  يلتبدبا استفاده از روش  ]24[و همكاران  1رروام

هندسه و  يزن ]25[ 2. ساهوگيرديمقرار  يحرارتدر معرض شار  يناگهانمحدود پرداختند كه به طور 

را  ييجاجابه يگرماانتقال  يمرزشرط  يوتفاوت كه  ينامطالعه خود انتخاب كرد با  يبراروش فوق را 

  در نظر گرفت.

و  3يسكازرسانا،  يمهنمانند مراحل نورد مواد  يتناوب ييگرمااعمال شار  يادز يكاربردهابا توجه به 

  استفاده كردند. يطشرا ينادما تحت  يعتوزبه دست آوردن  يبرااز روش انتگرال دوهامل  [26]همكاران 

                                                            
1 Maurer 

2 Sahoo 

3 Ozisik 
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با طول محدود و  اييلهمدر  يرفوريهغ يتهدااثرات  يليتحل يبررسبه  ]27[ 2يكمجرنو  1يكجمبرون

 يجنتاا ب يسهمقالاپلاس پرداختند و پس از  يلتبد، با استفاده از روش يحرارتپالس  يكتحت تابش 

از  يرفوريهغ يتهداپرداختند كه  يزمانو  يمكان يطشرا، به بحث درباره سهمويحاصل از حل مدل 

  برخوردار است. يشتريب يتاهم

چشمه  يبرابا در نظر گرفتن توابع مختلف  ييگرمامعادله موج  يبرا يليتحل يحلراه  ]28[ 3ينوسكيمال

دما  يعتوز، 4كرده و به كمك اصل برهمنهش بعديبمنظور ابتدا معادلات را  ينا يبراارائه كرد.  يحرارات

  هر حالت به دست آورد. يبرارا 

را به كمك  ينهايتببا شعاع  يتوخالشكل و  اييرهدا ياصفحهدر  ييگرماانتشار موج  ]29[ 5بارلت

حه در صف يداخلشعاع  يبراوابسته به زمان را  ييگرماشار  يمرزشرط  يوكرد.  يبررسلاپلاس  يلتبد

 يتهدا حاصل از يدما يعتوز يجنتامختلف را با  يزمان يرتأخبا ثوابت  يليتحلحل  يجنتانظر گرفت و 

  كرد. يسهمقا يهفور

ما د ييرتغدچار  يناگهانكه هر دو سطح آن به طور  يتوخالكره  يكدر  يهذلول ييگرما يتهدا يندفرا

  شده است. يبررس ]17[ 6ينگجلاپلاس توسط  يلتبدشده است، با استفاده از 

صفحه  يكدما در  يعتوزبه دست آوردن  يبرالاپلاس  يلتبداز روش  ]30[ 8ينوسكيمالو  7لواندوسكا

 يكمطالعه گرما به صورت  يناقرار دارد استفاده كردند. در  يشگرمانازك كه از هر دو سمت در معرض 

  وارد معادلات شده است. يحرارتچشمه 

                                                            
1 Gembarovic 

2 Majernik 

3 Malinowski 

4 Superposition 

5 Barletta 

6 Jiang 

7 Lewandowska 

8 Malinowski 
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با ابعاد محدود را كه تحت تابش  [32]مكعب  يكو  [31] يمحوراستوانه متقارن  يك يترابو  ينسعدالد

(تابع مكان) قرار داشتند، در نظر گرفتند. آنها معادلات استخراج شده را با استفاده از  يرمتغ ييگرماشار 

  به دست آوردند. يزمان يرتأخثابت  ينچند يبرادما را  يعتوزحل كرده و  يرهامتغ يجداسازروش 

را به  يخالتو  يكرو يطمح يكدر  يبعد يك يگذرا يدما يعتوزدر مطالعه خود  [33] يرمحمديش

ن آ يرونيبثابت و سطح  يدمادر  يبررسكره مورد  يداخلبه دست آورده است. سطح  يليتحلصورت 

به زمان از روش انتگرال دوهامل  يمرزشرط  يوابستگتحت تابش شار تابع زمان قرار دارد. با توجه به 

 يهاثابت يبرارا  ييگرماو انعكاس موج  دما، انتشار يعتوز يومسأله استفاده شده است.  يناحل  يبرا

اصل از ح يجنتا يسهمقادما و  يعتوزاثر هندسه بر  ينهمچنبا طول متفاوت و  يزرلو پالس  يزمان يرتأخ

دما  يعتوز، يرهامتغ يجداسازبا استفاده از روش  [34] ييموسا مطالعه كرده است. يهفورو  يهذلولمدل 

  قرار داد. يبررسوابسته به زمان مورد  يرغ يمرز يطشرابا  يتوخال ياكرهرا در 

  فاز دوگانه يرتأخ يتهدا -ب  -1-3-1
 يلتبدمتفاوت از  يمرزنامحدود با دو شرط  يلهم يكدما در  يعتوزبه دست آوردن  يبرا ]35[ 1يآنتاك

با شرط  يانمونه يبرادما  يعتوزمطالعه  ينالاپلاس استفاده كرد. در بخش اول  يلتبدو  يهفور ينوسيس

 شار ثابت به يمرزبا شرط  يلهم يدما يعتوزدر بخش دوم  يجنتا ينادما ثابت و با استفاده از  يمرز

  دست آمده است.

 4انتگرال محدود يلتبدو  ينگربا استفاده از تابع  ]36[ 3و تانگ 2ياراكگذرا توسط  يگرما يتهدامسأله 

حاصل  جينتامطالعه  يناشده است. در  يبررسقرار دارد،  يزرلكه تحت تابش پالس  يمتناه اييلهم يبرا

 سهيمقابه دست آمدند با هم  يزمان يرتأخدو ثابت  يمتنظكه با  ييگرما يتهدامختلف  يهامدلاز حل 

 يجانت ينب يقبولتوافق قابل  ينهمچنشده است.  يبررسها به طور جداگانه هر كدام از مدل يژگيوو 

                                                            
1 Antaki 

2 Araki 

3 Tang 

4 Finite Integral Transform 
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نشان  يخوببه  ]38[ 3يرگاو  2و اكرمن ]37[و همكاران  1بروسن يشگاهيآزما يهادادهحاصل از حل و 

  داده شده است.

همراه با  5يومننو  4يريشلهد يمرزبا هر دو شرط  ينهايتب يمهن يطمحدر  يبعد يك يگرماانتقال 

خاص  يتابعصورت كه با حدس  ينااند. به كرده يبررس ]39[ 7يراندامو  6يلگمتناوب را  يحرارتچشمه 

ل و اص يهفورشده و سپس به كمك روش انتگرال  يلتبد سهمويآن، معادلات به معادلات  يگذاريجاو 

  اند.برهمنهش حل شده

  يعدد يهاروش 1-3-2
باعث  يناكننده هستند و ساده ياتفرض يازمندن يليتحل يهاروشكمتر از  يعدد يهاروش يكلبه طور 

و كاهش  يهفور يرغ يتهدارا به حل معادلات  يشخوتوجه  ياديزمحققان  يراخ يهادههشده در 

  ، معطوف كنند.يهذلولمعادله  يعددحل  يعتطباز  يناشنوسانات ناخواسته 

  يهذلول يتهدا -الف  -1-3-2

مطالعه شد. هدف  ]40[ 9يساو  8يكراز مرز توسط  ييگرمابازتاب موج  يبررس يبرا يبعد يك يانمونه

ار گرما تحت انتش يقدق يانب يبرابه كار گرفته شده  يعدد يكتكن ياثربخش يبررسمطالعه،  ينا ياصل

مختلف  يهاروشحل مسأله مورد نظر، روش المان محدود و  يبراگوناگون است.  يمرز يطشرا يرتأث

                                                            
1 Broson 

2 Ackerman 

3 Guyer 

4 Dirichlet 

5 Neumann 

6 Gil 

7 Miranda 

8 Carey 

9 Tsai 
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، يددعروش بر نوسانات ناخواسته  ينا يرتأثدرباره  ينهمچناستفاده شده است.  يزمان يريگانتگرال

  داده شده است. يحتوضبه طور مفصل  يعدد ييهمگراقبل و بعد از انعكاس موج و سرعت 

مك  3گريحصح-يشگوپرا با استفاده از روش  ينهايتب يلهم يكدما در  يعتوز ]26[ 2و گلس 1يكزسا

كرده است و  ييرتغ يناگهانسطح جسم به طور  يدما يبررسبه دست آوردند. در نمونه مورد  4كورمك

  .دهديمتابش تبادل گرما انجام  يقطراز  يطمحسطح با  ينا ينهمچن

 يكروو  يااستوانه، ]41[ يدكارتدر دستگاه مختصات  يهذلول يتهدا يبررسبه  6تاچنو هان 5يالينيج

در مجاورت  يعدداز نوسانات  يريجلوگ، يمسائل ينچندر رابطه با  ياصلپرداختند. مشكل  [42]

 يرابحوزه زمان و حجم كنترل  يبرالاپلاس  يلتبداز  يبيتركاست. روش ارائه شده  يدشد ييراتتغ

است  يعدد. با اعمال روش لاپلاس، عبارت وابسته به زمان كه عامل اغتشاشات باشديمدامنه فضا 

 نيهمچنها معكوس لاپلاس به دست آمده است. آن يلتبددما به كمك  يدانم يانپا. در گردديمحذف 

حل و كاهش نوسانات در  يداريپا، موجب يپربوليكها يلتبدنشان دادند كه استفاده از تابع 

  است. يدشد هاييوستگيناپ

 9سام - يمنر ينتخملاپلاس و  يهاروش يبتركبا استفاده از  ]43[ 8يساشان  ينچو  7هانگ يآچن 

كل ش يكروو  اييهدولا يجسمدر  يزيكيفو اثرات نسبت خواص  ييگرمادرباره حركت موج  يقتحقبه 

  پرداختند.

                                                            
1 Ozisik 

2 Glass 

3 Predictor-Corrector 

4 MacCormack 

5 Jae-Yuh Lin 

6 Han-Taw Chen 

7 Chen-I Hung 

8 Chin-Shan Tsai 

9 Riemann-sum 
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 هيفور يتهدابا استفاده از دو مدل  يستيزانتقال حرارت  يبررس يبراروش اختلاف محدود را  ]44[ 1يول

حاصل  جينتامتفاوت به كار برد و  ييگرماو  يزيكيفبا خواص  يهلامتشكل از سه  يپوستدر  يهذلولو 

اثرات حركت  ييدما يطشراكرد كه در چه  يحتشر ينهمچنكرد.  يسهمقامختلف را با هم  يهامدلاز 

  نفوذ غالب است. يندفراگونه در انتشار گرما بر موج

از حالت  يعددجهت گسترش راه حل  4شار براساس طرح گودناو يمتقس يتمالگوراز  ]45[ 3يونگو  2لم

ج ها روش استخرااستفاده كردند. آن يليمستط يطمحدر  يهذلول يگرماانتقال  يانب يبرا يبعد يك

 لييتحلحل  يجنتاحاصل از حل خود را با  يجنتارا به طور مفصل شرح داده و  يداريپا يارمعمعادلات و 

  كردند. يسهمقااثبات اعتبار روش مذكور  يبراموجود 

در دستگاه  يرفوريهغ يتهداحل  يبرا يدوبعدرا به صورت  7ديوييت يحصرروش  ]46[ 6و شن 5هان

قرار  يبررسمطالعه مورد  يناهمرفت و تابش از سطح در  يمرزارائه دادند. دو شرط  يعموممختصات 

  استفاده شده است. يوتنينتابش از روش تكرار  يمرزمسأله با شرط  ييهمگرا يبراگرفته است. 

دما در مواد مختلف از جمله  يعتوز يبررسبه  يتجربو  يعددبه صورت  ]23[و همكاران  8يرجبان

حت تابش ، تيتكامپوز يبرف)، فانتوم بافت و يابولونشده ( يفرآورشكل از گوشت  يااستوانه ييهانمونه

ون در مواد از قان يزرلمدل كردن جذب  يبراها پرداختند. آن يوستهپبا تابش  يزرلپالس كوتاه و  يزرل

 ياتخصوص يرتأثو  يتجربو  يعدد يجنتا يانم يسازگارمطالعه  ينااند. در استفاده كرده لمبرت-يرب

كه در صورت  يافتنددرها آن ينهمچندما نشان داده شده است.  يعتوزدر  يمرز يطشراو  يزيكيترموف

                                                            
1 Liu 

2 Lam 

3 Yeung 

4 Godunov 

5 Han 

6 Shen 

7 TVD 

8 Banerjee 
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 يشتريب يدما يشينهب يوستهپ يزرهايلپالس كوتاه نسبت به  يزرهايل، يكسان يخروج يهاتواناعمال 

  .شونديمرا باعث 

به كمك روش اختلاف  اييهلاماده چند  يكرا در  ييگرماپالس  يكانتشار  ]47[و همكاران  1پترسون

به  يضمنطرح  يداريپاها كردند. در مطالعه آن يابيارز يضمنبه صورت  يزمان يريگانتگرالمحدود و 

 شيآزمارا در طول  يطيشرا توانيم، يجنتا يزآنالو  يلتحلبا  ينهمچنشده است.  يبررسطور كامل 

  قابل مشاهده باشد. ييگرماكرد كه اثرات انتشار موج  يينتع

 ييگرما يهاچشمهاثرات انواع  4ينگالرك يوستهناپبا استفاده از روش المان محدود  ]48[ 3و ون وو 2يزگل

روش را كه عدم مشاهده  ينااستفاده از  يتمزمورد مطالعه قرار داده و  يلهم يكدما در  يعتوزرا بر 

  ناخواسته است، گزارش كردند. يعددنوسانات 

 يناگهان ييراتتغكه سطح آن در معرض  يكرو يطمح يك ييدما يهاپاسخبر  يرفوريهغ يتهدااثرات 

 يمهنروش  يكها از قرار گرفته است. آن يبررسمورد  ]49[و همكارانش  5يساتوسط  گيرديمدما قرار 

ره تو ك يكو  اييهدولاو  اييهلا يككره تو پر  يكدر  ييگرمادما و شار  يعتوزمحاسبه  يبرا يليتحل

گرما  نفوذ يبضرو  يزمان يرتأخمختلف از جمله ثابت  يرهايمتغمطالعه اثرات  ينابهره بردند. در  يخال

دما و  يعتوز، بر يتوخالكره  يرونيبو  يدرون هاييهلانسبت درجه حرارت اعمال شده بر  ينهمچنو 

  انتشار گرما در ماده ارائه شده است.

معادله موج  يسازمدل يبرا يضمنو  يحصرروش  ينچند ييكارا [50] يعاطفو  ييموسادر مطالعه 

 يوجهتقابل  يرتأث يمرز يطشراكه  يافتنددرها شده است. آن يبررسمتفاوت  يمرز يطشرابا  ييگرما

اعمال  يمرز يطشرارو، با توجه به  ينادارد. از  يهذلول يگرمابر نوسانات موجود در حل معادله انتقال 

                                                            
1 Peterson 

2 Xikui Li 

3 Wenhua Wu 

4 Galerkin 

5 Tsai 
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 اييژهو يتاهماز  يعدددقت حل  يشافزا يبرا يزمان يريگانتگرالشده بر مسأله، انتخاب روش 

  برخوردار است.

توسط  ييبريده ينگربا استفاده از روش تابع  يكرومختصات  يستمسدر  يهذلول ييگرما يتهدامسأله 

حوزه  يبرالاپلاس  يلتبداز  يبيتركروش  يناحل شده است.  ]51[ 2چن يچ ينگچو  1سرمن چن

. حل باشديم تريعسر ييهمگرا يبرا 3يلوناپسشتاب  يتمالگوردامنه فضا و روش  يبرا ينگرزمان، تابع 

و راه حل  شودينم يدهدناخواسته  يعددروش نوسانات  يناسه نمونه مسأله مختلف نشان داده كه در 

  است. يدارپا يعدد

  فاز دوگانه يرتأخ يتهدا -ب  -1-3-2

ثرات ا يتسهپوو  يپالستابش  يرتأثتحت  يامادهدر  ييگرماموج  يبعد يك سازييهشببا  ]52[ 4هانر

 لاپلاس و حجم يليتحل يمهندما با استفاده از روش  يعتوزمتفاوت را بر  يمرز يطشراو  يزمانثابت 

مطالعه بحث  يناها در كاهش آن يهاراهو  يعدددرباره نوسانات  ينهمچنكنترل به دست آورده است. 

  شده است.

 يريگانتگرالاختلاف محدود با طرح  يعددروش  يداريپا يطشرا ]53[ 6ژاوو يج يفرجنو  5جون زانگ

  صفحه تخت مورد مطالعه قرار دادند. يدوبعدهندسه  يكرا در  7يكلسوننكرنك  يزمان

جامد با طول نامحدود به كمك روش طرح تفاضل محدود و  يلهمانتقال گرما در  يككلاسحل مسأله 

تطابق  يبرامطالعه  ينادر  ينهمچنارائه شده است.  ]54[ 8، توسط سو و چويحصر يزمان يريگانتگرال

                                                            
1 Tzer-Min Chen 

2 Ching-Chih Chen 
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4 Honner 

5 Jun Zhang 
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~ ١٩ ~ 

 

شده  يرسبر يزننسبت به دما  يزمان يرتأخ يهاثابت هاييوابستگ، يتجرب يجنتابا  يعددحل  يشترب

  است.

له حل معاد يبراتابع واسطه  يمعرفرا با  يكلسوننروش اختلاف محدود از نوع كرنك  ]55[ 2و نصار 1يدا

 يرتأخصورت كه معادله  ينا. به شوديمطرح در دو مرحله انجام  يناتوسعه دادند.  يمتناه يزماندر بازه 

. پس از آن معادلات گسسته شده با استفاده از شوديم يمتقساز دو معادله  يستمس يكفاز دوگانه به 

 است و نوسانات يدارپاو شرط  يدقطرح بدون  ينا. گردنديمبه طور همزمان حل  يكلسوننروش كرنك 

 يكدر  يبعدسه  يدما يعتوزمحاسبه  يبراروش  يناها از . آنشودينم يدهد يجنتادر  يعددناخواسته 

را در حجم  يامرحلهها طرح اختلاف محدود دو ، آنينااستفاده كردند. علاوه بر  يزننازك  يلمفقطعه 

در  [57] يبعدو سه  [56] يبعد يكحالت  يبراو شرط،  يدقبدون  يداريپاكمتر با دقت بالاتر و 

اند به گسسته شده يضمنبه طور  يبعدكه در حالت سه  يمعادلات يبراتوسعه دادند.  يدكارتمختصات 

 ينهمچندر هر تكرار حل شده است.  يخط يقطرسه  يستمس يك، تنها 3يچاردسونركمك روش تكرار 

 يزن يكروسكوپيمكره با ابعاد  يكانتقال گرما در  يبررس يبراروش  ينهماز  [58]و همكاران  يدا

  استفاده كردند.

 ينرژااز عبور پالس  يناشانتقال و انعكاس  يدهپدبار بر  يناول يبرادما  يانگراد يزمان يرتأخاثر ثابت 

با استفاده از روش شبكه بولتزمن توسط جنگ  اييهدولاساختار  يكسطح مشترك  يانماز  ييگرما

 ريتأخكه ثابت  يصورتكه در  دهديمنشان  يجنتامورد مطالعه قرار گرفت.  ]59[و همكاران  4رانگ هو

 يمنفبا دامنه  يموجبا دامنه مثبت و به دنبال آن  يموجاول كمتر باشد  يطمحدما در  يانگراد يزمان

  و برعكس. شوديمبازتابانده  يهدولااز سطح مشترك 
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صات در مخت يدوبعدجسم  يكگذرا در  يگرماانتقال  يفتوص يبرافاز دوگانه  يرتأخ يگرمامدل انتقال 

 ]60[و همكاران  1و با استفاده از روش تفاضل محدود توسط تانگ يعددبه صورت  يااستوانهو  يدكارت

 دو ثابت يمتنظكه با  ييگرما يتهدامختلف  يهامدلحاصل از  يجنتامطالعه  يناارائه شده است. در 

  شده است. يسهمقااند با هم به دست آمده يزمان يرتأخ

 ييگرما يتهدااز رفتار متفاوت  يتوجهتعداد قابل  ديوييت يعددبه كمك روش  ]61[ 3و شن 2زانگ

 ييهانمونهمطالعه  يناقرار دادند. در  يبررسمورد  يهفور ييگرما يتهدافاز دوگانه را نسبت به  يرتأخ

مشتق  ليتحلاست با استفاده از  ييگرماشار  يزماناز ثابت  يشتربها دما در آن يانگراد يزمانكه ثابت 

  شده است. يابيارزبه طور كامل  ييگرماانعكاس امواج  يندفرا ينهمچنعبارت نفوذ و  يزمان

تفاده با اس يهلامتشكل از چند  يبيترك هاييطمحگذرا در  يگرماانتقال  يبرا يليتحل يمهنروش حل 

محاسبه  يبراارائه شده است. روش مورد استفاده  ]62[ 4فاز دوگانه توسط رمدان يرتأخ ييگرما يتهدااز 

به كار گرفته شده  يهدولا يكروو  يااستوانهمسطح،  يطمحدر  ييگرمادما و شار  يعتوزدما،  يانگراد

 و مقاومت هايهلا يزيكيفو  يحرارت هاييتخاصاست. به علاوه در مورد اثرات در نظر گرفتن تفاوت در 

  وابسته به زمان بحث شده است. يمرز يطشراو  يطمحآنها، هندسه  ينب يتماس

ه انجام گرفته است. با توجه ب يولوژيكيببافت  يطمحدر  يهفور يرغ يتهدا ينهزمدر اندكي  يقاتتحق

ورت در بافت كه به ص اييرفوريهغ يتهدا، رفتار يولوژيكيبدر بافت  يزمان يرتأخ يهاثابتبزرگ بودن 

در مطالعه خود به  ]63[و همكاران  5برخوردار است. سو اييژهو يتاهممشاهده شده، از  يزن يتجرب

 يمحاسباتروش  يكتوسعه  يبرا يهفور يرغ يگرماانتقال  ينهزمدر  انجام شده يقاتتحق يآورجمع
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ورت بافت پوست به ص يكيمكان يهاتنشو  ييگرما يتهدا اييرفوريهغرفتار  يبررس يناپرداختند. در 

  با كمك روش اختلاف محدود مطالعه شده است. اييهلاو چند  اييهلا يك

، به يزرلتحت تابش  يهلاشكل چند  يااستوانه 2فانتوم يكبا در نظر گرفتن  ]64[و همكاران  1نيچوجا

كردند.  يبررسو متمركز را  يموازبا پرتو  يزرلدما پرداخته و اثرات تابش  يعتوز يعددو  يتجرب يبررس

گرما  يرتأثكه سطح منطقه تحت  دهديمفانتوم نشان  يبرابه دست آمده  يمحورو  يشعاع يدما يعتوز

كمتر است.  ريابس يزرل يمواز يپرتوهاهنگام تابش  يدهد يبآستابش پرتو متمركز نسبت به منطقه  يط

متمركز در طول درمان سرطان  يزرهايلكه استفاده از  يدندرس يجهنت ينامطالعه به  ينادر  ينبنابرا

  گردد. يسرطانبافت سالم اطراف بافت  يبآسباعث كاهش  توانديم

 يامجموعهشكل را به كمك  يكرو يتوموردر  يسيمغناط يپرترميايها ]65[تاچن و هان 3يول يچ-كو

 يررسبمعكوس لاپلاس  يلتبد يبرا يعدد يروشلاپلاس، استفاده از تابع واسطه و  يلتبد يهاروشاز 

بافت سالم و تومور در نظر گرفته شده و اثرات ثوابت  يبرا يمتفاوت يزيكيفمطالعه خواص  يناكردند. در 

ت. شده اس يبررسدما  يعتوزخون بر  يوژنپرفاز سوخت و ساز بدن و سرعت  يناش يگرما، يزمان يرتأخ

گرما در بافت  يتهدا اييهفور يرغدر مورد وجود رفتار  [66] يآنتاك يقاتتحقها به توسعه سپس آن

 يعتوز نيبييشپدر  يزمان يرتأخثوابت  يتاهمموضوع، به علت  يناپرداخته و پس از اثبات  يولوژيكيب

دما را در چند نمونه  يانگرادو  ييگرماشار  يزمانمعكوس، مقدار ثابت  يمهندسدما با استفاده از روش 

  .[67]زدند  ينتخم) يولوژيكيببه بافت  يهشب ياتخصوصساز با و فانتوم (نمونه دست يولوژيكيببافت 

در دستگاه  يبعد يكبه صورت  يزرلتحت تابش  اييهلا يك يولوژيكيببافت  يبررسو همكارانش به  4ژوو

 يناپرداختند. در  [69] يااستوانهدر دستگاه مختصات  يبعدو به صورت دو  [68] يدكارتمختصات 
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را با استفاده از روش حجم كنترل به دست آورده و سپس دما محاسبه  ييگرمامطالعات، ابتدا شار 

  .شوديم

  مسائل انتقال حرارت  حل معكوس 1-4

 فيزيكـي هاي پديده سازي مدل براي را عددي هاي روش رشد محاسباتي، ابزار و كامپيوتر توسعه

 يـازن حـل روش يـك و رياضـي مدل يك به فيزيكي پديده يك سازي مدل براي. است كرده تـسريع

 اكمح معادلات با حل فيزيكي هاي پديده ديگر مانند به نيز حرارتي هدايت مسائل سازي مـدل. اسـت

 :داريم نياز زير اطلاعات به حرارتي هدايت مسائل حل براي .است پذير امكان

 حل ناحيه هندسه .1

 اوليه شرايط .2

 سطحي) حرارتي شار يا مرزي (دما شرايط .3

  ترموفيزيكي خواص .4

   .باشند داشته وجود كه صورتي در منبع ترمهاي قدرت و محل .5

 را مـسائل نـوع ايـن. آيـد مـي دست به حل ناحيه داخل در دما توزيع حاكم معادلات حل از پس

. اند يافته توسعه پيش ها سال از مستقيم مسائل حل هاي روش. گوئيم مي حرارتي مـسائل مستقيم

 ناي بر علاوه. گردند مي نيز غيرخطي مسائل و پيچيده هندسه با مسائلي حل شامل هـا روش اين

 ليتحلي هاي حل برمبناي عمدتاً اوليه هاي روش. است شده بررسي نيز ها روش اين يكتايي و پايداري

 ـرعكس،ب. هـستند استفاده قابل ساده هاي هندسه با و خطي مسائل براي بيشتر ها روش اين .اند بوده

 .هستند توجه مورد بيشتر مهندسي كاربردهاي براي و نبوده محدوديت اين داراي عددي هـاي روش

 حرارتي معكوس مسائل اند، گرفته قرار توجه مورد اخير هاي دهه در كه مسائل اين از ديگر دسته

 مقـدار داراي مـستقيم، حل براي نياز مورد اطلاعات از تعدادي يا يك مسائل از نوع اين در .هستند

 ظر،ن مورد ناحيه از نقطه چند يا يك در دما گيري اندازه طريق از داريم قصد ما و باشند نمـي معلـومي

علت  حرارتي، مستقيم مسائل در كه گفت توان مي كلي به طور .بپردازيم مجهول مقادير تخمين به
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 معكوس مسائل در اما. باشد دما) مي معلول (ميدان يافتن هـدف و ) معلـوم،...و هندسه حرارتي، (شار

 علت (شار يافتن هدف و باشد، مي معلوم ميدان)، تمـام يـا و هـا بخـش در معلـول (دمـا حرارتـي،

 .) است...و هندسه حرارتي،

 حرارتي معكوس مسائل تاريخچه 1-4-1 

 همـين در. دانـست 1950دهـه  توان مي را معكوس حرارت انتقال موضوع روي بر تحقيقات شروع

 .رسيد ثبت به معكوس حرارت انتقال مسائل مورد در ]70[ 1توسط شوماكوف روسي اي مقاله سـالها،

 اين در نويسنده. است شده گزارش ]71[ 2استولز توسط زمينه، اين در مقالات ترين قديمي از يكي

. است كرده محاسبه محدود و ساده هندسه با اجسام دهي آب فرآيند در را حرارت انتقال نرخ مقالـه،

 و عـددي طريـق از نهايت بي نيمه اجسام براي مشابه روشي با را كار اين [73] [72] ميرسپاسـي

 گسترش براي مهمي انگيزه 1950 دهه اواخر از فضائي سفرهاي آغاز. است داده انجـام گرافيكـي

 گرمـايش اثـر در حـرارت انتقـال نرخ محاسبه مثال عنوان به. شدIHCP زمينـه در تحقيقـات و كاربردها

 پورهشي نازل، قبيل از شوند مي زمين جو وارد كه اجسامي يا و موشكها دماغـه روي بـر آئرودينـاميكي

 و مفاهيم 9601 دهه در ]74[ ]75[ مقالاتي طي 3بِك. بود توجه مـورد مباحث جمله از... و موشكها

 هاستفاد امكان آنها در كه داد ارائه دما گيري اندازه طريق از حرارتي شـار تخمـين بـراي را هايي روش

 روش بين اي مقايسه ]76[ 4زيانگ . .بود پذير امكان استولز روش بـه نـسبت كـوچكتري زمـاني گـام از

 وسمعك حرارت انتقال محاسبات بر را ترموكوپل ديناميكي اثر همچنين و داد انجامIHCP  موجود هاي

. پرداختIHCP  حل رياضي تكنيكهاي بررسي به [77] ايمقاله در هم شيدفر. داد قرار تحليل مورد
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 انجـام ]78[ همكـارانش و1ماركوارت توسط فاز تغيير حوزه در معكوس مسائل از ديگري حالت

 ـايداده ه از اسـتفاده بـا اسـتخري جوشـش براي بعدي سه معكوس مساله پژوهشها اين در. استشـده

 عكوس،م مسائل حل براي شده گرفته كار به هاي روش از ديگر يكي .است شده بررسي شده گيريانـدازه

 كه سازي بهينه هاي روش از اي مجموعه و تاريخچه [79] مرجعدر. اسـت سـازي بهينـه هـاي روش

 كه است مزدوج گراديان روش ها روش اين از يكي. است آمده روند،مـي كـار به معكوس مسائل حل در

 اين رد كه نكاتي از يكي. است گرفته قرار استفاده مورد بهينـه سازي مـسائل در اي گسترده طور به

 متعددي هاي روش. كنيم بهينه خواهيم مي كه است تابعي محاسـبه نحـوه اسـت، اهميـت حـائز روش

 روش دو ]80[ 2وچانگ پارك .دارد وجود مزدوج گراديانروش در هـدف تـابع گراديـان محاسـبه براي

 با را مزدوج گراديان روشدر گراديـان محاسـبه براي الحاقي معادله از استفاده و مستقيم گيري مشتق

 و سانآ معمولي گيريمـشتق روش چـه اگـر كـه انـد گرفته نتيجه مقاله اين در. اند كرده مقايسه هم

 زا گراديان آوردنبدست عوض در. كند مي طلب محاسبه براي را بيشتري زمان مدت اما است، دقيق

 طرواب آوردن بدسـت كـه هرچند دهد، كاهش را محاسبه زمان تواند مي الحاقي معادله تشكيل طريق

 هدايتي حرارت انتقال مسأله  ]81[ديگران و3جارني .باشد مي رياضي هاي پيچيدگي داراي نياز، مورد

. ندا كرده بررسي الحاقي معادله و مزدوج گراديان روش از اسـتفاده بـا را بعـدي چند حالت در معكوس

 تصور به شار كه حالتي در بعدي، سه جسم يـك بـراي را حرارتـي شار تخمين مسأله ]82[  4هوانگ

 روش از اسـتفاده بـا نيـز [84] [83] ناهمكـار و كوثري. كرد بررسي را كند مي تغيير مرز روي پيوسته

 پرداخته حرارتي تشعشع و هدايت معكوس مسائل بررسي به متغير ميزان و مـزدوج گراديـان

 [85] مزدوج گراديان روشمحمديون و مولوي به بررسي مسائل هدايت معكوس با استفاده از  .اند
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 يداخل احتراق موتور يك در سيلندر ديواره حرارتي شار تخمينپرداختند. همچنين مهدوي و خلخاليان 

به روش گراديان مزدوج را  ]87[ موشك موتور نازل گلوگاه از عبوري حرارتي شار تخمينو   ]86[

 ]88[از روش گراديان مزدون جهت تخمين شار در بافت زنده و ديگران  2، چن1بررسي كرده اند. لي

مقالات ديگري نيز در زمينه استفاده از روش  گراديان مزدوج در حل مسايل معكوس استفاده كرده اند.

 در نامـه پايان چندين اين بر علاوه. [92] [91] [90] [89] حرارتي و تخمين شار موجود ميباشد

 .[96] [٩٥] [٩٤] [٩٣] است شده انجام معكوس حرارت انتقالمـسائل زمينـه در كـشور دانـشگاههاي

نيكلسون -و خطي سازي كرانك CGMنامه نيز تخمين شار مجهول حرارتي با كمك روش در اين پايان

  . جهت بررسي و كنترل دماي سطح بررسي شده است

 حرارتي معكوس مسائل بندي دسته 1-4-2

 نـهگو ايـن بندي دسته توسعه صنعت، و علوم در حرارتي معكوس مسائل گسترده كاربرد دليل به

 :شود مي تقسيم زير دسته دو به حرارتي معكوس مسائل بندي دسته يك در. است مهممـسائل

 پارامتر تخمين مسائل 

 تابع تخمين مسائل 

 رسانش مانند ترموفيزيكي خواص يا و ها ثابت پارامترها، تخمين هدف، پارامتر، تخمين مسائل در

 تـابع يـك تخمـين هـدف، تـابع، تخمين مسائل در كه حالي در. است ويژه گرمايي ظرفيت ياو گرمايي

 مي يرتغي مكان يا و زمان با كه است مشترك سطح در تماسي رسانش يا و سطحي حرارتيشـار ماننـد

 بندي هطبق زير صورت به مسأله طبيعت به توجه با توان مي همچنين را حرارتي معكوس مسائل .كند

 :نمود

 حرارتي هدايت معكوس مسائل .1

 ) اجباري يا آزاد(جابجايي معكوس مسائل .2

                                                            
1 Lee 

2 Chen 
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 سطحي تشعشع معكوس مسائل .3

 تشعشع در موثر هاي محيط در تشعشع معكوس مسائل .4

 همزمان تشعشع و هدايت معكوس مسائل .5

 همزمان هدايت و جابجايي معكوس مسائل .6

 ) انجماد يا ذوب (فاز تغيير معكوس مسائل .7

 در مينيتخ سببي مشخصه نوع برپايه توان مي را هدايتي معكوس مسائل براي ديگر بندي دسته يك

 :ه استشد معرفي زير در كه گرفت نظر

 پارامتر تخمين مسائل .1

 مرزي شرط تخمين مسائل .2

 اوليه شرايط تخمين مسائل .3

 حل ناحيه هندسه تخمين مسائل .4

 ديگر مسائل .5

. ـتاس پـارامتر چنـد يـا يـك تخمـين آنها هدف كه شوند مي مسائلي شامل پارامتر، تخمين مسائل

 رمـائيگ ظرفيـت چگـالي، حرارتي، هدايت ضريب مانند جسم يك فيزيكي خواص معمولاً پارامترهاايـن

 خمينت مسائل .هستند غيرخطي معمولاً مسائل از نوع اين. باشند مي... و حرارتي نفوذ ضريبويـژه،

 يراز هستند،حرارتـي هـدايت معكـوس مـسائل در اسـتفاده مـورد مـسائل پركاربردترين از مرزي شرط

 توجه مـورد جـسم داخـل در دما گيري اندازه روي از سطحي حرارتي شار تخمين مسائل، اكثر در

 وليها شرايط تخمين مسائل .است دما مرزي شرط يافتن هدف هم نوع اين از مسائل برخي در. باشدمي

 كمتري ردكارب معكوسمـسائل ديگـر به نسبت زيرا اند، گرفته قرار بررسي مورد مسائل ديگر از كمتر

 دنبال به يا و نيست مشخص كاملاً حل ناحيه هندسه كه هنگامي نيز هندسه تخمين مسائل. دارند

 .شوند مي مطرح باشيم، خاص مسأله يك براي بهينه هندسه
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  كاربرد انتقال حرارت معكوس  محدوده -1-4-3

با ظهور مواد مخلوط مدرن و وابستگي شديد خواص ترموفيزيكي آنها به دما و مكان، روشهاي معمولي 

براي محاسبة آنها راضي كننده نيستند. همچنين انتظارات عملياتي صنعتي مدرن هر چه بيشتر و بيشتر 

دقيق در محل از خواص ترموفيزيكي تحت شرايط واقعي عمليات ضرورت  محاسبةاند و يك پيچيده شده

تواند جوابهاي رضايت بخشي براي اينگونه حالات و مي IHTP(1پيدا كرد. شيوه انتقال حرارت معكوس(

  مسايل بدست دهد. 

  سازد. اينست كه شرايط آزمايش را تا حد امكان به شرايط واقعي نزديك مي IHTPسود عمده 

  باشند (در ميان سايرين) هاي خاص زير ميشامل محدوده IHTPعمده تكنيك  كاربرد

 در طي ورودش به  2محاسبه خواص ترموفيزيكي مواد به عنوان مثال؛ خواص ماده سپر حرارتي

  سرد در طي باز پخت استيل  3اتمسفر زمين و برآورد وابستگي دمايي ضريب هدايت قالب

 7مواد نيمه رسانا 6و بازپخش 5، نشر4مرزي در جذب برآورد خواص تشعشعي بالك و شرايط  

  8مايع در طي جامدسازي -كنترل حركت سطح مشترك جامد  

  برآورد شرايط ورود و شار حرارتي مرزي در جابجايي اجباري درون كانالها 

 ًدر تماس  9برآورد همرفت سطح مشترك بين سطوح متناوبا 

                                                            
1 Inverse Heat Transfer Problems  
2 heat shield 

3 ingot 

4 Absorb 

5 Emitt 

6 Scatter 

7 Semi-transparen materials 

8 Solidification 

9 Periodically 
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 2ها و پنلهاي برودتيگرم كننده 1نظارت خواص تشعشعي سطوح بازتاب كنندة  

  برآورد وابستگي دمايي ناشناخته ضريب هدايت سطوح مشترك بين ذوب و انجماد فلزات در

  3گريطي ريخته

 4برآورد توابع واكنشي  

 5كنترل و بهينه سازي عمليات پروراندن لاستيك    

 6برآورد شكل مرزي اجسام  

به شدت دشوار يا حتي غيرممكن است. اگر چه  يايج كارهاي ربرآورد اينگونه خواص از طريق تكنيك

توانند حل شوند، بلكه ارزش اطلاعات با اعمال آناليز انتقال حرارت معكوس، اينگونه مسايل نه تنها مي

 گيرند.مطالعات افزوده شده و كارهاي تجربي سرعت مي

 حرارتي معكوس مسائل حل 1-4-4

. دهستنناهنجـار مـسائل دسته جزو رياضي ديدگاه از معكوس مسائل شد اشاره قبلأ كه طور همان

 براي جواب وجود .شود گرفته كار به خاصي هاي روش بايست مي مسائل گونه اين حل براي بنابراين

 براي تنها جوابيكتـايي امـا. كـرد بررسي مسأله فيزيكي استدلال با توان مي را حرارتي معكوس مسائل

 اندازه خطاهايبـه نـسبت معكوس مسائل همچنين. است شده اثبات رياضي صورت به مسائل از تعدادي

 وشر دليل بايستي همين به و هستند حساس بسيار مسأله هاي داده و ها ورودي در اغتشاشات و گيري

 7آرسنين و تيخونـوف مشكل اين حل براي. برد كار به مسائل گونه اين جواب يافتن براي را خاصي هاي

 گيريانـدازه از ناشـي خطاهـاي اثر كاهش منظور به آن در كه دادند ارائه را سازي منظم روش [97]

                                                            
1 Reflecting surfaces of heaters 

2 Cryogenic panels 

3 Casting 

4 Reaction function 

5 Curing 

6 Boundary shapes of bodies 

٧ Tikhonov and Arsenin 
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 را تكـراري سازي منظم روش نيز ]98[ 1اليفانوف. شود مي افزوده تخمين معادله به هايي جمله دما،

 روش اين در. گيرد مي انجام متوالي و تكراري روند يك در مسأله جواب بهبود آن در كه داد ارائـه

 تعيين ورودي هاي داده در موجود خطاي به نسبت جواب پايداري براساس تكرار روند توقـف معيـار

 .شود مي

 ها روش بندي طبقه 1-4-4-1

 .ـوندشمـي بنـدي طبقه مختلف طرق به روند مي كار به هدايت معكوس مسائل حل براي كه هايي روش

 هب. است خطي و غيرخطي مسائل از اعم مسائل حل براي روش توانمندي به مربوط بندي طبقه يك

 اليح در برد، كار به نيز غيرخطي مسائل براي توان مي را سازي منظم و تابع تخمين روش مثال عنوان

 .روند مي كار به خطي مسائل براي منحصراً لاپلاس تبديل مانند هاييروش كه

 ماننـد اسـت، حرارتـي هـدايت معادلـه جـواب آوردن بدسـت روش براساس بندي طبقه ديگر روش

 خطي مسائل براي تنها دوهامل روش... . و محدود حجم و محدود اجزاي محدود، تفاضل دوهامل،روش

 .شوند استفاده توانند مي نيز غيرخطي مسائل در شده ذكر هايروش ديگر كه حالي در دارد كـاربرد

 بنـدي طبقـه بـراي معياري عنوان به توان مي را معكوس هدايت حرارت انتقال مسائل در زماني دامنه

 .شوند مي تقسيم گروه دو بهIHCP  هاي روش بندي تقسيم اين در. گرفت نظر در

 2متوالي هاي روش .1

 3دامنه تمام هاي روش .2

 هـاي روش از هركـدام. اسـتIHCP  هـاي روش بنـدي تقسيم نوع ترين مهم بندي تقسيم نوع اين

 لشك به حرارتي شار هاي مولفه متوالي، هاي روش در. هستند خود به مربوط معايب و مزايا دارايبـالا

                                                            
1 Alifanov 

٢ Sequential Methods 

٣ Whole domain methods 
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 1قيقد تطابق روش يكي دسته، اين از روش دو. شوند مي زده تخمين ديگري از پس يكي و گامبـه گام

 از آمده بدست دماهاي اول، روش در. باشد مي 2تابع متوالي تخمين روش ديگري و است اسـتولز يـا

 رنظ از روش اين. شود مي انجام محاسبات و گيرند مي قرار شده محاسبه دماهاي بـا برابـر سنـسور

 سيارب گيري اندازه خطاهاي به نسبت كه است اين آن، مشكل اما است آسانو سريع بسيار محاسباتي

 نيز آينده هاي زمان در شده گيري اندازه دماي چند از دوم روش در .ناپايـداراست نتيجـه در و حساس

 لافبـرخ شـد ارائه بِك توسط كه روش اين. شود مي استفاده حالزمـان در حرارتـي شـار تخمين براي

 را كوچكتري زماني هاي گام توان مي و دارد كمتري حساسيتگيـري انـدازه خطاهـاي بـه اول روش

 كه دهد مي ما به را امكان اين كوچك زماني هاي گام ازاسـتفاده. برد كار به دما گيري اندازه براي

 .آوريم دست به زمان طولدر حرارتـي شـار تغييـرات از بيـشتري اطلاعـات

 اسـتفاده همزمـان طور به شده گيري اندازه دماهاي تمام از كه است كارآمد روشي دامنه، تمام روش

 تخمين همزمان طور به و يكديگر با را مختلف هاي زمان در حرارتي شار هاي مولفه تمام و كندمـي

 حجـم امـا اسـت، مناسـب كوچـك زماني هاي گام از استفاده امكان خاطر به روش اين .زنـد مـي

 وشر دسـته از سـازي بهينـه هاي روش. است بيشتر خيلي اي مرحله روش با مقايسهدر آن محاسـبات

 روند، مي كار به هدايت معكوس مسائل حل براي كه ديگري بندي طبقه .هستنددامنـه تمـام هـاي

 يك مسأله باشد، حرارتي شار يك تنها تخمين مسأله هدف اگر. استمعكـوس مـسأله ابعـاد براسـاس

 هدف، اگر كه معني بدين .ندارد حل نحوه در تأثيري مسأله فيزيكيابعـاد دوهامـل درروش. اسـت بعدي

 اگـر. اسـت يكسان بعدي سه و دو يك، اجسام براي حل روال باشـد، حرارتـي شـار يك تنها تخمين

 راگ. است بعدي چند مسأله باشد، دوهامل روش از استفادهبـا شـارحرارتي چنـد يـا دو تخمـين هـدف

 تعداد شود، استفاده غيرخطي مسائل در... يا محدوداجـزاء محـدود، تفاضـل همچون هايي روش از

                                                            
١ Seq. Methods 
٢ Sp. Methods 
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 مسأله عدب رود، مي كار به جسم در هدايت حرارتانتقـال فيزيكـي تحليـل بـراي كـه فـضايي مختصات

  .كند مي تعيين را

ها معمولاً اينگونه تكنيكوانند بصورت زير نيز طبقه بندي شوند، البته تي حل مسايل ميهاكيتكن

باشد. البته ارائه روشهايي كه مسايل معكوس را بدون ارتباط با مسايل نيازمند حل مستقيم مربوطه مي

  مستقيم حل كنند بسيار دشوار است. 

   1روشهاي معادلات انتگرالي .1

  2روشهاي تبديل انتگرال .2

  3روشهاي حل سري .3

  4ايروشهاي چند جمله .4

  5هدايت گرماييبزرگنمايي معادلات  .5

 مثل تفاضل محدود، المان محدود و المان مرزي  6روشهاي عددي .6

  8با اعمال فيلترينگ نويز اضافي مثل روش نرم كردن 7هاي فضاييتكنيك .7

 ]99[ 9تكنيك فيلترينگ تكرار شونده .8

  10تكنيك حالت پايدار .9

                                                            
1 Integral equation approach 

2 Integral transform techniques 

3 Series solution approach 

4 Polynomial approach 

5 Hyperbolization of the heat conduction equation 

6 Numerical methods 

7 Space marching techniques 

8 Mollification method 

9 Iterative filtering techniques 

10 Steady-state techniques 
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  1روش تابع مشخصه متوالي بك .10

  3براي مينيمم كردن نرم كوچكترين مربعات 2مارگارت -روش لوبنرگ  .11

  4روش منظم سازي تيخونوف .12

 برآورد توابع و پارامترها  5روش منظم سازي تكراري .13

 ]100[ 6الگوريتم ژنتيك .14

 مشكلات حل مسايل انتقال حرارت معكوس 1-4-4-2

0حرارت معكوس، جامد نيمه بينهايت (براي تشريح مشكلات اصلي حل مسايل انتقال  x  در (

0tگيريم. براي زمانهاي دماي اوليه صفر در نظر مي   سطح مرزي درx    تحت يك شار گرمايي

)qمتناوب به فرم  t ) q   كه قرار گرفته است. جاييq  وω  به ترتيب دامنه و فركانس نوسان شار

در جامد  8ثابت -، توزيع دمايي شبه 7متغير زمان است. بعد از گذشت حالت متغير tگرمايي هستند و 

  آيد: با توزيع دمايي زير بدست مي

)1-1     (                              q w w
T(x, t) exp z cos wt z

k w 2 2 4

    
      

    
  

  ضريب رسانايي حرارتي جامد هستند.  kپخشندگي حرارتي و  جايي كه 

د و باشدهد كه پاسخ دمايي داراي يك تاخير فاز نسبت به شار اعمالي سطحي ميمعادلة بالا نشان مي

باشد. در صورتي كه اين شار بتواند برآورد تر درون جسم واضحتر مياين تأخير براي مكانهاي عميق

                                                            
1 Beck's sequential function specification method 

2 Levenberg-Marquardt 

3 Minimization of the least-squares norm 

4 Tikhonov regularization approach 

5 Iterative regularization methods 

6 Genetic algorithms 

7 Transients 

8 Quasi-stationary temperature distribution 
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  كند.مي اطلاعات پس از اعمال شار حرارتي را آشكار برداشتشود، اين تأخير دمايي نياز به 

|دامنة نوسان دما در هر مكاني،  T(x) | با قرار دادن ،cos( )  1 آيد. لذا: در معادله بدست مي  

)1-2                                                                 (q w
| T(x) | exp x

k w 2

 
   

 
  

|دهد كه اين معادله نشان مي T(x) |  به صورت تواني با افزايش عمق و با افزايش فركانس تغيير

  كند. مي

گيري مستقيم دما در نقاط داخلي اندازه ) بوسيله بكار بردن اندازهqاگر دامنه شار حرارتي سطحي (

|گيري گيري گردد آنگاه هر گونه خطاي اندازه T(x) |  با عمقx  و فركانسω  بصورت تواني بزرگنمايي

  شود:    شود، كه به صورت معادله زير نشان داده ميمي

)1-3                                                                 (w w
q k | T(x) | exp(x )

2
 

   

از سطح، جايي كه دامنه نوسانات دما  xور در عمق نسبراي تخمين شار حرارتي مرزي جانمايي يك س

. در غير اينصوررت تشخيص اينكه نوسانات باشديماند، ضروري بسيار بزرگتر از خطاهاي اندازه گيري

گيري بوده غيرممكن خواهد بود، كه منجر به عدم يگانگي دمايي در اثر شار حرارتي يا خطاي اندازه

  جواب معادله خواهد شد. 

) توصيفات اينگونه ]75[ ]74[ ]101[ ( 1آنجا كه خطاها در دقت روشهاي معكوس بسيار مؤثراند، بكاز 

  نكته بيان نموده است.  8خطاها را به صورت 

iشوند خطاها به مقدار اصلي اضافه مي .1 i iY T   كهiY گيري شدهمقدار اندازه، iT  مقدار

  باشد. يك خطاي رندوم مي iواقعي و 

)iEباشد. يعني صفر مي 2خطاي دمايي داراي ميانگين .2 )   جايي كه .E ( )  يك عملگر

                                                            
1  Beck 

2 mean 
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 است.  1شود كه خطا بدون پيش مقداراندازه است، آنگاه گفته مي

 ثابت است، كه عبارت است از 2خطا داراي انحراف .3

)1-4          (                                            i i iE{[Y E(Y )] } cons tan t     2 2 2 

 گيري است. از اندازه iYكه به معناي استقلال انحراف 

 jو  iگيري هاي مختلف ناهمبسته هستند. دو خطاي اندازهخطاهاي مرتبط با اندازه گيري .4

i(كه  j3) ناهمبسته هستند اگر كوواريانس i  وj صفر باشد. يعني 

)1-5                                 (i j i i j jcov( , ) E{[ E( )][ E( )]} i j           

  اي بر هم ندارند. هيچ تأثيري يا رابطه jو  iدر اين حالت خطاهاي   

بالا  4و  3، 2است. با توجه به فرضيات  4گيري داراي يك توزيع نرمال (گوسي)اندازهخطاهاي  .5

 شود بوسيله معادله زير داده مي iتوزيع احتمال 

)1-6                                                                       (i
if ( ) exp

 
       

2
2

1
2 2

    

 معلوم هستند.  پارامترهاي معرفي كننده خطا مثل  .6

گيري شده است. پارامترهاي باشد دماي اندازهتنها متغيري كه داراي خطاهاي رندوم مي .7

 هايي كه درگيري شده، ابعاد جسم گرم شونده و تمامي كميتگيري شده مكانهاي اندازهاندازه

 مشخص هستند.  5اند به دقتنويسي ظاهر شدهفرمول

تواند پارامتر يا تابع باشند) اگر اين اطلاعات ها جهت تخمين موجود نيست (مياطلاعات پيشين كميت

 توانست جهت بهبود تخمين مقادير بكار رود.بود ميموجود مي

                                                            
1 unbiased 

2 variance 

3 covariance 

4 normal (Gaussian) distribution 
٥ Accurately 
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 هدايت معكوس مسائل هاي روش ارزيابي 1-4-4-3

 :گرفت نظر در را زير معيارهاي بايدIHCP  در شده گرفته كار به هاي روش ارزيابي منظور به

 ـند،باش بـالايي دقـت داراي شده گيري اندازه هاي داده كه صورتي در شده بيني پيش كميت .1

 .باشد دقيقبايـستي

 .)باشد نداشته حساسيت( باشد پايدار گيري اندازه خطاهاي به نسبت بايست مي روش .2

 براي متنوعي آماري هاي توزيع تا دهد اجازه و باشد آماري هاي پايه داراي بايست مي روش .3

 .باشد داشته وجود گيري اندازهخطاهـاي

 .باشند شده هموار قبل از گيري اندازه هاي داده كه باشد اين نيازمند نبايد روش .4

 تتغييرا در بهتر دقت باعث عمل اين باشد پايدار كوچك زماني هاي گام براي بايست مي روش .5

 .شود مي مجهول كميتزمـاني

 .دهد قرار ما اختيار در را سنسور چندين از گيري بهره امكان بايست مي روش .6

 ـوابعيت تـا باشـد قـادر بايد روش چه اگر باشد مجهول پيوسته اول مشتقات نيازمند نبايد روش .7

 .كند بازيابي هستند، ناپيوستگي داراي كـه را

. دباش نياز مورد نبايد مجهول چشمه ترم يا سطح حرارتي شار كاربرد دقيق شروع زمان دانستن .8

 .نيـست سنسور توسط دما گيري اندازه زمان با زمان هم حرارتي شار اعمال ابتداي زمانمعمـولاً

 .نيست معلوم ما براي نيز حرارتي شار ناگهاني تغييرات دقيقزمـان همچنـين

 .باشد محدود گيري اندازه هاي داده از مشخصي تعداد به نبايد روش .9

 مركـب، جامـدهاي شـامل پيچيـده فيزيكـي هاي موقعيت در تا باشد قادر بايست مي روش .10

 تركيبـي هاي مدل تشعشعي، يا جابجايي حرارت انتقال زماني وابسته خواص متحرك،مرزهـاي

 .كند عمل غيرمتعارف هاي هندسه و بعدي چند مسائلحـرارت، انتقـال از

 .باشد ساده كامپيوتري نويسي برنامه جهت بايست مي روش .11

 .باشند متعادل بايست مي محاسبات هزينه .12
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 هـاي هندسـه بـا اجـسام در آن از گيري بهره براي كاربر كه باشد اي گونه به نبايست روش .13

 .باشد رياضيات در بالايي مهارت نيازمندمختلـف

 .باشد مجهول يك از بيش به گسترش به قادر بايست مي روش .14

  هاي حل مسايل انتقال حرارت معكوستكنيك 1-4-4-4

هدف اصلي اين بخش معرفي تكنيكهايي جهت حل مسايل انتقال حرارت معكوس و روابط رياضي موررد 

تكنيك قدرتمند بسنده  4گر چه تكنيكهاي زيادي موجود هستند، اما در اينجا به ذكر اباشد. نياز مي

  كنيم. مي

I.  براي تخمين پارامترها 1ماركوت -لونبرگ  

II. براي تخمين پارامترها 2گراديان مزدوج  

III. براي تخمين پارامترها 3گراديان مزدوج با مسئله اضافي  

IV. گراديان مزدوج با مسئله اضافي براي تخمين توابع  

پذير، مستقيم و قدرتمند جهت غلبه بر مشكلات موجود در حل معادلات اين روشها معمولاً كافي، تطبيق

  باشند. انتقال حرارت معكوس مي

: اين تكنيك يك روش تكراري براي حل مسايل كوچكترين مربعات تخمين پارامترهاست. اين Iتكنيك 

 [103]اركوارت م 1963ايجاد شد، سپس در سال  [102]توسط لونبرگ  1966روش اولين بار در سال 

همان تكنيك را با استفاده از روشي ديگر بدست آورد. حل مسايل معكوس به اين روش، نيازمند محاسبه 

  گردد: باشد. ماتريس حساسيت به صورت زير تعريف ميمي Jماتريس حساسيت 

)1-7                                                                                            (         i
ij

i

T
j

p





  

                                                            
1 Levenberg - Marquardt 

2 Conjucnction gradient 

3 Adjoint problem 
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  جايي كه: 
i , , ..., N 1 2  
j , , ..., N 1 2  

  = Iگيري تعداد اندازه

 = Nتعداد پارامترهاي نامعلوم 

 iTتخمين زده شده  امiدماي 

jpنامعلوم  امjپارامتر     

اين روش براي حل معادلات كند. ايفا مي IIIتا  Iاين ضريب حساسيت نقش مهمي را در تكنيكهاي 

خطي و غيرخطي بسيار موثر است. گر چه در مسايل غيرخطي با افزايش پارامترهاي نامعلوم ممكن 

  است حل ماتريس حساسيت به درازا بكشد. 

برد، كه همانند تخمين پارامترها بكار ميروش گراديان مزدوج در بهينه سازي را جهت  IIتكنيك 

نيازمند حل ماتريس حساسيت بوده كه مخصوصاً در حالت غيرخطي وقتي تعداد پارامترها  Iتكنيك 

  بر است. زياد شوند كاري زمان

 ،[104] برد [: روش گراديان مزدوج در كوچك سازي را با مسئله اضافي بكار ميIVو  IIIهاي تكنيك

[105] ،[106] ،[107][  

مخصوصاً براي مسايلي كه جهت تخمين ضريب آزمايشي در تخمين توابع بكار برده ميشوند  IIIروش 

  شود. مناسب است. مسئله اضافي در جهت كاهش نياز به حل ماتريس حساسيت استفاده مي

باشد مخصوصاً وقتي كه اطلاعات مقياسي دربارة فرم تابع روشي براي تخمين توابع مي IVتكنيك 

  ر دسترس نباشد. كميت نامعلوم د

 هايهاي اول، سوم و چهارم بهمراه شرط توقف مناسب جهت تكرارهايشان؛ جزء دسته تكنيكتكنيك

  خطي سازي تكراري هستند. 
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  ياضيروم : مدل فصل د
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  مقدمه 2-1

ر منبع انتشار گرما، اث نديفرااست كه در طول  نيا هيفورشده قانون  ينيبشيپ جينتااز  يكيفيزيك 

 كه ييآنجاصرف نظر از فاصله تا منبع قابل مشاهده است. از  طيمح يجابلافاصله در همه  ييگرما

ها از و سرعت انتشار آن رديگيمها انجام ها و فنونمانند الكترون يانرژانتقال گرما توسط حاملان 

 كيدر  يناگهان ييگرمااست كه پاسخ به شار  رممكنيغ نيبنابراتر است، كم اريبسسرعت انتشار نور 

 ديدشقرن گذشته توجه  مينتناقض در  نياآن احساس شود.  گريدبخش از ماده، بلافاصله در تمام نقاط 

سرعت محدود انتشار گرما به خود جلب كرده  فيتوص يبرامدل مناسب  كي انيبرا در  يعلممحافل 

  است.

 ديبا هيفور تيهداقضات قانون درك بهتر تنا يبراآزاد و زمان آزاد متوسط  ريمس ياساسدو مفهوم 

حامل  كيدانست كه  يافاصله يجبر نيانگيمبه صورت  توانيمرا  1آزاد متوسط ريمسشود.  يبررس

 يمتوسطمدت زمان  2. و زمان آزاد متوسطكنديم يط گريد يهاحاملبا  يمتوالدو برخورد  نيب يانرژ

 وندشيممحاسبه  هانيانگيم نياكه  يزمان. البته مدت گردديم يسپربرخوردها  نيااست كه در خلال 

 ايمعنادار باشد. زمان آزاد متوسط  يآماربه دست آمده از نظر  ريمقادباشد تا  يطولان يكافبه قدر  ديبا

ز مرتبه ا هاقيعاو  كيالكتريد يهاستاليكر يبراو  هيكوثانيپفلزات از مرتبه  يبرا 3شيآساهمان زمان 

از  يدهخپاسبا زمان  يكروسكوپيم اسيمقانتقال گرما در  رياخ يهاسال. در باشديم هيكوثانيپنانو تا 

آزاد متوسط و زمان آزاد  ريمسبا  يزمانو  يمكان يهاسيمقابه علت قابل توجه بودن  هينانوثانمرتبه 

  قرار گرفته است. يبررسمورد  اريبسمتوسط، 

 ياهحطيممطالعه انتقال گرما در  نهيزم هاكيالكتريددر فلزات و  هيفور ريغ يگرماانتقال  يبررس

 يدرونبا ساختار  يمواردرا فراهم نمود. در مبحث انتقال گرما در  يكيولوژيباز جمله بافت  رهمگنيغ

                                                            
1 Mean Free Path 
2 Mean Free Time 
3 Relaxation Time 
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 ينرژاتجمع  يبرابه عنوان زمان لازم  توانيمرا  ييگرما، زمان مشخصه يكيولوژيبمانند مواد  رهمگنيغ

 مستيس كيزمان مشخصه در  نياكرد. علت  فيتعرالمان در ماده  نيتركينزدجهت انتقال گرما به 

به عنوان بخش  يسلول يغشا، اثرات عيماجامد و  يفازها نيبعدم تعادل  توانديم يكيولوژيب

 ريأختهستند. در واقع ثابت  تيماه رييتغدانست كه دائمادر حال  يياجزا ريتأثو  يانرژ كنندهرهيذخ

ها 4در سطح تراز ساختار يانرژكننده تعامل منعكس رهمگنيغماده  يدروندر ساختار  ييگرماشار  يزمان

 است يعيطبو  افتديمها اتفاق در سطح تراز مولكول يانرژكه در موارد همگن، تعامل  يحالاست، در 

3 رهمگنيغمربوط به مواد  يزمانكه ثابت  3(10 10 )   مربوط به مواد همگن  يزمانبزرگتر از ثابت

14 8(10 10 )   .ريغاز مرتبه زمان مشخص باشد، رفتار  ييگرما تيهدا نديفراكه مدت زمان  يهنگامباشد 

گوشت در حدود  يبرازمان مشخصه را  نيا زانيم ]18[ 5يكامنسكدر ماده قابل مشاهده است.  ياهيفور

 ييگرما تيهدا يكيپربوليها عتيطببار  نياول يبرا ]108[و همكاران  6ترايمزد.  نيتخم هيثان 30-20

 ننشا هيرفوريغحاصل از حل معادلات  جينتاو  يشگاهيآزما يهاداده سهيمقارا با  يكيولوژيبدر مواد 

  .گوناگون را منتشر كردند يمرز طيشرامختلف با  شيآزماچهار  جينتاها دادند. آن

  ييگرما تيهدا يهامدل 2-2

ر ها دمدل ريسااز  شتريباست كه  يكيماكروسكوپ يهامدل دهيگردبخش ارائه  نياكه در  ييهامدل

 .رنديگيمانتقال گرما مورد استفاده قرار  فيتوص

  هيفور تيهدامدل  2-2-1
 اسيمقانتقال گرما با  يطدما را در  انيگرادو  ييگرماشار  نيب، رابطه هيفورانتشار  كيكلاسمدل 

تناسب م ييگرما)، شار هيفور(قانون  كيكلاس يگرماانتقال  هينظر. براساس دهديمنشان  يماكروسكوپ

  .كنديم يرويپ ريزقانون از رابطه  نيادما است كه  انيگرادبا 

                                                            
4 Level Structural 
5 Kaminski 
6 K.Mitra 
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)2-1(                                                                                   q(r , t) k T( r , t)  
    

 بيضر كنندهانيب kدر جسم و  ييگرماشار  qدما،  Tزمان،  t، تيموقعدهنده بردار نشان rكه در آن 

 سهموي، معادله شوديمادغام  كيناميترمودكه معادله فوق با قانون اول  يهنگاماست.  ييگرما تيهدا

  .ديآيمدما به دست  دانيم فيتوص يبرا ييگرما تيهدا

 يمنطق ريغ اتيفرضاست، اما  كيزيفشناخته شده در  يهامدل نيبهتراز  يكي هيفوراگر چه قانون 

پخش  هديپدگرما  تيهدامطلب است كه  نيا ينيبشيپآن  نيمهمتركه  شوديمدر آن مشاهده  يكيزيف

 هيورفقانون  گريد. به عبارت ابدييمار در ماده انتش تينهايباست كه در آن هر اغتشاش دما با سرعت 

در جامد اعمال گردد، بلافاصله (در  يخاصدر محل  ييگرماكه اغتشاش  يصورتدر  كنديم انيب

موضوع قانون  نياكه  شوديمدر ماده احساس  گريد يمكانكوچك) در هر  اريبس يزمان يهااسيمق

  ).]109[ 8و فرسموت 7يمليس( كنديمخاص را نقض  تينسب

دما شروع شده  انيگرادزمان با ظهور كه شار گرما هم دهديمنشان  هيفوربودن قانون  يسهمو يژگيو

به شمار  تيعلقانون  يبرا ينقض زينمطلب  نيا. ابدييمخاتمه  زين ييگرما انيجردما  انيگرادو با قطع 

بلكه  تندافيبزمان اتفاق  كيدر  توانندينمعلت و معلول  دهيپدكه دو  كنديم انيب تيعل. قانون روديم

  .[109]بر معلول مقدم باشد  ديباعلت  يزماناز نظر 

و پژوهش در  يآورفنداشت. با توسعه علم و  ينظرتنها جنبه  هيفوروارده به قانون  راداتيادر ابتدا 

 يدستاوردها نيهمچنو  يشناسزلزله ياهسته يمهندس، يبرودت يمهندسفشار، كم يگازهاخصوص 

 ييرماگسرعت نامحدود انتشار  يتئوردر رابطه با  يفراوان، نشان داده شد كه تناقضات ديجد يشگاهيآزما

  وجود دارد.

                                                            
7 Cimmelli 

8 Frischmuth 
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  ييگرماموج  تيهدامدل  2-2-2
 پرداختند. هيفور تيهداتناقضات قانون  يبررسبه  ]111[  10و فشباچ 9و سپس مورس ]110[ ابتدا مكسول

)، هياننانوث زريلكوتاه (به عنوان مثال، در كاربرد  اريبسمدت زمان  يبراگذرا  يگرمااعمال شار  طيشرادر 

به  كينزد يدمادر  اي)، و ]٢٤[ 12و تامپسن 11بالا (مورر اريبسبا شدت  ييگرماهنگام استفاده از شار 

، 14انيتو  13ويككوتاه ( اريبس يزمان يهابازهدر مطالعه انتقال گرما در  نيهمچنو  ]109[صفر مطلق 

عت حالت سر نيا. در شوديمرو دما با مشكل روبه عيتوز ينيبشيپهنگام  هيفور) قانون [113]و  [112]

بخش جست و جو به منظور موضوع الهام نيا. رسدينمبه نظر  يمنطق ييگرماانتشار شار  يبرانامحدود 

 يياگرماز روابط ارائه شده مدل شار  ياريبس انيمگشت. در  ييگرما تيهدا يبرا يديجدمعادله  افتني

 شيب ييگرماانتشار موج  يبرابا در نظر گرفتن سرعت محدود  ]3[ 16و ورنوته ]2[ 15اصلاح شده كاتانوئه

  مورد توجه قرار گرفت: هيبقاز 

)2-2(                                                                                 qq(r,t ) k T(r,t)  
    

مثبت است و از  يعدداز نظر  شهيهمشار گرما نام دارد كه  يبرا يزمان ريتأخثابت  qادله عم نيادر 

وجود دارد  tو زمان  rدما كه در مكان  انيگرادمعادله  نيا. برطبق روديمماده به شمار  اتيخصوص

، زمان انتشار شار qجا  نيا. در شوديم qtو زمان  r تيموقعدر  ييگرماباعث به وجود آمدن شار 

                                                            
9 Morse 

10 Feshbach 

11 Maurer 

12 Thompson 

13 Qiu 

14 Tien 

15 Cattaneo 

16 Vernotte 



~ ٤٣ ~ 

 

شار  جاديا يبرا ازينمورد  ريتأخدهنده زمان نشان q نيبنابرادما است.  انيگرادپس از اعمال  ييگرما

  اعمال شده است. يناگهاندما (علت) به طور  انيگرادكه  يهنگام(معلول) است  يحرارت

فوذ كه رفتار ن ديآيمبه دست  يهذلولاز نوع  يامعادله، كيناميترمودعبارت و قانون اول  نيا بيتركبا 

 ينيبشيپانتشار گرما  يبرارا  يمحدودكرده و سرعت  بيتركرا با هم  ييگرما تيهداگونه و موج

  ):[3]و ورنوته  [2](كاتانوئه  ديآيمبه دست  ريزكه از رابطه  كنديم

)2-3(                                                                                                  
q

k
V

pc



   

، q. مقدار گردديم يهذلول تيهداشكل انتشار گرما در معادله  يموجرفتار  تياهمسه عامل موجب 

از  ييگرما گناليسشكل  يموج عتيطب ريز طيشرا. در دهيپد يبررس يزماندما، و بازه  راتييتغنرخ 

  نفوذ برخوردار است. عتيطبنسبت به  يشتريب تياهم

)2-4           (                                                                             r

q q

TT t
exp( )

t 2




  
   

گونه انتشار گرما موج يهايژگيو) 4-2مرجع است. با توجه به رابطه ( يدما گرانيب rدر عبارت بالا 

Tعبارت  ايqدر صورت بزرگ بودن ثابت 

t




  . شوديمقابل توجه  يبررسو كوچك بودن زمان  

  فاز دوگانه ريتأخمدل  2-2-3

از  يرتقيدق ينيبشيپ كيپربوليها تيهداثابت كرد كه مدل  توانيم يمتعدد يهاشيآزمابه كمك 

از  يبعضنشان دادند كه  18و ونگ ]13[ 17حال سو نيا. با دهديمارائه  هيفوردما نسبت به مدل  عيتوز

كه  هدديمنشان  ترقيدقندارد. مطالعات  يسازگار يتجرب جينتابا  ييگرماحاصل از معادله موج  جينتا

معادله از تعامل  نياو در  رديگيمرا در نظر  عيسر يگذرا دهيپدتنها اثرات  يهذلول تيهدامعادله 
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 ييگرماار ش يزمان ريتأختوسط دو ثابت  يخوببه  تواننديمدو اثر  نيا. شوديمصرف نظر  كروساختارهايم

  نشان داده شوند. 19فاز دوگانه ريتأخدما در معادله  انيگرادو 

 تيموقعدر همان  ييگرمامتناسب با شار  Ttو زمان  r تيموقعدما در  راتييتغرابطه،  نيابا توجه به 

  است. كروساختارهايم انيمكنش از برهم يناش T ريتأخ. زمان باشديم qtو زمان 

-2گذرا است در معادله ( نديفرا كيدما در  انيگراد جهينت ييگرما) كه در آن شار 2-2برخلاف رابطه (

با  يمواد يبرامعلول باشد.  يگريددما علت و  انيگراد ايو  ييگرماامكان وجود دارد كه شار  نيا) 5

q r   با  يموادكه در  يحالدما است در  انيگراداز  يناش ييگرما، شارT q   برعكس است. هيقض  

  .كنديممطرح  ريزمدل را به صورت  نيامهم  يژگيو، سه [114]سو 

درون جسم  يمحل يهاپاسخدهنده دما كه در معادله مطرح شده، نشان انيگرادو  ييگرماشار  -الف 

به  در مرز ييگرمامشخص شده در مرزها اشتباه گرفته شوند. اعمال شار  ريمقادبا  دينباجامد هستند و 

ا ب ييگرماشار  يبردارهااز  كيكه كدام  نيا. ستيندما  انيگرادبر  ييگرمامقدم بودن شار  يمعنا

 اعمال شده، هندسه نمونه مورد ييگرمااز اثرات بار  يبيتركبه  يبستگدما بر هم مقدم باشند  انيگراد

  مواد دارد. يكيزيترموفو خواص  يبررس

دما در  انيگرادكه در آن  Ttفاز دوگانه مطرح هستند. زمان  ريتأخسه زمان مشخصه در مدل  -ب 

كننده كه مشخص tاست و زمان  ييگرماكه لحظه شروع شار  qt، زمان شوديم جادياحجم ماده 

  گذرا است. يگرمازمان انتقال 

، از خواص رهيغو  ييگرمانفوذ  بيضر، ييگرما تيهدا بيضرمانند  Tو  q يزمان ريتأخدو ثابت  -ج 

  مواد هستند. يكيزيترموف يذات

                                                            
19 Dual Phase Lag 

)2-5(  
q Tq(r, t ) k T(r,t )   

  



~ ٤٥ ~ 

 

كوتاه است. در  يزمان يهااسيمقو  يطولكوچك  اسيمقشامل  هيرفوريغ تيهدا ميرژ يكلبه طور 

ماده برآورد كرد و  20توده يهايژگيوخواص را با استفاده از  توانينم گريد يطولكوچك  يهااسيمق

  برخوردار هستند. ياژهيو تياهماز  يزمان ريتأخ يهاثابتبا  سهيمقاكوتاه، در  يزمان يهااسيمق

  معادلات رياضي  2-3

نهايت بودن سرعت انتشار حرارت در ماده بيانگر اين است كه بين شار حرارتي در مدل فوريه فرض بي

و گراديان دما هيچگونه تأخير زماني وجود ندارد. به عبارت ديگر به محض ايجاد گراديان دما، شار 

كه سرعت انتشار حرارت را محدود  گرما هذلوليكند. مدل هدايت حرارتي نيز خود را با آن هماهنگ مي

كند، اين حقيقت را در بر دارد كه بين گراديان دما و شار حرارتي تأخير وجود دارد. به عبارت فرض مي

كشد تا حرارت از يك طرف جسم به طرف ديگر آن انتقال يابد. رابطه بين ديگر مدت زماني طول مي

  : [4] نوشتتوان اينگونه دما را مي شار حرارتي و گراديان

)2-6(                                                                   q(x , t ) k T (x , t )       

بندي جزء خواص ترموديناميكي مواد دسته شود. تحت عنوان زمان آرامش حرارتي ناميده مي كه 

نظر صرف ) را بسط داده و از جملات مرتبه بالاتر از يك نسبت به 6-2شود. اگر سمت چپ معادله (مي

  نماييم، داريم: 

)2-7(                                                      q(x, t)
q(x, t) k T(x, t)

t


    


  

  ) با معادله انرژي يعني2از تركيب معادله (

)2-8 (                                                             p
T(x, t)

c q(x, t)
t


  


  

  ]: 2رسيم [مي هذلوليبه معادله هدايت 
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)2-9(  2
2

2

T(x, t) T(x, t)
T(x, t)

tt

 
   


 

  

شود اينست كه در دو طرف اين معادله مشتقات مرتبه گفته مي هذلوليعلت اينكه به اين معادله هدايت 

0.5Vدوم دما ظاهر شده است. اين معادله بيان كننده انتشار حرارت با سرعت محدود  ( )





است،  

) با معادله كلاسيك هدايت حرارتي، جمله 9-2ضريب پخش حرارت است. تنها تفاوت معادله ( كه 
2

2

T

t





اي خيلي كوچك باشد به طوري كه بتوان از اين ترم صرف نظر در ماده است. اگر مقادير  

در موارد مختلف  شود. اما مقادير اي به همان فرم كلاسيك تبديل ميكرد، فرمول هدايت غيرفوريه

 بسيار متفاوت است. براي مواد همگن، مانند مايعات خالص، گازها و جامدهاي دي الكتريك مقادير 

، زمان آرامش 3NaHCOانند شن و باشد. در موارد غيرهمگني مثانيه مي 810تا  1210در محدوده 

ثانيه است. زمان آرامش حرارتي در جامدات غيرهمگن به ميزان زيادي به جزئيات  20حرارتي نزديك به 

  .[1] هاي شن بستگي داردساختاري آنها وابسته است. مثلاً در شن اين مقدار به متوسط قطر دانه

  هذلوليماهيت و شكل جواب معادله هدايت  2-3-1

ندي دسته ب هذلولياز ديدگاه رياضي در قالب معادلات ديفرانسيل جزئي  هذلوليمعادله هدايت حرارتي 

  : [115]گردد. اين نوع معادلات به فرم كلي زير هستند مي

)2-10(  2 2
2

2 2

W W W
k a bW (x, t)

tt x

  
    

 
 

bاگر در اين دسته از معادلات  0, k 0   و(x , t ) 0   به معادله مشهوري در الكترونيك باشد

هاي بنيادين اين معادله به فرم زير رسيم كه به معادله تلگراف معروف است. در حالت كلي جوابمي

  است: 
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 )2-11 (  2
2 2

2

1 kt x 1
E(x, t) H(at | x | exp( )I (c t ) : b k 0

2a 2 4a
      

 )2-12     (  2
2 2

2

1 kt x 1
E(x, t) H(at | x | exp( ) J (c t ) : b k 0

2a 2 4a
      

Hكه  (z) است،  21تابع پله واحدJ (z)   تابع بسل وI (z) 115[ باشدتابع بس اصلاح شده مي[ .

ظاهر شدن تابع پله در جوابهاي بنيادين اين معادله نشاني از ايجاد يك شوك يا يك جبهه تند موج در 

جواب است. بنابراين براي زمانهاي كوتاه كه هنوز تمام جسم حرارت را احساس نكرده است يك شوك 

 شود. هاي نمايه دما ديده ميتند در منحني

  هذلوليروشهاي حل معادله هدايت حرارت  3-3-2

كارهاي زيادي هم به صورت تجربي و هم به صورت تحليلي در  هذلوليبراي حل معادله هدايت حرارت 

يك تبديل انتگرالي محدود جديد براي  22ميلادي دوهامل 2001اين سالها انجام شده است. در سال 

نامتجانس ارائه داده است. با توجه به اينكه اين نوع اي در مواد بررسي و حل معادله هدايت غيرفوريه

در اين مواد بزرگ است) و اينكه در بسياري از  هدايت حرارت بيشتر در مواد غيرهمگن مطرح است (

موارد خواص نيز ثابت نيستند، لذا حل تحليلي اين معادله بسيار مشكل است. به اين دليل تاكنون بيشتر 

به روشهاي حل عددي اين معادله توجه شده است. اما حل عددي نيز خالي از اشكال نيست. بزرگترين 

هاي شديد در نمايه دما براي زمانهاي ائل وجود دارد ناپيوستگيمشكلي كه در حل عددي اين نوع مس

ردند. گبه شدت دچار نوسان مي هاهاي عددي در نزديكي ناپيوستگيكوتاه اوليه است. در اين موارد، حل

ارائه شد. حسن اين  هذلولييك روش جديد براي حل عددي معادله هدايت حرارت  1992در سال 

شود. روش كلي حل به ها دچار نوسان نميآمده در نزديكي ناپيوستگي روش اين است كه حل بدست

اي تبديل لاپلاس نسبت به زمان گرفته اين صورت است كه در ابتدا از معادله هدايت حرارت غيرفوريه
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برد. سپس معادله ديفرانسيل معمولي به دست شود. اين كار وابستگي زماني معادله را از بين ميمي

نمايند. در پايان بايد از جوابهاي بدست آمده لاپلاس معكوس گرفت تا ريق عددي حل ميآمده را از ط

ن از طرفيل لاپلاس، نمايه اصلي دما به دست آيد. براي حل معادله ديفرانسيل بدست آمده از تبدي

iمعادله در فاصله  1/2 i 1/2[x , x ]  گيري در طول حجم كنترل شود. در واقع انتگرالگيري ميانتگرال

دارد. اما تمام نكته كار در اينجاست كه بايد نمايه  23گيرد. اين روش يك ديدگاه حجم محدودصورت مي

در نظر گرفت. علت اين امر اين است كه  سينوس هايپربوليكدما را در داخل هر حجم كنترل به فرم 

  معمولي بدست آمده از تبديل لاپلاس در حالت كلي به صورت زير است:  معادله ديفرانسيل

 )2-13                               (  
2

2
i i 12

d
; ( )

d



      


 

 گيري از طرفين معادله ديفرانسيلاست. با انتگرال سينوس هايپربوليككه جواب اين معادله به فرم 

معمولي به دست آمده از تبديل لاپلاس و استفاده از اين شكل نمايه دما در هر حجم كنترل، مساله 

گردد. در پايان حل مي T. D. M. Aشود كه با روش تبديل به حل يك دستگاه معادله سه قطري مي

البته اين بخش كار هم چندان آسان نيست و نيازمند لاپلاس  بايد از جوابها لاپلاس معكوس گرفت.

گردد و سپس معادله معكوس عددي است. از آنجا كه در اين روش ابتدا از تبديل لاپلاس استفاده مي

گويند. اين راهكار تاكنون بهترين شود به اين روش هيبريد يا روش تركيبي ميبه روش عددي حل مي

بوده است. چرا كه علاوه بر حذف نوسانات عددي  هذلوليهدايت حرارت  روش براي حل عددي معادله

  . [116] محدوديتي در شرط مرزي مبني بر خطي يا غيرخطي بودن آن ندارد

  با شرط مرزي جابجايي هذلوليهدايت  2-3-3

نهايت تحت شرايط مرزي را در يك صفحه نيمه بي هذلوليهدايت حرارت  1996آنتاكي در سال 

  . معادله حاكم و شرايط مرزي به قرار زير است: [117] جابجايي مورد بررسي قرار داده است
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 )2-14  (  
2 2

2 2

T T T

tt x

  
   
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 )2-15(                 0T(x,0) T 
 )2-16(           T(x,0)

0
x





 

 )2-17(    0T( ,t) T  
 )2-18(       q(0,t) h[T T(0,t)]  

  
  جايي حرارتيو سهموي با شرط مرزي جابه هذلوليهدايت 1-2 شكل

  
  حرارتي جاييي و سهموي با شرط مرزي جابهابهاي معادلات هدايت حرارت هذلولهمگرايي جو 2-2 شكل

پلاس و معكوس آن، اين مسأله را به صورت تحليلي حل نموده است. با استفاده از روش تبديل لا او

  اند). هاي گوشتي رسم شدهمده است (اين نمودارها براي فرآورده)آ2-2( و )1-2اي(نتايج در شكله

جايي حرارتي قرار گيرد در لحظات نمودارها حاكي از اين است كه اگر يك صفحه ناگهان در معرض جابه

كند كاملاً متفاوت است. اما با گذشت زمان نتايج اين دو اوليه نمايه دما با آنچه فوريه پيش بيني مي
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شود. در اين حالت ميديده  1گردند. در لحظات اوليه در مرز صفحه يك پرش دمامدل بر هم منطبق مي

ي بيشتر از چيزي است كه فوريه پيش بيني يش بيني شده از طريق هدايت هذلولحالت دماهاي پ

ر آيد كه دكند (در حالت سرمايش عكس اين مطلب صحيح است). از نتايج اين مسأله چنين برميمي

نظر گرفت. مخصوصاً در اي را در بررسي اثرات حرارت بر بافت بدن انسان بايد اثرات هدايت غيرفوريه

 مورد اثرات ليزر و نفوذ آن در بافت بدن و ميزان تخريب بافتهاي مجاور اين مسأله حائز اهميت است

[117] .  

  ي با شرط مرزي تابشهدايت هذلول 2-3-4
 اندتابش پرداختهي با شرط مرزي به بررسي هدايت حرارت هذلول 8519در سال  3و ويك 2اوزيسيك

0نهايت ي را براي يك صفحه نيمه بي. اين دو نفر هدايت هذلول]118[ x   كه در ابتدا در دماي

0T  قرار دارد مورد بررسي قرار دادند. در اين مسأله شار حرارتيf (t xروي سطح  ( 0 گردد اعمال مي

xو سطح  0 تواند با محيطي با دماي ميT  از طريق تابش تبادل حرارت نمايد. آنها نتايج بدست

اثرات تشعشع روي سطح را با نتايج حل عددي ي به همراه ه از حل عددي معادله هدايت هذلولآمد

) آمده است. كه 3-2اند. نتايج كار اين دو نفر در شكل (معادله سهموي مقايسه نموده
2t

2


 


 ، 

ضريب  sضريب پخش گرماست. منظور از   زمان و  tسرعت انتشار موج گرمايي در محيط است، 

  آيد: از فرمول زير به دست مي Nضريب استفان بولتزمان است.  جذب سطح و 

 )2-19 (                                                                            
2 3

r

k
N

n T





  

 )2-20 (                                                                      r
r

f
T

k





  

                                                            
1 Temperature Jump 

2 Ozisik 

3 Vick 
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)2-21 (                                                                                   
 


  

rf  شار مرجع روي سطح جسم وn توان گفت كه ضريب انعكاس است. به بياني ديگر ميN  نسبت

  هدايت به تابش است. 

 )2-22 (                                                 conduction

radiation

q
N

q
  

كه  باشد، دمايي ترشود كه هر چه اثرات تابش نسبت به هدايت قوي) ديده مي3-2در شكل شماره (

كند با سرعت بيشتري به سمت دماي پيش بيني شده ي براي سطح قطعه پيش بيني ميمعادله هذلول

كند. . افزايش ضريب جذب سطح جسم نيز همين اثر را اعمال مي[118]گردد توسط فوريه همگرا مي

دماي  يگرفتن اثرات تابش روي سطح جسم، شيب پروفيلهاشود، در صورت ناديده همانطور كه ديده مي

ي و سهموي خيلي به هم نزديك است، ولي با افزايش اثرات تشعشع روي بدست آمده از هدايت هذلول

 ها كاملاً از يكديگر متفاوت خواهد بود. سطح و نيز افزايش ضريب جذب سطح شيب منحني

تر از هدايت است و نيز در مواردي كه ضريب يلي قويبنابراين در مواردي كه اثرات تابش روي سطح خ

جذب سطح جسم خيلي زياد است، دماي سطح جسم بعد از گذشت زمانهاي كوتاه، با تقريب خوبي از 

  آيد. همان معادله كلاسيك هدايت حرارتي بدست مي

  
  يات شرط مرزي تابش بر هدايت هذلولاثر 3-2 شكل
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  مرزي نوساني ي با شرطهدايت حرارت هذلول 2-3-5
اي بر بازدهي سطوح گسترده اي به بررسي اثرات هدايت غيرفوريهدر مقاله 2و لي 1يوئن 1998در سال 

ي هدايت گرما در يك آنها با استفاده از مدل هذلول .[119] اندتحت شرايط دماي پريوديك پايه پرداخته

اده ي با استفاند. در اين مقاله هدايت هذلولهرا به صورت عددي بررسي نمودفين، توزيع دما و بازدهي آن 

b (bو ضخامت  Lاز روش تركيبي در يك فين با نوك آدياباتيك به طول  / L I)   مورد بررسي قرار

  كند: اي متصل است كه دماي آن به صورت تابع زير تغيير ميگرفته است. اين فين به صفحه

 )2-23                    (  b b b m ˆT (t) T (T T )Acos( t) ; t 0     

فركانس تغييرات دماي پايه است. فرض  ̂دامنه و  Aدماي اوليه،   mTدماي متوسط پايه،  bTكه 

دهد (از اثرات انتقال مي eTجايي حرارت را به محيط با دماي ثابت شده كه فين تنها از طريق جابه

اي بر بازدهي حرارتي يك سطح تابش صرف نظر شده است). از بررسي اثرات هدايت حرارت غيرفوريه

است كه اگر چه اثرات جايي در شرايط كاري پريوديك اين نتيجه بدست آمده گسترده همراه با جابه

ي كه فركانس تغييرات دماي پايه زياد ي در لحظات اوليه كار آن چشمگيرتر است، اما زمانهدايت هذلول

  .[1]است حتي بعد از گذشت مدت زمان طولاني نيز اين اثرات باقي خواهند ماند 

   

                                                            
1 Yuen 

2 Lee 
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  توابع يسازنهيبه يهاروش:  مسوفصل 
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 مقدمه 3-1

. شوديم ، پرداختهشونديمتوابع استفاده  يسازنهيبه يبراكه  ييهاروش يبررسو  يمعرففصل به  نيادر 

 يساز هنيبه نديفرآمربوط به روند انجام  ميمفاهپرداخته و در ادامه  يسازنهيبهمسأله  فيتعرابتدا به 

ا كه . از آنجشونديم يمعرف يسازنهيبه ميرمستقيغو  ميمستق يهاروشانواع  نيهمچنمسأله و  كيدر 

ها روش نيا درباره شتريب، لذا دهيگرداستفاده  يسازنهيبه يبرا ميرمستقيغاز روش  نامهانيپا نيادر 

حوه خواص و ن يبررس نيبنابرااست،  يالزامتابع  انيگرادها محاسبه روش نيا يتمامبحث شده است. در 

 تميالگوربه همراه  ميرمستقيغ يهاروشاز انواع  يمختصرمحاسبه آن آورده شده است. در ادامه شرح 

  شده است. بيان آنها يمحاسبات

  يسازنهيبهمسائل  3-2

  شود: انيب ريزبه صورت  توانديم يسازنهيبهمسأله  كي

1بردار  نييتع 2 nX [x ,x ,...,x ]


fكه تابع  ياگونهبه   (X)


  شود. ممينيم ريز طيشراتحت  

)3-1                                                                         (  j

j

l (X) j 1, 2,..., p

g (X) j 1, 2,..., r

  

  



   

Xكه در آن 
 بردار  كيn يطراحبه نام بردار  يبعد ،f (X)


jlتابع هدف و   (X)

  وjg (X)
  بيترتبه 

 يارابطه p اي r وديقو تعداد  n رهايمتغتعداد  يكل. در حالت شونديم دهينام ينابرابرو  يبرابر يدهايق

ندارند  وجود يوديقكه  يمسائل. در شوديم دهينام ديمق يسازنهيبهمسأله  كيبا هم ندارند. مسأله فوق 

  .ميهستروبرو  دينامق يسازنهيبهمسأله  كيبا 

Xنقطه  fنقطه سكون تابع هدف  اي ممينيمرا  * (X)


  :ميباشاگر داشته  ميناميم 

)3-2(                                                                                                   X*f | 0  

 ممينيممثبت باشد آنگاه حتماً نقطه  نيمع 3نيهس سيماتركه  يصورتشرط لازم است در  كيشرط بالا 

                                                            
3 Hessian Matrix 
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  :ميباشاگر داشته  يعنيخواهد بود.  ينسب

)3-3                       (                                                                 
2

X*
i j X*

f
[H]

x x

 
  

   
   

fصادق است كه تابع  يصورتالبته شرط بالا در  (X)


  باشد. ريپذمشتق 

  يسازنهيبه يهاروش يبنددسته 3-3

 ميتقس يكاهش يهاروشو  ميمستق يجستجو يهاروشبه دو دسته  يسازممينيمحل مسائل  يهاروش

، تنها به مقدار تابع ممينيمدر محاسبه نقطه  ميمستق يجستجو يهاروشاستفاده از  يبرا .شونديم

 يهاروش اي يانيگراد ريغ يهاروشاغلب،  نيبنابرا. ستينتابع  يجزئبه مشتقات  يازيناست و  ازينهدف 

 يبرا شتريبها روش نيا. كننديماز مشتقات مرتبه صفر تابع استفاده  رايز شونديم دهيناممرتبه صفر 

 يكل و بطور باشنديممحاسبه مشتقات تابع مشكل  ايكم و  رهايمتغكاربرد دارند كه تعداد  يمسائل

  دارند. يكاهش يهاروشنسبت به  يكمتر ييكارا

موارد به مشتقات مرتبه دوم تابع هدف  يبرخعلاوه بر مقدار تابع به مشتقات اول و در  يكاهش يهاروش

 يهاروشدارند.  ميمستق يجستجو يهاروشنسبت به  يشتريب ييكاراها روش نيا ، لذادارند ازين زين

كه فقط به مشتق اول  ييهاروش نيب نيا. در شونديم دهينام زين يانيگراد يهاروش نيهمچن يكاهش

 يهاروشدارند،  ازينكه به مشتق اول و دوم هر دو  ييآنهامرتبه اول و  يهاروشدارند،  ازينتابع هدف 

  از هر دو دسته آمده است. ييهاروش) 1-3. در جدول (شونديم دهيناممرتبه دوم 

  يسازنهيبه يهاروش يبنددسته 1-3جدول 

  ميمستق يجستجو يهاروش يكاهشيهاروش
  يتصادف يجستجوروش  كاهشنيشتريب

  شبكه يجستجو مزدوجانيگراد
  ريمتغروش تك  وتنينروش
  الگو يجستجو ماركورات-روش لونبرگ

   رييتغزانيم
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 يكلراه حل  3-4

 نندكيمشروع  هياولحدس  كيرو از  نياهستند و از  يتكراراساساً  دينامق يسازممينيم يهاروشتمام 

) نشان 1-3ها در شكل (روش نيا يكل. طرح رونديم شيپ ممينيمبه سمت نقطه  يبيترتو به شكل 

  داده شده است.

  :دينامق يسازممينيم يهاروشتوجه شود تمام  ديبا

  شروع تكرار دارند. يبرا 1X هياولبه نقطه  ازين. 1

i يبعدنقطه  ديتولتنها در نحوه  گريكدي. با 2 1X  ازiX .تفاوت دارند  

  
  تابع هدف يسازنهيبه) نمودار روند 1-3شكل (

  يهمگرائنرخ  3-5

 pاز مرتبه  ييهمگراروش،  كي يكلمختلف دارند. به طور  ييهمگرا، نرخ يسازنهيبهمختلف  يهاروش

  :ميباشدارد اگر داشته 
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)3-4(                                                                           
*

i 1

p*
i

X X
1, 1 0,p 1

X X

 
  


   

iو  iXكه  1X  يتكرارها انيپانقاط محاسبه شده در i  1وi+  .هستند*X  و  نهيبهنقطهX 

  :ديآيمبدست  ريزاست كه از رابطه  Xنرم بردار  ايدهنده طول نشان

)3-5                        (                                                          2 2 2
1 2 NX X X ... X      

pاگر  1  0و l 1   آهسته) و اگر  ييهمگرا(متناظر با  يخط يهمگراباشد، روشp 2  ،باشد

 يهمگرا، يسازنهيبهروش  كي. شوديم دهينام) عيسر ييهمگرامرتبه دوم (متناظر با  يهمگراروش 

  است اگر: يخطفوق 

)3-6(                                                                               
*

i 1

pp *
i

X X
lim 0

X X









   

د با استفاده از رون يسازممينيمروش  كيمرتبه دوم وجود دارد: اگر  ييهمگراروش  يبرا يگريد فيتعر

 يهمگراكند. روش  دايپتكرار  nرا در  رهيمتغ nتابع درجه دوم  كي ممينيمبتواند نقطه  ياضير قيدق

  .شوديم دهيناممرتبه دوم 

  تابع انيگراد 3-6

  :شوديمداده  ريزكه با رابطه  ستيامولفه  nبردار  كيتابع،  انيگراد

)3-7 (                                                                           
T

1 2 n

f f f
f , ,...,

x x x

   
      

   

 شيزاافنرخ  نيترعيسر، مقدار تابع با ميكنحركت  انيگراد يراستادر  يبعد n يفضانقطه در  كياگر از 

  .شوديم دهينام زين شيافزا نيشتريب، جهت انيگرادجهت  نيبنابرا. ابدييم
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  شيافزا ترينعيسر يهاجهت) 2-3شكل (

) نشان 2-3مطلب در شكل ( نيا. يسراسراست و نه  يمحل تيخاص كي شيافزا نيشتريباما جهت 

در  بيترتبه  4و  3، 2، 1محاسبه شده در نقطه  f انيگرادشكل، بردار  نياداده شده است. در 

22، '11 يهاجهت ' ،33 44و  '  نيترعيسربا  '11مقدار تابع در جهت  1در نقطه  نيبنابراقرار دارد.  '

 نيترعيسر يهاجهتكوچك در  ريمس تينهايباگر به تعداد  بيترت نيهمو به  ابدييم شيافزانرخ 

  خواهد بود. 4-3-2-1 يمنحنبه  هيشب يمنحن كيحركت  ريمس، ميكنحركت  شيافزا

جهت  انيگرادبردار  يمنف، دهديممقدار تابع را نشان  شيافزا نيشتريبجهت  انيگراداز آنجا كه بردار 

 يسازنهيبه يبرا انيگرادكه از بردار  ييهاروش ميدارانتظار  نيبنابرا. دهديمكاهش را نشان  نيترعيسر

را بدون  ريز هيقضدو  نيبنابرابرسند.  ممينيمبه نقطه  ترعيسر گريد يهاروشنسبت به  كننديماستفاده 

  .ميآوريماثبات 

  .دهديمرا نشان  شيافزا نيترعيسرجهت  انيگراد. بردار 1

  در آن نقطه است. انيگراد، برابر اندازه بردار X*در هر نقطه  fتابع  رييتغنرخ  نيشتريب. 2

  انيگرادمحاسبه  3-6-1

 يجزئبه محاسبه مشتقات  ازين انيگرادمحاسبه 
i

f
(i 1,2,...,n)

x





دارد. سه حالت وجود دارد كه  
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  :كنديمرا مشكل  انيگرادمحاسبه 

  است. يرعمليغ انيگرادبردار  يهامولفهاست، اما محاسبه  ريپذمشتقنقاط  يتمام. تابع در 1

 يجزئمشتقات  يبرا يارابطه. 2
i

f

x




 يمحاسباتزمان  ازمندينبدست آورد، اما محاسبه آن  توانيم 

  است. ياديز

  نشده باشد. فيتعرنقاط  يتمامتابع در  انيگراد. 3

  استفاده كرد: يجزئمشتق  نيتخم يبرا شرويپاز فرمول تفاضل محدود  توانيمدر مورد اول 

)3-8(                                                
m

m i i m

i iX

f (X x .u ) f (X )f
i 1,2,...,n

x x

 
 

 
   

  استفاده كرد: ريزمحدود  يمركزاز فرمول اختلاف  توانيمبهتر  جهينت افتني يبرا

)3-9(                                     
m

m i i m i i

i iX

f (X x .u ) f(X x .u )f
i 1,2,...,n

x 2 x

  
 

 
  

 يمابق، و كيام آن  iاست كه مولفه  يبعد n يبردار iuاسكالر كوچك و  تيكم كي ixدر روابط بالا 

از  شيبكوچك بودن  رايزبا دقت انتخاب نمود،  ستيبايمرا  ixصفر هستند. در محاسبات، مقدار 

mمحاسبه شده تابع در  ريمقاد انيمحد آن ممكن است اختلاف  i i(X x .u )  وm i i(X x .u )  را

 نيهمرا با خطا همراه سازد. به  جينتاگرد كردن شود و  يخطا شيافزاكوچك كرده، و موجب  اريبس

. در حالت كنديم جاديا انيگرادرا در محاسبه  يبرش يخطا زين ixاز اندازه  شيببزرگ بودن  بيترت

ه نكته ك نياحالت سوم با توجه به  يبرا. شوديم شنهاديپتفاضل محدود  يهافرمولدوم استفاده از 

 نيابرابنتفاضل محدود استفاده كرد.  يهافرمولاز  توانينم، ستينشده  فيتعردر تمام نقطه  انيگراد

  است. ريپذامكان ميمستق يهاروشكردن فقط با استفاده از  ممينيمموارد  نيادر 

  در جهت كاهش تابع نهيبهطول گام  نييتع 3-6-2
مود. ن نييتعمشخص را  يراستا كيدر  ممينيماست كه نقطه  ازين، يسازنهيبه يهاروش شتريبدر 

iXنقطه مانند  كيتابع هدف از  رييتغلازم است نرخ  نيبنابرا


iSمانند  يمشخص يراستا، در 


، نسبت 
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با  توانيمراستا را  نياهر نقطه در  تيموقعدر نظر داشت كه  ديبامحاسبه شود.  چون  يپارامتربه 

i، به صورت iXتوجه به نقطه  1 i iX X S  
 

 ريغمت نياتابع نسبت به  رييتغنرخ  نيبنابرانشان داد.  

  يراستادر iS


  نشان داد: ريزبه صورت  توانيمرا  

)3-10(                                                                                          
n

j

j 1 i

xdf f
.

d x




     

iXام -jمولفه  jxكه در رابطه فوق 


  :ميدار يطرفاست. از  

)3-11(                                                                                  j
ij ij ij

x
(x s ) s

 
  

 
   

iXام  - j يهامولفه ijsو  ijxكه 


iSو  


iS يراستاتابع در  رييتغنرخ  نيبنابراهستند.  


  برابر است با: 

)3-12                   (                                                               
n

T
ij i

j 1 j

df f
.s f .S

d x


 

 
   

iS يراستارا در  fتابع  *كه  يصورتدر 


*كند، در نقطه  ممينيم 
i iX .S


  نوشت: توانيم 

)3-13(                                                                                      
*

T
i

df
f .S 0

d 

  



   

iS يراستاتابع، در  ممينيم نيبنابرا


*، در نقطه 
i iX .S


  .باشديم 

  يهمگرائ اريمع 3-7

  به كار روند: يتكراردر محاسبات  يهمگرائ يبررس يبرا تواننديم ريز يارهايمع

  تر شود:كوچك ينيمعاز مقدار  يمتوالتابع در دو تكرار  راتييتغكه  يصورتدر 

)3-14                                                                                 (  i 1 i
1

i

f (X ) f (X )

f (X )
 

 
 

   

  كوچك شود: يكافها) به اندازه مولفه انيگراد( يجزئكه مشتقات  يزمان

)3-15        (                                                                                         2
i

f

x


 



  كوچك شود: يمتوالبردار مورد نظر در دو تكرار  راتييتغكه  يزمان
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)3-16(                                                                                             i 1 i 3X X   
    

  .شونديمدر نظر گرفته  يكوچك نيمع ريمقاد 3و  1 ،2كه 

  عيسرروش كاهش  3-8

انجام گرفت. در  4يكوشبار توسط  نياول يسازممينيمبه عنوان جهت  انيگرادبردار  نهيقراستفاده از 

با حركت در جهت  يتكرار يندهايفرآ يطشروع شده و  1Xمانند  يانقطهروش محاسبات از  نيا

ت به صور توانيمروش را  نيا. مراحل مختلف رسديم ممينيمبه نقطه  تاًينهانرخ كاهش،  نيترعيسر

  در نظر گرفت: ريز

i)تكرار  نياولدلخواه به عنوان  1Xنقطه  كي. شروع محاسبات از 1 1)   

iبه صورت  iSجهت  افتني. 2 i iS f f(x )    

* نهيبه. محاسبه طول گام 3
1  در جهتiS  و قرار دادن*

i 1 i i iX X S    ايو *
i 1 i i iX X f      

iبودن نقطه  نهيبه يبررس. 4 1X  نيا ريغنقطه، در  نيابودن  ممينيممحاسبات در صورت  انيپاو 

iصورت قرار دادن  2  2و ادامه محاسبات از مرحله.  

  مزدوج انيگرادروش  3-9

  مزدوج يهاجهت 3-9-1
nمتقارن  سيماتر كي A ديكنفرض  n  .مجموعه از  كيباشدn  جهت  ايبردارi{S}  دهيناممزدوج 

  :ميباشاگر داشته  شوديم

)3-17                (                                          T
i jS AS 0, i j, i 1,2,...,n j 1,2,...,n      

  از جهات مزدوج هستند. يخاصكه جهات متعامد حالت  شوديممشاهده 

  باشد: ريزتابع درجه دوم مانند  كي fاگر 

                                                            
4 Cochy 
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)3-18(                                                                           T T1
f X A B X C

2
     

. ديآيمكمتر به دست  ايتكرار  nتابع در  ممينيمشود،  ممينيمدر جهات مزدوج  يبيترككه به شكل 

 يتوجهقابل  زانيمكاهش تابع به  يهاجهت بيتركبا  توانيمرا  عيسرروش كاهش  يهمگرائسرعت 

 يبرامزدوج  يهاجهتكه در آن از  دهديممزدوج را بدست  انيگرادصورت روش  نيدراداد.  شيافزا

 يهمگرائ، برنديممزدوج بهره  يهاجهتكه از  يسازممينيم يهاروش. شوديمكاهش تابع استفاده 

را دهد كه  نانياطم نيا توانديماست كه  اريبس تياهم يداراجهت  نيااز  تيخاص نيادارند.  2مرتبه 

  كند. دايپتكرار  nكمتر از  اي nرا در  رهيمتغ nتابع مرتبه دوم  كي ممينيمبتواند 

رجه تابع د كيبه صورت  يخوببا دقت  توانيم، نهيبهنقطه  يكينزدرا در  يدلخواهاز آنجا كه هر تابع 

د. كن اديپرا  ممينيمنقطه  يكمترروش انتظار داشت، كه در تعداد تكرار  نيااز  توانيمزد  بيتقردوم 

جهت  كي، يبعد كي يساز ممينيمبعد از هر  توانيممورد نظر  انيگرادروش با محاسبه  نيادر 

  روش در ادامه آورده شده است. نيا تميالگورمزدوج و  يهاجهت جاديا يچگونگرا بدست آورد.  يبيترك

  مزدوج انيگرادشرح روش  3-9-2

 يوراعمال بر  يبراو  رديگيمانجام  عيسركاهش  يروبر  ياصلاحاتروش با انجام  نيا تميالگورتوسعه 

Tتابع درجه دوم مثل  كي T1
f (X) X A B X C

2
    به  ديجدكه جهات  رديگيمصورت  ياگونهبه

جهت  نياولو  يابيممينيم نديفرآنقطه شروع  1X ديكنوجود آمده متقابلاً با هم مزدوج باشند، فرض 

  نرخ كاهش باشد: نيترعيسرمنطبق بر جهت  يجستجو

)3-19                  (                                                                  1 1 1X f AX B     

)3-20(                                                                                      *
2 1 1 1X X S    

)3-21(                                                                                           2 1
1 *

1

X X
S





   

*
1  1مقدار تابع را در جهتS نيبنابرا كنديم ممينيم:  
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)3-22 (                                                                               
2

T
1 1 xS f | 0    

*مقدار  بيترت نيابه 
1  بدست آورد: توانيمرا  

)3-23(                                                                 
T T

* 1 1 1 1
1 T T

1 1 1

S (AX B) S f

S AS S AS

  
      

  :شوديمدر نظر گرفته  2fو  1Sاز  يخط بيتركجهت كاهش در مرحله دوم به صورت 

)3-24(                                                                                   2 2 2 1S f S    

  مزدوج شوند: ريز فيتعربا  2Sو  1Sكه  شوديممحاسبه  ياگونهبه  2مقدار 

)3-25(                                                                                            T
1 2S AS 0   

  را بدست آورد: ريزرابطه  2 يبرا توانيمروابط فوق  بيتركبا 

)3-26(                                                                               
T T
2 2 2 2

2 T T
1 1 1 1

f f f f

f S f f

   
  

  
   

  بدست آورد: 3fو  2Sو  1S يخط بيتركاز  توانيمرا  يبعدجهت كاهش  بيترت نيهمبه 

)3-27 (                                         
3 3 3 2 3 1S f S S   

. با استفاده از شرط ديآيمبدست  2Sو  1Sنسبت به  3Sبا مزدوج در نظر گرفتن  3و  3 ريمقادكه 
T
1 3S AS 0  3مقدار 0   3. مقدار ديآيمبدست خواهد شد: ريزبه صورت  زين  

)3-28(                                                                                        
T
3 3

2 T
2 2

f f

f f

 
 

 
   

  :جهينتو در 

)3-29 (                                         
3 3 3 2S f S  

  نوشت: ريزبه شكل  توانيم ريتكرارپذ نديفرآ يبرادو رابطه فوق را  يكلصورت 

)3-30(                                                                                            i i i i 1S f S    

)3-31(                                                                                      
T
i i

i T
i 1 i 1

f f

f f 

 
 

 
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  .كننديمكاهش تابع را ارائه  يجستجو ريمس رياخدو رابطه 

  مزدوج انيگرادروش  تميالگور   3-9-3

  در نظر گرفت: ريزبه صورت  توانيممزدوج را  انيگراد يتكرارروش  تميالگور

   1Xشروع محاسبات با نقطه دلخواه.  .1

1جستجوبه صورت  ريمس نياولقرار دادن  .2 1 1S f(X ) f  .  

*با توجه به  2Xنقطه  افتني .3
2 1 1 1X X S   كه*

1  1 ريمسدر  نهيبهرابطه طول گامS 

  .باشديم

iقرار دادن  .4 2 و انجام مرحله بعد. يبعدتكرار  يبرا  

iمحاسبه  .5 if f(X)  :و قرار دادن  

)3-32(                                                                  
2

i
i i i 12

i 1

f
S f S

f





  


   

* نهيبه. محاسبه طول گام 6
i  در جهتiS  ديجدنقطه  افتنيو :*

i 1 i i iX X S  .  

iنقطه  يبررس. 7 1X  صورت با قرار دادن  نيا ريغبودن. در  نهيبهمحاسبات در صورت  انيپاوi i 1  

  .ابدييمبه بعد ادامه  4محاسبات از مرحله 

  :باشنديمقابل توجه  ريزنكات  نهيزم نيادر 

شده است  يگذارانيبن يخطحل دستگاه معادلات  يبرا يروشمزدوج در اصل به عنوان  انيگرادروش 

 يآنجائ. از ]120[روش ارائه داده است  نيامختلف  يهاكيتكناز  يكاملدر كتاب خود شرح  5كيسيازو 

Tمزدوج هستند  A سيماترروش با  نيااستفاده شده در  iS يهاجهتكه 
i i(S AS 0) ،نديفرآ نيا 

توابع مرتبه  يبراروش  نياكمتر از آن همگرا شود.  ايتكرار  nتابع مرتبه دوم در  كي يبرا ستيبايم

گرد  يعيتجم يخطاموضوع  نيااست. علت  ازمندين يهمگرائ يبراتكرار  يشتريبدوم ناهنجار به تعداد 

                                                            
5 Ozisik 
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  كردن است.

*از كم بودن دقت  يناش يخطا، هر ديآيم) بدست 30-3از رابطه ( iSچون 
i  يخطادر محاسبه و 

iدر ترم  يعيتجماز گرد كردن  يناش 1S  .
2

i
2

i 1

f

f 




و جهت  كنديم دايپراه  زين iS يبعدبه مرحله  

لازم است تا بعد از هر  نيبنابرا. شوديمخطاها، منحرف  نياتوسط  يتوجهبه صورت قابل  iSكاهش 

m  برابر با تميالگورتكرار برخلاف مقدار موجود در ،m 1f   كار شروع مجدد نام دارد.  نيا. رديگقرار

mمقدار  6وزير -فلچر  n 1   دادند كه  شنهاديپشروع مجدد  يبراراn  مجهول  يرهايمتغتعداد

  .باشديم

 اريبسمزدوج كاهش  يرهايمس افتنيمزدوج از لحاظ  انيگرادگفته شده، روش  يهاتيمحدودبا وجود 

  .كنديمعمل  عيسرمؤثرتر از روش كاهش 

  وتنينروش  3-10

 f(X)ع مرتبه دوم تاب بيتقراستفاده نمود.  رهيمتغكردن توابع چند  ممينيم يبرا توانيمرا  وتنينروش 

iXدر نقطه  X  است: ريزبه صورت  لوريت يسربا استفاده از بسط  

)3-33                                ( T T
i i i i i i

1
f (X) f (X ) f (X X ) (X X ) [J ](X X )

2
       

كه 
ii X[J ] [J] مرتبه دوم تابع  يجزئنام دارد و شامل مشتقات  نيهس سيماترf  در نقطهiX باشديم .

  :ديآيمبدست  ريزتابع رابطه  ممينيممحاسبه  يبراصفر قرار دادن مشتقات در رابطه فوق  يمساوبا 

)3-34                                                  (
j

f
0, j 1,2,...,n

X


 


 

  :شوديم جهينت رياخاز دو رابطه 

)3-35(  
i i if f [J ](X X ) 0     

                                                            
6 Fletcher and Reeves 
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i[Jكه  يصورتدر  i(در نقطه  يخوب اريبس بيتقراز رابطه فوق  توانيممنفرد باشد،  ريغ [ 1X X (

  بدست آورد: ريزبه صورت 

)3-36(                                                                                        1
i 1 i i iX X [J ] f
      

 يتكرار نديفرآ كياز  توانيم) 36-3) و (33-3مرتبه دوم بالا در روابط ( يهاترمبا صرف نظر كردن از 

  استفاده نمود. نهيبه X*محاسبه جواب  يبرا

1نشان داد كه دنباله نقاط  توانيم 2 i 1X ,X ,...,X  1كه نقطه شروع  يصورتدرX  به  يكافبه اندازه*X 

J]1شود و  كينزد كه  يآنجائاز  نيهمچنهمگرا شود.  X* يواقعبه جواب  توانديمباشد،  رمنفرديغ [

i[J سيماتراز مشتقات مرتبه دوم تابع مورد نظر (به فرم  وتنيندر روش  ، روش شوديم) استفاده [

به تابع مرت كي ممينيم توانيم وتنين. در ادامه نشان داده شده كه با روش شوديممرتبه دوم محسوب 

  تكرار محاسبه نمود. كيدوم را با 

  باشد: ريزبه صورت  fفرم تابع  ديكنفرض 

)3-37(  T T1
f (X) X AX B X C

2
    

  :ديآيمبدست  ريزدر نقطه  fتابع  ممينيم

)3-38                                                                                       (  * 1X [A] B   

  خواهد شد: ريز) به صورت 36-3با استفاده از رابطه ( يتكرارروش  نيبنابرا

)3-39(                                                                          1
i 1 i iX X [A] ([A]X B)
      

  :ديآيمبدست  ريزبه صورت  قيدق. از رابطه فوق جواب باشديمام  iنقطه شروع در تكرار  iXكه 

)3-40(                                                                              * 1
i 1X X [A] B
    

  .دهديمكار را نشان  نياانجام  يچگونگ ريزشكل 



~ ٦٧ ~ 

 

  
  وتنينمرحله با روش  كيتابع درجه دوم در  كي ممينيم) 3-3شكل (

اتفاق  نيااز  يريجلوگ يبراواگرا شود.  وتنينمرتبه دوم نباشد، ممكن است روش  يتابع fكه  يصورتدر 

  اصلاح نمود: ريزبه صورت  ستيبايم) را 36-3رابطه (

)3-41      (                                                * * 1
i 1 i i i i i i iX X S X [J ] f
       

*كه 
i  1كردن تابع در جهت  ممينيم يبراطول گام

i iS [J ] f   .را به  يازاتيامتاصلاح  نيااست

 ممينيمنقطه  يكمتردر تعداد تكرار  يقبلبا روش  سهيمقاحالت در  نيا نكهيادنبال خواهد داشت. اول 

 ونيسفرمولاكه  يصورتهمه حالات، در  يبرا ممينيمنقطه  افتنيروش  نيادر  نكهيا. دوم كنديم دايپرا 

 دايپه روش منجر ب نيا، نكهيا. سوم باشديم ريپذامكانكند،  دايپرا  ممينيمموارد، نقطه  يبرخدر  ياصل

 شوديمباعث  ريز اتيخصوصگفته شده،  ازاتيامتعطف نخواهد شد. با توجه به  اي مميماكزكردن نقطه 

  روش در عمل آنچنان موثر نباشد: نيا

nبا بعد  [J] سيماترروش لازم است  نيا. در 1 n شود. رهيذخ  

  .باشديم رممكنيغ يمواردمشكل و در  اريبس [J] سيماتر يهاهيدرا. محاسبه 2

1. در هر مرحله به محاسبه مقدار 3
i i[J ] f  است. ازين  

  .دكنيم يركاربرديغ، ريمتغ اديزبا تعداد  دهيچيپروش را در مورد توابع  نياذكر شده،  اتيخصوص
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  7لونبرگ -روش ماركارت  3-11

، دهديمدور باشد، كاهش  X* نهيبهاز نقطه  iXكه بردار  يحالت يبرامقدار تابع را  عيسرروش كاهش 

برخوردار  يبالائ يهمگرائباشد، از سرعت  كينزد نهيبهبه نقطه  iXكه بردار  يحالتدر  وتنينروش 

 يهاهيدراروش،  نياهر دو روش گفته شده را در بردارد.  ازاتيامتاست كه  يروشاست. روش ماركارت 

  :كنديماصلاح  ريزرا به صورت  نيهس سيماتر يقطر

)3-42(                                                                                            i i i[J ] [J ] [I]    

i[J سيماتربودن  نيمعصورت، مثبت  نيااست كه در  يثابتمقدار  iواحد و  سيماتر [I]كه  ]  در

i[Jكه  يصورت   .كنديم نيتضمنباشد را  نيمعمثبت  [

41بزرگ باشد (از مرتبه  يكافبه اندازه  i يوقتگفت كه،  نگونهيا توانيم i[Jبر ترم  i[I])، ترم 0 ] 

i[J سيماترغالب شده و معكوس    خواهد شد: ريزبه صورت  [

)3-43(                                                             1 11
i i i i

i

1
[J ] [J ] [I] [I] [I]

      


   

  خواهد شد: ريزبه صورت  iSصورت جهت كاهش  نيادر 

)3-44                                                  (1
i i iS [J ] f  

iS بزرگ  ريمقاد يبراi  يبرااست. در روش ماركارت،  عيسرهمان جهت كاهش i  اتيعملدر آغاز 

 و ابدييممختلف كاهش  يتكرارهامقدار در طول  نياو  شوديمدر نظر گرفته  يبزرگ، مقدار يتكرار

روش، از  نيامقدار بزرگ به صفر، جهت جستجو در  كياز  iبا كاهش  نيبنابرا رسديمبه صفر  تاًينها

  .كنديم رييتغدر انتها  وتنينتا روش  اتيعملدر آغاز  عيسرروش كاهش 

)3-45(    1* *
i 1 i i i i i i i iX X S X [J ] [I] f


          

*كه 
i  محاسبه نمود. يبعد كي يجستجواز بخش  توانيمرا  

                                                            
7 Marquardt-Levenberg 
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  وتنينروش شبه  3-12

ها در مقدار اول هستند، تفاوت يهامشتق ◌ٔ درباره ياطلاعاتها در مقدار تابع شامل همانگونه كه تفاوت

در ساده كردن محاسبات  توانيم دهيا نيا. از باشنديمدوم  يهامشتق ◌ٔ درباره ياطلاعاتشامل  انيگراد

iJ  استفاده كرد. اگر  وتنيندر روشiX  وi 1X يمتوالباشند كه در دو تكرار  نهيكم يبرا ييهابيتقر 

  :ميسيبنو ميتوانيم) 36-3( رابطهاند، با استفاده از به دست آمده

)3-46(                                                                       *
i i ig(X ) g(X S) g J S      

  كه يوقت

)3-47                                                                                           (  *
iX X S    

iبا  X* يجا، به ديآيمبه دست  وتنينرا كه از تكرار  يديجد ◌ٔ نقطهاگر  1X  3(، روابط ميدهنشان-

  :نديآيمدر  ريز) به صورت 47-3) و (46

)3-48 (                                                                  i 1 i i i i 1 ig g JS J (X X )       

  )50-3) و (49-3( تعباردو  فيتعربا 

)3-49     (                                                                                   i i 1 iG g g    

 )3-50(                                                                                       i 1 iS X X    

  :ديآيدرم ريز) به صورت 48-3رابطه (

)3-51(                                                                                                       i i iG JS   

  :iJمنفرد بودن  ريغدر صورت  اي

)3-52(                                                                                                  1
i i iS J G   

 يبرا ييهابيتقر افتنيدر  انيگراد يهاتفاوتكه از  دهنديم) به ما اجازه 52-3) و (51-3روابط (

1معكوس آن  اي iJ سيماتر
iJ
  ميكناستفاده.  

  :ديكن، فرض وتنينشبه  يهاروش يتكراربسط رابطه  يبرا



~ ٧٠ ~ 

 

)3-53(                                                                               i i iS HG , i 1,2,...,k    

1از  يبيتقر iHكه  يوقت
iJ
  درi 1 كي ميتوانيمگام است ( نيامH  يتكرار نديفرآشروع  يبرامناسب 

k)) در 53-3( رابطهكه  ميكن). اگر فرض ميكناستفاده  1) ميدارمرحله هم صادق باشد  نيام:  

)3-54(                                                                     k 1 k 1 k 1 k 1 k 2 k 1S H G H (g g )          

k) يانتهابدست آمده در  نقطه نكهيا يبرا 1) يعنيگام ( نيام k 2X (باشد،  ييستايا نقطه كي

k يستيبا 2g 0  ) شونديمساده  ريز رابطه) به 54-3شود، و روابط:  

)3-55                                                                        (         k 1 k 1 k 1S H g    

k نقطه، و ممكن است كه ستيندرست  يكلروشن است كه فرض بالا به طور  1X  كياز  يبد بيتقر 

k ديجد نقطهجهت جستجو استفاده و  كي) به عنوان 55-3از رابطه ( نيبنابراباشد.  ييستايا نقطه 2X 

  :ميكنيم دايپ ريزرا بصورت 

)3-56                                              (                           k 2 k 1 k 1X X S      

  كه در آن،

)3-57                                                                    (    *
k 1 k 1 k 1 k 1S H g      

*كه  يوقت
k 1  در امتداد جهت  يسازنهيكمطول گامk 1 k 1H g   .شبه  يهاروش همه يمبنااست

-3( رابطه يبرقرار يبرا kHساختن  وهيش) است. تنها تفاوت آنها در 57-3) و (56-3بر روابط ( وتنين

  ) است.57-3( رابطهدر  *) و انتخاب 53

 سازديمرا كاملا مرتفع  سيماتر يهامعكوس ليتشكدوم و  يهامشتق يابيارزبه  ازين kHروش ساختن 

، kH سيماترنشان داد كه  توانيم. بعلاوه، شوديمهمگرا  X* نهيكم نقطهتكرارها در  دنبالهو باز هم 

خاص را كه  وتنينروش شبه  كي. در بخش بعد شوديمهمگرا  1J، به ابدييمكه در هر تكرار بهبود 

  كرد. ميخواه يبررساست،  افتهي، فلچر و پاول توسعه دونيويدتوسط 
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  )10پاول - 9فلچر - 8دونيويد(روش   DFPريمتغ كيمترروش  3-12-1
 نيا. افتندي ياملاحظهتوسعه قابل  يكاهش يهاروش، دونيويدتوسط  ريمتغ كيمترروش  يمعرفبا 

و  است دينامق يسازنهيبهروش  نيترگستردهروش  نيا. افتيبسط  1963روش توسط فلچر و پاول در 

  :[121]است  ريزروش بصورت  نيا يتكرار وهيش. كنديمكه فعلا موجود هستند استفاده  ييهامشتقاز 

n سيماتر كيو  1X نيآغازنقطه  كياز  -1 n  1متقارن  نيمعمثبتH  1. معمولا ديكنشروعH  به

i. شماره تكرار را شوديمانتخاب  Iواحد  سيماترعنوان  1  ديدهقرار.  

  :ديكنانتخاب  ريزمحاسبه و جهت جستجو را به صورت  iXرا در نقطه  ifتابع،  انيگراد -2

)3-58(                                                                                               i i iS H f    

* نهيبهطول گام  -3
i  در جهتiS  ديآوربدست  ريزرا به صورت  ديجد نقطهو  دايپرا:  

)3-59                                                                       (         *
i 1 i i iX X S     

i ديجد نقطه -4 1X  اگر ديكن شيآزما ينگيبه يبرارا .i 1X را متوقف  يتكرار نديفرآاست،  نهيبه

  .ديبرو 5به گام  نصورتيا ريغ، در ديكن

  :ديكنبه هنگام  ريزرا بصورت  H سيماتر -5

)3-60                                                             (        i 1 i i iH H M N      

  كه يوقت

)3-61(                                                                                   
T

* i i
i i T

i i

SS
M

S Q
   

)3-62     (                                                                       
T

i i i i
i T

i i i

(H Q )(H Q )
N

Q H Q
    

  و

                                                            
8 Davidon 

9 Fletcher 

10 Pawed 
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)3-63(                                                          i i 1 i i 1 iQ f(X ) f(X) f f       

iتكرار را  هشمار -6 i 1   ديبرو 2و به گام  ديدهقرار.  

 كيبه عنوان  توانيمرا شد  يبررس ريمتغ كيمترروش  كيبه عنوان  دونيويدكه توسط  روش نيا

وده ب رومندين اريبسروش  نيامزدوج در نظر گرفت.  انيگرادبه عنوان روش  نيهمچنو  وتنينروش شبه 

 نهيكمبه سمت  شرفتيپدر  نيهمچنمزدوج است).  انيگرادروش  كي(چون  شوديمو به سرعت همگرا 

وش را ر نيا يداريپااست.  وستهيپو  داريپا اريبستوابع نامتمركز و نامغشوش،  يسازنهيكمدر  يحت

 سيماتر قيطررا از  يقبل يتكرارهادانست كه اطلاعات بدست آمده در  تيواقع نيااز  يناش توانيم

iH  نشان داد كه  توانيم. كنديمبا خود حملiH  يبرا بيتقر كيو  مانديم يباق نيمعهمواره مثبت 

X* نهيكم نقطه دنيرسخواهد بود. بعلاوه با  fدوم تابع هدف  همرتب ييجز يهامشتق سيماترمعكوس 

 ،iH  سيماتربه * 1J   سيماتربودن  نيمعو مثبت  ريمتغ كيمتر عتيطب. شوديمهمگرا iH  را قبل

  .ديد ميخواهروش  نيامشخصات مهم  ريسا يبررساز 

مفهوم  دياب، ابتدا نامنديم ريمتغ كيمترروش  كيپاول را  -فلچر  - دونيويدچرا  نكهيابردن به  يپ يبرا

  :شوديم فيتعر ريزبه صورت  يبعد n يفضادر  2Xو  1X نقطهدو  نيب فاصله. ميكن يبررسرا  كيمتر

)3-64(                                                                2 T
1 2 1 2d (X X ) A(X X )     

. معمولا شوديم دهينام كيمتر سيماتراست و  n مرتبهمتقارن از  نيمعمثبت  سيماتر كي Aكه  يوقت

مخالف  1X ،2Xهر  يبرااست،  نيمعمثبت  A. چون شوديمانتخاب  A=I، نقطهدو  نيب افتني يبرا

) باشد. 63-3( رابطه كيمتر سيماتر I ديكن. فرض ميآوريمرا مثبت بدست  dصفر، همواره فاصله 

  :ميدار

)3-65                                                   (          2 T
1 2 1 2d (X X ) (X X )     

  ،ميكنيماستفاده  ريزبه صورت  رهايمتغمجدد)  يبنداسيمق( ليتبد كياگر از 

)3-66(                                                                                 X RX    
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  :ميدار، ميده) قرار 64-3( رابطهو آن را در 

)3-67(                                                     2 T T
1 2 1 2d (X X ) R R(X X )        

TR ديجد كيمتر سيماتر رهايمتغمجدد  يبنداسيمق، نيبنابرا R  مختصات  ستميسرا در رابطه با

  .ميكنيم يمعرف ميقد

 يهاروشاز  يمختلف، به انواع كيمتر سيماترمختلف  يهاانتخابنشان داده خواهد شد،  أچنان كه بعد

 سيماتر كيندارد كه در همه تكرارها از  يلزوممشخص،  يكاهشروش  كي . بعلاوه، درانجامديم يكاهش

مجدد  يندباسيمقمعادل با  توانيمتكرار را  نديفرآ يط كيمتر سيماتر رييتغ. ميكناستفاده  كيمتر

 كيمتر جنبه نيا يداراپاول  -فلچر  - دونيويدحل در نظر گرفت. روش  نديفرآ شرفتيپدر  رهايمتغ

 كيدر  iX نقطه كياز   فاصله كيتر شدن مطلب، مكان همه نقاط واقع در روشن يبرااست.  ريمتغ

 كره كيباشد  A=I(اگر  iXبا مركز  يبعد n گونيضيب كيمكان  نيا. ديريبگرا در نظر  يبعد n يفضا

n شوديم فيتعر ريز رابطهخواهد بود) است كه با  يبعد:  

)3-68(                                                               2 T
i i(X X ) A(X X )      

از  Xدر نقاط مختلف  f(X)، مقدار تابع هدف يكلاست. به طور  گونيضيبهر نقطه واقع بر  Xكه  يوقت

iX مشخصنقطه  ديدهمتفاوت خواهد بود. اجازه  گونيضيب نيا X X   را  گونيضيب نياواقع بر

  :كنديمصدق  ريز رابطهدر  X نقطه نيبنابرا. ميكن يبررسباشد  نهيكم يدارا f(X)كه در آن تابع هدف 

)3-69(                                                            2 Ti X A Xx
min f (X X)

  
    

if(X يبرا لوريت يسراول  مرحله بيتقربا استفاده از  X)  نقطهحول iX ميدار:  

)3-70(                                                          T
i i if (X X) f(X ) X f      

iكه  يوقت if f(X)   چونif(X)  ،نوشت: ريزبصورت  توانيم) را 69-3( رابطهثابت است  

)3-71(                                                                 2 T

T
i X A XX

min X f
  

    

if(X نهيكم افتني يبرا، نيبنابرا X) ،يستيبا T
iX f   2 يمساو ديقرا به شرط TX A X    
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  با روش مضارب لاگرانژ حل كرد. تابع لاگرانژ عبارت است از: توانيممسئله را  نيا. ميكن يسازنهيكم

)3-72(                                                          T T 2
iL( X, ) X f X A X               

  مضرب لاگرانژ است. كه  يوقت

T ديمق نهيكم يبارلازم  طيشرا
iX f  :عبارتند از  

)3-73(                                                             i

L
f 2 A X 0

( X)


    

 
   

  و

)3-74(                                                                T 2L
X A X 0


   


   

  :ميدار) 73-3( رابطهاز 

)3-75                                                   (                    1
i i

1
X A f

2
  


   

 نييتعكرد. اگر هدف  دايپ) 75-3) و (74-3با حل همزمان معادلات ( توانيمرا  كه مقدار ثابت  يوقت

)، با حذف 47-3( رابطهآن را از  توانيم يآسانباشد، به  iX نقطهدر  iS يموضعكاهش  نيتندترجهت 

  به دست آورد: ريزثابت تناسب، به صورت 

)3-76                                                   (                          1
i i iS A f     

است.  يسازنهيكم) در واقع مربوط به جهت 76-6( رابطهدر  يمنفثابت كرد كه افزودن علامت  توانيم

  :ديريبگرا در نظر  ريزكار حاصلضرب  نيا يبرا

)3-77(                                                                T T 1 T
i i i i iS f f (A ) f     

كه  رايزاست.  يمنفهمواره  ifصفر  ريغ انيگرادهر بردار  يبراحاصلضرب  نيامشخص است كه 

  است. نيمعمثبت متقارن، مثبت  سيماترمعكوس 

رار به تك يتكرارآن را از  رييتغاضافه شده است، تا امكان  كيمتر سيماتربه  i سيرنويزتوجه شود كه 

i  ،iA ريمقاد همه يازااگر به  نيهمچننشان دهد.  گريد I  يجستجوباشد، جهات iS  بر جهات روش
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كه  مينيبيم، ميكن سهيمقا) 58-3( رابطه) را با 76-3كاهش منطبق خواهند بود. اگر رابطه ( نيتندتر

 سيماترمعكوس  يبرا بيتقر نيام iبه عنوان  توانيمپاول، را  -فلچر  - دونيويددر روش  iH سيماتر

1 كيمتر
iA  است. ريمتغ كيمترروش  ليدل نيهمدر نظر گرفت. به  

* محاسبهدقت در  زانيمبه  ياديز يوابستگ iH سيماتربودن  نيمعكه مثبت  ديد توانيم
i  نيبنابراو 

i محاسبهدر  1H  دارد. پس اگر*
i  ،سيماتردر هر تكرار به دقت محاسبه نشود i 1H  را به هنگام

*مقدار بهتر  كيحالت دو امكان وجود دارد. امكان اول به دست آوردن  نيا. در ميانكرده
i  با استفاده

Tكه  يوقت(تا  يبعد كي يسازنهيكمدر روش  شتريب يهابرازشاز تعداد 
i 1 i 1S f  اندازهشده به  ديتول 

. امكان دوم ازمندباشدين ياديز يمحاسباتروش ممكن است به وقت  نياكوچك شود) است. اما  يكاف

و حذف به هنگام كردن  يبعد كي يسازنهيكمها در از برازش يانهيشيبتعداد  نييتععبارت است از 

iH  كه نتوان  يصورتدر*
i  اگر  يعنيكرد ( دايپ قيدقبرازش به طور  ياديزدر تعداد  يحتراT

i 1 i 1S f  

  حال: نياباشد). در  اديز

)3-78(                                                                                 i 1 iH H    

  و

)3-79                                                   (              i 1 i 1 i 1S H f      

  مشخصات روش: ريسا .ميدهيمو مانند قبل ادامه  ميريگيمدر نظر 

Tتابع درجه دوم  كياگر تابع هدف،  Tf(X) X AX B X C    ،نشان داد كه روش  توانيمباشد

  خواهد بود: ريزمشخصات  يداراپاول  -فلچر  - دونيويد

i .سيماتر iH  نيهس سيماتربه معكوس  نهيبهدر نقطه f (X   :يعني. شوديمهمگرا  (

)3-80(                                                                                    1
n 1H A
    

ii شده  ديتول. جهاتA  .نيبنابرامزدوج هستن  

)3-81(                                                                     T
i jS AS 0 i j    
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  حل معادلات حاكمم : چهارفصل 
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  مقدمه -4-1

. شودمياي مختلف علوم و مهندسي اعمال شاخه ه هدايت درولاً براي انتقال حرارت قانون فوريه معم

اغلب اين مسايل با معادلات مدل سهموي توصيف و آناليز مي شوند، كه بيانگر رابطه بين شار حرارتي 

 و گراديان دما مي باشد.

رده كتئوري معمول انتقال حرارت هدايتي، براساس قانون فوريه، دلالت بر پاسخ فوري به گراديان دما 

  11مقابل، وقتي زمان آرامش سهموي جهت تكامل دما مي گردد. در كه منجر به يك معادله ديفرانسيل

در ساختار معادله توصيف كننده شار حرارتي به حساب مي آيد، آنگاه يك معادله هذلولي كه منجر به 

  سرعت محدود انتقال گرما مي شود بدست مي آيد.

امروزه مورد توجه فراوان قرار گرفته است، هم از جهت تئوريكال (آناليز امواج معادله هذلولي انتقال گرما 

گرمايي و سرعت محدود انتقال حرارت و غيره) و هم از جهت آناليز مشكلات عملي مربوط به يك منبع 

  سريع انرژي حرارتي (براي مثال، يك پالس ليزر يا يك انفجار حرارتي و غيره).

مدل انتقال حرارت هذلولي را براي انتقال حرارت با سرعت انتشار محدود  [3]و ورنوته  [2]كاتانه 

پيشنهاد دادند. اين معادله اغلب جهت بررسي زمينه دمايي و مقدار انتقال حرارت مرتبط در حالت شار 

 رحرارتي گذرا در بازه بسيار كوتاه زماني يا گراديان بسيار زياد دما براي دماهاي بسيار پايين (نزديك صف

استفاده مي شود. حال اين معادله ممكن است با مشكلات رياضي جهت بدست آوردن  [122]مطلق) 

يك جواب قابل قبول روبرو شود. مشكلات رياضي ممكن است بر اثر برخورد جبهه موج با مرز يا يك 

، [125]، [52]، [124]، [123]، [26]، [40] (د آيند. روشهاي مختلف عددي ناپيوستگي ديگر دمايي بوجو

  تحت برنامه ها و تنظيمات مختلف براي حل مسايل هدايت گرمايي هذلولي پيشنهاد شده است. )[126]

در مسايل هدايت گرمايي هذلولي مستقيم هدف بدست آوردن دما با داشتن شرط اوليه و مرزي، خواص 

ترموفيزيكي و توليد حرارت مشخص در نقاط داخلي يك منطقه مي باشد. در مقابل، در حالت مسايل 

                                                            
11 Relaxation time 
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عكوس حرارتي هذلولي، هدف شامل تعيين شار حرارتي سطحي براساس دانستن دماي اندازه گيري م

  شده در مرزهاست.

 1مطالعات انجام گرفته در زمينه مسايل معكوس محدود به موارد ذكر شده در تاريخچه مي باشد. چن

يك روش تركيبي از روش تبديل لاپلاس و روش تفاضل محدود به منظور برآورد دماي  ]127[ 2و چانگ

و  [128] (گيري شده ابداع و اعمال كردند. چن و ديگران دماي سطح ناشناخته براساس دماي اندازه

ح در مسايل جهت برآورد دماي ناشناخته سط 3ترتيب در زمان از يك الگوريتم مشابه با ايدهابتدا ) ]129[

از روش تبديل لاپلاس به همراه روش كنترل تابع با شكل فانكشن  سپس ه ومسايل دوبعدي استفاده كرد

ت هذلولي و نيز روش حداقل مربعات در يك مسئله يك بعدي هدايت حرارتي معكوس هذلولي جه

  .تخمين شرايط مرزي استفاده نمودند

جهت  6همراه مفهوم زمان آينده به  5رافسون –از روش اصلاح شده نيوتون  ]130[ 4يانگ 2005ل در سا

. اشكالات مشاهده يك بعدي هذلولي استفاده نمودجهت بدست آوردن شار حرارتي مرزي در يك مسئله 

بيانگر وجود هميشگي يك فاز خط بين شار دقيق و  e-1-4تا  a-1-4شده بر حل معكوس معادلات 

گيري دقيق (بدون خطا) در نظر گرفته شده باشد و نيز حساسيت شار تخميني؛ حتي وقتي كه اندازه

بسيار بالاي حل معكوس به اندازه گيري حتي وقتي كه انحراف استاندارد انتخاب شده در مقايسه با 

  ي باشد.دماي اندازه گيري بسيار كوچك باشد، م

توانايي هاي خود را براي حل انواع بسياري از مشكلات مسايل  (CGM)مزدوج  تكنيك روش گراديان

 MCGبا استفاده از روش المان مرزي و  ]131[ 8و چن 7معكوس نشان داده است. به عنوان مثال هوانگ

                                                            
1 Chen 
2 Chang 

3 Sequential-in-time concept 

4 Yang 

5 Initial-in-time concept 

6 Future time 

7 Huang 

8 Chen 
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MCG  از روش  ]132[ 1تخمين زدند. هوانگ و وانگشار حرارتي مرزي براي يك دامنه نامنظم راCGM 

بعدي استفاده كردند. هوانگ و چن  3جهت تخمين شار حرارتي سطحي در مسايل هدايت گرمايي 

 بعدي استفادهاز روشي مشابه در تخمين شار حرارتي سطحي در مسايل جابجايي گرمايي سه  ]133[ 

در مسايل معكوس دو بعدي تصويربرداري انتقال حرارت  CGMاز روش  ]134[ 2نمودند. هوانگ و چان

را براي مسايل معكوس ارتعاشي  CGMروش  [135]از يك محيط غيرهمگن استفاده نمودند. هوانگ 

غيرخطي در تخمين نيروهاي خارجي ناشناخته براي سيستم با پارامترهاي وابسته به جابجايي اعمال 

  كرد.

هذلولوي و كنترل دما در اين گونه مسائل در مسايل معكوس  CGMحاضر مطالعه روش هدف از تحقيق 

اري بالاي روش و در نتيجه پرهيز از خطاهاي نيكسون پايد -دليل استفاده از روش كرانك  .باشدمي

شود، نين يك روش تكرار منظم ناميده ميهمچ CGM. [130] قبلي و بهبود دقت حل معكوس مي باشد

به اين معني كه فرآيند مرتب سازي در طول فرآيندهاي تكرارشونده انجام مي شود و در نتيجه تعيين 

و تبديل حل معكوس به حل  3از قوانين اغتشاش CGMشرايط بهينه تنظيم در هر تكرار لازم نيست. 

ر ادامه جزئيات دت و الحاقي كه با يسه مسئله مشتق شده است. اين مسايل عبارتند از مستقيم، حساس

  ذكر خواهد شد.

  مسئله مستقيم -4-2

توسعه عبارات استفاده شده در تعيين شار حرارتي سطحي ناشناخته در مسايل براي نشان دادن روش 

و خواص فيزيكي ثابت در نظر گرفته مي شود. دماي  Lزير با ضخامت  4معكوس هذلولي، مسئله تيغه

tمي باشد. وقتي  0Tاوليه    باشد، شرط مرزي درx    عايق در نظر گرفته مي شود، در حالي كه

xشار حرارتي مجهول به مرز  L .اعمال مي شود  

                                                            
1 Wang 
2 Chin 
3 Perturbation 
4 Slab 
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  فرمول رياضي اين مسئله هذلولي هدايت حرارتي به صورت زير است:

باشند. راه مي آرامشبه ترتيب هدايت حرارتي، چگالي، ظرفيت گرمايي و زمان  و  cو  و  kدر اينجا 

ع نيكسون) در منب -حل اين مسئله هدايت گرمايي هذلولي با استفاده از روش مشتق مركزي (كرانك 

 حل شده است. حل مستقيم در حالتي كه تمام شرايط مرزي شناخته شده باشند بدست مي آيد. [40]

 
  يي از شكل فيزيكي مسئلهنما -1-4شكل 

  مسئله معكوس -4-3

xبراي حل معكوس، شار حرارتي در  L 1-4(در حالي كه ساير معادلات  ،نامعلوم فرض مي شود-a( 

xهمچنين دما در  معلومند. )e-1-4(تا      نيز معلوم در نظر گرفته مي شود. مي توان از دماي

xخوانده شده توسط سنسور در     كه باY ( 0 , t مشخص مي شود نيز استفاده كرد. البته بايد در  (

)4-1-(a 
2 2

2 2

T T T
K c c ; 0 x l t 0

tx t

  
      

 
 

)4-1-(b 0T(x,0) T 0 x l t 0    

)4-1-(c T(x,0)
0 ; 0 x l t 0

t


   


 

)4-1-(d T(0, t)
0 ; x 0

x


 


 

)4-1-(e T(l, t) q(l, t)
k q(l, t) ; x l t 0

x t

 
    

 
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,q(lتخمين شار حرارتي مرزي مجهول " ورتصداشت كه اين دما شامل خطاي اندازه گيري مي باشد. پس از آن مسئله معكوس مي تواند به  رنظ t)  با استفاده از دماي اندازه گيري شده درY(0, t)"  توصيف

  گردد.

  :زير بدست مي آيد  تابع هدف شدنحل مسئله معكوس حاضر با كمينه 

)4-2(                                                               ft 2
t 0

J[q(l, t)] [T(0, t) Y(0, t)] dt


   

Tدر اينجا  (0, t xدماي تخمين زده شده در  (    و زمانt  مي باشد در حالي كهft  زمان نهايي

اين مقادير از حل مسئله مستقيم كه قبلاً اشاره شد با استفاده از شار حرارتي تخميني به جاي  .باشدمي

q(, t   دقيق بدست مي آيد. (

  جهت مينمم سازي 1روش گراديان مزدوج -4-4

,))J[qتابع هدف بوده جهت مينيمم سازي ]CGM ]136تكرار زير كه براساس  فرايند اكنون t براي   [(

,q(lتخمين شار حرارتي مجهول  t) .استفاده مي شود  

)4-3(                                                                      n 1 n n nq (l, t) q (l, t) P (l, t)    

nPبوده و  n+1تا  nگام جستجو در تكرار  nجايي كه  (l, t)  جهت نزول (جهت جستجو) با عبارت

  زير محاسبه مي شود

)4-4  (                                                                    n n n n 1P (l, t) J (l, t) P (l, t)    

nJكه  (l, t)  جهت گراديان الحاقي در تكرارn  ام وn 1P (l, t)  جهت نزول در تكرارn 1  خواهد

  بود. ضريب الحاقي بصورت زير تعريف مي شود:

)4-5(                                                                              
f

f

t n
n t 0

t n
t 0

(J ) dt
; 0

(J ) dt







   







2

1 2
  

                                                            
1 Conjugate Gradient Method 
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ˆبايد در نظر گرفت كه وقتي  0   باشد (براي هرn جهت نزول ) 4-4() در معادلهP̂(1, t)  به جهت

 ]137[در منبع  J تابع هدف گراديان تبديل مي شود. همگرايي پروسه تكرار بالا در مينيمم سازي

  تضمين شده است.

nJ تابع هدف و گراديان ̂، لازم است گام جستجو  )3-4(براي شروع تكرار مطابق معادله  (l, t) 

 »الحاقي«و » حساسيت«محاسبه شود. به منظور توسعه عبارتي جهت تعيين اين دو مقدار مسايل 

  مطابق شرح زير ساخته مي شوند.

  مسئله حساسيت و اندازه گام جستجو -4-4-1
توصيف شد به  e-1-4تا  a-1-4مسئله حساسيت براساس مسئله مستقيم اصلي كه طبق معادلات 

  روش زير بدست مي آيد.

,q(lبا فرض اينكه  t)  تحت تلورانسq  ،تغيير كندT  بصورتT T   آشفته مي شود. پس با

qبا  qجايگزيني  q   وT  باT    در معادله اصلي، و سپس تفريق عبارت بدست آمده از

 Tمعادله اصلي و صرف نظر كردن از ترم هاي درجه دوم، مسئله حساسيت زير براي تابع حساسيت 

 بدست مي آيد.

)4-6-a(  
2 2

2 2

T T T
K c c ; 0 x l t 0

tx t

    
     

  

)4-6-b(  T(x,0) 0 0 x l t 0     

)4-6-c(  T(x,0)
0 0 x l t 0

t


   


 

)4-6-d(  T((0, t)
0 x 0 t 0

x


  


 

)4-6-e(  k T(l, t) q(l, t)
q(l, t) x l t 0

x t

 
     

 
 

  [40] سون جهت حل اين مسئله استفاده شده است.لنيك -از تكنيك گسسته سازي مركزي كرنك 

nJ(q تابع هدف )1  براي تكرارn 1 بدست مي آيد:) 2-4(نويسي معادله با دوباره  
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)4-7 (                                                 ftn 1 n n n 2
t 0

J(q ) [T(0, t;q P ) Y(0, t)] dt


     

nqجايي كه  1  جايگزين شده است. اگر دماي ) 3-4(با تابع معرفي شده در معادله

n 1 n nT( , t;q P )   بصورت زير درخواهد آمد:) 7-4(با بسط تيلور خطي سازي شود معادله  

)4-8 (                                    ftn 1 n n n 2
t 0

J(q ) [T(0, t;q ) T(0, t;P ) Y(0, t)] dt


      

,nT(0كه در آن  t;q ,q(lحل معادلة مستقيم با استفاده از  ( t)  تخمين زده شده درx    به جاي

,nT(0شار حرارتي دقيق مي باشد. تابع حساسيت  t;P ) ) با جايگزيني  ) 6-4از حل معادله حساسيت

nq P   درx   .بدست مي آيد  

بدست  nنسبت به ) 8-4(داده شده با معادله  تابع هدف  نيز از مينيمم سازي nاندازه گام جستجو 

  مي آيد. كه نتيجه بصورت زير است:

)4-9 (                                                          
f

f

t

n t 0
t 2
t 0

[T(0, t) Y(0, t)] T(0, t)dt

[ T(0, t) ]dt





 
 






  

  مسئله الحاقي و معادله گراديان  4-4-2
)را در عملگر لاگرانژ (تابع الحاقي)  1-4 سئله الحاقي، معادلاتبراي بدست آوردن م , )x t  ضرب كرده

اضافه ) 2-4(و بسط حاصل را در فضا و زمان مسئله انتگرال گرفته، سپس حاصل به طرف راست معادله 

) تابع هدف  اين كار بصورت بسط زير براي مي شود. نتيجة ( , ))J q l t بدست مي آيد  

)4-10    (2 2
2

2 20 0 0
( ( , )) [ (0, ) (0, )] ( , )[ ]f ft t l

t t x

T T T
J q l t T t Y t dt x t k c c dx dt

tx t
  

  

  
    

         

بسط حاصل از  ، تفاضل)10-4در معادله ( Tو qبا جايگذاري متغيرهاي ارتعاشي Jمتغير

  معادله اوليه و صرف نظر كردن از ترمهاي درجه دوم بدست مي آيد :

)4-11(  0

2 2

2 20 0

[ ( , )] 2[ (0, ) (0, )] (0, )

( , )[ ]

f

f

t

t

t l

t x

J q l t t Y t t dt

T T T
x t k c c dx df

tx t

 

  



 

   

    
  

 



 
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، انتگرال دو گانه به روش جداسازي و با در نظر گرفتن شرايط مرزي معادله حساسيت )11-4( در معادله

)حل مي شود. با ناپديد شدن انتگرال معادله الحاقي زير جهت تعيين  , )x t :بدست مي آيد  

)4-12-a(  2 2

2 2
k c c ; 0 x l t 0

tx t

    
      

 
 

)4-12-b(  f f(x, t ) 0 0 x l t t     

)4-12-c(  f
f

(x, t )
0 0 x l t t

t


   


 

)4-12-d(  (0, t) 2(T Y)
x 0 t 0

x k

  
  


 

)4-12-e(  (l, t)
0 x l t 0

x


  


 

 tاين معادله با معادلات استاندارد مقدار اوليه تفاوت دارد زيرا شرايط مرزي بجاي شرط مرزي اوليه 

ftدر  t   هستند. اگر چه اين معادله به سادگي با تغيير متغيرft t   مي تواند به يك معادله

اين معادله مي [40]نيكلسون  -شرط اوليه استاندارد تبديل شود. با روش گسسته سازي مركزي كرنك 

  تواند حل شود. در نهايت ترم انتگرالي زير باقي خواهد ماند: 

)4-13(                            
0

( , )
[ ( , ) ( , ) ( 0) ] ( , )ft

t

l t
J l t l t t q l t dt

t

   



     

  

  فرم بالا مي تواند به صورت زير خلاصه شود: ،]138[ 2لفانووآ از تعريف

)4-14(                                                                      [ ( , ) ( , )ft

t
J J q l t q l t dt


   0

  

)] تابع هدف ، بسط زير براي گراديان)14-4) و (13-4(با مقايسه معادله  ( , )]J q l t تابع هدف  از 

[ ( , )]J q l t قابل بدست آوردن است:  

)4-15(                                  ( , )
[ ( , )] ( , ) ( , ) ( , ) ( )

l t
J q l t l t l t l t t

t

         


0  

                                                            
2 Alfanov 



~ ٨٥ ~ 

 

  شرط توقف 4-4-3
  اگر مسئله داراي خطاي اندازه گيري نباشد، شرط توقف سنتي بصورت زير تعريف مي شود:

)4-16(                                                                                           [ ( , )]nJ q l t  1  

يك مقدار مشخص بسيار كوچك است. اگر چه ديتاهاي دماي اندازه گيري شده حتماً داراي  كه 

در مرحله تكرار نهايي  )2-4(معادله  تابع هدف  خطا هستند، به همين جهت ما انتظار برابر صفر بودن

مشاهدات تجربي از قانون تفاوت به عنوان شرط توقف استفاده مي كنيم.  را نخواهيم داشت. با استفاده از

  فرض مي شود كه باقيمانده دما تقريباً به صورت

 T (0, t ) Y (0, t )                                                                                                  (17-4)  

 )17-4. با جايگزيني معادله (دانحراف استاندارد اندازه گيري ثابت فرض مي شو  تخمين زده شود.

  محدوده توقف بصورت زير بيان مي گردد:)2-4(در معادله 

)4-18(                                                                                                    ft  2  

) شرط توقف نهايي بدست 18-4(از معادله  و با جايگزيني ) 16-4(سپس با كمك معادله توقف 

  .آيدمي

  روش محاسباتي -4-5

روش محاسباتي توضيح داده شده در بالا براي حل اين مسئله هدايت گرمايي هذلولي معكوس با استفاده 

CGM  :را مي توان در گامهاي زير خلاصه كرد  

nqفرض مي شود  (l,t)  در تكرارn .ام مشخص است  

Tحل معادله مستقيم براي بدست آوردن  .1 (x; t   e-1-4تا  a-1-4از معادلات  (

. ادامه حل در صورت )18-4(از معادله  با كمك ) 16-4(تست شرط توقف داده شده با معادله  .2

  ارضا نشدن شرط

x)حل معادله الحاقي براي بدست آوردن  .3 , t ) 12-4( از معادلات-a(  تا)12-4-e(  

J تابع هدف  محاسبه گراديان .4   (شيب كاربردي)) 15-4(از معادله  
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  )4-4(و ) 5-4(به ترتيب از معادلات   nPو جهت نزول  nمحاسبه ضريب مزدوج  .5

Tحل معادله حساسيت براي .6 (x , t ) با قرار دادنnq P   6-4(از معادلات-a(  تا)6-4-e(  

  )9-4(از معادله  nمحاسبه اندازه گام جستجو  .7

nqمحاسبه مقدار تخميني جديد براي  .8 1  و بازگشت به گام اول )3-4(از معادله 
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  نتايج م : پنجفصل 
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 بحث و نتايج -5-1

,q(lدر برآورد شار حرارتي مرزي  CGMنشان دادن اعتبار هدف از اين تحقيق  t با دقت بالا و بدون  (

مي باشد. ذكر اين نكته ضروري مي نمايد قبل از شروع  ،از فرم تابع مقادير ناشناخته يهيچ اطلاعات قبل

ر د هاي عددي مسئله مستقيم مطمئن شد، به حل مسئله معكوس، مي بايست از صحت و دقت جواب

در  CGMدقت  دادن ميزان جهت بررسي و نشان غير اينصورت كل حل معكوس بي فايده خواهد بود.

,q(lپيش بيني شار حرارتي مرزي  t)  با شرايط مرزي متفاوت در نظر گرفته  جهت آزمايش، سه مسئله

  شد.

به منظور مقايسه نتايج براي موقعيت هاي مربوط به خطاهاي اندازه گيري تصادفي، خطاي مجزا توزيع 

نرمال با ميانگين و ثابت صفر و انحراف استاندارد در نظر گرفته شده است. شبيه سازي مقدار نادقيق 

  مي تواند بصورت زير بيان گردد. Yداده هاي 

)5-1  (                                                                                        exactY Y    

,q(l، حل دقيق مسئله مستقيم با شار حرارتي مرزي داده شده  exactYكه  t)  ؛  انحراف استاندارد

  اعتماد را ايجاد مي كند. 99مي باشد كه % 767/2يك متغير تصادفي در بازه  ωاندازه گيري و 

براي حل معكوس اين است كه حدس اوليه مقادير ناشناخته مي تواند  CGMيكي از مزاياي استفاده از 

شار حرارتي برابر صفر در نظر ، حدس اوليه تخاب شود. در تمامي موارد اين مسائلبصورت دلخواه ان

  گرفته شده است.

)5-2(                                                                                                initialq(l,t) 0  

  در نظر گرفته شده اند: مقادير زير جهت مسائل
CT ; l / m ; k wm ; k / c / m s        2 2 1

0 20 0 035 50 0 00001327  
 100رمايي ماده مي باشد. همچنين پس از بررسي شرط استقلال از گره شبكه ضريب پخش گ 

x(به عبارت ديگر  300در /  0 tو  00035  ) در نظر گرفته شد. در ادامه نتايج حاصل از 2

,q(lتست عددي جهت محاسبه  3محاسبه  t) .89[آورده شده است[   
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  1تست عددي  5-1-1

)5-3(                               5 0

0 0 t 9

4 (t l )
q(l, t) 6 10 sin[ ] 9 t 590

580
0 590 t 600

 
     


 

  

آناليز ابتدايي با  1  0و در نظر گرفتن .انجام مي شود  

 1مي باشد، لذا محدوده توقف با توجه به مسئله و از مشاهدات عددي تجربي بي بعد  0چون 

,q(lدر نظر گرفته مي شود. حل دقيق و تخميني  t)  نشان داده شده   )3-5 تكرار در (شكل 24بعد از

  است.

توان در شكل مشاهده كرد كه شار حرارتي تخمين زده شده از دقت بسيار بالايي برخوردار است. مي

xدماي تخمين زده شده در  0  رسم شده است. خطاي وابسته متوسط براي شار  )1-5(شكل در

ERR1حرارتي و دما به ترتيب  = ERR2و  %	2.06 =   مي باشد. %	0.001

  خطاي وابسته متوسط براي شار حرارتي و دما بصورت معادلات زير است:كه تعريف 

)5-4(                                                
1M

1
J 1

ˆq(l, J) q(l, J)
ERR1% M 100%

q(l, J)

 
   
  
  

)5-5                                           (
M

J

T( , J) Y( , J)
ERR % M %

Y( , J)

 
   
  
    



2
2

1
2 1  

q̂انديس زمان گسسته شده و  Jكه  ( l, J Tو  ( (0, J بيانگر مقادير تخمين زده شده شار حرارتي و  (

  دما مي باشند.

از مقادير حدود صفر در محاسبه خطاي وابسته متوسط جهت جلوگيري از خطاي محاسباتي صرف نظر 

Mاز نتايج تجربي  1شده است. براي تست  1 Mو  265 2   نظر گرفته شده است.در  275

Cاكنون به بررسي تأثير خطاي اندازه گيري مي پردازيم. براي دما ابتدا خطاي سنسور را   10  در)

Cگيري شده) در نظر گرفته سپس با افزايش آن تا ميانگين دماي اندازه %5/4حدود  20  حدود)
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بدست مي ) 16-5(از معادله  ميانگين دماي اندازه گيري شده) اثرات خطا را بررسي مي كنيم.  %9

q(sتكرار نتايج حاصل براي  11آيد. پس از  ,t)1  نمايش داده شده است.   12-5و  8-5در شكل هاي

ERR1برابر  5-5خطاي ميانگين مرتبط در شكل  = ERR1برابر  9-5و براي شكل  %	9.96 =
مي باشد. توزيع دماي مربوط به حالات  %	8.29 10  و20  تا  5-5 يهاشكلبه ترتيب در

 اند.نمايش داده شده   11-5تا  9-5و  5-7

كر تمامي مثالهاي ذبرابر با صفر نبودن زمان آسايش، با توجه به نرخ زياد شار و نيز  لازم به ذكر است

  اي قرار دارند.دوده انتقال حرارت غيرفوريهحشده در م

  نتايج نشان دهنده عدم حساسيت الگوريتم به خطاهاي اندازه گيري و قابل اعتماد بودن حل

 خطاهاي اندازه گيري مي باشد.معكوس در موارد مربوط به 

 

  
  σ = 0، 1 مثال تست دقيق، و تخميني يدما توزيع منحني مقايسه – 1-5 شكل
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  σ = 0، 1 مثال تست ، دقيق و شده زده تخمين دماي براي كانتور منحني – 2-5 شكل

  
 σ = 0 ، 1 مثال تست دقيق، و تخميني  حرارتي شار مقايسه – 3-5 شكل
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  لگاريتمي – ب بعد، بي - ،الف σ = 0 ، 1 مثال تست ،  تابع هدف تغييرات منحني – 4-5 شكل

  
  

  
  σ = 10، 1 مثال تست دقيق، ومقايسه منحني توزيع دماي تخميني  – 5-5 شكل
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  σ = 10، 1 مثال تست ، دقيق و شده زده تخمين دماي براي كانتور منحني – 6-5 شكل

  
  σ = 10، 1 مثال تست دقيق، و تخميني  حرارتي شار مقايسه – 7-5 شكل
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  لگاريتمي  - ب بعد، بي - الف ، σ = 10 ، 1 مثال تست ،  تابع هدف تغييرات منحني – 8-5 شكل

  
  σ = 20، 1 مثال تست دقيق، ومقايسه منحني توزيع دماي تخميني  – 9-5 شكل

 



~ ٩٥ ~ 

 

  
  σ = 20 ، 1 مثال تست ، دقيق و شده زده تخمين دماي براي كانتور منحني – 10-5 شكل

  
  σ = 20، 1 مثال تست دقيق، و تخميني  حرارتي شار مقايسه – 11-5 شكل
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  لگاريتمي – ب بعد، بي - الف ، σ = 20 ، 1 مثال تست ،  تابع هدف تغييرات منحني – 12-5 شكل

 

  2تست عددي  5-1-2

)5-6(                           

t

t t

q(l, t) t t

t t

t

 


    


     

  

  

  

5 5

5 5

5 5

0 0 30
3 10 90 10 30 18075 75

5 10 1800 10 180 480150 150
2 10 1140 10 480 57045 45
0 570 600

  

، با در نظر گرفتن 1تست انند هم 1  0و  آناليز را شروع مي كنيم، محدوده توقف بي بعد

0.75  تكرار  27در نظر گرفته مي شود. پس ازq(l, t)  بدست مي   15-5تخميني بصورت شكل

ERR1نمايش داده شده است. براي اين حالت   13-5آيد. دماي دقيق و تخميني در شكل  = 1.46	% 

ERR2و  =   در نظر گرفته شده است. 290و  275به ترتيب برابر  2ܯو  1ܯبدست مي آيد.  %	0.0053

C10، نتايج شار تخميني با در نظر گرفتن خطاي  23-5و  19-5 شكل هاي    وC20  به

ERR1تكرار را نمايش مي دهند خطاي ميانگين وابسته به ترتيب  11و  12ترتيب پس از  = و  8.45% ERR1 =    مي باشد. %	9.34

  آمده است.  21-5و  17-5توزيع دما نيز براي حالات فوق الذكر به ترتيب در شكل هاي 
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  σ = 0، 2 مثال تست دقيق، ومقايسه منحني توزيع دماي تخميني  – 13-5 شكل

  
  σ = 0 ، 2 مثال تست ، دقيق و شده زده تخمين دماي براي كانتور منحني – 14-5 شكل
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  σ = 0، 2 مثال تست دقيق، و تخميني  حرارتي شار مقايسه – 15-5 شكل

  
 لگاريتمي -بي بعد، ب  -، الف  σ = 0،  2، تست مثال   تابع هدفمنحني تغييرات  – 16-5شكل 
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  σ = 10، 2 مثال تست دقيق، ومقايسه منحني توزيع دماي تخميني  – 17-5 شكل

  
  σ = 10 ، 2 مثال تست ، دقيق و شده زده تخمين دماي براي كانتور منحني – 18-5 شكل
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  σ = 10، 2 مثال تست دقيق، و تخميني  حرارتي شار مقايسه – 19-5 شكل

  
  لگاريتمي - ب بعد، بي - الف ، σ = 10 ، 2 مثال تست ،  تابع هدف تغييرات منحني – 20-5 شكل
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  σ = 20، 2 مثال تست دقيق، ومقايسه منحني توزيع دماي تخميني  – 21-5 شكل

  
  σ = 20 ، 2 مثال تست ، دقيق و شده زده تخمين دماي براي كانتور منحني – 22-5 شكل
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  σ = 20، 2 مثال تست دقيق، و تخميني  حرارتي شار مقايسه – 23-5 شكل

  

  
  لگاريتمي – ب بعد، بي - الف ، σ = 20 ، 2 مثال تست ،  تابع هدف تغييرات منحني – 24-5 شكل
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  3 عددي تست 5-1-3

)5-7(                                                       

t

t
q(l, t)

t

t

   

    
   
  

5

5

5

2 10 0 190
4 10 190 380

2 10 380 570
0 570 600

  

1مانند دو مثال قبل آناليز را با    0و بعد  يوشرط توقف بε =   شروع مي كنيم. 12.5

آمده است. از شكل مشخص است كه بجز در نقاط تيز   27-5تكرار در شكل  14نتيجه حاصل از 

xناپيوستگي تخمين به خوبي بدست آمده است. دماي دقيق و تخميني در  0  نمايش   25-5در شكل

1ܯداده شده است. با در نظر گرفتن  = 2ܯو  285 = 290 ERR1 = ERR2و  %	9.44 = 0.001	% 

  براي اين حالت محاسبه مي گردد.

10نتايج براي حالات    20و  نمايش داده شده اند.  35-5و  31-5به ترتيب در شكل هاي  

ERR1تكرار خطاي ميانگين وابسته شار گرمايي به صورت   8و  11پس از به ترتيب  = و  %	13.60 ERR1 = بيان  33-5و  29-5خواهد بود. توزيع دماي مربوطه نيز به ترتيب در شكل هاي  %	17.90

  شده است.
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  σ = 0، 3 مثال تست دقيق، ومقايسه منحني توزيع دماي تخميني  – 25-5 شكل

  
  σ = 0 ، 3 مثال تست ، دقيق و شده زده تخمين دماي براي كانتور منحني – 26-5 شكل
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  σ = 0، 3 مثال تست دقيق، و تخميني  حرارتي شار مقايسه – 27-5 شكل

  
  لگاريتمي - ب بعد، بي - الف ، σ = 0 ، 3 مثال تست ،  تابع هدف تغييرات منحني – 28-5 شكل
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  σ = 10، 3 مثال تست دقيق، ومقايسه منحني توزيع دماي تخميني  – 29-5 شكل

  

  
  σ =  10، 3 مثال تست ، دقيق و شده زده تخمين دماي براي كانتور منحني – 30-5 شكل
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  σ = 10، 3 مثال تست دقيق، و تخميني  حرارتي شار مقايسه – 31-5 شكل

  

  
  لگاريتمي - ب بعد، بي - الف ، σ = 10 ، 3 مثال تست ،  تابع هدف تغييرات منحني – 32-5 شكل
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 σ = 20 ، 3 مثال تست دقيق، ومقايسه منحني توزيع دماي تخميني  – 33-5 شكل

 

  
 σ=20،  3منحني كانتور براي دماي تخمين زده شده و دقيق ، تست مثال  – 34-5شكل 
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 σ = 20، 3 مثال تست دقيق، و تخميني حرارتي شار مقايسه – 35-5 شكل

  

  
  لگاريتمي – ب بعد، بي - الف ، σ = 20 ، 3 مثال تست ،  تابع هدف تغييرات منحني – 36-5شكل
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 مثال هاي عددي تست شدهاطلاعات كلي  1-5جدول 

 Sigma تكرار Epsilonخطا تابع دما % خطا تابع شار % تابع هدف M1 M2 

 1آزمايش 

0 24 400 0,9616 2,07 0,0011 

265 275 10 11 60000 132,2293 9,96 0,0086 

20 9 240000 542,8981 8,30 0,0255 

2آزمايش 
0 27 300 0,4717 1,47 0,0053 

275 290 10 12 60000 149,3371 8,46 0,0412 

20 11 240000 569,0376 9,34 0,0939 

3آزمايش 
0 14 5000 10,3454 9,44 0,0010 

290 285 10 11 60000 147,4422 13,60 0,0142 

20 8 240000 527,3892 17,90 0,0015 

  بحث:

  كاسته شده است. به عبارت ديگر، با افزايش با افزايش نويز از تعداد تكرارها و نيز دقت محاسبات

گردد. به نظر نويز و كاهش دقت تابع دما، افزايش خطا جهت تخمين شار حرارتي مشاهده مي

  بر دقت محاسبات افزود. توان با انتخاب شرط توقف كوچكتر تا اندازه ايميرسد مي

  ص دقت تابع تخميني مشخهمچنين در نمودارها در نقاط با شكستگي و شيب بالا، پايين بودن

است. در اين نقاط تابع تخميني بصورت منحني هموار و بدون تغييرات شيب ناگهاني و 

به نظر ميرسد مهمترين مشكل به عبارت بهتر  شكستگي هاي شديد تخمين زده شده است.

  در نقاط شكستگي باشد.دقيق تابع كد عدم توانايي تخمين 

  كنترل دما  5-2

قسمت قبل از صحت محاسبات و نتايج كد نوشته شده اطمينان حاصل گرديد، در اين پس از آنكه در 

مختلف در سطح به عنوان منبع ورودي داده براي كد استفاده گرديده است.   هاي دماييقسمت از تابع

ادير مقباشد. همانند بالا هدف از اين بخش بررسي كنترل دماي سطح و تخمين شار حرارتي مربوطه مي

  در نظر گرفته شده اند: جهت مسائلزير 
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CT ; l / m ; k wm ; k / c / m s        2 2 1
0 20 0 035 50 0 00001327  

 100رمايي ماده مي باشد. همچنين پس از بررسي شرط استقلال از گره شبكه ضريب پخش گ 

x(به عبارت ديگر  300در /  0 tو  00035  شرط توقف در اين بخش ) در نظر گرفته شد. 2

εبصورت  = سازي خطاهاي سنسور از روش اضافه كردن در نظر گرفته شده است. جهت شبيه 10−5

 4اعداد رندوم كه در بالا توضيح داده شد استفاده شده است. در ادامه نتايج حاصل از بررسي معكوس 

 جهت بررسي در مثال اول ابتدا تخميني حاصل نشان داده شده است. تابع دمايي متفاوت دمايي و نتايج

از يك تابع سينوسي، سپس يك تابع خطي، در مثال سوم تركيبي از دو حالت اول و دوم و در مثال 

ع مد اي كه در لحاظ كردن توابچهارم تابع خطي با شكستگي شديد دمايي درنظر گرفته شد. تنها نكته

  اشد.بگي دما در نقاط تغيير فرم تابع جهت جلوگيري از هرگونه واگرايي كد مينظر قرار گرفت، پيوست

  هاي آزمايشي زير به ترتيب عبارتند از:توابع دمايي استفاده شده در تست

)5-6(                    Y=20                                                       0 t<5

Y=20+sin(2 (t-5)/295)                     5 t 300


   

 Test 1

)5-7                   (Y=20                                     0 t<50

Y=0.04t+18                     50 t 300


  

 Test 2 

)5-8                   (
Y=20                                                    0 t<5

Y=20+10sin( (t-5)/145)                   5 t 150

Y= -0.025t+23.75                        150<t 300)


   
 

 Test 3 

)5-9                   (
Y=20                                    0 t<50

Y=0.4t                              50 t 100

Y= -0.2t+60                     100 t 250

Y=10                                  250<t<300)


  
  


 Test 4 

گيري دازهميانگين دماي ان 5براي دما ابتدا خطاي سنسور را %براي بررسي تأثير خطاي اندازه گيري، 

ي شده اثرات خطا را بررسي ميانگين دماي اندازه گير 10% ر نظر گرفته سپس با افزايش آن تادشده 
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نشان داده  68-5تا  37-5هاي در شكل 5%نمودارهاي مربوط به حالت بدون نويز و حالت نويز  .شودمي

از آوردن نمودارهاي مربوط به  10%و حالت نويز  5%شده است. بدليل تشابه نمودارهاي حالت نويز 

  آمده است. 2-5پرهيز گرديده و تنها نتايج نهايي آن به همراه ساير نتايج در جدول  10%حالت نويز 

ين شار حرارتي از دقت بسيار خوبي همانطور كه در ادامه مشاهده خواهد شد، در حالت بدون نويز تخم

 كه بع ورودي از دقت تابع خروجيبرخوردار است اما با افزايش نويز و در نتيجه پايين آمدن دقت تا

باشد نيز كاسته ميشود. براي غلبه بر اين مشكل ميتوان از سنسورهاي همان تابع شار تخميني مي

  .بهره بردو يا افزايش تكرار دفعات آزمايش و بيشتر تر حساس
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  σ = 0، 1مثال  دقيق، و تخميني حرارتي شار مقايسه – 37-5شكل 

  

  
 σ  =0،  1مثال مقايسه منحني توزيع دماي تخميني و دقيق،  – 38-5شكل 
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 =σ  0،  1منحني كانتور براي دماي تخمين زده شده و دقيق ، تست مثال – 39-5شكل 

 
 لگاريتمي –بي بعد، ب  -، الف  σ = 0،  1مثال ،   تابع هدفمنحني تغييرات  – 40-5شكل
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 σ  =5،  1مثال مقايسه شار حرارتي تخميني و دقيق،  – 41-5شكل 

 

 
 σ  =5،  1مثال مقايسه منحني توزيع دماي تخميني و دقيق،  – 42-5شكل 
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 σ  =5، 1مثال منحني كانتور براي دماي تخمين زده شده و دقيق ،  – 43-5شكل 

 

 
 لگاريتمي –بي بعد، ب  -، الف σ  =5،  1مثال ،   تابع هدفمنحني تغييرات  – 44-5شكل



~ ١١٧ ~ 

 

 

  σ = 0، 2مثال مقايسه شار حرارتي تخميني و دقيق،  – 45-5شكل 

 
 σ  =0،  2مثال مقايسه منحني توزيع دماي تخميني و دقيق،  – 46-5شكل 
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 σ  =0 ،2مثال منحني كانتور براي دماي تخمين زده شده و دقيق ،  – 47-5شكل 

 
 لگاريتمي –بي بعد، ب  -، الف  σ  =0،  2مثال ،   تابع هدفمنحني تغييرات  – 48-5شكل
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 σ  =5،  2مثال مقايسه شار حرارتي تخميني و دقيق،  – 49-5شكل 

 
 σ  =5،  2مثال مقايسه منحني توزيع دماي تخميني و دقيق،  – 50-5شكل 
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 σ  =5، 2مثال منحني كانتور براي دماي تخمين زده شده و دقيق ،  – 51-5شكل 

 
 لگاريتمي –بي بعد، ب  -، الف σ  =5،  2مثال ،   تابع هدفمنحني تغييرات  – 52-5شكل
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 σ  =0،  3مثال مقايسه شار حرارتي تخميني و دقيق،  – 53-5شكل 

 
 σ  =0،  3مثال مقايسه منحني توزيع دماي تخميني و دقيق،  – 54-5شكل 
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 σ  =0، 3مثال منحني كانتور براي دماي تخمين زده شده و دقيق ،  – 55-5شكل 

 
 لگاريتمي –بي بعد، ب  -، الف σ  =0،  3مثال ،   تابع هدفمنحني تغييرات  – 56-5شكل
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 σ  =5،  3مثال مقايسه شار حرارتي تخميني و دقيق،  –57-5شكل 

 
 σ  =5،  3مثال مقايسه منحني توزيع دماي تخميني و دقيق،  – 58-5شكل 
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 σ  =5، 3مثال منحني كانتور براي دماي تخمين زده شده و دقيق ،  – 59-5شكل 

 
 لگاريتمي –بي بعد، ب  -، الف  σ  =5،  3مثال ،   تابع هدفمنحني تغييرات  – 60-5شكل
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  σ = 0، 4مثال مقايسه شار حرارتي تخميني و دقيق،  –61-5شكل 

 
 σ  =0،  4مثال مقايسه منحني توزيع دماي تخميني و دقيق،  – 62-5شكل 
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 σ= 0، 4مثال دقيق ، منحني كانتور براي دماي تخمين زده شده و  – 63-5شكل 

 
 لگاريتمي –بي بعد، ب  -، الف σ= 0،  4مثال ،   تابع هدفمنحني تغييرات  – 64-5شكل
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 σ= 5،  4مثال مقايسه شار حرارتي تخميني و دقيق،  –65-5شكل 

 
 σ  =5،  4مثال مقايسه منحني توزيع دماي تخميني و دقيق،  – 66-5شكل 
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 σ= 5، 4مثال منحني كانتور براي دماي تخمين زده شده و دقيق ،  – 67-5شكل 

 
 لگاريتمي –بي بعد، ب  -، الف σ= 5،  4مثال ،   تابع هدفمنحني تغييرات  – 68-5شكل
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  اطلاعات كلي مثال هاي عددي تست شدهخلاصه  2-5جدول 

نويز %  خطا تابع دما % تابع هدفEpsilon تكرار   

 1آزمايش 

0 82 10E-5 0,002916 0,9979 

5 25 10E-5 0,798247 1,1276 

10 11 10E-5 4,377529 4,4057 

 2آزمايش 

0 19 10E-5 0,00042 0,3536 

5 12 10E-5 1,521162 2,3928 

10 6 10E-5 7,893491 1,1316 

 3آزمايش 

0 71 10E-5 0,002139 0,1915 

5 32 10E-5 0,970997 3,9478 

10 68 10E-5 5,260419 2,4505 

 4آزمايش 

0 76 10E-5 0,003976 0,0778 

5 15 10E-5 1,320232 0,9096 

10 24 10E-5 4,266466 22,5167 

 

 از ميانگين تابع دما محاسبه شده است. ينويز بر اساس درصد 

 تغيير ميكنند.  %2در حد  اي تصادفي، نتايج در هر بار اجرابه علت استفاده از تابع خط  

مشخص است، نتايج تخمين  68-5تا  37-5همانطور كه از نتايج ذكر شده در جدول بالا و شكلهاي 

با افزودن نويز به تابع دمايي، با نويز تا شار در حالت بدون نويز با دقت بسيار خوبي بدست آمده است. 

دقت  ويز و پايين آمدناما با افزايش نباشد، ميانگين تابع دما خطا بسيار خوب و قابل قبول مي %5حدود 

نتايج نشان دهنده عدم تابع ورودي دما، دقت نتايج تخميني نيز پايين آمده، با اين حال همچنين 

حساسيت الگوريتم به خطاهاي اندازه گيري و قابل اعتماد بودن حل معكوس در موارد مربوط به خطاهاي 

  اندازه گيري مي باشد.

  گيرينتيجه  5-3

اي حائز كند هدايت حرارتي غيرفوريهدر مواردي كه شرايط مرزي در جسم به طور ناگهاني تغيير مي

بزرگ باشد و اين به جنس  اي چشمگير است كه مقادير اهميت است؛ زماني اثرات هدايت غيرفوريه
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گيرد، در جايي حرارتي قرار ميجابهماده بستگي دارد. در مواردي كه سطح جسم ناگهان در معرض 

ي و سهموي كاملاً از يكديگر متمايزند اما بعد از گذشت زمانهاي ي هدايت هذلوللحظات اوليه جوابها

شوند. در حالتي كه شرط مرزي مسأله نوساني است اين طولاني اين دو جواب به سمت هم همگرا مي

ريود نوسانات تحريك با زمان آرامش حرارتي هم دو جواب بر هم منطبق نخواهند شد. مخصوصاً اگر پ

  اي باقي خواهد ماند. مرتبه باشند، حتي بعد از گذشت زمانهاي طولاني نيز اثرات هدايت غيرفوريه

اثرات  رآيد كه اگطح اين نتيجه بدست ميي با در نظر گرفتن تابش در ساثرات هدايت هذلول يدر بررس

ت باشد و نيز اگر ضريب جذب سطح جسم خيلي زياد باشد، تر از هدايتابش روي سطح خيلي قوي

دماي سطح جسم حتي بعد از گذشت زمانهاي كوتاه با تقريب خوبي از همان معادله كلاسيك هدايت 

 شوند.آيد. به عبارت ديگر، جوابهاي اين دو مدل خيلي سريع به سمت هم همگرا ميحرارت بدست مي

هاي دماي بدست آمده اثرات تابش روي سطح جسم، شيب نمايهاز سوي ديگر در صورت ناديده گرفتن 

و سهموي خيلي به هم نزديك است. با افزايش اثرات تشعشع روي سطح و نيز افزايش  هذلولياز هدايت 

  ها كاملاً از يكديگر متفاوت خواهند شد.ضريب جذب تابشي سطح، شيب منحني

 هذلوليبا موفقيت جهت تخمين شار حرارتي مرزي گذرا در مسايل هدايت حرارت  CGM؛ فصل پنجدر 

معكوس با كمك شبيه سازي دماي خوانده شده در مرزها استفاده شد. سه مثال با شرايط شار حرارتي 

در قبال  CGMمتفاوت به همراه خطاي اندازه گيري حل گرديد. نتايج بيانگر پايدار و منظم باقي ماندن 

خطايي  ، هيچ حساسيت و CGMش خطاي اندازه گيري مي باشد. نتايج حاصل از بكارگيري روش افزاي

 را حتي در مواجهه با مقادير خطاي بزرگ اندازه گيري نشان ندادند.

نتايج نشان دهنده آن است كه در توابع كه داراي نقاط شكست و تغيير شيب زياد و آني هستند، در 

ر و تداراي شيب ملايمكمتري برخوردار بوده و لذا كد حاظر براي توابع  نقاط عطف تخمين تابع از دقت

نرم افزار متلب جهت كاهش خطاي تخمين  هايابزار توان ازمي تر است.عاري از نقاط شكست مناسب

  استفاده نمود.در نقاط تغيير 

 خطاهاي دمايي دلخواه و تخمين شار حرارتي مربوطه استفاده گرديد. ادامه؛ كد حاظر براي چهار تابعدر 
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  باشد.دهنده پايدار بودن كد براي توابع دمايي ميمربوطه نشان

استفاده از گراديان مزدوج امتيازات  نتيجه گرفت كه توانيم درنهايت؛ از مجموعه بحث هاي ارائه شده

 به همراه دارد: زير را

  به حدس اوليه دقيق براي مقادير مجهول حساسيت روشعدم  .1

  نرخ همگرايي زياد .2

  عدم نياز به فرضياتي براي فرم تابع مجهول .3

 زمان كوتاه براي انجام محاسبات .4

  

  پيشنهادات براي كارهاي آينده

توان به عنوان مثال ميتوان اين تحقيق را در زمينه هاي مختلف ادامه داد. به ميبه نظر ميرسد 

  اشاره نمود:پيشنهادات زير 

 مختلفبررسي شرايط مرزي   .1

 بررسي اثرات تغييرات ضريب دمايي با دما .2

 اثرات خواص فيزيكي غير ثابتبررسي  .3

 استفاده از چند حسگر در آزمايشاتبررسي اثر  .4

هاي تيز مانند از روشهاي بهينه سازي براي كاهش خطاي ذاتي روش در لبهاستفاده  .5

Mollification  وWavelet 
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  3نيكلسون-كرانك روش به سازي گسسته– 1ضميمه.
   

                                                            
3 Crank–Nicolson 
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ܯپس از تشكيل دادن ماتريس صفر  + 1 × ்ܻرا براي  ܰ ௢௧௔௟ مقادير سطر ابتدايي ماتريس از شرط ،
ܾ)مرزي  − 1 − ܿ)و سطر دوم از شرط   (5 − 1 − آيند. لازم به ذكر است جهت رشد بدست مي (5

  زمان از سطر پايين به سمت بالاست.

)App.١-1                                                                   (்ܻ ௢௧௔௟ = ቎ 0⋮ … ⋮݋
0ܶ … 0ܶ
0ܶ … 0ܶ

቏ே×ெା1

	   

ܽ)اكنون از معادله   − 1 −  داريم: (5

)App.١-2                                       (                              ݇ డ2௒డ௫2 = ܿߩ߬ డ2௒డ௧2 + ܿߩ డ௒డ௧    

 خواهيم داشت: [139] نيكلسون مركزي براي گسسته سازي-با استفاده از روش  كرانك

 )١.App-3      (                                                  ௞
2∆௫2 ൣ ௜ܻା1

௝ା1 − 2 ௜ܻ௝ା1 + ௜ܻି1
௝ା1 + ௜ܻା1

௝ −
2 ௜ܻ௝ + ௜ܻି1

௝ ൧ = ఛఘ௖∆௧2 ൣ ௜ܻ௝ା1 − 2 ௜ܻ௝ + ௜ܻ௝ି1൧ + ఘ௖∆௧ ൣ ௜ܻ௝ା1 − ௜ܻ௝൧ 

 براي زمانهاي مختلف بكار رفته است. jبراي مكانها و بالانويس iدر اينجا زيرنويس 

)App.١-4                                                      (ൣ ௜ܻା1
௝ା1 − 2 ௜ܻ௝ା1 + ௜ܻି1

௝ା1 + ௜ܻା1
௝ − 2 ௜ܻ௝ +

௜ܻି1
௝ ൧ = 2∆௫2ఛఘ௖௞∆௧2 ൣ ௜ܻ௝ା1 − 2 ௜ܻ௝ + ௜ܻ௝ି1൧ + 2∆௫2ఘ௖௞∆௧ ൣ ௜ܻ௝ା1 − ௜ܻ௝൧  

ߙبا در نظر گرفتن  = ఘ௖௞   ߛو نيز = 2ఛ∆௫2ఈ∆௧2  ߣو = 2∆௫2ఈ∆௧ :خواهيم داشت 

)App.١-5                                                  (ൣ ௜ܻା1
௝ା1 − 2 ௜ܻ௝ା1 + ௜ܻି1

௝ା1 + ௜ܻା1
௝ − 2 ௜ܻ௝ +௜ܻି1

௝ ൧ = ൣߣ ௜ܻ௝ା1 − 2 ௜ܻ௝ + ௜ܻ௝ି1൧ + γൣ ௜ܻ௝ା1 − ௜ܻ௝൧ 

 :شودل ميپس از ساده سازي معادله بالا بصورت زير تبدي

)App.١-6                                              (௜ܻା1
௝ା1 − [2+ ߣ + [ߛ ௜ܻ௝ା1 + ௜ܻି1

௝ା1 = − ௜ܻା1
௝ +

2 ௜ܻ௝ − ௜ܻି1
௝ + 2−ൣߣ ௜ܻ௝ + ௜ܻ௝ି1൧ − ߛ ௜ܻ௝ 

ثابت، يعني حل در يك نقطه زماني خاص و در مكانهاي مختلف و اعمال  jدر ابتدا حل را براي حالت 
  گيريم.  خواهيم داشت:ثابت در نظر مي iنقطه، و سپس براي حالت  N-2براي  forآن با كمك دستور 

)App.١-7( ቈ⋱⋮
0

1 −[2 + ߣ + [ߛ 1
1 −[2 + ߣ + [ߛ 1

0⋮⋱቉(ெା1)×(ெା1) ൣ… ௜ܻି1
௝ା1 ௜ܻ௝ା1 ௜ܻା1

௝ା1 …൧1×(ெା1) = ൥ ⋮ܵܪܴ⋮ ൩(ெା1)×1
  

AYبه عبارت ديگر  = B  خواهد بود. براي بدست آوردن سطر ابتدايي و انتهايي ماتريسهايA  وB  فوق
݀)معادلات شرط مرزي  − 1 − ݁)و  (5 − 1 − ܽ)را براي معادله (5 − 1 −    .كنيماعمال مي (5
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݁)از شرط مرزي  − 1 − ݔيعني براي  (5 =   داريم: ݈

)App.١-8                 (                                                     ݇ డ௒(௟,௧)డ௫ = ,݈)ݍ (ݐ + ߬ డ௤(௟,௧)డ௧  

 مطابق آنچه پيش از اين گفته شد، از روش كرانك نيكلسون مركزي خواهيم داشت:

)App.١-9             (                         ௞
4∆௫ [ ௜ܻା1

௝ା1 − ௜ܻି1
௝ା1 + ௜ܻା1

௝ − ௜ܻି1
௝ ] = ௝ି1ݍ + ߬ ௤ೕି௤ೕష1∆௧  

)App.١-10           (                     [ ௜ܻା1
௝ା1 − ௜ܻି1

௝ା1 + ௜ܻା1
௝ − ௜ܻି1

௝ ] = 4∆௫௞ ௝ି1ݍ + 4ఛ∆௫௞∆௧ ௤ೕି௤ೕష1∆௧ 

ଶߣبا در نظر گرفتن  = ଵߣو  ݐ∆݇ݔ∆4߬ =   :شودمعادله فوق بصورت زير ساده سازي مي ݇ݔ∆4

)App.١-11     (                       [ ௜ܻା1
௝ା1 − ௜ܻି1

௝ା1 + ௜ܻା1
௝ − ௜ܻି1

௝ ] = ௝ି1ݍ1ߣ + ௝ݍ)2ߣ −   (௝ି1ݍ

 : ௝ା1ܻ پس از مرتب سازي براي

)App.١-12      (                      ௜ܻା1
௝ା1 − ௜ܻି1

௝ା1 = − ௜ܻା1
௝ + ௜ܻି1

௝ + ௝ି1ݍ1ߣ + ௝ݍ)2ߣ −   (௝ି1ݍ

برابر  Aسطر آخر ماتريس  برابر با سمت راست معادله فوق و Bلذا سطر آخر ماتريس  [0 ⋯ −1 0  خواهد بود. [1

݀از شرط مرزي  − 1 − ݔيعني براي  5 =   داريم: 0

)App.١-13                                                                                         (డ௒(0,௧)డ௫ = 0  

 گفته شد:مطابق آنچه پيش از اين 

)App.١-14                   (                                             1
2 [௒೔శ1

ೕశ1ି௒೔ష1
ೕశ1

2∆௫ + ௒೔శ1
ೕ ି௒೔ష1

ೕ
2∆௫ ] = 0  

)App.١-15        (                                                     ௜ܻା1
௝ା1 − ௜ܻି1

௝ା1 = − ௜ܻା1
௝ + ௜ܻି1

௝  

برابر  Aسطر اول ماتريس  برابر با سمت راست معادله فوق و Bلذا سطر اول ماتريس  [−1 1 …   خواهد بود. [0

 بصورت زير خواهند بود: Bو  Aلذا ماتريس هاي 

)App.١-16                (                                    ܣ = ቈ −1 1													 … 	 	 0⋮ 1 −(2 + ߣ + (ߛ 1 ⋮
0 … 																−1 0 1

቉  
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)App.١-17  (                               ܤ = ێێۏ
ۍێێ − ௜ܻା1

௝ + ௜ܻି1
௝⋮− ௜ܻା1

௝ + 2 ௜ܻ௝ − ௜ܻି1
௝ + 2−ൣߣ ௜ܻ௝ + ௜ܻ௝ି1൧ − ߛ ௜ܻ௝⋮= − ௜ܻା1

௝ + ௜ܻି1
௝ + ௝ି1ݍ1ߣ + ௝ݍ)2ߣ − (௝ି1ݍ ۑۑے

  ېۑۑ
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Abstract 
The process of heat transfer usually described by parabolic models. In some cases, when 

heat conductivity coefficients depend on the solution itself, the structure and properties 

of the solution changes significantly. If the elapsed time of heat transport process is very 

small the inertia starts to be important and the wave nature of the heat energy transport 

becomes a dominant process. For example, the physical phenomena involved in ultra-

short laser pulse interactions with solids are very complex. It is shown that the classical 

parabolic two temperature model, which is based on Fourier’s law, is not sufficiently 

accurate. For such cases, hyperbolic model has been suggested. Several strategies can be 

applied to construct numerical algorithms for finding solutions of the hyperbolic heat 

transport models. 

If the boundary conditions (heat flux or temperature distribution) on the surface are 

entirely known as a function of time and location, then temperature distribution inside the 

object can be determined by solving the heat transfer equation. This kind of problems 

called Well-posed. But many practical cases of heat transfer cannot be solved directly due 

to unknown boundary conditions (Ill-posed). Ill-posed problems can be solved by inverse 

analyses. One Procedure to solve Inverse heat transfer problem (IHCP  ) is to derive 

surface heat flux and temperature distribution from temperature’s change inside subject.  

In this thesis IHCP are solved by applying Conjugate Gradient Method (CGM). CGM 

method is based on minimizing the sum of squared difference between the measured 

temperature and the calculated temperature. In order to demonstrate the experimental 

temperature, results of analytical method with adding a normal distribution are used. The 

method proves to be very useful and powerful especially when a direct measurement of 

surface heat flux and temperature is difficult to obtain, owing to several working 

condition. The thesis reviewed here, discussed one dimensional inverse heat conduction 

problem. Procedure, criteria, methods and important results of other investigation are 

briefly discussed. The results indicate that the method used to control the desired 

temperature is very efficient even when input data are disturbed. The efficiency and 

accuracy of such algorithms are investigated by solving test problems. 

Keyword: Inverse heat transfer, IHCP, Conjugate Gradient Method, CGM, Non-

fourier heat transfer  
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