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دانشکده  مهندسی مکانیکدانشجوي دوره کارشناسی ارشد رشته  زهره ملک حسینیاینجانب 

تیرویسکوالاستیک  عددي حل تحلیلی ودانشگاه صنعتی شاهرود نویسنده پایان نامه مکانیک 
با در نظر گرفتن    ه اولتحت بار دینامیکی عرضی به کمک تئوري تغییر شکل برشی مرتب

  .متعهد می شومچی دکتر حمیدرضا ایپک تحت راهنمائی تغییر شکلهاي نسبتاً بزرگ
  

       تحقیقات در این پایان نامه توسط اینجانب انجام شـده اسـت و از صـحت و اصـالت برخـوردار
  .است

 تدر استفاده از نتایج پژوهشهاي محققان دیگر به مرجع مورد استفاده استناد شده اس. 

  مطالب مندرج در پایان نامه تاکنون توسط خود یا فرد دیگري براي دریافت هیچ نوع مدرك یا
 .امتیازي در هیچ جا ارائه نشده است

    کلیه حقوق معنوي این اثر متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود می باشد و مقالات مستخرج بـا
ــام  ــاهرود  « ن ــنعتی ش ــگاه ص ــا » دانش   Shahrood  University  of« و ی

Technology  «به چاپ خواهد رسید. 

     حقوق معنوي تمام افرادي که در به دست آمدن نتایح اصلی پایان نامه تأثیرگـذار بـوده انـد در
 .رعایت می گردد پایان نامهمقالات مستخرج از 

  اده استف) یا بافتهاي آنها ( در کلیه مراحل انجام این پایان نامه ، در مواردي که از موجود زنده
 .شده است ضوابط و اصول اخلاقی رعایت شده است

  در کلیه مراحل انجام این پایان نامه، در مواردي که به حوزه اطلاعات شخصی افراد دسترسی یافته
  .  یا استفاده شده است اصل رازداري ، ضوابط و اصول اخلاق انسانی رعایت شده است 

.                                                                                                                                                                 

 تاریخ                                                                

  امضاي دانشجو                                                                         

  
  
  
  

 تعهد نامه

 مالکیت نتایج و حق نشر

  نرم مقالات مستخرج، کتاب، برنامه هاي رایانه اي(کلیه حقوق معنوي این اثر و محصولات آن ،
این مطلب . متعلق به دانشگاه صنعتی شاهرود می باشد) افزار ها و تجهیزات ساخته شده است 

 .در تولیدات علمی مربوطه ذکر شودباید به نحو مقتضی 

.
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  چکیده
  

تحلیل ریاضی و عددي تیر ویسکوالاستیک با خیز نسبتاً زیاد، تحت بار دینامیکی عرضی و  نامهدر این پایان

جایی به کمک تئوري تغییر شکل برشی مرتبه در استخراج معادلات، میدان جابه. بار محوري ارائه شده است

کارمن -ي فنجایی از رابطهجابه -ي هوك و کرنشکرنش از رابطه-روابط تنش .شوداول تخمین زده می

معادلات حاکم بر حرکت تیر، یک دستگاه معادلات دیفرانسیل غیر خطی  با مشتقات جزئی . کنندتبعیت می

حل تحلیلی به . اندو با ضرایب ثابت هستند که به یکدیگر کوپل بوده و به کمک اصل همیلتون تعیین شده

افزار انسیس همچنین مسأله به کمک نرم .بسط مدهاي نرمال تعیین شده است غتشاشات وتئوري ا کمک

  .نیز تحلیل شده است

هاي طبیعی تیر، تعیین پاسخ برحسب مکان و تعیین فرکانس: موارد بررسی شده در این تحلیل عبارتند از

 لاستیک بر روي فرکانس و پاسخي ویسکوابررسی تأثیر پارامترهاي هندسی و ماده تعیین بار کمانش، زمان،

  .، بررسی دقت تئوري مرتبه اول در تعیین پاسخ و مقایسه نتایج با حل عدديو بار کمانش

  :کلمات کلیدي 

تیر ویسکوالاستیک، تئوري تغییر شکل برشی مرتبه اول، تحلیل فرکانسی، تئوري اغتشاشات، خیز نسبتاً 

  زیاد، روش اجزاي محدود
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  نامهتخرج از پایانهاي مسفهرست مقاله
  

 Determining natural frequencies and buckling load of a viscoelastic beam 

with moderately large deflection using first order shear deformation 

theory ; Mechanics of Time Dependent Material (submitted). 

 

 Response determination of a viscoelastic beam with moderately large 

deflection under transverse dynamic load using first order shear 

deformation ; Engineering Mechanics, ASCE; (submitted). 
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  علائم و اختصارات
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Nz,Mxz,Nxz   
   u, v,w  جاییبههاي جامؤلفه   U  انرژي کرنشی

    u0,w0  ي میانیجایی صفحهبههاي جامؤلفه   Q  گسترده عرضی بار
   WPx,WPy  بار محوريهاي کار مؤلفه    P  بار محوري
    کرنش برشینرخ      بعد کوچکپارامتر بی

  
         b  پهنا

     zy,zx,yx  هاي برشیتنش
      σz,σy,σx   هاي نرمالتنش

     u1,w1   توابع مجهول با بعد چرخش
     ρ  چگالی

 *T  چگالی انرژي جنبشی
        

 *U  چگالی انرژي کرنشی

   i  زمان رهایش

  

       ضریب پواسون
    ضریب تصحیح برشی

   η  ضریب ویسکوزیته

  

     l  طول تیر
         h  عمق تیر

     ω  فرکانس طبیعی
بار کار انجام شده توسط 

 WQ  گسترده عرضی
  

  

     ,ϒzy, ϒzx, ϒxy  هاي برشیکرنش
     z,x,y  هاي نرمالکرنش

         [Bi]  هاي ضرایبماتریس
     x,y,z   هاي کارتزینمختصه

 E  مدول الاستیسیته
  K,K0  )اتساعی( مدول بالک

 G0  مدول برشی

 i  مدول تناسبی

   E1,E2  هاي ویسکوالاستیکمدول

  

        βi  مقادیر ویژه



 ن 
 

  پیشگفتار

  .ي حاضر داراي ساختار کلی زیر استنامهپایان

سپس معادلات بنیادین  .شودمیابتدا به معرفی مواد ویسکوالاستیک و خصوصیات آنها پرداخته اول در فصل 

سازي مواد ویسکوالاستیک و فرضیات متداول در تفاده در مدلهاي رئولوژیکی مورد اسکرنش، مدل-تنش

خواهد شد،  اي داده ي اجزاي سازهدر ادامه توضیح مختصري درباره. شودمیتحلیل تنش این مواد بیان 

نهایت مرور پرداخته و درهاي متداول در بررسی تیرها و تئوريهاي غیرخطی سپس به معرفی سیستم

در فصل دوم، براساس تئوري تغییر شکل برشی مرتبه اول،  .شودمینامه انجام نمقالات مرتبط با پایا

قات جزئی این معادلات شامل مشت. شودخطی تیر استخراج میدیفرانسیل حاکم بر ارتعاشات غیر معادلات

در فصل سوم، براي حل . شوندهاي زمان و مکان هستند و به کمک اصل همیلتون تعیین مینسبت به متغیر

حل تحلیلی به کمک بسط . شده استاستفاده و بسط مدهاي نرمال  1ین معادلات، از تئوري اغتشاشاتا

در فصل چهارم، حل عددي . شوندمدهاي نرمال انجام شده است و پاسخ و فرکانس طبیعی تیر تعیین می

یان نتایج مسأله در فصل پنجم، به ب. ي مورد بررسی، ارائه خواهد شدشامل حل مدال و حل دینامیکی مسأله

. اثر پارامترهاي مختلف مادي و هندسی بر رفتار سیستم مورد بررسی قرار خواهد گرفت. شودپرداخته می

  .نتایج و پیشنهادها در فصل پایانی ارائه خواهد شد

                                                
1 Perturbatuion Theory 
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 مقدمه -1-1
رو، در این از این. استاي آشنایی با ساختار، خصوصیات و رفتار آن، ضروري جهت بررسی هر ماده

سپس معادلات  .فصل ابتدا به معرفی مواد ویسکوالاستیک و خصوصیات آنها پرداخته شده است

ت سازي مواد ویسکوالاستیک و فرضیاهاي رئولوژیکی مورد استفاده در مدلکرنش، مدل-بنیادین تنش

اي ي اجزاي سازهدر ادامه توضیح مختصري درباره. متداول در تحلیل تنش این مواد بیان شده است

پرداخته و هاي متداول در بررسی تیر و تئوريهاي غیرخطی سپس به معرفی سیستم. داده شده است

  . شده است آوردهنامه در نهایت مرور مقالات مرتبط با پایان

 مواد ویسکوالاستیک -1-2
ي مکانیک مورد باشند که در حوزهآلی میالاستیک و سیال ویسکوز، دو نوع معمول از مواد ایدهجامد 

در جامد الاستیک، تغییر شکل بر اثر نیروي خارجی بعد از حذف نیرو قابل . گیرندبررسی قرار می

-غیرهاي پلیمر. کندولی در سیال ویسکوز، سیال تحت نیروي خارجی جریان پیدا می ؛برگشت است

هاي مصنوعی یک خصوصیات میانی بین جامد الاستیک و سیال ها و رزینمتبلور مانند پلاستیک

سیالی را با هم جامد و شبهاین شکل از مواد که هر دو خصوصیت شبه. دهندویسکوز را نشان می

رایون،  همچنین رفتار مواد متشکل از الیافی مانند ابریشم،. شونددارند، ویسکوالاستیک نامیده می

چنین فلزات در دماهاي بالا ها و همها مثل پوست و ماهیچه1ها، بیومتریالها، سرامیکسلولز و شیشه

  .[1] هاي ویسکوالاستیک خطی مدل شوندتوانند با مدلمی

  ي خطیرفتار ویسکوالاستیسیته -1-3
 بیاني خطی هاي کوچک، با استفاده از قانون هوك در الاستیسیتهنشدر کر رفتار بسیاري از جامدات،

ي تنشبراي مواد الاستیک در یک بعد، رابطه. شودمی با کرنش     .[2] به صورت زیر است   

)1-1(  E  

                                                
1Biomaterial 
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 1مدول یانگ است که عکس کامپلینس J 1( است(
J

E .  

برخلاف مواد الاستیک که تغییر شکل آن در اثر اعمال نیروي خارجی، بعد از حذف نیرو قابل برگشت 

  . [2] کندتبعیت می از قانون زیر یابد واست، یک سیال ویسکوز تحت اعمال بار خارجی جریان می

)1-2( 
dt
d

   

η سیال بوده و در حالت جریان پایا، به صورت نسبت تنش برشی  2ي برشی ویسکوزیته  به نرخ

  .شودتعریف می کرنش

)1-3( 




  

که لزوماً (باشند والاستیک، داراي خصوصیات الاستیک و ویسکوز به صورت ترکیبی میمواد ویسک

  ).خطی نیستند

-اي از جنس مادهکرنش، که از اعمال یک نرخ ثابت کرنش به میله- مواد، اغلب با منحنی تنش 3تیفس

به صورت ي الاستیک خطی باشد، منحنی اگر ماده. شودآید، نشان داده میدست میي مورد نظر به

 )1-1(شکل  رنگ در خط پر(دهد یک خط مستقیم است که شیب آن مدول الاستیسیته را نشان می

(a) . تنش تسلیم(در یک تنش بزرگy (گیردي تسلیم قرار میماده در آستانه.  

کرنش خطی نبوده و شیب آن نیز در مقایسه با -، تغییرات تنشي ویسکوالاستیک خطیدر یک ماده

علت این پدیده در طی اعمال یک نرخ کرنش ثابت،  ).(b) )1-1(شکل  (مواد الاستیک کمتر است 

 4نش پسمانددر جامد ویسکوالاستیک، کر. ي ویسکوالاستیک نسبت به زمان استحساس بودن ماده

پلاستیک نسبت به زمان و تغییرات آن حساس نیستند، اما -مواد الاستیک. سرانجام صفر خواهد شد

باشند که معمولاً اگر تنش از تنش تسلیم فراتر رود، بعد می) تنش تسلیم( 5ايداراي یک تنش آستانه

  .ماندد باقی میاز برداشته شدن بار، یک کرنش پسمان

                                                
1 Compliance 
2 Shear Viscosity 
3 Stiffness 
4 Residual Strain 
5 Threshold Stress 
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اي، پاسخ به کرنش پله. شوداي انجام میتیک، با اعمال یک کرنش یا تنش پلهتست مواد ویسکوالاس

  .[3]باشدمی 2اي، خزشتنش و پاسخ به تنش پله1رهایش

  
(a)                                (b) 

  )[3](پلاستیک -الاستیکمواد  (b)و  ویسکوالاستیک خطی مواد (a)کرنش براي -منحنی تنش )1-1( شکل
  

  :[4]  افتد به شرح زیر استایی که در مواد ویسکوالاستیک اتفاق میهبرخی از پدیده

  ).خزش(یابد اگر تنش ثابت باقی بماند؛ با گذشت زمان، کرنش افزایش می -1

  ).  رهایش(یابد اگر کرنش ثابت باقی بماند؛ با گذشت زمان، تنش کاهش می -2

 حاکم بر مواد ویسکوالاستیکمعادلات  -1-4
کرنش در مواد ویسکوالاستیک، به دو شکل کلی انتگرالی و دیفرانسیلی -بیان معادلات بنیادین تنش

  .شودپذیر است، که در ادامه به بیان روش دیفرانسیلی پرداخته میامکان

نیز حساس ي ایزوتروپیک که پاسخ آن به مشتقات تنش و کرنش ي ساختاري براي یک مادهمعادله

  .شوداست، به صورت کلی زیر نوشته می

)1-4( 0,...),,,...,,,(  f  

  .ي فوق به صورت زیر استشکل اوپراتوري معادله. باشندکه در آن، تنش و کرنش وابسته به زمان می

)1-5( )()()()( tDQtDP ijij    

  .شوندبه صورت زیر تعریف می DQ)(و  DP)(که 

                                                
1 Relaxation 
2 Creep 
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)1-6( 


















N

r
r

r
r

N

r
r

r
r

t
QDQ

t
PDP

0

0

)(

)(
 

dt
dD وrP  وrQ اندباشند و به مدل رئولوژیکی انتخابی وابستهثابت می.  

 2و اتساعی 1جهت توصیف رفتار ویسکوالاستیک یک سیستم تحت کشش چند محوري، قسمت برشی

 ویسکوالاستیک به برش و اتساع ياین قاعده به دلیل پاسخ متفاوت ماده. دکننتنش را از هم جدا می

  .توان به صورت زیر جدا کردهاي برش و اتساع را میبا توجه به این نکته، مؤلفه. باشدمی) بالک(

)1-7( 
iiii

d
ij

d
ij

QP

QP





22

11




 

  .باشنداپراتورهایی به شکل کلی زیر می2Q و  1P ،2P ،1Qمعرف بخش انحرافی و   dبالانویس

)1-8( 
n

n

n t
p

t
p

t
ppP












 ...2

2

2101  

G و K شوندباشند، به صورت زیر تعیین میکه به ترتیب مدول رهایش برش و بالک می.  

)1-9( 
)(

3
1

)(
2
1

2

2

1

1

P
QK

P
QG





 

-ي مدول الاستیسیته و ضریب پواسون برحسب مدول رهایش بالک و برش به صورت زیر میرابطه

  .باشد

)1-10( 

GK
GK

GK
KGE

26
23

3
9










 

الاستیسیته و ضریب پواسون به در عبارات فوق، مدول Q وP بر حسب K و  Gبا جایگذاري مقادیر

  ).[6]و  ([5] آیددست میشکل اپراتوري به

  

                                                
1 Deviatoric 
2 Dilatational 
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 فرضیات متداول در ویسکوالاستیسیته -1-5
بر آوري اطلاعات وابسته به زمان براي خصوصیات مواد ویسکوالاستیک مشکل و زماناز آنجا که جمع

هایی بر روي خصوصیات ماده ضروري حلیل تنش در این حوزه، اعمال فرضاست، براي حل مسائل ت

یا مدول tG)(ي ویسکوالاستیک، یکی از خصوصیات مدول برشبنابراین اغلب براي ماده. است

  :شودشود و مدول دیگر براساس یکی از فرضیات زیر تعیین میتعریف می tE)(یانگ

-ي مسائل الاستیک خطی، در حالت تراکمهاي کوچک در حوزهبراي تغییر شکل: ناپذیريراکمت -1

- تحت شرایط مشابه، براي یک ماده. نهایت استیا مدول بالک بی 0.5ناپذیري، ضریب پواسون برابر با 

بنابراین با . باشدنهایت میو مدول بالک بی 0.5ناپذیر ویسکوالاستیک، ضریب پواسون برابر با ي تراکم

  ).نظر باشدتغییر حجم قابل صرف(باشد هاي اتساعی صفر میوجود این شرط، کرنش

را داشته  0kدر این حالت مدول بالک، مقدار ثابت ): بالک(الاستیک در اتساع -2

)()(و 0 tHktK باشد، کهمی)(tH فرض بر این اساس است که تغییرات  این. است 1ايتابع پله

در این حالت ضریب پواسون، تابعی از . مدول بالک نسبت به مدول برشی، با دما و زمان بسیار کم است

ي ویسکوالاستیک در اتساع، معمولاً فرض بنابراین، فرض رفتار الاستیک، براي ماده. زمان است

  .مناسبی است

شود که نسبت مدول بالک به برشی مقدار ین حالت فرض میدر ا: مدول بالک و برشی 2زمانیهم -3

)()(که ثابتی باشد، به طوري 1 tGctK  1کهc بنابراین در این حالت وابستگی . مقداري ثابت است

صحت این فرض به شدت وابسته به . باشدزمانی این دو یکسان بوده و فقط مقادیر آنها متفاوت می

  . [6] در این حالت ضریب پواسون یک مقدار ثابت است. ماستد

 هاي مکانیکی مواد ویسکوالاستیکمدل - 1-6
توسط مواد الاستیک و ویسکوز، از قبیل  سازي پاسخ به تحریک مکانیکی مواد ویسکوالاستیک،مدل

ترین حالت جهت تفسیر رفتار هاي مکانیکی خطی، سادهین مدلاستفاده از ا. شودفنر و دمپر انجام می
                                                
1 Heaviside Step Function 
2 Synchronous 



 فصل اول   تاریخچه و مرور مقالات

6 
 

) اتلافی(پاسخ و دمپر حالت تطبیقی ) الاستیک(فنر رفتار ناگهانی. باشدویسکوالاستیسیته مواد می

  .[7] کندسازي میسیستم را شبیه

 1مدل ماکسول  - 1- 1-6
  ).)2-1(شکل  (مپر سري است مدل ماکسول شامل فنر و د

 
  )[3](مدل ماکسول  )2-1( شکل

  :توان به صورت زیر نوشتي کلی تنش و کرنش را براي این مدل، میرابطه

)1-11( 
  


 

E


  

  :یاول اینکه تحت شرایط تنش ثابت، یعن. دو کمبود در مورد این مدل ساده وجود دارد

)1-12( 



dt
d

dt
d ,0

 

)(جریان نیوتنی مشهود است
dt
d

  ي ي خزش براي مادهو این موضوع با توجه به رفتار پیچیده

توان به طور معمول با یک جمله که رفتار رهایش تنش را نمیدوم این .ویسکوالاستیک درست نیست

  .[7] کند نهایت به صفر میل نمیان بینمایی کاهشی بیان کرد، چون لزوماً تنش در زم

 2ویت-مدل کلوین  -2- 1-6
 .کندو به خوبی رفتار خزشی را توصیف می ))3-1(شکل  (این مدل شامل یک فنر موازي با دمپر است 

  :این مدل به صورت زیر استکرنش در -ي کلی تنشرابطه

                                                
1 Maxwell Model 
2 Kelvin-Voigt Model 
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 [3] ویت-مدل کلوین )3-1( شکل

)1-13(   E  

 کند تواند رهایش تنش را تشریحکند، مدل کلوین نمیبا توجه به اینکه در کرنش ثابت دمپر عمل نمی

 [7].  

)1-14(  E
dt
d

 0)(  

 1)مدل زنر(جامد استاندارد خطی  -3- 1-6
مدل ماکسول، رفتار رهایش تنش و مدل کلوین نیز فقط رفتار خزشی یک جامد ویسکوالاستیک را 

ستیک مناسب نیست، زیرا لازم کند، اما هیچ کدام براي ارائه رفتار عمومی جامد ویسکوالاتوصیف می

آنچه که به طور معمول جامد . است که مدل، هر دو رفتار رهایش تنش و خزش را با هم توصیف کند

) )4-1(شکل  (ویت به صورت سري با فنر-شود، ترکیبی از المان کلویناستاندارد سه المانی نامیده می

  .است) )5-1(شکل  (ان ماکسول موازي با فنریا الم

  
   )[3] (اولین مدل جامد استاندارد خطی  )4-1( شکل

 

                                                
1 Standard Solid (Zener) Model 
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  )[3] (مدل جامد استاندارد خطی دومین )5-1( شکل

  :ي بنیادین براي اولین مدل، به صورت زیر استلهمعاد

)1-15( 





 
22121

)11(
EEEEE

  

  :شودي زیر تعیین میبا استفاده از آزمایش رهایش تنش، مدول رهایش با معادله

)1-16( 

1

12
21

1

0

exp)()(

E

tEE
EE

EttG



































 

  :ي بنیادین به صورت زیر استبراي دومین مدل، معادله

)1-17( 









2

11

2

1
E
EE

E








  

  :شودین مدل نیز به صورت زیر تعیین میمدول رهایش ا

)1-18( 








tEEtG exp)( 21  

  ).[8] ،[7]  ،[5] (آورده شده است الف هاي ویسکوالاستیک در پیوست توضیحات تکمیلی مدل

 اياجزاي سازه -1-7
، 3، تیرها، غشاها2ها، میله1هاتوان به شش گروه کابلها را میاز لحاظ هندسه و شرایط بارگذاري، سازه

هاي یک بعدي هستند که تنها بار ترین سازهها سادهکابل.بندي نمودتقسیم 5هاو پوسته 4هاورق

هایی ها نیز سازهمیله. مل بار فشاري و گشتاور خمشی نیستندکنند و قادر به تحکششی را تحمل می
                                                
1 Cables 
2 Rods 
3 Membranes 
4 Plates 
5 Shells 
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هایی هستند که یکی تیرها سازه. را تحمل کنندهاي کششی، فشاري توانند بارکه میبعدي هستند یک

از ابعاد به مراتب بزرگتر از دو بعد دیگر است و در معرض بارهاي عرضی قرار دارند که باعث خمش 

 . [9] به تحمل نیروهاي کششی، فشاري، خمشی، پیچشی و برش عرضی هستندگردد و قادر آنها می

توان آنها را شبیه به تیرها در دوبعد هایی دوبعدي با سختی خمشی محدود هستند که میها سازهورق

ظر گرفته شود اگر ضخامت آن در تواند یک ورق در نهر سطح با یک ضخامت خاص می. در نظر گرفت

ها قادر به تحمل نیروهاي کششی، فشاري، خمشی، پیچشی، ورق. مقایسه با عرض آن بسیار کم باشد

توان آن را اي دوبعدي است که میغشا سازه). [10]  ،[9] (باشند و بارهاي عرضی می 1ايبرش صفحه

اي را تواند نیروي کشش و برش صفحهغشا تنها می .ي کابل در دو بعد در نظر گرفتتعمیم یافته

هایی خمیده هستند ها سازهپوسته ).[10]  ،[11]  ،[9] ( باشدتحمل کند و قادر به تحمل خمش نمی

را با ایجاد نیروهاي  2که دو بعد آنها به مراتب بزرگتر از بعد سوم است و قادرند نیروهاي خارج صفحه

  ).[11] ،[9] (اي تحمل کنند صفحه

  3غیرخطیهاي سیستم -1-8
سیستم . [9] هایی هستند که اصل جمع آثار در مورد آنها صادق نیستهاي غیرخطی، سیستمسیستم

ت آنها در معادلات حرکت، شرایط و مشتقا وابستههنگامی غیرخطی است که حاصلضرب متغیرهاي 

همچنین وجود ناپیوستگی در سیستم، باعث غیرخطی شدن . مرزي یا روابط سازگاري ظاهر شود

زمانی . تنهایی براي درك رفتار سیستم کافی نیستهاي خطی بهبررسی مدل. [12]  شودمعادلات می

هاي خطی هایشان باشند، پاسخهاي طبیعی وابسته به دامنهسانات بزرگ باشد و فرکانسي نوکه دامنه

بینی کننده باشد؛ زیرا ممکن است یک حل خطی پیشتواند گمراههاي خطی میمدل. نادرست هستند

در نظر گرفتن رفتار غیرخطی . [13]است که در واقعیت ناپایدارکند که سیستم پایدار است در حالی

نگري بیشتر در طراحی، تحلیل و کنترل شود مهارت و واقعهاي مهندسی باعث میسازي سازهمدلدر 

                                                
1 In-plane  
2 Out-of-plane 
3 Nonlinearity 
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شوند که در ادامه توضیح داده خطی میعوامل متعددي سبب ایجاد رفتار غیر. ها اعمال شوداین سازه

  ).[16] ، [15] ، [14] ( خواهد شد

 1هایی که در اثر کمانشهاي بزرگ و یا سیستمهایی با تغییر شکلاین مشخصه در سیستم: هندسه

ی ها، عامل غیرخطی هندسی، ناشی از معادلات غیرخطدر تیرها و ورق. شوند، مهم استمی 2خراب

کشیدگی  در نتیجه،. هاي محوري کوپل استجایی عرضی با کرنشهآن جابکرنش است که در 

هاي تغییر شکل( 3کارمن-براي مثال در میدان جابجایی ون. دهدمیانی در تیر یا ورق رخ می يصفحه

این غیرخطی در انرژي پتانسیل سیستم ظاهر . شود، عامل غیرخطی در مشتقات آن ظاهر می)بزرگ

  . شودمی

دهد که در واقع این نوع از غیرخطی زمانی رخ می. یکی دیگر از عوامل، جنس ماده است: مادهجنس 

صورت جملات ي مورد نظر نامعتبر باشد، در اینبراي ماده) کرنش-ي خطی تنشرابطه( قانون هوك

  .گرددغیرخطی در معادلات ظاهر می

براي مثال استفاده . مرزي مسأله ظاهر شوند جملات غیرخطی ممکن است در شرایط: شرایط مرزي

  .شود، باعث ایجاد جملات غیرخطی میممتد از فنر و دمپر غیرخطی در یک سیستم

نوع بارگذاري اعمال شده بر روي سازه نیز، یکی دیگر از عوامل ظاهر شدن جملات : بارگذاري

  .باشدغیرخطی در معادلات حرکت می

-زیرا نیروي استهلاك تابع غیرخطی از جابه. ي غیرخطی استیدهاستهلاك اساساً یک پد: استهلاك

اصطکاك خشک و . سازي سیستم استآلخطی نوعی ایدهاستهلاك ویسکوز . ایی و سرعت استج

  .باشندهایی از استهلاك غیرخطی میاستهلاك هیسترسیس نمونه

. ادلات حرکت استغیرخطی اینرسی ناشی از وجود جملات غیرخطی سرعت و شتاب در مع: اینرسی

جملات شتاب کریولیس و جانب مرکز . هاي اینرسی استانرژي جنبشی سیستم منشأ ایجاد غیرخطی

                                                
1 Buckling 
2 Fail 
3 Von-Karman 
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  .باشندهایی از این نوع غیرخطی مینمونه

 تیر بررسیهاي متداول در تئوري -1-9
ري تیر ، تئوبعدي الاستیسیتهتئوري سه: عبارتند از هاي تیر که امروزه کاربرد دارندترین تئوريمهم

مشکل اساسی در تئوري الاستیسیته این است که تنها براي . 2و تئوري تیر تیموشنکو 1برنولی -اویلر

تئوري . این تئوري پرکاربرد نیست به همین دلیلتواند حل دقیق ارائه دهد؛ تعداد کمی از مسائل می

غییر شکل عمود بر تار تیر اویلر برنولی بر این فرض استوار است که صفحات سطح مقطع که پیش از ت

خنثی هستند، پس از تغییر شکل نیز همچنان مسطح و عمود بر تار خنثی باقی خواهند ماند و هیچ 

به عبارت دیگر از تأثیرات اعوجاج و تغییر شکل برشی و  .]17[ داد کرنشی در این صفحات رخ نخواهد

ت براي تیرهاي باریک و این فرضیا. پوشی شده استهاي عمودي عرضی چشمطور از کرنشهمین

فرض عدم وجود برش عرضی بدین معناست که چرخش در سطح مقطع تنها به . بلند معتبر است

 ،تیرهاي کامپوزیتی رضخیم، مدهاي فرکانس بالا و یا د اما براي تیرهاي. شوددلیل خمش ایجاد می

  .پوشی نیستبرش عرضی قابل چشم

این در . ]18[آید برنولی، تیر تیموشنکو پدید می-ل تیر اویلربا وارد نمودن اثر تغییر شکل برشی در مد

سازي استخراج معادلات حرکت، فرض شده است که کرنش برشی در سطح مقطع ساده يتئوري، برا

یکنواخت خواهد بود و به جاي آن یک ضریب تصحیح برشی در معادلات در نظر گرفته خواهد شد که 

. ]19[نس و هندسه به شرایط مرزي و نوع بارگذاري وابسته است این فاکتور علاوه بر پارامترهاي ج

حضور برش عرضی، چرخش در سطح مقطع ناشی از هر دو تغییر شکل خمشی و برشی عرضی در 

  .خواهد بود

  .هاي مرتبه بالاتر علاوه بر عمود بودن از مستقیم بودن خطوط نیز صرف نظر شده استدرتئوري 

ها نسبتاً بزرگ اما زمانی که تغییر شکل. هاي کوچک مناسب استمدل تیر خطی براي تغییر شکل

غیرممکن . له وارد نمودأباید جملات غیرخطی مورد نیاز را نیز در مس ترسازي دقیقهستند، براي مدل
                                                
1 Euler-Bernoulli 
2 Timoshenko 
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خطی و اثرات بعدي بسیار کلی را با در نظر گرفتن تمامی جملات غیراست که بتوان یک تئوري سه

شکل استاتیکی و غیره به کار  ی دورانی، تغییر شکل برشی، اعوجاج، استهلاك، تغییرثانویه مانند اینرس

، به خواص تیر پوشی شوداي که قرار است از آنها چشمخطی و اثرات ثانویهانتخاب جملات غیر. برد

    .، بارگذاري و شرایط مرزي وابسته است)ابعاد،جنس و غیره(

 مروري بر مقالات انجام شده -1-10
-یک روش حل براي ارتعاشات تیرهاي ویسکوالاستیک یکسرگیردار با دامنه [20] واجسک  ووجسیچ و

ي ویسکوالاستیک در مدل جامد استاندارد خطی براي توصیف رفتار ماده. اندي نوسانات بالا ارائه کرده

هاي بزرگ از روش المان جاییمسأله و تحلیل جابهسازي به منظور گسسته. ر گرفته شده استنظ

  .محدود و براي به دست آوردن معادلات حرکت از معادلات لاگرانژ مرتبه دو استفاده شده است

شاشات و اغت2کنش مدها ، برهم1روش جدیدي را براساس ترکیب اغتشاشات مدال [21] ما و همکاران 

. اندگذاري نوسانی ارائه کردهستیک با خیز نسبتاً زیاد، تحت باربراي پاسخ غیرخطی تیر الا 3ماتریسی

دهد که اغتشاشات مدال نتایج نشان می. همچنین یک مثال عددي از کاربرد این روش ارائه شده است

  .روش مؤثرتري در تحلیل این دسته از مسائل است

گاه ساده استفاده براي تحلیل ارتعاش غیرخطی تیر با تکیه 4هاي چندگانهاز روش مقیاس [22] فودا 

بندي، اثرات تغییر شکل برشی عرضی و اینرسی دورانی بر رفتار ارتعاشات با در فرمول. کرده است

یر برش و اینرسی دورانی در تیرهاي تأثدهد نتایج نشان می. ي بزرگ در نظر گرفته شده استدامنه

هاي غیرخطی با تغییر فرکانس. ي بزرگ قابل توجه استنسبتاً ضخیم و کوتاه تحت ارتعاشات با دامنه

  .هاي مختلف نیز ارائه شده استپارامتر

حاکم بر رفتار دینامیکی تیرهاي همگن  5دیفرانسیلی -معادلات جزئی انتگرالی [23] چن و چنگ 

                                                
1 Modal Perturbation  
2 Mode Superposition 
3 Matrix Perturbation 
4 Multiple-Scale 
5 Integro-Diffrential  
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- تبعیت می 1ي تیرها از روابط غیرخطی لیدرمني تشکیل دهندهماده. اندویسکوالاستیک را ارائه کرده

  .حل شده است هاي ساده، مدل ریاضی با روش گلرکینگاهدر مورد تیرها با تکیه. کند

ي الاستیک غیرخطی با خیز زیاد از جنس مادهبررسی رفتار یک تیر یکسر گیردار به  [24] لی 

ي یکنواخت و بار متمرکز عمودي در سر گسترده عرضی تحت بارگذاري ترکیبی، شامل بار 2لودویک

ي غیرخطی هندسی و ماده باشد، له شامل هر دو جملهأکه مسهنگامی. آزاد تیر، پرداخته است

هاي عددي اي است که حل آن احتیاج به روشم، معادلات دیفرانسیلی غیرخطی پیچیدهمعادلات حاک

  .   انجام شده است 3حل عددي با استفاده از روش رانج کوتاي مرتبه پنج باچر. دارد

امیکی تیرهاي تیموشنکوي استاتیکی و دینمعادلات حاکم بر رفتار شبه  [25]ژو و همکاران 

 4بعدي مشتقات کسريي تیرها از روابط سهدهندهي تشکیلماده. اندویسکوالاستیک را ارائه کرده

اي تحلیل شده و نتایج تحلیلی آن استاتیکی تیر تحت بارگذاري پلهدر ادامه رفتار شبه. کندتبعیت می

همچنین توابع . ر روي خیز بررسی شده استسپس تأثیر پارامترهاي مکانیکی ماده ب. ارائه شده است

و پاسخ دینامیکی تیر تحت یک هاي ساده گاهشکل مد براي تیر ویسکوالاستیک تیموشنکو با تکیه

در نهایت تأثیر برش عرضی و اینرسی دورانی بر روي ارتعاشات تیر . اي بدست آمده استتحریک دوره

  .بررسی شده است

رسی پایداري دینامیکی یک تیر کامپوزیتی با خواص ویسکوالاستیک به بر ]26[ وو کیم و هوان کیم

یک تیر کامپوزیتی یک جهته تحت نیروي متحرك براي تأثیر . اندتحت بار متحرك پرداخته

هاي کامپوزیتی روي بار بحرانی در هاي به کار رفته در اتصال لایهویسکوالاستیسیته موجود در چسب

ي اول و با استفاده از اصل همیلتون ئوري تغییر شکل برشی مرتبهبا فرض ت. نظر گرفته شده است

بندي شده را با استفاده از روش المان ي فرمولشود، سپس مسأله مقدار ویژهمعادلات استخراج می

  .محدود حل نموده است

                                                
1 Leaderman 
2 Ludwick 
3 Butcher's Fifth Order Runge-Kutta 
4 Fractional Derivative  
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ر زیاد تیرهاي گیردار منشوري و غیرمنشوري، تحت به بررسی رفتار خیز بسیا [27] دادو و السادر

اي در ي چرخش تیر با یک چندجملهبندي، زاویهدر فرمول. اندهاي مختلف پرداختهبارگذاري

اي با استفاده از ضرایب چندجمله. هاي مختلف در طول محور انحناي تیر تعریف شده استموقعیت

عادلات دیفرانسیل حاکم و با اعمال شرایط مرزي تیر به ي خطا در مماندهمینیمم کردن انتگرال باقی

هاي مختلف با نتایج حاصل از نرم افزار نتایج به دست آمده براي بارگذاري و هندسه .دست آمده است

MSC/NASTRAN مقایسه شده است.  

هاي گاهویسکوالاستیک متحرك محوري را روي تکیه ارتعاشات و پایداري یک تیر [28] چن و یانگ 

هاي طبیعی فرکانس يبراي محاسبههمچنین روشی . اندساده به همراه فنرهاي پیچشی، تحلیل کرده

و براي  و توابع مودال با استفاده از شرایط مرزي تیر الاستیک متحرك با سرعت ثابت، پیشنهاد کرده

هاي چندگانه، اثر ویسکوالاستیسیته را بر ا استفاده از روش بسطکلوین، بیک تیر تشکیل شده از مدل 

وقتی که سرعت محوري به صورت یک ارتعاش هارمونیک ساده حول . اندارتعاشات آزاد بررسی کرده

سرعت متوسط ثابت در نظر گرفته شود، شرایط ناپایداري براي تیر ویسکوالاستیک متحرك محوري 

حوري متوسط و سختی قید، سرعت ممچنین اثرات ه. شودمیپارامتریک مشاهده  1تشدیددر 

  .پاسخ به صورت عددي بررسی شده استویسکوالاستیسیته بر 

. اندرا بررسی کرده 2هاي میندلینارتعاشات آزاد تیرهاي تیموشنکو و ورق [29] فریرا و فسشار 

هاي مستطیلی و هاي میندلین براي هندسهمرزي تیرهاي تیموشنکو و ورقمعادلات حرکت و شرایط 

طیفی براي این منظور از توابع شکل جدیدي به همراه روش شبه. غیر مستطیلی ارائه شده است

  .دقت نتایج در این روش براي تیرهاي تیموشنکو بسیار بالاست. استفاده شده است

به بررسی ارتعاشات عرضی تیر ویسکوالاستیک تحت بار فشاري خارج از  [30]  کوکاترك و سیمسک

ها گاهشرایط تکیه. اندبرنولی پرداخته -براساس تئوري تیر اویلر 3مرکز و بار هارمونیک متمرکز متحرك

                                                
1 Resonance 
2 Mindlin 
3 Concentrated Moving Harmonic Force 
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در این مقاله خیز تیر به . ستبا استفاده از ضرایب لاگرانژ در فرمول انرژي سیستم در نظر گرفته شده ا

با استفاده از معادلات لاگرانژ، مسأله به حل یک سیستم معادلات . اي بیان شده استصورت چندجمله

مانند بار فشاري  1سازي عددي براي مقادیر مختلف خروج از مرکزنتایج شبیه. یابدجبري تقلیل می

. ارائه شده است متحرك ضی هارمونیکهاي تشدید و سرعت ثابت بار عرخارج از مرکز، فرکانس

هاي دقیق براساس تئوري نتایج بدست آمده با مقایسه با حل اعتبار همگرایی نتایج نیز بررسی شده و

  .برنولی براي موارد خاص بررسی شده، آورده شده است-تیر اویلر

ویت - رسی ارتعاشات آزاد یک تیر ویسکوالاستیک از نوع کلوینبه بر [31] محمودي و همکاران 

تعیین  2ي زیاد به کمک اصل همیلتونمعادلات حاکم بر سیستم براي ارتعاشات با دامنه. اندپرداخته

بندي شده هاي طبیعی فرمولبا استفاده از روش بسط چندگانه، شکل مدها و فرکانس. شده است

تواند براي هر نوع خطی و شکل مدها میهاي غیر، فرکانسدامنه يبندي شدهنتایج فرمول. است

هاي زمان و مکان مورد براي جداسازي متغیر 3سپس روش گلرکین. شرایط مرزي استفاده شود

-پینگ غیرخطی، علاوه بر جملات غیرهاي دممعادلات حرکت، وجود جمله. استفاده قرار گرفته است

هاي غیرخطی اینرسی وهندسی، باعث وابستگی وجود جمله. ددهخطی اینرسی و هندسی را نشان می

علاوه برآن، وابستگی شکل مدها به . شودي ثابت ارتعاشات میهاي طبیعی غیرخطی به دامنهفرکانس

نتایج تحلیلی براي شرایط مرزي دو سر . شده استي وابسته به زمان  نشان داده توان سوم دامنه

  .یردار بدست آمده و با نتایج عددي مقایسه شده استمفصل و یک سر مفصل و یک سر گ

-ارتعاشات غیرخطی مرتبه بالاي تیرهاي تیموشنکو با مرزهاي ثابت را بررسی کرده [32] ژونگ و لیائو 

نظر گرفته هاي برشی عرضی در اثرات غیرخطی تغییر شکل محوري، انحناي خمشی و کرنش. اند

نسبت . حل شده است SDQM 4معادلات دیفرانسیل غیرخطی حاکم با استفاده از روش. شده است

هاي غیرخطی به خطی استخراج و تغییرات آنها با نسبت دامنه به شعاع ژیراسیون بررسی فرکانس

                                                
1 Eccentricity 
2 Hamilton's Principle 
3 Galerkin Method 
4 Spiline-Based Differential Quadrature Method 
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هاي اصلی غیرخطی تیرها، بعضی از هاي شناخته شده براي فرکانسبرخلاف یافته. شده است

  .یابدهاي غیرخطی مرتبه بالا با افزایش نسبت دامنه به شعاع ژیراسیون، کاهش میرکانسف

شامل  مسأله. به بررسی خیز زیاد یک تیر ویسکوالاستیک، تحت بار ترکیبی پرداخته است [33] لی

دیفرانسیلی غیرخطی است که به - نوع انتگرالیهاي غیرخطی هندسی است و معادلات حاکم از جمله

در این مقاله، حل عددي خیز زیاد تیر . هاي عددي داردطور معمول براي حل آن احتیاج به روش

ي مثلثی و بار متمرکز عمودي در سر ویسکوالاستیک مخروطی تحت بار ترکیبی، شامل بار گسترده

  .بندي شده استجدول کوتا محاسبه و-آزاد آن، با استفاده از روش رانج

ي خیز زیاد را براي محاسبه2ي آدومینغیرخطی و تجزیه 1هاي شوتینگروش [34] بانرجی و همکاران 

نتایج حاصله که تنها وابسته به بارگذاري . اندهاي گیردار، تحت بارگذاري دلخواه پیشنهاد دادهتیر

خطی روش شوتینگ غیر. هاي بیضوي اعتبارسنجی شده استباشد، با استفاده از انتگرالیانتهایی م

اي براي شکل ي آدومین یک توصیف چندجملهکه روش تجزیهحالینتایج عددي دقیقی می دهد، در

هاي چندگانه با احتمال وقوع کمانش بحث شده هاي بزرگ، حلدر بارگذاري. دهدتیر به دست می

گیردار تحت دو گشتاور متمرکز، با استفاده از هر دو روش مثال، حل یک تیر یکسر وانبه عن. است

، کنندهاي کوچک کار میهایی که با استفاده از محركهر دو روش براي مکانیزم. آورده شده است

  .بسیار مفید است

هاي یکسرگیردار الاستیک غیرخطی، ساخته شده از ی خیز زیاد تیربه بررس [35] بروجان و همکاران 

- بندي دقیق گشتاوریک فرمول. اندشوند، پرداختهموادي که با تابع لودویک تعمیم یافته تعریف می

گاهی دلخواه به کار برده ي تیرهایی با مقطع مستطیلی، با شرایط تکیهتواند براي مطالعهانحنا، که می

- مثال. هاي مدل لودویک تعمیم یافته نیز نشان داده شده استبرخی از مزیت. شده استشود، آورده 

  .دهدهاي عددي در نظر گرفته شده براي این نوع ماده، به خوبی رفتار غیرخطی این تیرها را نشان می

ي یک، منشوري و گیردار ساخته شده از جنس مادهبه بررسی خیز زیاد یک تیر بار [36] واز و کر
                                                
1 Shooting 
2 Adomain Decomposition  Method 
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ي ویسکوالاستیک مادهمدل . اندمتمرکز وابسته به زمان پرداخته مایلویسکوالاستیک خطی، تحت بار 

ها و روابط از سازگاري هندسی، تعادل نیروها و ممان. باشدبه کار رفته، جامد استاندارد خطی می

- دیفرانسیلیخطی ي اول غیریک دستگاه معادلات مرتبهي ویسکوالاستیک خطی، دهندهتشکیل

مرتبه  2همراه با الگوریتم رانج کوتاي 1دست آمده است که با استفاده از روش شوتینگانتگرالی به

بندي انرژي تولیدي توسط یک توصیف تحلیلی نیز براي تقسیم. چهار به صورت عددي حل شده است

همچنین یک مدل المان . و تلف شده بدست آمده استهاي ذخیره شده نیروي خارجی به بخش

هاي تحلیلی و عددي آورده شده به منظور مقایسه و اعتبارسنجی فرمول3افزار آباکوسمحدود در نرم

کل کار  جایی نسبت به زمان، شکل هندسی،  بار نسبت به زمان،هاي جابهاست که نتایج براي منحنی

  .دو مقطع از تیر بررسی شده است انجام شده توسط نیروهاي خارجی براي

. یک روش انتگرالی جدید براي حل مسائل تیرهاي یکسرگیردار با خیز زیاد ارائه کرده است  [37] چن

هاي تواند با استفاده از انتگرال گشتاور، براي تیرهایی با خواص مختلف و بارگذارياین روش می

ي عددي نیاز دارد، بنابراین هاي سادهاین روش به طور عمومی به تکنیک. ختلط به کار گرفته شودم

  .  باشدبراي کاربرد بسیار ساده می

به آنالیز استاتیکی غیرخطی هندسی یک تیر یکسرگیردار تحت یک بار  [38] کوکاترك و همکاران 

هایپرالاستیک در نظر  ي تیر ایزوتروپیک وي تشکیل دهندهماده. انداي در سر آزاد آن پرداختههنقط

- در این مقاله، مدل المان محدود تیر با استفاده از مدل المان محدود لاگرانژین دو. گرفته شده است

ی بیان شده، با ي غیرخطمسأله. اي درجه دوم ساخته شده استبعدي پیوسته براي المان دوازده گره

  .حل شده است 4رافسون-و روش نیوتن) ي روش المان محدودبرپایه(جایی افزایشیاستفاده از جابه

یک حل تحلیلی تقریبی براي پاسخ دینامیکی غیرخطی یک تیر  [39] قایش و همکاران 

براي رفتار . انده یک جرم سنگین به آن متصل است، ارائه دادههاي ساده کگاهویسکوالاستیک با تکیه

                                                
1 Shooting Method 
2 Runge-Kutta 
3 Abaqus 
4 Newton-Raphson 
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غیرخطی هندسی مربوط به کشیدگی . ویت استفاده شده است-تیر ویسکوالاستیک از مدل کلوین

-ي میانی درنظر گرفته شده و با استفاده از قانون دوم نیوتن  و بر اساس مدل رئولوژیکی کلوینصفحه

-روش بسط. ف انرژي دارد، معادلات غیرخطی حرکت استخراج شده استویت که دو پارامتر براي اتلا

هاي طبیعی و پاسخ ارتعاشی سیستم بر ي فرکانسهاي چندگانه به طور مستقیم به منظور محاسبه

ي تشدید، قسمت محدودي از پاسخ به با توجه به پدیده. روي معادلات حرکت اعمال شده است

ي موردي به بررسی تأثیر پارامترهاي سیستم بر روي مطالعه. بندي شده استصورت تحلیلی فرمول

  .پاسخ پرداخته است

ي خیز زیاد تیرهاي یکسر گیردار غیرخطی ساخته شده از مواد لودویک با مقطع به محاسبه [40]  ارن

هاي تقریبی و عددي براي توابع حدسی وشمستطیلی تحت یک گشتاور در سر آزاد، با بکارگیري ر

مناسب بودن نتایج تخمین در  . کنند، پرداخته استاي که شرایط مرزي را مشخص میچندجمله

  .هاي مرتبه دو و چهار، بدست آمده استاياي و چندجملهمحاسبات، براي ثوابت یک و دو جمله

ي یک روش جدید براي تحلیل رفتار یک تیر غیرخطی نامحدود با خیز نسبتاً زیاد برپایه [41]  ژانگ

براي  2کارمن-براساس تقریب ون. تحت بارهاي خارجی متمرکز پیشنهاد کرده است 1الاستیک

ي غیرخطی، یک سیستم معادلات انتگرالی غیرخطی، متناظر با معادلات دیفرانسیل اصلی تیر هندسه

از نقطه نظر . بندي شده است، براي تیر با خیز نسبتاً زیاد فرمول)کارمن-برنولی، فن-اویلر(غیرخطی

- بندي انتگرالی جدید، رفتار غیرخطی یک نیروي خارجی ساختگی بر روي تیر اویلرمفهومی، فرمول

یک خطی براي ایجاد ش از سیستم معادلات انتگرالی غیردر این رو. دهدبرنولی خطی را پیشنهاد می

المان محدود و تئوري اغتشاشات به مراتب  تحلیلی براي حل استفاده شده است که از روشنیمه روش

. پارامترها ندارد همچنین برخلاف تئوري اغتشاشات، احتیاج به کوچک فرض کردن. تر استآسان

ملی حل را هاي عوسیعی از کاربرد يمحدودهدهد این روش بسیار سریع همگرا شده و نتایج نشان می

  .دهدپوشش می
                                                
1 Elastic Foundation 
2 Von-Karman 
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خطی ر ویسکوالاستیک که به یک فنر غیربه بررسی تحلیلی ارتعاشات آزاد و اجباري تی  [42] قایش 

معادلات حاکم بر حرکت، سازگار با شرایط مرزي مسأله با استفاده از . متصل است، پرداخته است

ویت -ي تیر ویسکوالاستیک از مدل رئولوژیکی کلوینماده. ن به دست آمده استقانون دوم نیوت

م اثر پارامترهاي سیست. گانه بکار گرفته شده استبه منظور حل، روش بسط چند. تشکیل شده است

پاسخ بررسی شده -هاي فرکانسخطی، پاسخ ارتعاشی و منحنیبر روي فرکانس طبیعی خطی و غیر

  .است

برنولی الاستیک تحت - یک حل تحلیلی براي خیز زیاد تیرهاي یکنواخت یکسر گیردار اویلر [43] تاري

اي، افقی و عمودي خیز ي اجزاء پارامتري زاویههدف محاسبه. بارگذاري در نوك تیر را ارائه داده است

ي خیز تیر معرفی ي مشخصهمعادله. در نوك تیر استهاي موجود در طول تیر با توجه به بارگذاري

برنولی با شرایط مرزي و -، حل خیز براي تیر اویلر1شده و با به کارگیري بسط تیلور اتوماتیک

حل خیز به دست آمده با این روش، با نتایج حل عددي . بارگذاري بیان شده، به دست آمده است

هاي بزرگ و این حل بسیار سازگار با شرایط بارگذاري. مقایسه شده و براي کل  طول تیر معتبر است

به منظور به کارگیري این حل به عنوان ابزار . باشدهاي مهندسی میها و سنتزقابل اجرا براي تحلیل

  .ها در نوك تیر بررسی شده استتیرها و رفتار خیز محوري براي بارگذاري  يتئوري، زاویه

حاکم بر ارتعاش تیر با خیز نسبتاً زیاد را با استفاده از تئوري تغییر  معادلات [44] چیسوهانی و ایپک

این معادلات که دستگاهی  از معادلات مشتقات جزئی غیر . اندبه دست آورده 2شکل برشی مرتبه اول

هاي طبیعی تیر و خطی است، با استفاده از تئوري اغتشاشات به صورت تحلیلی حل شده و فرکانس

ي پارامتري، اثر خواص مکانیکی و هندسی  و همچنین با انجام مطالعه. ست آمده استبار کمانش به د

هاي همچنین فرکانس. هاي طبیعی بررسی شده استتأثیر کرنش نرمال عرضی بر روي فرکانس

طبیعی و بار کمانش  با استفاده از روش المان محدود به دست آمده و با نتایج تحلیلی مقایسه شده 

  . است
                                                
1 Automatic Taylor Expansion Technique(ATET) 
2 First Order Shear Deformation Theory 
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تحت بار دینامیکی عرضی و بار  به تحلیل ریاضی و عددي تیر با خیز نسبتاً زیاد، [45] یسوهان

جایی به کمک تئوري تغییر شکل برشی در استخراج معادلات، میدان جابه. محوري پرداخته است

معادلات حاکم بر حرکت تیر، یک دستگاه معادلات دیفرانسیل . مرتبه اول تخمین زده شده است

مشتقات جزئی و با ضرایب ثابت هستند که به یکدیگر کوپل بوده و به کمک اصل  غیرخطی با

همچنین مسأله . براي تعیین پاسخ تیر، از بسط توابع ویژه استفاده شده است. اندهمیلتون تعیین شده

  .افزار المان محدود نیز تحلیل شده استبه کمک یک نرم

 جمع بندي -1-11
هاي این مواد، معادلات حاکم بر آنها یسکوالاستیک، رفتار و ویژگیدر این فصل، ابتدا به معرفی مواد و

اي سپس انواع اجزاي سازه. هاي موجود جهت تفسیر رفتار ویسکوالاستیسیته پرداخته شدو انواع مدل

در نهایت به مرور و ي متداول در بررسی تیرها هاسپس به معرفی تئوري. ها معرفی شدو غیرخطی

ها با خیز نسبتاً زیاد با توجه به مقالات مرور شده، تحلیل سازه. نامه پرداخته شدیانمقالات مرتبط با پا

اي از مواد پیرامون ما در که طیف بسیار گستردهدر حالی. بیشتر متوجه مواد الاستیک بوده است

ت  به ي ویسکوالاستیک قرار دارند و شناخت رفتار مکانیکی این مواد به دلیل رفتار متفاوت نسبحوزه

همچنین در اکثر مقالات به حل مسأله با استفاده از . مواد الاستیک از اهمیت بالایی برخوردار است

اي مسأله را به صورت تحلیلی حل هاي عددي مانند اجزاء محدود پرداخته شده و کمتر مقالهروش

اري تیر ویسکوالاستیک نامه، به صورت تحلیلی به بررسی ارتعاشات آزاد و اجبدر این پایان. نموده است

مرتبه ته، به کمک تئوري تغییر شکل برشی جایی به کار رفبا خیز نسبتاً زیاد که در آن میدان جابه

  .  شوداول تخمین زده شده است، پرداخته می
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 مقدمه -2-1
ا خیز نسبتاً در این فصل، ابتدا به استخراج معادلات حاکم بر ارتعاشات غیرخطی تیرهاي الاستیک ب

صورت  ي تیر بهسپس با در نظر گرفتن رفتار ماده. زیاد با استفاده از اصل همیلتون پرداخته شده است

ویسکوالاستیک در برش و الاستیک در اتساع، معادلات استخراج شده براي حالت ویسکوالاستیک، 

براي . است 1اول ي رتبهجایی، مطابق تئوري تغییر شکل برشی م جابه میدان. تعمیم داده شده است

  :فرضیات زیر در نظر گرفته شده استاستخراج معادلات حرکت، 

  .همگن و همسانگرد است تیر

  .ها نسبتاً بزرگ هستندجایی جابه

  .است 2کرنش، خطی-رابطه تنش

 تعریف مسأله - 2-2
تحت بار  تیر. مفروض است و چگالی h، عمقb، پهنايlبا طول  )1-2(شکل  تیري مطابق 

بر واحد طولو بار عرضی دینامیکی  P محوري Q x ,t ستمیسبندي از  براي فرمول. قرار دارد 

مختصات کارتزین x , y , z استفاده شده است که در آنx تیر،جهت محوريy  در جهت پهناي تیر

.گیري می شود ي میانی اندازهدر راستاي عمق تیر بوده و از صفحه zو
 

  

 
  نماي شماتیک سازه  )1-2( شکل

به صورت زیر در نظر گرفته شده  جایی جابهي اول، میدان  مرتبهبرشی بر اساس تئوري تغییر شکل

  :است

                                                
1 First-order Shear Deformation Theory( FSDT)  
2Small strain 
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. هستند zوx ،y جایی در راستاي محورهاي مختصاتبه ترتیب سه مؤلفه جابه  wو  u ،vکه در آن 

0u  0وw 1 .باشندي میانی میجایی صفحههمعرف جاب و داراي بعد طول بودهu  1وw و بعد بی توابعی

اي، با درنظر گرفتن حرکت به صورت صفحه. مجهول هستند که باید تعیین شوند w0و u0 مانند 

-جایی فن جابه-ها براساس روابط کرنشکرنش. صفر خواهد بود، جایی در راستاي ي جابهمؤلفه

  .]46[ به صورت زیر استکارمن 
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  .شودبه صورت زیر تعیین میمیدان کرنش ، )1-2( جایی  بر اساس میدان جابه
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 ي انرژي پتانسیلمحاسبه -2-3
  .]47[شودبه شکل زیر تعریف می چگالی انرژي کرنشی

)2-4( *
x x y y z z xy xy yz yz zx zxU =                 

عبارت است  هاي تنش،جایگزینی مقادیر صفر برخی از مؤلفه باU *کرنشی چگالی انرژي  1و تغییرات

  :از

)2-5( *
x x z z zx zxU =          

                                                
1 Variation 
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  .شودنتیجه می )5-2( در  )3-2( هاي میدان کرنش مؤلفه با جایگذاري
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المان حجم . آیدبه دست میگیري چگالی انرژي کرنشی بر روي حجم تیر با انتگرال Uانرژي کرنشی

dzdydxdVبه صورت  هاي محورهاي ي تغییرات مؤلفهدرنظر گرفته شده است و در آن محدوده

lx0 مختصات به صورت  ، 2 2h z h    2و 2b y b   باشدمی.  
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  .اندهاي تنش به صورت زیر تعریف شدهمنتجه ، کرنشی در انرژي 

)2-8( 
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2 12   
  .]48[ضریب تصحیح برشی است  κکه در آن 

 ي انرژي جنبشیمحاسبه - 2-4
  :عبارت است از T* چگالی انرژي جنبشی
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گیري از چگالی انرژي جنبشی بر روي حجم، انرژي و انتگرال )1-2( جایی با جایگذاري میدان جابه

  .آیدبه دست میتیر به صورت زیر  Tجنبشی
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)2-10( 
2 2 2 23 3

0 12 12
l* 0 0 1 1u w u w1 h hT T dxdydz= b h h  dx

2 t t t t

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   

 کار نیروهاي خارجی - 2-5
و دیگري مربوط به تحریک  بار محوريکار حاصل از نیروهاي خارجی از دو قسمت، یکی مربوط به 

ي به صورت افقی در یک لبه ، )2-2(شکل   مطابق Pبار محوري. دینامیکی عرضی تشکیل شده است

  .باشدبه شکل زیر می بار محوريتوسط  کار انجام شده. شودتیر وارد می

  
  دیاگرام آزاد تیر تحت بار محوري )2-2( شکل

)2-11( )(p dxdsPdW   
  .گرددي مسأله به صورت زیر تعیین میطول کمان بوده و براساس هندسه dsکه در آن 

)2-12( 
2

2 11 1
2

wds dx y dx
x

          
 

گیري از تغییرات آن در راستاي طول، تغییرات کار و انتگرال )11-2(  در )12- 2( ي با جایگذاري رابطه

  .گرددتعیین می PWبار محوريناشی از 

)2-13( 
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نیروي  .شودآن تعیین  می هايمؤلفهر یک از براي تعیین کار حاصل از تحریک عرضی، کار ه

ي  گسترده Q x ,t 2ي بالایی تیر یعنی  بر لبهhz  و پس از تغییر شکل تیر، تحریک  شودوارد می

sinQيعرضی داراي مولفه  در راستايxي  و مؤلفهcosQ  در راستايz باشد، که می ي زاویه

  :با توجه به این که  .مماس بر تیر با امتداد افقی است
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  .شودکار انجام شده توسط این دو مؤلفه به شکل زیر محاسبه می
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- می تعیین QWتغییرات کار حاصل از تحریک عرضی  )15-2( و  )14- 2(  و )1-2(  با استفاده از روابط
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  .شودتعیین می به صورت زیر گیري از این رابطه در راستاي طول تیر، کار نیروي گستردهبا انتگرال
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  اصل همیلتون با استفاده از معادلات حرکتتعیین   -2-6
بر اساس اصل . ا ارضا کنندل همیلتون رباید اص (t1,t2)ي زمانی حاکم بر حرکت تیر در بازهمعادلات 

  :]49[همیلتون 
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در اصل همیلتون، معادلات حرکت تیر  )17-2( و )13-2( ، )10-2( ، )7-2( با به کارگیري روابط 
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f1  ،f2  ،f3  وf4 شوندهاي ناشی از تحریک خارجی بوده و به شکل زیر تعیین میلفهؤم.  
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),(ي صورتی که نیروي گسترده و در txQ  به  مربوط به نیروهاي خارجیقائم باقی بماند جملات

  .شکل زیر ساده خواهند شد



 فصل دوم    استخراج معادلات حرکت
 

27 
 

)2-21( 
2

,,0,0 42
0

2

321
hQf

x
wPQfff 




  

  [50] تعمیم معادلات استخراج شده به تیرهاي ویسکوالاستیک -2-7
ي ویسکوالاستیک یک ر مادههمان طور که در فصل اول بیان شد، مرسوم است جهت توصیف رفتا

هاي انحرافی و زیرا بخش. ي تغییر حجم خالص جدا کنندي برشی را از مؤلفهسیستم، اثر مؤلفه

 نامه رفتار ماده در بالکدر این پایان. کنندحجمی تنش، رفتارهاي رهایش متفاوتی را دنبال می

بنابراین تعیین معادلات حاکم در . ودش، الاستیک و در برش، ویسکوالاستیک در نظر گرفته می)اتساع(

  .ي ویسکوالاستیک شامل مراحل زیر استحوزه

 ي هوكقانون تعمیم یافته  -2-7-1
کند، بعدي ایزوتروپیک الاستیک که از قانون هوك پیروي میکرنش یک جسم جامد سه- روابط تنش
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جایی براساس مدل مورد نظر به با جابه) 12PPضربدر اوپراتور(هاي تنشي بین منتجه، رابطه)24- 2( ي

  .آیدصورت زیر به دست می
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هاي تنش و قرار دادن منتجه 12PPدر اوپراتور  )19-2(  يحال با ضرب هر چهار معادله

  .آیدویسکوالاستیک، معادلات تیر ویسکوالاستیک با خیز نسبتاً زیاد به صورت زیر  به دست می
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ي دیفرانسیل با مشتقات جزئی است که به معادلات حاضر، یک دستگاه معادلات شامل چهار معادله

ایط مرزي نیز به با استفاده از اصل همیلتون علاوه بر معادلات حرکت، شر. باشندیکدیگر کوپل می

  .هاي تنش به صورت زیر خواهد بودشرایط مرزي تیر براساس منتجه. دست خواهد آمد
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مثلاً براي شرایط مرزي به صورت یک سر . توان تعیین نمودشرایط مرزي مسأله را می )33-2(  از

  :شودگاه گیردار، نتیجه میساده و طرف دیگر تکیهگاه تکیه
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 در حالت ویسکوالاستیک برنولی و تیموشنکو-معادلات تیر اویلر -2-8
 .]49[دهد میبرنولی را نشان -ي حالت الاستیک تیر اویلر، معادله)35- 2( ي معادله
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برنولی در حالت –ي تیر اویلر ، معادله )35-2(  يبا اعمال اوپراتورهاي ویسکوالاستیک در معادله

  .ویسکوالاستیک به صورت زیر خواهد بود
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  .]49[ ستي تیر تیموشنکو در حالت الاستیک به صورت زیر امعادله 
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  .د بودمعادلات تیر تیموشنکو در حالت ویسکوالاستیک را به صورت زیر خواه
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 جمع بندي - 2-9
در این فصل، ابتدا معادلات حاکم بر ارتعاشات تیر الاستیک با خیز نسبتاً زیاد براساس تئوري تغییر 

سپس با اعمال روش اوپراتوري براي مدل ویسکوالاستیک جامد . شکل برشی استخراج شده است

در معادلات . دست آمده استه استاندارد خطی، معادلات براي تیر ویسکوالاستیک با خیز نسبتاً زیاد ب

. شوندظاهر میکارمن -جایی فنجابه-حرکت، جملات غیرخطی هندسی مربوط به روابط کرنش

له دیفرانسیل، شامل چهار معادله دیفرانسیل با مشتقات جزئی معادلات به صورت یک دستگاه معاد

هاي میدان نسبت به متغیرهاي زمان و مکان هستند که به یکدیگر کوپل بوده و براي تعیین مؤلفه

  .زمان حل شوندجایی باید به طور همجابه
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 مقدمه -3-1
کوالاستیک، براساس تئوري تغییر شکل در فصل قبل، معادلات حاکم بر ارتعاشات غیرخطی تیر ویس

معادلات به صورت یک دستگاه معادله دیفرانسیل، شامل چهار معادله . برشی مرتبه اول، استخراج شد

از . دیفرانسیل با مشتقات جزئی نسبت به متغیرهاي مکان و زمان بوده که به یکدیگر کوپل هستند

بعد شود، نخست به بیي اغتشاشات استفاده میآنجا که در تعیین حل این دستگاه معادلات از تئور

هاي طبیعی سیستم بعد سازي در بخش اول، فرکانسپس از بی. شودسازي معادلات پرداخته می

همچنین روند تعیین بار کمانش توضیح داده . پاسخ به دست آمده است تعیین شده و در قسمت بعد

  .شده است

 سازي معادلاتبعدبی -3-2
  :شوندزیر تعریف می به صورت بعدپارامترهاي بی
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0w0يبعد مؤلفههاي بیجاییجابهu0 وw مؤلفهبوده و -

هاي ضخامت و زمان هستند که مقادیر آنها شاخص 0tو0h . بعد هستندنیز بی 1wو1uجایی هاي جابه

صورت ده و بهمعرف سرعت موج بوc . است درنظر گرفته شده t0=l/c و h0=h به صورت

Ac  

  . تعریف شده است

قابل تعریف بعد زیر نیز پارامترهاي بی )32-2( تا  )29-2(  بعد فوق در معادلاتبا اعمال پارامترهاي بی
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بعد در نهایت معادلات بی .شودپارامتري کوچک است و به عنوان پارامتر اغتشاش در نظر گرفته می

  .ي دیفرانسیل جزئی غیرخطی کوپل به هم و به شکل زیر استشده،  شامل چهار معادله
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  .اندقائم باقی بماند، محاسبه شدهQي دهکه نیروي گسترمعادلات با فرض این

 تعیین فرکانس طبیعی -3-3
هاي طبیعی تیر، تحریک دینامیکی عرضی تأثیري بر مقدار فرکانس طبیعی نخواهد در تعیین فرکانس

هاي طبیعی، با تعریف جهت یافتن فرکانس. داشت

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در . گردددر تئوري اغتشاشات استفاده می 1براي حل تقریبی معادلات فوق، از روش بسط مستقیم

  .شودي ارتعاشات به صورت زیر در نظر گرفته میهاي دامنهابتدا مؤلفه
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1 Straight forward expansion 
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هر . دو مستقل از هم هستندیک دستگاه معادلات دیفرانسیل خطی است که دوبه )12-3( معادلات 

  :توان به شکل ماتریسیدستگاه را می

)3 -13(               03*

*3

62*
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*

4
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3

*

12

*2

2 
dt

ydB
dt

ydB
dt
dyByB

dX
dyB

dX
ydB  

نمایش داد که  *y 1هاي عناصر ماتریس وي هر دستگاه شامل توابع وابستهB  3تاB ضرایب ،

  :با در نظر گرفتن حل به صورت. است )12- 3( جملات معادلات 

)3 -14(      *

)(* tieXVy   

  .شودنتیجه می )13- 3( در  )14-3( يجایگذاري رابطه و بعد استفرکانس طبیعی بیکه در آن

)3 -15(  
 

                 5
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6
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2

2 )(0 BBBiBBVB
dX
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dX
VdB  

 

توان به صورت را که یک دستگاه معادلات دیفرانسیل با ضرایب ثابت است، می )15-3(  يپاسخ معادله

  .زیر در نظر گرفت

)3 -16(      XeAXV )(  

 Aبردارهاي ویژه و  ي ي مشخصه، معادله)15-3( در  )16-3( با جایگذاري . باشندمقادیر ویژه می

  .شودسیستم به صورت زیر تعیین می

)3 -17(      0012
2  ABBB   

  .باشدي فوق این است که دترمینان ماتریس ضرایب صفر شرط داشتن جواب غیرصفر براي معادله
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)3 -18(  
 

  0det 012
2  BBB   

j ن چهار مقدار ویژه آو از حل  است 1ي تفرق، معادله)18- 3( ي رابطه 4,3,2,1j شودتعیین می .

این مقادیر . آیدبه دست می )17-3( ي دلهمعااز که  وجود داردبه ازاي هر مقدار ویژه، یک بردار ویژه 

پس از یافتن مقادیر ویژه و بردارهاي ویژه، پاسخ . هستندویژه و بردارهاي ویژه شامل عباراتی از 

  .شودبه صورت زیر نوشته می )15-3( ي کلی معادله

)3 -19(    



4

1j

X
jj

jeACV   

jCدو طرف  با اعمال شرایط مرزي در دو لبه، که در هر. شودثابت است و از شرایط مرزي تعیین می

گاه ساده فرض شده است، یک دستگاه معادله جبري به صورتتکیه    0Caxحاصل می -

که شود C شامل عناصرjC شرط وجود جواب غیر صفر، صفر بودن دترمینان ماتریس. استax 

است و از  نیز تابع jاست که مقادیر  jوبین  پیچیده ي جبرياین معادله یک رابطه. است

در . شودهاي محاسبات عددي استفاده میاز روش براي تعیین . شودتعیین می حل آن، مقادیر 

مقادیر پس از تعیین . ي فوق استفاده شده استبراي حل معادله 2نامه از الگوریتم تنصیفاین پایان

 يبراي ادامه. شود، شکل مدها نیز تعیین می)17-3(  يبه کمک رابطه ،فرکانس طبیعی هر دستگاه

معادلات  )10-3( تا  )7- 3( در معادلات  )11- 3(  ي دوم، با جایگذاريحل به کمک معادلات مرتبه

  .شوندي دو به صورت زیر حاصل میمرتبه

                                                
1 Dispersion 
2 Bisection 
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1ω  2فرکانس طبیعی دستگاه اول وω باشد که از حل معادلات فرکانس طبیعی دستگاه دوم می

هاي سکولار شود که جملهبا دقت در بخش ناهمگن معادلات مشخص می. اندیک حاصل شده يمرتبه

اما در شکل مدهاي . ظاهر نشده است و با حل معادلات مرتبه دو مقادیر فرکانس تغییر نخواهند کرد

 يدهد در رابطهبررسی انجام شده نشان می. وجود خواهد داشتهایی مرتبط با هر فرکانس اعوجاج

. ، جملات سکولار ظاهر خواهد شد3ادامه یابد، در معادلات مرتبه    3ي اگر بسط تا مرتبه ،)3-11( 

هاي چندگانه بندي مسأله با روش مقیاستوان وابستگی فرکانس به دامنه را با فرمولدر این صورت می

  .است نامه بررسی نشدهاین موضوع در پایان. تعیین کرد

 تعیین پاسخ -3-4
 .بسط توابع ویژه بیان خواهد شد به کمک تئوري اغتشاشات ودر ادامه، روند تعیین پاسخ 

 هاي چندگانهو مقیاس )مدهاي نرمال(روش بسط توابع ویژه  -3-4-1
هاي چندگانه در تئوري اغتشاشات استفاده شده از روش مقیاس )10-3( تا  )7-3( براي حل معادلات 

  .شودحل معادلات به صورت زیر در نظر گرفته می. است

)3 -28(  
 

    
    
    
    103102101

101100100

103102101

101100100

,,,,);,,(
,,,,);,,(

,,,,);,,(
,,,,);,,(

TTXwTTXwTTXw
TTXwTTXwTTXw

TTXuTTXuTTXu
TTXuTTXuTTXu











 

*که
0 tT  و*

1 tT یر تعریف ها، اپراتورهاي مشتق زمانی به صورت زبا توجه به این تعریف. است
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ي معادلات براساس و جداساز )10-3( تا  )7-3( در معادلات )29-3(  و )28-3( با جایگذاري روابط 

  .شود، معادلات مرتبه یک به صورت زیر نتیجه میفهاي مختلمرتبه
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-ي یک، دو دستگاه مستقل از هم بوده که حل دستگاه اول براي تیر با تکیهمعادلات حاصل در مرتبه

  .گاه ساده به صورت زیر در نظر گرفته شده است
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-3( در معادلات دوم وسوم دستگاه  )31-3( با جایگذاري حل به صورت روابط .است a=1/و در آن 

  .معادلات به صورت زیر خواهند بود )30
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 *F2=Qو  F1=0و و مشتقات آنها A2m(T0,T1) و A1m(T0,T1)عباراتی برحسب  P2mو  P1mکه در آن 

را به صورت  P2m و P1m توان مقادیرمی )32-3( فوریه از روابط ي براساس بسط نیم دامنه .باشندمی

  .زیر به دست آورد
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  .آنها به صورت زیر است یعموم ي دیفرانسیل کوپل به هم هستند که حلدو معادله )33-3( معادلات 
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روند حل براي . باشدمی )معادلات دوم و سوم(هاي طبیعی مربوط به دستگاه اول کانسفر j که

در ادامه با در نظر گرفتن ضرایب . دستگاه دوم شامل معادلات یک و چهار نیز به همین ترتیب است

2خواهند بود ي دو به صورت زیر، معادلات مرتبه.  
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  .براي حل معادلات دستگاه اول شامل معادلات دوم و سوم حل بخش همگن به صورت زیر است
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در  )33-3( و  )30-3( به عنوان حل بخش همگن و استفاده از روابط  )39-3( ي با جایگذاري رابطه

  .معادلات به شکل زیر خواهند بود )38-3(  تا )35-3( معادلات 
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F4و  F3. هستندو مشتقات آنها A4m(T0,T1) و A3m(T0,T1)عباراتی برحسب  P4m و P3mکه در آن  
  

0Tiهایی شامل جملات ارتعب je  (j=1..6) 0و)( Ti kje   (j=1..6),(k=1..6)  و)sin(
a

Xm  و

)cos(
a

Xm هستند.P3m    وP4m آینداز روابط سري فوریه به شکل زیر به دست می.  

)3 -41(  
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0Tiملات ج je  (j=1..6) قبل از . شوندلار محسوب میبراي دستگاه معادلات دوم و سوم جملاتی سکو

پذیري استفاده براي این منظور از شرط حل. تعیین حل خصوصی، سکولاریتی مسأله باید از بین برود

  به شکل فاقد جملات سکولار یک حل خصوصی. ]51[شود می
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  .شودنتیجه می )41-3( ي در رابطه )42-3( ي با جایگذاري رابطه. شوددر نظر گرفته می
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K1  وK2
0Tiهایی شامل جملات عبارت   je  (j=1..6) 0و)( Ti kje   (j=1..6),(k=1..6) با صفر . هستند

0Tiادن ضرایب جملات قرار د je  (j=1..6))جملات سکولار( ، ضرایبaj (T1)  وbj(T1)  در معادلات )3-

ي دوم و به دست آمده در معادلات مرتبه bj(T1)و  aj (T1)با جایگذاري ضرایب  .دنآیدست میبه )34

      .توان معادلات مرتبه دو را حل کردمی، حذف جملات سکولار

 بار کمانش -3-5
  :شودجهت یافتن بارکمانش سیستم، پاسخ همگن دستگاه به صورت زیر فرض می
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ي ي مشخصهمعادله )9- 3( و  )8-3(  در معادلات مرتبه یک معادلات )44-3( يبا جایگذاري رابطه

تعیین و سپس بردارهاي ویژه سیستم  P*برحسبnاز حل این معادله، . سیستم به دست خواهد آمد

. شوداعمال میجایگزین شده و شرط مرزي مسأله  )44-3(  ياین مقادیر در معادله. شودمحاسبه می

براي تعیین بار کمانش،  .آیدبا در نظر گرفتن شرط غیر صفر بودن حل، مقادیر بار کمانش به دست می

  .باشداي طبیعی میهروند تعیین مقادیر ویژه مشابه فرکانس. شودفقط دستگاه دوم و سوم حل می

 جمع بندي -3-6
روش تعیین فرکانس طبیعی بیان  سپس. بعد سازي معادلات پرداخته شددر این فصل، نخست به بی

ي دست آمد و نحوهه حل تحلیلی ب هاي چندگانه،و روش مقیاس با استفاده از بسط مدهاي نرمال. شد

  .صل از این فصل ارائه خواهد شددر فصل پنجم نتایج حا. محاسبه بار کمانش نیز توضیح داده شد
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 مقدمه -4-1
گذرا با در این فصل حل عددي مسأله، شامل حل استاتیکی، مدال، کمانش و حل دینامیکی یا 

افزار براي حل اجزاي محدود مسأله از نرم. بعدي ارائه خواهد شدو سه بعديهاي دواستفاده از المان

در ابتداي فصل به تعیین خصوصیات ویسکوالاستیک با استفاده از سري . استفاده شده است 1انسیس

در بخش بعد آنالیز . اندهاي به کار رفته در تحلیل معرفی شدهسپس المان.  پرونی پرداخته شده است

سپس . بعدي تعیین شده استي دو و سهسازمدل ي مش بهینه درجام شده و اندازهحساسیت مش ان

هاي طبیعی و شکل مدها، به بیان مراحل حل استاتیکی مسأله،  مراحل حل مدال و تعیین فرکانس

  .حل کمانش و در نهایت به تعیین پاسخ به کمک حل دینامیکی پرداخته شده است

 [52] اساس سري پرونیتعیین خصوصیات ویسکوالاستیک بر - 4-2
نرم در . براي تعیین خصوصیات ویسکو الاستیک ماده، از مدول رهایش بالک و برشی استفاده می شود

  .توان بر حسب جملاتی از سري توانی پرونی به صورت زیر بیان کردافزار انسیس این توابع را می
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G , iG  ،مدول الاستیک برشیiK وK  ،مدول الاستیک بالکG
i وK

i زمان رهایش براي هر کدام

  :به شکل 2سبیبا معرفی مدول هاي تنا .از اجزاي سري پرونی است
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  .توابع رهایش و بالک را می توان به شکل زیر بازنویسی کرد

                                                
1 Ansys 12 
2 Relative Moduli 
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 Kو Gا مدول آنی وبه ترتیب مدول برشی و مدول بالک در بارگذاري سریع ی 0Kو0Gدر اینجا

 Gnتعداد جملات سري پرونی براي برش. مدول مربوط به بارگذاري هاي کند یا مدول نهایی می باشد

Kn  بالکو براي رفتار  هاي مورد زمان این مطلب در. به باشنداست که لازم نیست این دو مشا 

Gرهایش 
i وK

i نیز صادق است. 

 تعیین مدول رهایش برشی و بالک  -4-3
سازي این رفتار از و براي مدل بودهبراساس فرضیات فصل دوم، رفتار ماده در برش ویسکوالاستیک 

به صورت تابعی از زمان تعیین  G شود و مدول رهایشاولین مدل جامد استاندارد خطی استفاده می

 Kبدین ترتیب مدول بالک  وهمچنین رفتار ماده در بالک الاستیک در نظر گرفته شده . شودمی

  .استعددي ثابت و بدون وابستگی به زمان 

 مدول رهایش برشی  -4-3-1
ري پرونی والاستیک در انسیس استفاده از سهاي تعیین خصوصیات مواد ویسکیکی از بهترین روش

- اولین روش این است که داده. داردهاي مختلفی براي تعیین این سري در انسیس وجود روش. است

یم هاي مدول رهایش برشی نسبت به زمان، که از آزمایش رهایش بدست آمده است را به طور مستق

انسیس در . ها منطبق می کندرا بر این دادهنرم افزار سري پرونی  در این صورت. شودوارد انسیس 

را به ترتیب اولین و آخرین داده در نظر می گیرد و مقدار Gو0G ها،هنگام انطباق تابع نمایی بر داده

i ،i  ،0را محاسبه می کند ولی بعد از آنGوG از این رو دو مقدار . داردرا در حافظه نگه نمی

، انسیس آن را و ضریب پواسون Eمدول آنی و با تعیین مدول الاستیک G( ،0Gو0G(مجهول 

  .س فرمول زیر محاسبه می کندبراسا
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)1(20 


EG  
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هاي آزمایشگاهی، در صورتی که آخرین داده صفر باشد، مدول رهایش نکته دیگر این است که در داده

  .آیده دست میالمان ماکسول ب

ه روشی که در این تحلیل براي تعیین سري پرونی مورد استفاده قرار گرفته، این است که با توجه ب

سازي رفتار برشی ماده استفاده شده که در حل تحلیلی مسأله از مدل جامد استاندارد براي شبیهاین

  .گردیده استضرایب سري پرونی به صورت زیر تعیین  ،است
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به صورت  زیر تعیین شده  )4-4( ي اول در رابطه 0tقرار دادن نیز با  0Gو مقدار مدول برشی آنی 

  .است

)4-8(   10 GG   
  . تعیین می شود )2- 4( و )7-4( ، )8-4( از روابط  )4-4( يدر نتیجه ضرایب سري پرونی رابطه

توان را نمی 0G شود ولیمی د انسیسبه طور مستقیم وار i ،iحال ضرایب سري پرونی مورد نظر 

و Eاین مقدار را بر حسب مدول الاستیک  گونه که قبلاً اشاره شد، انسیسکرد و همان وارد انسیس

  .محاسبه می کند ضریب پواسون

 مدول بالک  -4-3-2
سري پرونی  براي حالت بالک ،شودلک الاستیک در نظر گرفته میکه رفتار ماده در بابا توجه به این

را بر  شود و با وارد کردن مدول الاستیک و ضریب پواسون، انسیس مقدار مدول بالکتعریف نمی

  .کندزیر محاسبه می ياساس رابطه

)4-9(   
)21(3 
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EK  
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 [52] ها معرفی المان -4-4
 Solid 186 بعدي از المانتحلیل سه در و Beam 3و Beam 189 المانبعدي از به منظور تحلیل دو

  .ها توضیح داده شده استاستفاده شده است که در ادامه مختصري در مورد این المان

 Beam3المان   - 4-4-1
Beam3   دو  داراي این المان. با قابلیت  تحمل تنش، فشار و خمش استمحوره تکبعدي و دوالمانی

درجه مربوط به حرکت انتقالی و یک درجه  دو. است گرهدر هر سه درجه آزادي  گره و هر گره داراي

این المان قابلیت تحلیل  .دهداین المان را نشان می )1-4(شکل   .باشدمربوط به حرکت دورانی می

  .ارا استمدال و همچنین خیزهاي زیاد را د

  
  Beam3المان  )1-4( شکل

 Beam189 المان  -4-4-2
Beam189  این المان به . باشدالمانی مناسب براي تحلیل تیرها اعم از تیرهاي نازك و ضخیم می

کند و تعریف آن جهت المان را مشخص می Lشودکه گرهتعریف می ,LK,J,Iکمک چهارگره

  .))2-4( شکل ( اختیاري است
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 beam189المان  )2-4( شکل

کند و تأثیرات تغییر شکل برشی نیز در آن در نظر این المان براساس تئوري تیر تیموشنکو عمل می

که  المانی با سه گره  بوده و هر گره آن داراي شش درجه آزادي است  Beam189. گرفته شده است

این المان براي . باشدسه درجه مربوط به حرکت دورانی می سه درجه مربوط به حرکت انتقالی و

  .خطی مناسب استهاي غیري بزرگ و کرنشهاهاي خطی، دورانکاربرد

 Solid186المان   -4-4-3

 
  solid 186لمان ا )3-4( شکل

  Solid186.باشدگره است و هر گره داراي سه درجه آزادي می 20داراي) )3-4(شکل  (این المان 

هاي بزرگ، پلاستیسیته، هایپرپلاستیسیته، هاي بزرگ، کرنشامکان مدل کردن تأثیرات تغییر شکل

شکل   بندي ترکیبی امکان مدل کردن تغییرهمچنین با فرمول. کندرا فراهم می تنشپیش خزش و

بندي فرمول .استا ا دارناپذیر رناپذیر و هایپرالاستیک کاملاً تراکممواد الاستوپلاستیک تقریباً تراکم

 .بعدي الاستیسیته استالمان براساس تئوري سه

 تعیین مش بهینه - 4-5
بعدي، سازي به صورت دودر مدل. ]53[ است) )1-4(جدول  (مشخصات تیر و خواص مکانیکی مطابق 
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گاه به صورت ساده  تکیه. شودتعریف می خطی به طول یک متر مدل شده و سپس سطح مقطع تیر

  .شودبندي میپس از تعیین خواص مکانیکی و سطح مقطع، تیر مش. باشدمی

  مشخصات تیر )1-4( جدول
1l (m)طول  
02.0b  (m) عرض  

002.0h  (m) ضخامت  
75.25  (Pa)مدول الاستیک eE   

  هايلمدو

745.2  (Pa) ویسکوالاستیک
78.9

2

1

eE
eE


  

3.0  ضریب پواسون  
7800 (kg/m3) چگالی  

2500P (N)محوري بار  

براي المان  انجام شده و مش بهینه در حضور بار محوري ي مشدر این مسأله آنالیز حساسیت اندازه

Beam 189 هايالمانبراي این کار آنالیز مدال انجام شده و به ازاي تعداد . تعیین گردیده است 

براساس نتایج، مش . مختلف، فرکانس طبیعی عرضی پنجم گزارش شده که نتیجه به قرار زیر است

  ).)2- 4(جدول  (شود حاصل می المان 49بهینه به ازاي 

  )Hz( سازي دو بعديهاي مختلف در مدلمقادیر فرکانس طبیعی عرضی به ازاي مش )2-4( جدول
  100  50  49  48  40  30  20  10  5  المانتعداد 

  268.84  268.84  268.84  268.85  268.85  268.86  268.98  270.84  296.86  فرکانس عرضی

بندي به جاي مش 1بندي دستیسازي سه بعدي، به منظور افزایش دقت محاسبات، از مشدر مدل

شود که به ، مشاهده می)3-4(جدول  با توجه به نتایج گزارش شده در . استفاده شده است 2اتوماتیک

بعدي ه، بنابراین مش بهینه در حالت سهتغییري در نتایج حاصل نشد 150هاي بیش از ازاي المان

                                                
1 Mapped 
2 Free 
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  .عدد است 150

  )Hz( سازي سه بعديهاي مختلف در مدلیر فرکانس طبیعی عرضی به ازاي مشمقاد )3-4( جدول
  200  180  150  140  130  100  80  50  35  المانتعداد 

  268.9  268.9  268.9  269.1  269.1  270.18  270.26  270.53  270.82  فرکانس عرضی

 حل استاتیکی -4-6
بعدي، سازي دودر مدل. شودیاستفاده م هاي ساکن و مستقل از زماناز این روش براي تحلیل مدل

. ساده در نظر گرفته شده است گاهتکیهمرحله بارگذاري ابتدا شرایط مرزي، بندي، در پس از مش

سازي، تنظیمات پس از پایان مدل. کششی درنظر گرفته شده است بار محوريبارگذاري به صورت 

مربوط  يگزینهنظر گرفتن خیز بزرگ وده و براي دراستاتیک بنوع حل، . گیردبوط به حل انجام میمر

  .شودتنش فعال میي مربوط به پیشانتخاب شده و گزینه 1خیز زیاد استاتیکیحل به 

شرایط مرزي بر روي دو سطح مقطع در . شودبندي میبعدي، حجم ایجاد شده مشسازي سهدر مدل

بارگذاري . مقید شده اند جایی عرضیجابه zطرفین اعمال شده و هر دو سطح در راستاي محور 

مات حل بعدي، تنظیسازي سهدر مدل. ح اعمال شده استمحوري به صورت کششی بر روي سطو

روند ذکر شده در تحلیل  .باشدي مربوط به خیز بزرگ فعال میبعدي است و گزینهمشابه دو

  .استاتیکی، قبل از تحلیل کمانش، باید انجام شود

 ]54[ ش حل کمان -4-7
. توان به صورت تغییر شکل ناگهانی سازه در اثر گذر بار از حد بحرانی تعریف نمودکمانش را می

با استفاده از این تحلیل، مقدار بار بحرانی و نیز . هاستکمانش حالت خاصی از ناپایداري در سازه

  .شودمشخص می تغییر شکل سازه پس از به وجود آمدن کمانش،

. بینی شده استو غیرخطی براي انجام آنالیز کمانش پیش) مقادیر ویژه(دو روش آنالیز کمانش خطی 

در این . شودهاي روش غیرخطی از دقت بالاتري برخوردار است و براي طراحی توصیه میمعمولاً پاسخ

دهد تا سازه به تدریج افزایش میافزار بار را به روش با انجام آنالیز غیرخطی هندسی استاتیکی، نرم
                                                
1 Large displacement static 
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هاي حل روش آنالیز کمانش خطی محدود به مسائل خطی است  و براساس روش. مرز ناپایداري برسد

 طور که ذکر شد در تحلیل کمانش، ابتداهمان. شودمقادیر ویژه کمانش انجام میمسائل کلاسیک، 

  .شودانجام  تنشباید حل استاتیکی با فعال کردن گزینه مربوط به پیش

 حل مدال -4-8
. دشودر فرکانس مورد نظر استفاده می هاي طبیعی و شکل مد آن،از آنالیز مدال جهت تعیین فرکانس

در عین حال، . هاي آن سازه داردگاه، جنس و تکیهکانس طبیعی هر سازه بستگی به شکلمقدار فر

افزار به همین دلیل نرم. ی مؤثر باشدتواند در مقدار فرکانس طبیعها و نوع آن نیز میمقدار بارگذاري

نامه به منظور بررسی اثر در این پایان. را ارائه کرده است) بدون تنش و پیش تنش( دو نوع آنالیز مدال

ر تنظیمات مربوط به و د شدهتنش استفاده بار محوري بر روي فرکانس طبیعی سیستم از روش پیش

  .شودتنش فعال میحل گزینه پیش

 کیحل دینامی - 4-9
هاي وابسته ذاريي پاسخ دینامیکی یک سازه تحت تأثیر بارگتوان به محاسبهمی تحلیلبه کمک این 

چرا که براي محاسبات . استاتیکی است تحلیلتر از یک معمولاً مشکل این تحلیل. به زمان پرداخت

تحلیل . اردنیاز دزمان بیشتري  به حل مسأله داشته وافزاري بیشتري خود نیاز به امکانات سخت

 1در این تحلیل از روش کامل. شودي وابسته به زمان با انتخاب نوع تحلیل، گذرا، انجام میمسأله

استفاده شده و نمودار نیروي وارد بر تیر نسبت به زمان متغیر بوده و روند تغییرات آن برحسب زمان 

  .باشدمطابق شکل زیر می

  
 تغییرات زمانی نیروي گسترده )4-4( شکل

                                                
1 Full Method 
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ها یک هریک از این قسمت. توان به دو قسمت مجزا تقسیم نمودو برحسب زمان را میتغییرات نیر

- هنگام تحلیل المان محدود، هریک از مراحل بارگذاري، به بخش. شودنامیده می 1ي بارگذاريمرحله

در تحلیلی . شودگفته می 2هاي بارگذاريگام هابه این بخش. شوندتر تقسیم میهاي کوچک

  .است 4ايو پله 3ي تغییر نیرو به دو صورت خطیهاشیوهدینامیکی 

از نخستین . ي مستقل ذخیره شوندهاهر یک از مراحل بارگذاري باید جداگانه تعریف و در فایل

- مشابه حالت استاتیکی تعریف می... ي بارگذاري شروع کرده و مقادیر کلیه نیروها، قیدها ومرحله

  .ي پایان این مرحله از بارگذاري مشخص شوداري، باید لحظهپس از اتمام تعریف بارگذ. شوند

هاي بارگذاري، دقت بدیهی است با افزایش تعداد گام. شودنامیده می 5ي زمانی، گام زمانیطول بازه

گردد، ، منجر به افزایش زمان تحلیل مدل نیز میکاهش گاماما از آنجا که این . یابدتحلیل افزایش می

در واقع با توجه به دقت قابل قبول، براي تعداد . ها به هر مقدار دلخواه منطقی نیستمافزایش تعداد گا

  .اي وجود داردهاي تحلیل، عدد بهینهگام

ها شوند، پاسخ تیر شامل همه فرکانسمدهاي سازه تحریک می يآل که همهدر یک تحریک ایده 

  . گرددهاي زمانی به صورت زیر تعیین میي گامازهاند. باشدمی

ftimestep 20
1  

اي انتخاب هاي زمانی باید به گونهگام. بزرگترین فرکانس طبیعی مدنظر سازه است fکه در آن 

لازم به تذکر است که . ي بزرگترین فرکانس طبیعی ایجاد شودي مجزا در هر دورهنقطه 20شوند که 

- حلیل مدال به منظور شناخت رفتار دینامیکی سازه و تعیین فرکانسپیش از تحلیل دینامیکی، باید ت

  .هاي آن صورت گیرد

  

                                                
1 Load Step 
2 Loading Substeps 
3 Ramped 
4 Stepped 
5 Time Step 



عدديحل  چهارمفصل      

70 
 

 جمع بندي -4-10
در ابتداي فصل به چگونگی تعیین . ارئه شدل عددي دو بعدي و سه بعدي مسأله در این فصل روند ح

. براساس سري پرونی پرداخته شد) مدول رهایش برشی و بالک (خصوصیات مواد ویسکوالاستیک 

حساسیت مش پرداخته  بررسیدر بخش بعد به . هاي به کار رفته در تحلیل معرفی شدسپس المان

سپس به بیان مراحل حل . بعدي تعیین گردیدسازي دو و سهمش بهینه در دو مدلي شد و اندازه

هاي طبیعی و شکل مدها، حل کمانش و در استاتیکی مسأله، مراحل حل مدال و تعیین فرکانس

در فصل پنجم نتایج حاصل از این فصل، . ه تعیین پاسخ به کمک  حل دینامیکی پرداخته شدنهایت ب

  .ارائه خواهد شد
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 مقدمه -5-1
اي سوم و چهارم پرداخته ههاي ارائه شده در فصلدر این فصل به بیان و بررسی نتایج حاصل از روش

ابتدا نتایج مربوط به فرکانس طبیعی .  است شدهانجام  Maple13محاسبات در محیط . شدخواهد 

بار کمانش مسأله  سپس بررسی شده است فرکانس اولارائه شده و تأثیر پارامترهاي مختلف بر 

ي اولیه مشخصات )1-5(جدول   .تپرداخته شده اسبه بیان نتایج پاسخ کلی  و در نهایتشده  بررسی

  .می باشد تیر

  تیري اولیه مشخصات )1-5( جدول

 4.0l (m)طول
  02.0b  (m)عرض

  002.0h  (m)ضخامت 
N/m2(  812.2( بالک مدول eK   

  )Pa( مدول الاستیک
745.2

78.9

2

1

eE
eE




 

974.2  (Pa.s)ضریب ویسکوزیته  e 

  3.0  ضریب پواسون
  kg/m3(  7800( چگالی

 فرکانس طبیعی - 5-2
  مرجع و با نتایج  ک بدون حضور بار محوري محاسبههاي طبیعی براي حالت الاستیفرکانسابتدا 

نامه در حالت الاستیک مطابقت دهد که نتایج این پایاننشان می )2-5(جدول   .شودمیمقایسه [45]

  .دارد [45]خوبی با نتایج مرجع  
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 هاي طبیعی در حالت الاستیکفرکانس )2-5( جدول

 5 4 3 2 1 شماره مد

  28.500  18.190  10.198  4.514  1.123  نتایج کار حاضر

  30.718  20.453  11.551  5.018  1.857  [45]نتایج مرجع

ارائه خواهد هاي ساده، گاهتأثیر پارامترهاي مختلف بر فرکانس طبیعی یک تیر ویسکوالاستیک با تکیه

هاي ي فرکانسبرنولی و یا تیموشنکو، امکان محاسبه-هاي خطی مانند تئوري تیر اویلردر تئوري. شد

که با استفاده از معادلات استخراج شده بر اساس تئوري وجود ندارد؛ در حالی) طولی(یعی محوري طب

 نیز هاي عرضیهاي محوري علاوه بر فرکانستغییر شکل برشی مرتبه اول، امکان تعیین فرکانس

  .اول را ارائه کرده است پنج فرکانس محوري )3-5(جدول  . وجود دارد

  (Hz)هاي محوري حل تحلیلی فرکانس )3-5( جدول

 5 4 3 2 1 شماره مد

 1178.633 942.971 707.212 471.485 235.743 نتایج تحلیلی

- ده میطور که مشاههمان. دهدرا نشان می E1 يتغییرات فرکانس با مدول الاستیسته )1-5(شکل 

که در دهد؛ در حالی، یک افزایش ناگهانی در فرکانس طبیعی رخ میE1شود، براي مقادیر بزرگ 

دهد، با تغییر در چنین محاسبات نشان میهم. ، تغییرات فرکانس قابل توجه نیستE1مقادیر کوچک 

ي در محدودهE2  ي و مدول الاستیسیته(1e5<η<1e11)  ي در محدوده ηضریب ویسکوزیته 

(1e3<E2<1e11)شود، تغییري در فرکانس طبیعی مشاهده نمی.  
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ω=a.E1) بر فرکانس طبیعی E1تأثیر مدول الاستیسیته  )1-5(شکل

b,a=3E-4 , b=0.469) 
  

. دهدنشان می به ازاي بارهاي محوري مختلف اثر تغییر چگالی بر فرکانس طبیعی را )2-5(شکل 

در اینجا نیز همانند . یابدشود، با افزایش چگالی فرکانس طبیعی کاهش میطور که مشاهده میهمان

ي عکس فرکانس با جذر چگالی رابطه آید،دست میهاي مختلف بهتمام روابط تحلیلی که از تئوري

  . دارد

  
 ω=a.ρb)(به ازا ي بارهاي محوري مختلف  تأثیر چگالی بر فرکانس طبیعی )2-5(شکل

  )P=100 ،a=12435, b=-0.5 ؛ براي  P=0 ،a=564.9, b=-0.5اي بر(
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- نشان میبه ازاي بارهاي محوري مختلف  تأثیر تغییرات ضخامت بر فرکانس طبیعی را  )3-5(شکل 

عث کاهش در افزایش ضخامت تیر باعث افزایش جرم آن خواهد شد که این افزایش جرم با .دهد

با افزایش ضخامت، فرکانس طبیعی افزایش در غیاب بار محوري از طرفی  .فرکانس طبیعی خواهد شد

- رابطه بار محوريدر نظر گرفتن . برنولی خطی است-تغییرات با ضخامت همانند تیر اویلر یافته و این

با جذر ضخامت فرکانس  100 (N)براي بار و دهدي بین ضخامت و فرکانس طبیعی را تغییر می

دهد که به ازاي آن، فرکانس متناسب است علاوه بر آن، نمودار یک حداقل ضخامت را نشان می

افزایش طول باعث کاهش . دهداثر طول بر فرکانس طبیعی را نشان می )4-5(شکل   .حداقل است

ي عکس دارد که مطابق فرکانس با مجذور طول رابطه، دون باردر حالت ب .فرکانس طبیعی خواهد شد

. هاي کوچک بسیار بیشتر استتغییرات فرکانس با طول، در طول. باشدبا تئوري تیر اویلر برنولی می

یابد؛ اما در این فرکانس با افزایش طول کاهش می، نیز همانند حالت بدون بار حضور بار محوريدر 

  .ي عکس داردطول رابطهحالت کاهش فرکانس با 

  
 (ω=a.hb)به ازاي بارهاي محوري مختلف  تأثیر ضخامت بر فرکانس طبیعی  )3-5(شکل

  )P=100 ،a=8.442, b=-0.49؛ براي  P=0، a=3184, b=1براي (
  



  بررسی نتایج     فصل پنجم

77 
  

  
 (ω=a.lb)به ازاي بارهاي محوري مختلف  تأثیر طول بر فرکانس طبیعی  )4-5(شکل

  )P=100 ،a=177.8, b=-1؛ براي  P=0 ،a=1.024, b=-1.99براي (
یج انت .ارائه شده است به ازاي بارهاي مختلف و عددي نتایج تحلیلیي بین مقایسه )4-5(جدول  در 

نتایج عددي . هاي اویلر برنولی، تیموشنکو و تغییر شکل برشی مرتبه اول استتحلیلی براساس تئوري

هاي در حل .دست آمده است به Solid 189بعدي سه کارگیري المانیس و با بهافزار انسنیز با نرم

تئوري تغییر شکل برشی  واشته بعدي دبیشترین اختلاف را با حل سه ،نتایج اویلر برنولی تحلیلی

در . یابدمحوري میزان فرکانس طبیعی افزایش می باربا افزایش  .ترین نتایج را داردنزدیک، مرتبه اول

  .باشدسازه می 1، متناظر با افزایش سفتیبار محورياقع افزایش و

 (Hz)ها با روش تحلیلی و عددي به ازاي بارهاي مختلفي فرکانسمقایسه )4-5( جدول

 مد پنجم مد چهارم مد سوم مد دوم مد اول روش بار محوري

10 (N) 

 53.602 36.080 22.453 12.427 5.335 تیر اویلر برنولی

 55.180 37.277 23.187 12.719 5.376 تیر تیموشنکو

 61.157 40.822 24.949 13.346 5.471 تئوري تغییر شکل برشی

                                                
1 Stiffness 
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بعديانسیس سه  6.217 14.717 26.615 42.304 61.920 

50(N) 

 74.072 54.465 37.840 23.693 11.358 تیر اویلر برنولی

 74.709 54.853 38.027 23.751 11.364 تیر تیموشنکو

ر شکل برشیتئوري تغیی  11.417 24.142 39.247 57.506 79.431 

بعديانسیس سه  12.096 25.337 40.670 58.774 80.088 

100(N) 

 93.185 70.707 50.680 32.619 15.947 تیر اویلر برنولی
 93.434 70.862 50.750 32.641 15.949 تیر تیموشنکو

 97.388 73.030 51.721 32.943 15.990 تئوري تغییر شکل برشی

بعديانسیس سه  16.659 34.128 53.142 74.314 98.118 

500(N) 

 183.790 145.081 107.655 71.220 35.439 تیر اویلر برنولی

 183.945 145.155 107.688 71.227 35.444 تیر تیموشنکو

 185.942 146.219 108.155 71.362 35.460 تئوري تغییر شکل برشی

بعديانسیس سه  36.114 72.571 109.710 147.850 187.300 

1000(N) 

 255.005 202.627 151.174 100.397 50.082 تیر اویلر برنولی

 255.254 202.763 151.226 100.402 50.085 تیر تیموشنکو

 256.586 203.451 151.526 100.491 50.093 تئوري تغییر شکل برشی

بعديانسیس سه  50.726 101.680 153.090 205.180 258.340 

مقادیر کوچک این ضریب به معناي . شده استضریب لاغري تعریف  l/hنسبت  )5-5(جدول  در 

دست آمده از تئوري هاي بهفرکانس طور که از نتایج پیداستکوتاه و ضخیم بودن تیر است؛ و همان

- ها به نتایج حل عددي سهدست آمده از سایر تئوري نسبت به نتایج به تغییر شکل برشی مرتبه اول،

 هاي حاصل از تئوري تیر اویلر برنولی اصلاً مناسب نبوده و برخلاففرکانس .تر استبعدي نزدیک

 l/hبا افزایش واقعیبه نتایج  برنولی- اویلر براي نزدیک شدن رفتار تیرتئوري الاستیسیته  بینی پیش

- تر خواهد شد که این نشانها به هم نزدیکبا افزایش ضریب لاغري نتایج تئوري .کند، عمل میاست



  بررسی نتایج     فصل پنجم

79 
  

  .ي اهمیت پایین برش در تیرهاي بلند و نازك استدهنده

  (Hz)ها با روش تحلیلی و عددي به ازاي ضرایب لاغري مختلف در حالت بدون باري فرکانسمقایسه  )5-5( جدول

l/h مد پنجم مد چهارم مد سوم مد دوم مد اول روش 

10 

  1478.930  1018.945 646.528 274.694 63.075 تیر اویلر برنولی

 1507.037 1039.073 625.857 294.200 74.247 تیر تیموشنکو

 1543.463 1079.321 663.049 317.774 81.215 تئوري تغییر شکل برشی

بعديانسیس سه  129.077  383.120 742.159  1168.000 1641.000  

20 

 

اویلر برنولی تیر  12.614 54.939 129.306 236.199 375.798 

 388.131 248.851 139.983 62.104 15.468 تیر تیموشنکو

 437.577 279.909 156.817 69.091 17.023 تئوري تغییر شکل برشی

بعديانسیس سه  25.869 83.758 174.600 297.960 452.990 

50 

 187.899 118.099 64.653 27.469 6.307 تیر اویلر برنولی

 194.067 124.425 69.994 31.052 7.734 تیر تیموشنکو

 218.779 139.950 78.405 34.547 8.511 تئوري تغییر شکل برشی

بعديانسیس سه  12.859 41.582 86.504 147.370 223.800 

100 

 93.946 59.050 32.326  13.735 3.154 تیر اویلر برنولی

 98.125 62.655 35.141 15.657 3.869 تیر تیموشنکو

 111.216 70.747 39.454 17.324 4.259 تئوري تغییر شکل برشی

بعديانسیس سه  6.442 20.873 43.562 74.525 113.760 

200 

 23.486 14.763 8.081 3.434 0.788 تیر اویلر برنولی

 24.602 15.694 8.794 3.851 0.967 تیر تیموشنکو

شکل برشی تئوري تغییر  1.065 4.333 9.879 17.735 27.923 

بعديانسیس سه  1.606 5.205 10.861 18.577 28.357 
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400 

 5.872 3.691 2.020 0.858 0.197 تیر اویلر برنولی

 6.155 3.926 2.199 0.973 0.242 تیر تیموشنکو

 6.988 4.437 2.471 1.084 0.266 تئوري تغییر شکل برشی

بعديانسیس سه  0.400 1.299 2.711 4.636 7.075 

 .دهدرا نشان می گاه سادهتیر با تکیه چهار شکل مد مربوط به حرکت عرضی )5-5(شکل 

  

        

  
 چهار شکل مد عرضی  )5-5(شکل

به ازاي شرایط مرزي مختلف  ساس تئوري مرتبه اولعرضی برا طبیعی هايفرکانس )6-5(جدول  در 

گاه ساده نسبت به دیگر هاي طبیعی تیر با تکیه، فرکانسمشابه یک تیر الاستیک. ارائه شده است

  .یابدچنین با افزایش بار، فرکانس افزایش میهم. تر استحالات کوچک

   (Hz)ازاي بارهاي محوري مختلف هاي مختلف بهگاهفرکانس طبیعی پنج مد اول براي تیر با تکیه  )6-5( جدول

  مد پنجم  مد چهارم  مد سوم  مد دوم  مد اول  گاهنوع تکیه  نیرو
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P=1000(N) 

 256.586 203.451 151.526 100.491 50.093  گاه سادهتکیه
  260.146  206.305  153.642  101.902  50.799  یکسر گیر دار

  263.802  209.223  155.823  103.361  51.520  دو سر گیر دار

P=4000(N) 

  502.847  401.579  300.775  200.308  100.106  گاه سادهتکیه

  505.669  403.823  302.443  201.431  100.651  یکسر گیر دار

  508.363  406.004  304.110  202.553  101.212  دو سر گیر دار

 تحلیل کمانش -5-3
دست آمده از روش تحلیلی و حل عددي برا ي پنج مد کمانش مقادیر بار کمانش به  )7-5(جدول  در 

  .آورده شده است

  (N)ي بار کمانش با روش تحلیلی و عدديمقایسه )7-5( جدول

  5  4  3  2  1  شماره مد

  4.876  3.128  1.762  0.784  0.196  تئوري برشی مرتبه اول

  5.270  3.248  1.892  0.840  0.210  بعديانسیس سه

  4.128  2.773  1.586  0.720  0.180  تیموشنکو

  4.345  2.975  1.622  0.724  0.182  بعديانسیس دو

در تئوري تیموشنکو، . حل تحلیلی با تئوري تغییر شکل برشی مرتبه اول و تیموشنکو انجام شده است

است و از  بعديیککرنش نرمال -ي تنشچنین رابطههم. است u0=w1=0، مقادیر )1-2(ي در رابطه

کرنش با روابط -ي تنشکه در تئوري تغییر شکل برشی، رابطهد؛ در حالیشونظر میاثر پواسون صرف

بعدي تیر اختلاف ناچیزي دارند؛ نتایج تیر تیموشنکو و حل دو. بعدي الاستیسیته تعریف شده استسه

ي نتایج حل تئوري بنابراین مقایسه. بندي حل عددي نیز براساس تئوري تیموشنکو استچون فرمول

- براي بررسی کامل. ی مرتبه اول با حل مبتنی بر المان دوبعدي، خطاي بیشتري داردتغییر شکل برش

جدول  . بعدي مقایسه نمودتوان نتایج حل تئوري برشی مرتبه اول را با حل عددي سهتر مسأله، می

تر از تئوري بعدي نزدیکحل عددي سه دهد نتایج تئوري مرتبه اول برشی بهنشان می )5-7(
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  . تیموشنکو است

مطابق شکل با افزایش ضخامت بار . دهداثر تغییر ضخامت بر بار کمانش را نشان می )6-5(کلش 

ري ستون اویلر با تئو مشابه ي مستقیم دارد کهیابد و با توان سوم ضخامت رابطهکمانش افزایش می

کمانش با  افزایش طول سبب کاهش بار. دهداثر طول بر بار کمانش را نشان می )7-5(شکل . است

  .این موضوع نیز با تئوري ستون اویلر هماهنگی دارد. خواهد شد l2/1 يرابطه

  
 (P=a.hb, a=2E7, b=2.998) تأثیر ضخامت بر بار کمانش )6-5(شکل

  

  
 (P=a.lb, a=0.031, b=-2) تأثیر طول بر بار کمانش )7-5(شکل
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 پاسخ - 5-4
 عرضی بار تعریف شده، یک بار. شوددر این بخش به بررسی پاسخ تیر تحت بار عرضی پرداخته می

ي پاسخ، در محاسبه.  .کنداست که در مدت یک ثانیه بر تیر اثر می N/m 10گسترده با شدت 

  . درنظر گرفته شده است )8-5(جدول  دیر مشخصات تیر براساس مقا

  ي تیرمشخصات اولیه )8-5( جدول

 4.0l (m)طول 
  m(  02.0b( عرض

  m(  002.0h( ضخامت 
N/m2(  1112.2( بالک مدول eK   

  هايمدول

Pa(  1045.2(الاستیک ویسکو
108.9

2

1

eE
eE


 

674.2  (Pa.s)ضریب ویسکوزیته  e 

  3.0  ضریب پواسون
  kg/m3(  7800( چگالی

در این  .دهدانی مختلف را نشان میهاي زممبه ازاي گابا روش عددي پاسخ عرضی تیر  )8-5(شکل 

هاي زمانی که به ازاي گامشود مشاهده می .استفاده شده است  Beam3تحلیل از المان دوبعدي

به عنوان گام زمانی  0.003رو گام زمانی از این. شودثانیه تغییر چندانی در نتایج ایجاد نمی 0.003

  .شودبهینه انتخاب می
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 هاي زمانی مختلفبه ازاي گام =*x  0.5پاسخ عرضی تیر در   )8-5(شکل

با حل  )=*x  0.9(و نزدیک مرز  )=*x  0.5(پاسخ عرضی مرکز تیر )10-5(شکل و  )9-5(شکل 

ثانیه از زمان بارگذاري نشان  0.3نتایج،  ي بهتربه منظور مقایسه. دهدرا نشان می و عددي تحلیلی

ي نوسانات در همچنین اختلاف دامنه. تطابق فرکانس پاسخ هر دو روش خوب است .داده شده است

  .درصد اختلاف پاسخ در دو روش، حدود ده درصد است. نزدیک مرز یا نقاط دور از آن، مشابه است

  
 =*x  0.5مقایسه پاسخ عرضی تیر در  )9-5(شکل
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 =*x  0.9پاسخ عرضی تیر در  مقایسه   )10-5(شکل

در زمان اعمال بار، تیر حول خیز . دهدپاسخ عرضی مرکز تیر با حل تحلیلی را نشان می )11-5(شکل 

  .یابدکند و پس از حذف بار، حرکت نوسانی تیر حول صفر ادامه میاستاتیکی خود نوسان می

  
 =*x  0.5تیر در  پاسخ عرضی  )11-5(شکل

، )10-5(و ) 9-5(هاي مشابه شکل .دهدثانیه را نشان می 0.3خیز عرضی تیر در زمان  )12-5(شکل 

  .دهد و درصد اختلاف نتایج نیز مشابه استتر از حل عددي نشان میحل تحلیلی، خیز را بزرگ
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 ثانیه = t  0.3در تغییر شکل عرضی تیر   )12-5(شکل

با افزایش بار محوري کششی، . دهدرا بر روي حرکت عرضی نشان می محوري اثر بار )13-5(شکل 

واضح است  .یابدفزایش بار محوري فشاري، خیز عرضی به شدت افزایش میخیز تیر کاهش یافته و با ا

  .سازه را به حالت کمانش نزدیک کندتواند بار فشاري، می

با افزایش بار محوري، خیز تیر کاهش . دهداثر بار را بر روي حرکت عرضی نشان می )14-5(شکل 

  .یابد که با نتایج بخش فرکانس مطابقت داردیافته و فرکانس افزایش می

  
 به ازاي بارهاي محوري مختلف = 0.5tتغییر شکل عرضی تیر در   )13-5(شکل
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 به ازاي بارهاي محوري مختلف =*x  0.5پاسخ عرضی تیر در   )14-5(شکل

  
با افزایش ضریب ویسکوزیته، . دهدتأثیر ضریب ویسکوزیته بر روي پاسخ را نشان می )15-5(شکل 

   .شودمیرا می ترخیز عرضی کاهش یافته و پاسخ سریع

 هايکبه ازاي مدول الاستی=*x    0.5 در پاسخ عرضی تیر  به ترتیب  )17-5(شکل و )16-5(شکل 

 E1یک تشود، با افزایش مدول الاسطور که مشاهده میهمان. دهدنشان میرا  (E2)و   (E1) مختلف

دهد خیز عرضی را کاهش می E2افزایش  .یابدافزایش می پاسخ خیز عرضی کاهش یافته و فرکانس

  دهدولی فرکانس پاسخ را تغییر نمی
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 هاي مختلفبه ازاي ضریب ویسکوزیته =*x  0.5پاسخ عرضی تیر در  )15-5(شکل

 

  
  (E1)هاي مختلفکبه ازاي مدول الاستی =*x  0.5پاسخ عرضی تیر در  )16-5(شکل
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  (E2)هاي مختلفکبه ازاي مدول الاستی =*x  0.5عرضی تیر در  پاسخ )17-5(شکل

جایی جابه، در واقع این شکل. دهدرا نشان می z=h/4و  z=0خیز محوري تیر به ازاي  )18-5(شکل 

ثیر تعداد جملات بسط توابع ویژه بر پاسخ را نشان أت )19-5(شکل  .دهدهاي مختلف را نشان میلایه

  .همگرا خواهد شد (m=1)با توجه به شکل، پاسخ با در نظر گرفتن یک جمله از بسط . دهدمی

  
 z=h/4و   z=0خیز محوري تیر در  )18-5(شکل
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  جملات بسط توابع ویژه بر همگرایی پاسختعداد تأثیر  )19-5(شکل

 بنديجمع - 5-5
هاي سوم و چهارم پرداخته هاي ارائه شده در فصلنتایج حاصل از روشدر این فصل به بیان و بررسی 

 بار کمانش و پاسخ ارائه و حساسیت آنها به پارامترهاي ،طبیعی هاينتایج مربوط به فرکانس. شد

  .بین نتایج عددي و تحلیلی انجام شد ياهمچنین مقایسه. سیستم بررسی شد
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 مقدمه - 6-1
نامه به حل ریاضی و عددي تیر ویسکوالاستیک با خیز نسبتاً زیاد تحت بار دینامیکی در این پایان

در ابتدا، براساس تئوري تغییر شکل برشی مرتبه اول، معادلات حاکم بر ارتعاشات . عرضی پرداخته شد

این معادلات شامل مشتقات جزئی نسبت به متغیرهاي مکان و زمان بوده . راج شدغیرخطی تیر استخ

 ومعادلات، از تئوري اغتشاشات استفاده  بعد کردنپس از بی. و به کمک اصل همیلتون تعیین شدند

هاي طبیعی و بار کمانش ، فرکانسآن علاوه بر. دست آمدروش مدهاي نرمال، پاسخ سیستم به

حل عددي شامل حل مدال، کمانش و دینامیکی مسأله به کمک  همچنین. شدند سیستم نیز تعیین

  .افزار انسیس ارائه شدنرم

 نتایج -6-2
  .نامه به صورت زیر قابل بیان استنتایج این پایان

  با استفاده از معادلات استخراج شده براساس تئوري تغییر شکل برشی مرتبه اول، امکان

 .هاي عرضی وجود داردفرکانس هاي محوري علاوه برتعیین فرکانس

 بعدي الاستیسیته تئوري تغییر شکل برشی مرتبه اول با تئوري سه فرکانس در مطابقت نتایج

 .هاستبیش از سایر تئوري

 هاي ارائه شده، تئوري تغییر شکل برشی مرتبه اول، بار کمانش و فرکانس را براساس جدول

 .دهدنشان می بعدينتایج تئوري سهکمتر از 

 ي همچنین فرکانس با جذر چگالی رابطه. یابدبا افزایش چگالی فرکانس طبیعی کاهش می

آید نیز دست میهاي مختلف بهاین رابطه در تمام روابط تحلیلی که از تئوري. عکس دارد

 .وجود دارد

 محوري، براي مقادیر بزرگ  بارنظر گرفتن  بدون درE1 یک افزایش ناگهانی در فرکانس ،

 .نیست محسوستغییرات فرکانس  E1که در مقادیر کوچک در حالیدهد؛ می طبیعی رخ

 با تغییر در ضریب ویسکوزیته η ي در محدوده (1e5<η<1e11)ي و مدول الاستیسیتهE2  در
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 .شود، تغییري در فرکانس طبیعی مشاهده نمی(1e3<E2<1e11)ي محدوده

  بار محوريدر واقع افزایش . یابدیمحوري، میزان فرکانس طبیعی افزایش م باربا افزایش ،

 .متناظر با افزایش سفتی سازه است

  در مقادیر کوچکl/h هاي محاسبه شده با تئوري تغییر شکل برشی مرتبه اول به فرکانس

با سایر  برنولی نتایج اویلر اختلاف تر است و در این محدودهبعدي نزدیکنتایج عددي سه

تر خواهد شد که این ها به هم نزدیکریب لاغري نتایج تئوريبا افزایش ض. است زیاد هاتئوري

 .ي اهمیت پایین برش در تیرهاي بلند و نازك استدهندهنشان

 این  بار محوريدر غیاب . دهدي بین ضخامت و فرکانس طبیعی را تغییر میمحوري رابطه بار

فرکانس با جذر ضخامت  بار محوري؛ اما در حضور )مشابه تیر اویلر برنولی( رابطه خطی است

 .متناسب است

 مشابه تیر اویلر ( یابد، با افزایش طول فرکانس به صورت خطی کاهش میمحوري در غیاب بار

 .یابد؛ اما با وجود بارگذاري فرکانس با مجذور طول کاهش می)برنولی

 هاي سیستم خطی و غیرخطی تا مرتبه در بسط اغتشاشی انتخاب شده، فرکانس2  یکسان

 .است

 ي مستقیم دارد یابد و بار با توان سوم ضخامت رابطهبا افزایش ضخامت بار کمانش افزایش می

 .که با تئوري ستون اویلر سازگار است

 1 يافزایش طول سبب کاهش بار کمانش با رابطه/l2 این موضوع نیز با تئوري . خواهد شد

  .ستون اویلر هماهنگی دارد

 تیر کاهش یافته و با افزایش بار محوري فشاري، خیز  با افزایش بار محوري کششی، خیز

  .یابدعرضی به شدت افزایش می

 شودتر میرا میبا افزایش ضریب ویسکوزیته، خیز عرضی کاهش یافته و پاسخ سریع.   

 با افزایش مدول الاستیسیته  E1  یابدافزایش میپاسخ خیز عرضی کاهش یافته و فرکانس. 
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  ه مدول الاستیسیتبا افزایش E2 ولی فرکانس پاسخ تغییري نمی خیز عرضی کاهش یافته-

  .کند

 پیشنهادها -6-3
 :، موارد زیر قابل بررسی هستندموضوعتر در ي جامعجهت انجام مطالعه

 ي بالاترهاي برشی مرتبهاستفاده از تئوري. 

 بررسی پاسخ سیستم تحت بار محوري وابسته به زمان. 

 ر با مکانبررسی پاسخ سیستم تحت بار عرضی متغی. 

  هاي مختلف ویسکوالاستیکاثر مدلبررسی. 

  در نظر گرفتن ماده به صورت   FG. 

 بررسی تغییرات فرکانس با دامنه. 

 تعیین شکل مدها با حل معادلات مرتبه دو. 

 بررسی مسأله، وقتی بار عرضی قائم باقی نماند. 

  کمانش -پاسخ -فرکانس(بررسی تیر ضخامت متغیر(. 

 شرایط مرزي مختلف تعیین پاسخ براي. 
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  ي خطیاصول ویسکوالاستیسیته-پیوست الف

 مقدمه -1-الف

. هاي مواد را مشخص کردتوان ویژگیي آزمایشگاهی میبه طور معمول با انجام تست هاي ساده

تعیین خصوصیات مکانیکی مواد ویسکوالاستیک مشابه مواد الاستیک، اغلب شامل تست کشش 

هاي کشش ویسکوالاستیک زیادي وجود دارد، اما معمولاً فقط سه حالت گرچه تستا. باشدمحوري می

  .]5[گیرند میخزش، رهایش تنش و پاسخ دینامیکی به بارگذاري سینوسی مورد استفاده قرار 

 خزش -1-1-الف

گیري تست خزش شامل اندازه .باشداي تحت تنش ثابت میدر ماده رونده،خزش یک تغییر شکل پیش

ه زمان کرنش وابسته ب
0

)()( L
tt  ، تنش ،به عبارت دیگر .باشدناشی از تنش محوري ثابت می 

 .شودفرض کنید که به صورت زیر بیان می 0را به صورت یک تابع پله با مقدار اولیه

)()(   )1-الف( 0 tHt    

)(tH، در این حالت اگر تنش  .است1ي واحد هوي سایدلهتابع پa ،کرنش نیز  برابر شودa برابر می-

خزش نامیده شده و به صورت زیر نمایش داده  2کامپلینس 0 نسبت کرنش به مقدار تنش .شود

  .شودمی

   )2-الف(
0

)()(

 ttJ   

  .باشدکامپلینس خزش مستقل از سطح تنش می مواد ویسکوالاستیک خطی،در 

  

 

                                                
1 Heaviside 
2 Compliance 
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 تابع کامپلینس خزشی )1-الف( شکل

 gJنمودار از . تابع کامپلینس خزش در مقابل لگاریتم زمان رسم شده است )1-الف(شکل  در 

در نمودار فوق   .رسدمی) کامپلینس لاستیک(rJو در حالت تعادل به  شروع شده) کامپلینس شیشه(

زمان رهایش در فرآیند  .باشدي عطف نمودار مینقطه  نشان داده شده است، logاي که بانقطه

  .خزش است

  
 خزش و بازگشت )2-الف( شکل

یابد نمایش داده شده است، با برداشتن بار، کرنش به تدریج کاهش می )2-الف(شکل  طور که در همان

  .شودگفته می 1ي بازگشترسد که به آن پدیدهو به یک مقدار حدي می

                                                
1 Recovery 
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 1تنش رهایش - 2-1-الف

اگر کرنش را به .دباشاي تحت کرنش ثابت میبه معناي کاهش تدریجی تنش براي ماده رهایش تنش،

)()(ي واحد به صورت صورت یک تابع پله 0 tHt    فرض کنیم،تنش)(t در مواد ویسکوالاستیک

  .یابدکاهش می  )3-الف(شکل  به صورت نشان داده شده در 

  

  
 رهایش تنش و بازگشت )3-الف( شکل

  .شود،مدول رهایش نامیده شده و به صورت زیر نمایش داده می0 به کرنش نسبت تنش

   )3-الف(
0

)()(

 ttE   

خزش و  .باشدتنها تابعی از زمان می tE)(در مواد خطی مدول رهایش مستقل از سطح کرنش بوده و

  tG)(تابع رهایش براي تنش برشی با.ا بالک رخ دهندهاي برشی و یتوانند در تغییرشکلرهایش می

تابع رهایش  .شودنامیده می)Kیا(Bبراي تغییر شکل بالک،مدول الاستیک بالک . شودنشان داده می

اما در اینجا تنش لزوماً از نوع تنش .شودنامیده میtB)(متناظر در بالک همانند مدول الاستیک بالک،

براي tJG)( .هاي خزش وجود داردفرق مشابهی نیز در بین کامپلینس .باشدهیدرواستاتیکی می
                                                
1 Stress Relaxation 
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tJ)(خزش در برش، Eبراي خزش در کشش و)(tJ B شودمی براي خزش در تغییر شکل بالک تعریف.  

  
  

  تابع مدول رهایش تنش )4-الف( شکل
در این شکل . دهدمدول رهایش را در مقابل لگاریتم زمان نشان می )4-الف(شکل  

100gE،10rE1وباشندمی.  

به هم مرتبط tJ)(وtE)(روداند و انتظار میانیسم مولکولیخزش و رهایش هر دو مظهر یک مک

اما اگرچه در حالت کلی . باشند
r

r J
E 1

و
g

g J
E 1

 است،اما از آن
)(

1)(
tJ

tE به .را نتیجه گرفت

  .باشدیش سریعتر از خزش میویژه حرکت به سوي حالت تعادل در پاسخ رها

 پاسخ دینامیکی به بارگذاري سینوسی -3-1-الف

از چند دقیقه تا چند (هاي طولانی ي پاسخ مواد در زمانهاي خزش و رهایش تنش براي مطالعهتست

تست . دهند، پاسخ دقیقی ارائه نمی)ثانیه یا کمتر(تر هاي کوتاهباشند، اما براي زمانمناسب می) روز

شود، اغلب گیري میسینوسی اندازه) یا تنش(حاصله از کرنش ) یا کرنش(ر آن تنش دینامیکی که د

ي هنگامی که یک ماده. باشدهاي کوتاه مدت مناسب میبراي یافتن پاسخ پلیمرها در بازه

رسد که در آن گیرد، سرانجام به یک حالت پایا میویسکوالاستیک تحت تنش متغیر سینوسی قرار می

. باشدمی ي ي زاویهاي، اما با تأخیر فاز به اندازهز سینوسی، با همان فرکانس زاویهکرنش حاصله نی

از   همواره کرنش با فاز. باشداین تأخیر فاز مشابه تأخیر کرنش مشاهده شده در آزمایش خزش می

در ). )5-الف(شکل  (متغیر کنترل شده باشد ماند، حتی اگر کرنش نسبت به تنش تنش عقب می
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تفاوت رفتار ماده . شوددهد که منجر به اتلاف انرژي میبارگذاري سیکلی پدیده هیسترسیس رخ می

  .شوددر حالت استاتیک و دینامیک نیز با این تست مشحص می

  
 بارگذاري دینامیکی )5-الف( شکل

 ثار بولتزمناصل جمع آ -2-الف

در یک سیستم ویسکوالاستیک که تحت بار قرار گرفته است، به علت تغییرات آنتروپی، پس از توقف 

اي فقط به تنش اعمالی واقعی یعنی تغییر شکل چنین ماده. شوداعمال بار، پاسخ سیستم متوقف نمی

  .اشدبي تنش تحمل شده توسط آن نیز مرتبط میباشد، بلکه به سابقهوابسته نمی

حال اگر . شوددر حالت تنش ثابت، افزایش کرنش و در حالت کرنش ثابت، کاهش تنش مشاهده می

هاي پاسخ ي زمانی عمومی باشند و یا تنش و کرنش با هم تغییر کنند،تنش یا کرنش داراي سابقه

تزمن این روش به اصل جمع آثار بول .توان با هم جمع کردمربوط به اغتشاشات خطی مختلف را می

  :کندبولتزمن این اصل را به صورت زیر بیان می .معروف است

]0,[يي کرنش در فاصلهکاملاً به سابقه شود،در جسم ایجاد میtي زمانی تنشی که در فاصله t 

ي بارگذاري به هسابق مپس از تقسی بنابراین، .همین مطلب براي کرنش نیز صادق است .بستگی دارد

تک  براي بدست آوردن پاسخ کلی، اي و تعیین پاسخ براي هر بخش،هاي پلهاي از بارگذاريمجموعه

  .شوندها با هم جمع میتک پاسخ
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tکه نمو تنش در زمان  براي آزمایش رهایش، 0، آیداز نمو کرنش به صورت زیر بدست می:  

)()()(   )4-الف(  dtEd   

  :شودهاي قبلی، به صورت زیر تعیین میبا جمع کردن نموهاي تنش زمان tتنش در زمان

   )5-الف(



 dtEdtE
tt

 



00

)()()()()(  

  :برابر است با براي آزمایش خزش، نمو کرنش در زمان. مشابه این مطلب براي کرنش نیز برقرار است

)()()(   )6-الف(  dtDd   

بنابراین با کمک اصل فوق، اگر پاسخ سیستم به ورودي . باشدکامپلینس خزش میDي فوقدر رابطه

  .توان پاسخ به هر ورودي دلخواه را نیز بدست آوردپله مشخص باشد، می

 هاي مکانیکی مواد ویسکوالاستیکمعرفی مدل -3-الف

 مدل ماکسول -1-3-الف

 .کسول، شامل یک فنر و دمپر است که به صورت سري به یکدیگر متصل هستندمدل ما

  
 مدل ماکسول )6-الف( شکل

  .توان به صورت زیر نوشتي کلی تنش و کرنش را براي این مدل، میرابطه

   )7-الف(
 

E


  

بخش اول، نرخ کرنش فنر، متناسب با مقدار تنش، . که نرخ کرنش از دو بخش تشکیل شده است

اي تنش که فقط به مقدار لحظه باشد و بخش دوم، نرخ کرنش دمپرو وابسته به نرخ تنش می همفاز

ش و کرنش توان پاسخ ماده را به تنمی  (7- الف( )7-الف(  يحال با استفاده از معادله. دهدپاسخ می

توان آن را به صورت زیر به فضاي لاپلاس منتقل به منظور حل این معادله، می. اي ارزیابی کردپله

  .نمود
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   )8-الف(  )(1)0()(1)0()( sss
E

ss 


   

رهایش  هاي خزش و رهایش، کامپلینس خزش و مدولحال با استفاده از این رابطه و براساس تست

  .شوندبرشی به صورت زیر تعیین می

)()(ايي تابع کامپلینس خزش، پاسخ این مدل به تابع ورودي پلهسبهبراي محا 0 tHt   )  شکل

)a)7-الف( )0(0يبا شرایط اولیه) (  0(0و(  آیدبه دست می.  

2   )9-الف(
00)(

ss
s




   

  .ي فوق را به صورت زیر خواهیم داشتس معادلهلاپلاس معکو

   )10-الف(
0

0
0 ,1)(





 








 Et

E
t  

العمل دارد و دمپر تأثیري ندارد، در نتیجه تابع کامپلینس خزش ي صفر فقط فنر عکسچون در لحظه

  .آیدبه صورت زیر بدست می

   )11-الف(










 t
E

ttJ 1)()(
0

 

  

  
  تنش رهایش) bخزش،)aرفتار مدل ماکسول در آزمایش  )7-الف( شکل

  
)()(ايپاسخ این مدل به کرنش ورودي پله 0 tHt  7-الف(شکل   مطابق با( b( در فضاي  و (

  .لاپلاس به صورت زیر است
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E   )12-الف(
ttinverse

sE
s 





 









 ,exp)0()()0()(  

ي زمانی ثابتدهد که تنش به صورت نمایی و با مشخصهاین معادله نشان می
E
 یابد کاهش می

  .بنابراین مدول رهایش به صورت زیر است.باشد و زمان رهایش استثابت و از خواص ماده میکه 

   )13-الف(











 ttE exp)0()(

00

 

  :شوددر مدل ماکسول دو کمبود مشاهده می

0تحت شرایط تنش ثابت، -1
dt
dتنی مشهود است،جریان نیو)

dt
dE  .( این موضوع با توجه به

  .باشدي ویسکوالاستیک صحیح نمیي خزش براي مادهرفتار پیچیده

زیرا لزوماً تنش در .توان به طور معمول با یک ترم نمایی کاهشی بیان کردرفتار رهایش تنش را نمی-2

 .کندنهایت به صفر میل نمیزمان بی

 ویت -مدل کلوین -2-3-الف

این مدل شامل . باشدویت می-ي پیچیدگی مشابه با مدل ماکسول، مدل کلوینمدلی دیگر با درجه

  .فنري الاستیک موازي با دمپري ویسکوز است

  
  ویت- مدل کلوین )8-الف( شکل

  
ها براي فنر شوند و اما کرنشهاي فنر و دمپر با هم جمع میدر این مدل برخلاف مدل ماکسول، تنش

برخلاف مدل ماکسول، در مدل کلوین بر اثر اعمال تنش ناگهانی، به دلیل موازي . و دمپر با هم برابرند

در حالیکه در مدل ماکسول به . شودبودن فنر با دمپر، کرنش ناگهانی در همان لحظه مشاهده نمی

ي ناگهانی از خود توانست کرنشی متناسب با تنش اعمال شدهاي میدلیل آزاد بودن، به صورت لحظه
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  :کرنش در این مدل به صورت زیر است-ي کلی تنشرابطه. هدبروز د

   )14-الف(  E  

که بخش اول تنش مربوط به فنر و بخش دوم تنشی متناسب با نرخ کرنش و مربوط به المان دمپر 

  .باشدمی

)a)9-الف(شکل  ( ايبراي بررسی پاسخ مدل به تنش ورودي پله در آزمایش خزش، با انتقال  ،)(

)0(0يبه فضاي لاپلاس با شرط اولیه )14- الف(  يمعادله خواهیم داشت:  

   )15-الف(
  




























 t
E

tinverse
sEs

ssssE
s

exp1)(
)(

)()0()()( 000

 

که 
E
 تغییرات در جایی است که تغییر شکل رخ می ي شدتکنندهاست و بیان 1زمان تأخیر -

با Eجایگزین کردن  در آزمایش خزش، .دهد
J
  .تر استمناسب کامپلینس فنر است،Jکه 1

   )16-الف(
















 tJt exp1)( 0  

  :آیدست میدتابع کامپلینس خزش به صورت زیر به ي فوق،براساس رابطه

   )17-الف(
















tJtJ exp1)(  

تواند رهایش تنش را تشریح مدل کلوین نمی کند،با توجه به اینکه در کرنش ثابت دمپر عمل نمی

  .کند

00   )18-الف(  E
dt
d







  

                                                
1 Retardation time 
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 رهایش تنش) b،خزش)aرفتار مدل کلوین در آزمایش  )9-الف( شکل

 )مدل زنر(جامد استاندارد خطی -3-3-الف

مدل کلوین نیز فقط رفتار خزشی یک جامد ویسکوالاستیک را  مدل ماکسول رفتار رهایش تنش و

ي رفتار عمومی جامد ویسکوالاستیک مناسب نیستند، زیرا اما هیچکدام براي ارائه. کندتوصیف می

آنچه که به طور معمول جامد . لازم است که مدل هر دو رفتار رهایش تنش و خزش را با هم بیان کند

-الف(شکل  (ویت به صورت سري با فنر-شود، ترکیبی از المان کلوینه میاستاندارد سه المانی نامید

  .باشدمی  )11-الف(شکل  (و یا المان ماکسول موازي با فنر ) )10

  
  مدل جامد استاندارد خطی نوع اول )10-الف( شکل

  

  
  جامد استاندارد خطی نوع دوممدل  )11-الف( شکل
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به طوري که کرنش . بندي مشخص انواع کرنش در آن استهاي بارز این مدل، تقسیمیکی از ویژگی

در این . شودویت نشان داده می- الاستیک  با المان الاستیک و کرنش ویسکوالاستیک با المان کلوین

  .یت استو-مدل کرنش کل برابر با مجموع کرنش دو قسمت فنر و کلوین

  .باشدکرنش براي این مدل به صورت زیر می-ي کلی تنشمعادله

   )19-الف( 
22121
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EEEEE
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
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)()(ايپاسخ مدل جامد استاندارد خطی نوع اول به به تنش ورودي پله 0 tHt   س در فضاي لاپلا

  .به صورت زیر است
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که 
2E


 شودبنابراین تابع کامپلینس خزش به صورت زیر تعریف می  .اشدبمی.  

   )21-الف(
2

1
1

1
21

1,1,)exp(1)exp(111)(
E
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JtJJt
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tJ gg 
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)0(0ياي با شرط اولیهپاسخ مدل جامد استاندارد خطی نوع اول به کرنش ورودي پله    را به

  .فضاي لاپلاس منتقل کرده و در نهایت مدول رهایش را به صورت زیر خواهیم داشت

   )22-الف(
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
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  :کرنش به صورت زیر است-ي کلی تنشبراي دومین مدل جامد استاندارد خطی رابطه

   )23-الف(





  )( 21
1

2
1

EE
E

E
E

  

  ):آزمایش خزش(ايبررسی پاسخ این مدل به تنش ورودي پله
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   )24-الف(













)1(1)(

2

1

21

0 


t

e
E
E

EE
t  

  ):آزمایش رهایش(ايبررسی پاسخ این مدل به کرنش ورودي پله

   )25-الف(
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eEEt 120)(  

که در آن
1E


 باشدزمان رهایش می. 

 مدل برگرز -4-3-الف

  
  مدل برگرز )12-الف( شکل

  
براي  در این مدل، .آیددست میه ب) )12-الف(شکل  (ویت-این مدل از ترکیب مدل ماکسول با کلوین

ي بنیادین این معادله .باشدهاي هر قسمت میورت مجموع کرنشکرنش کل به ص یک تنش ورودي،

  .مدل به صورت زیر است
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 مدل ویچرت -5-3-الف

 
  مدل ویچرت )13-الف( شکل

بینی هاي بیان شده پیشمعمولاً پلیمرهاي واقعی در زمان رهایش، با یک زمان رهایش که توسط مدل

-کنند و بخشهاي مولکولی در رهایش شرکت میاز بخش هاي مختلفیبلکه طول؛ شوندرها نمی شد،

شوند که این منجر به توزیعی هاي با طول بیشتر رها میتر خیلی سریعتر از بخشتر و کوتاههاي ساده

 )13-الف(شکل  مهندسان مدل ویچرت راکه مطابق  براي رفع این مشکل، .شوددر زمان رهایش می

  .اندپیشنهاد کرده باشد،داراي تعداد زیادي مدل ماکسول موازي با یک فنر می

ي با استفاده از رابطه .است هاي موازيتنش کل برابر با مجموع تنش تک تک قسمت در این مدل،

کرنش این مدل در فضاي لاپلاس به صورت زیر -ي تنشرابطه کرنش مربوط به مدل ماکسول،-تنش

  :گرددان میبی

   )27-الف(
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Abstract 
In this research, mathematical and numerical analysis of viscoelastic beams 

with moderately large deflection under transverse and axial load are 

presented. These equation are derived using the first order shear 

deformation theory. The kinematic of problem is according to the von- 

Karman strain-displacement relation and Hook's law is used as the 

constitutive equation. These equation are which a system of coupled 

nonlinear partial differential equation  with constant coefficients have been 

derived by using Hamilton's principle. The governing equation have been 

solved analytically whit the perturbation technique and eigenfunction 

expansion method. The response of the system, the buckling load and the 

natural frequencies, are determined for a given set of initial values. Finally, 

a parametric study is performed to investigate the effects of the various 

parameters such as thickness, density, length, modulus of viscosity and 

elasticity on the system response, natural frequencies, buckling load. The 

results are compared whit the numerical method too. 

 

Keywords: Viscoelastic beam, First order shea defomation theory, 

Frequency analysis, Perturbation teqnique, Moderately large deflection, 

Finite elements method 

 

 

 



 

 

 
Shahrood University of  Technology 

Faculty of Mechanical Engineering 

 

Analytical and numerical analysis of a viscoelastic beam under dynamic 
load using  first order shear deformation theory with moderately large 

deflection 
 
 

Thesis 

Submitted in Partial Fulfillment of the Requirements for the Degree of 

Master of Science (M.Sc) 

In Mechanical Engineering , Applied mechanics 

 

 

Zohreh Malek-Hosseini 

 

Supervisor: 

Dr. Hamid Reza Eipakchi 

 

 

 

2014 

 


